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Le désordre moléculaire ?

La mécanique statistique s’assigne pour tache de relier les propriétés microscopiques et macrosco-
piques de la matiere; sa démarche se fonde sur la conviction que tous les phénomenes observables
s’expliquent, en derniére analyse, par les lois qui régissent I’évolution de ses plus petites entités : les
molécules, puis les atomes et les particules élémentaires. En particulier, la mécanique statistique hors
d’équilibre s’efforce d’expliquer des phénomenes proprement dynamiques qui mettent en jeu un grand
nombre d’atomes.

Avant de passer & des exemples, nous souhaiterions d’ores et déja préciser une de nos hypotheses de
travail. On sait, qu’en réalité, seule la physique quantique rend correctement compte du comportement
du monde microscopique. Néanmoins, dans toute cette these, nous supposerons valides les lois de la
mécanique classique a toute échelle d’observation. Il nous semble que, ce faisant, on pourra aborder les
vrais problemes qui se posent, dans un cadre conceptuel raisonnablement simple.

Ceci posé, présentons deux phénomenes physiques de la vie courante, qu’on souhaiterait comprendre
sur base du mouvement des atomes; la présente dissertation est divisée en deux parties, et nous
nous pencherons successivement sur des systémes inspirés par chacun d’eux. Prenons, comme premier
cas, la fumée d’une cigarette qui se disperse dans une piece, et, apres un certain temps, s’y répartit
uniformément. Les observations nous enseignent que ce processus est irréversible. Il nous incombe des
lors de décrire I’évolution temporelle des particules de fumée dans l’air, pour expliquer le phénomene
de diffusion observé.

En second lieu, plagons-nous dans un local muni d’un radiateur. D’un c6té, l'air se réchauffe a son
contact, mais d’un autre se refroidit, car l'isolation des murs n’est pas parfaite. Un flux de chaleur
s’installe, dont I'intensité dépend bien sur de certaines caractéristiques du local, comme sa taille ou
I’épaisseur de ses murs. Ici encore, ¢’est un processus dynamique qui est en cause et dont on veut rendre
compte : le transfert d’énergie entre deux systémes a températures différentes.

Le traitement de ces deux cas devrait, pense-t-on, se réduire en fin de compte a une analyse suffi-
samment fine des solutions des équations de Hamilton, pour des conditions initiales “typiques”. Mais,
comme une quantité de matiere, méme petite & I’échelle macroscopique, est facilement constituée de

plus de n = 102° atomes, la résolution explicite de ces équations semble en général completement hors



de portée.

Voyons alors comment Boltzmann envisagea de traiter les phénomeénes hors d’équilibre. Prenons
pour cela I'exemple d’un gaz composé de n particules ponctuelles, confinées dans un volume fini. Pour
décrire ce gaz d’'un point de vue macroscopique, on peut diviser ’espace des positions et vitesses
accessibles aux atomes, en cellules, dites mésoscopiques, qui sont tres petites pour nous, mais encore
tres grandes du point de vue microscopique. Il est amplement satisfaisant, a notre échelle, de pouvoir
rendre compte de I’évolution, au cours du temps, du nombre d’atomes dans chaque cellule, ¢’est-a-dire
de la distribution macroscopique, ou empirique, des positions et des vitesses des constituants du gaz.
Notons que le support de cette distribution est compris dans espace de dimension 6 seulement, alors
que l'espace des phases du gaz tout entier est lui de dimension 6n.

A elle seule, I'adoption d'un tel point de vue n’arrange rien, car, en derniere analyse, la distribu-
tion macroscopique dépend des conditions initiales par le biais des équations de Hamilton, que ’on
aurait donc a résoudre. Mais Boltzmann introduisit une hypothese statistique, I’hypothese de chaos
moléculaire, qui se trouva remarquablement fructueuse. Dans le gaz, comme les molécules s’entre-
choquent sans cesse, elles finissent par se déplacer en tous sens. Des lors, quand une collision entre
deux particules se produit, il est raisonnable de supposer que leurs vitesses sont statistiquement
indépendantes 'une de 'autre. A ’aide de cette supposition simplificatrice, Boltzmann fut & méme de
dériver une équation autonome pour la distribution macroscopique des positions et vitesses, et, dans
une certaine mesure, de rendre compte de l'irréversibilité observée a 1’échelle macroscopique. Nous ne
discutons pas ici davantage, ni les implications, ni les difficultés, liées a la résolution de I’équation de
Boltzmann.

Dans la suite, nous utiliserons ’expression désordre moléculaire pour désigner un concept plus
large, mais peut-étre hélas un peu plus vague, que celui de chaos moléculaire. Sous I’hypothese de
Boltzmann, se cache, nous semble-t-il, 'intuition suivante : la dynamique d’un gaz est telle, qu’assez
rapidement, ’état du systeme et les conditions initiales ne seraient pratiquement plus corrélées, comme
si celui-ci avait évolué suivant une dynamique pratiquement aléatoire. C’est cette disparition rapide des
corrélations temporelles que 'on a baptisée du nom de désordre moléculaire. L’Ansatz de Boltzmann
en apparait comme un cas particulier : les vitesses de deux molécules qui se heurtent sont en général
corrélées, en raison de leur histoire commune, mais on admet que cela n’a aucune influence pratique.
Notons au passage, pour éviter de possibles confusions, que ’hypothése d’indépendance statistique des
distributions des vitesses, n’est en rien une hypothese d’absence d’interaction entre particules.

Le chaos ou le désordre moléculaire constitue une supposition qui touche a la dynamique elle-méme.
Elle demande donc & étre justifiée; c’est une vaste tache, qui, plus d’un siecle apres Boltzmann, reste
inachevée. On sait déja qu’on ne peut espérer la valider en dehors de certaines limites. Ainsi, si on

laisse un nombre fini de particules évoluer indéfiniment, des contradictions apparaissent entre I’évolution



irréversible prédite par Boltzmann, et 1’éternel retour démontré par Poincaré! Mais revenons plutot a
nos exemples de fumée de cigarette et de transmission de chaleur au sein d’un local, pour approcher la

question de fagon plus tangible.

1. Gaz de particules indépendantes. Le probleme de la diffusion d’un gaz a pu étre résolu pour
un cas simple, dans la limite ou le nombre de particules est infini. Un métal conducteur d’électricité
se compose d’atomes électriquement neutres, qui plongent dans une mer d’électrons libres. Lorentz
imagina un modele simple de métal : il admit d’une part que ces électrons libres ricochent contre les
atomes, sans toutefois leur communiquer de mouvement, vu le tres inégal rapport de masses, et d’autre
part qu’entre eux, il n’y a pratiquement jamais de chocs, tant ils sont petits. On obtient donc un
gaz de particules indépendantes qui rebondissent contre des cibles fixes. Dans ce cas, la réduction du
nombre de degrés de liberté opérée par Boltzmann devient évidente, mais il reste a voir si, par des
chocs répétés, les électrons perdent mémoire de leur passé pour évoluer comme une marche aléatoire,
ou si au contraire, la dynamique déterministe a des effets a long terme qui contraignent leur évolution.

La réponse s’avere dépendre de la géométrie des obstacles. Dans un plan, on sait que, s’ils sont
disposés de fagon réguliere et qu’ils sont ronds, les trajectoires évolueront, a une échelle adéquate,
comme des mouvements browniens [8]. Par contre certains arrangements d’obstacles carrés produisent
des corrélations qui subsistent beaucoup trop longtemps pour que les trajectoires puissent se disperser
aléatoirement. Les obstacles ronds engendrent des dynamiques hyperboliques, qui sont relativement
bien comprises, et pour lesquelles de nombreux résultats sont engrangés. Le cas de dynamiques non-
hyperboliques, par contre, demande encore a étre investigué davantage.

Dans la premiere partie de la these, on analysera un exemple tres simple de dynamique non-
hyperbolique a temps discret. Imaginons un cylindre vertical, que divise en deux un plan qui passe
par son axe. A chaque étape, une particule & la surface du cylindre monte ou descend d’une unité de
longueur selon qu’elle se trouve dans la premiere ou la seconde partie, puis tourne vers la droite d’un
certain angle constant, incommensurable avec la circonférence. En moyenne, les particules ont autant
de chances d’aller vers le haut ou vers le bas, et, dans I’hypothese du désordre moléculaire, la probabilité
de I'une ou 'autre de ces alternatives devrait peu dépendre du passé, de sorte qu’on obtiendrait grosso
modo une marche aléatoire symétrique. Mais on s’apercoit assez vite que les choses ne se passent pas
du tout comme ¢a, car une rotation irrationnelle est une application en quelque sorte trop réguliere.

Nous découvrirons par contre un fait surprenant : si ’on n’observait pas le systéme & chaque étape,
mais qu’entre deux observations, on le laissait évoluer sur des durées de plus en plus longues, on verrait
que les trajectoires seraient finalement quand méme celles d’une marche aléatoire! Plus précisément,
pour un angle de rotation irrationnel quelconque, nous énoncerons et démontrerons un théoreme de
la limite centrale non dégénéré, par passage a une sous-suite de temps adéquate. Ensuite si 'angle de

rotation est de type constant, nous établirons un théoreme de croissance linéaire de la variance pour



une sous-suite d’instants exponentiellement croissante. Cette sous-suite est optimale, en ce sens ou le
résultat devient faux pour des sous-suites qui croissent moins vite. Ce théoréeme est amélioré en un
théoreme de la limite centrale.

A Torigine, I'idée de nos théorémes provient d’une analogie observée, de facon un peu inattendue,
entre le comportement de dynamiques hyperboliques bien connues, et celles de sous-suites convenables
engendrées par des rotations. Cela dit, pour produire des démonstrations, on utilise une méthode
trés concrete et proche de 'intuition : on remplace I'analyse spectrale de 'opérateur de transfert (voir
section 1.2 §2) par une étude directe des corrélations temporelles. Au passage, on démontre un théoréeme
de la limite centrale abstrait, adapté a 1’étude de systémes déterministes, qui suppose seulement des
décroissances des corrélations a deux et trois points. Mais, en fin de compte, tous nos résultats sont
rendus possibles par 1'usage de représentations explicites des quantités a étudier en séries de Fourier.

Les résultats neufs de cette partie ont été publiés dans [27].

2. La loi de Fourier. Revenons maintenant a la transmission de la chaleur. La question est beaucoup
plus délicate, et pour 'instant, attend encore une réponse completement satisfaisante. Nous renvoyons
au chapitre 3 pour une introduction plus détaillée au sujet. C’est a Fourier que revient ’honneur d’avoir
découvert la loi qui régit le transport de chaleur. Une fois n’est pas coutume, une supposition simple fut
a Dorigine de beaux progres, et de beaux problemes. Quand, dans la matiere, la température est partout
la méme, il n’y a aucun de flux de chaleur. Si, par contre, un faible gradient de température apparait,
il supposa, énoncant de ce fait la loi qui porte aujourd’hui son nom, que le flux serait proportionnel a
ce gradient.

L’objectif est de dériver la loi de Fourier a partir de la seule mécanique hamiltonienne, en observant
la matiere a des échelles spatiales et temporelles adéquates. On cherche ici a comprendre le transfert de
I’énergie dans la matiere, et, comme ce sont précisément les interactions entre atomes proches qui en
sont responsables, il n’est plus question cette fois d’envisager un cas simple de particules qui évoluent
indépendamment les unes des autres. Or, on s’est fait I'idée que, précisément, c’est une forme de
désordre moléculaire qui permettrait d’expliquer la loi de Fourier (voir le modele de la section 3.1).
Des lors, on est ici confronté au probleme de I’hypotheése de Boltzmann dans toute sa généralité. Les
recherches furent entreprises dans deux directions opposées : le tres chaotique d’une part, et U'intégrable
ou le presque intégrable d’autre part.

Du co6té du tres chaotique, plusieurs auteurs tenterent de construire des modeles pour lesquels
Iinteraction était réduite au minimum nécessaire, de sorte a se rapprocher le plus possible du cas
bien maitrisé des particules indépendantes. Certains d’entre eux (voir p. ex. [18]) envisagerent une
variante du gaz de Lorentz, décrit plus haut, dans laquelle les obstacles fixes s’animent quand méme
d’un mouvement de rotation lors d’'un choc, de sorte & assurer une dispersion de 1’énergie. Dans une

autre variante (voir p. ex. [22]), les électrons ne sont plus supposés ponctuels, et la configuration des



atomes est tellement dense qu’ils se retrouvent coincés dans des petites cellules. On admet de plus qu’il
y en a exactement un dans chacune d’elles. Les électrons de cellules voisines interagissent, mais tres
rarement, de sorte qu’une sorte d’équilibre local puisse, espere-t-on, étre garanti. Mais, méme dans ces
modeles ad hoc, on n’a pu produire une démonstration rigoureuse de la loi de Fourier.

D’un autre coté, les systemes intégrables a n corps constituent de rares exemples ou les équations
du mouvement se résolvent “explicitement”. L’hypothese de désordre moléculaire n’est sans doute pas
justifiée dans ces cas, mais en revanche, de nombreux calculs peuvent étre menés a bien. On peut
modéliser un solide cristallin par un ensemble de masses, disposées régulierement dans l'espace, et
couplées entre voisines par un potentiel. Quand ce dernier est quadratique, les équations de Hamilton
sont linéaires, et peuvent étre résolues a la main. Or, lorsque toutes les masses sont égales, la loi
de Fourier se trouve violée : le flux d’énergie est alors proportionnel & la seule différence entre les
températures imposées & deux bords opposés, et non au gradient engendré [42]. On a donc visiblement
besoin d’un peu plus de désordre pour démontrer la loi de Fourier. ..

Cela dit, il restait encore une autre petite fenétre a ouvrir. Les impuretés au sein d’un cristal
alterent sa conductivité thermique. Pour modéliser un solide impur, on peut considérer un ensemble
de masses inégales couplées par des potentiels différents. Alors, méme quand toutes les interactions
sont harmoniques, des phénomeénes intéressants apparaissent. Bien que la dynamique soit toujours
intégrable, au sens ou le mouvement peut encore s’écrire comme une superposition de modes propres,
I’analyse qualitative des solutions des équations de Hamilton n’est plus évidente. En fait ces modes
sont tres spéciaux, et engendrent un comportement tout a fait différent de celui du solide & masses
égales. On a donc introduit une certaine dose de “désordre”, tout en conservant un systeme intégrable,
tres avantageux d’un point de vue technique.

Dans la deuxieme partie de la these, on analyse ce systéme, connu sous le nom de chaine harmonique
désordonnée. On suppose alors que les masses sont des réalisations de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées, mais que les constantes de couplage sont toutes identiques. On s’est
restreint au cas unidimensionnel, sujet de nombreux travaux qui remontent jusqu’a la fin des années
soixante, et pour lequel le comportement asymptotique de la conductivité thermique a fait I’objet de
plusieurs conjectures, généralement admises mais non-démontrées.

Ainsi, dans le modele de Casher et Lebowitz [10], une décroissance en n=3/2 du flux d’énergie, ot n
représente le nombre d’atomes, était depuis longtemps acceptée de tous. Mais il était bien connu que
lexposant 3/2 dépendait fortement des conditions aux bords : Verheggen [46] a en effet démontré une
décroissance en n~1/2 seulement dans le modele de Rubin et Greer [43], qui ne se distingue du précédent
que par les conditions aux frontiéres. Beaucoup plus récemment, Dhar [15], couplant la chaine & des
bains thermiques variés, a établi par des arguments heuristiques et des simulations numériques, qu’une

[0}

décroissance en n~® serait envisageable, pour une large gamme de valeurs du parametre o > 0. A



vrai dire, si I'on exprime le courant en termes des modes propres, et qu’on analyse tous les facteurs
susceptibles d’influencer sa décroissance asymptotique, on s’apergoit que tous ces exposants trouvent
une explication systématique (voir les développements heuristiques de la section 4.5).

Mais notre apport véritable est de nature mathématique. Depuis les travaux d’0O’Connor [39], il est
connu que les modes propres dont la fréquence est d’ordre 1 ont une contribution au courant qui décroit
exponentiellement avec le nombre d’atomes. Le comportement des modes de basse fréquence, par contre,
demandait encore a étre étudié rigoureusement, pour pouvoir établir des estimations asymptotiques du
flux d’énergie. Or c’est précisément ce que nous avons fait.

Nous avons obtenu plusieurs résultats techniques sur des produits de matrices aléatoires qui per-

mettent en particulier de démontrer la dépendance en n=3/2

de Casher et Lebowitz, de prouver certains
des exposants a pour des cas particuliers de Dhar, et de retrouver, de fagon peut-étre plus naturelle,
la décroissance en n~/2 de Rubin et Greer. Nos résultats sont uniquement valides dans la limite ol
les fréquences tendent vers zéro, et exploitent le fait que, dans ce cas, le systéme désordonné est bien
approché par un systeme ordonné, dont I'analyse est élémentaire. Tous les résultats neufs de cette

partie ont été obtenus en collaboration avec O. Ajanki, de 'université d’Helsinki, et, pour ’essentiel,

sont parus dans [2].
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Premiere partie

Diffusion pour des sous-suites

engendrées par des rotations
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1 — Gaz de particules indépendantes

Nous abordons ici I’étude asymptotique d’'un ensemble de particules indépendantes et identiques.
Soit un systeme dynamique déterministe, lisse et de dimension finie. Si, initialement, on regarde un seul
point de I'espace de phase, alors, on observera simplement qu’il se déplace le long d’une trajectoire du
systeme. En revanche, si on part d’un petit nuage de conditions initiales, on peut envisager plusieurs
évolutions possibles; en particulier, il y a des cas ou le nuage est diffusé dans tout 'espace.

D’un point de vue physique, ce nuage correspond a un ensemble de particules identiques sans
interactions, qui different seulement par leur position initiale. L’espace de phase dont il a été question
est bien I’espace d’une seule d’entre elles. Du point de vue mathématique, il est commode de considérer
directement une infinité de particules, qui admettent une distribution initiale donnée. On remplace
alors les conditions initiales par une mesure de probabilité initiale, et on étudie en fait 1’évolution de

cette mesure sous le flot du systeme.

1. Le gaz de Lorentz. Le gaz de Lorentz constitue un remarquable exemple ol on a pu démontrer
la diffusion de mesures initiales suffisamment étalées. Dans ce modele, des particules ponctuelles se
déplacent librement dans un domaine D C R? & une vitesse de norme 1, sauf lorsqu’elles rencontrent le
bord du domaine, ou elles rebondissent alors de fagon élastique. Le domaine D se décrit comme suit.
Soient vy, ve € R2, et soit © = {kvy + lvg : k,I € Z}. Soit aussi r > 0. On pose
D =R?— | J B(z,7). (1.1)
TEO
On suppose d’une part que les obstacles, c’est-a-dire les disques B(z,7) (z € ©), ne se recoupent pas,
et, d’autre part, qu’il existe une longueur d > 0 telle que D ne contienne aucun segment de droite de
longueur supérieure a d (propriété d’horizon fini). L’état d’une particule est caractérisé par sa position
x € D, et 'angle § € T = R/Z de son vecteur vitesse par rapport a ’horizontale, puisque la norme de
la vitesse vaut 1. L’espace de phase est donc ’ensemble D x T.
Le résultat de diffusion, obtenu par Bunimovich et Sinai [8], peut s’exprimer comme suit. Soit une
mesure de probabilité P sur D x T, qui admette une densité p € C*(D x T), et dont le support soit

compris dans le parallélogramme {sv; +tvs : 0 < s,¢ < 1}. Désignons par X;(z, 0) la position au temps
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t > 0 d’une particule de conditions initales (z, ). La suite (X;):>0 est donc une suite de vecteurs

aléatoires sur l’espace de probabilité (D x T, ). Alors, quand ¢t — oo, on a

%xt B, (1.2)
ol N est une distribution gaussienne non-dégénérée sur R?. Ici, e indique une convergence en distribu-
tion : la distribution de %Xt tend vaguement vers N lorsque ¢ — oo, ce qui veut dire encore que, pour
toute fonction continue v € C(R?) & support compact, E(u o %Xt) — fudN lorsque t — co. Dans
[8] toujours, ce résultat, qui est un théoréme de la limite centrale, est méme amélioré en un principe
d’invariance [5].

La démonstration fait intervenir de fagon cruciale certaines caractéristiques géométriques du do-
maine D. D’une part, les obstacles forment un réseau périodique, ce qui garantit son homogénéité. On
évite par exemple que les particules ne se concentrent dans certaines régions de 1’espace. D’autre part,
le domaine D est strictement concave, parce que les obstacles sont des disques. Ce second fait assure
une importante dispersion des trajectoires, et permet en fait a I’hypotheése de désordre moléculaire
d’étre vérifiée. On dit que le systeme est hyperbolique, ou encore chaotique. Nous préciserons le sens de
ces termes plus loin, dans un contexte un peu plus restreint.

Notre objectif est, au sens large, de voir quels phénomeénes on peut observer pour une dynamique
qui ne serait plus hyperbolique, mais parabolique ; en termes simples, ce qui se passe quand les disques
sont remplacés par des carrés. Une situation de ce genre a déja été envisagée par les Ehrenfest (voir [45])
en 1911. Dans leur modele, des obstacles carrés sont répartis au hasard dans le plan, mais ont toujours
une diagonale parallele a I'horizontale. Au début, la vitesse de toutes les particules est horizontale,
de sorte qu’apres des chocs successifs avec les obstacles carrés, les vitesses seront toujours verticales
ou horizontales. En fait, on s’apercoit facilement que, pour certaines distributions périodiques des
carrés, les trajectoires horizontales et verticales seront elles-mémes beaucoup trop régulieres pour étre
librement diffusée dans l’espace. Le caractére déterministe de la dynamique semble ici beaucoup plus

contraignant.

2. Produits croisés. Comme les modeles de gaz que nous venons de présenter sont en fait d’une
étude assez délicate, nous considérerons une classe de modeles plus simples, dits en produits croisés, que
nous décrivons a présent. Nous pourrons mettre & jour certaines différences, mais aussi des analogies,
entre une dynamique hyperbolique et non-hyperbolique.

Soit un ensemble X, et soit une application f : X — X. Etant donné ensuite une fonction ¢ : X — R,

on considere un systeme dynamique sur le “cylindre” X x R, défini par "application

F:XXR—=>XxR:(z,y) = (f(z),y + ¢¥(x)). (1.3)
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Sin € N, on définit implicitement une fonction S,, : X — R par la relation

F'(z,y) = (f"(2),y + Sn())- (1.4)

Explicitement, on a donc Sg = 0 et, pour n > 1,

Su(@) = 3 wo fH(a). (15)
k=0

Maintenant, si X est muni d’une mesure de probabilité P, et si les fonctions S, sont P-mesurables
pour tout n € N, on peut considérer (S,),>0 comme une suite de variables aléatoires sur l'espace de

probabilité (X, P), et étudier ses propriétés statistiques.

3. Plan. Le reste de cette premiere partie est organisé comme suit. Dans la premiere section de ce
chapitre, nous dressons une liste de quelques théoremes probabilistes qu’on peut espérer démontrer pour
certaines dynamiques déterministes. La section 1.2 contient un apercgu de la théorie des applications
dilatantes de I'intervalle, applications typiquement hyperboliques, pour lesquelles de nombreux résultats
sont connus. A la section 1.3, enfin, on considére une suite de variables aléatoires engendrées par une
rotation irrationnelle du cercle, qui est un des exemples les plus simples d’application ergodique non-
hyperbolique.

Le lecteur qui s’intéresserait seulement aux résultats qui nous sont dus, peut se contenter de la
proposition 3, a la section 1.2 §5, et des trois propositions de la section 1.3 §5. Cela dit, on donne a
la section 1.3 §3, des renseignements cruciaux pour comprendre les démonstrations. Enfin, a la section
1.3 §6 et §7, on a posé quelques questions et avancé quelques idées pour aller plus loin. Toutes les

démonstrations longues ou techniques sont reportées au chapitre suivant.

1.1 Quelques théoremes probabilistes

Pour le modele de Lorentz, on a vu que la suite (%Xt) satisfaisait a un théoreme de la limite
centrale non dégénéré. C’est une fagon d’exprimer que le processus (X;) est diffusif, ou encore que les
trajectoires de ce processus sont essentiellement aléatoires. Bien que, dans la suite, le théoreme de la
limite centrale sera le seul dont on se préoccupera vraiment, on a pensé bon d’indiquer ici, en suivant
partiellement [25], quelques résultats probabilistes que l'on peut établir, dans certains cas, pour la
suite (S,,) définie en (1.5). Ces cas, typiquement, sont ceux ou la dynamique f est hyperbolique ; nous
y reviendrons a la section suivante.

On s’est limité a des théoremes qui décrivent lallure de la distribution de (S,). Ensuite, tous,
hormis peut-étre le premier, expriment en fin de compte cette méme idée, qu’a une certaine échelle,

la distribution de (S,,) est approximativement gaussienne ; mais ce fait peut se caractériser de fagons
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variées. Enfin, nos énoncés sont donnés a titre d’exemple, et on peut en imaginer de nombreuses
variantes.

Commencgons par préciser un peu le cadre établi au paragraphe précédent. Supposons que la dyna-
mique f laisse invariante une mesure de probabilité P. Ceci signifie que f est P-mesurable et que, pour

tout ensemble P-mesurable A C X, la relation
P(f7H(A)) = P(A) (1.6)

est satisfaite. Nous prendrons (X, P) comme espace de probabilité.
On suppose de plus que ¥ € L'(X,P). On observe alors que les variables ¢ o f* (k € N) sont

équidistribuées, et, pour tout k € Ny, on a donc
E(y o f*) =E(¥). (1.7)

Quitte & remplacer ¢ par ) — E(¢), on peut supposer E(¢) = 0, ce que nous ferons dans la suite. On

a la liste d’énoncés suivante.

1. Loi forte des grands nombres. On dit que (S,,) satisfait & la forte loi des grands nombres si la suite
%Sn converge P-presque partout, ou presque siirement, vers E(¢)) = 0. Quand f est P-ergodique,

c’est une conséquence du théoréeme ergodique de Birkhoff.

2. Croissance linéaire de la variance. A partir d’ici, nous supposons que 1 € L2(X,P). On dit que

le processus (S,,) est diffusif au sens de la variance, s’il existe un nombre o > 0 tel que
LE(s2 2 d 1
- (Sz) = 0 quand n — oo. (1.8)

C’est un résultat probabiliste essentiel : la caractéristique premiere d’un mouvement aléatoire est
de parcourir en un temps n une distance d’ordre \/n. Par la suite, nous supposons (1.8) satisfaite.
De plus, quitte, & remplacer ) par /o, on peut supposer o2 = 1, ce que nous ferons.

3. Grandes déviations. On regroupe sous ce terme un ensemble de résultats qui caractérisent le
centrage de (S,,) autour de sa moyenne. Par exemple, on dit que I'inégalité d’Azuma est satisfaite

s’il existe des constantes C < 400 et ¢ > 0 telles que, pour tout a > 0 on ait

ca?

P(|Sp| > a) < Ce™ .

(1.9)

D’une fagon, en un sens, plus générale, (S,,) sera dite satisfaire & un principe de grandes déviations

pour le taux I > 0, si pour tout @ > 0, on a

lim l1n P(%|Sn| >a) = —I(a). (1.10)

n—o00 N

4. Théoreme de la limite centrale. La suite (S,,) satisfait & ce théoreme si
L, 2N, 1) d n— (1.11)
—S, , uand n — oo, .
NG d
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ot N(0,1) désigne une distribution gaussienne de moyenne nulle et de variance 1. La suite (S,,)
satisfait & des estimations de Berry-Esseen si, de plus il existe une constante C < 400 telle que,

pour tout n € Ny, on ait

sup P(S—n <a) 2 ‘ ©

1 =
- — e 2dx| < —.
ack | /1M V2 J o LD

5. Théoréme de la limite locale. La suite (S,,) satisfait & un théoréme de la limite locale, si, pour

(1.12)

tout intervalle borné I C R, et pour tout a € R, on a
e—a2/2

my,(I)
VnP(S, €1+ ayn) — —

6. Estimations gaussiennes. La suite (S,) satisfait & des estimations gaussiennes, s’il existe deux

(1.13)

constantes C < +o00 et ¢ > 0 telles que, pour tout intervalle I C R, on ait

- e Fdr <P(S, cI) < = /e*%dx. (1.14)
\/ﬁ INB(0,cn) \/ﬁ 1

Remarquons que les deux derniers théoremes ne sont pas vrais, sans quelque adaptation, pour une

marche aléatoire standard sur Z.

1.2 Le cas des applications dilatantes de ’intervalle

Dans cette section, nous supposons que la dynamique est donnée par une application f : T — T qui
est dilatante par morceaux, c’est-a-dire de classe C? et telle que |0f| > ¢ pour un certain ¢ > 1, tout
ceci sauf sur un ensemble fini. Il est bien connu [29] qu’il existe au moins une mesure de probabilité P
absolument continue par rapport & Lebesgue et invariante sous f, et qu’en fait cette mesure est unique
pour peu que f ait une orbite dense.

C’est un exemple typique de dynamique hyperbolique. Le théoreme ergodique de Birkhoff, et le fait
que |0f| > ¢ > 1 sauf sur un ensemble fini, garantit que, pour P-presque tout € T, la limite suivante

existe, et I'on a
n—1
1
: n 1/n _ 13 k _ >
nhm In|df™(x)|*" = nhm - ,}_0 In|0f(f"(x))| =~(z) > Inec> 0. (1.15)

Le nombre (z) est appelé exposant de Lyapunov pour la condition initiale z. I existence d’un exposant
de Lyapunov positif peut servir de définition d’une dynamique hyperbolique.
Dans la suite de cette section, nous prendrons (T, P) comme espace de probabilité, ot P est invariante

sous f. Cela dit, nous nous intéresserons principalement au cas particulier ou
fa: T — T,z 2x(modl). (1.16)

Ici, l'indice d signifie que cette application double les angles. On vérifie que la mesure de Lebesgue est
I’unique mesure de probabilité invariante sous fy qui soit absolument continue par rapport a Lebesgue.

Donc, quand f = f4, 'espace de probabilité est (T, mr,).
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Nous verrons d’abord un exemple simple de fonction 1 pour laquelle I'étude de (S,,) est rendue
completement élémentaire, quand f = fy4. Puis, nous définirons 'opérateur de transfert associé a fy, et
en donnerons quelques propriétés assez immédiates. Ceci nous permettra de voir comment obtenir un
théoreme de la limite centrale non dégénéré pour une fonction v plus générale. Pour finir, nous verrons
ce qu’il advient lorsqu’on munit T d’une autre mesure de probabilité que la mesure invariante.

Il est clair que nous ne décrivons ici qu’'un cas particulier d’une théorie bien établie. On peut
consulter par exemple l'article de Hofbauer et Keller [29], ou l'ouvrage plus récent de Baladi [4].
Mais nous procédons d’une fagon peut-étre un peu atypique : on part d’inégalités de décroissance des
corrélations, desquelles on déduit le comportement linéaire de la variance et le théoreme de la limite
centrale. En fait, c’est exactement la méme approche qui sera utilisée pour démontrer les résultats
de la section suivante, ou la dynamique f est une rotation. Ainsi, c’est pour souligner I’analogie avec
ce cas, et attirer en quelque sorte I'attention sur 'efficacité de cette méthode, que nous avons inclus
ici quelques développements qui auraient pu sembler superflus. Il est a remarquer que, récemment,
Stenlund [44] est parti d’un point de vue similaire : il a montré comment un controle de certaines
corrélations permettait de (re)démontrer des résultats probabilistes non-triviaux pour des systémes

déterministes.

1. Un exemple. Soit, pour cet exemple, la fonction ¥, : T — Z définie par
Pu(x)=1 st 0<2<1/2, Yu(x)=—1 si 1/2<z<]1. (1.17)

On a donc .
Sn(x) = 1h.(2"x). (1.18)
k=0

Pour n € Ny, les fonctions
'l/)*n<) = %(2") (1.19)

portent le nom de fonctions de Rademacher. On vérifie facilement que la suite (¢4,,)n>1 constitue une
suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées sur 'espace (T,my,). En fait
(S,) n’est autre que la marche aléatoire standard sur Z! Il en vient que les théorémes 1 & 4 du dernier
paragraphe de la section précédente sont immédiatement vérifiés. Les deux derniers théoremes doivent
étre un peu adaptés pour tenir compte du caractere discret de S,, (n € Np). Le 5° théoréme est vérifié
si on remplace my, par la mesure de comptage sur Z; le 6° est vérifié si on remplace les intégrales sur

z € R par des sommes sur = € Z.

2. L’opérateur de transfert. Commencons par deux définitions classiques. Si u € L(T), on définit

1
Var(u) = sup{/ wdvdr :v e CHT), ||v]joo < 1} (1.20)
0
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On définit aussi I’ensemble

BV(T) := {u € L}(T) : Var(u) < oo}. (1.21)

On note que, si u € C(T), alors u € BV(T), et Var(u) = fol |Ou| dz.

Si f4 est donnée par (1.16), on définit un opérateur T sur CY(T) par la relation
Tu(z) = uo fq(x) = u(2z), (1.22)

et on 'appelle 'opérateur de transfert associé a f;. On définit son adjoint T* par rapport a la mesure

de Lebesgue, comme un opérateur sur les mesures finies, tel que
T pu(u) = p(Tu), (1.23)

pour toute mesure finie p et toute fonction continue u. Explicitement, si u admet une densité p, on a

T = 5 A= (o(3) (). (1.24)

y:f(z)=y

Lemme 1. Siu € BV(T), alors
Var(T"u) = 2"Var(u) (n € Np). (1.25)
Si de plus u est de moyenne nulle, alors
*7 1
IT*" u|| oo < 2—nVar(u) (n € Np). (1.26)

Démonstration. Si u € C(T), Pégalité (1.25) se vérifie immédiatement par changement de variables.
Si on a seulement u € BV(T), on trouve une suite (u,) C C(T) qui converge my-p.p. vers u et telle

que Var(u,) — Var(u). L’égalité (1.25) est donc prouvée. Pour démontrer (1.26), on observe que

2m—1 .
*n 1 T+
T u(m):2—n E u( o0 ).
i=0

En vertu du lemme 7 du chapitre suivant, et puisque fTUdJJ = 0, la somme qui apparait dans cette

derniere égalité est bornée, en valeur absolue, par Var(u). O

3. Décroissance des corrélations. Soit une suite (X )r>0 de variables aléatoires. On peut essayer
de quantifier de plusieurs fagons le défaut d’indépendance des variables de cette suite. On parle de
décroissance exponentielle des corrélations de deux points s’il existe des constantes C < +o0 et ¢ > 0

telles que pour tout k,l € N on ait

|E(X1X;) — E(XR)E(X;)] < Ceelk=ll, (1.27)
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On peut obtenir comme suit une version plus forte de ces inégalités. Si k € N, désignons par Fy, la
tribu engendrée par les variables Xg, ..., Xg. On parle de décroissance exponentielle des corrélations

d’un point et du passé s’il existe des constantes C < 400 et ¢ > 0 telles que pour tout &k, € N on ait
|E(X)|F%) — E(X))| < Ce =0 >k (1.28)

Bien stir, on peut généraliser ces notions a plus de deux points. Par exemple, on aura une décroissance
exponentielle de deux points et du passé s’il existe des constantes C < +oo et ¢ > 0 telles que pour

tout k,l,m € N on ait
|E(XmXi|Fr) — EXnX))| < Ce =0 m >0 >k (1.29)

D’une part, I'inégalité (1.26) nous permet d’établir des sortes d’inégalités de décroissance exponen-
tielle par rapport au passé pour la suite (¢ o fclf), lorsque 9 € BV(T) : si on rempace la tribu Fj par
I'ensemble des fonctions u telles que Var(u) < 2%, on voit que (1.30) et (1.31) ci-dessous jouent respec-
tivement le role de (1.28) et (1.29). D’autre part, I'inégalité (1.25) nous montre qu’il est effectivement

raisonnable de substituer & F; 'ensemble des fonctions u telles que Var(u) < 2k,
Lemme 2. Soit ) € BV(T), et soit u € BV(T) de moyenne nulle. Alors, pour tout l,m € N,
B o fi)l < o Var(w) E(ly), (1.30)
[E(u.vo fg.vo fi")| < %Vaf(U)HWoo E(l4)), m=1. (1.31)
Démonstration. La borne (1.30) suit de la propriété (1.26) et du fait que u est d’intégrale nulle :
o £ =| [T de] = | [ Tuspda] < [Tl 9 < g5Var(w) .
On procede pour (1.31) de maniére analogue, et on utilise de plus que || T||co—00 =1 :
ECuwvo fhbo £ = | [ - ovo o fhda] = | [ T 0. T da] < Srvaru) [l .
Ceci acheve la démonstration. [
4. Croissance linéaire de la variance. Le comportement linéaire de la variance est assuré par une
décroissance rapide des corrélations de deux points.

Proposition 1. Soit ¢ € L(T,P). S’il existe des constantes C < +oo et ¢ > 0 telles que, pour tout

keN,
E(¢.¢o ff) < Ce™, (1.32)
alors, pour n — oo,
1 o0
EE(S%) — o= E@?) + 2; E(.¢o fF) < +o0. (1.33)

De plus, pour que o > 0, il faut et il suffit que la suite (S,) ne soit pas bornée dans L2(T,P).
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Démonstration. Comme la mesure P est invariante sous f, on établit par un calcul direct que

n—1 k

5,13 = [ 0?Pan+2Y° 3" [vve i) Plas)

k=1 j=1

E(S3)

n—1 k

)+2) D E@.pof)

k=1 j=1

Or, d’apres ’hypothese (1.32), la somme Z§=1 E(¢ .1 o f7) converge pour k — oo, et I'on a en fait

k o
Y E@.pofl) = E@.vof)+0( ).
j=1 j=1

Des lors,

E(S2) = n(E@") +23 E@.vo /) +0(1). (1.34)

Ceci montre la premiere partie de la proposition. Ensuite, il est clair que, si la suite (S,,) est bornée
dans L2(T,P), alors 02 = 0. Réciproquement, si 02 = 0, il suit de (1.34) que (S,) est bornée dans
L%(T,P). O

De cette proposition et de 'inégalité (1.30) du lemme 2, on déduit immédiatement le

Corollaire 1. Soit la suite (S,) pour f = fq, et ¢ € L2(T) d’intégrale nulle. Si (S,) n’est pas bornée

dans L*(T,my), alors ~E(S2) converge vers un nombre strictement positif quand n — oo.

Il serait bien entendu intéressant de savoir quand la suite (S,,) est bornée dans L?(T, P). Le lemme
suivant, dont on trouvera une démonstration dans Herman [28], p.183, permet parfois de répondre

partiellement a cette question.

Lemme 3. La suite (S,,) est bornée dans L?(T,P) si et seulement si il existe une fonction u € L%(T,P)

telle que wo f —u = 1.

Nous allons utiliser le lemme 3 pour montrer que, pour f = f4 et ¢»p € BV(T), la suite (S,,) n’est pas
“généralement” bornée dans L2(T,dz). Il est clair tout d’abord que I’équation u o f; —u = ) admettra
une solution u seulement si [ ¢»dz = 0. En effet, pour tout v € L%(T), on a [} (u(2z) — u(z))dz = 0.
Nous posons

8§={¢Y€BV(T): Iuecl*T):uofy—u=1} (1.35)
Donnons encore quelques notations et définitions. D’abord, on munit I'espace BV(T) de la norme

Il llsv := Var(-) + | - ||1- Ensuite, on pose
BV,(T) = {u € BV(T) : /udx — 0}, (1.36)
T

Enfin, considérons un espace vectoriel E, et E' C E un sous-espace vectoriel. L’espace vectoriel quotient
E/E’ s’obtient en identifiant tous les points de E dont la différence est un élément de E’. La codimension

de E’ se définit comme la dimension de E/E’.
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Proposition 2. Soit 8§ I’ensemble défini par (1.35), et soit 8¢ son complémentaire dans BV (T).
1) L’espace 8 est de codimension infinie dans BVy(T).

2) L’ensemble 8¢ contient un ouvert dense dans BV (T) pour la topologie de la norme || - ||v-

Remarque. La démonstration, qui est reportée au chapitre suivant, montre que la proposition reste

vraie si on remplace BV(T) par C*(T) (k > 1), muni par exemple de sa topologie naturelle.

5. Le théoréme de la limite centrale Nous allons déduire un théoréeme de la limite centrale pour
(S,) de la proposition 3 ci-dessous, qui sera surtout utile plus tard pour démontrer nos résultats sur
les rotations. Sa démonstration figure dans le chapitre suivant. Soit cette fois P une quelconque mesure

de probabilité sur T. Nous prenons (T, P) comme espace de probabilité.

Proposition 3. Soit une suite (X;x)jx>1 C BV(T) de variables aléatoires de moyenne nulle. Soit
Y, =X,1+ -+ Xpn Soit aussi une suite (cx)r>1 C No telle que, pour un certain p > 0 et pour tout
k € Ny, on ait
Cry1 > €2Pey. (1.37)
Supposons qu’il existe des constantes C,e > 0 telles que
1. pour tout j, k € No, [|X; xlloc < C et Var(X; ;) < Ccy,

2. pour un certain 8 € R, pour tout ¢ € BV(T) de moyenne nulle, tout j € Ny, et tout t > s > 1,

B
E(- X5 < CVar() =, (1.38)
B8
E(6-Xjue-Xj) < C Var(@)=—, (1.39)

3. € <02 < C pour tout n € Ny, ou 02 := LE(Y2).

Alors, quand n — oo, on a
Y, Y

E(Y2) an:}ﬁ

Remarque. A la lecture de la démonstration, on constate que la vitesse de convergence ne dépend que

BN, 1).

des parametres C, 3,¢e et p. Concretement, ceci signifie que, si I C R est un intervalle compact, la

convergence vers 0 de la différence

1 2
P(Y,/onvn el ——/emﬂdx
(Yofonimel) = |
est entierement controlée par ces parametres.

Corollaire 2. Soit la suite (S,,) pour Uapplication f = fq, et pour une fonction ¢» € BV(T) d’intégrale
nulle. Pourn € N, posons o2 = LE(S2). Si la suite (S,) n'est pas bornée dans L?(T), alors S, /ony/n 5
N(0,1).
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Démonstration. Nous allons appliquer la proposition 3 a la suite X 5 := o f(f, j,k € Ng. On a donc
Sn = Y,. Nous posons ¢, = 2", n € Ny. L’hypothése 1. est satisfaite en vertu de (1.25). Le lemme 2
assure que I’hypothese 2. est satisfaite pour 8 = 0. Enfin, le corollaire 1 montre que I’hypothese 3. est

satisfaite également. [

6. Le choix de la mesure de probabilité. Des paragraphes précédents, il apparait qu’il est com-
mode de choisir comme mesure de probabilité une mesure invariante sous la dynamique f. Mais en
fait, ’étude de (S,,) sur un espace de probabilité (T,P), ot P est une quelconque mesure & variation
bornée, se ramene dans bien des cas a 1’étude de cette suite par rapport aux mesures a variation bornée,
invariantes sous f.

Voyons ceci dans plus de détails pour le cas ot f = f4. Le fait fondamental est que toute mesure
de probabilité P, de densité p a variation bornée, tend exponentiellement vers la mesure de Lebesgue.
En effet, on déduit de (1.26) que

T 1o < 5 Var(p) (1.40)
On établit alors par exemple ceci.
Proposition 4. Soit P une mesure de probabilité sur T a variation bornée. La distribution de ﬁsn
sur l'espace de probabilité (T,P) converge vaguement vers la distribution de ﬁsn sur (T, my,).

Démonstration. Soit S,, := ZZ:LHI/“J Yo f¥ (n € N). Puisque

1
NG

quand n — oo, on peut étudier la distribution de ﬁén au lieu de celle de ﬁSn. Soit p € BV(T) la

%]l

1/ — 0

1S5 — Snlloo <

densité de P. 11 suffit de voir que, pour n’importe quelle fonction continue u & support compact sur R,

on a

quand n — oco. Or, d’apres (1.40), on a

1 |/ Var(p)
‘An| = |/Tu0 (%Snftnl/4J) (T L Jp— 1) dm| S ||’LL||OO W — 0

Ceci acheve la démonstration. OJ

1.3 Le cas des rotations du cercle

Notations. les conventions suivantes valent pour toute cette section.
1. Les fractions p/q sont supposées irréductibles, c’est-a-dire que ¢ ne divise pas p.

2. On désigne par a un nombre irrationnel; on écrit a € R — Q.
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3. La suite (ay,) est la suite des quotients partiels de a, et (pn/gqn) celle de ses réduites. Voir le §1

pour des définitions.

Soit @ € R — Q. A partir d’ici, on prendra pour f une rotation irrationnelle f, :
falz) =2+ .

Soit aussi ¢ € BV(T) d’intégrale nulle. Donc, pour n € Ny et pour tout 2 € T, on a explicitement

n—1

Sn(x) =z + ka). (1.41)

k=0
La mesure de Lebesgue est I'unique mesure de probabilité invariante sous f,. On prend (T, my,) comme
espace de probabilité.

Dans les §1 et §2, nous donnons quelques éléments de théorie de 'approximation diophantienne,
c’est-a-dire de I’approximation de o par des nombres rationnels. On introduit en particulier les fractions
continues. Puis, au §3, on verra comment s’en servir pour comprendre la distribution de (S,,) définie
par (1.41). On note T, lopérateur de transfert associé a f,. On a Tou(x) = u(x + «). On calcule
immédiatement que T} = T_,. Comme 'opérateur T _,, préserve la norme || - ||, une inégalité du type
(1.26), qui avait joué un role crucial & la section précédente, ne peut certainement plus étre satisfaite
pour 'opérateur T7. Néanmoins, a la lecture du §3, on comprendra, nous ’espérons, pourquoi on
s’attend encore a des décroissances des corrélations par passage a des sous-suites adéquates.

Nous mentionnons au §4 quelques résultats connus sur (S,,). Cette suite a déja été largement étudiée.
Citons les ouvrages de Kuipers et Niederreiter [31], de Drmota et Tichy [16], I'article ’Adamczewski [1],
ainsi que la fascinante caverne d’Ali Baba de Herman [28], de laquelle proviennent plusieurs éléments
de ce chapitre. Nos résultats sont finalement exposés au §5. Le §6 contient des questions ouvertes, et le
87 la description d’un modele plus ”physique” que celui des produits croisés, dans lequel, toutefois, il
n’est peut-étre pas entierement déraisonnable de penser qu’on retrouve des comportements analogues

a ceux de (S;,). Ce dernier paragraphe est purement spéculatif.

1. Nombre irrationnels et fractions continues. Nous utiliserons quelques résultats élémentaires
de la théorie de 'approximation diophantienne. Comme, dans ce paragraphe et le suivant, nous abor-
dons un sujet tres classique, nous ne donnerons pratiquement aucune démonstration. On trouvera de
nombreux renseignements dans les chapitres 10 et 11 de Hardy et Wright [26], ainsi qu’au chapitre 5
de Herman [28]; pour la théorie des fractions continues on peut consulter le traité de Lang [33].

Un nombre « est irrationnel si ’équation qa — p = 0 n’admet aucune solution pour p € Z et
q € Ny. Le principe de Dirichlet [28] affirme que, de fagon équivalente, un nombre « est irrationnel si
et seulement si 'inéquation 0 < |ga— p| < 1/q admet une infinité de solutions pour p € Z et g € Ny. Si
un nombre rationnel p/q résout 0 < | —p/q| < 1/¢?, on dit que p/q est une approzimation rationnelle

de a.
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La théorie des fractions continues fournit un algorithme pour trouver les approximations rationnelles
d’un nombre @ € R — Q. La suite (an)n>0 C N des quotients partiels de « se définit par induction.
On écrit o = |a| + @, et on pose ag := |«a] et a3 = 1/a. Puis, pour n > 1, on pose a, = |an,] et
a1 = 1/a,. Alnsi, tous les quotients partiels, sauf peut-étre ag sont strictement positifs.

Les quotients partiels de o permettent de définir la suite (pn,/qn)n>0 C Q de ses réduites. On pose

Po=ao, P1=ai1a0+1, pp=apPp—1+pun—2(n>2), (1.42)

@0=1 q¢=a, ¢u=0anGn-1+gu-2(n=>2).
Il est facile de vérifier que les suites (p,) et (g,) croissent au moins exponentiellement avec n. On
démontre que les réduites sont des fractions irréductibles. Le résultat fondamental de la théorie s’énonce

comme suit : pour tout n > 0, on a

1 1 1
———— <|gna—pal < < —. (1.43)
n+1 1 qn Gn+1  qn

Ainsi les réduites sont des approximants rationnels de a.

2. Classes de nombres irrationnels Nous poursuivons ici notre étude sommaire de I'approximation
diophantienne. On a vu que les nombres irrationnels se distinguaient par ’existence d’une infinité de
solutions & I'inéquation 0 < |ga — p| < 1/q, pour g € Ny et p € Z. On peut créer des sous-ensembles de
nombres irrationnels a l'aide d’autres inégalités similaires.

Introduisons un peu de terminologie. On dit qu'un nombre o € R — Q est un nombre de Liouwille
si, pour tout n € Ny, U'inégalité |go — p| < 1/¢™ admet une infinité de solutions. Sinon, on dit que «
est diophantien. On montre que tout nombre diophantien est un nombre diophantien de type (C, 3),
c’est-a-dire qu'il existe une constante C > 0 et un nombre 8 > 0 tels que pour tout ¢ € Ny et pour
tout p € Z, on a |ga — p| > C/q'*#. Un nombre diophantien est du type de Roth si, pour tout 3 > 0,
il existe une constante C(S) > 0 telle que « soit diophantien de type (C(8), ). Enfin un nombre est
de type constant 8'il est diophantien de type (C,0) pour une certaine constante C > 0.

Etant donné ces définitions, on peut essayer de trouver des nombres d’'un certain type. Liouville
a montré que, si « était un nombre irrationnel, racine d’un polynéme de degré 2 4+ [ a coeflicients
entiers, alors « était diophantien de type (C, 3) pour une certaine constante C > 0. Ces nombres sont
appelés algébriques, et Roth, améliorant en partie le résultat de Liouville, a prouvé que tous les nombres
algébriques sont en fait du type de Roth. Il reste que le théoréme de Liouville montre que les équations
du second degré nous fournissent des nombres de type contant.

Mais un moyen tres efficace de produire des nombre d’un type voulu consiste a utiliser la théorie

des fractions continues. Montrons ceci sur deux exemples. Seul le deuxieéme servira dans la suite.

Proposition 5. I existe des nombres de Liouville.
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Démonstration. On montre que toute suite (an)n>0 C N, telle que a,, > 0 pour n > 0, est une suite de
quotients partiels d’un et un seul nombre irrationnel «. Il suffit donc de construire une suite (a,) de
quotients partiels. Pour ce faire, nous aurons besoin de fabriquer simultanément une suite auxiliaire,
qui est en fait la suite des numérateurs des réduites de . On pose ag =0, a; =1 et g9 = q¢; = 1. Puis,
pour n > 2, on pose

an =277 G = anGn-1 + Gn-2-
Soit alors a le nombre représenté par les quotients (a,), et soit (p,/¢n,) la suite des réduites de «.

L’inégalité fondamentale (1.43) implique

e —pul < 5oms 22
n

Le nombre « est donc un nombre de Liouville. (I

Lemme 4. Un nombre irrationnel est de type constant si et seulement si sa suite de quotients partiels

est bornée.

Démonstration. Si « est de type constant, on trouve une constante C > 0 telle que, pour tout n € N,

C 1
— < ‘ané 7pn| S )
dn dn+1

ou la seconde inégalité n’est autre que (1.43). Donc ¢,+1 < ¢,,/C. D’apres (1.42), ceci implique a,11 <
1/C pour n > 1.

Réciproquement, si on sait que la suite (a,) est bornée, il résulte de (1.43), que, pour une certaine
constante C > 0, on aura |g,a — p,| > C/q,. Or il est connu que, si U'inégalité |go — p| > 1/2q est
vérifiée pour ¢ € Ny et p € Z, alors p/q est une réduite de « [26]. Il vient de cela que « est de type
constant pour la constante min{1/2,C}. O

Enfin se pose la question de 'abondance des nombres d’une certaine classe. Nous ne donnons ici
qu’un petit renseignement a ce sujet : les nombres de type constants ne forment qu’'un ensemble de
mesure de Lebesgue nulle, alors que les nombres de Roth forment un ensemble de mesure de Lebesgue

pleine. Ceci implique en particulier que I’ensemble des nombres de Liouville est de mesure nulle.

3. L’inégalité de Denjoy-Koksma et le systeme d’Ostrowski. Mettons a présent de coté les
questions d’approximation diophantienne pour voir comment la théorie des fractions continues peut
aider & comprendre la suite (S,,). Si g est le dénominateur d’une réduite de ¢, alors la rotation Tg est
une rotation d’au plus 1/q. Mais on a plus : les points 0, @, . . . ,m sont répartis assez uniformément

sur le cercle. Plus précisément, on a le

Lemme 5. Soit p/q une approzimation rationnelle de o, et soit k € {0,...,q— 1}. Il y a un et un

seul élément de l’ensemble {0, @, ..., (¢ — 1)a} dans Uintervalle [k/q, (k+1)/q].
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Pour la démonstration, on peut consulter Herman [28] p.64, ou le chapitre suivant, dans lequel nous
montrons en fait un peu plus. Ce lemme permet d’établir un cas particulier de l’inégalité de Denjoy-

Koksma :

Proposition 6. Soit p/q une approzimation rationnelle de «, et soit une fonction v» € BV(T)
d’intégrale nulle. Alors

Sqlloc < Var(v). (1.44)

La démonstration figure dans Herman [28] p.73. On peut aussi se référer au chapitre suivant ot nous
montrons un résultat plus précis pour la fonction ¢, définie par (1.17).

L’inégalité de Denjoy-Koksma entraine que, si ¢» € BV(T), on n’aura pas de théoréme de la limite
centrale pour (S,). Néanmoins, on peut s’intéresser a des sous-suites (Sy;);, pour des entiers n; qui
se tiennent a distance respectable des dénominateurs des réduites de «. En fait, I'inégalité de Denjoy-
Koksma suggere une décomposition particuliere de la somme (S,,). Pour la décrire, nous nous servirons
du systeme de numérotation d’Ostrowsks.

Soit un entier r > 1. On trouve n € N tel que ¢, < r < ¢, +1. On décompose alors r de facon unique
sous la forme

r :ann++b0q07 (145)

ol les b, € N (0 < k < n) sont définis par récurrence. Soit d’abord b,, le plus grand entier tel que b, ¢,
soit inférieur ou égal a r. Ensuite, pour j € (1,...,n), on définit b,,_; comme le plus grand entier tel

que bpgp + - - - + by ;qn—; soit inférieur ou égal a r. On observe que by, < apy; pour 0 < k < n, puisque

brar < brgr + -+ bogo < qr+1 < Aky1Gk-

A la décomposition (1.45) de r, on associe la décomposition suivante de S,. Pour alléger, posons

r_y =0, et écrivons rp = brpqr + - - - + bogo pour 0 < k < n. On vérifie que, si a,b € N, alors
Sa+b = Sa + Taasb-

Des lors, par une application récursive de cette identité, on trouve
n n
Sr = Tr_aSbq = Xi(r). (1.46)
k=0 k=0

Si la suite (by) est bornée, comme c’est le cas si « est de type constant, d’apres le lemme 4, alors
il découle de I'inégalité de Denjoy-Koksma (1.44), que les variables X (r) sont bornées. Par ailleurs,
il arrive que la variation des variables X (r) augmente exponentiellement avec k ; voir par exemple la
démonstration du lemme 10, pour la fonction ¥,. Ceci nous permettra de démontrer des inégalités de
décroissance exponentielle des corrélations pour ces variables. C’est en fait 1a 1'idée fondamentale pour

démontrer nos résultats.
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4. Quelques résultats connus sur (S,). On a vu que d’aprés (1.44), lorsque ¢ € BV(T), (S,)
admettait une sous-suite bornée dans L>°(T), et donc dans L?(T). Mais il y a aussi de nombreux cas ol
la suite (S,,) est tout simplement bornée dans L?(T). En fait, le lemme 3 et sa démonstration restent
valables ici : la suite (S,,) est bornée dans L?(T) si et seulement si I'équation uo f, —u = ¥ admet une
solution u € L2(T). Or, alors que pour les applications dilatantes, cette équation cohomologique ne se
résolvait pas généralement, on a ici de nombreux théoremes qui garantissent I'existence de solutions
dans des cas variés (voir par exemple Herman [28]). A titre d’exemple, mentionnons a la proposition

suivante, dont la preuve est reportée au prochain chapitre.

Proposition 7. Un nombre o € R — Q est diophantien si et seulement si, pour toute fonction 1) €

C>°(T) d’intégrale nulle, il existe u € C*(T) solution de 'équation wo fo —u =1).

En fait, pour obtenir une suite (S,) non bornée, on doit considérer soit une fonction ¢ pas trop
réguliere, soit un nombre « pas trop diophantien. Nous optons pour la premiere solution. Nous tra-
vaillerons en fait avec la fonction 1, définie par (1.17). La démonstration du lemme suivant sera, elle

aussi, donnée au prochain chapitre.
Lemme 6. Sia € R — Q et si ) = )., alors la suite (S,,) n'est pas bornée dans L*(T).

Terminons ce paragraphe en mentionnant quelques résultats probabilistes connus sur (S,,). Burton
et Denker [9] (voir aussi [14]) ont montré qu’on pouvait trouver une fonction ¢ € L?(T) telle que
Sn/|ISn |2 converge en distribution vers une gaussienne de variance 1. Ensuite, entre autres résultats,
Liardet et Volny ont prouvé ([36], théorémes 1 et 2) que, si > 0, il existait un nombre irrationnel « et
une suite (d,,) de réels strictement positifs tels que, pour toute fonction 1) dans un ensemble G4 dense de
C"(T), la suite des distributions de la suite (d,,S,,) formait un ensemble dense dans I’espace de toutes les
mesures de probabilité sur R! Enfin, citons un beau résultat de Kesten [30]. Soit (S,, = S, (x, a)),, une
suite de variables aléatoires sur (T2, my,) pour la fonction v, définie par (1.17). Soit € la distribution de
Cauchy, c’est-a-dire 'unique distribution de probabilité sur R qui admette la densité p(x) = 1/7(1+22).

Alors, quand n — oo,
1

Sn
2logn

lo

5. Théorémes de la limite centrale pour des sous-suites de (S,). Nous en venons & présent
au coeur du sujet : nous énongons le théoréme de la limite centrale pour certaines sous suite de (S,,).

Toutes les démonstrations se trouvent au chapitre suivant. Voici le premier résultat :

Proposition 8. Considérons la suite (S,,) pour la fonction ¢ = 1. définie par (1.17). Soit « € R —Q.

Il existe une suite croissante (nj);j>1 C N telle que Sy, /\/j R N(0,1).

Ce résultat est assez faible dans la mesure ou la suite (n;) reste indéterminée. Il nous semble
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néanmoins intéressant, car la preuve est simple, et on peut facilement voir le lien avec ’exemple du §1
de la section précédente. Indiquons ici I'idée de la démonstration.

On commence par obtenir une petite amélioration de 'inégalité de Denjoy-Koksma : on trouve une
sous-suite infinie (P, /dn)n>0 de la suite des réduites de « telle que, si p/q appartient & cette sous-suite,
Sq ne prenne en fait que les valeurs £1 (lemme 10). On montre ensuite que S;, devient de plus en
plus oscillante quand n — oo (lemme 12). En d’autres termes, la suite de fonctions (Sg, ) ressemble un
peu & la suite des fonctions de Rademacher définie par (1.19), et les variables S;, et S;,, deviennent
asymptotiquement indépendantes lorsque |m —n| — oco. Il suffit alors de poser n; = go +-- - + G;—1 o,
éventuellement, on aura encore pris une sous-suite de (p,/q,) de sorte & ce que 'écart entre G,11 et
Gn soit aussi grand que ’on veut, et donc que Sz, et Sz, ,, soient suffisamment indépendantes. En fait,
on a défini n; par sa décomposition d’Ostrowski, et on peut donc considérer la décomposition associée
de S,;. On voit que c’est une somme de variables asymptotiquement indépendantes, et on obtient le
théoreme de la limite centrale.

Venons-en aux résultats suivants. A partir d’ici, nous considérerons exclusivement un nombre «
de type constant. D’apres le lemme 4, la suite de ses quotient partiels est bornée, et la suite (g,,) des
dénominateurs de ses réduites a donc une croissance exponentielle. Définissons une suite (Z,,),>0 C
BV(T) comme suit : pour n € N, Z,, est le premier élément de la suite finie (S, )o<m<n tel que

E(Z?) = max E(S2). (1.47)

0<m<n

Le premiere proposition concerne la croissance de la variance.

Proposition 9. Soit @ un nombre de type constant.
1. Sitp € BV(T) est d’intégrale nulle, et si (Sp;)j>1 est une sous suite de (Sy,) telle que E(Sij) > Cj,
pour une certaine constante C > 0, alors (nj) croit au moins exponentiellement.
2. Si 1 =), définie par (1.17), alors il existe des constantes C,c > 0 telles que, si gj <n < gj+1
(jeN), ona
cj < E(Z,) < Cj

La démonstration de cette proposition repose essentiellement sur 1'usage des séries de Fourier. On

a ensuite un théoreme de la limite centrale.

Proposition 10. Si « est un nombre de type constant, et si 1 = ., définie par (1.17), alors

Zn

Ei(Z%) = N(0,1).

On suit, pour démontrer cette proposition, dans le fond la méme idée que pour démontrer la
proposition 8. Mais on a besoin d’estimations plus quantitatives. En particulier, on doit évaluer des

décroissances de corrélations, nécessaires pour utiliser la proposition 3.
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6. Quelques questions. Nous énoncons cing questions ouvertes relatives aux propositions qui
viennent d’étre énoncées.

1. Que peut-on dire si on choisit une mesure de probabilité P, a variation bornée par exemple,
autre que la mesure de Lebesgue ? La mesure my, est 'unique mesure de probabilité invariante sous fq,
pour a € R — Q. Pour les applications dilatantes, on avait une convergence exponentielle des mesures
a variation bornée vers la mesure invariante, quand celle-ci est unique. Mais ici, on aura seulement
une convergence au sens de la loi forte des grands nombres : si P admet une densité p € L(T), alors,
d’apres le théoreme ergodique de Birkhoff, on a

n—1

1
— Z T%*p =1, my—p.p.
" =0

Ceci ne suffit plus si on veut démontrer un résultat général du genre de la proposition 4.

Cela dit, si on regarde le probleme d’un point de vue plus concret, on s’apercoit qu’on devrait
pouvoir étendre nos résultats & une mesure P de variation bornée, sans modifier fondamentalement la
méthode. Effectivement, il y a principalement deux points techniques a analyser. D’abord, on doit voir
comment évolue la variance de (S,). Comme on procede ici par série de Fourier, on aurait maintenant
A considérer la série du produit S2 p, ott les coefficients de S,, sont explicites. Il est vraisemblable que
ceci ne ferait que compliquer les calculs. Ensuite on doit établir des inégalités de décroissance des
corrélations (1.38) et (1.39). Mais on voit qu’on est ici amené a considérer la fonction ¢ p au lieu de la
seule fonction ¢, ce qui ne devrait pas induire de difficulté particuliere.

2. Qu’obtient-on si on prend une fonction ¢ autre que ¥, 7 On a seulement utilisé le choix ¥ = 1,
pour montrer la borne supérieure sur E(Z2) dans la partie 2. de la proposition 9. Il résulte de la preuve
que bien d’autres choix sont possibles. 11 est clair toutefois, au vu de la proposition 3, que 1 ne peut
étre un cocycle, c’est-a-dire ne peut se décomposer en ¢ = u o f, — u, pour u € L2(T).

3. Dans les propositions 9 est 10, on demande que « soit du type constant. C’est une limitation
importante puisque ce genre de nombres forment un ensemble de my-mesure nulle. Il serait intéressant
de voir si nos propositions ne se généralisent pas a un ensemble de mesure pleine, ’ensemble des
nombres de Roth par exemple. En ce qui concerne la croissance de la variance, on peut s’attendre a
devoir modifier la proposition 9, car les nombres de Roth sont mieux approchés par les rationnels, ce
qui introduit des petits diviseurs plus divergents dans la série de Fourier de (S;,). Pour le théoréme de
la limite centrale, une difficulté aussi apparait : comme la suite des quotients partiels n’est plus bornée,
les variables Xy (r) de la décomposition (1.46) ne sont plus forcément bornées. Ceci, néanmoins, semble
étre seulement une difficulté technique qui ne parait pas insurmontable.

4. Peut-on obtenir pour (Z,), ou pour des sous-suites de (S,,), d’autres résultats probabilistes que
le théoreme de la limite centrale non dégénéré ? Qu’en est-il en particulier des théoremes de notre liste

de la section 1.1 § 37 Il est assez vraisemblable que les inégalités de décroissances (1.38) et (1.39) qui
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ont permis d’obtenir le théoreme de la limite centrale, permettront aussi d’obtenir certains résultats de
grandes déviations comme le théoreme d’Azuma. Des théorémes plus pointus comme la limite locale
ou les estimations gaussiennes seraient par contre sans doute fort techniques.

5. Que reste-t-il de nos résultats si on se place maintenant sur le tore T¢, ot d > 2 ? Ici notre approche
s’effondre, car elle se base sur 'usage des fractions continues et de l'inégalité de Denjoy-Koksma.
Or, d’'une part, on n’a pas, en dimension supérieure ou égale a 2, une théorie de I'approximation
diophantienne aussi bien maitrisée qu’en une dimension et, d’autre part, Yoccoz [47] a montré que
I'inégalité de Denjoy-Koksma ne se généralisait pas aux fonctions sur le tore de dimension 2.

Mais il reste, qu’en fin de compte, toutes nos démonstrations sont rendues possibles par I’analyse
de Fourier qui se généralise bien siir a toutes dimensions. Il ne serait en fait pas tout a fait étonnant de
trouver une fonction v lisse, telle que la variance de S,, croisse linéairement, et peut-étre telle que S,
satisfasse a un théoreme de la limite centrale. Bien-siir cette fonction serait sans doute ad hoc, et on
ne s’attend pas a trouver des propriétés générales de décroissances des corrélations sans passer a une

sous-suite. Ce sujet demanderait une investigation plus approfondie.

7. Un gaz dans un zigzag? Nous revenons, en fin de compte, a la question initiale de ce chapitre :
quel est le comportement statistique d’'un gaz de Lorentz pour des obstacles a bords carrés? Nous
présentons ici le modele du gaz dans un zigzag, qui ne se distingue du modele de Lorentz que par la
forme du domaine D ou se meuvent les particules. Décrivons ce domaine. Soit une fonction Q : R — R,

périodique de période 1, définie par les relations
Qx)=z si 0<z<1/2, Qx)=1—-2z si 1/2<z<L1

On pose alors
D = {(r.y) € R*: Q(x) <y < Q@) + 3}

Une particule est entierement caractérisée par sa position initiale, et par 'angle que fait son vecteur
vitesse avec ’horizontale a l'instant initial. On rencontre deux cas extrémes. Si la vitesse initiale est
horizontale, la particule aura une trajectoire en escalier, mais le mouvement sera balistique, dans le
sens ou, aprés un temps t, la particule se sera déplacée d’une distance proportionnelle a t. Si, par
contre, I’angle est de +45°, la particule restera éternellement bloquée dans une petite portion finie du
domaine D.

Il devient beaucoup plus difficile de se représenter a vue de nez ce qui se passe pour un angle
initial quelconque. On s’attend a ce que, pour des valeurs bien particulieres, les particules aient encore
des trajectoires balistiques avec des vitesses variées, alors que pour d’autres, les trajectoires seraient
confinées dans des parties finies de D. Mais, pour un angle pris au hasard, on prévoit plutét un
mouvement oscillant, ni balistique ni borné. En fait, il est fort vraisemblable que les trajectoires des

particules dans le zigzag dépendent de fagon cruciale de la nature arithmétique de I’angle initial, et ’on
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peut suspecter une assez forte ressemblance entre ces derniéres et les réalisations de (S,,). Dés lors, il y
aurait peut-étre quelque espoir de transposer les résultats obtenus pour le modele en produit croisés a
celui des particules dans un zigzag, qui constitue déja un exemple de gaz de Lorentz dans un domaine

A bords carrés!
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2 — Démonstrations

Nous démontrons ici les lemmes et propositions du chapitre précédent qui demandent encore a étre
établis. Si £ € Z, on désigne par u(€) le coefficient de Fourier d'une fonction u € L*(T). On déduit

directement de la définition (1.21) que, si u € BV(T), alors

ae) < Yl

Une autre propriété utile de BV(T) est la suivante : si u,v € BV(T), alors
Var(uv) < [Julleo Var(v) + ||v|| oo Var(u). (2.2)
Tout au long de ce chapitre, o désigne un nombre irrationnel, (a,,) la suite de ses quotients partiels,

et (pn/qn) la suite de ses réduites.

2.1 Lemme 7 et démonstration de la proposition 2

Lemme 7. Siu € BV(T) et si fol udx = 0, alors, pour tout x € T et tout n € Ny, on a

‘ nilu(x + k/n)‘ < Var(u). (2.3)
k=0

Démonstration. Soit n € Ny et soit x € T. On a

n—1 n—1 n—1 z+(k+1)/n
Zu(x+k/n) = Zu(x—i—k/n) —n/udx = Z (u(x+k/n) —n/ udx).
k=0 k=0 T k=0 @tk /n

Pour 0 < k <n —1, soit alors zy, € [z + k/n,z + (k+ 1)/n] tel que

z+(k+1)/n
udx‘ < |u(z + k/n) — u(xg)|.

‘u(m +k/n) — n/

z+k/n
Alors
n—1 n—1
\ S u(x+ k/n)‘ < lu(@ + k/n) — uzy)] < Var(u),
k=0 k=0

ce qui acheve la démonstration. [J
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Démonstration de la proposition 2. Soit ¥ € 8. Nous allons d’abord montrer que

D p(2k¢) =0, ¢ impair. (2.4)
Soit u € L2(T) tel que u(2x) — u(x) = 1 (z) my-p.p. Intégrons cette équation par rapport a la mesure
Jp e7 ¥ rdy, € € Z. Comme [u(2z)e” 2" "dx = 0 si £ est un nombre impair, on trouve que
u(2g) = u§) —¥(2), ¢ei,

uE) = —9(€), € impair.

Prenons alors un nombre impair £ et exprimons %(2"¢) en terme des coefficients de Fourier de ).
Par une application récursive de la premiere des relations qui précedent, puis par 'application de la

seconde, on obtient

u(2"¢) = Z’L/J (2%¢), ¢ impair, n € N. (2.5)

Il découle de (2.1) que la série >, _, 1/)(2 €) converge. Mais, d’apres le lemme de Riemann-Lebesgue,
u(2™€) — 0 si n — oo, ce qui établit la contrainte (2.4).
Montrons alors la premieére partie de la proposition. Soient les fonctions eg(x) := e?mér ¢ c 7. 1

résulte de (2.4) que, si une fonction u est de la forme
u=qaieg +---+aneg,, nE Ny,

ou (ay,...,ap) # (0,...,0), et ot &, ..., &, sont des nombres impairs, alors v € 8. Ceci démontre la
premiere partie de la proposition.
Montrons ensuite la seconde partie. D’apres (2.4), ’ensemble
R:={¢ € BV : Zw ) # 0}
k=0

est compris dans 8¢. Nous allons montrer que c’est un ouvert dense de BVo(T). Il est clair que R est
dense car, si v € §, on prend v € R, et on voit que, pour tout € > 0, u + ev € R peut étre rendu
arbitrairement proche de u. Montrons donc que R est ouvert. Soit ¢ € R, et soit > -, D(2%) =1 a £ 0.
Soit aussi ¢ € BV(T) tel que ||¢p — ¢||gy < €, pour un certain € > 0. On a, en utilisant (2.1),

\Z¢zk\>|a| Z|¢ )@ > la] - szmwe/m

2k

On voit donc que toute boule centrée en 1) de rayon € < 7|a| est comprise dans R. O

2.2 Démonstration de la proposition 3

Démonstration de la Proposition 3. Pour simplifier les notations, on considérera seulement le cas ou

Xjr = Xy, pour tout j,1,k € Ny, et on écrira X, := Xy, (k € Np). Les hypothéses ne mettent en jeu
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que des estimations indépendantes de l'indice j de Xz (j,k € No), et le cas général s’obtient donc par

une adaptation immédiate de la présente démonstration. Nous commencgons par un lemme.

Lemme 8. Sous les hypotheses de la proposition 3, il existe une constante C > 0 telle que pour tous

m,n € Ny,
m—+n 4 9
E( Z Xk> < C(nln(n+m))".
k=m
Démonstration. On a
m+n 4
E( 3 Xk) - Y EXXXX,) < 4 3 EX. XX, X)|  (26)
k=m m<s,t,u,v<m+n m<s<tluv<m+n

Jusqu’a la fin de la démonstration, nous supposons que m < s <t < u < v < m + n. On définit
Sstuv = |E(XthXuXv)| et Stu = Zsstuv~ (27)
S,V

D’aprés ’hypothése 1. de la proposition 3, Sstue < 1. Obtenons deux autre bornes sur cette quantité.

En vertu de (2.2) et de I’hypothese 1. de la proposition 3, on a
Var(X;XeXy) S es+e+cy S cu.
I1 découle alors de (1.38) et (1.37) que

Sstur = |[E(XeXeXu) . Xo| £ 07 S em20mwf, (2.8)

puis, de (1.39), (1.38) et (1.37), que

Sstww < |E(XeXy — EXoXy) . XuXo) | + [E(XeXe)| [E(XuXy)]
<GB LGB < o 2(ut) B 4 o~ 20(t—5) 4B (2.9)

Posons k = (8/p) In(n +m). On suppose que k > 1. Les inégalités (2.8) et (2.9) impliquent respective-

ment

A

Sstuv e P oy —u > K, (2.10)

Sstur S e Pu=t) L o=p(t=8) & 4 _t>k et t—s> K (2.11)

Estimons maintenant Sy, défini par (2.7), pour ¢ et u fixés. Considérons d’abord le cas ot u—t < k.

A Taide de (2.10), on obtient

Stu = Z Sstuv"’ Z Sstuv
s, vv—u<lK S, VIV—USK
S D 1+ > e g N1 Y e S ntn S ok, (212)
S,V V—uU<K S, VIV—U>K k<k,s k>k,s
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ou l'on a posé v — u = k apres la seconde inégalité. Considérons ensuite le cas on u — t > &, et pour
cela écrivons la décomposition Sg, = Sgy(1) 4+ St (2) + Sew(3), dont les trois termes seront définis un a
un. D’abord, comme pour (2.12), on a
Sta(1) == D> Seww S Y. e < pemrlvrh), (2.13)
swu—t<v—u s,viu—t<v—u
Ensuite, si v —u < u—t <t — s, on utilise (2.11) pour obtenir Sgzy, < e_”(“_t), et ainsi

Siu(2) = > Setuv S 7N 1 < n(u—t)e T, (2.14)

s,viv—u<u—t<t—s k<u—t,s

2 gléments (s,v) € B,

Finalement, posons B = {(s,v) : v —u < u — t,t — s < u — t}. Pour au plus &
onav—u<kett—s <k, et donc seulement 'estimation Sg, < 1. Mais, pour tous les autres,
Sstur < min{e (=% e=P(t=9)Y en vertu de (2.10) et (2.11) (pour utiliser (2.11), on se sert du fait que
t—s <wu—t). Des lors,
Stu(3) == > Sauw S K2+ Y min{e e} < K241 < K (2.15)
s,0eB 5,k>0

En fin de compte, il suit de (2.6 - 2.7) et (2.12 - 2.15) que

m—+n

4
(%) 5 B w2 (e e )
t,u

k=m tuu—t<w

Comme x = (8/p) In(n + m), ceci implique le résultat. O
A présent, comme dans [8], définissons des variables macroscopiques qui deviennent de moins en
moins corrélées quand n — co. Soient 1,72 €]0, 1] tels que 71 > v2 + 1/2 (donc v2 < 1/2). Si n € Ny,

posons ny = |[n" | et ny = [n72]. Dans la suite, nous supposerons n assez grand pour que ng > 1. On

p(n)

écrit S, = > ;0] (Ynk + Zn,i) ol p(n) est le plus petit entier tel que p(n) (n1 + n2) > n, et olt
Yok = Xg-1)(nitna)+1 -+ Xh—1)(n14n2)+n1 (2.16)
Znk = X@p-1)(mitno)tna+1 o+ Xpmygng) (2.17)

sil <k <p(n)—1 (pour k = p(n) la définition est la méme mais on pose 0 au lieu de X; lorsque
j > n). Observons que p(n)/n'=" — 1 quand n — oco.
Soit A € R, nombre traité comme une constante dans toutes nos estimations a venir. Pour n > 1,

on définit
A

Ju(A) = E(e' Ve ™), (2.18)

et, pour 1 < k < p(n),
T k(A) = E(e!Taem (Ynatt¥nn)y (2.19)

On pose aussi I, o(A) = 1. D’apres 'hypothese 3. et (2.17),

A p(n)z H < pm)nz n~(n—(2+1/2)) (2.20)
n,k ~ ~ . .
\/ﬁgn P [e’e} \/’ﬁ

170 (A) = Ly (V)| < H
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Lemme 9. Sous les hypothéses de la proposition 3, et si 1 <k < p(n), on a

)\2
L) = (1= 5o EOV20) Tnoy ) + 1)

n

ol [rn k(A S nftle 2ome 4 n= 3= 1p%/2

Démonstration. Considérons seulement le cas le plus difficile ou k£ > 2. De plus, pour alléger les formules,

supposons que g, = 1 pour tout n € Ny. D’apres I’hypothese 3., ceci ne modifie en rien nos estimations.

On a

A A2 YorlPy i
Lox(\) = E((l +z‘%Yn,k — 5 Ykt o ng*/’j ) ' r (Ynat *Ym(k—l))). (2.21)

Sig € CHR)NL>®(R) et si u € BV(T), alors Var(gou) < ||0,9||oc Var(u). D’apres (1.37), ¢+ +cp <
¢pn- Ainsi, en vertu de (2.16) et de ’hypothese 1., on a

P2 (Y14 +Y, (o 1
Var(e \/F( )1 \(k 1))) 5 ﬁc(k*m(n1+n2)+’ﬂl' (222)

Des lors, utilisant (2.16), (1.38), (2.22) et (1.37), on trouve d’abord que
Vi =
ni

1 C(k—2)(ni1+n ni .
< = Z M((k —1)(ny +n2) + 4)°
W (k1) (n1 )+

IN

(Yn,kei%(Yn>1+“'+Yn,<k—1>)) ‘

ii Yo Yn o —
E(e ﬁ( At Y (6 1>).X(k;71)(n1+n2)+j>‘

e

< lnlefzmznﬂ < nfe2eme, (2.23)
n
DN
Ensuite, se servant de (1.39) au lieu (1.38), et observant que ni Yi,k ni ¢ v Y1t 6on) ne song
en général de moyenne nulle, on obtient
)‘QE Y2 i%(Yn,l‘f‘“"i‘Yn.(kfl)) )\QE Y2 \E i%(Yn,1+"'+Y7z,(k—l)) < B+l ,—2pny 4
% n)ke " —% ( n,k) e vn ~> N (& . (22 )

Il découle finalement du lemme 8 et de (2.16) que

1

. 1 1 1
ng/g‘EOYn,k 3ok (Ynat +Y,L,<k71>)>‘ < E(Yarl®) < —55EY4(Y2,) S —yg(ninn)®?

n3/2 n3/ n3/2

< n~=3 (=1 1p3/2 (2.25)

Le résultat s’obtient en insérant les estimations (2.23) a (2.25) dans (2.21). O
Pour démontrer la proposition 3, il suffit de prouver que J,(\) — e=2/2 as n — co. Pour n assez
grand, on a |1 — (A*/2n)E(YZ )| < 1. Donc, de (2.20) et d’une application récursive du lemme 9, il

ressort que

I - (1- A—QE(wa(n))) (1 A—QE(YEJ))‘

2 - 2
2no 2no?

< p(n) (nﬁ”le*?mw + n*%(lf’h) n3/2 n) + n—(m—(2+1/2))

Comme p(n)/n'=7 — 1 lorsque n — oo, le membre de droite de cette inégalité tend vers 0 lorsque

n — 00.
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11 suffit donc de prouver que

p(n) 2
T (1= (2/20)E(Yon)) = —%
k=1

lorsque n — oco. L’hypothese 3. entraine que

p(n)

22 p(n) 1 p(n)
]l (1—m (Vi#)) = =gz 2 E(VR) + 0 2 E(YEN)

Tout d’abord, le lemme 8 et (2.16) impliquent

p(n) p(n)

1 1 1
o Z E*(Y < 3 Z E Y ) < ﬁp(n)n% In*n < ﬁnl_“n%l In*n — 0
k=1
quand n — oco. Ensuite
p(n) 2 p(n) p(n) j—1
E( 3 Yn,k) - 2 E(Yo; Yor)-
k=1 k=1 j=2 k=1

D’apres (2.16) et I'hypothese 1., Var(Y, k) S €(k—1)(ni+ns)+n, - Des lors, par (2.16), (1.38) et (1.37), il
ressort comme pour (2.23) que, si 1 <k < j < p(n),

1

|E(Yn,an,k)‘ < Z |E(ankx(j—l)(n1+7l2)+n1)| < nBe—2pm2
=1

Par conséquent
p(n)

E(Y2, —E(ZYnk) =

=
2

E
Il
—

quand n — oco. Par (2.17),

p(n) p(n)

Len(Sa) < LS

quand n — oco. Deés lors

p(n) 1
2
MQ S E(YZ,) - —E(Sh) = 0
n k=1 n

quand n — oo. On conclut a l'aide de I’hypothese 3. O

2.3 Démonstration du lemme 5 et d’un cas particulier de la
proposition 6

Nous donnons ici, en suivant Herman [28] p.64, quelques informations sur certaines sous-suite finies
de (m@). En particulier, avec les notations qui seront introduites, l'inégalité (2.28) démontre le lemme 5.

On dit qu’une fraction irréductible p/q est une approximation rationnelle de & € R—Q pour la constante
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0 < B < 1si l'inégalité |a — p/q| < B/q> est satisfaite. On note que {j.p/q}o<j<q—1 = 14/q}o<j<q1s
car p/q est irréductible. On pose également {ja}o<j<q—1 = {®j}o<j<g—1, 000 = ap < a1 < -+ <
g1 < L

Sia>p/g,onaka—kp/g<kB/q®?<1/qgsil<k<gqg—1 Deslors,si0<j<q-—1,il existe
1(j) € N tel que 0 < a; —1(j)/q < 1/q. Mais la suite {c }o<j<q—1 est ordonnée, et donc I(j) = j. Par

conséquent, on peut écrire

1 2 q—1
D=ap<-<yp<-<o< <—<ag1 <1 (2.26)
q q q
Pareillement, si « < p/q, on obtient
1 2 q—1
a=0<<-<m<-<-<ag <—<1 (2.27)
q q q
Dans un cas comme dans 'autre, on conclut que
laj —j/al <Blg (0<j<q-—1). (2.28)

Nous en venons & présent & un lemme qui améliore légerement I'inégalité de Denjoy-Kosma (1.44)

lorsque ¥ = 1), définie par (1.17).

Lemme 10. Soit ¥ = 1. donnée par (1.17). Soit p/q une approzimation rationnelle de o € R — Q

pour la constante 5 < 1/2, ot q est impair. Alors Sy ne prend que les valeurs +1.

Démonstration. Soit ¢ = 3378 Thp/q¥s = 0t—0 Th/gths- On a ¢(z) = ¢, (qz). Ceci découle du fait

que Ty/,¢ = ¢ et que
Blo,17q1 = (@ —=1)/2+ (Tg—1)20)10,1/q1 — (@ = 1)/2 = (T (q=1)29) 10,1 /q[-

Ecrivons {ﬁ}ogqu_l = {Oéj}ogqu_l, oul=ay<a; < < ag—1 < 1.0n a

q—1 q—1
Sq = ZTka¢* = Z(Tak - Tk/q)w* + 9.
k=0 k=1

Or, si a > p/q, on a, d’apres (2.26) et pour 0 < k < g —1,

+2 si z e[l —al—k/q,
(Top, = Tryg)¥s(z) =9 =2 si  x€[l/2—ax,1/2—k/q[ (modl),

0 sinon.

De méme, si a < p/q, on a, en vertu de (2.27) et pour 0 < k < g —1,

-2 si x€[l—k/q1— agl,
(Ta = Trj)¥u(x) =3 42 si  xe[l/2—k/q,1/2—ax] (modl),

0 sinon.
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Calculons a présent S,. Pour fixer les idées, considérons le cas a > p/q. Si0<j <¢g—1, 0on a

=

)

(]

Yalyy a4/ (Tar = Trsa)®l 0. G410t T s Ganya

Il
—

Il
—~

X[ 5,30, 22 T X[t -0 2 D) T (X 2 X 20

ou, par (2.28), on a 0 < 61(5),02(j) < 1/2¢. O

2.4 Démonstration de la proposition 7 et du lemme 6

Commengcons par observer que, si u € L1(T) résout 'équation u o f, — u = 1, pour une certaine
fonction ¢ € LY(T) d’intégrale nulle, alors ses coefficients de Fourier sont liés & ceux de v par la relation

()

wl) = Simea —70 €€ Lo (2.29)

En revanche, le coefficient @(0) est indéterminé. Les inégalités suivantes se révéleront utiles, et seront,

par la suite, quelquefois tacitement utilisées. Si z,y € R, on a

Alalr < [1 - ¥ < 2n|zlr, (2.30)
lz +ylr < |z|r + |ylr, (2.31)
= €2i7r(a:+y)| <l1- 62i7rac| + 11— e2imy| (2.32)

Il découle de cette derniere inégalité que, pour tout m € Z, on a
|1 — ™™ < |m]| 1 — 2™, (2.33)

De plus, pour n > 1, on a |goa — pn| = |gnalr ([28] p.63).

Une suite (zx) C R est & décroissance rapide si, pour tout r € N, on a supycy |k"z,| < +o00. La
suite (#(€)) des coefficients de Fourier d'une fonction v € C*°(T) est & décroissance rapide ; toute suite
a décroissance rapide est la suite des coefficients de Fourier d’une fonction de C*(T).

Démonstration de la proposition 7. Nous suivons Ghys [23]. Supposons tout d’abord que o € R—Q soit
un nombre diophantien. Il existe des nombres C > 0 et 8 < 400 tels que 'inégalité [ 5™ — 1| > C/|¢|
soit validée pour tout & € Zg. Les coefficients de Fourier d’une solution « sont donnés par (2.29) pour
& € Zy. On vérifie que la suite (4(§))¢ est a décroissance rapide quel que soit 4(0), et définit donc une
fonction u € C*°(T) : pour tout r € N, on a

sup [€7a(€)] S sup €M FPa(€)] < +oo.

§€Zo §€Zo
Supposons ensuite que o € R —Q soit de Liouville. Par un procédé diagonal de Cantor, on construit

une suite croissante (s, )n>0 C Np telle que [e*™»* — 1| < 1/s? pour tout n € Ny. Considérons ensuite
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une fonction ¥ dont les coefficients de Fourier sont donnés comme suit : ¢ (€) = £(e™@ —1) si € € (s,,),
et )(€) = 0 sinon. La suite (¢)(¢)) est & décroissance rapide : si 7 € N, on a

sup [€70(€)| = sup |}, @(s,)| < sup s, /s7 | = sup [s;,H "] < oo
E€Zo neN neN neN

A présent, raisonnons par 'absurde. Les coefficients de Fourier d’une solution u € L!(T) & I'’équation
uo fo, —u =1 étant donnés par (2.29) pour £ # 0, on aurait en particulier 4(§) = £ pour £ € (s,).
Mais alors u ¢ L1(T). O

Le lemme suivant servira a démontrer le lemme 6 et la proposition 8.

Lemme 11. Soit a € R — Q et soit n > 0.
1. Des fractions pn/qn €t Pni1/qn+1, une au moins satisfait o — p/q| < 1/24>.
2. Si qy est pair, alors qny1 est impair.

3. Si qn et qnia sont pairs, alors | — ppy1/qni1| < 1/2q2+1.
4. De quatre convergentes successives, une au moins a un dénominateur impair et satisfait o —
p/al <1/2¢*.

Démonstration. Pour 1., voir [26] p.152. Démontrons 2. par absurde. Supposons avoir trouvé un plus
petit j € N tel que g; et g;41 soient pairs. On a j > 1 et donc ¢j11 = aj+1¢; + ¢j—1. Comme g;_;
est impair et g; pair, ¢;11 serait impair également. Démontrons alors 3. D’apres 2., g,41 est impair,
et, par ailleurs, ¢,12 = an4+29n+1 + ¢n. Le nombre a, o doit étre pair, et donc a,42 > 2. Le résultat
découle alors de (1.43). Finalement, 4. s’obtient par la considération de toutes les possibilités. [

On établit par calcul que les coefficients de Fourier de 1, sont donnés par

— —2i/mw& pour £ impair,
P (§) = , (2.34)
0 sinon.
Démonstration du lemme 6. D’apres le lemme 3, il suffit de voir qu’on ne trouve aucune fonction
u € L2(T) telle que uo fo, —u = 1. Or, on conclut & I'aide de 2.29 et 2.34 que le coefficient de Fourier

(&) de u devrait satisfaire
-2
u(ﬁ) o 7r§(e2iﬂ'§a _ 1)

lorsque £ est impair. Cela dit, en vertu du point 2. du lemme 11, une infinité de nombre impairs £ sont
en fait le dénominateur d’une réduite de a. Mais alors, pour ces nombres-1a, |fa|r < 1/|¢|. Deés lors,

on n’aurait méme pas @(§) — 0 pour £ — oco. O
2.5 Démonstration de la proposition 8

Pour ¢ € LY(T) d’intégrale nulle, on a 'expression explicite des coefficients de Fourier de S,, que
voici :

_ 1 — e2imnéa

Sn(§) = WWQ, (n € No, & € Zo). (2.35)
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Lemme 12. i1 € BV(T) est d’intégrale nulle, on a S,, — 0 dans L(T) lorsque n — oc.

Démonstration. D’apres l'inégalité de Denjoy-Koksma (1.44), [|Sq. |l2 < [|Sq,llec < Var(y). 11 suffit
donc de vérifier que, si £ € Zq, gq:(k) — 0 lorsque n — oo0. Or (2.35) et (2.1) permettent d’écrire que

Var (1)) 1
|SQn(£)| — 27T|€‘ |1 _ 62iﬂ5a|

‘1 _ eQiﬂqn§a|

si £ € Zg. Pour finir, on déduit de (2.33) que

1-— 62”‘1"§O‘| < [€].]1 - 62“”1"0‘| <27l¢||gnalr =+ 0 quand n — oo,

ce qui acheve la démonstration. [J

Démonstration de la proposition 8. 1l suit du point 4. du lemme 11 qu’on trouve une sous-suite
(1;/d;)i>0 C (Pn/gqn) telle que, pour tout j € N, ¢} soit impair et | — p;/q}| < 1/2q§2. De plus, notons
ici qu'une fois qp, . . ., ¢ fixés, ¢}, ; peut étre choisi arbitrairement grand (j € N). La suite (n;) est alors
définie comme ceci : n; = ¢{ + - + q}, pour j € Ny. On décompose ensuite S,,; comme dans (1.46) :

J

J
Sn, = > Tay_1aSq ==Y X, (2.36)
k=0

k=0

ol on a posé n_; = 0. En vertu du lemme 10, Xi = 1 pour tout k € N.
Soit alors une suite (J;)r>1 C Ry telle que Z?Zl §;/Vk — 0 lorsque k — co. On peut supposer

que, pour tout k € Ny, et pour tout v € [—1, 1], on a
E(X;C exp(iy(Xo+ -+ Xk,l))) < 4. (2.37)

En effet, on trouve m(k) € Ny, indépendant de v, et une partition finie de U'intervalle [0, 1] en sous-
intervalles I; (1 < j < m(k)), telle que la fonction exp(iy(Xo + - - - + Xj—1)) soit constante sur chaque
I; (1 <j <m(k)). Or, si on a choisi g}, assez grand, apres que qp, . . ., g,_, ont été fixés, le lemme 12
entraine que |E(xr, Xx)| < 6x/m(k) pour 1 < j < m(k).

Soit alors A € R. Pour k,j € Ng, on a

N wg). (2.38)

A A A
exp (ZW(XO + -+ X)) =exp (ZW(XO 44 Xpo1)) (1 —HWX;C ~ 3 +Oj3T

Pour j € Ny assez grand, on a [A/v/j] < 1et |1 — g‘—j| < 1. Dés lors, par une application récursive de

(2.38) et par (2.37), on obtient

‘E(exp(i\;\j(XO‘f'"""Xj)))_<1_;\;>j‘ g%g&—i—@p\\/g.

Donc, pour tout A € R, on a Eexp (Z%Snj) — /2 quand j — oo. O
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2.6 Démonstration de la proposition 9

A partir d’ici, nous supposons que a € R — Q est de type constant. On a vu au lemme 4 que les

deux propriétés suivantes sont alors satisfaites :

1

ap, < a, neN, (2.40)
pour un certain a > 1. Cette derniere inégalité implique
o1 < (a+1)g, et puy1 <(a+1p,, neNo. (2.41)
Pour n > 2, ceci entraine que

1
dn+1 Zqntqn-12> (1 + m)Qn (242)

et la suite (g,) croit donc exponentiellement. On en déduit en particulier le
Lemme 13. Si « est de type constant, alors Vp € N, cg e N: (Ve e N:c>¢p), Vn €N, gen, > ¢B.
En s’inspirant de Bricmont et al. [7], on définit les ensembles

Iy
'y

{j€Ng:1/q <|1— e?imio|},
{j €Ny :1/q, < |1 — €2 <1/q,1} (n>2).

(2.43)

OnaNog=U,>;TnetD,,NT, =0sim#n.

Lemme 14. Soit a un nombre de type constant. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout
m € Ny,
JETm=j>Cqn et jke |JTn=|k—jl>Cqp. (2.44)

n>m
Démonstration. Si j € Ty, |1 — %™ < 1/q,,_1. D’apres (2.39) et puis parce que j € I',,, on a
/17l S ljadr £ 1/¢m—1- Il suit de (2.40) que Gm—1 2, Gm, et donc |j| 2 ¢ Ensuite, si j, k € J r,,

on obtient, & 'aide de (2.32),

n>m

2

|1 . e2i7r(k7j)a| < |1 . einka| + |1 o 62i7rja| < )
o T Gm—1

La deuxiéme partie de (2.44) s’obtient alors comme la premiere. [J

Cela dit, on est maintenant & méme de démontrer la proposition 9. Nous commencons par le

Lemme 15. Soit a un nombre de type constant, et soit une fonction ¥ € BV(T) d’intégrale nulle. 1

existe une constante C < +oo telle que, pour n € N et 0 < m < n, on ait E(S2,) < Cn.
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Démonstration. D’aprés le lemme 13, il existe ¢ € N tel que q., > ¢2 pour tout n € N. Partant de
(2.35), on calcule que

Var qcn_l 1 ‘1 o 62i7r7nko¢|2

1 Var?(S,,)
E( m) - ||SmH2 — Z kQW + ﬁ Z T (245)

k>qcn
Comme S,,, = Z;":_Ol Tjap (m > 1), on a Var(S,,) < Var(y)m < Var(¢)g,, et le second terme du
membre de droite de (2.45) est donc borné par une constante. Les ensembles I, sont définis par (2.43)
pour r € Ny. D’apres (2.42) et (2.44), il existe une constante s € N telle que, si j € T'y1q, alors j > ¢,

pour tout r € Ny. Des lors

Gen—1 1 |1 . eQi‘n’mk(x‘? cn+s cn+s 2qr cn+s
k21— ezinkalz = <> > k21 762m'ka|2 <> Z S u2q s
k=1 r=1 kel r=1 ker,. r=1 u>1 T

ou I'avant-derniére inégalité s’obtient & 'aide des deux relations de (2.44). O

Démonstration la proposition 9. Le point 1. est en fait une conséquence du lemme 15. Effectivement,
raisonnons par 'absurde, et imaginons une suite (n;) telle que E(SELJ,) 2 j, qui ne croisse méme pas
exponentiellement. Mais alors on trouverait une suite (k;) qui ne croit méme pas linéairement telle que
nj < gg;. D’apres le lemme 15, on aurait alors E(S%j) < kj, ce qui est une contradiction.

La borne supérieure du point 2. découle évidemment aussi du lemme 15. Il reste & montrer la borne
inférieure. Soit 0 > 0. En vertu de (2.42), il existe [ > 1 tel que, pour tout n > 0, ¢,,/gn+1 < ¢. Donc,
pour tout k € N, ¢,/ @ik < 5k, Maintenant, construisons une suite (tn)nzl C N comme suit. Pour
n € Ny, t,, = 0 sauf dans les cas suivants. Si n = 4kl pour un certain k € Ny, alors, par le point 4. du
lemme 11, il existe m € {n,...,n + 3} tel que g, soit impair et que ¢, |gma|r < 1/2; on pose alors
tm = @m, et on prend le plus petit m s’il y a plusieurs possibilités.

Fixons n > 1. Comme go + -+ Gn < @nys,onaty +---+t, < gnes. Deslors, sir =1t 4+ -+ + 5,
onaE(Z2 ) >E(Z2 ..)>E(S?). Mais, d’apres (2.35), (2.34) et (1.43), on trouve que

Sn+3 An+3
R I = F R S
T 2 2 _ p2iTtka|2 — 2 2 _ p2imq, |2
g ICZI,impa»ir]C |1 ¢ | g 1<u<n: q, impair T |1 st |
n
2 > 1= 23 " frtual?.
1<u<n: q, impair u=1

Soit u € {1,...,n} tel que t, # 0, et donc en fait tel que t, = q,. On écrit rt,a = t2a + 7, ot
=t 4+ tu1)tu@ + by (fusra + -+ tra).
D’apres (2.31), on a
|7lr < (1 + - + tum1)[tuer + tu([turralr + -+ + [tnalr).

Convenons que 1/t, = 0 quand ¢, = 0. On a

tl tu—l qu qu k
< L. b <9 or. 2.46
|T|1r_qu+ e T +S > (2.46)

44



Ainsi, prenant § assez petit, et donc [ assez grand, |7|r peut étre rendu arbitrairement petit.
SipeN,sizeRetsiplajr < 1/2, alors [px|r = p|z|r. Done, si a est donné par (2.40), on a, en
vertu de (1.43), et puisque t,|t, |t < 1/2 par construction, que

du >

1
2ol = > — > —.
| ua|T Qulqua|T T Qu Tt Qu+ 3a

Il en vient que |rt,al2 > 1, et done que E(S2) > n/l. O

2.7 Démonstration de la proposition 10

Démonstration de la proposition 10. Soit une suite (sp)n>0 C N telle que ¢, < s, < gn41 pour tout
n € N. Nous allons démontrer, a I'aide de la proposition 3, que Z, /E(Z2 ) B N(0,1) quand n — oo.
Que ceci entraine en fait la méme convergence pour Z,/E(Z2) vient de ce que toutes nos estimations
sont indépendantes du choix de la suite (s,). Cela suffit d’aprés la remarque qui suit 1’énoncé de la
proposition 3.
Sin € N, on trouve r,Ng tel que r, < s, et Zs, = S,,. On décompose 7, suivant le systeme
d’Ostrowski 1.45 :
T = bn(rn)qn + - -+ + bo(rn)qo- (2.47)

Comme il est possible que 7, < g¢; pour un certain j < n, les coefficients by(r,) pourraient ne pas
étre définis au dela de k = j; on les pose alors tout simplement égaux a 0. Cela dit, décomposons S,

comme dans (1.46) :
n

n
Sy, = Z Ttk_l(rn)a Sbk(rn)qk = an,lw (2.48)
k=0 k=0

ol t(rn) = br(rn)qr + -+ + bo(rn)qo-

Nous allons montrer que les hypotheses de la proposition 3 sont satisfaites pour Y, = S, et
(cr) = (qx). D’apres (2.42), 'hypothese (1.37) est vérifiée. L’hypothese 1. est satisfaite également. En
effet, soient k,n € N, et soit a le nombre défini par (2.40). D’abord, puisque bi(r,) < a, I'inégalité de
Denjoy-Koksma (1.44) implique || X, kllco < aVar(y,). Ensuite, Var(X,, ;) < Var(¢.) a gx. L’hypothese
2. est vérifiée en vertu du lemme 16 ci-dessous. Enfin, la proposition 9 montre que I’hypothese 3. est

satisfaite elle aussi. OJ

Lemme 16. I existe C,8 € R tel que, pour toute fonction ¢ € BV(T,R) de moyenne nulle, pour
l €Ng et pourt>s>1,
sP s
|E(¢.Xs)| < CVar() o |E(¢. Xis - Xy1)| < CVar(¢) o (2.49)
Démonstration. Les deux inégalités se démontrent de la méme maniére, mais la premiere est plus

simple, et on ne démontrera donc que la seconde. On considéere comme des constantes des nombres qui
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dépendent de « et de . Soit [ > 1 et t > s > 1. Posons
g = Xl,s et h= Xl,t~

Soit ¢ € BV(T,R). On a |¢(k)| < Var(¢)/2n|k| si k € Zg, et $(0) = 0 par hypothése. Simplifions tout
d’abord le probleme de deux fagons.

Premierement, d’apres le lemme 13, il existe ¢ € N tel que q., > ¢+ pour tout n € N. Soit
P : L*(T) — L*(T) le projecteur défini par Pu(z) = 3, a(k)e* ™. Soit Q = Id — P. On a
1Qgll2 < 1/q: et ||Qh|l2 < 1/q4; en effet, puisque 'hypothése 1. de la proposition 3 est satisfaite avec
(ck) = (gx), on a par exemple

Var?(h
jQuj3 < Y

472
k:|k|>qet

(2.50)

Tl
e
8
o)

Mais

[E(¢gh)| < |E(¢PgPh)|+ E|¢p Qg Ph| +E|o g Qhl.
Comme ¢ est de moyenne nulle, ||¢||o < Var(¢). D’apres 'hypothese 1. de la proposition 3 et (2.50),
on a

El6 g QhI<]|@llocllglloc QA2 < Var<¢>%7

et, parce que ||Phlj2 < ||h]l2 < ||h|loo, On trouve de méme que

1
E[¢ Qg Ph| < |4l l|Qgl2[PAll2 S Var((ﬁ)a

Des lors, il suffit d’estimer |E(¢ PgPh)| au lieu de |E(¢gh)|.

Ensuite, montrons que, si t > ¢’s pour un certain ¢’ € N, alors la premiére inégalité (2.49) implique
la seconde (la démonstration de la premiére n’utilise évidemment pas ce fait). Si u,v € BV(T,R), on a
Var(uv) < |Julleo Var(v) +||v|| o Var(u). Deés lors, utilisant encore le fait que ||¢||oc < Var(¢), ’hypothese

1. de la proposition 3, et la premieére inégalité (2.49), on trouve que

B Var B 248
E(09) )] 5 (lgllVar(e) + Var(e)Var()) - < qu¢)<q;f + 8D,

D’apres le lemme 13, il existe ¢ € N tel que g.,, > ¢2 pour tout n € N. Par conséquent, si t > ¢’s, on

peut écrire t = ¢’s + u avec u > 0, et ainsi, se servant de (2.42), obtenir

gst? N q>t? - 2q0 (s 4+ u)? < (c's +u)P < B 5 (1+u/cs)’
~ e2pu N e2pu

< < P
qt qt de’s+u

Venons-en & présent a la démonstration proprement dite, et supposons t < ¢’s. Il suit de quelques
manipulations algébriques que
E@PgPR) = | Y G)h(-k)d(k - j)
FILHVINL

D S S L

IN

o 4 Te—g1 " 2 k
1<j,k<qct,k#j 1<k<qct
v
= a;:b) (451 + S2). (2.51)
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Bornons la somme S; donnée par (2.51). Les ensembles I';, (n > 1) sont définis par (2.43). En vertu

de (2.44) et (2.42), il existe une constante w > 0 telle que, si j € 'y, alors j > ¢, (m > 1), et done

Si= Y > Bl X S, (2.52)

1<m,n<ct+w €M, j<qct 1<m,n<ct+w
k€ln, k<qce,k#j

Fixons m,n € {1,...,ct + w} et estimons S(m,n). Prenons d’abord le cas ou m < n. D’apres (2.48),
(2.35), (2.33), (2.40) et (2.43), on a

_ p2imbs(l)gsjo - _ L 2imgsa
[1—e qsJ |Var(1/))<dj.|1 e?ma |Var(1/;)§q7m. (2.53)

9(7)| = [Xis(5)] < —
|g(-7)| | la (])'* |1_6217{-JQ‘ 27_(] — l/qm 27_(_'7 qs

Puis, dapres (2.48), (2.35), le fait que |1 — e2™®| < 2 for all x € R, et (2.43), on a

an
< = 2.54
<L (2:54)

. . = e2i7rbt(l)q1sko¢| Var(1))
= <
|h(k)| |Xl7t(k)| = ‘1 _ e2i7rk:oc| o2k

Ainsi, il résulte de (2.52), (2.53) et (2.54), et ensuite de (2.44), que

Smm) 5 R Y @t 2 k2

; < qS < . < . |k — J|
JELm,3<qct k€l ,k<qct  JEI'm,j<qct,j#k
kel ,k<qct,k#j

qmqn<1 1) (1 1) 1 5
< il - —) £ —In" g
4 \n 2 u 2 u/ ~g o

1<u<qer Im Sz,

I

Le cas m > n est analogue : on utilise les estimations |§(j)| < ¢m/j et |A(k)| < ¢n/q:, pour obtenir
S(m,n) < In?(g.)/q. Par conséquent, S; < (ct + w)?(In? qur) /qs.

La somme Sy est bornée de la méme fagon; on trouve So <

~

(ct + w)(Inget)/qs. Pour obtenir le

résultat, on utilise finalement 'inégalité g.; < (2a)“*, oul a est donné par (2.40), et on prend 8 = 4. O
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Deuxieme partie

Flux de chaleur dans une chaine

harmonique désordonnée
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3 — La loi de Fourier

La loi de Fourier affirme que, dans la matiere, le flux d’énergie J est proportionnel au gradient de
température T :

J=—kVT. (3.1)

Le coefficient k porte le nom de conductivité thermique, et est généralement lui-méme une fonction
de la température. Cette loi phénoménologique est bien vérifiée expérimentalement dans des situations

variées, mais n’est pas encore tres bien comprise théoriquement.

1. Une dérivation heuristique. Essayons, en suivant Bonetto et al. [6], de dériver la loi de Fourier
(3.1) sous des hypotheses tres simplificatrices. Imaginons un gaz, comme de ’air, contenu dans un long
cylindre horizontal, fermé a ses extrémités. Ce cylindre est fait dans un matériau isolant, sauf aux
bords, qui sont conducteurs. L’extrémité gauche est plongée dans la mer, alors que I'extrémité droite
se trouve dans un four. On dit que la mer et le four sont des réservoirs ou des sources de chaleur. On
s’attend a ce que le gaz dans le cylindre transmette la chaleur du four a la mer.

Voyons comment ca se passe. Le gaz est décrit par la distribution des positions et des vitesses des
molécules qui le constituent, au sujet de laquelle il sera nécessaire de formuler certaines hypotheses
pour aboutir a des conclusions. Fondamentalement, on suppose que le gaz se trouve dans un état de
désordre moléculaire : les molécules vont en tout sens et s’entrechoquent de maniere aléatoire.

On obtient la distribution des vitesses en fonction de la température a I’aide de I’hypothese d’équilibre
thermique local : suite & de nombreuses collisions, les particules du gaz sont a I’équilibre thermique avec
les particules environnantes. Supposons que la température ne dépende que de la position x selon I'axe
du cylindre. On consideére que la vitesse v d’une particule située en z est distribuée selon la statistique
de Maxwell-Boltzmann pour la température T(z) :

3/2 2

o) = (2mkpT(2))* o ( B 2kBT(x))'

En particulier, I’énergie cinétique moyenne d’une particule vaut %kBT(x). En ce sens, la température,

est donc proportionnelle a I’énergie cinétique des particules.
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Regardons maintenant les collisions d’un peu plus pres. Lors d’un choc élastique, I’énergie cinétique

de deux particules, disons 1 et 2, est partiellement échangée :

czn(l) — aEczn(l) + (1 - Oé) Eczn(2)a
cm(z) — aEcin(Q) + (1 - a) ECiTL(1)7

E
(3.2)
E
ou 0 < a <1 dépend de I'angle d’impact lors de la collision. On admet que cet angle est aléatoire
et uniformément distribué. Si on modélise les particules par des spheres dures, un calcul livre qu’en
moyenne « = 1/2. On voit donc que, par le biais de collisions typiques, I’énergie se comporte comme
la distribution d’une marche aléatoire symétrique. Désignons encore par A le libre parcours moyen,
c’est-a-dire, pour nous, la distance horizontale moyenne qu’une particule parcourt entre deux chocs, et
par 7 le temps libre moyen, c’est-a-dire, le temps moyen entre deux chocs. Lors d’un choc moyen entre

une particule 1 initialement située en x et une particule 2 initialement en x + A, (3.2) devient donc

Ecin ({17)

Eczn( % Ecin ({17 + )\)7

3
+

_>
(3.3)
_>

N= N=

Cela dit, le flux d’énergie J(z) au travers d’une section perpendiculaire au cylindre située en x,
se définit comme la quantité d’énergie transférée, suite a des collisions, de gauche a droite de x, par
unité de temps et de surface. On suppose d’ailleurs que tout transfert d’énergie est dit a des collisions,
ignorant de possibles phénomeénes de convection au sein du gaz. Pour simplifier encore, on admet aussi
que, lors de n’importe quel choc, on se trouve toujours dans la situation moyenne. En particulier, aux
unités pres, on ne fait pas de différence entre température et énergie cinétique. De la seconde ligne de

(3.3), il découle que

2
2T 2\/57' v

ou Ein(z) désigne ici ’énergie cinétique par unité de volume au point x. Comme en fait \/7 ~

Ecin(2), on trouve bien une loi de la forme
J(z) = 7K(Ecin(x)) 0z Eein(z). (3.4)

On déduit de la conservation de I'énergie que 0,J + 0;E¢;, = 0. L’équation de la chaleur s’obtient

de cette relation et de la loi de Fourier (3.4) :
KT = 0, (k(T)9,T). (3.5)

Désignons par L la longueur du cylindre. Apres un temps assez long, la température atteint un profil
stationnaire, que l'on trouve étre linéaire si on admet que le coefficient x est a peu pres constant. On

déduit alors de (3.4), que le courant J lui-méme est constant :

Tfour - Tmer
J = —p Lo e, (3.6)
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Le flux est donc inversement proportionnel & la longueur du cylindre. Dans la suite, c’est en fait a
cette propriété-la que nous ferons allusion quand nous parlerons de loi de Fourier. On rencontre une loi
du méme genre en électricité : I'intensité du courant dans un fil est proportionnelle a la différence de
potentiel aux extrémités, et inversement proportionnelle & la longueur du fil, vu comme une résistance.
Montrer la loi de Fourier, ¢’est donc montrer que la matiere agit comme une résistance, au passage de

I’énergie cinétique.

2. Chaines harmoniques désordonnées. Nous venons de donner, sous des hypotheses tres dif-
ficiles & vérifier, une dérivation heuristique de la loi de Fourier dans le cas d'un gaz. Dans la suite,
nous considérerons plutot des solides, et en particulier des solides unidimensionnels modélisés par des
chaines de masses couplées entre plus proches voisines. Le hamiltonien d’une telle chaine est défini par
(3.21) ci-dessous. Peierls [40], s’'inspirant de la démarche de Boltzmann, a montré que des interactions
anharmoniques entre les atomes étaient vraisemblablement nécessaires pour que la loi de Fourier soit
valide dans un cristal. Ce genre d’interactions, censées introduire une certaine dose de “désordre”, de-
vraient assurer une diffusion de I’énergie. Par ailleurs, on sait, depuis les travaux de Rieder et al. [42],
que la loi de Fourier est violée dans un solide cristallin harmonique : le flux de chaleur ne dépend pas
de la longueur du conducteur, mais seulement de la différence de température entre les sources chaude
et froide! Ce solide est décrit par le hamiltonien (4.18) ci-dessous, quand toutes les masses sont égales.

La considération de potentiels anharmoniques, cependant, pose de grosses difficultés techniques : on
ne sait généralement pas dire grand chose sur un grand systéme d’équations différentielles non-linéaires.
Cela dit, la présence d’impuretés dans un cristal peut aussi contribuer & la diffusion de ’énergie. C’est
ainsi qu’on fut amené a considérer la conductivité de chaines harmoniques désordonnées, dans lesquelles
les interactions sont harmoniques, mais ol les masses des atomes ne sont pas identiques. Ces chaines
constituent 'objet de notre étude.

Dans le cas le plus simple, le seul d’ailleurs sur lequel nous nous pencherons, les masses sont
considérées comme des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Par ailleurs,
dans ce travail, les constantes de raideur des ressorts qui couplent les masses, seront toutes supposées
identiques, alors qu’on aurait pu envisager d’en faire également des variables aléatoires, pour obtenir
en fait une situation nouvelle, non réductible a la précédente.

Il s’avere que la loi de Fourier (3.6) sera généralement violée dans les chaines harmoniques désordonnées.
Soit n le nombre d’atomes d’une chaine. Imaginons que, pour un certain o > 0, le courant J obéisse a
une loi du type

J~ H, (3.7)

nOt
ou T est la température du réservoir couplé a la masse 1, et T, celle du réservoir couplée a la masse

n. Si a < 1, on a un super-conducteur. C’est en particulier le cas de la chaine ordonnée pour laquelle
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a = 0. Si a =1, on retrouve la loi de Fourier, et, enfin, si a > 1, on est en présence d’un super-isolant.

On peut bien sur songer a d’autres lois encore : nous verrons par exemple un cas ou J < Ce™"

, pour
certaines constantes C < +o0o et ¢ > 0.

Il convient de réaliser deux aspects importants du probleme des chaines harmoniques désordonnées.
D’abord il se trouve que la conductivité de la chaine dépend de la modélisation des réservoirs de
chaleur. Autrement dit, I’exposant « qui apparait dans (3.7) ne refléterait pas une caractéristique de la
chaine seule, et sa détermination pourrait sembler d’un intérét moyen. Mais, quand nous connaitrons
la raison de ce phénomene étrange, nous comprendrons que cette sensibilité particuliere de la chaine a
des excitations variées, rend justement tres bien compte de ses caractéristiques intrinseques. C’est la
nature de ses modes propres qui est a 'origine de cet état des choses.

Une seconde caractéristique qui affecte la conductivité de la chaine est sa dimension. De maniere
générale, les systemes unidimensionnels peuvent se comporter fort différemment de leurs analogues a
deux ou trois dimensions. En l'occurrence, un récent travail de Chaudhuri et al. [11] montre, par des
arguments heuristiques et des simulations numériques, que les chaines harmoniques désordonnées se
comportent de fagon tout autre en dimensions supérieures. En particulier, une conductivité normale
(av = 1) est conjecturée en trois dimensions ! Hélas, ’adaptation des méthodes utilisées en une dimension

est loin d’étre évidente, et peut-étre impossible.

3. Plan. Dressons a présent un plan du reste de ce chapitre et des suivants. Dans la section 3.1 nous
présentons un petit modele tres schématique d’un solide, ot les atomes suivent une loi d’évolution
stochastique. La loi de Fourier s’y démontre. L’objectif est de voir, plus clairement peut-étre que dans
notre dérivation de (3.6), comment I’hypothese de désordre moléculaire conduit & un profil linéaire des
températures et a une relation de type (3.6) pour le courant. Dans la section 3.2, nous donnons des
renseignements généraux sur la modélisation d’un solide par une chaine unidimensionnelle d’oscilla-
teurs. Nous verrons une fagon de modéliser 'interaction entre la chaine et les réservoirs, puis comment
on peut définir le courant d’énergie.

L’étude des chaines harmoniques désordonnées proprement dite est abordée au chapitre 4. Nous
y énongons nos résultats, et tadchons d’exposer de fagon systématique ce qui nous semble constituer
I’essentiel des connaissances sur le sujet. En particulier, nous proposons un schéma d’explication des
différentes valeurs de conductivité observées, basé sur I’analyse des modes propres. Le chapitre 5 ras-
semble des résultats techniques sur des matrices aléatoires, utiles a notre étude. Nous nous en servons

au dernier chapitre pour démontrer un théoréeme annoncé au chapitre 4.

54



3.1 La loi de Fourier pour un modele stochastique

La dérivation heuristique de la loi de Fourier présentée ci-dessus fait intervenir de nombreuses hy-
potheses. Afin de clarifier un peu la situation, nous allons considérer un modele tres schématique de
solide unidimensionnel ; on dérivera la loi (3.6) dans un sens bien précis, et sous I'unique hypothese de
collisions élastiques aléatoires entre particules voisines. Comme, en une dimension, une collision cor-
respond simplement & un échange des moments, I’hypothese de désordre moléculaire est donc présente
dans notre modele sous forme de chocs aléatoires.

De surcroit, la loi de Fourier nous semble devenir ici une question de bon sens. Il est certes bien
naturel de supposer que le profil des températures tend & devenir linéaire, car a force d’échanges,
I’énergie n’a aucune raison de s’accumuler ci ou la. Mais dans ce cas, la différence de température entre
deux atomes voisins est de 1/n, et, comme le flux est justement proportionnel aux échanges d’énergie

entre voisins, il doit étre lui-méme inversement proportionnel a n.

1. Le modeéle. Soit un solide unidimensionnel constitué de n atomes, ou particules. On décompose
I'intervalle [0, 1] en n sous-intervalles de longueur identique, et on considére que chacun de ces sous-
intervalles est occupé par une et une seule particule. Celles-ci se déplacent librement dans leur boite,
jusqu’a rencontrer un bord, contre lequel elles rebondissent de facon parfaitement élastique. Quand
les particules sont, comme ici, contraintes par un potentiel extérieur a ne pas trop s’éloigner de leur
position initiale, on dit qu’elles sont ancrées (pinned). L’impulsion totale du solide isolé n’est alors pas
conservée.

De plus, ces particules interagissent avec leur plus proches voisines, par le biais de collisions
élastiques aléatoires. L’énergie totale du solide isolé est donc, quant a elle, conservée. La premiere
particule est également en contact avec un réservoir thermique froid, constitué de particules au repos,
alors que la derniere est en contact avec un réservoir chaud, constitué lui de particules de vitesse unité.

Voyons ceci plus précisément. Soit N = (N (¢) : 0 < k < n, ¢ > 0) une suite de n + 1 processus de
Poisson indépendants, de constante v > 0. Soit 0 < k < n, et soit dNj l'accroissement du processus
Nj. On peut se représenter dN comme une succession de mesures de Dirac, séparées aléatoirement,

et on écrit
t
Ni(t) = / AN (s). (3.8)
0
Mais, pour ¢t > 0 fixé, il sera aussi commode de penser que dNg(¢) est une variable aléatoire qui vaut
1 avec probabilité v dt, et 0 avec probabilité 1 — v dt.
Cela dit, définissons une suite e := (ex)1<k<n, OU e; désigne I’énergie cinétique de la particule k.

Des conditions initiales e(0) étant données, on demande que, pour 1 <k <nett >0,

er(t+dt) = (1—dNp_1(t+dt) —dNg(t+dt)) ex(t) + dNg_1 (t+dt) ef—1 () + dNg (E+dt) exs1 (), (3.9)
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oll on a posé

eo(t)=0 et enp1(t) =1 pourt > 0. (3.10)

Des lors, presque sirement, on aura tout le temps ex € {0,1}, pour 1 < k < n. Dans I’équation (3.9),
on a écrit dAN(t + dt) et non dN(t), pour souligner I'indépendance de dN(t + dt) par rapport & e(t).

Mais (3.9) peut aussi écrire sous une forme plus classique :

de = (ex—1 — ex) dNp_1 + (ex+1 — ex) dNy. (3.11)

2. Convergence vers une mesure stationnaire. Soit espace des états X = {0,1}" de toutes les
suites binaires & n éléments. On peut considérer e comme un processus de Markov sur X dont 1’évolution
est dictée par (3.9). Dans ce paragraphe, nous verrons, sans toutefois fournir de démonstration formelle,
que, pour toute condition initiale, la distribution du processus e(t) converge exponentiellement vers une
unique mesure stationnaire, ou invariante, définie par la condition (3.12) ci-dessous, mais il convient
de noter que le taux de convergence dépend de n d’une fagon que nous n’avons hélas pas déterminée.

Précisons quelques notations et définitions. On désigne par P la distribution de probabilité des
processus de Poisson N, et par E la moyenne sur leurs réalisations. Soit p une mesure de probabilité
sur X. On aura seulement a considérer des processus qui dépendent de N au travers de e; on écrira P,
et E, pour signaler que p est la distribution initiale de e. Une mesure de probabilité v est stationnaire

sous e si, pour tout ensemble B C X, on a, pour tout ¢ > 0,
P.(e(t) € B) = v(B). (3.12)

Si v est la mesure stationnaire, on écrira aussi P, et Eo, au lieu de P, et E,,.
Soit 7 > 0. Si une distribution initiale y est donnée, (e(kT))r>0 est une chaine de Markov sur X.
Nous pouvons énoncer une version du théoreme de Doeblin relative a cette chaine. Supposons qu’il

existe une mesure de probabilité p sur X, et un nombre 0 < o < 1, tels que, pour tout =,y € X,

Ps, (e(1) € {y}) = ap({y}) (3.13)

Alors, d’apres ce théoreme, il existe une unique mesure de probabilité invariante v sous (e(k7)). De
plus, pour toute mesure de probabilité p sur X, et pour tout £k € N, on a
Z |P,t(e(k;7') € {z}) - I/({JU})| < 2(1 - a)k. (3.14)
z€X
Vérifions que '’hypothese (3.13) est satisfaite si, par exemple, on prend pour p la mesure uniforme
sur X. Voyons en fait que Py, (e(r) € {y}) > 0 pour tout x,y € X. On passe d’un état & un autre
par une suite finie de permutations de plus proches voisins. Comme X est un ensemble fini, le nombre
de permutations nécessaires est borné uniformément, disons par k € Np. Mais, dans un intervalle de

temps 7/, il y a une probabilité non nulle de réaliser une et une seule permutation voulue.
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On peut enfin voir que v ne dépend pas de 7, et que c¢’est donc bien I'unique mesure invariante du
processus e. En effet, soit 7 la mesure invariante associée au temps 71, et soit vs la mesure associée
au temps To. Supposons 1, > Ty et écrivons o =7 + 7'. Si k € Ny, désignons par vs j la mesure telle

que vg ;(B) = Py, (e(k7’) € B) pour tout B C X. Alors, d’apres (3.14), pour tout B C X, on a
v2(B) = Py, (e(kmy + k7') € B) = Py, (e(km1) € B) — 11(B),

lorsque k — oo. Donc vy = vs.

3. Profil linéaire des températures et loi de Fourier en moyenne. On déduit de (3.9) que,

pour toute mesure de probabilité p sur X, et pour 1 < k <n,

d

2 Er(er () = =7 (2Eu(er(t)) — Euler—1(t)) — Eulensa (1)) (3.15)

En particulier, dans la mesure stationnaire, on aura -Ex(ex(t)) = 0, et donc
1
Eoo(ek) = §(Eoo(ek71) + Eoo(ek+1)). (316)
Puisque Ex(eg) =0 et Eoo(en41) = 1, on a forcément

Eooler) = 0<k<n+1. (3.17)

n+1’

Soit 0 < k < n, et soient ¢ > 0 et s > 0. Nous allons & présent définir le flur d’énergie Ji p11(t, s) de
la particule & vers la particule &k + 1, évalué sur I'intervalle de temps [, t + s]. Soit la suite (£;)1<;j<m(s)s
ot <tp <+ <ips) < t+s,des instants auxquels la particule k échange son énergie avec la particule

k + 1. On définit

m(s)

Jkpri(t,s) = % Z (erv1(ty) —ex(ty)), (3.18)
t+s
= é /t (ert1(T) — ex(7)) AN(7 + d7). (3.19)

oll, dans la premiére expression, la différence (e41(t;) — ex(t;)) est évaluée juste avant la collision. On

établit alors que Eo (Jg k+1(t, s)) ne dépend ni de ¢ ni de s, puisqu’en fait, d’apres (3.17), on a

t+s
Eve (Joisi (t,5)) = é/t 7 (Eslers) — Exlen)) dr = . (3.20)

L’équation (3.17) montre que la température atteint un profil linéaire, alors que I’équation (3.20)

exprime, qu’apres un temps suffisamment long, la loi de Fourier est satisfaite.

4. Remarques. Les relations (3.17) et (3.20) ne mettent en jeu que 'énergie et le courant moyens.

Dans un jargon hérité de la métallurgie, on dit que ces relations sont de type annealed, valables pour de
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I’acier recuit, qui a refroidi lentement, et dont les propriétés seraient donc assez homogenes, et proches
de leurs moyennes.

On souhaiterait des résultats plus précis, et, idéalement, voir que, dans la mesure stationnaire, le
profil de température est presque strement linéaire, et que la loi de Fourier, elle aussi, est vérifiée presque
strement. On dit encore d’un résultat presque sir, c’est-a-dire valide pour presque toute réalisation,
qu’il est de type quenched, par référence cette fois a I'acier trempé, qui s’est brusquement figé dans un
état donné.

Pour parvenir a ce genre de conclusions plus fines, on doit regarder le solide d’un point de vue macro-
scopique, ou du moins mésoscopique. Ainsi, en ce qui concerne le profil de température, la convergence
presque sire a 1’échelle microscopique est impossible puisque, pour 0 < k < n + 1, les variables e; ne
prennent que les valeurs 0 ou 1. On peut par contre définir des blocs de particules proches, et analyser
le comportement de la température moyenne de ce bloc. Ici, toutefois, il ne s’agit plus d’'une moyenne
sur les réalisations du systéme, mais de la moyenne des températures des particules du bloc, pour une
réalisation donnée. Un profil de température presque stirement linéaire est alors envisageable dans la
limite o n — oo, et pour des blocs macroscopiques de taille en, ol € > 0 est fixé et indépendant de
n.t

En ce qui concerne la loi de Fourier, il faut mesurer le courant sur un intervalle de temps s suffisam-
ment long. Les résultats de convergence exponentielle a ’équilibre du §2 permettraient alors de montrer
que les réalisations de J(t, s) se resserrent autour de leur moyenne pour s — co. Il serait évidemment
intéressant de connaitre, dans la limite ou n — oo, 'ordre de grandeur de s qui assure une convergence

presque sure du courant.

3.2 Chaines unidimensionnelles

Nous entamons ici I’étude des chaines unidimensionnelles d’oscillateurs couplés. Nous présentons
deux éléments importants pour la suite. D’abord, nous verrons au §2 une facon de modéliser 'interaction
entre la chaine et un réservoir de chaleur, dans laquelle on on aboutit en fait a une équation de Langevin.

Ensuite, au §3, nous définirons le courant d’énergie a travers la chaine.

1. La chaine isolée. Soient des masses my € Ro; (1 < k < n), et soient des potentiels U, Vi €
C>®(R) (0 < k < n), bornés inférieurement. On suppose que chacun de ces potentiels soit est nul, soit

tend vers I'infini a l’infini. Les masses forment une chaine unidimensionnelle, dont le hamiltonien est

donné par
n p2 n+1 n
H(q17°"7qnvp17"'apn Z —k_ Z (Qk—Qk—1)+ka(Qk) (321)
k=1 k=1 k=1

1. On a en fait montré rigoureusement une convergence en probabilité. La démonstration n’est pas reproduite ici.



Ici, gy, représente la position de la particule k, et p son impulsion. On voit que les potentiels Uy, assurent
une interaction entre les masses voisines, alors que les potentiels Vi sont des potentiels d’ancrage ou
de confinement.

Pour que H soit complétement défini, on doit encore spécifier les conditions aux bords de la chaine,
c’est-a-dire assigner des valeurs & qp et gn4+1. Une possibilité, que nous choisissons pour cette section,
est d’'imposer gy = ¢1 et gnt1 = ¢n; on peut alors évidemment poser Uy = Up;; = 0. Si Vi, = 0 pour
1 < k < n, la chalne est tout a fait libre. Si seuls V1,V, # 0, la chaine est fixée a ses extrémités. On
pourrait, dans ce cas, réécrire les choses un peu différemment : poser go = 0 et go-1 = 0, puis U; = V3
et Unp1 = Vi, et, cela fait, redéfinir Vi, = 0 pour 1 < k < n. Par ailleurs, on peut aussi considérer des
conditions aux bords périodiques : qo = gn €t ¢nt+1 = q1. Nous n’analyserons pas ce cas dans ce texte.

Quoi qu’il en soit, une fois fixées des conditions initiales (q1 (0),...,4n(0),p1(0),...,pn (0)), le mou-

vement de la chaine est déterminé par les équations de Hamilton

my 'py, 1<k<n,

Ak
Pe = OUky1(qes1 — ar) — OUk(qr — qr—1) — OVi(qr), 1<k <n.

(3.22)

2. La chaine couplée a des réservoirs thermiques. Nous allons voir ici comment se décrit
I’évolution d’une particule de masse m, soumise d’une part a une force F qui dépend du temps, et
d’autre part plongée dans un gaz de particules beaucoup plus légeres qu’elle; on trouvera dans Diirr
et al. [17] une version rigoureuse des développements présentés ci-dessous. On suppose que le gaz est
a I'équilibre a température T, et que la masse m subit des chocs aléatoires et élastiques des particules
du gaz. En revanche, on admet que les propriétés du gaz ne sont pas modifiées par le mouvement de
la masse m. Pour simplifier, on considere une dynamique unidimensionnelle.

Soit m' la masse des particules du gaz. Soit v la vitesse de la particule de masse m, et soit v’ celle
d’une particule m’. Imaginons qu'un choc entre m et m’ se produise dans le petit intervalle de temps

[t,t + At]. On a

W(t+ At —o(t) = %(v’(o — o) + %F(t)At, (3.23)
V(E+ A = (l) = %(v(t) — (1) (3.24)

On suppose que v’ est une variable aléatoire distribué selon la statistique de Maxwell-Boltzmann, pour

une température T. Donc la densité est donnée par

, m/ m/,U/2
_ _ 2
p) rkpT P ( QkBT) (3.25)

Si on écrit ((t) = \/’“T‘Z—:Fv’(t), on a E(¢?(t)) = 1. Posons aussi p = mv. Si m’ << m, on peut faire

I’approximation rff;, ~ %m/, et (3.23) devient

2m’

plt+ A1) — p(t) = VAm'kpT () - —=p(t)At + F()At. (3.26)
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Posons

2m/

mAt’

o= (3.27)

Si la masse m a les dimensions d’un objet macroscopique, et que At est l'intervalle de temps entre
deux collisions avec le gaz, le parametre v aura généralement des dimensions macroscopiques, et rend

compte de la viscosité des fluides. L’équation (3.26) devient

p(t + At) — p(t) = \/2ymkpT . VAL ((t) — yp(t) At + F(t)At. (3.28)

On peut enfin considérer v At((t) comme un bruit blanc, et réécrire cette derniere relation sous la

forme d’une équation différentielle stochastique de Langevin :

dp(t) = F(t) dt — yp(t)dt + \/2m~ykgT dW(?), (3.29)

ou W est un mouvement brownien. Dans cette derniere équation, on remarque que le coefficient de
frottement visqueux y et la variance du bruit 2m~ykgT ne sont pas indépendants 'un de 'autre. La
forme particuliere de la relation qui les unit et qu’on a dérivée ici, de facon un peu heuristique, est un
exemple de théoreme de fluctuation-dissipation.

Soient W1, W, deux mouvements browniens indépendants. Si on suppose que la particule de masse
my est en contact avec un réservoir a température Ty et de constante de viscosité v, et si m, est en
contact avec un réservoir de température T, et de méme constante de viscosité ~y, les équations de

Hamilton (3.22) sont modifiées de la fagon suivante :

dgp, = m,;lpk dt, 1<k<n,
dpr. = (0Ukt1(qe+1 — k) — OUk(qr — qr—1) — OVi(qr)) dt (3.30)
+ (01 + Okn) (— yprdt + 0, dWy), 1<k <n,

ol nous avons posé o = v/2mgyT, pour k= 1,n.

3. Flux de chaleur. Dans ce paragraphe, nous définissons le flux de chaleur stationnaire moyen J
au travers d’une chaine dont I’évolution des atomes est donnée par (3.30). Notre définition suppose que
la chaine atteint une mesure stationnaire apres un temps assez long. Cette hypotheése, qui n’est pas
évidente, est vérifiée dans le modele de Casher et Lebowitz que nous étudierons au chapitre suivant.

Soit 1 < k < n. Appliquant la formule d’Tt6, on déduit de (3.30) que,

1 Dk Dk Dk
— dp? = =£9U — dt — —oU — qp—1)dt — —0V de¢
2y, P - 1 (Qh+1 — Qi) - k(ak — qr—1) - k(qr)
2
Pk Ok
1) Orm)(— (= de¢ dW —rdt 3.31
+(0k,1 + Ok, )(mk( ypi dt + o, dW) + ST ) (3.31)

On définit alors I'énergie cinétique transférée Ej, ; de la particule k£ (1 < k < n) vers un site j, qui sera

soit une particule voisine si j = k+ 1 ou j = k — 1, soit un point d’ancrage si j = s (pour “sol”), soit
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enfin un réservoir si j = r. On pose

dEk,k+1 = %8Uk+1(qk+1 — Qk) de¢ (332)
dEgr—1 = —%6Uk(qk — qr—1)dt (3.33)
dBrs = —22ovi(q)dt (3.34)
mg
Pk o

Il serait alors naturel de définir le courant Ji ; comme la dérivée temporelle de E; ;. On se heurte
toutefois & certaines difficultés. D’une part, comme (3.30) est une équation stochastique, cette dérivée
ne sera pas généralement bien définie. D’autre part, comme ’énergie cinétique n’est pas une quantité
conservée, le courant ainsi défini n’aurait pas forcément les propriétés d’un courant. Par exemple, en
général, on aurait Ji py1 + Jry1,k # 0; pour le voir il suffit de prendre 'exemple de deux particules
qui s’attirent mais s’éloignent 'une de l'autre, chacune ralentissant. Ces problémes disparaissent si on
considere le courant moyen en régime stationnaire.

Nous ajoutons maintenant I’hypothese que les solutions des équations (3.30) atteignent une distri-
bution stationnaire, par rapport a laquelle la moyenne se note E.,. De plus, nous supposons que les
observables p?, Vi(qx) (1 <k <n)et Ug(qr —gqr—1) (1 <k < n+1), qui interviennent dans I’expression
du hamiltonien (3.21), sont absolument intégrables par rapport & cette distribution. Pour 1 < k <n et

j=k—1,k+1,s,r, on définit le flur d’énegie cinétique moyen Jj ; par

dE (Ex, ;)
Iy = ) (3.36)
On aura donc
1
Jeks1 = 7mkEoo(pkaUk+1<Qk+l_Qk)) (3.37)
-1
= —E. g .
Ji k-1 p— (pe OUk(ar — qu-1)) (3.38)
-1
s - 7Eoo .
Jk, - (pe OVi(ar)) (3.39)
Em(pi)
=y (B ) (Th — o) 4
Jk, v (Ok,1 + Ok, )( k o ) (3.40)

Le lemme 17 ci-dessous montre qu’a 1’état stationnaire, on peut bien parler du flux moyen d’énergie J

a travers la chalne, qui peut étre défini par

J :V(Ej‘ﬁ’%) —Tl), (3.41)

ou 'on a choisi un signe tel que, pour T,, > T, on aura vraisemblablement J > 0.
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Lemme 17. On a les égalités

Jl,O:Jn,nJrl:Jk,s:O, 1§k§n,
Tetie =Jie i1 =Jne, 1<k <n—1, (3.42)
Jir+JInr =0.

Démonstration. On trouve de nombreuses relations pour les courants en exprimant que les moyennes
par rapport a la mesure stationnaire n’évoluent pas au cours du temps. Nous en utiliserons trois.
Premiérement, intégrant (3.31) par rapport & la mesure stationnaire et utilisant (3.37) & (3.40), on
trouve que

d
0= &Eoo(p%/ka) =Jpkt1 +Jkgp—1 + ks +Jbe, 1<k<n. (3.43)

Deuxiemement, on peut écrire une équation d’évolution pour p% /2my + Vi (qx), intégrer par rapport

a la mesure stationnaire, utiliser (3.37) a (3.40), et trouver

d
0= &Eoo(pi/%nk +Vi(qr)) = Jrpsr +Ip1+Jpp, 1<k <n (3.44)

Troisiémement, on écrit une équation d’évolution pour p7/2my, + Ug11(gk+1 — gx), on se sert de (3.37)

a (3.40), et on obtient

d
0= aEm (p/2mu + U1 (Gt — @) = Jom1 + ks + I — I, 1<k <n—1.  (3.45)

Cela dit, J1 0 = Jnnt1 = 0 puisque, par définition, U; = U,q1 = 0. Ensuite, combinant (3.43) et
(3.44), on voit que Ji s = 0 pour 1 < k < n. De cela il découle que les membres de droite de (3.43)
et (3.45) sont une somme de deux termes seulement. En les comparant pour k fixé, on établit que
Jek+1 = —Jk41k, lorsque 1 < k < n — 1. Utilisant cette information, on voit que (3.43) implique
Jip=Jdppippour 1 <k<n-1,etJ;,+J,, =0. On a alors aussi Jy x+1 = Jp, pour 1 <k <n—1.
O
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4 — Chaine harmonique désordonnée

Les chaines harmoniques désordonnées ont été introduites au §2 de I'introduction du chapitre 3. Ce
chapitre-ci s’articule comme suit. La section 4.1 est abstraite, et ne trouve son sens qu’a la lecture du
reste ; on y définit quelques objets mathématiques, et on énonce le théoreme 1, qui constitue le résultat
principal de cette deuxieme partie de la these. Les chalnes harmoniques désordonnées sont introduites
a la section 4.2. Suit une description relativement détaillée de leurs modes propres. A la section 4.3,
on suppose une chaine dont les extrémités sont soumises & un frottement visqueux; ’objectif est de
fournir quelques résultats techniques a usage ultérieur. Le modele de conduction de Casher et Lebowitz
[10], ainsi qu’une variante de celui de Rubin et Greer [43], sont étudiés a la section 4.4. Enfin, a la
section 4.5, on tente de rendre compte de la conductivité des chaines harmoniques désordonnées a
I’aide des caractéristiques de leurs modes propres. Ces développements ne sont pas rigoureux, mais,
nous semble-t-il, “expliquent” le mécanisme de conduction.

Partout ol cela n’introduisait aucune complication, nous avons inclus la possibilité d’'un ancrage
(1 > 0 dans le hamiltonien (4.18) ci-dessous), car a priori cette configuration est tout aussi intéressante
que les autres. Mais, comme nous I’expliquerons briéevement a la section 4.2 §6, le traitement mathématique
de ce cas se révele plus simple, et en fait, en ce qui le concerne, notre approche n’apporterait rien par
rapport a la théorie classique bien établie. Des lors, nous avons simplement posé p = 0 des que de trop

longs développements seraient devenus nécessaires.

4.1 Préambule mathématique et théoreme fondamental

Nous définissons d’abord par récurrence deux suites numériques fondamentales, D C C et £ C
C. Ensuite, nous les considérons comme des réalisations de processus stochastiques, et énoncons le
théoreme 1; il apparaitra, dans les sections 4.4 et 4.5, qu’on peut en tirer des informations sur le

comportement asymptotique des chaines harmoniques désordonnées.
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1. Les suites D et £&.  Soient u,w > 0. Soit une suite de nombres (my)k>1 C [m—,mi], o1 0 < m_ <

my < 400. Soit v = (vg,v_1) € C% Soit alors D = D(v) := (Dy(v))n>—1 C C une suite définie par

D,(v) = (2+p—w?m,)Dy_1(v) —D,_2(v), n>1,
DO(’U) = Yo, (41)
D,l(v) = V1.

La suite D est linéaire, au sens ot1, pour tous u, v € C?, et pour tous o, 3 € C, on a
D(au + pv) = aD(u) + D (v). (4.2)
La relation de récurrence (4.1) s’exprime aussi sous forme matricielle. Pour k € Ny, posons

24 p—w?my -1

Ay = . (4.3)
1 0
Pour n € Ny, on a alors
D,
@ ) A Al (4.4)
D,—1(v) v_1

et en fait
D, (e!) D, (e?)

Dy,—1(e') Dp_1(e?)
ottel := (1,0) et €2 := (0, 1). Notons que, comme det(A;) = 1 pour tout k € Ny, forcément det(Q,,) = 1

pour tout n € Ny, et donc
D, (e")D,_1(e*) = D,_1(e!)D,(e?) = 1, n € N,. (4.6)
Ensuite, pour tout m € [m_, m.], on définit I'application
_ , 1
Fpno:C>Cz—2+pu—mw ——. (4.7)
x

On note que, quel que soit m € [m_,m,], F,,,(z) = oo si et seulement si z = 0. Soit z € C. La suite

£ =¢" = (%) >0 C C est alors définie comme ceci :

r = F r ), n>1,
& =
Pour n € Ny, &, peut étre vu comme le quotient D,,/D,,_;. Plus précisément, si vy # 0, on a
Dn(v) = &...& vo, z=wvg/v_1, si vy #0, (4.9)
D,(v) = & ... &vv_1, x=wg/v_q, si vy =0,
avec la convention co.0 = —1.
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2. Résultat fondamental. Supposons maintenant que la suite (my) soit une réalisation d’un proces-
sus stochastique (My), olt, pour k € N, les variables aléatoires M}, sont indépendantes et identiquement
distribuées, a valeurs dans [m_,my]. Désignons par 7, la densité de probabilité des My, k € Np;
on admet que 7, € C1([m_,m,]). Nous notons par P la distribution du processus (M), et par E la
moyenne par rapport a cette mesure. Le processus D, ainsi que les suites de matrices (Aj) et (Qy),
deviennent aléatoires; la suite ¢ devient une chaine de Markov sur C.

Soit n € Ny. Si x,y € C”, on écrit
(@ly) = 211+ + TnYn s (4.10)

ce n’est donc pas un produit hermitien. Soit

2
w
Sp(w) = , (4.11)
[ (u(w)|Qn(w) v(w))[?
ott la matrice Q,, est définie par (4.5) et ot u,v € C2. Deux cas se révéleront intéressants : soit
u=(1,iAM,,w—1), v=(1,1—-iAMw), (4.12)
soit
u=(1,iA\M,w), v=(1,—iAM;w), (4.13)
ol A > 0.

Théoréme 1. Posons = 0. Si u et v sont donnés par (4.12), alors il existe des constantes Cq,Cq <

400, et ¢ > 0 telles que, pour tout n € Ny et tout w > 0,

767740.12

rn
—
w
3
—~
€
=
=
N

Ci1 Xx[0,21(w) e + C1 X2, (W) 0™, (4.14)

ESn(w)) > Cy si  1/V2n<w<1/vn. (4.15)

Siu et v sont donnés par (4.13), alors il existe des constantes C1,Cqo < 400, et ¢ > 0 telles que, pour

tout n € Ny et tout w > 0,

ESaw) < Cixosw) max(%,wz)efw + C1 g, (@)™, (4.16)
E(Sn(w)) > Cyuw? si  1/V2n<w<1/vn. (4.17)

De plus, toutes les constantes dépendent seulement de la densité de probabilité T, et du paramétre \

qui apparait dans (4.12) et (4.13).

Les inégalités (4.14) et (4.15) ont été, essentiellement, obtenues par Verheggen [46]. En s’appuyant
sur des résultats partiels de O’Connor [39], et sur une heuristique développée par Dhar [15], Ajanki
et moi-méme [2] avons démontré les estimations (4.16) et (4.17). Une démonstration erronée de (4.17)
était parue dans [10]. Une preuve compléte du théoréme 1 sera fournie dans cette theése : au chapitre
suivant, seront exposés les pincipaux résultats techniques neufs nécessaires a la démonstration, laquelle

est reportée au dernier chapitre.
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4.2 La chaine isolée

Dans cette section, nous étudions une chaine harmonique désordonnée isolée, dans le sens ou son
énergie totale est conservée. Il est intéressant d’observer que les solutions des équations du mouve-
ment s’écrivent comme une somme de modes propres; ceci est détaillé au §3. Au §5, nous donnons
une description complete des modes propres quand les masses sont toutes égales. Mais, comme nous
le verrons au §6, pour une chaine désordonnée typique, on assiste a un phénomene particulier : les
modes de basses fréquences restent étendus, alors que ceux de hautes fréquences se localisent. Ce fait,
duquel nous n’avons malheureusement pas encore de démonstration rigoureuse, est fondamental pour

la compréhension de la conductivité thermique.

1. Le hamiltonien. Soit n € Ny. Soit une suite de massses (mg)i1<kg<n. On suppose l'existence de
nombres m_ > 0 et my < 400 tels que m— < my < my pour 1 < k < n. Ces masses sont couplées
entre plus proches voisines par des ressorts identiques de constante x > 0, et éventuellement couplées

au sol par des ressorts de constante y > 0. Le hamiltonien H : R2" — R de la chaine est donné par

1 n p2 K n+1 " n
H(qlv"'7qn7p17"'7pn):§ mfiJFgZ(Qk*Qk—lVJFEZ‘Jﬁv (4.18)
k=1 k=1 k=1

ol qi représente la position de la masse k par rapport a sa position d’équilibre, et py son impulsion
(1 <k < n). Quand g > 0, toutes les particules sont ancrées. Par ailleurs, on peut sans perte de
généralité supposer k = 1, ce que nous ferons dorénavant

Pour que ce hamiltonien soit completement défini, on doit spécifier les conditions aux bords. Nous

considérerons seulement deux cas :
1. les deux extrémités de la chaine sont libres : ¢o = q1 et gn+1 = ¢n,
2. les deux extrémités de la chaine sont fixées : ¢y = gn4-1 = 0.

En fait, cette distinction importe seulement quand g = 0, car sinon les extrémités sont de toute facon

fixées.

2. Les équations du mouvement. Le mouvement de la chaine isolée est régi par les équations de

Hamilton

a = my pr, 1<k<n, (4.19)

Pe = -1~ 2+ )+ a1, 1<k <n,
qui admettent une unique solution quand sont fixées les conditions initiales g1 (0), ..., g, (0) et p1(0), ..., pa(0).
Bien stir, on peut de facon équivalente écrire I’équation de Newton

Mede = @k—1 — 2+ 1)ar + qe—1, 1<k <n. (4.20)
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Il est commode d’utiliser une notation plus compacte. Tout d’abord écrivons
¢=(qi,...,q) €ER", p=(p1,...,pn) ER", z=(g,p) € R (4.21)
Définissons aussi la matrice des masses M € R"™", par
M;x = midir, 1<j,k<n, (4.22)

et la matrice de potentiel & € R"*", dont la forme varie selon le choix des conditions aux bords :

Pr; = (24 p—0k1 = 0kn)Okj — Ok j—1 — Okj+1 Siqo = q1 et gn = Gnt1, (4.23)
Prj = (24 )0y —Okj—1 — Ok j+1 sigo = gny1 =0,
1 < j,k < n. Enfin, on définit une matrice Ry € R?"*2" par
0 M1
Ry = (4.24)
—d 0

L’intérét de I'indice 0 dans Ry apparaitra a la section 4.3, quand nous généraliserons la définition de
cette matrice.
Grace a ces nouvelles notations, les équations du mouvement prennent une forme plus simple.

L’équation de Hamilton (4.19) devient

= 1\/[_1 R
P (4.25)
p = —%q
voire méme
z = Roz. (4.26)
L’équation de Newton s’écrit quant a elle
Mg = —@q. (4.27)

3. Modes propres. La recherche de solutions de 1’équation de Newton (4.27) du type q(t) = ge™?,

ou g € C" est indépendant du temps, et ot w € C, conduit a étudier I’équation
WwMg=dgq, (4.28)

dans laquelle w? et ¢ sont les inconnues. La résolution de (4.28) se ramene évidemment & la détermination
des valeurs et vecteurs propres de la matrice M~1®. Soit (- |- ) le produit scalaire usuel de R". On définit

un produit scalaire (- |- )y sur R" par
(Iom= M- |-)=([M-). (4.29)
L’opérateur M~'® est auto-adjoint pour ce produit :

(M ulv)y = (Pulv) = (u|Pv) = (u|M~1dv)y.
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Des lors, les valeurs propres de M~'® sont réelles, et il existe une base de R" constituée de vecteurs
propres de M~1®, orthonormée pour le produit (- |- ).

On appelle mode propre de la chaine, un vecteur non nul ¢ € R™ qui résout (4.28) pour un certain
w? € R. Nous convenons que la premiére composante d'un mode propre n’est jamais négative. On
démontrera a la fin du paragraphe suivant, quand nous disposerons de formules plus explicites pour les
modes et fréquences propres, que

4
Mo AR (4.30)

my m_

et aussi que, lorsque p = 0, zéro est une fréquence propre si et seulement si les conditions aux bords
sont libres. Dés lors w 1= Vw? € R4 ; c’est la fréquence propre associée au mode ¢. A partir d’ici, nous
désignons par (¢¥)1<r<, une base de R" orthonormée pour le produit (-|-)u, qui est constituée de
modes propres ; nous désignons par (wy)1<k<n la suite des fréquences propres associées. Nous convenons
qu’elles sont rangées par ordre croissant.

Les solutions des équations de Hamiton (4.25) s’expriment en fonction des conditions initiales et
des modes propres. Soit un mode propre ¢ de fréquence w. Si w # 0, on vérifie que, pour tout «, f € R,

les fonctions

q(t) = (acoswt + Bsinwt)q, p(t) = (— awsinwt + fw coswt)Mgq

résolvent les équations de Hamilton pour les conditions initiales ¢(0) = a ¢ et p(0) = SwMq. Si, par

contre, w = 0, alors, pour tout a, 8 € R, ce sont cette fois les fonctions

q(t) = (a+Bt)q, p(t)=pBMgq

qui résolvent les équations de Hamilton pour les conditions initiales ¢(0) = aq et p(0) = S Mgq.

Dés lors la solution des équations de Hamilton pour les conditions initiales (¢(0),p(0)) prend la

forme
o) =3 (@)l coseont + — (p0)l¢")a sinat) o, (4.31)
k=1
p(t) = Z (— wir(q(0)]¢")n sinwit + (p(0)|¢*)1a cos wkt) M ¢, (4.32)
k=1

ou 'on convient que %‘*’t =t lorsque w = 0.

4. Calcul des modes propres. Voyons comment calculer les modes et fréquences propres. De la
définition (4.23) de la matrice ®, on déduit que ¢ = (¢j)1<;<n est un mode propre de fréquence w si et
seulement si on a

Q1= 2+ p—mjw’)g — g1, 1<j<n, (4.33)
ou les valeurs de qp et gn11 sont fixées par les conditions aux bords. On voit vite que ¢; # 0, sans quoi
q serait nul. On a

gj+1 =Dj(qie’ +qoe?), 1<j<n, (4.34)
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ou la suite (Dg(v)) est définie par (4.1), ou encore

qj+1 q1 .
T =q , 1<j<n, (4.35)
4q; do
ou les matrices (Qg) sont définies par (4.5). La valeur de ¢,41 impose des conditions implicites pour

que w soit une fréquence propre : il découle de (4.34) que

Dn(et) =0 si = =0,
n( ) 4o Gn+1 (436)
Dp(e! +e?)=Dp_1(e! +e2) si qo=qietgn=qni1-
Il nous reste a fournir une
Démonstration de (4.30) et de Uaffirmation qui la suit. Supposons tout d’abord que w? < u/m..

Alors, il existe € > 0 tel que, pour tout m € [m_, my], on ait
2+u—w2m22—|—6.

Dans ce cas, on établit par récurrence que, pour tout nombre réel z > 1, la suite £* définie par (4.8)

est telle que £% > 1+ e pour n € Ny. Il découle alors de (4.9) que, pour tout n € Ny
Dy (v) = (14 €)Dn-1(v)

pour v = el ou v = e! + 2. Dés lors (4.36) ne peut étre satisfaite dans ce cas.

Supposons ensuite w? = 0, et donc u = 0. La valeur des masses n’a plus d’importance, et les
composantes du mode propre associé sont donnés par (4.44) ci-dessous. On vérifie immédiatement
qu’alors, w est une fréquence propre si et seulement si les conditions aux bords sont libres.

2

Supposons enfin que w*m_ > 4 + p. Cette fois, la relation

2+ pu—w?m < =2
est vérifiée pour tout m € [m_, m4], et on vérifie que maintenant 2 < —1 pour tout n € Ny si > 1.

Ceci, de nouveau, entraine que (4.36) ne pourra étre satisfaite. O

5. Modes propres de la chaine ordonnée. Quand toutes les masses sont égales, on peut donner
les modes et fréquences propres tres explicitement : il suffit de diagonaliser les matrices Ay, qui sont

toutes identiques, k € Ny. Désignons par m la valeur commune des masses my, 1 < k <n. Si

H 2

4
L Pty (4.37)
m m
cette matrice a deux valeurs propres distinctes, Ay et A_, données par
2 — 24i0\/4-(2 — 2)2 4
)\:I: — +/'l’ mw Z\/ ( +/14 mw ) - e7,7T19’ (438)

2
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ou ¥ = ¥(w) est donné par

1 1= 2+ p— mw?)?
Vw) = ;arctan(\/ 2i:fm$w) ), st 24 p—mw® >0, (4.39)
dw) = 1/2, si 2+ p—mw? =0, (4.40)
1 12+ p— mw?)?
Hw) = 1+;arctan(¢ 21:_”1715;“) ), st 24 p—mw? <0. (4.41)

Si par contre w? = u/m, il n’y a qu'une seule valeur propre, égale & 1. Posant, dans ce cas, 9(u/m) = 0,

cette valeur propre s’écrit encore e??(#/™) Notons au passage que, dans la limite ot w — 0, et si u = 0,

on a

ﬁwy:“f“+owﬂ. (4.42)

Si la condition (4.37) est satisfaite, 9(w) # 0. Le calcul des vecteurs propres de Ay, k € Ny, permet

alors d’expliciter Q; dans (4.35), et de trouver que

gj+1 1 sinm(j 4+ 1)9 —sin wjv ¢

— , 1<j<n. (4.43)
4 sin ) sin 751 —sinw(j — 1)¢ qo
Si par contre w? = u/m, on trouve sans peine que, d’aprés (4.35),
: i1 —j
AR I J ) i<ji<n (4.44)
4 i —0-1 %

Venons-en aux fréquences propres, qui dépendent des conditions aux bords. Deux cas sont donc a

distinguer. D’abord, quand ¢,+1 = ¢n €t go = ¢1, on déduit de (4.43) que
sinm(n 4+ 1)Y — 2sinwnd + sinw(n — 1)¥ = 0,

ce qui donne, implicitement, la valeur de n — 1 fréquences propres : ¢(w) = j/n, 1 < j < n—1. Comme
il ressort de (4.44) que w = /u/m est encore une fréquence propre, elles sont donc, en fin de compte,
toutes données par

0(@:%, 0<j<n-—L1 (4.45)

Considérons ensuite le cas ot gnt1 = go = 0. On déduit cette fois-ci de (4.43) que sinm(n + 1) = 0,
d’ou 'on tire immédiatement une relation implicite pour toutes les fréquences propres :
J .
Hw) = , 1<53<n. 4.46
@=—ts 1<j< (4.46)

On peut a présent explicitement décrire le vecteur propre g normalisé, c’est-a-dire tel que
a* =gf +- g7 =1,

associé & une fréquence propre w. Notons d’abord deux régles de somme. Si ¢ est donné par (4.45)

pour un certain 1 < j < n—1, alors

Z(Sinﬂjﬁ —sin7(j — 1)19)2 =n(l —cosm) =2n sin? ?

Jj=1
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Ensuite, si 9 est donné par (4.46) pour un certain 1 < j < n, alors

. 1
g sin® mj0 = n+t .
- 2

Jj=1

Des lors, quand gny1 = gn €t o = q1, et si w? > u/m, il résulte de (4.43) que

sinmj¥ —sinw(j — 1)9 )
o . 1<j<n. 4.47
% V2nsin 2 J (4.47)

Lorsque gni1 = qn €t go = q1, et que w? = p/m, il suit de (4.44) que

1<j<n (4.48)

Enfin, si gg = gnt1 = 0, il découle de (4.43) que

V2 sin w50

= 1<j<n. 4.49
QJ \/m >) > ( )

6. Modes propres de la chaine désordonnée. La description des modes et fréquences propres
de la chaine désordonnée est un probleme qui, & notre connaissance, demande encore a étre traité
rigoureusement . Supposons que la suite finie de masses (my)1<k<n soit une réalisation du processus
(Mg)1<k<n, introduit a la section 4.1 §2. Au vu de (4.35) et (4.36), ’étude de la distribution des modes
propres se ramene a celle des matrices aléatoires Qg, 1 < k < n. Le point de vue sans doute le plus
simple & adopter consiste & choisir d’abord w € R, satisfaisant (4.30), puis & imposer que w soit une
fréquence propre. On est ainsi conduit a étudier la distribution des matrices Qg, 1 < k < n, sous la
contrainte (4.36).

Pour simplifier, considérons uniquement le cas de conditions aux bords fixes, pour lesquelles gg =
¢ni1 = 0, car alors seul le processus D(e!) entre en jeu; on obtiendrait des conclusions analogues avec
des conditions aux bords libres. Prenons w €]0, wy], ot wy > 0 est assez petit pour rendre valide ce qui
va suivre ; le cas de fréquences supérieures n’est que plus simple a traiter. Supposons aussi que y = 0;
a la fin, nous dirons un mot du cas u > 0.

Soit 1 < k < n. Il nous parait nécessaire d’introduire ici quelques informations plus techniques, qui
seront démontrées au prochain chapitre. Le corollaire 4 de la proposition 14 affirme que

o sinwX?

Dy(e!) ~ T — (4.50)

Dans cette expression, F}Z est un processus aléatoire strictement positif qui, typiquement, est d’ordre

2 . N . ~
e°*@”  pour une certaine constante ¢ > 0. Le processus X}z, quant a lui, est une chaine de Markov,
image sur le cercle T de la chaine £°°; en fait

XY = XU (@) + 0+ =(My_y — EQM)) sin? 7XY_, + O(w?),  X§ =49, (4.51)

™

1. Kunz et Souillard [32] ont donné une méthode intéressante pour déterminer la distribution des vecteurs propres

mais, pour autant que nous sachions, elle n’a jamais été appliquée aux chaines harmoniques désordonnées de taille finie.
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Donc

XY = (k4 1)9 4 wZ + O(wk),

ot Z, est une martingale dont les accroissements sont d’ordre 1 (considérant pour cela X? comme un
processus sur R). Il est intéressant de comparer (4.50) au résultat obtenu pour des masses égales :

d’apres (4.43) et compte tenu de (4.42), on a, dans ce cas,

Di(e1) ~ M’ (4.52)

et donc T'Y =1 et X? = (k + 1)9.

On constate ainsi que deux cas extrémes sont a distinguer. D une part, si w?k — 0, le facteur F}Z est
typiquement d’ordre 1, et X}z differe de (k4 1)9 seulement par des fluctuations qui sont O(w\/E—I—ka:).
Le présence de désordre devient donc négligeable dans cette limite. D’autre part, si w?k — 400, le
facteur F}z se met a croitre exponentiellement, et la chaine Xz se répartit uniformément sur le cercle.
Ici le désordre modifie complétement le comportement de Dy (el).

De cette distinction résulte I’apparition de deux catégories de modes propres typiques. D’un coté,
si w?n < 1, on s’attend & des modes étendus, qui ressemblent aux modes de la chaine ordonnée. D’un
autre coté, et pour des motifs que nous fournirons partiellement ci-apres, on prévoit au contraire une
localisation exponentielle si w?n > 1 : pour un mode normalisé, on suppose qu’il existe un entier

ko € {1,...,n} et des constantes C < +o00 et ¢ > 0, tels que, pour 1 < k < n, on ait
lqr| < Cemcw’lk—kol (4.53)

Pour comprendre cette derniére formule, il faut se souvenir que le processus (Dg(e!))1<k<n est soumis
a la contrainte (4.36), selon laquelle D, = 0 pour des conditions aux bords fixes. On se forge alors une
image du type suivant, qui mériterait certainement d’étre affinée : tant que, pour parler grossierement,
k < n/2, la composante g n’est pas influencée par cette contrainte, de sorte que les composantes
du mode propre commencent par augmenter exponentiellement; mais ensuite, lorsque k& > n/2; les
composantes se remettent a décroitre pour quen fin de compte D,(e!) = 0. Imposant |g|*> = 1, on
trouve (4.53) avec ko = n/2.

Comme convenu, disons un mot du cas g > 0. Les conclusions de I’analyse précédente restent en fait
valide, et, comme w? > p/m, d’apres (4.30), tous les modes, typiquement, sont alors exponentiellement
localisés pour n assez grand. Or, du point de vue mathématique, c’est la zone de transition, présente
lorsque i = 0, qui rend 'analyse des chaines harmoniques délicates. C’est la raison pour laquelle, dans

cette these, nous nous concentrons sur le cas u = 0.
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4.3 La chalne soumise a un frottement aux bords

Nous considérons ici, a des fins ultérieures, le cas ou les masses mj et m, sont soumises & un
frottement visqueux, de coefficient A > 0. Soit une matrice A € R"*" dont toutes les entrées sont
nulles, hormis A; 1 et Ann, qui chacune valent A. On modifie comme ceci les équations de Hamilton
(4.25) :

Mio=p (4.54)
p = —Pg—Ap.

Les conditions initiales sont quelconques. Les mémes équations de Hamilton, écrites sous la forme

(4.26), deviennent quant a elles :
& =Rz, (4.55)
ou la matrice Ry définie par
0 M™!

Ry = : (4.56)
—>  —A

généralise la matrice Ro définie par (4.24).

1. La matrice Y(w). Des équations de Hamilton (4.54), on tire bien entendu I’équation de Newton
Mj = —®q — AMg. (4.57)

La recherche de solutions du type ge’?, ot ¢ € C" est un vecteur indépendant du temps, et ot w € C,

conduit & se pencher sur I’équation Y(w)g = 0, d’inconnues w et ¢, et dans laquelle on a posé
Y(w) = @ + iwAM — w?M. (4.58)

Comme nous n’en n’aurons pas 'usage, nous n’investiguerons pas directement les solutions en modes
propres de I’équation de Newton. En revanche, la matrice Y joue un grand réle dans la suite, et nous

allons en donner quelques propriétés.

Lemme 18. Soit la matrice Y définie par (4.58).

1. Un nombre complexe iw est valeur propre de Ry si et seulement s’il existe un vecteur g € C" tel
que Y(w)g = 0.

2. Supposons que, pour un nombre w € C et un vecteur non nul ¢ € C", on ait Y(w)q = 0. Alors,
soit w = 0, soit F(w) > 0. De plus w = 0 est possible si et seulement si p = 0 et qo = q1 et

Gn = qn+1 ; dans ce cas q est proportionnel au vecteur (1,...,1).

Démonstration. Démontrons le point 1. Soit tout d’abord iw une valeur propre de Ry, et soit x = (g, p)

un vecteur propre correspondant. D’apres la définition (4.56) de Ry, cela revient & dire que
p =1iwMgq, ®qg+ Ap = —iwp. (4.59)
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Des lors ¢ # 0, sans quoi « serait nul. De plus, (4.59) entraine Y(w)g = 0. Supposons ensuite avoir
Y (w)g = 0, pour un certain w € C et un vecteur non nul ¢ € C". Posant p = iwMgq, on constate que les
relations (4.59) sont vérifiées, ce qui signifie que iw est une valeur propre de Ry.

Démontrons le point 2. Commencons par observer qu’il est impossible que ¢; = ¢, = 0. Dans ce cas
en effet, la relation Y(w)g = 0 ne serait autre que (4.28), et, d’aprés ce que nous avons vu & la section

4.2 §3, ¢1 ne pourrait alors étre nul. Cela dit, ’équation Y(w)g = 0 implique la relation scalaire
(q*|®q) + iw (¢"|[AMg) — w?(¢"|Mq) =: a +iflw — yw® =0, (4.60)
ou 8,7 > 0, et ot @ € R puisque la matrice ® est auto-adjointe. Des lors, les solutions de (4.60)
13+ \/4ya — 32
wy = BEVIO—F (4.61)

2y
Si 4ya > B2, alors S(w+) = 3/27 > 0. Si par contre, 4ya < 32, alors w est imaginaire pur, et, dans ce

cas S(w) = (8+ /8% — 4ya) /2y > 0. Enfin, quand w = 0, I'équation Y(w)g = 0 devient simplement

s’écrivent

®q = 0. La derniere partie du second point du lemme se vérifie alors directement de la définition (4.23)
de @. O
Nous aurons a inverser la matrice Y. Pour les valeurs de w qui la rendent inversible, on a

k,l
(Y Hri(w) = w, 1<kl<n (4.62)
ot la matrice YF! € R(—1Dx(=1) ogt obtenue de Y en lui étant la k° ligne et la I° colonne. De la
définition (4.58) de Y, on déduit que det(Y) est un polynéme en w; la fonction Y1 est donc une
fraction rationnelle. De plus, du lemme qui précede, nous savons que tout pdle, soit se trouve en zéro,
soit en un point dont la une partie imaginaire strictement positive ; en particulier, Y ~!(w) est définie

pour tout w € Ry.

Les résultats des deux sections suivantes nécessitent en fait seulement le calcul de entrée (Y1) ,.

s

Lemme 19. Soit w € Ry. Alors
1
(u(w)|Qn(w) v(w))’

ot les vecteurs u et v sont donnés par (4.12) si qo = q1 €t gn = Gnt1, €t par (4.13) si go = Gny1-

(Y ) 1nw) = (4.63)

Démonstration. Posons k =1 et [ = n dans (4.62). De la définition (4.23) de la matrice ®, on déduit
tout de suite que

(=)™ det(YP") = 1. (4.64)

Ensuite, pour 1 < k < n, désignons par Y*) € C*** la matrice obtenue de Y en gardant seulement les
k premitres lignes et colonnes. Apres avoir posé Y(© =1 et Y(=1 = 0, la régle de calcul du déterminant

livre que

det(Y®) = (2+ pr—mpw? + (Jg,1 + 0pn) (iwdmy, — 1)) . det(YF™H) —det(YF=2), 1<k <n, (4.65)
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si go = qq, et gn = gn41; et que
det(Y®) = (2 + p1 — myw? + (61 + Opn)iwdmy,) . det(YFED) —det(YF2), 1<k <n, (4.66)

si g0 = ¢gne1 = 0. Quand k # 1 et k # n, on reconnait dans (4.65) et (4.66) la relation de récurrence

(4.1). Ainsi, lorsque ¢1 = g1 = 0, on obtient

det(Y) = det(Y™)

2 — myw? + iwim, —1 2 — miw? +iwdm;  —1 1
=(1,0) An_q1... A
1 0 1 0 0
(4.67)
1 dwlm, 1 0 1
= (1,0) AL A
0 1 —twAmy 1 0

= (1, iwAm,)Qn ,
—iwAmy
ol on a posé pu = 0 pour alléger un peu les expresions. De facon analogue, si ¢o = g4, €t ¢n = gnt1,

alors

1
det(Y) = (1,iwAm, — 1)Q, , (4.68)
1 —dwAmy

et le lemme est établi. OJ

2. Propriété des solutions des équations de Hamilton. La solution des équations de Hamilton
(4.55) s’écrit
z(t) = B2 (0).

Lemme 20. Il existe deux constantes, C, < +o0 et ¢, > 0, qui dépendent de n, telles que, pour tout

zo € R?" et tout t > 0, on ait
Rt

lefr 2y — 00| < Cpe g, (4.69)

0U Too = (Goo, Poo) ER?™. On a poo =0. Si =0 et siqo = q1 et gn = qny1, alors o est proportionnel

a(1l,...,1); sinon, g = 0.

Démonstration. Soit x(t) = (q(t),p(t)) = eRolx, la solution de (4.55) a 'instant ¢ > 0 pour la condition
initiale zg. Soit 1 < k < n. La composante g, s’écrit comme une somme de fonctions du type ¢y e,
ol ¢y est un polynoéme et ou iw est une valeur propre de Ry. Dans le cas ou p > 0, et dans celui ou
Go = ¢nt1 = 0, 'énoncé suit immédiatement du point 2. du lemme 18. Si par contre, 1 = 0 et gog = ¢1 et

Gn = Qn+1, montrons que, si w = 0, alors le polynéme ¢, correspondant n’est qu'une constante. Toujours
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d’apres le lemme 18, on en déduira que ’énoncé est vrai pour un vecteur o, du type oo = (¢oo,0),
et il resterait donc & voir que ¢, est proportionnel & (1,...,1). Mais, si ¢, est constant, c’est que la
multiplicité algébrique de la valeur propre nulle vaut 1, et on vérifie a la main que tout vecteur propre
correspondant est proportionnel & (1,...,1,0...,0).

Etablissons donc que le polynéme ¢, est indépendant du temps. Si on évalue le hamiltonien H défini

par (4.18) le long de la trajectoire (g, p), on trouve que
OH = —\(p?/my + p2 /my) < 0. (4.70)

L’énergie H reste donc bornée. On en déduit que ¢y est linéaire : ¢r(+) = ax - +Sk, ol ag, Br € R.
En effet, sinon, le terme p? qui apparait dans I’expression de H, ne serait pas borné. Puis, & cause des
termes (qx — qx—1)? et (qry1 — qr)? dans Pexpression de H, on voit que le coefficient oy ne dépend pas

de k. Mais, de (4.70), il découle que o7 = 0, sinon H deviendrait négatif. Dés lors ¢y, est constant. O

4.4 Les modeles de Casher, Lebowitz, Rubin et Greer

Dans cette section, les équations de Hamilton (4.25) sont modifiées de fagon & connecter la masse
my & un réservoir a température T7 > 0, et m, a un réservoir a température T,, > 0. On obtient un

cas particulier de (3.30) :

dg = Mlpdt,
1 b (4.71)
dp = —®Pqdt — Apdt+ ocdW,,
avec
ocdW, = (01 W1,0,...,0,0, W,), (4.72)

ou Wi et W, sont deux mouvements browniens indépendants, et ot o = v/2ATrmy pour k = 1,n. Les
conditions initiales sont quelconques. La premiere étude détaillée de ce modele fut entreprise par Casher
et Lebowitz [10] dans le cas de conditions aux bords fixes, et la matiére essentielle de cette section leur
est due. Rubin et Greer [43] considérérent le cas de conditions aux bords libres, mais modéliserent les
réservoirs, non par des équations de Langevin, mais par des chaines harmoniques ordonnées infinies. Ce
dernier point se révele n’étre quun détail, car, si on considére la dynamique (4.71) pour des conditions
aux bords libres, on obtient pour le courant d’énergie au travers de la chaine une expression qui, & des

détails pres, présente les mémes caractéristiques.

1. Le courant. Comme le symbole E désigne déja 'intégrale par rapport aux masses, nous utiliserons
() pour la moyenne sur les réalisations des processus Wy et W,. A la section 3.2 §3, nous avons donné
une définition du courant d’énergie dans une chaine unidimensionnelle, qui supposait I’existence d’une

mesure stationnaire, par rapport a laquelle des observables comme 1’énergie cinétique ou potentielle sont
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intégrables. Mais nous laissons ici de coté la vérification de ces conditions, pour suivre une démarche
tres légerement différente et plus pratique.

Distinguons deux cas. D’abord, si 4 > 0 ou si qg = ¢n11 = 0, désignons par x = (g, p) la solution des
équations d’évolution (4.71). D’une part, on déduit de ces mémes équations que les quantités (z;xy)
(1 < j,k < 2n) résolvent un systéme d’équations linéaires ordinaires & coefficients constants, et, d’autre
part, on observe que ces quantités seules entrent en ligne de compte dans les développements de la
section 3.2 §3. Il suffit donc de montrer l'existence des limites

lim (z;(Dax(t)), 1<jk<2n. (4.73)

t—o0

Ensuite, si 4 = 0 et si g0 = ¢1 et g = gn+1, la situation est presque identique, mais il convient cette
fois de considérer le vecteur 2’ = (Agq,p), ot Aq = (¢2 — q1,---,Gn — Gn—1), au lieu du vecteur z. En
effet, on pourrait vérifier que dans ce cas, une quantité comme {(¢?(t)) diverge lorsque ¢t — oo. Nous
donnerons, dans un instant, un mot d’explication sur cette affirmation, et verrons pourquoi la question
est résolue en prenant Aq au lieu de ¢q. Dans tous les cas de figure, le courant J,, au travers de la chaine
est défini conformément a (3.41), par

J, = lim )\(M - Tl). (4.74)

t—o00 mi

II nous reste donc a établir ’existence de limites de certaines corrélations. Posons cdW,, :=
(0,0dW,,.). Quelles que soient les conditions aux bords, la solution x = (g, p) de (4.71) s’écrit
t
z(t) = e® 2 (0) +/ =R GAW, (1), t>0. (4.75)
0

Deés lors, pour t > 0 et pour 1 <5 < 2n,0n a

t t
x; (t) _ Z (eRAt>j,k J?k(O) +/O (e(t_T)R/\)j,n+1 o1dW, (7-) _|_/O (e(t—‘r)RA)j’zn O'nde(T). (4.76)
k=1

Restreignons-nous alors au cas ot p > 0 et a celui olt gy = ¢ny1 = 0. D’apres le lemme 20, tous les
noyaux (eR*t)j , (1< j,k < n) décroissent exponentiellement quand ¢ — oo. On déduit alors de (4.76)
que

o0 o0
lim (z; (t)ax(t)) = o7 /0 () 1 (), dE 402 /0 (), (B0), o dte (47T)

t—o0

Dans le cas ot p =0 et go = q1 et ¢gn = gnt1, si 1 < 4,k < n, les noyaux qui apparaissent dans (4.77)
ne décroissent vraisemblablement pas exponentiellement, auquel cas les intégrales divergent. Mais le
lemme 20 nous apprend aussi que ce probleme disparailt si 'on remplace g par Ag, car le vecteur go

qui apparait dans ce lemme est proportionnel & (1,...,1).

2. Une expression explicite du courant. Enoncons le résultat essentiel de cette section.

7



Proposition 11. On a

B 2X2mymn,

3, (To — T1) / ~ Sa(w) dw (4.78)

ot les vecteurs u et v, qui apparaissent dans la définition (4.11) de S,, sont donnés par (4.12) lorsque

s

qo = q1 €t que gn = Gny1, et par (4.13) lorsque qo = qny1 = 0.

Quand p = 0, il résulte de cette proposition et du théoreme 1 que

E(J,) ~ n% (4.79)
si o = q1 et gn = gni1; €t que
E(Jn) n?,% (4.80)
st go = gny1 = 0.
Démonstration de la proposition 11. Posant j = k =n+ 1 dans (4.77), on a
lim (p2(8)) = 23Ty, /OOO (e%2)2 | 1y dE + 22Ty, /OOO (™2, dt, (4.81)

puisque 0,% = 2\Tymy, pour k = 1,n. Analysons la premiére de ces intégrales. Désignons par (¢’,p’) la
solution des équations d’évolution (4.54) pour les conditions initiales ¢’(0) = 0 et p'(0) = (1,0,...,0).

On a p)(t) = (eR*t)nH’nH, et donc

(oo}
2
|0 e = (4.82)
Par ailleurs, ’équation (4.54) entraine que p’ satisfait a ’équation différentielle
Mp' + AMp' + ®p’ =0, (4.83)

pour les conditions initiales p’(0) = (1,0,...,0) et p’(0) = —Ap’(0). Intégrant (4.83) par rapport a

7= J -e7™ ol w € R, en tenant compte de ces conditions initiales, on trouve que

iwMp’(0)

Y(w) P (w) = , 4.84
(@) ) = (4.8
d’ou, par application de la formule de Plancherel, il ressort que
m2 +oo
18 =50 [ |y D) do. (1.85)

Analysant la second intégrale qui figure dans (4.81) dune fagon analogue, il vient que

™ ™

AT 3 +oo )\Tn N 2 +oo
Jim ((0) = S [y Py de+ S [ v Pw)de (150)
oo —0o0 —o0

Le lemme 21 ci-dessous affirme que le courant est nul lorsque T; = T, ce qui, au vu de la définition
(4.74) de J,, signifie qu’en pareil cas, lim;_,o(p3(t)) = T1m;. Egalant alors les températures dans

(4.86), on trouve la relation

AT 3 +o00 AT N 2 +oo
1m1/ w2|(Y’1)1,1|2(w)dw+M/ 2
i

— 00 — 00

Timq =
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On injecte alors cette formule dans (4.86) pour éliminer le terme en (Y 1)y 5 :

ATym,m?2 /+°° AT mam? /+°°

(Y ) 10 (w) dw + (Y ) 10 (w) dw,

— 00 ™ — 00

Jim (pf(t)) = Tymy — -

D’apres la définition (4.74), il apparait alors que

2mimn teo 2
g, = A g —Tl)/ Y )10 P () do (4.87)

7T —00
De la définition (4.58) de Y, il ressort que Y*(w) = Y(—w) pour tout w € R, ot Y* représente
la complexe conjuguée de Y, et non I'adjointe. Dés lors Y~ (w) = Y~}(—w), ce qui entraine que

lintégrant de (4.87) est symétrique. Pour finir, il suffit d’appliquer le lemme 19. O
Lemme 21. Si Ty =T,, alors J, =0.

Démonstration. Soit T := Ty = T,. Il suffit de montrer que lim; . (p?(t)) = Tmy. Or lim;_, (p3(2))

est donné par (4.86), dont la réécriture
T

2 +o0
:“ / W (Y @MAY ! (—w)),  dw (4.88)

. 2 o
Tim (p3(1) =
suit de ce que Y*(w) = Y(~w), et donc Y~ 1*(w) = Y~ !(—w) pour tout w € R, o1 'astérisque désigne

le complexe conjugué. Mais

WAM = S(Y)(w) = @) = Y(=w) _Q.Y(_w),
i
ce qui fait que
. 2 Tm% e -1
Jm (p2(0) =~ [ (v )1 d (4.89)
o T o0

La fonction complexe w + w(Y " !(w))1,1 est méromorphe et ses poles, en nombre fini, sont tels que
S(w) < 0 d’apres le lemme 18. En effet, w = 0 est exclu car le membre de droite de (4.89) est la
transformée de Fourier d’une fonction & décroissance rapide. L’intégrale qui figure dans (4.89) peut
donc étre évaluée a laide de la formule de Cauchy. Soit r > 0 et soient les chemins (., 7, : [0,1] — C,
définis par

Go(t) =2r(t—1/2), n.(t) = re ™.

On a

+oo
[ w(Yfl(w))l,ldw:Thi&/ w(Yfl(w))lew:—TIij&/ w(Y Hw))1,1 dw. (4.90)

r r

Cette derniére limite se calcule explicitement. Posons w = re~"* dans la définition (4.58) de Y pour

trouver que

1 - ieimﬁ e2iﬂ't 1 1e2i7rt 1 eQiﬂ’t 1
Y7 (Teilﬂ- ) = —(Id — A — > M7 )7 rTM? = _(Id + O(]./T)) 7"2 M7
quand r — oo. Des lors
1 ) e2imt ) i
lim w(Y Hw))11dw = lim re” ' — crime” At = —.
T—00 e r—oo Jq mir ma

L’énoncé est finalement démontré en insérant ce dernier résultat dans (4.90), puis (4.90) dans (4.88).

O
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4.5 Conduction et modes propres

Pour finir ce chapitre, nous souhaiterions comprendre comment la nature des modes propres, et en
particulier leur localisation, explique la conductivité de la chaine. On trouvera des développements d’un
gott similaire dans Lepri et al. [34][35]. Si une force extérieure quelconque est appliquée & une extrémité
de la chaine, elle activera généralement tous ses modes propres. Considérons alors une situation typique :
a la section 4.2 §6, nous avons vu qu’il convenait de classer ces modes en deux catégories, selon que
w?n <1 ou w?n > 1, ou w désigne la fréquence correspondante. Si w?n < 1, le mode est étendu, et il
transmet donc 'impulsion immédiatement a toute la chaine : ¢’est un conducteur parfait. Si par contre
w?n > 1, I'impulsion restera localisée, comme le mode lui-méme, qui cette fois est un parfait isolant.
Cette vision est bien sir une caricature, puisque en réalité le passage des modes conducteurs aux modes
isolants se fait en douceur.

Ceci nous permet déja de comprendre ’essentiel. Voyons trois cas. Premierement, dans la confi-
guration tres atypique d’une chaine ordonnée, tous les modes restent étendus, et tous, donc, sont
super-conducteurs ; ainsi il n’y a aucune décroissance du courant d’énergie J, [42]. Ensuite, pour une
chaine désordonnée ancrée typique (u > 0), toutes les fréquences propres satisfont w?n > 1 et tous les
modes sont exponentiellement localisés, de sorte que E(J,) < Ce™ ", pour certaines constantes C < +oo
et ¢ > 0. Nous ne pensons pas que cela ait jamais été démontré en détail, car cet exercice ne présenterait
fort probablement qu’un intérét tres moyen. Enfin, lorsque u = 0 et que la chaine est désordonnée, les
\/n premiers modes transmettent parfaitement 'impulsion, alors que les autres n’apportent au courant
qu’une contribution négligeable. Ainsi la proportion de modes propres conducteurs décroit quand n
croit : elle est de 1/4/n. En I'absence d’ancrage, c’est 1a le phénomeéne fondamental responsable de la
décroissance du courant dans les chaines harmoniques désordonnées.

A partir d’ici, posons p = 0. La détermination exacte de la décroissance de J,, nécessite la prise en
compte d’autres facteurs. Quand on regarde I’équation (4.71), on découvre trois éléments susceptibles
d’entrer en ligne de compte. Premieérement, la matrice ® dépend des conditions aux bords, qui peuvent
donc aussi influencer la nature des solutions de (4.71). Or justement, les composantes extrémes des
modes propres de basses fréquences, ¢; et ¢,, sont assez sensibles & ces conditions. Dans I'approximation
des masses égales, on a, d’apres (4.47), (4.48), et compte tenu de (4.42), ¢1 ~ gn ~ 1/+/n pour des
conditions aux bords libres, alors que, d’apres (4.49) et (4.42), on a g1 ~ g, ~ w/+/n pour des conditions
aux bords fixes. De cela il résulte que la transmission de I'impulsion est plus faible dans le second cas,
d’une fagon que nous quantifierons plus tard. Ceci s’explique d’un point de vue physique : une force
extérieure qui agit sur la premiere ou la derniere masse, lui communique plus difficilement de I'impulsion
si celle-ci est fixée au bord.

Cela dit, pour établir (4.71), nous avons modélisé les réservoirs thermiques par des équations de

Langevin, mais ce n’est pas I'unique possibilité. Ainsi, Dhar [15] considére une situation plus générale
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ol le bruit blanc cdW, est remplacé par un processus stochastique relativement quelconque. Le terme
de dissipation —Ap doit alors lui aussi étre modifié, et devient en fait un opérateur intégral qui agit
sur p, de sorte & valider le théoreme de fluctuation-dissipation?. Quoi qu’il en soit, la modélisation
des réservoirs implique un terme de fluctuation et un terme de dissipation, qui, tous deux, affectent
la conductivité thermique. L’influence du premier est relativement simple & comprendre. Nous avons
jusqu’ici supposé des forces extérieures qui activaient équitablement tous les modes. En fait, comme
nous le verrons, intégrer sur des bruits blancs revient a considérer que la chaine est mise en mouvement
a une extrémité par un choc de type delta de Dirac, qui effectivement ne privilégie aucun mode. Mais, si
I’on songe par exemple & une force extérieure d’intégrale nulle, les basses fréquences seront défavorisées.
On comprend ainsi que certains processus stochastiques puissent se concentrer sur les hautes ou basses
fréquences, modifiant éventuellement la conductivité.

La fagon dont, finalement, le terme de dissipation affecte la valeur du courant, est quant a lui un peu
plus difficile a cerner. D’un point de vue physique, c’est bien str ce terme qui garantit la convergence
vers un état d’équilibre, empéchant 1’énergie cinétique de croitre indéfiniment. Mais, d’un point de
vue mathématique, on sait depuis la section 4.3 que la présence d’un frottement visqueux confere aux
fréquences propres une partie imaginaire positive, ce qui garantit une atténuation exponentielle au
cours du temps des oscillations des modes correspondants. Or, comme le montre la formule (4.75), la
solution de I’équation de Langevin (4.71) s’exprime comme une intégrale sur le temps d’une combinaison
linéaire de modes propres. Ainsi, le terme de dissipation détermine-t-il en quelque sorte le temps
d’intégration. Mais le point est que le taux d’atténuation de ’amplitude d’un mode propre, c’est-a-
dire la partie imaginaire de sa fréquence propre, dépend elle-méme de n et des conditions aux bords,
affectant finalement la conductivité thermique d’une facon quelque peu indirecte.

Nous consacrons le reste de cette section a justifier les propos tenus ci-dessus, sans toutefois
généralement parvenir & des énoncés et des démonstrations rigoureuses. Au §1, nous commencerons par
démontrer que la détermination du courant J, est tout a fait équivalente & un probleme plus simple :
évaluer 'énergie cinétique K, de la masse m, intégrée au cours du temps, pour une chaine freinée
aux deux extrémités comme dans (4.54), et dont la masse m; subit une force extérieure f. Ceci nous
permettra déja d’élucider la question la dépendance du courant par rapport au type de force extérieure.
Au §2, on annule le coefficient de frottement A mais on garde la force f, et on analyse une quantité,
similaire a K, et nommée L,, définie cette fois comme la moyenne temporelle de 1’énergie cinétique de
la masse m,. On obtient une formule explicite et exacte de L, en termes des modes propres, qui est
utilisée au §3 pour en obtenir une estimation, basée quant a elle sur la description non rigoureuse de
ces modes donnée plus haut. Notre explication de la dépendance du courant par rapport aux conditions

aux bords pourra ainsi étre explicitée.

2. Par la présence de cet opérateur intégral, I’évolution des variables g et p n’est alors plus markovienne.
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Ensuite, pour autant que I'on admette que, sur des temps courts et pour des basses fréquences, la
présence du frottement visqueux ne modifie pas fondamentalement ’allure des solutions des équations
du mouvement, on est amené a penser que K, ne differe de L, que d’un facteur correspondant & une
période d’intégration effective. On analyse cette question au §4. On montre le rapport qui existe entre
frottement visqueux, temps d’intégration et conditions aux bords. De plus, on relie les estimations de
K., qui sont rigoureuses, a celles de Ly, ce qui valide en quelque sorte tout le scénario, développé plus

haut, dans lequel les modes propres jouent le role principal.

1. Un modele de conduction équivalent. Soit une fonction f € C*°(R,R) dont le support est
un intervalle compact de R, ; elle représente une force extérieure qui agit sur la masse my. On linclut
comme ceci dans les équations de Hamilton (4.54) :
Mg = »p
p = —Pq—Ap+ [,

ou fi :=(f,0,...,0). On pose ¢(0) = 0 et p(0) = 0. L’énergie cinétique de la masse m,, intégrée au

(4.91)

cours du temps, s’écrit
K, = / pa(t) dt. (4.92)
0

Montrons que la détermination du comportement asymptotique de cette quantité est équivalente celle

du courant J,.

Proposition 12. On a

K, = m? /OO Sn(w). |f(w)|2 dw (4.93)
ot les vecteurs u et v sont donnés par (4.12) Olorsque o = q1 et que gn = gnt+1, et par (4.18) lorsque
q0 = ¢n-
Posons y1 = 0. Si f(w) ~ 1 lorsque w — 0, on retrouve bien sir les estimations E(K,) ~ 1/n/2 pour les
conditions aux bords libres, et E(K,) ~ 1/ n3/2 pour les conditions aux bords fixes. Si par contre, pour
un certain o > 0, on a f(w) ~ w® lorsque w — 0, on trouvera E(K,) ~ 1/n(®*1)/2 pour les conditions
aux bords libres, et E(K,) ~ 1/n(®*+3)/2 pour les conditions aux bords fixes.
Démonstration de la proposition 12. Des équations de Hamilton (4.91), on tire une équation différentielle
pour I'impulsion :

Mp + AMp + &p = M, (4.94)

de laquelle on prend la transformée de Fourier pour trouver que

Y (w) plw) = M fu(w), (4.95)

d’apres la définition (4.58) de la matrice Y. De la définition (4.92) de Ky, et de la formule de Plancherel,
il résulte alors que

+o0 R
Ko=md [ (Y D) Fl) do (4.96)

— 00
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La conclusion suit du lemme 19. [J

2. Le méme modele en I’absence de frottement. Soit f comme au paragraphe précédent. On
annule & présent le coefficient de frottement, et ce sont cette fois les équations de Hamilton (4.25) que

I’on modifie, pour inclure la force extérieure f :

Mg = p

(4.97)

p
ou fy := (f,0,...,0). On choisit (¢(0),p(0)) = (0,0) comme conditions initiales. Définissons aussi une

quantité L, similaire a K,, :

R Y
L, := Th—IgoT/O pi(t) dt. (4.98)

Dans ce paragraphe, nous allons établir une expression exacte pour L, en termes des modes propres
de la chaine.

Ecrites sous la forme (4.26), les équations de Hamilton dans lesquelles on inclut une force extérieure
f, deviennent

T = Rol‘ + f**a
ol fux = (0, fx). La formule de Duhamel permet d’en exprimer la solution :
t
z(t) = / et=mRo g (7)dr. (4.99)
0

Or, e*="Ro f,_(7) représente la solution des équations de Hamilton (4.26) de la chaine isolée & I'instant

t — 7, pour la condition initiale f..(7). Soit la projection
P:R™ = R":z=(q,p)— p. (4.100)

11 découle de (4.32) que

n

Pelt=Raf, (1) = 37 (£.(7)la") coswr(t — 7). Mg*
k=1

Des lors, insérant cette formule dans (4.99), on trouve que la solution p de (4.97) pour des conditions

initiales nulles, s’écrit
Nt
p(t) = Z/ (fo(T)]q") coswy (t — 7) dr . M ¢". (4.101)
k=170

En particulier, ceci entraine que

pn<t>=\/EZ(<ﬁ<wk>|qk>ew+<ﬁ<—wk>|qk>e-w) (¢"le")a si ¢ > max supp(f). (4.102)
k=1
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Les valeurs de t inférieures & max supp(f) n’entrent pas en ligne de compte dans ’évaluation de Ly,

défini par (4.98). Dés lors, en supposant qu’aucune des fréquences propres n’est dégénérée, on obtient
n —~ ~
Lo = 7 (flwn)ld®) (Fe(—wr)|d")(d"|e™)3s
k=1

= 7m2 ) (¢ (¢)? ] (wn)*. (4.103)
k=1

3. Heuristique de ’estimation de L,. A présent, énoncons, puis justifions, trois conjectures re-
latives a la décroissance asymptotique de L,, pour une réalisation typique des masses, et une force

extérieure f raisonnable? :

1. sip>0,
L, Se (4.104)
2. sip=0etsig =q1et g, =gn1,
1 YUV
Lot [ 1F@)P de, (1.105)
0
et donc, si |f(w)| ~ 1 lorsque w — 0,
1
3.sipu=0etsiqg=qgn+1 =0,
1 YUV
L, ~ H/ W f(w)]? dw, (4.107)
0
et don, si | f(w)| ~ 1 lorsque w — 0,
1
Lo~ s (4.108)

Dans les expressions qui précedent, ¢ désigne une constante strictement positive.

Basons-nous sur I'image intuitive des modes propres typiques d’'une chaine désordonnée de la section
4.2 §6. Soit 1 < k < n. D’abord, lorsque win < 1, et donc lorsque p = 0 pour n assez grand, on ne tient
pas compte du fait que les masses sont inégales. D’apres (4.45) et (4.46), le nombre de modes propres
satisfaisant & cette condition est d’ordre y/n quand = 0. Si g9 = ¢1 et gn = gny1, il découle de (4.47)
ou (4.48), et de (4.45) et (4.42), que

(@) ~ @)~ =, win< (4109)
Si, par contre, go = gnt1 = 0, il découle de (4.49), (4.46) et (4.42), que

w
(@)~ (gh)* ~ £, win<L (4.110)

3. On exclut par exemple le cas extréme ou fdécroit exponentiellement vers 0 quand w — 0.
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Ensuite, lorsque w,%n > 1, le mode ¢* est exponentiellement localisé, et il faut alors ajouter un facteur
e~k dans les membres de droite de (4.109) et (4.110), oi1 ¢ > 0.
Pour obtenir nos conjectures, on n’a plus qu’a introduire ces informations dans (4.103). A titre

d’exemple, dérivons (4.105). A Paide de (4.109), ainsi que de (4.45) et (4.42), on établit que

1 e ~ 9cw? 1 < ~ 9 2
Lo~ o S Il e i ~ L3 Fm et
k=1 k=1

f 1/y/m
1 1
= ~ 7/0 ¢(w) dw.

n
k=1

Ceci montre (4.105).

4. Comparaison entre K, et L,. Posons yu = 0. Le comportement asymptotique de L, prédit par
(4.106) ou (4.108) est plus petit, d’un facteur 1/n pour les conditions aux bords libres, et d'un facteur
1/n% pour les conditions aux bords fixes, que le comportement (4.79) ou (4.80) de K,. Le lemme 20
montre que 'introduction d’un frottement visqueux dans les équations de Hamilton (4.91) garantit la
décroissance exponentielle de 'impulsion au cours du temps. Mais ce frottement ne touche de fagon
directe que les deux masses extrémes, et il est vraisemblable que le taux de décroissance de 'impulsion
diminue quand n augmente. Des lors, dans K,,, on intégre en réalité sur des temps de plus en plus longs
quand n croit, ce qui explique en fait les écarts d’avec les prédictions relatives a L,.

Voyons ceci d’une fagon plus quantitative, mais non toutefois rigoureuse. Il est raisonnable de
supposer une relation du type

K, ~ Ty . Ly, (4.111)

ou 7, représente une période, dont nous devons déterminer la dépendance par rapport a n. En présence
d’un frottement visqueux, la solution des équations de Hamilton (4.91) s’écrit encore comme une
somme de modes propres, mais les fréquences propres non-nulles ont a présent une partie imaginaire
strictement positive. Du lemme 20, nous savons que le mode propre de fréquence nulle ne contribue
pas a 'impulsion. Conjecturons que les autres modes propres se comportent comme dans le cas ou le
frottement est nul. En particulier, nous supposons que seuls les 1/n premiers modes, dont les fréquences
sont telles que |w|?n < 1, entrent en ligne de compte dans I’évaluation de Ky, et que ces modes de basses
fréquences sont toujours approximativement donnés par les relations (4.47) et (4.49), selon le type de
conditions aux bords. Alors, la période 7, serait inversement proportionnelle aux parties imaginaires
de leurs fréquences propres.

Or, dans la preuve du lemme 20, il est apparu qu’une fréquence propre w était donnée par (4.61),

d’ol1, compte tenu de (4.60), il ressort que

2 2
g(w) < é — /\(ml‘qlt JrTnn‘qn| )7
v (q*|Mg)
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ol ¢ est le mode propre correspondant. Pour des conditions aux bords libres, les composantes de ¢ sont
données par (4.47), d’ott S(w) ~ %, et donc T, ~ n. Pour des conditions aux bords fixes, (4.49) montre
par contre que ¥(w) ~ “’72 < 5, et en fait S(w) ~ &% pour la moitié des modes au moins, d’ott il vient
que T, ~ n?. Injectant ces valeurs dans (4.111), on retrouve bien, dans les deux cas, un accord entre

les estimations de K, et de L,.
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5 — Results on the matrices ),

The proof of theorem 1 rests on a good understanding of the distribution of the matrices @,
and thus essentially of the product &, ...&1, as n — co. We here provide all the needed probabilistic
results about it. Before starting, we point out two fundamental facts concerning this product : the
existence of a strictly positive Lyapunov exponent, and a special cancellation phenomenon. We also
introduce some notations. Then, in Section 5.1, we recall some classical inequalities about martingales.
When the parameter w, appearing in the definition of &, is larger than some strictly positive constant,
good probabilistic estimates can be obtained by applying the nowadays classical theory on products of
independent random matrices, as it was first observed by O’Connor [39]. We handle this case in Section
5.2, where we get a slightly better result than O’Connor, since his bound in e~¢V™ is now replaced by
a bound in e~ " (see Proposition 13).

The three last sections are concerned with the harder case w — 0, and represent the really new
material of this chapter. Because of their technical nature, we cannot give now more than a vague
account of their content. The principal result of Section 5.3 is described in Proposition 14 and Corollary
4, where one obtains a very explicit representation of &, ... &1, suited to study this product in the limit
w — 0. The derivation of these results rests almost exclusively on elementary algebra. Next, in Section
5.4, one shows that, in a particular circumstance of interest for us, the effect of the Lyapunov exponent
beats the one of fluctuations. Finally, optimal pointwise bounds on the density of a Markov chain X,
involved in Proposition 14 and Corollary 4, are stated and shown in Section 5.5.

For the whole chapter, we let the pinning parameter p be equal to zero.

1. A Lyapunov exponent and a cancellation. To study the product &, ...&; in the limit n — oo,

it sounds natural to try the following approach : first write the identity

§1.-.6n = eXP(ilnfk)a
k=1

then further decompose the sum in the exponent as Y ,_, In&, = ny + Z,, where

n

1 "
v o= nh_)n;OE;E(lnfk), and 7, := Iglngk_m.
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The mean ~y is often referred to as the Lyapunov exponent associated to the process £. It is known
since Furstenberg’s work [21] that v > 0 for some class of processes, to which £ belongs (see [39] and
references therein). Proposition 14 together with Lemma 26 below constitute actually a new proof, but
only valid when w — 0. On the other hand, a good conceptual explanation is, in our view, to be found
in Guivarc’h [24].

Next, one has to deal with the fluctuations Z,. This seems uneasy since & can approach 0 and oo
arbitrary closely !, so that the increments In &, are unbounded. However, some trick that we now will
explain, allows us to avoid this problem Let us define two functions «, 3 : R — R by the relations

o) = x if zel[-1,1] ’ Blx) = 1 if zel[-1,1] . (5.1)
af|z] if |zl >1 1/]z| if Jz|>1
Clearly, the identity x = a(z)/B(x) holds for every x € R. Let n € Ny, let € Ry, and let us write
e - 11 ZE&? _ ol&) ool
L= 5y = e Ui, )

Now, it is easily checked that there exist two constants 0 < C7 < (s < +00o such that for every x € R

and for every m € [m_,my], the bounds
a(z) a(z)
< = < O,
D= BE@) T A me 1) -

hold, where F,, is defined as in (4.7). Moreover, one can take C and Cs independent of w as long as

w remains bounded ; and this is the only case of interest for us, since when w is large enough, one sees

easily that |, ...&1| grows exponentially in a deterministic way. Therefore, one finds some function

¢ € L=®(R x [m—,my]) such that
- Tz Oé(éi) n—1 .,
]]_;[151@ = Bl exp<;¢(§k,mk+1)).

The exponent in the right hand side of this last expression is a sum of bounded increments, and is

therefore easier to analyze. The procedure just described can actually be implemented in many ways.
In Section 5.2, we will see a classical implementation, which can also be obtained starting from the
Iwasawa decomposition (see e.g. [39] or [41]), whereas in Section 5.3, we will combine it with a special

change of variables, which simplifies the matters when w — 0.

2. Notations. It will prove very convenient to perform two changes of variables related to the material
introduced in Section 4.1. Let w > 0, and let M = (M},) be the sequence of random variables defined
at the beginning of Section 4.1 §2. Let n € Ny, and set

M, —E(M,)
B, = TEaL) (5.2)
- E(Ml)w (53)

1. In fact, it can even reach them, but with probability zero.
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One has thus E(B,,) = 0. Let 7 be the probability density of B, : 7 € C*([b_, b, ]), and there exist two
numbers —1 < b_ < by < +oo such that supp(7) C [b—,b;]. One writes B = (Bg).
From now, and except otherwise stated, one always will use the variables B and w, so that the

letters w and M may have in the sequel completely new meanings. So, (4.1) now reads
D,(v) = (2 = 7*w*(1 4 B,))Dy_1(v) + Dy _2(v). (5.4)

whereas the matrix A,, becomes
A, = . (5.5)

Moreover, with a slight abuse of notation, the evolution of the chain ¢, x € C, will now be written

& =Fp, (&), n=>1, (5.6)

where

1 _
Fp, (z) =2 —m?w?(1+ By) — — TE C. (5.7)

5.1 DMartingales

A filtration F = (Fp)n>0 is a sequence of o-algebras such that F,, C F, 41 for every n € N. A
sequence of random variables M = (M,,),>0 is said to be adapted to F if M, is F,,-mesurable for every

n € N. Then, the sequence M is a martingale with respect to the filtration F if
1. the sequence M is adapted to &F,
2. the random variables M,, are absolutely integrable for every n € N,
3. E(Mp41|Fn) = M, for every n € N.

The behavior of martingales has much in common with that of sums of independent random va-
riables. The following lemma and its corollary are originally due to Freedman [20] and Azuma [3];

equation (5.11) is often referred as Azmua’s inequality.

Lemma 22. Let (M,),>0 be a martingale with respect to the filtration (F,)n>0. Define a process
(Vi)nso by setting Vo = 0 and

n

Vi, = Z E[(Ml — Mi—1)2‘3~i—1} s n € Np. (58)

i=1
Suppose that there exists a constant ¢ > 0 and a sequence (v,)n>0 C Ry such that |M,, — M,—1| < c

and Vi, < vy, for alln € Ng. Then for any t € R and n € Ny, one has

re(t)vn (Freedman’s bound)
e ) reedman’s bound,),

Ee!Mn < o (5.9)
ez (Azuma’s bound),
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where

et —1—ct 12 c
0 < ke(t) = —a— <5+ 6ec\’fl|1s|3. (5.10)

Corollary 3. Suppose that the martingale (M,,) satisfies the hypothesis of Lemma 22. Then for any

n € Ng and r > 0, one has

2

P(IM,| >7r) < 2e 370 . (5.11)

Proof of Lemma 22. The proof is rather directly adapted from Freedman’s paper [20]. On may suppose
that ¢ > 0; indeed the result is trivial for ¢ = 0, and the case t < 0 can be obtained by replacing (M,,)
by (—M,,).

Let us start with Freedman’s bound. Let g : Roy — R be a function defined by the formula
g(x) = (e — 1 —x)/2?. Let y € R be such that |y| < 1. By definition we have

e =1+ ty + (ty)’g(ty).
It is not too difficult to see that g is an increasing function. Therefore, g(ty) < g(t), and thus
e < 1+ ty + yPg(t) = 14+ ty + et —1—t) = 1+ ty + y?ri(t). (5.12)

Suppose now that Y is a random variable such that |Y| < 1 and E(Y) = 0. Setting y = Y in (5.12)

and taking expectation yields

E(e") < E(1+tY + m()Y?) = 1+ m()E(Y?) < emOE0D) (5.13)

Let then i € Ng, and set Y; := (M; — M;_1)/¢, so that |Y;] < 1 and E(Y;|F;—1) = 0. Since k.(t) =
c 2Ky (tc), on has k.(t)(M; — M;_1)? = k1(ct)Y}?, and the estimate (5.13) implies that

E(eﬂMi—Mifl) — Ke(DE[(Mi—M;_1)?|F; 1]

Fia) = e BT (oot

Fio1) < 1. (5.14)

Now, since the random variable V; defined by (5.8) satisfies the pointwise bound V; < v;, an iterative

use of (5.14) gives Freedman’s bound :

E etM" < eﬁc(t)vn E etMn—/ic(t)Vn

— ere(®vn E{etMn,lfnc(t)Vn,l E (et(Mnan,l) — ke (DE[(My—Mp—1)%|Fr_1]

)}

< eﬁc(t)vnEeﬁ\/fnflfﬁc(t)vnfl < ... < enu(t)vn.

Finally, to show the last inequality in (5.10), it is equivalent to establish that
2

(14 +x)<|xl3z
e — T - —— €
2) =6
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for every x in R. But this follows directly from Lagrange’s rest term for Taylor series.
The proof of Azuma’s bound proceeds in a very similar way. Let still y € R be such that |y| < 1.

First, one uses the convexity of the exponential function to get a bound

, ., 1 1_
oV — o Hit+HITE(-t) < #et + Tye_t = cosht + ysinht < et2/2+ ysinht,

1,2

Using this instead of (5.12) in the first inequality of (5.13) yields the bound E(e") < ez

consequently E(e'Mi=Mi=)|F; ) = E(el)Y:

, and

ffi_l) < e(e)’/2 for every i € Ny. Using this iteratively

yields
E(etMn) _ E{etMn_lE(et(Mn—Mn_l)'EFn_l)} _ et262/2E(etMn_l) S < €t2C2n/2-

This finishes the proof. O
Proof of Corollary 3. Markov’s inequality implies that

P(|Myp| >r)=P(Mp >27r)+P(—M, >r) < e_trE(etMn) 4 e—“"E(e—tMn)

for every t > 0. The proof follows then form Azuma’s bound (5.9) with ¢t = r/(c?n). O

5.2 High frequencies

Let wp > 0. Let us consider the change of variables T — R,z ~ tan(rz). Let 6 := (0))x>0 be the
Markov chain on T such that tan w0, = £° for every k£ € N, and for every realization of the process

B. Therefore

6, = larctan(2—71'2u)2 1+ B,) — é), n>1,
v T ( n) tan 7w, 1 — (515)
b = 1/2.
For every n € Ny, let us write
N 2 o m sin 7wl L L sinmly_ 4 .
Dn(e ) = Hgk = H Cosﬂ'ek = Slnﬂ'an. H W = Slnﬂ-an.tn. (516)
k=1 k=1 k=1
For n > 2, one observes also that
" sinwf “ sin 7
1N k—1 k-1
Dn_l(e ) = 51n7T9n_1 . U W = COSﬂ'en. H W = COS7r9n,.tn, (517)
independently of the value of B,,. Now, for k € Ny, one computes with the help of (5.15), that
sin m0y—1 = ®(0k-1,B%)
cos oy,
where ¢ € L>°(T, [b_,b,]) is defined by the relation
e?@h) = \/sin2 Tz + ((2 — m2w?(1 + b)) sinTz — cos 7mc)2. (5.18)
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Therefore
w=exp (D601, Br) ) (5.19)
k=1
The goal of this section is to prove

Proposition 13. Let wi; > wg > 0. There exist constants C < +oo and ¢, > 0 such that, for every

n € No, and for every w € [wy, w1],
P(t2 < e®") < Ce ™. (5.20)

Proof. Let w € [wo,w1]. Let T be the transfer operator of the Markov chain 6 defined by (5.15) ; the
opertor T : C(T) — C(T) is defined by the relation

Tu(z) = E(uo6y).

Clearly T1 =1 and ||T||co—s00 = 1. A measure p on T is said to be invariant under T if pu(Tu) = p(u)
for every u € C(T). O’Connor [39] has checked that there exists a unique invariant measure v under
T, and that there exist two constants C' < +oo and ¢ > 0 such that, for every v € C(T), and for every
n €N,

1T = v(@)lloe < Ce™fule. (521)

Although he did not show this explicitly, one can check with some work, using for example Doeblin’s
condition, that C' and ¢ can be taken independent of w € [wq, w1].

Let us give some definitions. First, let the function ¢ be defined by (5.18), and let v € R be defined
by

vi= [ B B) via) = m L TG B),
T k=1

where this last limit is independent of 2 € T. O’Connor [39] has shown that v > 0. Second, there exists

a unique function ¢ € C(T) solving

Ty —¢ = E(¢) —v, v(y) = 0.
Indeed, % is explicitly given by
= =2 TH(E@) -
k=0
Since ¢ is continuous with respect to w, and since the constants C' and ¢ in (5.21) are independent of

w € [wg, wq], the number v and the function ¢ are both continuous with respect to the parameter w.

Let now n € Ny, and let us write

n

S0 B = 3 (01 B~ [obrt) ) + 3 [ o0 b)) b
k=1 k=1

k=1

= Zia+ny+ ) ToOr1) — (0k1),

k=1
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and then

le)(@kfﬂ —TPp(Ok—1) = P(0n) —¥(bo) + ZTW@I@A) — ¥(bk)

k=1 k=1
=: w(en) - '(/J(GO) + ZQ,n7

n

which constitutes a classical decomposition. Combining these two last equations, one gets
n
> ¢(0k—1,Bk) = ny+ Zn + Ry, (5.22)
k=1
where (Zy)k>1 = (Z1,5 + Z2,k)k>1 is a martingale, since both (Z7 x)x>1 and (Z2 x)r>1 are martingales

with respect to the same filtration (ffk =o(By,... Bk)) and where R,, is some bounded rest term.

k>1
But it follows from Azuma’s inequality (5.11) that

Pny+ Z, + R, < ny/2) < e .

By (5.19), and since v, ¢ and v are continuous with respect to w, this implies the result. O

5.3 Representation of the matrix elements

The present section is divided into three parts. In a first paragraph, one construct a change of
variables g : T — R, and one defines a Markov chain X on T as the pre-image of £ by g; so g(Xy) = &
for every k € N. This change of variables had been obtained in a relatively similar way by Matsuda and
Ishii [37]. In a second paragraph, one obtains a new representation of the process D(v) defined by (4.1),
in terms of the chain X, described in Proposition 14 and Corollary 4. Finally, in a third paragraph, a
technical lemma is proven, which gives some information on the joint distribution of D(e') and D(e?).

For the whole section, one let wy > 0 be small enough to make all the results valid.

1. A change of variables. Let us describe the construction and some properties of the change of

variables g. To every matrix A € C?*2, one may associate a Mébius transform M, : C — C such that

az+b . a b
Ma(z) = pi if A=
cz + c d

The association A — M 4 preserves the matrix multiplication :

MaoMp = Map, A, BeC>? (5.23)

so that (M4)~! = M 41 whenever either side of the equality exists.
Let us then observe that, for every b € [b_, by ], the map F}, defined by (4.7) is the Mdbius transform
associated the matrix A = A, defined by (4.3), so that I, = Ma,. Let us now take b = E(By), and let

us diagonalize the matrix Ag(p,) : one writes Agp,) = GAG™!. This implies that

MAE(Bl) = MG OMA o M(;—l.
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Now, since both eigenvalues of Ag(p,) lie on the unit circle, M (z) = e?'™ 7 for some ¥ € R. It follows
that circles in the complex plane centered at the origin, constitute the set of invariant curves under My ;
therefore, when restricted to one of them, M, can be represented as a rotation Ry : T — T,z +— x4+ 1.
Since, on the other hand, Fg(p,) = MAE(BI) maps R to itself, and since Mal has consequently to map
R to a curve invariant under M,, it follows that the restriction of Mél to R can be represented as a

map ¢ : T — R. From this, one concludes that, for every = € R,

FE(Bl)(as) = goRyo gfl(:r).

Now the point is that, although the map g~!

o F} 0 g is no longer a rotation when b # E(By), it is still
very close to it. As a result, it turns out that the process X, such that g(X) = & for every k € N, is
much easier to analyze than the process £ in the limit w — 0.

These claims are made more precise in the rest of this paragraph. We first give two lemmas describing

the change of variable g. We then introduce in more details the process X. The proofs of these lemmas

boils down to simple computations, and are deferred to the end of the paragraph.

Lemma 23. Let w €]0,wp]. There exists a coordinate transformation g : T — R such that

(97 o Me(ay09)(a) = & + 9 (zeT), (5.24)

where A; is the matriz defined by (4.3), and where

2,2
¥ = dHw) = larccos {1— 712w ] = w + O(w?). (5.25)

1

The function g and and its inverse g~ are given by

9@) = Mgo B (z) = cos 1) tz:r??rzm—i- sin o (5.26)
. B 1 (sinmd) &
g &) = (EoMg)(§) = - arctan Ccosmd) e 1]’ (5.27)

where E : 0D = {z € C: |z| =1} = T is the bijection e'® %, and the columns of G consists of

eigenvectors of E(A;).

Lemma 24. Let w € [0,w] and let g : T — R be the coordinate transformation (5.26). Then for any
b e [b_,by] the function

2 —rm2w?(14b) —1
fo = goMaog ' :T =T, where A = Ay = T ) , (5.28)
1 0

s a bijection, that can be written as

folx) = =z + 9 + @(x,b) (5.29a)

L) =y — 9+ dy—9,-b), (5.29b)
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where the constant 9 = w+ O(w?) is given in (5.25), and where the smooth function ® : Tx |0, 00[ — T

1s specified by

O(z,b) = 1 arctan (mw/2)[1 ~ cos(2mz)] b (5.30a)
’ m 1 — (7w/2)? — (7w/2)sin(2rz) b ‘
= sin?(mx) [wb + w?b?(r/2) sin(2mz) + w3bR3(w,x7b)} . (5.30b)

The remainder term Rs : [0,wo] X T X [b—,by] is a smooth and bounded function.

The main properties of fy(x) are best seen by expanding it into the power series with respect to w.

Indeed, by using (5.25), (5.29a) and (5.30) one gets :

fo(x) = = + w4+ wo(z)b + w(z)b? + O(w?), (5.31a)
o(z) = sin’7x, (5.31b)
Y(z) = wsin®rx cosa. (5.31c)

Let now z € T. One can now explicitly define the Markov process X* = (XZ),>o on T, pre-image

by g of the process £ :
Xo = fe.(Xiy), n=1
Xi = x

For k € Ny, let AX, := X} — X;_1. From the expansion (5.31), together with E(B;) = 0 and

(5.32)

By > b_ > —1, the following qualitative properties of the process X emerge :
1. Uniform monotonicity : 0 < (1+b_)w + O(w?) < AXg < (1+by)w+ O(w?),
2. O(w')-martingale property up to a constant rotation : E[AXy, —w|Xy—1 = 2] = Xp_1 + O(w?)
for every x € T,
3. Uniform diffusion outside any neighborhood of zero : there are constants a(e), 8 > 0 such that
E[(AX) — w)?|Xy—1 = 2] € [a(e)w?, Bw?] as long as |z|r > e.
Proof of Lemma 23. Diagonalizing, we get E(A;) = GAG™! where

ei7r19 0 1 -1 ) 1 eiﬂ'ﬁ -1
A = , G = , GTl= —— ; (5.33)
0 efi‘ﬂ”& efi7r19 _eiTr19 27 sin w1 efi7r19 -1

and where 9 is given in (5.25). From (5.33) we see that Mg-1(R) = dD. Since the matrix G is invertible,
the property (5.23) implies that the associated Mobius transformation is also invertible. In particular,
the restrictions Mg|op and Mg'lz = Mg-1|g are bijections mapping 9D into R and R into 9D,
respectively. Using these observations we identify the coordinate transformation g : T — R and its

1

inverse ¢! : R — T by regrouping terms as follows :

ME(A;) = MG o MA o MG'—I

(MgoE ") o (EoMpyoE ") o (EoMg) (5.34)

= golog™!,
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where A is the rotation on the right hand side of (5.24).
In order to derive (5.26) and (5.27) the easiest way is to first solve g~! using F(z/z*) = 2E(z) =
7~ arctan [3(z)/R(2)] :
i) H
Cliey emE — 1 1 € sin(m09)
v =9 (e_”ﬂf — 1) Tooarctan Lcos(m?) -1
The formula for g follows now by simply inverting the above function. O

Proof of Lemma 24. Using (5.23), one gets

fr = gfloMAog = EOMG’—lAGOEil,

where
1+ ) i) —id i
G 'AG = (1+1 ?e e ], (5.35)
ide= ™ (1 —ib)e
and
5 — mw?h (rw/2)b ~ (rw/2)b + O(w?h) 5 36
© 2sinmd L\ /T— (7w/2)2 i W (5-36)

where the second equality follows from (5.25). Therefore

; ioaamey L+ 00 (1 —e™? , z
Mg-1ag(e’?) = o2 Z— M((l_ew)) =t exp[i(¢ + 270 + 28(¢,0))]

where

B(p,0) = arg[l+i6(1—e"®)] = arctan [ 1—cos¢ 5}

= (1—cos¢)d + (1 —cos¢)singé® + O((1 — cos $)5?).
Substituting ¢ = 27z, and using the middle expression in (5.36) in place of §, we obtain (5.30a);
(5.30Db) is then obtained by a Taylor expansion. The proof of (5.29b) is carried out in a similar way. O

2. Representation of D(v). Let n € Ny. The representation of D, (e!) given by Proposition 14
below, is to be compared with the more classical decomposition D,,(e!) = sin 76, .¢, given in (5.16).

Here, according to (5.19) and (5.22), t,, > 0 might further be written as

_ nY+Zn+R,
tn =e"" ;

where v > 0, where (Zj)r>1 a martingale of bounded increments, and where R,, is a bounded rest
term. In the proof of Proposition 13, one did only show the existence of such a decomposition, but,
remarkably, Raugi [41] has been able to compute the increments of the martingale (Z) explicitly, up
to the knowledge of the invariant measure of the chain £. His result constitutes therefore a possible

alternative to the use of Proposition 14, but we believe this last one to be more straightforward, as log
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as the limit w — 0 is taken. Moreover, it shows that the cancellation procedure explained at the very
beginning of this chapter can take various forms, some of them being more adapted to certain specific

situations.

)
Proposition 14. Let v = (vg,v_1) € R" be such that vy # 0. There exists a constant wg > 0 such that

for any w € 10, wq], and for any n € Ny,

sinwX?*
Dy(v) = vo-TZ. L ith x=g! 1), .
(U) Vo n sinw[m + ‘I)(I, Bl)] we X g (U(]/’U 1) (5 38)

where D,,(v) is defined by (4.1). Here, the amplitude I'Z > 0 has an exponential representation :

I'Y = exp sz(Xffl)Bl wZZr X[ )BE + 0(wn)|, (5.39)
=1 =1

where the smooth functions r,s : T — R are specified by

Vol
—~
&
~—
I

—g sin 2w, (5.40a)

2
%(COSQ 2nx — cos2mx) > 0. (5.40b)

ﬂ

—
&

N
I

Proof. Let | € Ny. Let us write D,, :== D;(v), X, := X and & := fg(x Let us remind that, by (4.9),
Dy =& ...& v, and that X is the pre-image of & by g. So, using (5.26), one gets

& = goX, = MgoE (X)) = Mg(e?™™). (5.41)

Next, using (5.33) to write out the Mdbius transform, one obtains

e —1 sin%
ei(o—70) _ gimd - sin(% _ 7.“9) :

MG (ew) =

By combining this with (5.41), reorganizing the resulting product and then using (5.29a) to write f in
terms of ® yields

n—1

D, Enln1 - &vg ﬁ sin m.X; sin X, H sin T X}
Vo Vg ey sinm(X; — 9) sinm(X; — paley sinm(X;11 — )
1 .
sinw X, o sin mX;

|
::1

(5.42)

 sinwlz + ®(z, By)] sinw[X; + ®(X;, Bja1)]

=1
Here the possible extreme values £ € {0, 00} do not cause problems because, when & = vg/v_1 # 0,
(4.8) implies that

P (& € {0, 00} for some k € Nf&) #0) = 0.
We must now show that the product of sin ratios in (5.42) equals the exponent I'Z. Since, the terms in

the product are all similar let us consider only one such factor. From (5.30b) one sees that ®(x,b) =
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O(w). This suggests expressing the denominators on the last line of (5.42) as power series of 7®(z, b)

around zero :

sinw(z + ®(z,b)) = sinmz cosn®(x,b) + cosmz sinwdP(z,b)
) , (5.43)
= sinmz {1 - §7T2<I>2(:17,b)} + 7®(z,b) cosmz + O(*(z,b)).
The expression (5.30b) also shows that ®*(x,b)/sintz = O(w*) for & > 1/2. Thus using (5.43) to
rewrite the denominators in (5.42) and then dividing the numerator and the denominator by sin 7z
yields the expression for geometric sum of variable ¢ = —7®(z, b) cot 7z + %2@2 (2,0)+0(w?) = O(w).
Expanding this geometric sum gives the first line of
sin 7z
sinm(z + ®(x,b))

2
1 — 7®(x,b) cot ma + %(I)Q(l‘,b) + 72®3(z,b) cot’nmz + O(w?)
™ 72
=1- wy sin 27wz b + w2§(1 —cos2mz)? b? + O(w?),
while the last line follows from (5.30b) and trigonometric double angle formulae. By using 1 + z =
expoln(l+ z) = exp[z — 322 + O(2*)], with |z| < Cwy, for the last expression we get

sin Tx
sinm(z + ®(z,b))

= exp [—w(w/Q) sin2rz b + w?(m/2)?(cos® 2ma — cos 2mx)b* + O(w?’)} .

Identifying functions s and r on the right side and then applying this bound term by term for the
product in (5.42) yields the expression on the right side of (5.39). O

Corollary 4. There is a constant wo > 0 such that for every w € ]0,wp], and for every n € Ny,

sin w XV
D, =T1v. n ~ w T sinrX? 5.44
(61) n S11’17T[19+(I)(19,B1)] w n " SIMTA,, ( a)
. XO
Dp(es) = T° 2T ~ w T - sin X0 (5.44b)

" sing(l + ®(0, By)|
Proof. By (5.27) we get ¢g=1(&) = ¢~ 1(1/0) = ¥ and thus (5.44a) follows directly from Proposition 14.
In order to prove (5.44b) one can not directly apply the proposition since the first component of es is
zero. However, from (4.1) one sees that (D;(e2), Do(e2)) = (—1,0) = —ey and that Dy, (—v) = —D,(v).
Thus, by defining 6 : @ — Q by 6w = (bs,bs,...) for w = (b1, ba,...) and denoting the associated

pullback 6, on random variables Z by 0.Z(w) = Z(fw), one can write

sin 70, X0
Dn = — *Dn_ 1y *Fﬁ . ST n—1 5.45
(e2) 0 1(e’) 0-ss sin7[0 + ®(9,0,B1)] o)

where, by (5.39),

n—1 n—1

.70 = exp|w > s(6.X",) 0.8 + w> Y _ r(0.X)(60.B)° + 0(wn)| . (5.46)
=1 =1

Now, since ®(0,b) = 0, it follows that X{ = fp,(0) =9+ ®(0, By) = ¥ = 0, X regardless of the value

of By. But (X?) and (0,X?_,) also satisfy the same recursion relations, and therefore 6, XY = X0,
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n € N. Also, by definition 6,.B;(w) = bj41 = Bj41(w). Thus we may replace H*Xf_l with Xl0 and
write 0,B; = Bj41 in (5.45) and (5.46). Moreover, if we also reindex the sums in (5.46) we obtain
an exponential representation for 6,I',,_; that is up to missing first terms ws(X§)B; and w?r(XJ)B?
equal to I'?. However, these missing terms are both zero due to the “coincidence” s(0) = r(0) = 0, and

thus we get 0,I',,_1 = I'Y. This proves (5.44b). O

3. Joint behavior. To show the lower bound (4.17), concerning the fixed boundaries conditions,
we will need to consider the distribution of the four processes (X?), (X2), (I'?), and (I'?) altogether.

Since X¢ — X = 9 ~ w, one can consider X2 and I'? as perturbations of X? and I'’, respectively.

n?

This simple idea allows one to prove the next lemma. Let F = (F,),>1 = (J(Bl7 e B"))n>1'

Lemma 25. Let x € R, and let us consider X%, as real valued processes. There exists wg > 0 such

that, for allm € Ny and every w € ]0,wq|, one has

X0 — X0 = weMnt Int O(wn) (5.47)

F?L/Fl’; — oFnt O (w+w?n) , (5.48)

where (My)n>0, (Ln)n>0, (Kn)n>o0 are R-valued F-martingales such that My = Lo = Ko = 0 and that,

M, — M, 1 = w¢'(X°_|)B, (5.49)
Ly— Ly = w2eMrit Lot 0@y g (5.50)
Kp—Kp_y = w2eMritLoato@ny g (5.51)

when n > 1. The processes (Hy,)n>0 and (Uy)n>o are F-adapted. Moreover, there exists a constant

C < oo such that

|Hpl, |Unl, w™ YLy = L1 |, w™ Ky — Knoy| < C (5.52)
for every n € Ny.

Proof. From (5.30b) and (5.31b) one sees that ®(x,b) = wé(z)b + w? Ra(x,b) where Ry is a smooth
and bounded function. Using (5.29a) we get

fo(z) — folr —2) = z + O(z,b) — D(x — 2,b)
xTr) — r—z x — r—Zz (553
{ieut0=tl=s), | et Mooz} )

z

for any z € R. By the mean value theorem there are function ¢; (z, 2), (2(x, 2,b) € [z — 2z, z] such that

for any € R, z > 0 and b € [b_, by ] we have

fola) = Bl = 2) = {14 w600 — wr 3G + 00 RalGalinz b)) |
(5.54)
= exp [w¢’(x)b — wz %qﬁ”o Gz, 2)b + O(wQ)} z.
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Now, set

0, = (X)-X%/w and H, = —%qﬁ"o QX2 we,), (5.55)
Then (5.54) and (5.32) yield
1
O, = E{an(Xg_D — fB(X) *U)@n—l)}
= oxp[wd/ (X))o — w20, 1560 Gi(XY1, w0, 1) By + O(w?)] - O,

= explwz¢ 1)Bj +w ZGJ 1H;—1Bj + O(w?n)| - 6. (5.56)

j=1

By using (5.49) and (5.50) we identify the two sums inside the exponent in (5.56) as M,, and L,
respectively. Together with Oy = (XJ — X§)/w = ¥/w = 1+ O(w?) this gives ©,, = eMn+LutO(w?n)
and by the definition (5.55) this equals (5.47). Moreover, w *AL,1; = w0, H,B, 11, where using
(5.54), (5.55) and the definition of (; we get

AN 0
wout, = AEDZALE) ) = i) - D),

for some (p € [X2, X7], and therefore w ™ALy, 1| < 2|/¢'||oo- max{—b_,b,} =: C

In order to prove (5.48) we use again the mean value theorem to write

s(X9) = s(XY —wO,) = s(X!) — w6, -5 o (3(X’,w6,), (5.57)

where X? —w0,, < (X7, w0,) < X?. Using this in (5.39) yields

% = exp les(XlO_l)Bl + O(w?n)
I=1

o [w28<X?—1>Bz 0?0 0 G WO By + Oun)
=1 =1

. FZ eKn + O(w4w?n) )

Above, we have identified U, = —s' 0 (3(X”, w®,,) in (5.51). Finally, by equation (5.57) w'AK, 1 =
w0, Uy, Bpy1 = [5(X0) — s(X?)] By Since s is a bounded function (5.40a) this implies w ™ AK,,|
c.O

IN

5.4 Expectation of 1/T,

Let z € T, and let n € Ny. The random variable I'Z is defined by (5.39) :

n n
'Y = exp wz s(Xi 1) By + w? Zr X" 1)B} 4+ 0(w’n) | :=exp (wS, + w?R, + O(w’n)),
=1 1=1
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where the functions s and r are given by (5.40). The process (Sk)r>1 form a martingale, and so S, is
typically of order \/n. Instead, typical values of R, are of order n, since r > 0. Therefore, one expects
C’LU2’I'L

2
cnw
, for

typical realizations of I'}, to grow like e , and so typical realization of 1/T'Z to decay like e~
some ¢ > 0. It is not obvious, however, that E(1/T'%) decays the same way, since E(e™%5") ~ e’ for
some ¢’ > 0, and fluctuations due to S,, have thus to be taken into account. The goal of this section is

to establish this fact :

Proposition 15. There exists some wg > 0, and constants C = C(wp) < 400 and ¢ = c¢(wgy) > 0 such
that, for every n € Ny, one has

supE(1/T%) < Ce " when w € ]0,wo). (5.58)
z€T

The proof of this proposition relies ultimately on the fact that, for any k¥ € N and any x € T, the set
{XZ;(w):j=1,...,[1/w]|} typically samples T evenly. Indeed, from the definition (5.32) of X, and
from (5.31), one sees that

l
P(XP,, € A[X, = y) = P(X} € A) = P(x tul+wY $(XY)B; + 0(w?l) € A),
j=1
for any y € T, for any measurable set A C T, and for any [ € N. When [ < |1/w], then typically
wZézl gb(X;’_l)Bj + O(w?l) < w'/?, and so, if A is e.g. a sufficiently large interval, the time spent
in A by the process X* after |1/w| steps, is well approximated by the length of A. This argument is
made rigorous in the proof of Lemma 26.
The proof of Proposition 15 consists then of two steps. First, Lemma 26 is used to show that %Rn
can be replaced by the deterministic exponent
2E.B2
y(w) := E(B?). /T(:c)d:c.u;z TP é 1) 2
T
without introducing too large errors in E(1/T';,) provided that wn — co. The number v(w) corresponds
actually to the Lypunov exponent of the matrices @, in the limit w — 0, as first computed by Matsuda
and Ishii [37]. Secondly, Freedman’s bound (5.9) is used to obtain a sharp bound of the type E(e™%5") <
e w’n_ Tt then just turns out that ¢ is smaller than y(w)/w?, so that Proposition 15 is ultimately due

to a lucky numerical coincidence.

Lemma 26. There exists a constant C > 0 such that, for every w > 0 small enough and for every
u € CY(T),

[1/w]
supE‘w Z u(Xy) — /u(y)dy‘ < C|0pul oo w2 (5.59)
T

zeT J=1
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Proof. Let x € T, and let j € {1,...,1/|w]}. Let I; := [x+w (j — 1),z +wj[, and let Z; € I; be such
that flj u(z)dz = wu(z;). So

1/w) [1/w] L1/w)
E‘w > u(xy) - /Tu(y)dy‘ = E‘w [u(X;)u(gzj)]’ < |Oaullow > E|XT —d5]. (5.60)
j=1 j=1 j=1

Then, since j < 1/[w], it follows from definitions (5.32) and (5.31), that X7 — %; = w'/? M; + O(w),
with M; = w!/? Zgzl #(XF_1)B;. Therefore, Azuma’s bound (5.9) implies that

E[X? — ;| = w'/?E[M;|+0(w) < w'/?e¥% +0(w) < w'/?, (5.61)

where C' = max(—b_, b4 )||¢| oo Inserting (5.61) in (5.60) finishes the proof. O

Proof of Proposition 15. Let us first slightly simplify the problem. Any sum of &k terms in the exponent
in (5.39) is bounded from below by a negative constant, as long as kw < 1. Therefore it is enough to
show the bound E(1/T2) < "™ for any n € Ny such that n = |1/w|m for some m € Ny, and one
will further assume this to be the case. Moreover, let us fix some z € T, and denote X7 and I'y, by X,
and T, respectively. One can check that none of the estimates below depends on x.

We then begin the proof itself by decomposing the second sum in the exponent of (5.39) as follows

n m k[1/w] m
w2Zr(Xi,1)Bi2 = wz w Z T’(Xifl)B? = wZ(Zk+’Y(X(k_1)L1/wJ)), (562)
i=1 k=1 i=(k—1)[1/w]+1 k=1
where
k[1/w]
Zy = w Y r(Xii)B} = v(Xe—1)1/0))s (5.63a)

i=(k—1)[1/w]+1
[1/w]
Y(y) = E{w > r(ngl)Bf}. (5.63b)
i=1
for any y € T. The motivation behind the decomposition is twofold. First, by Lemma 26 and because
E(r(X;—1)B?) = E(B?) E(r(X;_1)) for any i € Ny, one has

[1/w]
Y(y) = E(BQ)E{w > r(X;”l)} > E(B?) /Tr(z)dz — Bow'/? =: F_, (5.64)

i=1
where By > 0 is a finite constant that does not depend on y. Secondly, (Zj)r>1 constitutes a sequence

of bounded martingale increments in the sparse filtration (F)x>1, where
9’2 = gk[l/wj = O'(Bl,BQ, . -ka:Ll/wJ)~

Let k € Ny. The boundedness of Zj, is obvious as it is an average of |1/w] uniformly bounded incre-

ments, while the martingale property holds, since X is Markov :

E[1/w)] [1/w]
E<w > r(Xi)B? %1)@» = E{w > r(Xﬁf”“/wJ‘“))B?} = (X, (@),

i=(k—1)[1/w]+1 i=1
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for a.e. w € Q2.

Using now (5.64) in (5.62), one gets the bound

, with ~_ :=4_ 4 O(w), (5.65)

E(l/Fn) < e”“’Q”Eexp[ Z Xi—1)B; — wZZk

where the O(w?n)-term inside the exponent (5.39) of I',, has been also absorbed into the constant y_.

To continue, let us then apply Holder’s inequality, to get

n 1/p m 1/p'
E(1/T,) < e_'wa”{EeXp [—prs(Xil)Bi]} {Eexp[—p’wZZkH , (5.66)

i=1 k=1
where p,p’ > 1 and 1/p+ 1/p’ = 1. We can now bound both of these expectations with the help of

Lemma 22. Azuma’s exponential bound (5.9) is sufficient for the second factor :

m 1/p’ 1/p'
L (=p'w)? fapl wn 5.67
Eexp prZk < <exp 5 Cnw < e ) (5.67)

k=1
for some constants C, B3 < +o0. In order to handle the first expectation of (5.66), we note first that the
martingale (M;);>¢ defined by My = 0 and M, = 22:1 $(Xk—1)By for i € Ny has bounded increments.
Next, since E[(M; — M;_1)?|F;_1] = E(B?) - s*(X;_1) for every i € Ny, we see that for sufficiently small

e>0:

n

V, = §E[(Mi_Mi—1)2’?ifl] = E(32)232(Xi*1) < (1-E(B?)IslZn

Indeed, because X; — X;_1 ~ w for every i € Ny, because s is continuous and because s(0) = 0, one

concludes that there exists some € > 0 such that
HO<i<n—1:]*X;)| < |sll2./2}] = 2en.

Applying then Freedman’s bound (5.9) with v, := E(B?)(1 — €)||s||%2n and |M; — M; 1] < Cp =: c

for some constant $; < 4o00.

yields

IN

1/p
{exp [ficM(—wp)E(BQ)(l - e)HSHgon:l }

< e3pw’(1=E(B?)|s|Zn + frp*w’n

— )

(5.68)

Inserting (5.68) and (5.67) along with the estimate (5.64) for v_ into (5.66) results into the final
bound

E(1/T,) < e—E(BZ){fT r(y)dy — p(1—c) L2lae Jw?n + Bow®/ *n + prpPwn + fap/wnt-Culn 7 (5.69)

2. So here w is not at all related the variable w in the previous chapter
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for some C < +4o00. Here the term inside curly brackets would disappear if p = 1,¢ = 0 because
Jrr(y)dy = ||s||%,/2 = 7?/8. However, since € > 0, we can take p > 1 such that it remains positive.
Moreover, by taking wq sufficiently small the last three terms, regardless of the size of p’ or 1, 32, 83, C,

can be made arbitrary small compared to the first part. ]

5.5 Potential theory

This section is devoted to the statement and the proof of Proposition 16 below. The derivation of
the inequalities (5.70a) and (5.70b) constitutes a relatively classical problem in potential theory for
Markov chains. However, it does not seem possible to apply classical results (see [12] and [13]), since
the chain X is neither reversible, nor uniformly diffusive. In particular, little appears to be known on
lower bounds of the type (5.70b) for non-reversible Markov chains. Results for Markov chains on a
lattice [38], or for differential equations in non-divergence form [19], do not adapt straightforwardly
(and maybe not at all) to our case. Instead, since we consider only the case w — 0, it has been possible
to treat the left hand side of (5.70a) and (5.70b) as a perturbation of quantities that can be computed

explicitly. We are then able to handle both of these bounds with a single method.

Proposition 16. Let k > 0, and let h € CY(T). There erist K,K',wg > 0 such that, for every

w €]0,wo], for every function u € L} (T;R,.), for every x € R, and for every n € N, one has

n o K
E(e"” 2= WX 1) B u(Xy)) < i /Tu(y)dy (wn > K, w?n < 1), (5.70a)
(e Sha MXE- 0Bk o (X7)) > K / u)dy (12 <wln<1). (5.70D)
T

The content of Proposition 16 is twofold. First, it describes the approach to equilibrium of the chain
X. To see this, let us consider the case h = 0, and let us take some subset A C T. Equation (5.70a)
implies that P(X? € A) < max{1/(w+y/n),1}Leb(A) when wn > k, whereas (5.70a) and (5.70b) imply
that P(X2? € A) ~ Leb(A) when w?n > 1/2. This is obvious when w?n < 1. But, if w?n > 1, one can

write n = ny + ny such that [new?] =1, and
Eu(x:) = [ E(xnIX:, = 0) POXE, € ).
T

The result follows since, if y € T, one has by definition E[u(X?)|X? = y|] = Eu(XY,), and then
Eu(X2,) ~ Ilull by (5.70).

Secondly, Proposition 16 asserts that the result obtained for A = 0 is not destroyed when some
specific perturbation is added (h # 0). If & # 0 but if u = 1, results (5.70a) and (5.70b) are trivial.
Indeed, by Azuma’s inequality (5.11), one finds some C' > 0 such that, for every n € N and for every
a > 0, one has

n = a?
P(e—a < e“’zkzl h(X}_1)Bgk < ea) > 1 - 26_% )
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So, in general, one sees that the rare events where e® 2k=1"(Xi-1)Br is very large or very close to zero
may essentially be neglected.

Let now turn to the proof of Proposition 16. In the sequel, one assumes that x > 0 and h € C*(T)
are given, w €]0,wp|, where wq is small enough to make all our assertions valid; all the constants
introduced below may depend on s and h and wg. We will also make use of the following notation :

for AC T and 1 < p < oo we set
LE(T) := {u € LP(T) : supp(u) C A}.
Let us introduce a continuous operator T on LP(T), 1 < p < oo, by setting

by
Tu(z) = E[(1+wh(z)B) (uo fg)(z)] = / (wo fp)(x) (1 4+ wh(x)b) 7(b)db. (5.71)

Since E(B) = [b7(b)db = 0, one has T1 = 1 and ||T||cc—0o = 1. Moreover, for w small enough,
the operator T maps positive functions to positive functions, and may thus be seen as the transition

operator of some Markov chain on the circle. But, for every b € [b_,b.] and every € T, one has
2

ewh@b — (1 4+ wh(x)b) - 2@

Therefore, for every u € L1(T; R, ), for every n € N satisfying w?n < 1, and for almost every x € T,

one has
T"u(z) ~ E(e” k=1 M(XE_1) By u(X)). (5.72)

Let y € T. The proof of Proposition 16 rests on the fact that, when 7" acts on a function u €
LlB(y,w2) (T), it can be well approximated by an operator S, ,, which can be explicitly studied. In order

to define Sy, ,,, let us first introduce the convolution operator Tj, on LP(T), 1 < p < oo, by setting
Tyu(w) = [ (0o m)(e,y) 1+ wh(y)t) T0), (.73
where

@(zy) =z + 9+ &(y,b) = z + w + wo(y)b + wP(y)b* + O(w?), (5.74)

with ® defined as in (5.30), and ¢ and v defined as in (5.31b) and (5.31c). Then, one sets Sy ¢ := Id,

and defines each n € N

Syn = Tynw- Ty (5.75a)

R, := T —T,. (5.75b)

The core of our approximation scheme is described by equation (5.101) below, but let us now

describe it heuristically. Let z € T, and let u € L}B(vaz)(']I‘;Rg. The support of u o f; should be
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centered at z — w, and so gp( -,z — w) is likely to be the best approximation of f,, among all the maps
9(+,y) (y € T). Therefore, one can think of T, as one of the best approximations of T among all the

operators Ty, (y € T). One writes

T'uw = T 'R,_pu + TV 'T,_,u, (5.76)

where R,_,, is defined by (5.75b). The first term in the right hand side of (5.76) can be bounded by
means of our estimates on R, (y € T), in Lemmas 28 or 29 below. One is thus left with the second
term. From the definition (5.73) of T, (y € T), the function T _,,u will be approximately centered at

z — w. One now approximates T by T,_o,, and one obtains
Tn_szfwu = Tn_2R272sz7wu + Tn_QTz72szfwu-

Again, one is left with the second term. But, continuing that way, one finally needs to handle the term

TT, (n-1)w---T>2—wu, and one arrives to

TTz—(n—l)w to Tzu = szanz—(n—Q)w o Tszu + Tzfnw T Tszua (577)

By the definition (5.75a), one has T,y - - Th—u = S, nu. So, this time, the second term in (5.77)
can be bounded from above and below by some explicit estimates contained in Lemma 27 below. By
means of Lemmas 28 and 29, one thus needs to show that the sum of the terms containing an operator
of the form R, (y € T) do not destroy the estimate on S ,u.

The rest of the section is organized as follows. In Lemma 27, one obtains some bounds on the
functions Sy ,u for u € LllE?(y,w?)(T)' These bounds show in some sense that, when |jull;1 = 1, Sy ,u
has a shape very similar to a Gaussian of variance nw? centered at y. The proof turns out to be a
straightforward computation, since the operators T are diagonal in Fourier space. Next, Lemmas 28
and 29 give us bounds on R,. Lemma 29 is actually not crucial, and needs only to be used when n < 8,
since then the function Sy, ,u may not be smooth enough for Lemma 28 to be applied. Some easy
results about the localization of the functions 7"u and S ,u, for u € L}B’(y,Cw) (T), are then given in
Lemma 30. Finally, the proof of Proposition 16 is given.

Let us notice that, in Lemma 27, and consequently in the proof of Proposition 16, one has to
distinguish between the case where y ~ 0, and the case where y is away from 0. This comes from the

lack of diffusivity of the chain X around 0.

1. Preliminary lemmas. The proof of the following lemma is deferred to §3, at the end of this

section, since it is lengthy but conceptually easy.

Lemma 27. Let € > 0. There exists K > 0 such that, for every n € N satisfying 8 < n < w2, for
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everyy € T— B(0,¢), and for every u € L} o (T;R,), one has Sy ,u € C3(T) and, for every x € T,
B(y,w?) Y,

K ully

! -
|05, Sy nu(x)] < (w/m) D) 1=0,1,2, (5.78a)
: Kllull
k —y)-9%S, . < k=1,2. .78b
|sin® 7(z +wn — y) - 05 Sy nu(z)| < v ) (5.78b)

Moreover, when € is small enough, there exists K'(€) > 0, with K'(¢) — 0o as ¢ — 0, such that, for

every n € N satisfying e < w?n < 2e, for every x,y € T, and for every u € L}g(y w2)(T5 Ry),

|Sy.nu(z)] > K'(e)||ully when |z+ nw —y|r < 10e€. (5.79)
Lemma 28. There erists K > 0 such that, for every u € C%(T) and every y € T, one has
IRyulloe < Kw?{ [[sinn(- —y—w)-o/|| + wl']o
(5.80)
+ | sin’ (- —y—w) W]+ w||u”||oo} :

Proof. One takes some u € C%(T), and one fixes z,y € T. From the definitions (5.71) and (5.73), one
has

Ryule) = (T=Ty)u(e) = [ ((wo f)a) = (wo.90)w,) (1 wha)t) 7(0)b
T w(h(z) - h(y)) / (wo gy) (2, y) br(B)db
= Al + A2 .

It is enough to bound |A;| and |Asz| by the right hand side of (5.80).
Let us first bound |A4;]|. By the mean value theorem, and the definitions (5.31) and (5.74) of f, and

gp, one has

(wo fi)(@) = (wog)(w,y) = 'z +w+&) (w[ole) - )b + w?[v(e) - W) + O(w?)),

where & = &;(b) is such that
&) < wig(z) - ¢(y)| + O(w?). (5.81)

By the mean value theorem again, one has
ur+w+&) = u(etw) +u"(@+w+&)6,

where £ = &2(b) is such that |&| < [&].
Therefore, setting 7(b) = (1 + wh(z)b) 7(b), one can write A; as

Ay = ot ) [ (o) - owb + w[6() - @I + 0w T
+ / W+ w + 6(0) &2(0) (w[b(x) — d(y)]b + O(w?))7(B)db.
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One has
l9p(x) —d(y)| < Isinm(z—y)| and  [P(2) —¥(y)| < [sinm(z —y)l.

So, taking into account the bound (5.81) and the fact that [ b7(b)db = 0, one gets

A1 S w0 (z + w)| [sinm(z — y)| + w’[u]lw

(5.82)
+ w2/ [u” (z 4w + &(D))| sin® 7w(z — y) F(b)db + w*||u" || -

But one has sin® 7(x — y) < sin® 7(x + & — y) + O(w). So, inserting this last bound in (5.82), one sees

that |A;] is bounded by the right hand side of (5.80).

Let us then bound |As|. By the mean value theorem and the definition (5.74) of ¢, one writes
(wogp)(z,y) = u(z+w) + v (z+w+§) O(w),

where & = £(b) = O(w). Therefore, taking into account that [ b7(b)db = 0 and that |h(z) — h(y)| S

~

|sin7(x — y)|, one obtains

A 5 u? [ Jsin(a )] (o + w+ €D Pir(B)d

A\

w2( [Isin7(Id —y — w) - u']|oo + w||u’Hoo) .
This finishes the proof. O

Lemma 29. Let K,e > 0. Let y € T be such that |y|r > €. Then there exists K' > 0 such that, for

every u € LlB(y,Kw) (T), one has

|Ryulls < K'wllul), - (5.83)

Moreover Tu € L*>(T), and one has

ITulloe < K w ™ flul)y - (5.84)

Proof. The constants introduced in this proof may depend on K and e. Let u € L}B(y Kw)(T). One
writes

Tu(x) z/B(y’Kw)t(x,z)u(z)dz and T u(x) :/B(y’Kw) ty(x, z)u(z)dz, (5.85)

where the functions ¢ and ¢, are obtained by performing a change of variables in the definitions (5.71)
and (5.73) of T and T,. Setting F,(b) := fy(z) and G, (b) := gp(x,y), where f;, and g, are defined in
(5.31) and (5.74), one obtains

t(z,2) = L+ wh(z)F ' (2) T(F; 1 (2) 0:F; (), (5.56)
ty(z,2) = (1+wh(y)G;' () 7(G;1(2)) 0:G7 1 (2) -
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Let z € B(y, Kw) be given. Let us see that ¢( -, z) and t,( -, z) are well defined functions. The support
of t(-,z) (respectively of t,( -, z)) is the support of (7 o F(*;)(z) (resp. of (1o G(l))(z)) The support
of (70 F71)(2) is made of all the x such that

()
bo <FH(2)<by & fo (@) <2< fo,(2) & f5, () Se < [ ().
One obtains a similar relation for the support of (7o G(_l))(z) and one gets therefore

supp(t(-,2)), supp(ty(-,2)) C B(z,Cw) C B(y,C'w).

The hypothesis |y|r > € ensures that the maps F, and G, are invertible when z € B(y, C'w), and
actually that

WFy(b) 2 w and 0yG.(b) 2 w. (5.87)

This shows in particular that ¢( -, z) and t,(-,2) are bounded functions.

Let us now show (5.83). Taking (5.86) into account, one has, from the definition (5.75b) of R,,

IRyully < / Ju(z)|dz / t(z, 2) — ty(z, 2)|da. (5.58)
B(y,Kw) B(y,C’w)

It is therefore enough to show that, for every z € B(y, Kw), one has
/ t(z, 2) — ty (2, 2)|dz = O(w). (5.80)
B(y,C'w)

Let us take some z € B(y, Kw) and some x € B(y, C'w). Since b_ < F;1(z),G;1(2) < by, since 7
is bounded, and since (5.87) holds, one finds, starting from (5.86), that
(@, 2) = ty(2,2)] S |0:F7 " (2) = 0:G (2)] +w™H|7(F; ' (2)) = (G (2))] + C. (5.90)
For every b € [b_,by], one has 9,F,(b) = wo(x) + O(w?) and 9,G.(b) = wé(y) + O(w?). Therefore
0.1 (2) - 0.G5(2)] < ! - !
- Gl @ T 0w~ waly) + o) 5:90)
< wloly) — é(x) + O(w)| < 1,

since |y — z| = O(w). Inserting thus (5.91) in (5.90), and then (5.90) in (5.89), one finds

[ e -tmalde S wt [ (E @) - (6 @)l + 0(w)
B(y,Cw) B(y,Cw) (5.92)
= w 'l + O(w).
It remains thus to show that I = O(w?). For this, let us define

Dy = {xeT:b_<F ' (2)<by}, and Dy := {zc€T:b_ <G, (z)<by}.
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One writes

DiND» (DlﬂDg)c

First, when @ € Dy N Dy, one uses the fact that 7 € C*([b_,b.]), that
Z—r—w Z—T—w
wo(z)  wely)
since |z —z — w| = O(w) and |¢p(y) — ¢(x)] = O(w), and that Leb(D; N D) = O(w), to conclude
that I; = O(w?). Next, when x € (Dy N D2)¢, one has t(z,2) = t,(z,z) = 0, except on Dy A Ds.

+0(w)| = O(w),

x

B (2) - G ) = |

But, for every b € [b_,b.], one has |fy(z) — gp(x,y)| = O(w?), since |z — y| = O(w). So, one has
Leb(D1 A Ds) = O(w?), and thus Iy = O(w?).

Let us finally show (5.84). From (5.85), one has that [T'u(x)| < sup.ep(y, kuw)[t(2, 2)|. The relations
(5.86) and (5.87) allow us to obtain the result. OJ

In order to prove the next lemma, we introduce the adjoint T* of T with respect to the Lebesgue
measure. This operator is defined on LP(T) (1 < p < o) and is such that, for every v € LP(T) and
every v € LY (T), with 1/p+1/p’ = 1, one has

/vT*udx:/uTde. (5.93)
T T

From the definition (5.71) of T, one concludes that

by
Tu() :/ (wo f; (@) [1+ w(ho f; ) (@)b] B f; (@) 7(B)db. (5.94)

Therefore, when u > 0, one has
T u(z) > e 9@ /(u o fy ) (x) 7(b)db. (5.95)

For z € R, let us define the chain Y = (Y,? : n € Ny) by Y§ := z and

n

Y, = fgi(YnZA) =Y - w—we(Y,1)B, + O(w?). (5.96)

n

Lemma 30. Let K > 0. There exist Ko > Ky > 0 such that, for every n € N, for everyy € T, and

for every u € L}B(y,Kw)(T), one has

supp(T™u), supp(Sy,nu) C [y — Kown,y — Klwn] . (5.97)

Morover, for every R > 0 large enough, there exists K' > 0 such that, for every n € N satisfying

wn < 1, for every y € T, and for every u € L}g(y’w)(’ﬂ‘; Ry), one has

/ Tru(z)dz > K |lul: . (5.98)
B(y—nw,Ry/w)
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Proof. Let us first show (5.97). Let us consider the case of T"u ; the case of Sy ,u is strictly analogous.

From the definition (5.71), one sees that
supp(T™u) © [y — Kuw/2), f;"(y + Kuw/2)]
This implies the result, since, by the definition (5.31) of f,, one has, for every x € T and every
be [b—7 b-‘r]a
(1+b)w—0w?) < z—f'(z) < (1+by)w+0O0(w?).

Let us then show (5.98). Let u € L}B(yywz)(T;RJr), let R > 0, and let n € N be such that nw < 1. From
the definition (5.93) of the adjoint 7™, one has

T"u(z)dz = / Tty (2) u(2)d.
/B(y—nw,Rﬂ) Byw) (e )

It is therefore enough to show that, for every z € B(y,w), one has T*"X g, _pw ryw)(2) Z 1, if R is

large enough. But, since wn < 1, (5.95) implies that

T*nXB(y—nw,R\/a) (Z) Z E((XB(y—nw,R\/E) o fE_Bj 0---0 fgll)(z))
S P(YE (g nw)| > RVD),

(5.99)

where Y is defined in (5.96). Therefore, since |z — y| = O(w) and since w?n = O(w), one obtains, from

the definition (5.96) of Y, and from Azuma’s inequality (5.11), that

CR2

PV — (y — nw)| > Ryvw) = P(]wzgzs(yg,l) + O(w)‘ > Ryw) < 2¢7 %0 (5.100)
k=1
The proof is finished by taking R large enough, and inserting (5.100) in (5.99). O

2. Proof of Proposition 16. Let n > 9 be such that nw? < 1. Let us make three observations.
First, by (5.72), it is enough to show the proposition with E,(e® 2k=1"(Xs-1)Bx 4(X,)) replaced by
T™u(x) in (5.70a) and (5.70b).

Second, it is enough to prove the proposition for functions in LlB(y’wQ)(T; R,) for every y € T.
So, throughout the proof, one assumes that y € T is given, and the symbol v denotes a function in
Lg(vaz)(’I[‘;RJr).

Third, it is enough to show (5.70b) for some n’ satisfying w?n’ < 1/2. Indeed, let us now assume
that (5.70b) is shown for this n’, and let n be such that 1/2 < w?n < 1. From the definition (5.71),
one sees that, if u; > us, one has Tuy > Tus. So, one writes n = n/ +n’” and, for every u € L*(T, R, ),
one gets T"u(z) = T T™ u > ||lul[yT™"1 ~ |Ju||1, where the fact that 771 ~ 1 directly follows from
the definition (5.71) of T', Azuma’s bound (5.9), and the hypothesis w?n < 1.

The proof is now divided into three steps, but the core is entirely contained in the first one.

Step 1 : approximating 7™ by S, ,, : One here shows the bounds (5.70a) and (5.70b) under two

particular assumptions :
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1. One supposes that |y|r > €1, for some ¢; > 0. The constants introduced below may depend on
€1.
2. Only for (5.70b), one assumes that n is such that eo < n < 2es and that |z + nw — y|r < 10ey for

some €2 > 0 small enough.

By the definition (5.75a) of S, ,,, one can write

8 n—1
T = Sy’nv + ZTn_kRyfkay,kflv + ZTyl_kRyfkay,kfl’U
k=1 k=9 (5.101)

= Sy,nv + Ql + Q2 .
Let us bound [|@1]|co- Let k£ € N be such that 1 < k < 8. By (5.97), one has

sUpp(Ry—kwSy.k—1v) C B(y,Cw). (5.102)

Remembering that ||T||cc—eo = 1, one uses (5.83) and (5.84) to obtain that

8 8
1@1llse < D TRy kwSyk-10lloc S w "> | Ry—kwSyr-1vl1
k=1 k=1 (5.103)

]~

S DSy kvl < vl

e
I
o

where, for the last inequality, one has used the fact that ||T}| 11 = 1 for every y € T.
Let us bound ||Q2|loo- By Lemma 28 and estimates (5.78b) and (5.78a) in Lemma 27, one has, for

8§<k<w?

1 w 1 w
n—k 2
[T" 7" Ry—kwSyk-1vlloo < [[Ry—kwSyp-1v[lec S w {w\/E + w2k + wvk + w3k3/2} ol

Therefore, since w?n < 1 by hypothesis, one gets

1Q2lls < (wvn+wlogn+C)llvlly < [Jv]l1- (5.104)
So, from (5.101), (5.103) and (5.104), one has
[T = Synvflee < Clol,

where the constant C' is independent of e5. Therefore, in the particular case considered, (5.70a) follows
from (5.78a) with [ = 0, and (5.70b) follows from (5.79), if €5 has been chosen small enough.

Step 2 : proof of (5.70a) : By Step 1, (5.70a) is known to hold when |y|r > €1, and one may now
assume that |y|r < 1. Moreover, one has still the freedom to take €; as small as we want. One now uses
the hypothesis nw > k. Let m € N be such that mw = €, for some ¢ €]0,¢/2]. If €; is small enough, it
follows from (5.97) that one can chose € such that supp(7T™u) N B(0,€1) = (). But the particular case

considered in Step 1 implies that (5.70a) is valid for any function in L} B0 E1)(11“), and thus one has

™™
Tn’l)(l') _ Tn_meU(QE) < || ’l)||1 < Hv”l

~owvn—m ™ wyn’
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O(w)

where the last inequality follows from the fact that ||T']|1—1 < e”*)] as can be seen from the definition

(5.71).

Step 3 : proof of (5.70b) : One first will establish (5.70b) for n such that n = |eaw™2], and for
x such that |x + nw — y|r < 10e2. By Step 1, it is now enough to consider the case |y|T < €;. Let now
m = |2w™'], and let R > 0. If R is taken large enough, it follows from (5.98), and from the particular
case of (5.70b) already established in Step 1, that

T0(@) = 1" " (Xt iy T"0)(@) 2 [ Tz 2 ol
B(y—mw,Rv/w)

One finally needs to get rid of the assumption |z + nw — y|1 < 10e3. One uses a classical technique
[13]. One shows (5.70b) for n = kq, with k > 1/18¢2, and ¢ such that ¢ = [eaw™2]. One already knows
that

T Z XB(yqu,IOez)”rU”l- (5105)

But one now will show that, for every z € T, and for every s € [es, 1], one has

TqXB(z,s) Z €2 X B(z—qw,s+9¢2)+ (5106)
This will imply the result :

Ty = qu’l} 2 T(kil)qXB(y—quOEz) ||U||1

k— k—
2 o 2 T X By—kgw (10+9(—1))e) [Vl 2 €5 o]l -

Let us thus show (5.106). Let z € T and s € [e2, 1]. Let us write T%u(z) = [ t4(z, 2" )u(z")dz" for any
u € L(T). Relation (5.105) implies in fact that t4(2, -) 2 XB(atqw,10e,) () (Which may be formally
checked by taking u(z) = d(y — x)). Therefore

TqXB(z,s)('T) Z /XB(w-l—qw,lOez)(Z/)'XB(z,s)(Z/)dZ/

Vv

€2 XB(z,s+9<-:2)((E + qw) = €2 XB(z—qw,s-H)eQ) (iC) .

This finishes the proof. [J

3. Proof of Lemma 27. Let us start with some conventions and definitions. First, for k € No, y € T

we define :
Y=y —kw,  ag = o(yk), k= h(yk) -

Next, for € > 0 and ng € N, one defines

H(e,ng) == {(y,n) € TxN: |ylr > €e,n > ng, w'n > e} .
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The operators Ty, (k € N) are diagonal in Fourier space : for every £ € Z, one has

—

(Tyu) (&) = ™A (wé) - a() (5.107)
where g is a function on R defined by

)\k<2) ::/ei27rzw_1(q97w+<1>(yk,b))(1+w7kb)7(b)db

(5.108)
= / e/ 2m2lekb 00D (1 4y, b)7(b)db.
Let y € T, let u € LlB(y w2)(T9 Ry), and let v € L}3(0 wz)(T;R+) be such that
v(z) = ulz +y). (5.109)
One writes
Symu(x) = Ty, -+ Tyv(w—y) = Y _ e ETvIA (£)i(E). (5.110)
£EZ
where A, is a function on R defined by
A(©) = [[Mi(€w) (n>1). (5.111)

j=1
But, if (y,n) € H(e, 8) for some € > 0, the right hand side of (5.110) represents actually a C2-function.

This follows directly from (5.116) with = 0 in Lemma 31 below, and the fact that |9(£)| < ||v|]1 for
every & € Z.

Lemma 31. Let € > 0. There exist K, K', ¢’ > 0 such that, for every (y,n) € H(e, 1), and for every

€ R satisfying |Ew| < €, one has
3 ying

e K <N ()] < e Kt (5.112)
AL(O)] < Knw?(1+ [¢l)e K", (5.113)
IA()] < Knw?(1 4+ nw? + nw?¢?)e K’ (5.114)
|arg(An(€))] < Knw? (€] + w|é]?). (5.115)

For every € > 0, there exist K, K' > 0 such that, for every (y,n) € H(e, 1), and for every & € Z
satisfying |Ew| > €, one has

K(wn)!

!
|0cAn(§)] < W?

1=0,1,2. (5.116)

Proof. The constants introduced in this proof may depend on e. For the whole proof, one sets z =

&w. Before starting, let us make two observations. First, one has |ag| < 1 and |y < 1 for every
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k € Ny. Secondly, for every (y,n) € H(e, 1), there exists an integer m > n/2 independent of y, and a

subsequence
k) = (kj1<j<m} C {12 .n} (5.117)

such that |ag,| 2 1.
Let us first prove the formulas (5.112) up to (5.115). One takes (y,n) € H(e,1). A Taylor expansion
in (5.108), taking into account that [ 7(b)db =1 and [ br(b)db = E(B) = 0, gives

(2m)?

Ae(2) = 14+i0(wlz]) — 202E(B?) + O(wz?) + i0(|z®) + 0(z%),

as z — 0. Therefore, one has

(QW)

Mi(2)| = o7 5 OREE) + 0GR (5.118)

larg(Ae(2))| = O(|z|w +[2[*), (5.119)
as z — 0. Similarly, a Taylor expansion in (5.108) gives

10 2(2)] = O(w +|2]), (5.120)
2X(2)] = 0(1), (5.121)

as z — 0.
First, by (5.118) with z = éw, and by the definition (5.111) of A,,, one obtains
1 2 2
[An(§)] = exp **(fw (B7) Zak +0(n(éw)*(|€w] +w)) | as &w — 0.
k=1
This shows (5.112), taking into account the two observations at the beginning of this proof. Next, with

z = &w, one has

deAn(€) = wZa A(2) T Mtz (5.122)
12;3'11
O2AL(E) = wZ‘znj(ajAj(z) I1 M) +a02) Y aanz) [ M ) (5.123)
a w5 T ik

One then obtains (5.113) and (5.114), by using these last formulas together with (5.120), (5.121), and
the fact that [Ax(z)| < 1 for every k € N and every z € R, which follows from the definition (5.108).
Finally, (5.115) directly follows from (5.119).

Let us now show (5.116). Let ¢’ > 0, and let (y,n) € H(e, 1). The constants introduced below may
depend on €¢'. One proceeds in two steps.

First, one shows (5.116) for |z| = |Sw]| € [¢/,1/€'[. Tt is actually enough to show that
Ae(2) <1—e (5.124)
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for some €; > 0 and for every k € {k;}, with {k;} as defined in (5.117). Indeed, from the definition
(5.108), one has |Ax(2)| < 1 and |0'\,(2)] < 1 for [ = 1,2, for every k € N and every z € R. So,
inserting (5.124) in (5.111), (5.122) or (5.123), respectively for [ = 0,1 =1 or I = 2, will imply

0:An(E)] S (wn)'(1—e)72,

which is equivalent to (5.116) when €’ < |fw| < 1/€'.
So let us show (5.124). By continuity of 7, one finds an interval J on which 7 > e for some €5 > 0.
One has

[t oy unbr(tas = [ e=rrean+ ofw).
J J

and, for some €3 > 0,
\/eizakbf(b)dm < (1—63)/T(b)db.
J J

Therefore

Me(2)] < (1 - e3>/

T(b)db + / T(b)db+ O(w) =1 — €3 / T(b)db + O(w) < 1 — eze3Leb(J) + O(w) .
7 .

J
One thus may take e; = LezezLeb(J).

Next, one shows (5.116) for |z| = [§w| > 1/€'. Here, it is enough to show that, for some C > 0, one
has

LA (2)] < Ozl (5.125)

for 1 =0,1,2, and for every k € {k;}. Indeed, if ¢ has been taken small enough, one finds some C’ > 0
such that C/|z| < 1/(1+C’|z|), when |z| > 1/€ . So, inserting now (5.125) in (5.111), (5.122) or (5.123),
respectively for [ =0, ] =1 or [ = 2, one will obtain (5.116) for |{w| > 1/¢'.

So let us show (5.125). It follows from (5.108) that 9. \.(z) can be written under the form 9 \;,(z) =
[ e#®) p;(b)db. An integration by parts gives

1 eiz#(b)p(b)

[ —

T S (b)
1 izu(b) g (_P
b 2 /b_ ¢ ab(z’é)b,u(b))db'

Here, one has p; € CY([b_,by]), since 7 € C'([b_,b.]), and |8 p(b)| < 1 for j = 0, 1. Moreover, one
checks form the definition (5.30) of ® that |9pu(b)| = 1 and |02 1(b)| < 1. This finishes the proof. OJ

One now let (y,n) € H(e, 8). The constants introduced below depend on y only through €. Proof of
(5.78a).
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By (5.110), (5.112) and (5.116) (with [ = 0), there exists ¢ > 0 such that,

10, Synu(z)] < (2m)* Y 1€/ 1AL E)] Ilully

£EL
Sl Y leeenen Ly, 3 KL
&:lew|<e’ &:|ew|>e’ (1 +C|£w|)2
||U||1/C><> 1~ Cny? ||UH1/oo y'dy
S e M dy + .
~owt fy Y YTt ), (1+Cy)%
[[ullx
=: 'wl+1 (I]_ +12)
But one has I; <n=(+1/2 and
1 o dy 1 ’
I, < — - < _ < ~—Cle )n. )
el / I+Cy3L = CFE - 1)1+0e)F 11 ~° (5.126)

This finishes the proof. O
Proof (5.78b). We will only consider the case k = 2; the case k = 1 can be handled similarly, and

turns out to be easier. To simplify the notations, one writes
A = sin’ w(x +nw —y) - 028, Lu(z).

We recall that the function v defined in (5.109) satisfies v(z) = u(z +y). One has sin® z = 1(2 — ¢'2* —
e~%2%) and thus, by (5.110), one has

A 77T2{2 o ei27r(:1:+nw7y) o efi2ﬂ'($+nw7y)} Z€2ei27r§(a:+wn7y)An (5),[}(6)

€L

= 2 Y et Lo (£)0(6) — (6 1)*An(€ ~ D€~ 1) (5.127)

£€
— €+ 1) AnE+ i+ 1]

Since

p© o=l < [ o)l 1- el S wluls,

B(0,w?)

for every £ € Z, one has, for every ¢ > 0,

Al S Jlull D [2€280(6) = (6 = 1*An(€ = 1) = (§ + 1*An(€ + )| + (E0)*|An(€)]

3
S Tl Y- {€21280(6) = A = 1) = An(e + 1)

€L

Il JAn(€ = 1) = An(E+ 1] + (1+ E0)?)An(©)]} (5.128)

S Tl Y- {IANE©)] + Ig] - AL &) + (L + (€w)?)An(©)l}

€L
=l Y o)+ X o) =l B

&:|w|<¢’ &i|w[>¢’
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The numbers &;(§) and &>3(€) in (5.128) are obtained by a Taylor expansion and satisfy |£1(€) — &| < 2

and [£() — ¢ < 2.
If ¢ is taken small enough, then, by (5.112), (5.113) and (5.114), and because nw? < 1 by hypothesis,

one has
oo ) 1
L 5 / {1+ (Cwvn)® + (Gwy/n)*}e @V e < . (5.129)
0 wy/n
By (5.116), one gets as for (5.126),
wn)? + Ewn + 1 1 [~ ((yn)? +yn+1)dy 1 _om
1252(5 bt U 5*/ (lom) u) < —e v (5.130)
(14 Céw)? w Jo (14+Cy)> w

€lw>e’
Inserting (5.129) and (5.130) in (5.128) gives the result. O
Proof of (5.79). Let € > 0 be as small as we want. One takes x,y € T such that |z + nw — y|r < 10e.
The constants introduced below do not depend on e. We recall that the function v defined in (5.109)
satisfies v(z) = u(x + y). Starting from (5.110), one obtains
Symu(z) > Y 2TEEETIA (Op(E) = Y (A (5.131)
&:l€|<e=2/3 &:l€|>e2/3
On the one hand, mimicking the proof of (5.78a) with [ = 0, and taking the hypothesis nw? > €
into account, one finds, for some € > 0,
1 /e 2 1 [~ dy
A < —Cny d - S
e I Ty e s

P —-2/3 ’
&:lg|>e=2/3 v ‘

(5.132)

~

(o)
<L / e CPdy 4 L o=C(n < (=C"e
\/E e—1/6 \ﬁ

, one has used the hypothesis nw? > ¢, which implies n > ¢~ /3

where, to get rid of the term \}e_o/(é/)"

when w is small enough.
On the other hand, A,(—=¢§) = A% (&) by (5.111), 9(—¢&) = 0*(&) since w is real, and 9(0) = |lul/1
since u > 0. Therefore

Do A ©i(g)

&:l€|<e=2/3

= Jlulls +2 Y 1A 0(€)] cos arg [>T EHTIIAL (€)0(€)] -

1<g<em2/3

(5.133)

Since v € LlB(O w2)(T)v one has arg(9(€)) < [€Jw? for every € € Z. So, by (5.115) and the hypothesis

| + nw — y|r < 10¢, one obtains
‘ arg (e2i”5(”+”w_y)An(§)ﬁ(§))’ < e < el/3 (5.134)
when 1 < € < ¢ 2/3, Bug, if 1 < ¢ < ¢ 2/3, one has

) 1
@) 2 [e@ar— [ @l a2 (- el 2 gl (5135)
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and, by (5.112), one has |A,(§)| > e~ Onw?e® > =0 gince nw? > e. Therefore, using this last

estimate, (5.134) and (5.135) in (5.133) gives

R e e WS SR SRS T

&:lg|<e=2/3 |€]<e=2/3

if € is small enough.

Therefore, inserting (5.132) and (5.136) in (5.131), one gets

Synu(r) 2 HU”l(Cl Z e~ C'ee? _026—0”5*1/?’)7
[€]<e—2/3

and this tends to co as € — 0. O
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6 — Proof of Theorem 1

Let n € Ny, let w > 0, and let S,, = S, (w) be defined by (4.11), where w is related to the original
variable w by (5.3).1 Definition (4.11) depends on the value of two vectors, u and v. In the sequel, if
they are given by (4.12), one still will denote S,, as S, but, if they are given by (4.13), S, will be
written S!,. The proof of Theorem 1 is then organized as follows. In Section 6.1, practical bounds on
S, and S), are obtained. Let then wg > 0. One shows in Section 6.2 that the bounds (4.14) and (4.16)
are valid for any w > wg, with constants depending on wg. The next sections are concerned with the
case w < wyp, where wy is taken small enough in order to make valid all the result of Chapter 5 : both
bounds (4.14) and (4.15) on S,, are shown in Section 6.3, the lower bound (4.17) on S}, is shown in

Section 6.4, and finally the upper bound (4.16) on S/, is shown in Section 6.5.

6.1 First bounds on S, and S,

The goal of this section is to derive the bounds (6.1) and (6.2) bellow. To this end, it still proves
useful to exceptionally use the old variables w and M, instead of w and B, related to each other by
(5.2) and (5.3). Let us first consider the case where the vectors u and v appearing in the definition of
Sy are given by (4.12). In that case, one obtains

()| Qu(@) v(@)[* = (Da(e" +€%) = Dyorfe! +€2) +w XMy My Dy 1 (e2))’
WA (M, D,y 1 (e" + €2) + My (Dy(€?) — Dyy_1(e)))?
= (Dn(e' +€*) — Dp_1(e' + 62))2 +wINMEM2D2_(e2)

+2w2)\2M1MnDn_1(62)(Dn(el +e*) —Dy_1(et + 62))

+w?\2 (M,%Di_l(el +e?) + M3(D,(e*) — Dn_1(62))2>

+2w* N2 M M, D, (e* + 62) (Dn(eQ) — Dn_l(ez)).

Remembering then that Dy (e! + €?) = Di(e!) + Di(e?) for every k € N, and using the identity (4.6),

one realizes that the sum of the two lines starting by a factor 2, is just equal to 2w2A2M; M,,. Therefore,

1. So we slightly abuse notations, since S, (w) actually means Sy o f(w). Here f(w) = ww/+/E(M1), where My is
defined at the beginning of Section 4.1 §2.
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since the masses are bounded from below by some constant m_ > 0, and since A ~ 1, it follows from

definition (4.11) that

1
S~ 5 (6.1)
14+ w™2(Dy(e 4+ €2) — Dy_q(e' +€2))” + D2_;(e' + €?)
+(Dn(€?) = Dy_i(e2))” + w?D2_ (¢?)
Next, when u and v are given by (4.13), one has
(@) Qu(w) o) = (Du(e') +w? XMy M, Dy_1(e'))® +w? X (M Dy (€%) — My D1 (e'))?

= D2(e")+wNMEM2D2 | (e?) + 2w M M, D, (e")D,,_1(e?)

n—"n—1

+w? NEMED? (e?) + w? N2 M2D?_ (e') — 2w N2 My M, D,,(e*)D,,_1(e").

n—1
Again, the sum of the two terms starting with a factor 2 just equals 2w2A2M; M,,, so that

1
S~ .
" 1+w 2D2(e!) + D?_,(e') + D2(e2) + w2D,,_1(e?)

n—1

(6.2)

6.2 High frequencies

In this section, we prove Theorem 1 with the extra requirement that w > wyg, for constants depending
on wy. Before starting, let us make the following observation : from the definition (4.1), one sees that

D,,(e?) does not actually depend on By, and that
—D,(¢*;B1,...,B,) = D,_i(e';Bs,...,B,). (6.3)

First of all, starting from Definition (4.8), one establishes inductively that, independently of the

realization of the process B, [£5°| > m(1+b_)w?—3 > 2 for every k € Ny if 7%(1+b_)w? > 5. Therefore
Dp(e') > ((14bo)w? —3)” > wn (6.4)

for some ¢ > 0. But, from (6.1), it follows that S,, < D, ?(e?), whereas (6.2) implies that S/, < D, 2, (e!).
Because of (6.3), Theorem 1 is thus already shown when the constraint 72(1 + b_)w? > 5 is satisfied.

It remains thus to show that

E(Sn), E(S,) < e (6.5)

for every w such that w > wg and that 72(1 + b_)w? < 5, and for constants which depend on wy. Let
us start with S,,. It follows from (6.1), where one keeps only the two last terms in the denominator,

from (6.3), and then from (5.16) and (5.17) as far as the second inequality below is concerned, that

E(Sner) S E(14 (Dale!) — Dua(e)’ +w? D3y ()

A

E (1 + ((sin,, — cos0,)* + w? cos® b,,) ti) B

< E(Q+82)7h
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But, for ¢ > 0 small enough, Proposition 13 implies that there exists some ¢’ > 0 such that
E; S e ™ LP(t2 <e™) < e
1412 "
This shows thus (6.5). Let us now treat S’. This time, it follows from (6.2), in which one drops out the
two last terms, and then from (5.16) and (5.17), that

1 <E 1 <E1

E (5;1) S E 2 ~ 2 ~
L+ w=2D7(e') + Dy _y(e') 1+ (w2sin?6,, + cos?6,) 12 1+12

and the proof is finished in the same way.

6.3 Bounds on 9,

One here establishes the bounds (4.14) and (4.15) relative to S,, and, by the previous section, one
may suppose that w €]0,wp]. Proposition 14 applied with z = a := 1/2 + O(w) gives the estimate
D, (e* +€?) ~ T2 sint X2, whereas Corollary 4 claims that D,,(€?) ~ w1 T? sin 7 X?. Inserting these
bounds in (6.1), and noticing from definition (5.39) that TZ_; = T e®() for every x € T and every
realization of the process B, one obtains

1
1+ (F?L)Q (w’z(sin 7X® — %) sinrX¢

n—1

Sy~

)? + sin? wxg)
+ (F%)2 (wiQ(sin X4 — eO(W) gin WX,“L_I)Q + sin ng)

Let then z € T. Since X} — X

n—1

~ w by (5.32) and (5.31), one has

sinTX® — %W sinrX? | = ¢(w)cosmXZ_ | 4+ O(w) sinTXT (6.6)

n—1
where actually ¢(w) = ¢(w, XZ_,, By,) is such that ¢(w)/w ~ 1. Therefore

oy . 2, .
w 2(811171'X$—eo(“’) sinmX¥ )" +sin® nXE ~ 1,

and thus
1 1 1

<Sn 5 < .
G S e T

Proposition 15 guaranties that E(1/T9) < e~ for some ¢ > 0, and therefore E(S,) < e~enw’,

(6.7)

which shows the result (4.14). Next, let us suppose that nw? < 1. Applying Jensen’s inequality in (6.7)
yields

Sy > ! .
1+E(Te)” +E(TY)

It follows from its definition (5.39) that, for every = € T, (Ffb)Q = eWMngO(w’n) — quMugO() where
(Mpy)n>1 is a martingale of bounded increments. So Azuma’s bound (5.9) implies thus that E(Fi)2 <L

One concludes that E(S,(w)) > 1 as long as w?n < 1, which implies the result (4.15).
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6.4 Lower bound on 5/

In [10] p. 1710, Casher and Lebowitz derive the lower bound E(J,) > (Ty — T,)n~%/2, which is
roughly speaking equivalent to our lower bound (4.17) on S/,. However, their argument is erroneous.

Indeed, it is based on the following estimate on D,,(e1) (K7, in their notation) :

E(Dy(e1)?) ~ O a5 w 0. (6.8)

This bound is obtained by computing the eigenvalues of a 4 x 4 matrix F, defined in [10] p. 1710.
But this estimate cannot hold. Indeed, we know for example, from Corollary 4 of Proposition 16, that
E(Din) ~ w~2 when w?n ~ 1. Although the computation of the eigenvalues of F' is correct, the authors
do not take into account the fact that a w-dependent change of variables is needed to obtain a correct
estimate on E(Dy,(e1)?).

In order to establish the result (4.17), let us start by a lemma. Let (L,,) and (X,) be the processes

defined in Lemma 25.

Lemma 32. For every a > 0, there exists C(a) > 0, such that, for every a > 0, and every n € N

satisfying w?n < 1, one has

P(|K,| > a), P(|Ln| > a) < C(a)w®. (6.9)

Proof. Let n € Ny be such that w?n < 1. Let the o—algebra JF,, be defined by F,, := o(By, ..., B,).
Let (Mj,) be the process defined in Lemma 25, and let (Ay)k>0 be such that

Ay = Mt Lt 0(w?k) (6.10)

for every k € N, and that M, is Fi-measurable for every k € Ny. From the expressions (5.50) and
(5.51), both K,, and L,, are of the form

R, = w2ZAj—1‘/j—1ij
j=1
where V; is F;-measurable for every j € Ny, and satisfies |V;| < 1 for every j € N.
Let a > 0. One writes
P(R, >a) = P(w?’/QZwl/zAlelej > a, max w1/2Aj,1 < 1)

X 1<j<n
Jj=1

+P w3/2‘z:1w1/2Aj71‘/jlej > a, 1réljagxnw1/2Aj4 > 1) .
i=
Let us now define a process (Ak)kzo by setting Ay 1= Ay, -X[O’l](wl/QAk) for every k € N. One has

P(R, > a) < P(w¥2Y w24, 1V, 1B; 2 a) + > Pw!/24; 4 > 1). (6.11)

J=1 Jj=1
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First, by Azuma’s inequality (5.11), and since w?n < 1, one has

2 1

n
P(’LUg/QZwl/QAj—l‘/j—lBj 2a> < 2€—ca2/w3n < g caTw ’ (612)

j=1
for some constant ¢ > 0. Next, if k& € Ny, it follows from (5.49) and (5.52) that both processes (M},) and

(L) are martingales, with increments uniformly bounded by O(w). Therefore, starting from Definition

(6.10), and applying again Azuma’s inequality, one gets, for j € Ny,

P(’wl/gAj,1 > 1)

P(Mj_1+4 Lj—1 + O(w?n) > 27" log(1/w))
clog®(1/w)
exp (= B

(G —Dw?

A

< exp (— c'log*(1/w))

for some ¢, ¢’ > 0. Therefore > 7, P(w'/24;.1 > 1) S w=2ec1e*(1/w) for some ¢ > 0. The proof is
finished by inserting this last bound, as well as (6.12), in (6.11). O
One now can prove (4.17). Let 1/2 < w?n < 1. Corollary 4 applied to (6.2) allows us to write that

g > { L@ sin4X;f)2 . (rz_lsin2xg_1)2 (T sin2xg)2
w w w

—1
+(TY_, sinXg_l)Z} . (6.13)

Let us take some R,c > 1. The constants introduced below may depend on R and c. Let us observe
that, by (5.32) and (5.31), one has | X,_i|r < w provided |X,|r < w?, and that, from the definition
(5.39), one has I',_; € [0,2R] when T',, € [0, R]. It follows therefore from (6.13) that

E(S,) 2 P(IXJ|r <w? T? <R, |XSr < cw, I'% < ¢R). (6.14)
We now uses Lemma 25. First, by (5.47), one has
XBew) (X0) = X0.8M)  XB0,1)(Ln) - X002 (X)), (6.15)
provided c is large enough. Secondly, by (5.48), one has
X10,c8](T%) > XB0.1)(Kn) - Xj0,1(T5) (6.16)
again, provided c is large enough. Using then (6.15) and (6.16) in (6.14), one obtains

E(S,) 2 P(XJlr <w? T <R, M <R, |L,| <1, |K,| <1)
> P(IX)|r < w?, [Ln| <1, [Kn| 1)
—P(|X?|r <w? T? > R) — P(|XY|7r < w?, M > R)
> P(|X)|r < w?) = P(|Ln| > 1) = P(|K,| > 1)

— P(I X%t <w? T? > R) — P(|XY|r < w?, M > R).
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Applying then Markov’s inequality to the two last terms, one gets

E(S) 2 P(IX)|r < w?) = P(|La| > 1) = P(|Ku| > 1)
1

1
=E | XB0.w2) (X)) 'Fi] - 7E[XB(o,w2)(Xff)'eM" :

R

Proposition 16 and Lemma 32 allow then to conclude that E(S!) > w? if R is chosen large enough.

This finishes the proof.

6.5 Upper bound on 5/

Let us finally show (4.16). By the results of Section 6.2, one may assume that w €]0, wo]. Dropping

out the three last terms in the denominator of (6.2) and applying Corollary 4, one finds that

1
1 +w4r2”

1
8 < —— < M1

. 9 . o
" S TTw Dl ~ sinmX, ) with h(r) =

(6.17)

Let us still distinguish two cases. Let ¢ > 0, and let first w €]0,¢/n]. It directly follows from
Definition (5.39) that I'V ~ 1 in this case. Moreover, if ¢ has been taken small enough, one concludes
from (5.32) and (5.31) that
(6.18)

~ —

N |

1
wn<Xn<§wn§

But, from (6.17), the bound S/ < w? is satisfied if w? < sin® 7X?. But this is obvious by (6.18), and
the result (4.16) is thus shown in this case.

Let us next suppose that w € [¢/n,wg[. Let m := min{n, |[w=2]}. One writes
E(S)) = / / E(jn(w)|X)_,, =2, T0_ =a)P(X)_, €ds, T)_, €da). (6.19)
RJT

To simplify notations, set E(-|x,a) := E(-|XY_, =, T? ~=a). Ifz € T and a € R are given, it
follows from (6.17) that

E(S,|z,a) < Eh(aly, sinwXy), (6.20)

since, by the definition (5.39), one may write I') = [T}, g(X” |, B)) =T _, [} _ms1 9(X 1, B),
for some function g. Because h(r) < 1 and h(r) < wir=2 for every r € R, one has, for every event A,

the bound

h(aT% sinmX%) < 14 + 1gc-w?- (aT% sinwrX%) 2. (6.21)
So, taking 14 = x[o,1](w ™ *a? sin? X2 ), and using (6.21) in (6.20) one obtains

E(S)|z,a) < E{X[O,l] (wta?sin® mX2) + Xj1,00((wa® sin® 7 X5) - w - (a T, sinﬂXﬁl)*Q} .
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Therefore, Proposition 16 implies

1
E(S)|z,a) < m/{x[o,n(uf‘lasin2 my) + X]17oo[(w74asin27ry) wha™? Sin_27ry}dy

1/2 dy
Wf/ 1+ w*4a251n Ty S wf/l/g 1 4+ (w2ay)?
2. —1 +o0o
< wa dz < a

wym J_oo 1422~ /m ’

where one has used the change of variables z = w™2ay to get the third line. One now inserts this last

<

bound in (6.19). Applying Proposition 15, one gets

//—aflPXﬂ €dz, T?_, €da)

= —E(I/Fn m) S emow?(n=m) hS max{w

N

E(S;)

N

oo

which is the claim.

127






Notations

Ensembles numériques

On note N ={0,1,2,...}. Si K est un des ensembles N, Z, Q, R ou C, alors on pose Ky = K — {0}.
On note Ry = [0, 400 et Ryt =]0,4+00[. De méme, on définit R_ = R — Ry et Roo = R —Ry. On
note R = RU {#o00}, et C = CU {oo}, olt co désigne le point & I'infini du plan complexe. On désigne

par i = v/—1 l'unité imaginaire. Le complexe conjugué d’un nombre z = x 4 iy € C s’écrit z* = = —iy.

Vecteurs

Soit n € Ny. On numérote par un indice supérieur les éléments d’une base de C". En particulier, on
désigne par (e¥ )i<k<n la base canonique de C” sur le corps C. On numérote par un indice inférieur les
composantes d’un vecteur par rapport & la base canonique. Ainsi, siz € C", on az = z1e! +- - -+ x,e".
On note z* = xfel+- - -+z%e™. Soit aussi y € C". On note (x|y) = x1y1+. .. TnYn. Le produit hermitien

de z et y s’écrit donc (z*|y).

Mesure
1. On désigne par my, la mesure de Lebesgue, et par P une mesure de probabilité.
2. Si (X,P) est un espace de probabilité et si u : X — R, on note E(u) = [y u dP.

3. Soit p une mesure positive sur un espace X. Si 1 < p < 0o, LP(X, i), ou tout simplement LP(X),
désigne ’ensemble des applications u, p-mesurable sur X, et telles que uP est sommable. On note

ullp = (fx [u[P du)'/?. Si p est de probabilité, on peut donc aussi écrire ||ull, = EY/?(|ulP).

4. Soit p une mesure positive sur un espace X. L’espace L>°(X, 1), ou simplement L>°(X), désigne
I’ensemble des applications essentiellement bornées sur X. Le supremum essentiel d’une applica-

tion u € L™ (X, i) se note |1 oo-

5. Soit 1 < p,q < o0. Soit A un opérateur continu de LP(X, 1) dans L(Y,r). On note

[Allp—q = sup{[[Aully : u € LP(X) : [Jull, <1}

Fonctions continues et dérivables
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Soit un intervalle fermé [a,b] C R. On désigne par C([a,b]) 'ensemble des fonctions continues sur
[a,b]. Pour k € Ny, C*([a,b]) désigne I’'ensemble des fonctions continues sur [a, b], k fois contintiment
différentiables sur ]a, b, et telles que les dérivées jusqu’a l'ordre k soient uniformément bornées sur |a, b|.
La dérivée d’une fonction u par rapport a une variable x se note généralement d,u ou simplement du ;

si la variable est le temps ¢, on utilise encore du/dt ou .

Périodicité
Si z € R, on a l'unique décomposition = = |z] + T, ou |z] € Z, et T € [0,1]. On pose T = R/Z.
Pour x € R, on définit

|z[r = inf{|z — p| : p € Z}

On identifie les fonctions 1-périodiques sur R aux fonctions sur T. De méme, une fonction g : R — R

de la forme g(z) = « + u(x), ou u est 1-périodique, s’identifie & une fonction de T dans lui-méme.

Espace de Fourier

Pour ¢ € Z, le coefficient de Fourier %(£) d'une fonction u € L(T,my,) se définit par la relation

u(é) :/Tu(ac)e_%”&’“'dx.

La série de Fourier de u s’écrit, au moins formellement, comme
_ ~ 2iméx
u(x) = E u(€)e .
ez

Pour w € R, la transformée de Fourier @(w) d’une fonction u € L' (R, my,) se définit par la relation

~

1 —iwx
u(w) = E/Ru(x)e dz.

L’intégrale de Fourier de u s’écrit, au moins formellement, comme
u(z) = L / i(w)e™?® dw
V2T Jr

Constantes

Voici quelques symboles dont nous nous servirons pour alléger certains passages. Les lettres C,
C’, Cq, etc., sont utilisées pour désigner des constantes, desquelles la valeur peut varier d’un endroit
a lautre. Si C dépend de certains parametres qui apparaissent dans 1’énoncé, nous le spécifierons
généralement. On écrit encore a < b ou b 2 a pour a < Cb. La notation a ~ b signifie que a < b et

b <a.
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