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@ Le dictionnaire ordres-jauges

@ Ordres et jauges sous involution



Corps F.

Valuation discréte |-| sur F.

Pour exposé, supposons charm =0.

A algebre semi-simple A=Ay x---x A, sur F

(A; = My, (D;) simple
avec D; algebre & division sur F')

Cadre et notations



|- |-jauges discretes : définition

© | - | est une |-|-valuation d’espace vectoriel
o |a] =0 = z=0
* |z +yl <max{|z],[y[}

* |zal = [z|lal, pour o€ F.
® || est sous-multiplicative
* lzyl < lzllyl-
[ =1.
® || est sans défaut par rapport a || :

[gr(A):gr(F)]=[A:F].

@ La gr (F)-algebre graduée gr (A) est graduée semisimple.



(’)|.|—0rdres héréditaires : définition

A c A est un O], -ordre héréditaire si
® A est un sous—OH—rnodule7
® A est un sous-anneau (avec la méme unité),
® A est de type fini sur O).| et engendre A sur F,

® (Hér.) tout idéal (gauche/droite) de A est un A-module projectif.

\
=



Résultats partiels

Théoreme (Dictionnaire ordres-jauges 1)
{O.-ordres héréditaires de A} = { Anneaux des |-|-jauges sur A}

°* Oy est O,.[-ordre héréditaire
rad Oy =my..
® Pour tout O).|-ordre héréditaire A ,
A=0y

pour une certaine |-|.



Non unicité de la jauge : un exemple

Soit g > 1 tel quel |F*|={g*|z€Z}. Soit 1 <k <g.

_ OH my S s Yeg s
A= (OI~ e My (F) O).|-ordre héréditaire.

_ Imai|  [maalk
= max -1
. [ma1 |k [maz|

Oy.y, = A pour tout 1 <k < g puisque |F*| = {g* |z € Z}.

Imaik™ <1 <= |mai| <k <= |ma| <1 gt kY 1k g



Les jauges sur mesure : définition
A algebre graduée simple sur un corps gradué F.

Théoréme de représentation (type Wedderburn) : A ~ EndpV.
Notation : Rp = {r e R| D, # 0}.

v(A) = [Ry:Rp 7(A) = |Ra:Rp|.
A=A x---x A; algebre graduée semisimple sur un corps gradué F.

v(A)=v(A) +---+v(A).
T(A) =7(A) +---+7(A).

Lemme
* 7(A)>v(A).
* |-l I-lz |- [-jauges sur A avec Oy, = Oy, =

v(ery.), (A)) = v(ery., (4)).

| -] est une |-|-jauge sur mesure si 7(gry.;(A4)) = v(gr|. (4))-



Le résultat

Théoreme (Dictionnaire ordres-jauges II)

(1) {O|.|-ord7"es héréditaires de A} = { Anneauz des |-|-jauges sur A}

1:1

(2] {O|A|-ordres héréditaires A de A} { |-|-jauges sur mesure p}

Si f:A—> B, alors Br(a) =ppoft.



Jauge sur mesure : un exemple

Soit g > 1 tel quel |F*| = {g*|z € Z}.

A= My(F).
A= (OI' my ) c My(F) O).-ordre héréditaire.
O. O

mi1 Mi2
ma21 M22

— max |m11| . |m12|\/§
Ji |m21|\/§ |m22|

|- H\/g est la |-|-jauge sur mesure associée & A.



Idée de la preuve

Se base sur: F. Bruhat & J. Tits (1984).

® Sur M,.(D) quand D admet une valuation discrete |- |
"normes d’opérateurs' « C’)|_‘|Z(D)—ordres héréditaires.
Correspondance "normes radiques" < (’)|.||Z(D)—ordres
héréditaires.

Idée preuve :

(1) Lorsque F' est complet et A simple centrale sur F,
jauges sur mesures = normes radiques.
Alors, comme dans ce cas : jauges = "normes d’opérateurs’,
Théoreme se déduit essentiellement de B.&T.

(2) Cas général : se ramener & (1) par extension des scalaires au
complété de F' et propriétés des jauges et ordres héréditaires.



Pourquoi s’intéresser aux involutions ?

Weil :
Algebres simples centrales et Algebres a involution

analogues naturels
(Lié aux groupes classiques)

Ezxemple : notion d’anisotropie : |/, (1)) anisotrope si r = 1.

! Suggeére l'intérét de voir comment les théorémes pour les algebres
simples centrales peuvent s’adapter aux algebres a involution.

Dans mon cas :
(’)‘,‘—m'd]'(‘s héréditaires ~» o-stable (9|,|—ordres héréditaires.
|- [-jauges ~ o-invariant |- |-jauges.

Adaptation marche (dictionnaire ordres-jauges) : en application des
|-|-jauges sur mesure.



Ce qu’on va adapter

Autre observation :
A simple centrale sur F’

Si Ao /:‘_‘ a division (anisotrope), alors unique O).-ordre
héréditaire dans A.

Si Aop jj‘.‘ isotrope : plusieurs ordres héréditaires dans A.

S’adapte aussi d laide des jauges, (et donc du dictionnaire
ordres-jauges).



Cadre et notations

B algebre simple sur F' o involution F-linéaire.

° g(o(x))=x
*o(z+y)=o(x)+o(y)

* o(xy) =o(y)o(z)

* g(xa) =o(x)a pour tout € F.

= F~F-1lgcZ(B,0)={xecZ(B)|o(x)=2x}.

(B,o) Algebre simple centrale a involution

si F={xeZ(B)|o(z)=x}.

(B, o) anisotrope o(x)r=0 = z=0.

Extension des scalaires : B ®F F|.| pas nec. simple

Ber Fl'\ simple <= || s’étend de maniére unique a Z(B).



Exemple A

Q avec valuation 5-adique |-|; :

52| - e”, p,q € Z ~ {0} non divisibles par 5.
qls
B = M>(Q).
myr mi2\ [ mi1 3ma o
o =|,-1 anisotrope car
Mol  Moa 37 mi2 Mmoo

2 2 _
mi; +3my; =0

M3y + 3 miy = 0
o(m)m=0<+= = m;; =0.

my1mi2 + 3maimaoz =0

-1
3 miimig + 3m21m22 =0



Exemple B
F = Q avec valuation 5-adique |- ;.
Q(V/3) avec (I'unique extension de) la valuation 5-adique |- |5 :

o+ /3y, = max {Jal; Iyl } r,yeQ (car [V3] =1).

z+V3y=x-V3y.

B=10,(0(V3))

mir maiz\ [ M1 dMa1 . . o
o =10 = involution anisotrope.
Ma1 M2z 5 M1z  Mag

(B,o) simple centrale & involution avec F' # Z(B).



Exemple C

Q avec valuation 5-adique |-|5.
D=(-1,3)g algébre de quaternions sur Q a division.

Pour 1,4, j, k base standard de D telle que
i%=-1, j2=3 et ij=k=—ji

o (oo +iaq + jag + kas) = ap +iag + jag — kag anisotrope.



Théoreme, Partie 1 : Dictionnaire ordres-jauges avec
involutions

Théoreme (Partie 1)

(B, o) algébre simple centrale & involution.

® La|-|-jauge sur mesure associée d un O|.|-ordre héréditaire stable sous

involution est invariante sous l'involution.

° CcsSQ1 :
{OH—ordres hér. stables de B} = {Ann. des |-|-jauges invar. de B}

° cSQ 2 : {O‘,l—ordres hér. stables} SEELEN { |-|-jauges inv. sur mesure}



Exemple I

Soit g > 1 tel quel |F*|={¢*|2€Z} weF tq|r|=gt. m=n0.

A= My(F).
o mi1r Miz| _ mi1 Tma21
Mol Ma2 mlimis maoo |
A= (g ﬂg) c My (F) O-ordre héréditaire et o(A) c A.
mi1 Mi2 |m11] |77112|91/3
( = max -1/3 OH‘H(l/:i =
ma1 M22 gl/3 |m21|g |m22| 9

=9

gl/3

W=

mais

{07

|59
gl/3 1o

(0 /T) = q‘% et
0 0 gl/3 ’



Exemple II

Soit g > 1 tel quel |F*|={g*|z€Z}. Soit 1 <k <g.
A= My(F).
o mi1 Mmi2 _ Mmoo 112

mo1 Ma2 mMo1 M1

A= (g 8) c My (F) O-ordre héréditaire et o(A) c A.

Imarlk™  |maol

mi1 Mi2 _ |m11| |m12|k
= max .
moq Mmoo b

Oy, = A pour tout 1 <k <g lo(m)], = [lm],-



Théoréme, Partie 2

Théoréme (Partie 2)

(Cas général dans ma these).
3 un O} -ordre héréditaire stable sous o. [Scharlau 1974].

Cond. Equiv. :
@ 1l existe une unique |-|-jauge ||| invariante sous o.

® Il existe un unique O‘ ) ‘—ordre héréditaire stable sous o.
®o® idFH est une involution anisotrope sur B ® p ﬁl'l'

@ Il existe un Oy.j-ordre héréditaire A stable sous o qui satisfait
pour tout x € A :

o(z)r erad A = z eradA.

Alors A =0y.



Exemple B
Q(V/3) avec valuation 5-adique |- |5. (r=571)
B =M (Q(V3))-

mi1 5Mmaor .
o (m11 m12) - ( mi mm) reste anisotrope sur Q.| (ﬁ)

717
mo1  Ma2 57 M2 Maa

A= (g 8) c My(F) unique O-ordre héreditaire invariant

PAS maximal.

~max ] Mk maelsyg
Imoail5/g [masals
V9

mi1 Mi2
m21 M2

unique |-|5-jauge invariante.

} . jauge sur mesure



Exemple C

Q avec valuation 5-adique |-|5.
D=(-1,3)g algébre de quaternions sur Q a division.

o (ag +iay + jag + kag) = ag + iy + jas — kag

reste anisotrope sur Q. .
5

QI'IS avec valuation 5-adique |- |5, complété de Q.

QH; 34 tqi%=-1.
Hao +i0[1 +j0[2 +ka3|\ = HOéo +ia1 +j(0[2 —’i()ég)“ =

- max |avo + z.a1|5 |z + Z.Oé3|5 '
|012 —2043|5 |040—Z(11|5

(4] = V3|5 = 1). unique |- |.-jauge invariante.



Récapitulatif

® Pour une F-algebre semi-simple :

> { anneau des |-|-jauges } = { O).|-ordres héréditaires };

-gauges sur mesure et O).|-ordres

> Correspondance entre les |-
héréditaires.

® Pour une algeébre simple centrale a involution :

> { anneaux des |- |-jauges invar.} = { O.|-ordres hér. stables } ;

> Correspondance entre les |- |-jauges sur mesure fnvariantes et
Oy.j-ordres héréditaires stables;

> Propriété d’unicité de I'O).j-ordre héréditaire stable <= (B, o)
vérifie une certaine propriété d’anisotropiec en |-|.
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