CHAPITRE 6

Configurations de k£ points, k£ > 2

Ce chapitre est consacré a ’étude des espaces de configurations de
plus de deux points, dans une variété M, compacte, sans bord et simple-
ment connexe.

Dans la premiére section, nous discutons I'existence d’un modéle commu-
tatif pour F(M;k). Nous définissons une adge qui généralise le modéle
de F(M;k) pour les variétés complexes projectives, défini par I.Kriz et
B.Totaro.
Dans la deuxiéme section, nous démontrons le résultat essentiel de ce
chapitre :

Théoréme 6.1. Si M est une variété compacte, sans bord, simplement
connexe et polygéne, alors la catégorie rationnelle de la fibre homotopique
de l'inclusion F(M;k) < MP¥ est inférieure a k — 1.

Dans la troisiéme section, nous décrivons le lien entre les groupes d’ho-
motopie de F'(M\mg; k) et ceux de F(M;k).

Enfin, dans la quatriéme section, nous calculons la structure d’algébre
de Lie d’homotopie des configurations de trois points dans la variété
monogeéne CP(n).

6.1. UN MODELE POUR F'(M;k)?

L’étude des espaces F'(M;k), k > 3, est malaisée car on ne dispose
pas actuellement de modéles commutatifs pour tous ces espaces.
Lorsque M est une variété projective complexe simplement connexe de
dimension complexe n, B.Totaro 23| et I.Kriz [14], ont montré indépen-
damment que le modeéle minimal de F(M;k) était quasi-isomorphe a
l'algebre différentielle A(M; k) définie dans U'introduction. Remarquons
que dans le cas considéré par B.Totaro et 1.Kriz, les variétés sont for-
melles et admettent donc (H*(M;Q),0) comme modeéle commutatif.
Une variété simplement connexe de dimension n quelconque, admet, sui-
vant le résultat de Lambrechts et Stanley [17], un modéle commuta-
tif finiment engendré a dualité de Poincaré (A,d). Dans cette algebre,
A" = Qw, A” = 0,7 > n. De plus, la multiplication APQ A" P — A" = Q
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86 6. CONFIGURATIONS DE k POINTS, k> 2

met les espaces AP et A" 7P en dualité. Notons € : A — Q, le morphisme
de degré —n défini par e(w) = 1 et e(A<") = 0. Pour toute algebre a
dualité de Poincaré (A, d), nous pouvons construire un cocycle w € A® A
représentant la classe diagonale et tel que pour tout élément a € A,

wa®l) =w(l®a).
En effet, soit (A,d) une algebre a dualité de Poincaré et 0 : A —
Hom(A;Q) lisomorphisme de dualité défini par 6(a)(b) = €(a-b). Fixons
une base homogene o = {a;}ier de A et o* = {a]}jer la base duale dé-
finie par 0(a;)(a) = di;.
Lemme 6.2. L'élement w = >, ;(—1)%la; ® a est un cocycle repré-
sentant la classe diagonale.

Preuve
Décomposons d(c;) dans la base « et d(oj) dans la base des a* :

d(a;) =Y clay; d(aj) = Y dpay,
jel rel
pour certains Cg,d}; € Q. On obtient
0(d(ei))(ef) = Y clf(az)(af) = cf
jel
D’autre part, en rappelant que la différentielle D sur Hom(A;Q), est
définie par
(Df)(a) = —(=)VI f(d(a)),
on calcule que
(DO(ai)(af) = —(=1)1*10()(d(a}))
= ()Y db(an)(ag) = ~(-1)*dj.

kel
Comme 6d = (—1)" D6, on obtient

o = (1)l
En conséquence, on observe finalement que

dO " (—D)Pila; @ af) = Y (-D)lda; @ af + > a; @ da;

iel ijel isrel
= > (=)l + di)a; @ af = 0.
u,J€l

O

L’égalité w(a ® 1) = w(l ® a) se montre de la méme maniére que le
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Lemme 2.12.
L’algébre différentielle qui semble un bon candidat pour représenter le
type d’homotopie rationnel de F'(M;k) est alors

(A%F @ My, 1 <id,j < k))/I,d))

avec les mémes définitions pour I que dans le cas de B.Totaro et I.Kriz
et d(w;;) = pj;(w) : les @5 sont de degré n —1, et I est I'idéal différentiel
engendré par les éléments x;; + (—1)"xj;, pf (¥)zi; — pj(z)wij et Tijzj, +
TjkThi T ThiZij-

Définition 6.3. Nous dirons qu’une variété M admet un bon modéle,
s’il existe un modele (A4,d) de M a dualité de Poincaré, pour lequel
(A®* @ A(zi;)/1,d) est un modele commutatif de F(M;k).

Les travaux de Kriz [14] et Totaro [23], impliquent en particulier que
les variétés projectives complexes admettent un bon modéle.

6.2. FIBRE HOMOTOPIQUE F}, DE L'INCLUSION F(M;k) < M*

Nous avons démontré précédemment que la fibre homotopique Fy de
linclusion F(M;2) < M x M, avait le type d’homotopie rationnel d’un
bouquet de sphéres, quand la variété M est polygéne. Ceci revient a dire
que la catégorie rationnelle de F5 est égale a 1.

Dans cette section, nous généralisons ce résultat. Tout d’abord, nous
calculons les dimensions des groupes de cohomologie de F}, pour une
variété M admettant un bon modeéle. Ensuite, nous donnons une borne
supérieure pour la catégorie rationnelle de Fj, dans le cas général. Enfin,
nous démontrons que tout comme F5, ’espace Fj est coformel.

(a) Cohomologie de Fj,

Notre objectif ici est de calculer 'homologie de F}, pour une variété M
admettant un bon modeéle. Pour décrire I'algébre A®* @ A(z;;)/1 et la
relation d’Arnold, il est utile d’introduire la notation des graphes. A tout
mot T;, j, Tinjy * * * Tiyj., bt < J¢, ON associe le graphe orienté a k sommets
1,2,...,k et dont les arétes sont (i1, j1),. .., (ir, jr). La relation d’Arnold
TijTjk + TjTg + Triwi; = 0 peut s’écrire en terme de graphes sous la
forme
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©
O
©

) (- UGS
pour i < j < k.

Cette relation permet de remplacer tout graphe par un graphe dans le-
quel un sommet est le but d’au plus une aréte : on remplace le graphe
du centre par les deux autres.

Une base de A(z;j)/(Arnold) est donc donnée par les graphes a k som-
mets dans lesquels tout sommet est extrémité d’au plus une aréte. No-
tons I'y , 'ensemble de ces graphes ayant r arétes, et remarquons que
r<k-—1.

Dans la composante A®% ® x; ;, -+~ x;,.;. /I, les composantes d’indice iy
et j1 de A®¥ sont identifiées, de méme pour les composantes d’indices iy
et jo et ainsi de suite. Autrement dit,

k k=
AR @y iy [T = AP @y

avec une composante A par composante connexe du graphe associé.
Comme 'adjonction d’une aréte diminue chaque fois le nombre de com-
posantes de 1, il reste kK — r composantes connexes. En tant qu’espace
vectoriel, A%¥ ®@ A(z;;)/1 s'écrit donc

A% @ A(wj) /1 = @f;é(®(i17j1) (i,«,jr)erk,,nA@)(k_r) ® Tiyjy *** Tirgy.)-

geeoy

Notons (A ® AV, d) un modéle minimal relatif de I'espace des chemins
sur M. Un modéle de la fibre Fj est donc

My, = (A%* @ A(ay) /1) @ A(V1 @ ... ® V), D)
obtenu comme le produit tensoriel
(A®F @ A(xi) /1) @00 (ADAV]) @ @ (A AVY))

et dans lequel chaque (A ® AV;,d) est une copie de (A ® AV, d). Pour
étudier la cohomologie de F}, en tant qu’espace vectoriel, on forme la
suite exacte de complexes

0 — A®*QAV @...0Vy) — My, — (A QAT (2;)/ DAV 1©...0VE) — 0.
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L’homologie réduite du membre de gauche est nulle. Dans le membre de
droite, d(z;j) = 0. Ce terme est donc la somme directe de complexes

DEZ (D01 j10)ss (i )T Tirs  Tingy AP @ AV @ V).

On en déduit la
Proposition 6.4. Si M admet un bon modéle, alors
H*(Fi; Q) = &FZ1 (861 1), (i g)eln, UV (HQM)®T)

ou s désigne la suspension et I'y . I'ensemble des graphes a k sommets
et r arétes.

Preuve
La cohomologie réduite est donnée par

H*(Fi; Q) = ®FZ] ©(iy ). (ir o) €T Tings * Ty (AV) S
O

Remarque 6.5. Une base de la cohomologie réduite de M} est donc
donnée par un ensemble de cocycles dont la composante dans l'idéal
engendré par les x;; se projette sur une base de

. _
EZ1 i1 1), ir )T T i (AV).
Pour k£ = 2, on retrouve
H*(F;Q) = 212AV.
Pour k=3, on a

]SI*(Fg; Q) = T2 (AV)EBJJL‘; (AV)EBJJQ:; (AV)@xlgxgg (AV)®2EB1’12$13(AV)®2.

(b) Homotopie de Fj

Avant d’entamer la discussion, munissons-nous d’un outil performant
pour déterminer certaines fibres homotopiques.
Soient p : E — B une fibration de fibre F' et f: A — E une application
continue telle que po f ~ x. Il existe alors des applications f' ~ f et g
rendant commutatif le diagramme suivant

F—-gp-2-p
NG
A

Notons E' = EUp CA, p' : E' — B l'extension de p définie par p'|ca = *
et ¢: QB xA— QB x F — F la composée de 'holonomie et de Id X g.
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Théoréme 6.6. La fibre homotopique de p’ a le type d’homotopie de
I’espace
FII(QB x CA)

~

obtenu en identifiant (w, (a,0)) avec g(w,a) pour tous les w € QB et
ac A.

Preuve
Par définition, la fibre homotopique de p’ : E' — B est donnée par

Fy ={(¢',0) € E' x PB|o(0) =p'(€)}.

Notons F), la fibre homotopique de p. L’espace topologique F}s est ho-
méomorphe & I'espace

F,11(QB x CA)

~

obtenu en identifiant (w,(a,0)) avec (f'(a),w) pour tous les a € A et
w € QB. Enfin, I'équivalence d’homotopie ¢ : F, — F : (e,0) — H(1),
ou H : I — F désigne l'unique application qui rend le diagramme suivant
commutatif

{0} =&
.
[0’ 1] —— B,
induit I’équivalence d’homotopie annoncée. ]

Soient q1,q2, ... une suite de points distincts de M.
Lemme 6.7. Si M est une variété polygeéne, alors la fibre homotopique
Fj, de I'inclusion
jk : M\{QL 7Qk—1} — M7
a le type d’homotopie rationnel du bouquet de sphéres
(En_l(QM V. SO))\/(k—l)‘
Preuve Nous allons faire la démonstration pour k& = 3.

Comme le suggére le diagramme commutatif suivant,

IAYE]

M\{p} v S"~* ‘ M
~ 7

M\{p,q}
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la fibre homotopique de j a le type d’homotopie de la fibre homotopique
de i V x. On applique alors le Théoréme 6.6 a la situation suivante :

F—M\{p} M

oil la fibre homotopique Fy a le type d’homotopie rationnel de X" ~1(QM Vv
SY), suivant le Théoréme 4.3. On en déduit que la fibre homotopique de
application i V % : M\{p} v S"~! = M\{p} U, CS"2 — M ale type
d’homotopie de I’espace

o B [1(QM x CS™—2)

~

obtenu en identifiant les couples (w, (z,0)) € QM x CS"2 avec §(w),
I'image de w par le connectant de la fibration ¢. Suivant le Lemme 1.11,
Papplication rationnalisée (£27)p admet une section o. Par conséquent, le
connectant rationnel 0y est trivial : dg o Id ~ 0y o (Qi)g o Qog ~ *. 11
s’ensuit que Fj, ~ Fy V % ~ FyvEr—IQM v sn1,

Pour k > 3, il suffit de répéter la construction. O

Nous en déduisons la Proposition suivante décrivant le lien entre Fj et
Fk—l :

Proposition 6.8. Si la variété M est polygéne, alors pour chaque k > 2,
la fibre homotopique Fy de U'inclusion i : F(M;k) — MP* ., s’inscrit dans
une fibration homotopique

X — Fp — Fi_q,

ou

Sk R0 (St (M v §0))VE=D),

Preuve

Rappelons que si f: X — Y et g: Y — Z sont deux applications conti-
nues et Iy, Fy et Fyor désignent les fibres homotopiques des applications
f, g, et go f, alors on a une fibration

Fr— Fyop — Fy.
Considérons les injections f : F(M;k) — F(M;k—1)xM et g : F(M, k—
)xM — MF.On a Fyof = Fj, et Fy = Fj,_y. D’autre part en composant
f avec la projection py : F(M;k — 1) x M — F(M;k — 1), on fait
apparaitre Fy comme la fibre homotopique de I'inclusion i : M\Qp—1 —
M. ]
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Nous sommes a présent en mesure de démontrer le théoréme fondamental
de ce chapitre :

Théoréme 6.9. Si la variété M est polygéne, alors

(1) mQF, ® Q est une algebre de Lie de dimension globale infé-
rieure ou égale & k — 1.

(2) La fibre homotopique Fj est un espace de catégorie rationnelle
inférieure ou égale & k — 1.

(3) Si M admet un bon modele, alors pour chaque k > 2, la suite
spectrale de Serre de la fibration ¥, — Fj — Fj_1 dégénére au
terme Fo.

Pour rappel, la dimension globale d'une algébre de Lie graduée L,
gldim(L), est I'entier r maximal tel que Ext]; (Q,Q) # 0. S’il n’existe
pas de tel entier, la dimension globale est dite infinie.

La cohomologie Ext’; (Q,Q) est la cohomologie de l'algebre des co-
chaines C*(L) = (AHom(sL,Q),d2), et la dimension globale Ientier
maximal tel que cette cohomologie soit non nulle.

Pour un espace topologique simplement connexe X dont les nombres de
Betti sont finis, et admettant un modéle minimal de Sullivan (AV,d),
'algebre des cochaines sur l'algebre de Lie 10X ® Q est (AV,ds), do
désignant la partie quadratique de la différentielle. De plus, en filtrant
(AV,d) par la longueur des mots, on obtient une suite spectrale avec
E? = H*(AV,ds) et E* = H*(AV,d). La cohomologie de m,(2X) ® Q
est donc une bonne premiére approximation de H*(X; Q).

Remarquons toutefois que la dimension globale de Lx peut étre supé-
rieure a la catégorie rationnelle de X, comme dans le cas CP(2). En effet,
I'algebre différentielle (A(z,y), d) définie par d(y) = 23,d(x) = 0 et |x| =
2 est un modeéle minimal de CP(2). Comme la partie quadratique de d est
nulle, la dimension globale de L¢p(g) est infinie, tandis que la catégorie
rationnelle de CP(2) est égale a 2.

Preuve du théoréme 6.9

(1) Montrons tout d’abord par récurrence sur k que 7, (Q2F)) @ Q est une
algeébre de Lie de dimension globale inférieure & k£ — 1.

Le résultat est vrai pour k = 2, car F5 est rationnellement un bouquet
de sphéres, c’est & dire un espace coformel de catégorie 1.

Supposons le résultat vrai pour ’entier k— 1. Dans ce cas on a un modéle
de Sullivan relatif de la fibration

YXp =, — F_q
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de la forme suivante
(AV,d) — (AV @ AW, D) — (AW, D).

Comme X, est rationnellement un bouquet de sphéres, et grace au Co-
rollaire 1.41, on peut supposer que l'image par la différentielle D d’un
élément w € W s’écrit

D(w) = :E+ZU2‘ ® w; + D(w),

pour certains z € AZ%(V) et v; € V. En particulier, (AV ® AW, D)
est le modéle minimal de Sullivan de Fj et en considérant les parties
quadratiques des différentielles, on obtient I'extension suivante :

(AV,d3) — (AV ® AW, Dy) — (AW, D).

. _AP+L
Par I'hypothése de récurrence, Hy(AV,ds) = If;?%izﬁp,‘/lvii\p“//)) = 0,

pour p > k — 1. Notons S C A¥~2V un supplémentaire des cocycles.
L'idéal I de (AV,dy) défini par I = AZ*~1V @ S est acyclique. Par consé-
quent, l'algebre différentielle graduée commutative (A, ds) = (AV/I,ds)
est quasi-isomorphe a (AV, dy). Pour calculer H,(AV @ AW, Dy), il suffit
de calculer Hy(A ® AW, D3). Or Hp(A ® AW, Dy) = 0 pour p > k, car
toutes les classes d’homologie de (A® AW, Ds) peuvent étre représentées
par un cocycle de A® (W @ Q). En effet, soit w =, a,® 2z € A@ AW
un cocycle dans lequel z;, est un élément de A'W de longueur I > 2
maximale. La forme de Dy implique que E(zio) = 0, et comme X, est
de catégorie rationnelle 1, il existe u;, € A"1W tel que D(ui,) = zi,-
Le cocycle w' =Y. a; ® z; — Da(ai,us,) représente la méme classe d’ho-
mologie que w. En répétant 'argument, on peut s’arranger pour que
we Ao (W @ Q). La dimension globale de m,QF) ® Q est bien infé-
rieure a k — 1.

(2) Nous déduisons du point (1) que si (AX,d) est le modele minimal
de Fj, alors tout cocycle de (AX,ds) de longueur supérieure a k est un
cobord. Notons S un supplémentaire des dg—cocycles dans A¥~1 X, alors
I =A2FX @ S est un idéal acyclique pour la différentielle ds. L’idéal T
est aussi acyclique pour la différentielle d. En effet, notons w = !

i=ip Wis
w; € A*X un d-cocycle de I. Dans ce cas wj, est un dp-cocycle et donc
un dy-cobord, w;, = da(). On remplace alors w par le d-cocycle coho-
mologiquement équivalent w — d(«). Ce nouveau d-cocycle appartient a
A>%X. On recommence et on voit ainsi que w est équivalent & un co-
cycle de AZN X pour N arbitrairement grand. L’élément w est donc un
cobord. 1l s’ensuit que l'adge (AX,d) est quasi-isomorphe a (AX/I,d).
Cette derniére adgce est de nilpotence k — 1. L’espace Fj est donc de
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catégorie rationnelle inférieure ou égale a k — 1.

(3) Supposons maintenant que la variété M admette un bon modeéle. Les
fibrations >, — F, — F,._1 donnent des bornes supérieures pour les ho-
mologies des F).. En effet, notons P,.(t) la série de Poincaré de F,.. Nous
avons une inégalité coéfficient par coéfficient :

Pr(t) < Pro1(H)(1 + (r — 1) Poar ()™ ).
Par récurrence, nous en déduisons cette inégalité :
Pk(t) < (1 + (k — 1)P52M(t)tn71)(1 + (k — 2)P52M(t)tn71) cee (1 + PQM(t)tnil).

Reprenons maintenant le calcul de Pg(t) effectué en 6.1 et calculons de
part et d’autre le nombre a de termes (Poys(#)t"~1)". Dans 'expression
du terme de droite de l'inégalité, o désigne le choix de r composants
parmi les kK — 1 composants, que I’on peut numéroter de k & 2 en dé-
croissant, et pour chaque composant, d’un entier inférieur au numéro de
ce composant. Ce nombre a est exactement égal au nombre de foréts a
r arétes formées avec les sommets 1,...,k et telles que 2 arétes n’ont
jamais le méme sommet. En effet une telle forét est déterminée par ’en-
semble des extrémités des arétes, ( 7 nombres parmi les entiers de 2 a k),
et pour chaque aréte d’extrémité j du choix de son origine, un nombre
entre 1 et j — 1. Ceci prouve que I'inégalité est en fait une égalité. [

(c) F3

Théoréme 6.10. L’espace F3 est un espace coformel de catégorie ra-
tionnelle inférieure a 2.

Preuve
La fibration X3 — F3 — Fy admet pour modéle minimal

(AV,d) —= (AV ® AW, D) — (AW, D)

dans lequel d et D sont quadratiques. L’espace X3 étant rationnellement
un bouquet de sphéres, on peut supposer que pour chaque w € W,

D(w) = D(w) + Y wifi(w) + g(w)
icl

pour certains fi(w) € ATV, g(w) € A=2V et ou {w;}ies désigne une
base de W. Nous allons démontrer par récurrence sur le degré usuel que
la différentielle D vérifie

(6.1) D(w) =D(w) + Y wizs(w)

iel
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pour certains x;(w) € V.

Soit w € W de degré minimal. Alors D(w) = g(w) est un cocycle de
(AV,d) de longueur supérieure ou égale a 2, et donc un cobord : g(w) =
d(x). Quitte a remplacer w par w' = w — x, on peut donc supposer que
D(w) = 0. La différentielle D a donc la forme 6.1 sur les éléments de W
de degré minimal.

Supposons que D soit de la forme 6.1 sur W<F. Soit w € WF. Le calcul
suivant

D*(w) = D(D(w))+ > ;s D(wy) fi(w)
+ e (X jer wizj(wi)) fi(w)
+ Yier(=Dwd(fi(w)) + d(g(w))

prouve que g(w) est un cocycle et donc un cobord, g(w) = d(y'). Quitte
a remplacer le générateur w par w’ = w —y’, on peut donc supposer que

D(w) = D(w) + Zwifi(w).
1€l
On décompose ), w;fi(w) = az + -+ a, en une somme dans laquelle
ar € N"(VeW)eta, #0.Sin=2 D(w)ala forme 6.1. Si n > 3,
alors par I’hypothése de récurrence, 1’élément a,, est un cocycle. Notons
an = jep wibj avec I' C I. On déduit de I'égalité

(6.2) 0= D(ay)= Zﬁ(wj)bj + Z(Z wizi(w;))b; + ijd(bj)

que les w; sont des D-cocycles.

Soit Iy C I’ ensemble d’indices tel que w; est de degré maximal si et
seulement si j € Ip. On déduit encore de 1’égalité 6.2 que pour chaque
Jj € Iy, d(bj) = 0. F, étant un bouquet de sphéres, ceci implique que
bj = d(b}). On pose alors w' = w—>"
lopération jusqu’a ce que a), = 0. Ensuite on recommence sur a),_; et
ainsi de suite, jusqu’a ce que n = 2. O

(—1)|“’j‘wjb;» et on recommence

6.3. HomoTOPIE DE F(M;k)

Proposition 6.11. Si M est une variété polygene, alors I’homomor-
phisme
Ji s T (F(M\mo3; k) ® Q — m (F(M; k) © Q
est surjectif pour chaque k > 1.
Preuve

Nous allons faire la preuve par récurrence sur k. La premiére partie du
Théoréme 4.3 donne le cas k = 1. Supposons ensuite que ’assertion soit
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0

T (M\mo\Qg—1) ® Q —— m, (M\Qp—1) ® Q

|

T F(M;k) @ Q

Jk—1 l

e F(M\mo;k —1) @ Q——mF(M;k—1) 2 Q

7 F(M\mo; k) ® Q —2

0 Fic. 1

vérifiée pour k — 1. D’aprés le Théoréme 2.3, les colonnes du diagramme
commutatif suivant sont des fibrations et la premiére admet une section.

M\mo\Qr-1 M\Qk-1
F(M\mo; k) F(M;k)

| |

F(M\mg;k —1) — F(M;k —1).

On en tire le diagramme commutatif représenté & la figure 1, dans
lequel les suites verticales sont exactes. Par I'’hypothése de récurrence,
I’homomorphisme ji_1 est surjectif. Pour prouver que j; est surjectif, il
suffit donc de prouver que ’homomorphisme ¢ est surjectif. Dans ce but,
rappelons que M\Qr ~ M\q1 V (\/f:_fo_l). Il s’ensuit que ¢ s’inscrit
dans le diagramme commutatif suivant

T (M\mo\Qp—1) T (M\Qp—1)

| |

m (M V (ViSSP ) —= m (M v (VEEESTTY),

ce qui compléte la preuve. ]

Les relations de Cohen et Gitler restent donc valables pour F(M;k). En
particulier 7, (QF(M;k)) ® Q est engendré comme algebre de Lie par
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les B;; vérifiant les " infinitesimal braid relations" et les images par les

différentes sections s; de m(QM) ® Q.

Suivant le Théoréme 2.3, 'espace de configurations F(CP(n); 3) s’ins-
crit dans la fibration

(6.3) CP(n)\Qs — F(CP(n);3) — F(CP(n);2).

La fibre CP(n)\Q2 a le type dhomotopie du bouquet CP(n—1)Vv 2771,
D’apres la Proposition 1.18, I'algébre de Lie d’homotopie de ce bouquet
est le produit libre Lep(,—1)ys2n-1 = Lep(n—1)H Lg2n—1. Par conséquent,
le centre est réduit a 0 et le Corollaire 1.33 implique 'exactitude de la
suite

(64) 0 — Lepmngs —— LECPm):s) —— Lrcpmyz) — 0

induite par la fibration 6.3. On en déduit I'isomorphisme d’espaces vecto-
riels LF((CP(n);3) = L(CP(n—l) O Lg2n—1 U(LF(Cp(n);g)), ou o désigne une
section linéaire de p. L’algébre de Lie Lep(n—1) II Lg2n-1 est une sous-
algebre de Lie de Lpcp(n);3)- Pour déterminer completement Lpcp(n);3);
il reste donc a déterminer les crochets [z,0(v)] et [o(v),o(v")] pour
v,v € Lrcpm)2) et © € Lepn—1)H Lg2n-1. Pour ce faire, nous construi-
sons explicitement le modele minimal de Sullivan de F(CP(n);3).

6.4.1. Modéle minimal de F(CP(n);3)

Commengons par le cas particulier de CP(2). Cet espace est une
variété complexe projective et admet donc un bon modéle. Un modéle
commutatif de F(CP(2);3) est donné par I'adgc (A, D) obtenue en quo-
tientant

(A(al, as, as, bl, bg, bg) & A(wlg, 13, :1:23), D)
par les relations x12223 + z23213 + 13212 = (a; — a;)z;; = 0 et dont la
différentielle est définie par :
D(b;) = a3, D(x;j) = a? + a;a; + a? et |a;| = 2.
D’ailleurs, le Théoréme 2.3 indique que l'espace F(CP(2);3) s’inscrit
dans la fibration

F(CP(2)\2pt; 1) — F(CP(2);3) — F(CP(2);2).

Suivant le Corollaire 3.1 de la section 3, mp(cp(2):2) = (A(a1,b,a2,y3),d)
avec db = a3, dys = a2 + ajas + a3. De plus, I'équivalence d’homotopie
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CP(2)\2pt ~ CP(2)\pt v S3 ~ S? v S% implique que
mcp(2)\2pt = (A(a37 Y1, Y2, 1, u, v, W, Q, ﬁa Yy ')7 d)

avec |ag| = 2, |y1| = 3, dag = dy1 = 0, dys = a3, dt = azy1, du =
yoy1 — ast, dv = agu — yot, dw = y1t, dow = agv — you, ds = t* + 2y, u,
dy = asw + yyu. Par conséquent, le modéle minimal de Sullivan de
F(CP(2);3) a la forme suivante

MpcP(2);3) = (A(a17a27 a37y17y27y37t7u7vaw>aaﬁ777 . ')7 D)7

pour une certaine différentielle D telle que Da; = 0, Db = ai{’, et
Dy3 = a? + ajas + a3.
Premiérement, I'isomorphisme H(mpcp(2)3)) = H(A, D) implique que
Dys = a% + ajaz + ag et Dy, = a% — a% + aga3z — ajas. On en déduit que
Dt = azyy — a1y3 + azy3 + a1y2 — a2y2 — azy1.
Ensuite, les égalités a3 = Db, (ag)® = D(agys — a1ys + b), ajag =
D(a1ys — b) — a1a3, a3az = D(azys — a1ys +b) + alag — ajagas, aja3 =
D(a1yr + ary2) — arasas — a1a3, ajaz = D(ar1y2 — b) — a1a}, a3 =
D(azya—a1y2+b), aza3 = D(asys+a1y2—a1ys+aiy1+b)—2araza3—aia3
et 2a1aza3 = D(—agy1 +azys —2a1ys+3b+3 yg—a1y2)+a1a§ impliquent
que, quitte a remplacer u par u + « pour un certain « de degré 5, on
peut supposer que Du = ysy1 + a1t + ast — yoy1 + ast + ulalag, pour
un certain u; € Q. Cependant, en travaillant de la méme fagon pour
déterminer Dv et Dw, on remarque que Dv = azu — yot — asu + tys,
Dw =yt — asu + aqu et uy = 0.
Enfin en poursuivant les calculs, on obtient Da = agv — you + a1v +
asv + ysu, DB = 2 + 2y1u + 2a1v — 2a9v + 201w + 4asw et Dy =
asw + y1u + ajw + asw.

Dans le cas n > 3, I'adgc (A, D) obtenue en quotientant ’algébre

(A(a1, ag,as3,bi,ba,b3) @ A(z12, 213, 223), D)

par les relations x19223 + 223213 + T13212 = (@; — aj)z;; = 0 et telle que
D) = al™!, D(zij) = Yp_y a?_kaf et |a;] = 2, est un modeéle com-
mutatif de I'espace F'(CP(n);3), qui s’inscrit dans la fibration suivante

CP(n—1)v 8?1 — F(CP(n);3) — F(CP(n);2).
Le modéle minimal de Sullivan de CP(n — 1) V $?"~! est donné par
Mcp(n—1)vs2n-1 = (A(a37 Y2, Y1, L, u, v, w, - )7 d)

avec daz = 0, dys = af, dy1 = 0, dt = a3z, du = ag_lt — Yoy, dv =
asu — yot, dw = 1t et da = t? — 2asw. En imitant les calculs du cas
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n = 2, on trouve

mF((CP(n);ZS) - (A(a17 az,a3,Y1,Y2,Ys, tu b7 u,v,w,q, - )7 D)

avec

Dai = 0,

Dy, = Z? 0 a?—za&

DZJB = Zz Ola? Za%’

Dy, = > (a3 "ay —ay” Zaé)

Dt = agy1 — a1y3 + a2y3 + a1y — asy2 — a2y1,
Db = a™t!

Du = ysy1 —yotn + D1 o1 ap (e _oakal M),
Dv = azu— yat — agu + tys,

Dw = yit —au+ aju,

Da = t? —2a3w + 2a1v — 2a9v + 2asw.

Enfin, dans un cas comme dans ’autre, en effectuant les changements
de variable y; = y1 + y2 et b = 3b+ azy2 — a1y2 + a2y3 — a1ys3, on donne
la forme suivante au modeéle minimal de F(CP(n);3)

MpCP(n);3) = (A(ala az, as, yi,yY2,ys, t, b,u,v,w,a, e )7D)

avec
Dai =
D(y) = Zl ol tal avec {i,j,k} = {1,2,3}.
D(t) = (az— az)yl + (a2 — a1)ys + (a1 — a3z)yo,
Db = Yaath
Du = ysyi +yiy2 +yays + oy ab (g ab Fab)t,
Dv = (as —ag)u+t(ys — y2),
Dw = (a1 —ax)u+t(yr — y2),
Da = t2+2(as — az)w + 2(a; — az)v.

pour n > 3, et pour n = 2,

mF(CP(Q);?)) = (A(a17 ag, a37y17y27y37t7 b,u,v,w,a,ﬂ,’y, e )7 D)
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avec
Dai = 0,
D(yl) - 212:0 a?_lagc avec {iaja k} = {17 27 3}
D(t) = (a3 —a2)yr + (a2 — a1)ys + (a1 — a3)y2,
Db = E?:l a?’
Du = ysy1 +y1y2 + y2y3 + (a1 + a2 + a3)t,
Dv = (a3 —az)u+ t(ys — y2),
Dw = (a1 — ag)u+t(y1 — y2),
D« = u(yg — y2) + (a1 + a9 + ag)v,
Dgj = 2+ 2(ag — a3)w + 2(a; — a)v + 6ayw + 2y u,
D~y = (a1 +az+a3)w+ (y1 — y2)u.

6.4.2. Algébre de Lie d’homotopie de F(CP(n);3)
(a) L(CP(n)\2pts
Le modéle minimal de Sullivan de CP(n — 1) est donné par

Mcpn—1) = (A(CL, y)7 d)

avec dy = a" et |a] = 2. On en déduit que
Ab(a,g) sin >3,
Lepin-1) = .

De méme, d’aprés 'Exemple 1.7, on trouve Lg2n—1 = LL(2). Finalement
on obtient

Ab(a,y) ITL(2) sin > 3,
6.5 L =
( ) CP(n)\2pts {L(V72) ——

(b) Lrcpm):2)

Suivant le Corollaire 3.1, le modéle minimal de F'(CP(n);2) est donné par
mpcpmn)2) = (Aa,az,b,¢),d) avec db = aitt de =", a"'ah. Dans
le cas n = 2, on observe que [da1,d1] = vé, [a1, da] = né et [da, 2] = &¢.
D’apres la formule 1.4, on obtient v = (s[ay, d1];¢) = 2. De méme, on
trouve n = 1 et £ = 2. Par conséquent, [a1,a1] = [d2, d2] = 2[d1, d2]. On
en déduit

Ab(b)BL (a1 ,2)

6.6 L n)2) = [di,di]—2[di,dj}vpour 1#£]
( ) F(EPn)2) {Ab(dl, dg,é, b) sin > 3.

sin =2,

(¢) Lrcpmn)s3)
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Les éléments a7, as, as, yvll, o, Y3 et v engendrent (LF((CP(n);?)))'
Dans le cas n > 3, la suite exacte 6.4 a la forme suivante :

0 —= Ab(a, §) 1 L(2) ~— L©pn)3) —= Ab(dy, da, b, &) —= 0
avec i(a) = dz, i() = §(v; + 42), i(2) = (v} — 42), p(di) = d; pour i €
{1,2}, p(t') = 3b et p(y3) = y3. Ceci prouve la
Proposition 6.12. Si n > 3, alors Lpcppm)s) = L & Ab(V), ou L

deésigne l'algébre obtenue en quotientant Ab(d1, da,as) [IL(y1, 2, y3) par
les relations :

(1) [y1v2] = [y2 93] = [y3, 91l

(2) [a1,ys3] = [az, v1] = [a3,y2] = —[a1, y2] = —[az, ys3] = —[as, y1].

Dans le cas n = 2, la suite exacte 6.4 a la forme suivante :

0 —=L(a, %) —> Lrcr@):s) — ([di,di]ﬂié[f;;iijg')} 7z © Ab(b) —0

avec i(a) = das, i(y) = %(zjﬁ—l—y&), p(d;) = d; pour i € {1,2} et p(V') = 3b.
Ceci prouve la

Proposition 6.13.
L(dl, asg, d3) D Ab(l;/)
([du dl] - 2[&27 aj] ) { 7& J)

~

Lpcr2)3)



