
CHAPITRE 6Con�gurations de k points, k > 2Ce 
hapitre est 
onsa
ré à l'étude des espa
es de 
on�gurations deplus de deux points, dans une variété M, 
ompa
te, sans bord et simple-ment 
onnexe.Dans la première se
tion, nous dis
utons l'existen
e d'un modèle 
ommu-tatif pour F (M ; k). Nous dé�nissons une adg
 qui généralise le modèlede F (M ; k) pour les variétés 
omplexes proje
tives, dé�ni par I.Kriz etB.Totaro.Dans la deuxième se
tion, nous démontrons le résultat essentiel de 
e
hapitre :Théorème 6.1. Si M est une variété 
ompa
te, sans bord, simplement
onnexe et polygène, alors la 
atégorie rationnelle de la �bre homotopiquede l'in
lusion F (M ; k) →֒Mk est inférieure à k − 1.Dans la troisième se
tion, nous dé
rivons le lien entre les groupes d'ho-motopie de F (M\m0; k) et 
eux de F (M ; k).En�n, dans la quatrième se
tion, nous 
al
ulons la stru
ture d'algèbrede Lie d'homotopie des 
on�gurations de trois points dans la variétémonogène CP (n). 6.1. Un modèle pour F (M ; k)?L'étude des espa
es F (M ; k), k ≥ 3, est malaisée 
ar on ne disposepas a
tuellement de modèles 
ommutatifs pour tous 
es espa
es.Lorsque M est une variété proje
tive 
omplexe simplement 
onnexe dedimension 
omplexe n, B.Totaro [23℄ et I.Kriz [14℄, ont montré indépen-damment que le modèle minimal de F (M ; k) était quasi-isomorphe àl'algèbre di�érentielle A(M ; k) dé�nie dans l'introdu
tion. Remarquonsque dans le 
as 
onsidéré par B.Totaro et I.Kriz, les variétés sont for-melles et admettent don
 (H∗(M ; Q), 0) 
omme modèle 
ommutatif.Une variété simplement 
onnexe de dimension n quel
onque, admet, sui-vant le résultat de Lambre
hts et Stanley [17℄, un modèle 
ommuta-tif �niment engendré à dualité de Poin
aré (A, d). Dans 
ette algèbre,
An = Qω, Ar = 0, r > n. De plus, la multipli
ation Ap⊗An−p → An ∼= Q85
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es Ap et An−p en dualité. Notons ǫ : A→ Q, le morphismede degré −n dé�ni par ǫ(ω) = 1 et ǫ(A<n) = 0. Pour toute algèbre àdualité de Poin
aré (A, d), nous pouvons 
onstruire un 
o
y
le ω ∈ A⊗Areprésentant la 
lasse diagonale et tel que pour tout élément a ∈ A,

ω(a⊗ 1) = ω(1 ⊗ a).En e�et, soit (A, d) une algèbre à dualité de Poin
aré et θ : A →
Hom(A; Q) l'isomorphisme de dualité dé�ni par θ(a)(b) = ǫ(a·b). Fixonsune base homogène α = {αi}i∈I de A et α∗ = {α∗

j}j∈I la base duale dé-�nie par θ(αi)(α∗
j ) = δij .Lemme 6.2. L'élément ω =

∑
i∈I(−1)|αi|αi ⊗ α∗

i est un 
o
y
le repré-sentant la 
lasse diagonale.PreuveDé
omposons d(αi) dans la base α et d(α∗
k) dans la base des α∗ :

d(αi) =
∑

j∈I

cjiαj ; d(α∗
k) =

∑

r∈I

drkα
∗
r ,pour 
ertains cji , drk ∈ Q. On obtient

θ(d(αi))(α
∗
k) =

∑

j∈I

cji θ(αj)(α
∗
k) = cki .D'autre part, en rappelant que la di�érentielle D sur Hom(A; Q), estdé�nie par

(Df)(a) = −(−1)|f |f(d(a)),on 
al
ule que
(Dθ(αi))(α

∗
k) = −(−1)|α

∗
i |θ(αi)(d(α

∗
k))

= −(−1)|α
∗
i |

∑

k∈I

drkθ(αi)(α
∗
r) = −(−1)|α

∗
i |dik.Comme θd = (−1)nDθ, on obtient

cki = −(−1)|αi|dik.En 
onséquen
e, on observe �nalement que
d(

∑

i∈I

(−1)|αi|αi ⊗ α∗
i ) =

∑

i,j∈I

(−1)|αi|cjiαj ⊗ α∗
i +

∑

i,r∈I

αi ⊗ driα
∗
r

=
∑

i,j∈I

((−1)|αi|cji + dij)αj ⊗ α∗
i = 0.

�L'égalité ω(a ⊗ 1) = ω(1 ⊗ a) se montre de la même manière que le



6.2. FIBRE HOMOTOPIQUE Fk DE L'INCLUSION F (M ; k) →֒Mk 87Lemme 2.12.L'algèbre di�érentielle qui semble un bon 
andidat pour représenter letype d'homotopie rationnel de F (M ; k) est alors
(A⊗k ⊗ Λ(xij , 1 ≤ i, j ≤ k))/I, d))ave
 les mêmes dé�nitions pour I que dans le 
as de B.Totaro et I.Krizet d(xij) = p∗ij(ω) : les xij sont de degré n− 1, et I est l'idéal di�érentielengendré par les éléments xij +(−1)nxji, p

∗
i (x)xij − p

∗
j(x)xij et xijxjk +

xjkxki + xkixij .Dé�nition 6.3. Nous dirons qu'une variété M admet un bon modèle,s'il existe un modèle (A, d) de M à dualité de Poin
aré, pour lequel
(A⊗k ⊗ Λ(xij)/I, d) est un modèle 
ommutatif de F (M ; k).Les travaux de Kriz [14℄ et Totaro [23℄, impliquent en parti
ulier queles variétés proje
tives 
omplexes admettent un bon modèle.

6.2. Fibre homotopique Fk de l'in
lusion F (M ; k) →֒MkNous avons démontré pré
édemment que la �bre homotopique F2 del'in
lusion F (M ; 2) →֒M ×M, avait le type d'homotopie rationnel d'unbouquet de sphères, quand la variété M est polygène. Ce
i revient à direque la 
atégorie rationnelle de F2 est égale à 1.Dans 
ette se
tion, nous généralisons 
e résultat. Tout d'abord, nous
al
ulons les dimensions des groupes de 
ohomologie de Fk, pour unevariété M admettant un bon modèle. Ensuite, nous donnons une bornesupérieure pour la 
atégorie rationnelle de Fk dans le 
as général. En�n,nous démontrons que tout 
omme F2, l'espa
e F3 est 
oformel.(a) Cohomologie de FkNotre obje
tif i
i est de 
al
uler l'homologie de Fk pour une variété Madmettant un bon modèle. Pour dé
rire l'algèbre A⊗k ⊗ Λ(xij)/I et larelation d'Arnold, il est utile d'introduire la notation des graphes. A toutmot xi1j1xi2j2 · · · xirjr , it < jt, on asso
ie le graphe orienté à k sommets
1, 2, . . . , k et dont les arêtes sont (i1, j1), . . . , (ir, jr). La relation d'Arnold
xijxjk + xjkxki + xkixij = 0 peut s'é
rire en terme de graphes sous laforme
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k

j

i − (−1)n

k

j

i − (−1)n

k

j

ipour i < j < k.Cette relation permet de rempla
er tout graphe par un graphe dans le-quel un sommet est le but d'au plus une arête : on rempla
e le graphedu 
entre par les deux autres.Une base de Λ(xij)/(Arnold) est don
 donnée par les graphes à k som-mets dans lesquels tout sommet est extrémité d'au plus une arête. No-tons Γk,r l'ensemble de 
es graphes ayant r arêtes, et remarquons que
r ≤ k − 1.Dans la 
omposante A⊗k ⊗ xi1j1 · · · xirjr/I, les 
omposantes d'indi
e i1et j1 de A⊗k sont identi�ées, de même pour les 
omposantes d'indi
es i2et j2 et ainsi de suite. Autrement dit,

A⊗k ⊗ xi1j1 · · · xirjr/I = A⊗(k−r) ⊗ xi1j1 · · · xirjrave
 une 
omposante A par 
omposante 
onnexe du graphe asso
ié.Comme l'adjon
tion d'une arête diminue 
haque fois le nombre de 
om-posantes de 1, il reste k − r 
omposantes 
onnexes. En tant qu'espa
eve
toriel, A⊗k ⊗ Λ(xij)/I s'é
rit don

A⊗k ⊗ Λ(xij)/I = ⊕k−1

r=0(⊕(i1,j1),...,(ir ,jr)∈Γk,r
A⊗(k−r) ⊗ xi1j1 · · · xirjr).Notons (A ⊗ ΛV , d) un modèle minimal relatif de l'espa
e des 
heminssur M. Un modèle de la �bre Fk est don


Mk = ((A⊗k ⊗ Λ(xij)/I) ⊗ Λ(V 1 ⊕ . . .⊕ V k),D)obtenu 
omme le produit tensoriel
(A⊗k ⊗ Λ(xij)/I) ⊗A⊗k ((A⊗ ΛV 1) ⊗ · · · ⊗ (A⊗ ΛV k))et dans lequel 
haque (A ⊗ ΛV i, d) est une 
opie de (A ⊗ ΛV , d). Pourétudier la 
ohomologie de Fk, en tant qu'espa
e ve
toriel, on forme lasuite exa
te de 
omplexes

0 → A⊗k⊗Λ(V 1⊕. . .⊕V k) →Mk → (A⊗k⊗Λ+(xij)/I)⊗Λ(V 1⊕. . .⊕V k) → 0.



6.2. FIBRE HOMOTOPIQUE Fk DE L'INCLUSION F (M ; k) →֒Mk 89L'homologie réduite du membre de gau
he est nulle. Dans le membre dedroite, d(xij) = 0. Ce terme est don
 la somme dire
te de 
omplexes
⊕k−1
r=1(⊕(i1,j1),...,(ir ,jr)∈Γk,r

xi1j1 · · · xirjrA
⊗(k−r) ⊗ Λ(V 1 ⊕ . . .⊕ V k)).On en déduit laProposition 6.4. Si M admet un bon modèle, alors

H̃∗(Fk; Q) = ⊕k−1
r=1(⊕(i1,j1),...(ir ,jr)∈Γk,r

s(n−1)r(H∗ΩM)⊗r)où s désigne la suspension et Γk,r l'ensemble des graphes à k sommetset r arêtes.PreuveLa 
ohomologie réduite est donnée par
H̃∗(Fk; Q) = ⊕k−1

r=1 ⊕(i1,j1),...(ir ,jr)∈Γk,r
xi1j1 · · · xirjr(ΛV )⊗r.

�Remarque 6.5. Une base de la 
ohomologie réduite de Mk est don
donnée par un ensemble de 
o
y
les dont la 
omposante dans l'idéalengendré par les xij se projette sur une base de
⊕k−1
r=1 ⊕(i1,j1),...(ir ,jr)∈Γk,r

xi1j1 · · · xirjr(ΛV )⊗r.Pour k = 2, on retrouve
H̃∗(F2; Q) = x12ΛV .Pour k = 3, on a

H̃∗(F3; Q) = x12(ΛV )⊕x13(ΛV )⊕x23(ΛV )⊕x12x23(ΛV )⊗2⊕x12x13(ΛV )⊗2.(b) Homotopie de FkAvant d'entamer la dis
ussion, munissons-nous d'un outil performantpour déterminer 
ertaines �bres homotopiques.Soient p : E → B une �bration de �bre F et f : A→ E une appli
ation
ontinue telle que p ◦ f ∼ ∗. Il existe alors des appli
ations f ′ ∼ f et grendant 
ommutatif le diagramme suivant
F

i // E
p // B

A.

g

``AAAAAAAA
f ′

OONotons E′ = E∪f ′CA, p
′ : E′ → B l'extension de p dé�nie par p′|CA = ∗et q : ΩB ×A→ ΩB× F → F la 
omposée de l'holonomie et de Id× g.



90 6. CONFIGURATIONS DE k POINTS, k > 2Théorème 6.6. La �bre homotopique de p′ a le type d'homotopie del'espa
e
F

∐
(ΩB × CA)

∼obtenu en identi�ant (w, (a, 0)) ave
 q(w, a) pour tous les w ∈ ΩB et
a ∈ A.PreuvePar dé�nition, la �bre homotopique de p′ : E′ → B est donnée par

Fp′ = {(e′, σ) ∈ E′ × PB|σ(0) = p′(e′)}.Notons Fp la �bre homotopique de p. L'espa
e topologique Fp′ est ho-méomorphe à l'espa
e
Fp

∐
(ΩB × CA)

∼obtenu en identi�ant (ω, (a, 0)) ave
 (f ′(a), ω) pour tous les a ∈ A et
ω ∈ ΩB. En�n, l'équivalen
e d'homotopie ϕ : Fp → F : (e, σ) 7→ H(1),où H : I → E désigne l'unique appli
ation qui rend le diagramme suivant
ommutatif

{0}

��

e // E

p

��
[0, 1]

σ // B,induit l'équivalen
e d'homotopie annon
ée. �Soient q1, q2, . . . une suite de points distin
ts de M.Lemme 6.7. Si M est une variété polygène, alors la �bre homotopique
Fjk de l'in
lusion

jk : M\{q1, . . . , qk−1} →֒M,a le type d'homotopie rationnel du bouquet de sphères
(Σn−1(ΩM ∨ S0))∨(k−1).Preuve Nous allons faire la démonstration pour k = 3.Comme le suggère le diagramme 
ommutatif suivant,

M\{p} ∨ Sn−1 i∨∗ //

k

''PPPPPPPPPPPP
M

M\{p, q}

j
::vvvvvvvvvv



6.2. FIBRE HOMOTOPIQUE Fk DE L'INCLUSION F (M ; k) →֒Mk 91la �bre homotopique de j a le type d'homotopie de la �bre homotopiquede i ∨ ∗. On applique alors le Théorème 6.6 à la situation suivante :
F // M\{p}

i // M

Sn−2

∗

bbFFFFFFFFF
∗

OO
∗

;;wwwwwwwwwoù la �bre homotopique F0 a le type d'homotopie rationnel de Σn−1(ΩM∨
S0), suivant le Théorème 4.3. On en déduit que la �bre homotopique del'appli
ation i ∨ ∗ : M\{p} ∨ Sn−1 = M\{p} ∪∗ CS

n−2 → M a le typed'homotopie de l'espa
e
F ′ =

F0
∐

(ΩM × CSn−2)

∼obtenu en identi�ant les 
ouples (w, (x, 0)) ∈ ΩM × CSn−2 ave
 δ(w),l'image de w par le 
onne
tant de la �bration i. Suivant le Lemme 1.11,l'appli
ation rationnalisée (Ωi)0 admet une se
tion σ. Par 
onséquent, le
onne
tant rationnel δ0 est trivial : δ0 ◦ Id ∼ δ0 ◦ (Ωi)0 ◦ Ωσ0 ∼ ∗. Ils'ensuit que Fj3 ≈0 F0 ∨
ΩM×Dn−1

ΩM×Sn−2 ≈ F0 ∨ Σn−1ΩM ∨ Sn−1.Pour k > 3, il su�t de répéter la 
onstru
tion. �Nous en déduisons la Proposition suivante dé
rivant le lien entre Fk et
Fk−1 :Proposition 6.8. Si la variétéM est polygène, alors pour 
haque k ≥ 2,la �bre homotopique Fk de l'in
lusion ik : F (M ; k) →֒Mk, s'ins
rit dansune �bration homotopique

Σk → Fk → Fk−1,où
Σk ≈0 (Σn−1(ΩM ∨ S0))∨(k−1).PreuveRappelons que si f : X → Y et g : Y → Z sont deux appli
ations 
onti-nues et Ff , Fg et Fg◦f désignent les �bres homotopiques des appli
ations

f, g, et g ◦ f, alors on a une �bration
Ff → Fg◦f → Fg.Considérons les inje
tions f : F (M ; k) → F (M ; k−1)×M et g : F (M,k−

1)×M →Mk. On a Fg◦f = Fk et Fg = Fk−1. D'autre part en 
omposant
f ave
 la proje
tion p1 : F (M ; k − 1) × M → F (M ; k − 1), on faitapparaître Ff 
omme la �bre homotopique de l'in
lusion i : M\Qk−1 →֒
M. �



92 6. CONFIGURATIONS DE k POINTS, k > 2Nous sommes à présent en mesure de démontrer le théorème fondamentalde 
e 
hapitre :Théorème 6.9. Si la variété M est polygène, alors(1) π∗ΩFk ⊗ Q est une algèbre de Lie de dimension globale infé-rieure ou égale à k − 1.(2) La �bre homotopique Fk est un espa
e de 
atégorie rationnelleinférieure ou égale à k − 1.(3) Si M admet un bon modèle, alors pour 
haque k ≥ 2, la suitespe
trale de Serre de la �bration Σk → Fk → Fk−1 dégénère auterme E2.Pour rappel, la dimension globale d'une algèbre de Lie graduée L,
gldim(L), est l'entier r maximal tel que Extr∪L(Q,Q) 6= 0. S'il n'existepas de tel entier, la dimension globale est dite in�nie.La 
ohomologie Ext∗∪L(Q,Q) est la 
ohomologie de l'algèbre des 
o-
haines C∗(L) = (ΛHom(sL,Q), d2), et la dimension globale l'entiermaximal tel que 
ette 
ohomologie soit non nulle.Pour un espa
e topologique simplement 
onnexe X dont les nombres deBetti sont �nis, et admettant un modèle minimal de Sullivan (ΛV, d),l'algèbre des 
o
haines sur l'algèbre de Lie π∗ΩX ⊗ Q est (ΛV, d2), d2désignant la partie quadratique de la di�érentielle. De plus, en �ltrant
(ΛV, d) par la longueur des mots, on obtient une suite spe
trale ave

E2 = H∗(ΛV, d2) et E∞ = H∗(ΛV, d). La 
ohomologie de π∗(ΩX) ⊗ Qest don
 une bonne première approximation de H∗(X; Q).Remarquons toutefois que la dimension globale de LX peut être supé-rieure à la 
atégorie rationnelle de X, 
omme dans le 
as CP (2). En e�et,l'algèbre di�érentielle (Λ(x, y), d) dé�nie par d(y) = x3, d(x) = 0 et |x| =
2 est un modèle minimal de CP (2). Comme la partie quadratique de d estnulle, la dimension globale de LCP (2) est in�nie, tandis que la 
atégorierationnelle de CP (2) est égale à 2.Preuve du théorème 6.9
(1) Montrons tout d'abord par ré
urren
e sur k que π∗(ΩFk)⊗Q est unealgèbre de Lie de dimension globale inférieure à k − 1.Le résultat est vrai pour k = 2, 
ar F2 est rationnellement un bouquetde sphères, 
'est à dire un espa
e 
oformel de 
atégorie 1.Supposons le résultat vrai pour l'entier k−1. Dans 
e 
as on a un modèlede Sullivan relatif de la �bration

Σk → Fk → Fk−1



6.2. FIBRE HOMOTOPIQUE Fk DE L'INCLUSION F (M ; k) →֒Mk 93de la forme suivante
(ΛV, d) → (ΛV ⊗ ΛW,D) → (ΛW,D).Comme Σk est rationnellement un bouquet de sphères, et grâ
e au Co-rollaire 1.41, on peut supposer que l'image par la di�érentielle D d'unélément w ∈W s'é
rit
D(w) = x+

∑

i

vi ⊗ wi +D(w),pour 
ertains x ∈ Λ≥2(V ) et vi ∈ V. En parti
ulier, (ΛV ⊗ ΛW,D)est le modèle minimal de Sullivan de Fk et en 
onsidérant les partiesquadratiques des di�érentielles, on obtient l'extension suivante :
(ΛV, d2) → (ΛV ⊗ ΛW,D2) → (ΛW,D).Par l'hypothèse de ré
urren
e, Hp(ΛV, d2) = Ker(d2:ΛpV→Λp+1V )

Im(d2:Λp−1V→ΛpV ) = 0,pour p ≥ k − 1. Notons S ⊂ Λk−2V un supplémentaire des 
o
y
les.L'idéal I de (ΛV, d2) dé�ni par I = Λ≥k−1V ⊕S est a
y
lique. Par 
onsé-quent, l'algèbre di�érentielle graduée 
ommutative (A, d2) = (ΛV/I, d2)est quasi-isomorphe à (ΛV, d2). Pour 
al
uler Hp(ΛV ⊗ΛW,D2), il su�tde 
al
uler Hp(A ⊗ ΛW,D2). Or Hp(A ⊗ ΛW,D2) = 0 pour p ≥ k, 
artoutes les 
lasses d'homologie de (A⊗ΛW,D2) peuvent être représentéespar un 
o
y
le de A⊗ (W ⊕Q). En e�et, soit ω =
∑

i ai⊗ zi ∈ A⊗ΛWun 
o
y
le dans lequel zi0 est un élément de ΛlW de longueur l ≥ 2maximale. La forme de D2 implique que D(zi0) = 0, et 
omme Σk estde 
atégorie rationnelle 1, il existe ui0 ∈ Λl−1W tel que D(ui0) = zi0 .Le 
o
y
le ω′ =
∑

i ai ⊗ zi −D2(ai0ui0) représente la même 
lasse d'ho-mologie que ω. En répétant l'argument, on peut s'arranger pour que
ω′ ∈ A ⊗ (W ⊕ Q). La dimension globale de π∗ΩFk ⊗ Q est bien infé-rieure à k − 1.
(2) Nous déduisons du point (1) que si (ΛX, d) est le modèle minimalde Fk, alors tout 
o
y
le de (ΛX, d2) de longueur supérieure à k est un
obord. Notons S un supplémentaire des d2−
o
y
les dans Λk−1X, alors
I = Λ≥kX ⊕ S est un idéal a
y
lique pour la di�érentielle d2. L'idéal Iest aussi a
y
lique pour la di�érentielle d. En e�et, notons w =

∑i1
i=i0

wi,

wi ∈ ΛiX un d-
o
y
le de I. Dans 
e 
as wi0 est un d2-
o
y
le et don
un d2-
obord, wi0 = d2(α). On rempla
e alors w par le d-
o
y
le 
oho-mologiquement équivalent w − d(α). Ce nouveau d-
o
y
le appartient à
Λ>i0X. On re
ommen
e et on voit ainsi que w est équivalent à un 
o-
y
le de Λ≥NX pour N arbitrairement grand. L'élément w est don
 un
obord. Il s'ensuit que l'adg
 (ΛX, d) est quasi-isomorphe à (ΛX/I, d).Cette dernière adg
 est de nilpoten
e k − 1. L'espa
e Fk est don
 de
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atégorie rationnelle inférieure ou égale à k − 1.
(3) Supposons maintenant que la variétéM admette un bon modèle. Les�brations Σr → Fr → Fr−1 donnent des bornes supérieures pour les ho-mologies des Fr. En e�et, notons Pr(t) la série de Poin
aré de Fr. Nousavons une inégalité 
oë�
ient par 
oë�
ient :

Pr(t) ≤ Pr−1(t)(1 + (r − 1)PΩM (t)tn−1).Par ré
urren
e, nous en déduisons 
ette inégalité :
Pk(t) ≤ (1 + (k− 1)PΩM (t)tn−1)(1 + (k− 2)PΩM (t)tn−1) · · · (1 +PΩM (t)tn−1).Reprenons maintenant le 
al
ul de Pk(t) e�e
tué en 6.1 et 
al
ulons depart et d'autre le nombre α de termes (PΩM (t)tn−1)r. Dans l'expressiondu terme de droite de l'inégalité, α désigne le 
hoix de r 
omposantsparmi les k − 1 
omposants, que l'on peut numéroter de k à 2 en dé-
roissant, et pour 
haque 
omposant, d'un entier inférieur au numéro de
e 
omposant. Ce nombre α est exa
tement égal au nombre de forêts à
r arêtes formées ave
 les sommets 1, . . . , k et telles que 2 arêtes n'ontjamais le même sommet. En e�et une telle forêt est déterminée par l'en-semble des extrémités des arêtes, ( r nombres parmi les entiers de 2 à k),et pour 
haque arête d'extrémité j du 
hoix de son origine, un nombreentre 1 et j − 1. Ce
i prouve que l'inégalité est en fait une égalité. �(
) F3Théorème 6.10. L'espa
e F3 est un espa
e 
oformel de 
atégorie ra-tionnelle inférieure à 2.PreuveLa �bration Σ3 → F3 → F2 admet pour modèle minimal

(ΛV, d)
i // (ΛV ⊗ ΛW,D) // (ΛW,D)dans lequel d et D sont quadratiques. L'espa
e Σ3 étant rationnellementun bouquet de sphères, on peut supposer que pour 
haque w ∈W,

D(w) = D(w) +
∑

i∈I

wifi(w) + g(w)pour 
ertains fi(w) ∈ Λ+V, g(w) ∈ Λ≥2V et où {wi}i∈I désigne unebase de W. Nous allons démontrer par ré
urren
e sur le degré usuel quela di�érentielle D véri�e(6.1) D(w) = D(w) +
∑

i∈I

wixi(w)



6.3. HOMOTOPIE DE F (M ; k) 95pour 
ertains xi(w) ∈ V.Soit w ∈ W de degré minimal. Alors D(w) = g(w) est un 
o
y
le de
(ΛV, d) de longueur supérieure ou égale à 2, et don
 un 
obord : g(w) =
d(x). Quitte à rempla
er w par w′ = w − x, on peut don
 supposer que
D(w) = 0. La di�érentielle D a don
 la forme 6.1 sur les éléments de Wde degré minimal.Supposons que D soit de la forme 6.1 sur W<k. Soit w ∈ W k. Le 
al
ulsuivant

D2(w) = D(D(w)) +
∑

i∈I D(wi)fi(w)
+

∑
i∈I(

∑
j∈I wjxj(wi))fi(w)

+
∑

i∈I(−1)|wi|wid(fi(w)) + d(g(w))prouve que g(w) est un 
o
y
le et don
 un 
obord, g(w) = d(y′). Quitteà rempla
er le générateur w par w′ = w− y′, on peut don
 supposer que
D(w) = D(w) +

∑

i∈I

wifi(w).On dé
ompose ∑
i wifi(w) = a2 + · · · an en une somme dans laquelle

ar ∈ Λr(V ⊕W ) et an 6= 0. Si n = 2, D(w) a la forme 6.1. Si n ≥ 3,alors par l'hypothèse de ré
urren
e, l'élément an est un 
o
y
le. Notons
an =

∑
j∈I′ wjbj ave
 I ′ ⊂ I. On déduit de l'égalité(6.2) 0 = D(an) =

∑

j

D(wj)bj +
∑

j

(
∑

i

wixi(wj))bj ±
∑

j

wjd(bj)que les wj sont des D-
o
y
les.Soit I0 ⊂ I ′ l'ensemble d'indi
es tel que wj est de degré maximal si etseulement si j ∈ I0. On déduit en
ore de l'égalité 6.2 que pour 
haque
j ∈ I0, d(bj) = 0. F2 étant un bouquet de sphères, 
e
i implique que
bj = d(b′j). On pose alors w′ = w−

∑
j∈I0

(−1)|wj |wjb
′
j et on re
ommen
el'opération jusqu'à 
e que a′n = 0. Ensuite on re
ommen
e sur a′n−1 etainsi de suite, jusqu'à 
e que n = 2. �6.3. Homotopie de F (M ; k)Proposition 6.11. Si M est une variété polygène, alors l'homomor-phisme

jk : π∗(F (M\m0; k)) ⊗ Q → π∗(F (M ; k)) ⊗ Qest surje
tif pour 
haque k ≥ 1.PreuveNous allons faire la preuve par ré
urren
e sur k. La première partie duThéorème 4.3 donne le 
as k = 1. Supposons ensuite que l'assertion soit
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0

��
π∗(M\m0\Qk−1) ⊗ Q

��

i // π∗(M\Qk−1) ⊗ Q

��
π∗F (M\m0; k) ⊗ Q

��

jk // π∗F (M ; k) ⊗ Q

��
π∗F (M\m0; k − 1) ⊗ Q

��

jk−1 // π∗F (M ; k − 1) ⊗ Q

0 Fig. 1véri�ée pour k− 1. D'après le Théorème 2.3, les 
olonnes du diagramme
ommutatif suivant sont des �brations et la première admet une se
tion.
M\m0\Qk−1

//

��

M\Qk−1

��
F (M\m0; k)

��

// F (M ; k)

��
F (M\m0; k − 1)

TT

// F (M ; k − 1).On en tire le diagramme 
ommutatif représenté à la �gure 1, danslequel les suites verti
ales sont exa
tes. Par l'hypothèse de ré
urren
e,l'homomorphisme jk−1 est surje
tif. Pour prouver que jk est surje
tif, ilsu�t don
 de prouver que l'homomorphisme i est surje
tif. Dans 
e but,rappelons que M\Qk ≈ M\q1 ∨ (∨k−1
i=1 S

n−1
i ). Il s'ensuit que i s'ins
ritdans le diagramme 
ommutatif suivant

π∗(M\m0\Qk−1)

∼=
��

i // π∗(M\Qk−1)

∼=
��

π∗(M1 ∨ (∨k−1
i=1 S

n−1
i )) // π∗(M1 ∨ (∨k−2

i=1 S
n−1
i )),
e qui 
omplète la preuve. �Les relations de Cohen et Gitler restent don
 valables pour F (M ; k). Enparti
ulier π∗(ΩF (M ; k)) ⊗ Q est engendré 
omme algèbre de Lie par



6.4. LF (CP (n);3) 97les Bij véri�ant les " in�nitesimal braid relations" et les images par lesdi�érentes se
tions si de π∗(ΩM) ⊗ Q.6.4. LF (CP (n);3)Suivant le Théorème 2.3, l'espa
e de 
on�gurations F (CP (n); 3) s'ins-
rit dans la �bration(6.3) CP (n)\Q2 → F (CP (n); 3) → F (CP (n); 2).La �bre CP (n)\Q2 a le type d'homotopie du bouquet CP (n−1)∨S2n−1.D'après la Proposition 1.18, l'algèbre de Lie d'homotopie de 
e bouquetest le produit libre LCP (n−1)∨S2n−1 = LCP (n−1)∐LS2n−1 . Par 
onséquent,le 
entre est réduit à 0 et le Corollaire 1.33 implique l'exa
titude de lasuite(6.4) 0 // LCP (n)\Q2

i // LF (CP (n);3)
p // LF (CP (n);2) // 0induite par la �bration 6.3. On en déduit l'isomorphisme d'espa
es ve
to-riels LF (CP (n);3)

∼= LCP (n−1) ∐LS2n−1 ⊕σ(LF (CP (n);2)), où σ désigne unese
tion linéaire de p. L'algèbre de Lie LCP (n−1) ∐ LS2n−1 est une sous-algèbre de Lie de LF (CP (n);3). Pour déterminer 
omplètement LF (CP (n);3),il reste don
 à déterminer les 
ro
hets [x, σ(v)] et [σ(v), σ(v′)] pour
v, v′ ∈ LF (CP (n);2) et x ∈ LCP (n−1)∐LS2n−1 . Pour 
e faire, nous 
onstrui-sons expli
itement le modèle minimal de Sullivan de F (CP (n); 3).6.4.1. Modèle minimal de F (CP (n); 3)Commençons par le 
as parti
ulier de CP (2). Cet espa
e est unevariété 
omplexe proje
tive et admet don
 un bon modèle. Un modèle
ommutatif de F (CP (2); 3) est donné par l'adg
 (A,D) obtenue en quo-tientant

(Λ(a1, a2, a3, b1, b2, b3) ⊗ Λ(x12, x13, x23),D)par les relations x12x23 + x23x13 + x13x12 = (ai − aj)xij = 0 et dont ladi�érentielle est dé�nie par :
D(bi) = a3

i , D(xij) = a2
i + aiaj + a2

j et |ai| = 2.D'ailleurs, le Théorème 2.3 indique que l'espa
e F (CP (2); 3) s'ins
ritdans la �bration
F (CP (2)\2pt; 1) → F (CP (2); 3) → F (CP (2); 2).Suivant le Corollaire 3.1 de la se
tion 3, mF (CP (2);2) = (Λ(a1, b, a2, y3), d)ave
 db = a3
1, dy3 = a2

1 + a1a2 + a2
2. De plus, l'équivalen
e d'homotopie
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CP (2)\2pt ≈ CP (2)\pt ∨ S3 ≈ S2 ∨ S3 implique que
mCP (2)\2pt = (Λ(a3, y1, y2, t, u, v, w, α, β, γ, . . .), d)ave
 |a3| = 2, |y1| = 3, da2 = dy1 = 0, dy2 = a2

3, dt = a3y1, du =
y2y1 − a3t, dv = a3u− y2t, dw = y1t, dα = a3v − y2u, dβ = t2 + 2y1u,
dγ = a3w + y1u. Par 
onséquent, le modèle minimal de Sullivan de
F (CP (2); 3) a la forme suivante

mF (CP (2);3) = (Λ(a1, a2, a3, y1, y2, y3, t, u, v, w, α, β, γ, . . .),D),pour une 
ertaine di�érentielle D telle que Dai = 0, Db = a3
1, et

Dy3 = a2
1 + a1a2 + a2

2.Premièrement, l'isomorphisme H(mF (CP (2);3)) ∼= H(A,D) implique que
Dy2 = a2

1 + a1a3 + a2
3 et Dy1 = a2

2 − a2
1 + a2a3 − a1a3. On en déduit que

Dt = a3y1 − a1y3 + a2y3 + a1y2 − a2y2 − a2y1.Ensuite, les égalités a3
1 = Db, (a2)

3 = D(a2y3 − a1y3 + b), a2
1a2 =

D(a1y3 − b) − a1a
2
2, a

2
2a3 = D(a3y3 − a1y2 + b) + a1a

2
3 − a1a2a3, a1a

2
2 =

D(a1y1 + a1y2) − a1a2a3 − a1a
2
3, a

2
1a3 = D(a1y2 − b) − a1a

2
3, a

3
3 =

D(a3y2−a1y2+b), a2a
2
3 = D(a2y2+a1y2−a1y3+a1y1+b)−2a1a2a3−a1a

2
3et 2a1a2a3 = D(−a2y1+a2y3−2a1y3+3b+3 y3−a1y2)+a1a

2
3 impliquentque, quitte à rempla
er u par u + α pour un 
ertain α de degré 5, onpeut supposer que Du = y3y1 + a1t + a2t − y2y1 + a3t + u1a1a

2
3, pourun 
ertain u1 ∈ Q. Cependant, en travaillant de la même façon pourdéterminer Dv et Dw, on remarque que Dv = a3u − y2t − a2u + ty3,

Dw = y1t− a2u+ a1u et u1 = 0.En�n en poursuivant les 
al
uls, on obtient Dα = a3v − y2u + a1v +
a2v + y3u, Dβ = t2 + 2y1u + 2a1v − 2a2v + 2a1w + 4a2w et Dγ =
a3w + y1u+ a1w + a2w.Dans le 
as n ≥ 3, l'adg
 (A,D) obtenue en quotientant l'algèbre

(Λ(a1, a2, a3, b1, b2, b3) ⊗ Λ(x12, x13, x23),D)par les relations x12x23 + x23x13 + x13x12 = (ai − aj)xij = 0 et telle que
D(bi) = an+1

i , D(xij) =
∑n

k=0 a
n−k
i akj et |ai| = 2, est un modèle 
om-mutatif de l'espa
e F (CP (n); 3), qui s'ins
rit dans la �bration suivante

CP (n− 1) ∨ S2n−1 → F (CP (n); 3) → F (CP (n); 2).Le modèle minimal de Sullivan de CP (n− 1) ∨ S2n−1 est donné par
mCP (n−1)∨S2n−1 = (Λ(a3, y2, y1, t, u, v, w, α, · · · ), d)ave
 da3 = 0, dy2 = an3 , dy1 = 0, dt = a3z, du = an−1

3 t − y2y1, dv =
a3u − y2t, dw = y1t et dα = t2 − 2a3w. En imitant les 
al
uls du 
as
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n = 2, on trouve

mF (CP (n);3) = (Λ(a1, a2, a3, y1, y2, y3, t, b, u, v, w, α, · · · ),D)ave

Dai = 0,

Dy2 =
∑n

i=0 a
n−i
1 ai3,

Dy3 =
∑n

i=0 a
n−i
1 ai2,

Dy1 =
∑n−1

i=0 (an−i2 ai3 − an−i1 ai3),
Dt = a3y1 − a1y3 + a2y3 + a1y2 − a2y2 − a2y1,

Db = an+1
1 ,

Du = y3y1 − y2y1 +
∑n−1

i=0 a
n−1−i
1 (

∑i
k=0 a

k
2a
i−k
3 )t,

Dv = a3u− y2t− a2u+ ty3,
Dw = y1t− a2u+ a1u,
Dα = t2 − 2a3w + 2a1v − 2a2v + 2a2w.En�n, dans un 
as 
omme dans l'autre, en e�e
tuant les 
hangementsde variable y1 = y1 + y2 et b = 3b+ a3y2 − a1y2 + a2y3 − a1y3, on donnela forme suivante au modèle minimal de F (CP (n); 3)

mF (CP (n);3) = (Λ(a1, a2, a3, y1, y2, y3, t, b, u, v, w, α, · · · ),D)ave

Dai = 0,

D(yi) =
∑n

l=0 a
n−l
j alk ave
 {i, j, k} = {1, 2, 3}.

D(t) = (a3 − a2)y1 + (a2 − a1)y3 + (a1 − a3)y2,

Db =
∑3

i=1 a
n+1
i ,

Du = y3y1 + y1y2 + y2y3 +
∑n−1

i=0 a
n−1−i
1 (

∑i
k=0 a

i−k
2 ak3)t,

Dv = (a3 − a2)u+ t(y3 − y2),
Dw = (a1 − a2)u+ t(y1 − y2),
Dα = t2 + 2(a2 − a3)w + 2(a1 − a2)v.pour n ≥ 3, et pour n = 2,

mF (CP (2);3) = (Λ(a1, a2, a3, y1, y2, y3, t, b, u, v, w, α, β, γ, · · · ),D)
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Dai = 0,

D(yi) =
∑2

l=0 a
2−l
j alk ave
 {i, j, k} = {1, 2, 3}.

D(t) = (a3 − a2)y1 + (a2 − a1)y3 + (a1 − a3)y2,

Db =
∑3

i=1 a
3
i ,

Du = y3y1 + y1y2 + y2y3 + (a1 + a2 + a3)t,
Dv = (a3 − a2)u+ t(y3 − y2),
Dw = (a1 − a2)u+ t(y1 − y2),
Dα = u(y3 − y2) + (a1 + a2 + a3)v,
Dβ = t2 + 2(a2 − a3)w + 2(a1 − a2)v + 6a2w + 2y1u,
Dγ = (a1 + a2 + a3)w + (y1 − y2)u.6.4.2. Algèbre de Lie d'homotopie de F (CP (n); 3)(a) LCP (n)\2ptsLe modèle minimal de Sullivan de CP (n− 1) est donné par

mCP (n−1) = (Λ(a, y), d)ave
 dy = an et |a| = 2. On en déduit que
LCP (n−1) =

{
Ab(ǎ, y̌) si n ≥ 3,

L(ǎ) si n = 2.De même, d'après l'Exemple 1.7, on trouve LS2n−1 = L(ž). Finalementon obtient(6.5) LCP (n)\2pts =

{
Ab(ǎ, y̌) ∐ L(ž) si n ≥ 3,

L(ǎ, ž) si n = 2.(b) LF (CP (n);2)Suivant le Corollaire 3.1, le modèle minimal de F (CP (n); 2) est donné par
mF (CP (n);2) = (Λ(a1, a2, b, c), d) ave
 db = an+1

1 , dc =
∑n

i=0 a
n−i
1 ai2. Dansle 
as n = 2, on observe que [ǎ1, ǎ1] = νč, [ǎ1, ǎ2] = ηč et [ǎ2, ǎ2] = ξč.D'après la formule 1.4, on obtient ν = 〈s[ǎ1, ǎ1]; c〉 = 2. De même, ontrouve η = 1 et ξ = 2. Par 
onséquent, [ǎ1, ǎ1] = [ǎ2, ǎ2] = 2[ǎ1, ǎ2]. Onen déduit(6.6) LF (CP (n);2) =

{
Ab(b̌)⊕L(ǎ1,ǎ2)

[ǎi,ǎi]−2[ǎi,ǎj ] pour i6=j si n = 2,

Ab(ǎ1, ǎ2, č, b̌) si n ≥ 3.(
) LF (CP (n);3)
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′
1, y̌2, y̌3 et b̌′ engendrent (LF (CP (n);3)).Dans le 
as n ≥ 3, la suite exa
te 6.4 a la forme suivante :

0 // Ab(ǎ, y̌) ∐ L(ž)
i // LF (CP (n);3)

p // Ab(ǎ1, ǎ2, b̌, č) // 0ave
 i(ǎ) = ǎ3, i(y̌) = 1
2 (y̌′1 + y̌2), i(ž) = 1

2(y̌′1 − y̌2), p(ǎi) = ǎi pour i ∈
{1, 2}, p(b̌′) = 3b̌ et p(y̌3) = y̌3. Ce
i prouve laProposition 6.12. Si n ≥ 3, alors LF (CP (n);3) = L ⊕ Ab(b̌′), où Ldésigne l'algèbre obtenue en quotientant Ab(ǎ1, ǎ2, ǎ3)∐L(y̌1, y̌2, y̌3) parles relations :(1) [y′1, y2] = [y2, y3] = [y3, y

′
1],(2) [a1, y3] = [a2, y

′
1] = [a3, y2] = −[a1, y2] = −[a2, y3] = −[a3, y

′
1].Dans le 
as n = 2, la suite exa
te 6.4 a la forme suivante :

0 // L(ǎ, ž)
i // LF (CP (2);3)

p // L(ǎ1,ǎ2)
([ǎi,ǎi]−2[ai,aj ] , i6=j) ⊕Ab(b̌) // 0ave
 i(ǎ) = ǎ3, i(y̌) = 1

2(y̌′1+ y̌2), p(ǎi) = ǎi pour i ∈ {1, 2} et p(b̌′) = 3b̌.Ce
i prouve laProposition 6.13.
LF (CP (2);3)

∼=
L(ǎ1, ǎ2, ǎ3) ⊕Ab(b̌′)

([ǎi, ǎi] − 2[ai, aj ] , i 6= j)

�


