
Introdu
tionL'espa
e des 
on�gurations de k points d'un espa
e topologique X est lesous-espa
e de Xk, dé�ni par
F (X; k) = {(x1, · · · , xk) ∈ Xk|xi 6= xj pour i 6= j}.L'espa
e F (R3; 10) nous est tous familier. En e�et, l'évolution de notresystème solaire, 
omposé de 9 planètes et du soleil, s'identi�e à un 
he-min dans F (R3; 10). Pourvu que ça dure...Les espa
es de 
on�gurations trouvent des appli
ations dans de nom-breux domaines, allant de la théorie des noeuds à la mé
anique.En 1962, E.Fadell et J.Van Buskirk prouvent notamment que le groupedes tresses pures à k brins est isomorphe au groupe fondamental de

F (R2; k), [5℄.Dans un tout autre 
ontexte, l'étude des invariants homotopiques del'espa
e des la
ets libres F (Rn; k)S
1
, permet de déduire l'existen
e desolutions périodiques pour 
ertains systèmes Hamiltoniens.Dans 
e texte, nous fo
alisons notre attention sur les espa
es de 
on�-gurations dans les variétés. Pour rappel, une variété M de dimension

n, est un espa
e topologique séparé et lo
alement homéomorphe à Rn.La détermination du lien entre le type d'homotopie de M et 
elui de
F (M ; k), fait l'objet de nombreuses re
her
hes évoquées dans le deuxième
hapitre de 
e texte.Notre travail s'ins
rit lui dans la théorie de l'homotopie rationnelle. Dans
e 
adre pré
is, l'obje
tif primordial est de déterminer le lien entre le typed'homotopie rationnel de F (M ; k), et 
elui de M.Au niveau rationnel, l'objet algébrique le plus naturel asso
ié à F (M ; k)est l'algèbre di�érentielle suivante, introduite par I.Kriz [14℄ et B.Totaro[23℄ en 1993 :

A(M ; k) := ((H∗(M ; Q)⊗k ⊗ Λ(xij , 1 ≤ i, j ≤ k))/I, d),xi



xii INTRODUCTIONoù les xij , 1 ≤ i, j ≤ k sont de degré n − 1, où I est l'idéal di�érentielengendré par les éléments




xij − xji , x2
ij ,

p∗i (x)xij − p∗j(x)xij , x ∈ H∗(M ; Q),

xijxjk + xjkxki + xkixij,et où la di�érentielle d est dé�nie par
d(xij) = p∗ij(∆) ∈ (H∗(M ; Q))⊗k,les appli
ations pi : Mk → M et pij : Mk → M2 désignant respe
tive-ment les proje
tions sur le fa
teur d'indi
e i, et sur les fa
teurs d'indi
e

i et j.SiM est une variété proje
tive 
omplexe, l'algèbre di�érentielle A(M ; k)est un modèle 
ommutatif de F (M ; k), et en général, pour une variété
ompa
te et 
onnexe, 
ette algèbre di�érentielle apparaît 
omme le terme
E2 de la suite spe
trale de Cohen et Taylor [3℄, qui 
onverge vers l'al-gèbre H∗(F (M ; k); Q).Plus ré
emment, P.Lambre
hts et D.Stanley [15℄ ont obtenu un modèle
ommutatif de F (M ; 2), pour une variété M simplement 
onnexe, 
om-pa
te sans bord et telle que H2(M ; Q) = 0.Toutefois, la détermination du modèle minimal de Sullivan de F (M ; k)reste, à 
e jour, un problème totalement ouvert.Au 
÷ur de 
e problème, notre travail a pour but d'étudier 
ertains in-variants d'homotopie rationnelle de F (M ; k). En parti
ulier, nous nousintéressons à l'algèbre de Lie d'homotopie rationnelle π∗Ω(F (M ; k))⊗Q,que nous noterons souvent LF (M ;k). La variétéM sera toujours supposéesimplement 
onnexe, 
ompa
te et sans bord.En premier lieu, nous abordons le problème dans le 
as parti
ulier de
F (M ; 2). Dans 
e 
as pré
is, la suite spe
trale de 
ohomologie de Cohenet Taylor, dégénère en un isomorphisme

H∗(F (M ; 2); Q) ∼= H∗(M ; Q) ⊗H∗(M ; Q)/(∆)où (∆) désigne l'idéal engendré par la 
lasse diagonale ∆. D'autre part,le thèorème de Fadell et Neuwirth [7℄, indique que la proje
tion sur lepremier fa
teur p : F (M ; 2) →M, est un �bré lo
alement trivial, de �bre
M\m0, où m0 désigne un point �xé de M.Dans notre étude, nous distinguons deux familles de variétés : l'une re-groupant les variétés dont l'algèbre de 
ohomologie rationnelle est engen-drée par un seul élément, et l'autre, regroupant les variétés dont l'algèbrede 
ohomologie rationnelle de M né
essite au moins deux générateurs.



INTRODUCTION xiiiQuand M appartient à la première famille, le modèle minimal de
F (M ; 2) peut-être 
al
ulé expli
itement à partir de l'isomorphisme deCohen et Taylor. En parti
ulier, nous avons obtenu leThéorème 1. Si H∗(M ; Q) = Q[x]/xk, ave
 |x| = 2l, alors le modèleminimal de Sullivan de F (M ; 2) est l'algèbre de 
o
haines

(Λ(a, b, a′, c),D)où |a| = |a′| = 2l, Da = Da′ = 0, Db = ak et Dc =
∑k−1

i=0 a
ia′k−i−1.L'étude de la deuxième famille de variétés, nettement plus nom-breuse, s'avère beau
oup plus intéressante. Dans 
e 
as pré
is, notre pointde départ est l'espa
eM\m0, qui a été fortement étudié en homotopie ra-tionnelle. La stru
ture de l'algèbre de Lie d'homotopie rationnelle de 
etespa
e, a été donnée par Halperin et Lemaire. Dans [12℄, ils démontrentque la longue suite exa
te asso
iée à la �bration homotopique

F0
// M\m0

i0 // M,induit la suite exa
te d'algèbres de Lie graduées
0 // L(R) // π∗ΩM\m0 ⊗ Q

π∗Ωi0 // π∗ΩM ⊗ Q // 0où R ∼= sn−2H∗(ΩM ; Q). En parti
ulier, ils prouvent que F0 a le typed'homotopie rationnel d'un bouquet de sphères. Le lien entre M\m0 et
F (M ; 2), donné par l'appli
ation b : M\m0 → F (M ; 2) : m 7→ (m,m0),nous a amenés au premier résultat, dé
rivant la �bration homotopique
F2

// F (M ; 2)
i2 // M ×M :Théorème 2. Si H∗(M ; Q) né
essite au moins deux générateurs en tantqu'algèbre, alors l'algèbre de Lie graduée π∗ΩF (M ; 2)⊗Q s'ins
rit dansla suite exa
te d'algèbres de Lie graduées

0 // LF2
// LF (M ;2)

i2∗ // LM×M
// 0.En outre, l'algèbre de Lie graduée LF2 est une algèbre de Lie graduéelibre : LF2

∼= L(R′), engendrée par R′ ∼= sH̃∗(F2; Q).Ce premier résultat indique en parti
ulier que, tout 
omme F0, la�bre homotopique F2 de l'in
lusion i2 : F (M ; 2) →֒ M ×M, a le typed'homotopie rationnel d'un bouquet de sphères. Le modèle de Sullivandes �brations admettant une telle �bre, hérite de propriétés parti
ulières.Leur 
ompréhension nous a permis d'établir les faits suivants.Notons (ΛV, d) le modèle minimal de Sullivan de M, V = sV la suspen-sion de l'espa
e ve
toriel gradué V, et T = s−n+1(ΛV ).



xiv INTRODUCTIONProposition 1. Si H∗(M ; Q) né
essite au moins deux générateurs entant qu'algèbre, alors il existe un diagramme 
ommutatif d'adg
, dont ladeuxième ligne est un modèle de l'inje
tion i0 : M\m0 →֒M :

(ΛV, d) //

Id
��

(ΛV ⊗ ΛT, d) //

η

��

(ΛT, d)

η

��
(ΛV, d)

≃

��

// (ΛV ⊗ ΛW,D) //

≃

��

(ΛW,D)

APL(M)
APL(i0)

// APL(M\m0),jouissant des propriétés suivantes :(1) (ΛT, d) = (ΛT, 0),(2) η est un plongement qui est une 2n− 3 équivalen
e,(3) H∗(η) : T → H̃∗(ΛW,D) est un isomorphisme.De plus, la réalisation géométrique du re
tangle supérieur de 
e dia-gramme est un diagramme de �brations
K // ZM // M0

F0

ϕ

OO

// (M\m0)0 //

ϕ

OO

M0

Id

OO

tel que(1) K est un produit d'espa
es d'Eilenberg-Ma
Lane,(2) H̃∗(F0; Q)
∼= // HS

∗ (K; Q), où HS désigne l'homologie sphérique,(3) L'appli
ation ϕ : M\m0 → ZM est surje
tive en homotopie.La 
onstru
tion de la sous-algèbre minimale (ΛV ⊗ ΛT, d), qui ap-proxime le modèle minimal de Sullivan de M\m0, nous a inspiré dansl'étude de l'inje
tion F (M ; 2) →֒M ×M. De manière similaire, nous dé-terminons une algèbre de Sullivan minimale qui s'inje
te dansmF (M ;2), lemodèle minimal de Sullivan de F (M ; 2), et dont les propriétés s'énon
ent
omme suit :



INTRODUCTION xvThéorème 3. Si H∗(M ; Q) né
essite au moins deux générateurs en tantqu'algèbre, alors il existe un diagramme 
ommutatif d'adg

(ΛV ⊗ ΛV ′, d)

id //

��

(ΛV ⊗ ΛV ′, d)

��
(ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛT,D)

θ //

ε

��

mF (M ;2)

��
(ΛT, 0)

θ // (ΛW,d)dans lequel θ est inje
tif. L'in
lusion i2 : F (M ; 2) →֒M×M fa
torise via
EM , la réalisation de (ΛV ⊗ΛV ′ ⊗ΛT,D), et 
e
i donne un diagramme
ommutatif dont les lignes sont des �brations

K // EM // M0 ×M0

F2

g

OO

// F (M ; 2)0

g

OO

i2
// M0 ×M0,

OOet dans lequel(1) K est un produit d'espa
es d'Eilenberg-Ma
lane,(2) L'appli
ation g induit un isomorphisme en homologie sphérique.La partie quadratique de la di�érentielle de l'algèbre de Sullivan mi-nimale (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛT,D) est 
al
ulable. Celle-
i permet de mieux
omprendre la stru
ture d'algèbre de Lie de LF (M ;2). Nous avons établiune relation de 
ette algèbre de Lie graduée, impliquant un élément par-ti
ulier de πn−2ΩF (M ; 2) ⊗ Q, dé�ni de la manière suivante :Le 
hoix d'un homéomorphisme entre Dn et un voisinage de m0 dans
M induit une appli
ation 
ontinue g : Sn−1 → M\m0 par restri
tionau bord du disque. En 
omposant l'appli
ation g : Sn−1 → M\m0 ave
l'appli
ation

b : M\m0 → F (M ; 2) : m 7→ (m,m0),nous obtenons une appli
ation t : Sn−1 → F (M ; 2) et par adjon
tion,une appli
ation
t̃ : Sn−2 → ΩF (M ; 2).Pour un élément a ∈ π∗ΩM⊗Q, notons a l'élément de π∗Ω(M×{m0})⊗

Q 
orrespondant et a′ 
elui de π∗Ω({m0} ×M) ⊗ Q. Nous démontronsle



xvi INTRODUCTIONThéorème 4. Si H∗(M ; Q) né
essite au moins deux générateurs en tantqu'algèbre, alors pour toute se
tion linéaire σ de i2∗, on a
[t̃, σ(a)] = −[t̃, σ(a′)] mod L≥2(R′).Des exemples simples montrent que la proje
tion i2∗ n'admet pastoujours de se
tion d'algèbre de Lie. Nous avons 
ependant démontré leThéorème 5. Si H∗(M ; Q) né
essite au moins deux générateurs en tantqu'algèbre et si M est une variété 
oformelle de 
atégorie de Lusternik-S
hnirelmann rationnelle > 2, alors i2∗ admet une se
tion d'algèbre deLie. De plus,
LF (M ;2) = LM ⊕ LM ∐ L(t̃)/Ioù I est l'idéal engendré par les éléments [a+ a′, t̃], a ∈ LM .Dans le 
as général de F (M ; k), nous avons pu généraliser une partiedes résultats obtenus dans le 
as k = 2. Notons Fk la �bre homotopiquede l'in
lusion ik : F (M ; k) →֒Mk. Nous démontrons tout d'abord laProposition 2. Si H∗(M ; Q) né
essite au moins deux générateurs entant qu'algèbre, alors pour 
haque k ≥ 2, la �bre homotopique Fk del'in
lusion ik : F (M ; k) →֒Mk, s'ins
rit dans une �bration homotopique

Σk → Fk → Fk−1,où
Σk ≈0 (Σn−1(ΩM ∨ S0))∨(k−1).Celle-
i entraîne le résultat suivant, généralisant la dernière assertiondu Théorème 2 :Théorème 6. Si H∗(M ; Q) né
essite au moins deux générateurs en tantqu'algèbre, la 
atégorie rationnelle de la �bre homotopique de l'in
lusion

F (M ; k) →֒Mk, est inférieure à k − 1.Notre texte est organisé de la manière suivante :Le premier 
hapitre regroupe les prin
ipaux outils né
essaires à notreétude rationnelle des espa
es de 
on�gurations. Nous y introduisonsentre autres les modèles de Sullivan, les modèles minimaux relatifs, lastru
ture d'algèbre de Lie d'homotopie et sa relation ave
 les modèles,l'opération d'holonomie dans les �brations et la 
atégorie de Lusternik-S
hnirelmann. En outre, nous y établissons bon nombre de propriétésindispensables dans notre dissertation.Nous entamons le deuxième 
hapitre par une brève introdu
tion auxespa
es de 
on�gurations. Ensuite nous étudions 
ertaines propriétés del'homologie et de la 
ohomologie des espa
es de 
on�gurations dans lesvariétés.



INTRODUCTION xviiDans le troisième 
hapitre, nous déterminons le modèle minimal deSullivan de l'espa
e des 
on�gurations de deux points des variétés dontl'algèbre de 
ohomologie rationnelle est engendrée par un seul élément.Cette famille de variétés 
omprend notamment les sphères et les espa
esproje
tifs CP (n).Dans le quatrième 
hapitre, nous nous intéressons au 
as d'une va-riété M 
ompa
te simplement 
onnexe de dimension n, dont l'algèbre de
ohomologie rationnelle né
essite au moins deux générateurs. Nous prou-vons tout d'abord que la �bre homotopique de l'in
lusion F (M ; 2) →֒
M × M a le type d'homotopie rationnel d'un bouquet de sphères, enappliquant les résultats de Halperin et Lemaire [12℄ à l'atta
hement
M = M\m0 ∪g D

n. Nous dé
rivons ensuite le modèle rationnel de
F (M ; 2) 
onstruit par Lambre
hts et Stanley [15℄, et 
onstruisons unealgèbre de Sullivan minimale qui s'inje
te dans le modèle minimal de Sul-livan de F (M ; 2). Pour 
e faire, nous déterminons une résolution semi-libre du modèle minimal de Sullivan de M, via laquelle nous donnonsune expression expli
ite du modèle de Lambre
hts et Stanley. En�n dansle 
as où M est formelle, nous 
onstruisons le modèle minimal bigraduéde F (M ; 2).Le 
hapitre 5 
on
lut notre dis
ussion 
on
ernant les espa
es de 
on�-gurations de deux points. Premièrement nous y démontrons le Théo-rème 4, exhibant une relation de LF (M ;2) dans le 
as général. Deuxième-ment nous y déterminons la stru
ture 
omplète d'algèbre de Lie d'homo-topie rationnelle de F (M ; 2) pour les variétés 
oformelles.En�n 
'est dans le 
hapitre 6 que nous nous intéressons aux espa
esde 
on�gurations de k ≥ 3 points. Nous 
al
ulons tout d'abord l'homo-logie d'une algèbre di�érentielle généralisant 
elle de I.Kriz et B.Totaro.Ensuite, nous démontrons le Théorème 6. Pour 
on
lure, nous détermi-nons expli
itement l'algèbre de Lie graduée LF (CP (n);3).


