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Introduction

L’espace des configurations de k points dans une variété M est ’espace
F(M, k) ={(z1,--- ,xk) € M x --- x M|z; # x; Vi, ] tels que i # j}.

Ces espaces apparaissent souvent en mathématiques. Par exemple, ’espace
des positions dans le "probleme des k corps' dans une variété M est l'es-
pace F(M, k) puisqu'on y étudie les trajectoires de k planétes ou particules
qui n’entrent pas en collision. Un autre exemple d’application est l'intégrale
de Kontsevich qui est un invariant universel des noeuds défini & partir de cer-
taines intégrales sur des espaces de configuration F(R3, k). Plus généralement
la théorie de Goodwillie-Weiss [13] permet de reconstruire les espaces de plon-
gements lisses d’une variété M dans une autre variété W, Emb(M, W), a partir
des espaces de configuration F'(W, k). Nous avons encore de nombreuses autres
applications, entre autres en géométrie algébrique (voir [12]).

Il est naturel de se demander si cette construction est un invariant homoto-
pique, c’est-a-dire, est-ce que si M et M’ sont des variétés qui ont méme type
d’homotopie (ce que nous noterons M ~ M’), alors F(M,k) ~ F(M' k) ? Un
exemple trés simple montre que la réponse est négative. En effet, les variétés
M = R™ et M’ = x sont deux variétés qui ont méme type d’homotopie et
nous voyons assez facilement que ce n’est pas le cas pour F(M,2) ~ S"~1 et
F(M’',2) = . Néanmoins, si on impose la condition que la variété soit fermée,
c’est-a-dire compacte et sans bord, alors cette question est encore partiellement
ouverte.

Quelques résultats importants vont dans la direction d’une réponse posi-
tive. Par exemple, N. Levitt montre en 1995 [26] que pour les variétés fer-
mées, 2-connexes, si M ~ M’ alors F(M,2) ~ F(M’',2). Levitt établit égale-
ment que les espaces de lacets pointés des espaces de configurations sont des
invariants homotopiques : QF (M, k) ~ QF(M’, k). Cependant, en 2005, R.
Longoni et P. Salvatore ont donné dans [27] une réponse négative a la ques-
tion : ils décrivent deux variétés M et M’ fermées, homotopiquement équiva-
lentes, de dimension 3, non simplement connexes, telles que, pour tout k& > 2,
F(M,k) # F(M', k). La question encore ouverte est deés lors la suivante :
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Question 1. Soient M et M’ deux variétés fermées simplement connezes.
A-t-on que M ~ M’ implique que F(M,k) ~ F(M' k) ¢

Dans ce travail nous allons aborder cette question d’un point de vue per-
mettant de I’étudier avec des outils algébriques, a savoir du point de vue de
I’homotopie rationnelle. Rappelons ce dont il s’agit. Il existe une relation d’équi-
valence sur les espaces topologiques plus faible que celle d’avoir méme type
d’homotopie, qui est d’avoir le méme type d’homotopie rationnelle. Le grand
avantage de cette notion est que le type d’homotopie rationnelle d’un espace
simplement connexe est completement encodé dans un objet algébrique qu’on
appelle une ADGC (pour algébre différentielle graduée commutative, ou plus
précisément dans la classe de "quasi-isomorphisme" de cette ADGC). Pour dé-
terminer le type d’homotopie rationnelle d’un espace X, il suffit donc de donner
un "modele" d’ADGC de celui-ci.

Un des objectifs de cette these est d’étudier la question 1 du point de vue
de ’homotopie rationnelle. Pour simplifier le propos, commencons par le cas
non trivial le plus simple, celui des espaces des configurations de deux points.
Il est clair que

F(M,2)=M x M\ A(M)

ol
A:M— Mx M;z— (x,x)

est le plongement de la diagonale dans M x M. L’espace des configurations
F(M,?2) est donc un espace complémentaire de I'image du plongement diago-
nal dans M x M. La classe d’homotopie du plongement diagonal ne dépend que
du type d’homotopie de M. Cependant, le type d’homotopie du complémentaire
d’un plongement, n’est en général pas déterminé par la classe d’homotopie du
plongement. Par exemple, le complémentaire du plongement trivial du cercle
dans R? (voir figure 1 (gauche)) n’a pas le méme type d’homotopie que le com-
plémentaire du plongement du cercle dans R? correspondant au nceud de tréfle
(voir figure 1 (droite)). Car on peut calculer que les groupes fondamentaux de
ces deux complémentaires sont non isomorphes, alors que ces deux plongements

sont évidemment homotopes.

FIGURE 1 — Deux plongements du cercle dans R? non isotopes.

Par contre, il est facile de voir que le type d’homotopie du complémen-
taire ne dépend que de la classe d’isotopie du plongement. Aussi, on peut
facilement montrer que deux plongements de cercles dans R* sont toujours
isotopes et donc les complémentaires ont méme type d’homotopie. Plus gé-
néralement, un argument classique de position générale montre que si la co-
dimension d’un plongement f: K <— W est suffisamment grande sa classe
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d’isotopie est completement déterminée par la classe d’homotopie et donc le
type d’homotopie de W'\ f(K) ne dépend que de la classe d’homotopie de f.
C.T. C. Wall et J. F. P. Hudson ont raffiné les hypotheses sous lesquelles on a
que la classe d’isotopie est complétement déterminée par la classe d’homotopie.
Avant de préciser ces hypotheses rappelons qu'un plongement f: K < W est
dit r-conneze si m;(f): mi(K) — m;(W) est un isomorphisme pour i < r, et
7 (f): 7 (K) — . (W) est surjectif. Le théoréme de Hudson-Wall sous I’hypo-
thése de dénouement (HD) suivante :

(HD) (i) f: K< W estr-connexe pour r > 1, et
(i) dimW >2dimK —r + 2,

affirme que la classe d’isotopie de f ne dépend que de sa classe d’homotopie, et
ainsi le type d’homotopie de W'\ f(K) ne dépend que de la classe d’homotopie
de f.

P. Lambrechts et D. Stanley développent dans [23] des techniques pour
construire des modeles d’ADGC d’un espace complémentaire W \ f(K) ou
f: K — W est l'inclusion d’un sous-polyédre dans une variété fermée. No-
tons que nous avons une version 'rationnelle" (HDQ) des hypotheses (HD)
ot on remplace (i) par "f est rationnellement r-connexe'. Le résultat princi-
pal de [23], en analogie avec les résultats de Wall et Hudson, est que le type
d’homotopie rationnelle du complémentaire est completement déterminé par
la classe d’homotopie rationnelle de I'inclusion sous les hypothéses (HDQ). Ils
montrent, de plus, comment construire un modele d’ADGC explicite de ’espace
complémentaire a partir d’'un modele de l'inclusion f.

Les conditions (HDQ) sont vérifiées pour le plongement A: M — M x M
lorsque la variété M est 2-connexe. Les méthodes développées dans [23] per-
mettent ainsi de montrer dans [22] que, si M est une variété fermée, 2-connexe,
le type d’homotopie rationnelle de F(M,2) ne dépend que du type d’homo-
topie rationnelle de M. De plus, un modele explicite ’ADGC de 'espace des
configurations de deux points dans M peut-étre construit a partir d’'un modele
de M.

Dans ce travail nous étudierons 'espace F'(M,2) lorsque la variété fermée
M est seulement 1-connexe. Sous cette hypotheése affaiblie de connexité les
choses se compliquent tant du point de vue géométrique que du point de vue
algébrique. En effet, nous n’avons plus de garantie que le type d’homotopie
rationnelle du complémentaire soit déterminé par la classe d’homotopie ration-
nelle du plongement ce qui, d’ailleurs, ne permet pas d’obtenir directement le
résultat via les méthodes algébriques développées dans [23]. Néanmoins, des
arguments algébriques simples permettent de montrer que quand la dimension
de la variété est paire, nous pouvons construire un modele d’ADGC de ’espace
F(M,?2). Plus précisément nous avons le premier résultat suivant :

Théoréme A (Théoréme 6.1). Soit M une variété fermée simplement connexe
de dimension paire. Le type d’homotopie rationnelle de F(M,2) ne dépend que
du type d’homotopie rationnelle de M. De plus un modéle d’ADGC de F(M,2)
peut-étre construit explicitement a partir d’un modéle d’ADGC de M.

La situation est plus délicate en dimension impaire. Nous démontrons le
résultat suivant :
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Théoréme B (Théoréme 6.17). Soit M une variété fermée simplement connexe
de dimension impaire. Pour tout x € Hy(M;Q) nous pouvons construire,
d partir d’un modéle d’ADGC de M, une ADGC explicite C(x) et il existe
x € Hy(M;Q) telle que C(z) soit un modéle d’ADGC de F(M,2).

Des résultats de N. Habegger (voir [14]) entrainent que ’ensemble des classes
d’isotopie d’applications homotopes & A: M < M x M est en bijection avec
Hy(M;Z). Ce résultat de Habegger donne un éclairage intéressant sur la signi-
fication potentielle de la classe x € Hy(M;Q) dans le théoréme B. Cependant,
nous ne connaissons pas d’argument, ni géométrique, ni algébrique, qui per-
mette de déterminer élément x € Ha(M;Q) tel que C(x) soit un modele de
F(M,2). Nous montrons que, en général, deux classes d’homologie différentes
x et y € Hy(M;Q) donnent des ADGC C(z) et C(y) non équivalentes. Done,
la version rationnelle de la question 1 dans le cas ou la variété est 1-connexe
de dimension impaire reste encore ouverte.

Nous avons étendu notre étude de la question 1 pour les espaces des confi-
gurations dans une variété a bord :

Question 2. Soit M une variété compacte a bord OM. Le type d’homotopie
(rationnelle) de F(M, k) est-il déterminé par le type d’homotopie (rationnelle)
de la paire (M,0M) ?

Cette question nous ramene de nouveau a 1’étude du type d’homotopie du
complémentaire de l'inclusion f: K — W ou K est un sous-polyedre de W qui
est, cette fois-ci, une variété compacte a bord. En effet, pour les espaces des
configurations F'(M, k) on considére W = MF* et K la "diagonale épaisse" dans
MP¥ et alors F(M, k) = W\ K. Une simple observation montre que le type d’ho-
motopie du complémentaire n’est pas déterminé, méme en grande codimension,
par la classe d’homotopie du plongement. En effet, regardons I’exemple simple
de l'inclusion f: % < D™ d’un point dans un disque de dimension n :

— si f(*) est un point intérieur & D™ alors D™\ f(*) ~ S"~1;

— si f(x) est un point du bord de D™ alors D™\ f(*) ~ .

En fait, une étude plus approfondie du probléme montre que le sous-polyedre
K NOW joue un role fondamental dans la détermination du type d’homotopie
de Vespace complémentaire W \ K. L’information permettant de déterminer,
sous les hypothéses (HD), le type d’homotopie du complémentaire W \ K est
le type d’homotopie du carré commutatif

KNoWt—-s90

K W.

Un des résultats majeurs de cette these est d’établir une version rationnelle de
ce principe :

Théoréme C (Théoreme 7.19 et théoréme 7.23). Sous les hypothéses (HDQ)
pour le plongement f: K < W un modéle d’ADGC du complémentaire W \ K



Introduction s

est complétement déterminé par un modeéle d’ADGC du carré

KNowe—-s oW

Ke———>W.

Le théoreme C s’applique entre autres aux exemples précédents du complé-
mentaire de l'inclusion d’un point dans le disque (exemples qui sont détaillés
a la fin du chapitre 7). En plus, ce résultat permet de répondre, sous certaines
hypotheses sur la connexité de M et M, a la version rationnelle de la question
2 lorsque k = 2.

Théoréme D (Théoréme 8.5 et corollaire 8.6). Soit W une variété compacte
a bord OW, telle que W et OW sont 2-connexes, et que H*(W) — H3(OW)
est surjective. Le type d’homotopie rationnelle de F(W,2) ne dépend que du
type d’homotopie rationnelle de la paire (W,0W). De plus un modéle ’ADGC
de F(W,2) peut étre construit d partir d’un modéle d’ADGC de linclusion
oW — W.

De plus, pour certaines variétés a bord W, nous obtenons un modele par-
ticulierement élégant de F'(W,2). Plus précisément, supposons qu’il existe une
variété M, fermée 2-connexe de dimension n et un sous polyedre K C M tel
que dim M > 2dim K + 3. Soit 7' C M un épaississment de K dans M, c’est-
a-dire une sous variété compacte de codimension 0 ayant le type d’homotopie
de K. Considérons la variété compacte & bord W := M \ T

Théoréme E (Théoréme 4.10). Sous les hypothéses ci-dessus, W admet un
modéle d’ADGC de la forme P/I ot P est une ADGC & dualité de Poincaré
et I C P est un idéal différentiel.

En conséquence, sous les mémes hypothéses, on obtient un modele ’ADGC
particulierement simple de F(M \ T, 2) :

Théoréme F (Théoreme 8.12). Soit M une variété fermée 2-connexe et T C M
est un épaississement d’un sous-polyédre K tel que dim M > 2dim K + 3. Si
P/I est un modéle tel que dans le théoréme E, alors F(M\T,2) admet un
modéle d’ADGC de la forme

(P/I® P/T) @ ss~"(P/I)

qus est le cone algébrique du morphisme induit par la multiplication par la classe
—
diagonale A": s~"P/I — P/I ® P/I.

Il semble que les techniques développées dans ce travail permettent égale-
ment de donner des informations précises, sinon compleétes, sur le type d’ho-
motopie rationnelle de F(W, k) lorsque W est une variété compacte a bord et
k > 2. En effet, inspirée par le résultat de [25], nous proposons la conjecture
suivante :

Conjecture G. Soit W une variété compacte a bord. Un modéle de dgmodule
de F(W, k) peut-étre déterminé da partir d’un modéle d’ADGC de OW — W.
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Nous sommes confiants que la preuve de cette conjecture est une consé-
quence des résultats de ce travail et de [25].

Voici le plan de ce travail :

Le chapitre 1 est un rappel des notions et résultats classiques sur les
algébres différentielles (dgmodules, ADGC, modeles de Sullivan, cones
algébriques, ...).

Le chapitre 2 est un survol rapide de la théorie de I’homotopie rationnelle.
Le chapitre 3 est consacré aux ADGC a dualité de Poincaré. Un résul-
tat nouveau ici est un raffinement du théoréme principal de [24] : nous
montrons qu’'une application f: K — M avec M une variété fermée 1-
connexe et dim M > 2dim K + 3, admet un modele d’ADGC surjectif de
la forme ¢: P——= @ ou P est une ADGC a dualité de Poincaré.

Le chapitre 4 rappelle les constructions de [23] des modeéles I’ADGC (et
de dgmodules) du complémentaire M \ K d’un sous-polyédre dans une
variété fermée. Un résultat nouveau ici est le théoreme E de I'introduction
(théoreme 4.10).

Le chapitre 5 rappelle la construction de [22] d’'un modele ’ADGC de
F(M,?2) pour une variété fermée M 2-connexe.

Le chapitre 6 est consacré a I’étude du type d’homotopie rationnelle de
F(M,2) lorsque M est fermée et 1-connexe. Nous y démontrons les théo-
rémes A et B de l'introduction (théorémes 6.1 et 6.17).

Dans le chapitre 7 nous expliquons comment construire un modele d’ADGC
(ou de dgmodule) du complémentaire W \ K d’un sous-poyedre K dans
une variété compacte a bord W. Le théoréeme C de l'introduction est
établi dans ce chapitre (théoréemes 7.19 et 7.23).

Le chapitre 8 est une application des résultats du chapitre 7 a I’étude
du type d’homotopie rationnelle de F(W,2) lorsque W est une variété
compacte & bord 2-connexe. Nous y établissons les théoremes D et F
de lintroduction (théorémes 8.5 et 8.12). La conjecture G y est aussi
précisée.



CHAPITRE 1

ADGC et DGmodules

Nous introduisons dans ce chapitre la plupart des outlis algébriques dont
nous aurons besoin dans la suite. Le chapitre est principalement basé sur [9],
[31] et [23, section 4].

1.1 Algebres différentielles graduées commutatives

Commencons par quelques définitions de base.

Définition 1.1. Un Q-espace vectoriel gradué est une famille d’espaces vecto-
riels A = {A"},>0 indicés par les entiers positifs. Les éléments appartenant a
A™ sont appelés éléments homogénes de degré n et on notera |a| =n sia € A™.

Définition 1.2. Une Q-algebre différentielle graduée commutative ou ADGC
est une paire (A,d) ot A = {A"},>0 est un Q-espace vectoriel gradué muni
d’une multiplication AP @ AY — APTY gssociative avec une unité 1 € A et ou
d: A" — A" est une différentielle linéaire qui est une dérivation :

d(a-b) =d(a)-b+ (=1)lla-d(b),
et telle que, pour des éléments homogénes a,b € A :
a-b=(=1)llly.q,

Un morphisme d’ADGC f : (A,d) — (B,d) est une famille d’applications
linéaires f : A™ — B™ qui satisfait df = fd et f(a-b) = f(a)- f(b).

Définition 1.3. Un quasi-imorphisme d’ADGC est un morphisme d’ADGC
f: A — B qui induit un isomorphisme en cohomologie. C’est-a-dire, tel que

H*(f): H*(A) — H*(B) est un isomorphisme.

Introduisons la notion d’équivalence faible ’ADGC
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Définition 1.4. — Deux ADGC (A,d), (B,d) sont faiblement équivalentes
s’il existe un zig-zag de quasi-isomorphismes reliant A et B.
— Deuz morphismes d’ADGC f: A — B et f': A/ — B’ sont faiblement
équivalents s’il existe un diagramme commutatif

4f>B

|
:

ot les fleches verticales sont des quasi-isomorphismes.

1

-

R

1R
<~ 0 ——>

R

!

—_— 4
f/

s

1.2 Modules gradués différentiels ou dgmodules

Un autre objet indispensable dans la suite de notre exposé est la notion de
module différentiel gradué ou dgmodule.
Soit (A, d) une algebre différentielle graduée.

Définition 1.5. Un A-dgmodule différentiel (M,dps) est un complexe équipé
avec une structure de A-module et tel que dys(a-m) = da-m+ (=1)l%la-dym.

Un morphisme de A-dgmodules est une application f: (M,dy) — (N,dy)
de A-modules qui commute & la différentielle.

Un quasi-isomorphisme de A-dgmodules est un morphisme de A-dgmodules
qui induit un isomorphisme en cohomologie.

Définition 1.6. — Deuz A-dgmodules (M,dyr) et (N,dy) sont faiblement
équivalents s’il existe un zig-zag de quasi-isomorphismes de A-dgmodules
reliant (M, dpr) @ (N, dy).

— Deuz morphismes de A-dgmodules f: M — N et f': M' — N’ sont
faiblement équivalents s’il existe un diagramme commutatif

wa
-

M/TN/

f

M ——s

T
|

k¢

o ——>

1

ou les fleches verticales sont des quasi-isomorphismes de A-dgmodules.

Comme les A-dgmodules sont des complexes de chaines, nous avons une
notion d’homotopie :
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Définition 1.7. Deuz applications de A-dgmodules f,g: M — N sont homo-
topes, s’il existe une application de degré —1, h: M — N, vérifiant [’égalité
dh+hd=f—g.

Donnons quelques exemples de dgmodules que nous utiliserons tres souvent
dans la suite. La k-éme suspension d'un A-dgmodule (M, d) est le A-dgmodule
défini par (s*M)* = M*t* en tant qu’espace vectoriel, a-(s*z) = (—1)¥%ls*(ax)
pour x € M, a € A et d(s*x) = (—1)Fsk(da).

Notons #V := Hom(V~* Q) le dual d’un espace vectoriel gradué V. Si
(M,d) est un A-dgmodule. Nous pouvons munir #M d’une structure de
A-module en posant

[a-](m) = (—1)‘“"|a|<p(a -m), pour a € A, p € #M,
et nous pouvons munir #M d’une différentielle d# définie par
(d*¢)(x) = —(—1)*p(du)

pour x € M et o € #M. 1l est facile & voir que (#M,d?) est un A-dgmodule.
Finissons en donnant un résultat utile issu de la théorie des catégories mo-
deles (voir, par exemple, [7] et [17] pour un apergu détaillé de cette théorie) :

Lemme 1.8. Soit (A,d) une ADGC et soient (M,dp) et (M',dyp) deuz
A-dgmodules faiblement équivalents. Alors il existe (M,cz) un A-dgmodule co-
fibrant tel que l'on ait un zig-zag de quasi-isomorphismes de A-dgmodules sur-
jectifs

M%M%M'
p

tel que (p,p'): M — M x M’ est aussi une surjection.
Le résultat est encore vrai si M et M’ sont des ADGC et nous trouvons

alors M une ADGC cofibrante et p, p' et p@ p' des morphismes d’ADGC.

Quand le contexte le permet nous noterons d toutes les différentielles, sans
distinction.

1.3 Modéles de Sullivan

Soit V' un espace vectoriel gradué. L’algébre commutative libre sur V., AV
est le produit tensoriel de 'algebre symmétrique sur VP*"¢ et 'agebre exté-
rieure sur Vimpaire,

Définition 1.9. Une algebre de Sullivan est une ADGC (AV,d) telle que V
admet une base {xq}acq, ou Q est bien ordonné, telle que d(xy) € A(23)s<a-

Une algébre de Sullivan (AV,d) est minimale si nous avons que
d(v) € AZ2V, pour tout v € V.

Remarquons que si V = V22 et si dv € AZ2V pour tout v € V, alors (AV,d)
est de Sullivan.
Les objets (AV,d) ont la remarquable propriété suivante :
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Proposition 1.10. Soit (A,d) une ADGC telle que HY(A) = Q, alors il existe
une algébre de Sullivan minimale (AV,d) et un quasi-isomorphisme

m: (AV,d) = (A,d).
En plus cette algébre de Sullivan minimale est unique d isomorphisme pres.

Ceci motive la définition suivante :

Définition 1.11. Un modele de Sullivan d’une ADGC (A,d) est la donnée
d’une algébre de Sullivan (AV,d) et d’un quasi-isomorphisme

m: (AV,d) = (A,d).

1.4 Modéles relatifs de Sullivan

Les modeles relatifs que nous introduisons ci-dessous sont I’analogue des
modeles de Sullivan pour les morphismes d’ADGC.

Définition 1.12. Une ADGC relative est un morphisme d’ADGC de la forme
i: (A,d) > (A® AV, D),

ot i(a) =a, D|a = da, et telle que V admet une base {xq}aca, ot ) est bien
ordonné, telle que D(xy) € AQ A(zg)p<a-
L’ADGC relative (A® AV, D) est minimale si D(V) C (AT @ AV)®AZ2V.

Théoréme 1.13. Soit f: (A,d) — (B,d) un morphismes d’ADGC. Nous
avons alors un diagramme commutatif

A ! B

~
% m

(A® AV, D)

ot i est une ADGC relative minimale et m est un quasi-isomorphisme. De plus
VADGC (A ® AV, D) est unique & isomorphisme prés. Nous appellerons une
telle factorisation un modele relatif minimal de f.

1.5 Cones algébriques

Soit (A, d) une ADGC et soit f : (M,dp) — (IV,dn) une morphisme de
A-dgmodules. Le cone algébrique de I'application f est le A-dgmodule

C(f) = (N &y sM, 6),
défini par C(f) = N @ sM en tant que A-module, et

(y, sx) = (dn(y) + f(2), —sdu(2)),
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pourx € M et y € N.
Nous avons des applications de A-dgmodules évidentes

it N = N&fsM ;y— (y,0)

et
p: N @5 sM — sM ; (y, sz) — sx.

Le lemme suivant montre que cette construction est invariante par quasi-
isomorphismes :

Lemme 1.14. Soit le diagramme de A-dgmodules

M-t N

~ | N\Lw
p49>Q

les cones C(f) et C(g) sont faiblement équivalents.
Démonstration. Définissons I'application de A-dgmodules

O:NPrsM — Q 4 sP
(y, sz) = (Y(y), se(e))

Le diagramme commutatif de A-dgmodules ci-dessous commute,

0—>N—i>N@fsMp—>sM—>O
T
0—>Q4i>Q®gsPL>5P—>O.

Le lemme des 5 implique le résultat. O

Nous avons le méme résultat si le carré commute seulement a homotopie
pres :

Lemme 1.15. Soit un diagramme de A-dgmodules commutatif a homotopie
pres et dans lequel les applications verticales sont des quasi-isomorphismes

Alors, les cones algébriques C(f) et C(g) sont faiblement équivalents.
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Démonstration. Soit H: M — N une application de A-modules de degré —1
telle que dH + Hd = ¥ o f — g o i, autrement dit H est une homotopie entre
Yo f et goy. Le morphisme

®:N®dfsM — Q ®y sP
(y, s) = (P(y) + H(z), s(x))

commute & la différentielle. Nous avons le diagramme commutatif de A-dgmodules

O—>N—i>N@fsML>SM—>O

0—>Q —>Qa&,sPL—sP 0

et le lemme des 5 entraine que ® est un quasi-isomorphisme. O
Un des résultats les plus importants sur les cones algébriques est le suivant :
Lemme 1.16. Si on a une courte suite exacte de A-dgmodules

0 M-t N

P 0

alors C(f) est un A-dgmodule quasi-isomorphe da P.

Démonstration. En utilisant le lemme des 5, nous montrons assez facilement
que C(f) = P ;(y,sx) — g(y) est un quasi-isomorphisme de A-dgmodules. [J

1.6 Structures d’ADGC sur les cone algébriques

Cette section est basé sur la section 4 de [23].

Soit (A4,d) une ADGC et f : (Q,d) — (A, d) une application de A-dgmodules.
Nous pouvons munir le cone algébrique C(f) d’une structure d’algebre graduée
commutative.

Définition 1.17. Soit (A,d) une ADGC et [ : (Q,d) — (A, d) une application
de A-dgmodules. Notons C(f) le cone algébrique de f. La multiplication

p: C(fec(f) = Cf)

définie par, pour des éléments homogénes x, ¥’ € Q et a,a’ € A,

(i) pla®a) —a-d,

(ii) p(a ® sax’) = (—=1)l%lsa - 2,

(iii) p(sz®a') = (=)=l lsq’ . g,

(iv) p(sx ® sx') = 0.
induit une structure d’algébre graduée commutative sur C(f). Nous appellerons
celle-ci la structure semi-triviale ’AGC sur C(f). Pour alléger les notations,
nous noterons (a, sx) - (a’, sz’) au lieu de u((a, sx) ® (d’, sz')).

En général, la structure d’AGC semi-triviale sur le cone algébrique ne munit
pas celui-ci d’une structure d’ADGC. Les lemmes suivants décrivent certaines
situations ou ceci est le cas.
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Lemme 1.18 (23], lemme 4.2). Soit (A,d) une ADGC et f:(Q,d) = (A,d)
une application de A-dgmodules. Notons C(f) le cone algébrique de f et soit
k€ N. Si (sQ)<F =0 et C(f)2% =0, alors la structure semi-triviale définit
une structure d’ADGC sur C(f) et linclusion

A= C(f)=Ad;sQ
est un morphisme d’ADGC.

Un résultat un peu plus général nous dit que sous certaines hypotheses le
quotient d’un cone algébrique munit de la structure semi-triviale hérite d’une
structure ’ADGC.

Lemme 1.19. Soit (A,d) une ADGC et [ : (Q,d) — (A, d) une application de
A-dgmodules. Notons C(f) le cone algébrique de f et soit I C C(f) un A-sous
dgmodule tel que C(f)2%* C I. Alors, si (sQ)<* = 0 la multiplication semi-
triviale sur le cone algébrique C(f) induit une multiplication sur le quotient
C(f)/I qui munit celui-ci d’une structure d’ADGC, et la composée

A= O(f) = Aoy sQ = C(f)/1
oum: C(f) = C(f)/I est la projection évidente, est un morphisme d’ADGC.

Démonstration. Le résultat est une conséquence directe du lemme 4.3 dans
[23]. O
Lemme 1.20 ([23], lemme 4.5). Soit f: (A,d) — (B, d) un morphisme d’ADGC,
soit u: A A® AV une algébre de Sullivan relative et soit f: ARAV — B
un morphisme de A-dgmodules tel que f|A =f. SiV<F =0 et B2?¢ =0 pour
un certain k € N alors f est un morphisme d’ADGC.






CHAPITRE 2

Homotopie rationnelle

La théorie de I’homotopie rationnelle étudie le type d’homotopie rationnelle
des espaces topologiques. Connaitre celui-ci permet une compréhension partielle
du type d’homotopie. Un des avantages principaux de cette théorie est que
lon peut associer, & un espace, un objet algébrique (une ADGC) qui encode
complétement le type d’homotopie rationnelle de cet espace.

Nous donnons, dans ce chapitre, quelques bases de cette théorie. Pour un
apercu complet de celle-ci et de ses applications, nous suggérons les références
[8] et [9].

2.1 Rationalisation et type d’homotopie rationnelle

Commencons par les définitions de base :

Définition 2.1. Un espace simplement connexe est dit rationnel si m.(X) est
un Q-espace vectoriel

Soit Y un espace rationnel et f: X — Y une application continue entre
espaces simplement connexes. Alors 'application

Te(f): (X)) = ma(Y)

induit de fagon unique une application

—_—

T () m(X) @ Q = (V) @ Q X (V).

Définition 2.2. Soit X un espace simplement connexe. Une rationalisation de
X est la donnée d’un espace rationnel Xq et d’une application

p: X = Xo

telle que Uapplication induite
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est un isomorphisme. Nous disons alors que Xg est un rationalisé de X.
Le théoréme suivant garantit I’existence et I'unicité du rationalisé :

Théoréme 2.3. Soit X un espace simplement connexe. Alors, il existe un
espace rationnel Xq et une rationalisation ¢: X — Xqg. De plus, si Yo est
un espace rationnel simplement connexe, alors pour toute application continue
f: X = Yy il existe une application continue g: Xg — Yo unique ¢ homotopie
pres, telle que

Ce théoreme nous montre que si nous avons une application f: X — Y
alors il existe une unique application a homotopie pres entre les rationalisés,
f@: X@ — YQ.

Théoréme 2.4 (Whitehead-Serre). Soit f: X — Y une application entre es-
paces simplement connexes. Les propositions suivantes sont équivalentes :

- 7.(f) ® Q est un isomorphisme de Q-espaces vectoriels ;

- H.(f;Q) est un isomorphisme de Q-espaces vectoriels ;

- H*(f;Q) est un isomorphisme de Q-espaces vectoriels.

Définition 2.5. Une application f: X — Y telle que m.(f) @ Q est un iso-
morphisme est appelée une équivalence d’homotopie rationnelle.

Définition 2.6. Deux espaces X et Y simplement connexes ont le méme type
d’homotopie rationnelle s’il existe un zig-zag

X A Zn Y

d’équivalences d’homotopie rationnelle.

L’homotopie rationnelle étudie les types d’homotopie rationnelle des espaces
et les propriétés qui sont invariantes par équivalence d’homotopie rationnelle.

2.2 Foncteur Ap; et lien avec les ADGC
Dans [28], D. Sullivan construit le foncteur

APL: TOp — ADGC
X — APL(X)

des espaces topologique vers les ADGC. Le foncteur Apy, est tel que nous avons
un isomorphisme naturel

H*(X,Q) = H*(APL(X))

De plus, nous avons le résultat fondamental suivant :
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Théoréme 2.7. Soient X et Y des espaces rationnels simplement connezes
et dont la cohomologie est de type fini. Les espaces X et Y ont méme type
d’homotopie rationnelle si et seulement si les ADGC Apr(X) et Apr(Y) sont
faiblement équivalenctes.

Ce résultat nous dit que, pour X un espace simplement connexe, les ADGC
Apr(X) encodent complétement le type d’homotopie rationnelle de X et de
méme, pour toute algébre quasi-isomorphe & Apr(X). Ceci suggere de définir
la notion de modéle d’ADGC d’un espace :

Définition 2.8. Soit X un espace. L’ADGC (A, d) est un modele de X s’il
existe un zig-zag de quasi-isomorphismes reliant A o Apr(X).

Définition 2.9. Soit f: X — Y une application continue entre espaces topo-
logiques. Un modele de f est un morphisme d’ADGC, ¢: A — B, telle que
nous avons un diagramme commutatif d’ADGC

ou les fleches verticales sont des quasi-iomorphismes.






CHAPITRE 3

ADGC a dualité de Poincaré

Dans ce chapitre nous introduisons la notion d’ADGC a dualité de Poincaré.
C’est-a-dire d’ADGC dont 'algebre sous jacente est a dualité de Poincaré. Un
des résultats les plus intéressants concernant ce type d’ADGC se trouve dans
[24]. Les auteurs y montrent (entre autres) que toute variété fermée simplement
connexe admet comme modele une ADGC a dualité de Poincaré. Nous donnons
dans ce chapitre un raffinement de ce résultat. Nous en déduisons que toute
inclusion f: K < M d’un sous-polyédre K de grande codimension dans une
variété fermée M admet un modele surjectif ¢: P ——== () tel que P est une
ADGC a dualité de Poincaré de M.

3.1 Définition d’ADGC a dualité de Poincaré

Définition 3.1 ([24], définition 2.3). Une orientation en degré n d’une ADGC
(A, d) est la donnée d’une application linéaire
e: A" = Q
telle que e(dA™™ 1) = 0 et il existe up € A" Nkerd telle que e(u) = 1. Nous
parlons alors de VADGC orientée (A, d,€).
Il est équivalent de dire que € est un morphisme de complexes de cochaines
e: A—s"Q

tel que H"(€) est surjectif, ot s7™Q est le complexe de cochaines qui vaut Q
en degré n et 0 ailleurs.

Définition 3.2 ([24], définition 2.2). Une ADGC & dualité de Poincaré (ou
ADGCDP) orientée de dimension formelle n est une ADGC (A, d) munie d’une
ortentation e: A — s~ "Q de degré n telle que pour tout entier k € Z, la forme
bilinéaire
(,): ArgAart — Q
a®b —  (a,b) =¢€(a-b)

13
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est mon dégénérée.
De facon équivalente :

Proposition 3.3. L’ADGC orientée (A,d,¢€) est a dualité de Poincaré de di-
mension formelle n si et seulement si l’application

0:A— s "#A; a— s a, ),
est un isomorphisme de A-dgmodules.

Nous introduisons ci-dessous la notion de base Poincaré-duale qui sera tres
utilisée dans les chapitres suivants :

Définition 3.4. Soit (A, d,€) une ADGCDP. Soit {a;}Y.; une base homogéne
de A. L’unique base homogéne {a;}N.| de A caractérisée par

(ai,a}) = dij,

est appelée la base Poincaré-duale de {a;} .

3.2 Modéles a dualité de Poincaré

Dans cette section nous développons les techniques nécessaires pour montrer
que toute algebre de type finie telle que sa cohomologie est une algebre a dualité
de Poincaré est quasi-isomorphe a une ADGC qui, elle méme, est a dualité de
Poincaré.

Introduisons, pour commencer la notion d’orphelin :

Définition 3.5 ([24], définition 3.1). Les orphelins d’une ADGC' orientée
(A, d,€) forment l’idéal différentiel

O=0(Ae)={acA|WbeA: e(a-b) =0}

Soit (4, d,€) une ADGC orientée en degré n. Notons que O C kere car si
a € O alors €(a) = €(a - 1) = 0. Nous avons donc une application

& AJO = s7Q,

qui étend e. Si de plus H(A,d) est a dualité de Poincaré en degré n et si A est
connexe de type fini, alors [24, Proposition 3.3] garantit que (A4/0, d, €) est une
ADGCDP orientée de dimension formelle n.

Le résultat principal du chapitre est un raffinement du théoréme [24, Théo-
réme 1.1] :

Théoréme 3.6. Soit (A, d,¢) une ADGC de type fini orientée en degré n telle
que H(A,d) est une algébre a dualité de Poincaré de dimension formelle n. Si
A est 1-connexe et telle que A?> C kerd, alors il existe une ADGCDP connexe
(P,0) et un quasi-isomorphisme

©: (A,d) = (P,9),

tel que p est un isomorphisme en degré < n/2. De plus (P,§) admet une orien-
tation € en degré n tel que e = €o .
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La preuve du théoréme repose sur le lemme suivant :

Lemme 3.7. Soit (A,d,¢) une ADGC de type fini orientée en degré n. Soit
k un entier < n/2 tel que OF(A,€) # 0. Il existe alors un modele de Sullivan
relatif

J: (A d)y—=(4,d),

et une orientation € sur (A,d) en degré n telles que
— j est un quasi-isomorphisme,
- €=¢€oy,
— j est un isomorphisme en degré < n — k,
— dim O="2(A, &) < dim O="2(A, ).

Démonstration. Choisissons o € OF(A, ) tel que o # 0. Posons le modele de

Sullivan relatif o .
(A,d) = (A® A(x,y),d)

avec |z =n—k >4, [y =n—-k+1> 3, dla=d, dz) =y, dy) = 0.
Choisissons un sous-espace vectoriel S C A supplémentaire de Q - 0. C’est-a-

dire tel que S @ Q - 0 = A. Définissons une application linéaire
A s"Q

par
€(a) pour a € A,

)= 1,

s®x)=0pours €S,

) = —(=1)l%1&((da) ® z)pour a € A et
~a@r'y)y=0siac Aeti+1>2.

Nous vérifions par calcul que é(d(A)) = 0, autrement dit

|
My M My M
NN S N
IS S 9
R I
< 8

& A—s"Q

est un morphisme de complexes de cochaines. De plus si p € A Nkerd est
tel que e(u) = 1 alors é(u) = 1. Donc € est une orientation sur (A,d). Il est
clair que O="/2(A) c O="/2(A) et par construction de (A4, d,€), o ¢ O(A, €) et
0 € O(A,¢). Donc dim O="/2(A, &) < dim O="/2(A, e).

O

Prouvons le théoreme 3.6 :

Démonstration du théoréme 3.6. Soit (A, d,€) une ADGC orientée en degré n,
1-connexe, de type fini, telle que A? C kerd. En appliquant itérativement le
lemme 3.7, nous construisons un modele de Sullivan relatif

ji (A,d) = (A, d)

qui est un isomorphisme en degrés < n/2 et un quasi-isomorphisme, ainsi
qu’une orientation € sur (A, d) qui étend € et telle que

O (A, &) = 0 pour i < n/2.
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En utilisant les résultats [24, section 4 et proposition 5.1], nous trouvons
une extension

v: (A, d)—== (A,d) = (A® AV, d)

avec une orientation é: A — s7"Q, V = VZ"2 et v un isomorphisme en
degrés < 3, de sorte que i

~ O<"/2(A) c 0O<"/2(A) =0,

— O(A) est acyclique.
Comme les orphelins forment un idéal différentiel, nous pouvons construire

I’ADGC
(P,0) = (A,d)/O(A,¢).

Comme H(A,d) = H(A,d) est & dualité de Poincaré, les résultats [24,
proposition 3.3 et proposition 3.6] entrainent que (P, ) est une ADGCDP avec
une orientation € induite par € et donc qui étend e.

Comme j et v sont des isomorphismes en degré < n/2 et que la projection
canonique 7: (A,d) — (P,0) est un isomorphisme en degré < n/2 (puisque
O<"/2(A, €) = 0), nous en déduisons que

p=moyoj:(Ad) = (Pd)

est un quasi-isomorphisme qui est isomorphisme en degré < n/2 . O

3.3 Modele surjectif de source une ADGCDP

Soit f: K — M linclusion d’'un sous-polyédre dans une variété fermée.
Nous construisons ci-dessous un modele surjectif de f en partant d’'un modele
d’ADGC a dualité de Poincaré de M. Commencons par prouver le lemme ci-
dessous :

Lemme 3.8. Soit f: K — M une application et soit r > 1 un entier tels que
i. M et K sont r-connexes,
i. H*(M;Q) et H*(K;Q) sont de type fini,
iii. H™TH(f; Q) est surjective.

Alors, Uinclusion f: K — M admet un modeéle d’ADGC

p: R—Q,

tel que
I.R°=Q,R'=---=R" =0, R"™' = R"" Nkerd,
2. R est une ADGC de type fini,

3. @ est surjective.

Démonstration. Considérons un modele de f,

P (AV,d) — (AW, 9),
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tel que (AV,d) et (AW, d) sont des modeles minimaux. Par connexité de M et
KonaV =Vt W =W=2"t!l ot V" C kerd et W™*! C kerd. Comme
H™1(3)) est surjective nous avons la surjection

g VI Wt

Considérons les espaces vectoriels gradués Z et Z’ tels que 'on ait

e ZF=0et 2" =0 pour k <r+1,

e des isomorphismes 0: Z* =y Wkoet D: Zk =5 zrk 41 pour k > r + 2.
Nous avons alors une application d’ADGC

0: (MZ @ Z'), D) — (AW, )

définie par O(z) = 0(z) et O(Dz) = d0(z). De plus O est surjective en degrés
>r+2et (AZ®Z"))" est concentré en degrés > r + 2. Posons R = (AV,d) ®
(M(Z & 7'), D), Q = (AW, ) et

p:R—Q

definie par p(w®p) = P(w)-O(p) pour w € AV et p € A(Z®Z'). Nous vérifions
facilement que ¢ et R ont les propriétés voulues. O

Nous pouvons maintenant construire un modele surjectif de f de source une
ADGCDP :

Proposition 3.9. Soit M une variété fermée 1-connexe orientée de dimension
n et soit f: K — M [linclusion d’un sous-polyédre 1-connexe K de dimension
k. Si

H*(f;Q): H*(M;Q) — H*(K;Q)
est surjective et si n > 2k + 3, alors f admet un modéle d’ADGC
¢: (P,0) - (Q,dq)

tel que
- (P,d) est une ADGCDP;
— @ est surjectif;
- Q' =0 pouri>k.

Démonstration. Par le lemme 3.8 avec 7 = 1 nous pouvons construire
¢: R—>Q,

un modele I’ADGC de f tel que
1. R®=Q, R' =0, R? = R’ Nkerd,
2. R est une ADGC de type fini,

3.  est surjective.
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Il existe alors un idéal différentiel acyclique I C Q tel que Q>* C I. Posons

(Q.dg) =Q/I

qui est concentré en degrés < k et est quasi-isomorphe a Q. Comme M est une
variété fermée orientable, H*(R) est a dualité de Poincaré. Par le théoréme 3.6
il existe un quasi-isomorphisme

Y: R P

o P est une ADGCDP et ¢ est un isomorphisme en degré < n/2. Comme
k <n/2 et Q% = 0 nous avons un relévement

p: P—>Q

qui est le modele recherché de f. O



CHAPITRE 4

Modele du complémentaire dans une variété fermée

Ce chapitre est un exposé d’une partie des résultats prouvés dans [23] et
présentés aussi dans [9, Chapitre 8, section 8.1]. Le résultat du théoréme 4.10
a la fin du chapitre est nouveau.

4.1 Introduction

Soit f: K < W linclusion d’un sous-polyedre K, connexe, de dimension k
dans une variété W fermée, connexe, orientable de dimension n. L’objectif de
ce chapitre est de donner un modéle de l'espace complémentaire W\ K.

Premiérement nous allons donner un modele de Apy(W)-dgmodule de
Apr,(W\K) sous la forme d’un cone algébrique. Plus précisémment, nous mon-
trerons que App (W\K) est faiblement équivalent comme Apy (W)-dgmodule
au cone algébrique de I'application

S_n#ApL(f): S_n#ApL(K) — S_n#ApL(W).

Pour construire un modele ’ADGC de Apr(W\K) nous partirons dun
modeéle I’ADGC ¢: A — B de f: K — W. En prenant A une ADGC telle que
Ion ait un zig-zag

A<=— A—=5 Ap (W)
nous pouvons munir les algebres Apr, (W), Apr(K), Ap,(W\K), A et B d'une

structure de fl—dgmodules. Soit ¢': @ — A un morphisme de fl-dgmodules
faiblement équivalent a

s H#Hp: sT"H#DB — sT"H#HA.

Nous montrerons que le cone algébrique C(¢') = A @, sQ est un A-dgmodule
faiblement équivalent & Apy (W\K).

Sous I’hypothese de grande codimension n > 2k+3, nous pouvons construire
¢' de facon & que le cone algébrique C(p') muni de la structure semi-triviale

19
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soit un modele I’ADGC de Apr(W\K). Ce résultat montre que si K et W sont
1-connexes et n > 2k + 3, le type d’homotopie rationnelle du complémentaire
ne dépend que de la classe d’homotopie rationnelle du plongement f: K — W.

Si nous ajoutons des hypotheéses sur la connexité de Dapplication
H.(f): H.(K) — H.(W), Lambrechts et Stanley montrent [23, théoréme 1.4]
que nous pouvons affaiblir 'hypothese de grande codimension et obtenir encore
un modele I’ADGC de Apr(W\K) qui ne dépende que d’un modele ’ADGC
de l'inclusion f.

Nous finissons le chapitre par un nouveau résultat. En partant d’un modele
surjectif ¢: P — @ de linclusion f: K — W, avec P a dualité de Poincaré
et Q tel que Q”F = 0 et en supposant n > 2k + 3, nous construisons un idéal
différentiel I C P tel que P/I est un modéle ’ADGC de Apr,(W\K).

4.2 Ap; et I'isomorphisme d’excision

Cette section est basé sur [25, Section 4].
Rappelons le théoréme classique d’excision

Théoréme 4.1 (Théoreme d’excision). Soient (X, A) une paire d’espaces to-
pologiques et U C X tel que U C int A, alors linclusion

i: (X\UA\U) <= (X,A)
induit un isomorphisme en cohomologie.

Le théoreme implique que si nous avons (X, A) une paire d’espaces topolo-
giques et i: (X', A’) — (X, A) une inclusion de paires telle que X \ X’ C intA
et A =X'N A alors

APL(i): APL(X7 A) — APL(X/,A/)

est un quasi-isomorphisme.
Soit K la catégorie des complexes simpliciaux ordonnés, comme dans [25,
section 4] nous définissons un foncteur

ApL: K = ADGC ; K — App(K.),

ou K, est I'ensemble simplicial associé naturellement au complexe ordonné K
tel que les simplexes non dégénérés de K, sont exactement les simplexes de
K. Si L est un sous-complexe du complexe simplicial ordonné K, nous posons

App (K, 1) = ler (App (K) = Apy(L)).

Proposition 4.2. Le foncteur A/I]D\L vérifie les deux propriétés suivantes
1. Apr(|K]) ~ pr\L(K) pour tout complexe simplicial ordonné K.

2. Propriété d’excision forte : Soit (K, L) une paire de complexes simpli-

ciauz ordonnés. Soit K' C K wun sous-complexe et ' = K' N L. Si
K'UL = K alors Uinclusion i: (K',L') < (K, L) induit un isomor-
phisme

—

App(i): Apr(K,L) S Ap(K',L).
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Démonstration. 1. Soit Se: Top — sSet le foncteur simplicial singulier qui
associe & un espace topologique X l'ensemble simplicial Se(X) ou
Sp(X) ={f: A" — X}. Il existe une équivalence faible

Ko = So(|K.))
qui induit un quasi-isomorphisme d’ADGC
Apr(Se(|K.|)) = Apr(K.).
Par définition, App(|K|) = Apr(Se(|K])) et
Apr(Se(IK1])) = ApL(Se(|Kel))-
Nous avons alors la suite d’équivalences faibles I’ADGC

Apr(IK)) = ApL(Se(|Ka|) =~ ApL(K.) = Apr(K).

2. Un élément ¢ € IIP\L(K , L) est une application d’ensembles simpliciaux
¢: Ko — (ApL)e qui s’annule sur les simplexes de L. Elle est comple-
tement définie par ses valeurs sur les simplexes non dégénérés de K,,
c’est-a-dire les simplexes de K.

(i) Montrons que Apr (i) est surjectif.
Soit ¢’ € pr\L(K’,L’)_ Définissons un élément ¢ € pr\L(K, L) en po-
sant ¢(0) = ¢'(0) si o est un simplexe non dégénéré de K’ et ¢(c) =0
si o est un simplexe non dégénéré de L. L’élément ¢ est bien défini
car K'NL = L', et défini sur tout K, car K’ UL = K. De plus,
nous vérifions facilement que ¢ commute avec les différentielles et les
dégénéréscences. Il est clair que Apr(i)(d) = ¢'.

(ii) Montrons que zIp\L(l) est injectif.
Soit ¢ € /T;L(K, L) tel que ¢(o) = 0 pour tout complexe non dégénéré
o dans K’. Alors ¢(o) = 0 pour tout simplexe non dégénéré o de K,
car K' U L = K et que par définition ¢ s’annule sur les simplexes de
L. Donc App(i)(¢) = 0 implique ¢ = 0.

O

4.3 Modéle de Apr(W)-dgmodule du complémentaire

Soit f: K < W le plongement d’un sous-polyédre K connexe dans une
variété W fermée, connexe, orientable de dimension n et notons I: W\K — W
Iinclusion du complémentaire. Les morphismes

APL(f)I APL(W) — APL(K)
et
APL(Z): APL(W) — APL(W\K)

munissent Apr,(K) et Apr,(W\K) d’une structure de Apr,(WW)-dgmodules. Le
résultat suivant est prouvé dans [25, proposition 6.2]. Nous en donnons la preuve
car elle illustre les méthodes que nous utiliserons pour prouver l'importante
proposition 7.6.
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Proposition 4.3. Soit f: K — W le plongement d’un sous-polyedre K de
dimension k dans une variété W fermée, connexe, orientable de dimension n.
Le cone algébrique de Uapplication de Apr,(W)-dgmodules

S_n#ApL(f): S_n#APL(K) — S_R#APL(W)
est faiblement équivalent en tant que Apr(W)-dgmodule ¢ Apr,(W\K).

Démonstration. Dans la section 4.2 nous avons construit un foncteur
App: K = ADGC: K — Apr(K,)

ou K est la catégorie des complexes simpliciaux ordonnés et K, est I'ensemble
simplicial associé naturellement au complexe ordonné K. Le foncteur Apy, vé-
rifie les deux propriétés de la proposition 4.2. En particulier, nous avons besoin
de la deuxiéme propriété de ce foncteur pour prouver notre résultat.

Rappelons que K est un sous-polyedre du polyedre W. Remplagons ces
polyedres par leurs secondes subdivisions barycentriques. Dans ce cas, 1’étoile
T de K (c’est-a-dire le sous complexe constitué de tous les simplexes dont une
face est un simplexe de K) est un voisinage régulier de K dans W [19, chapitres
1 et 2] et donc, entre autres, une sous-variété compacte & bord de codimension
0 dans W qui se retracte par déformation sur K. Par exemple lorsque K est
lui méme une sous-variété, alors T' est ’analogue d’un voisinage tubulaire.

Fixons un ordre arbitraire sur les sommets du complexe simplicial W de
sorte que W et les sous-polyedres T', 9T, K et 0K deviennent des complexes
simpliciaux ordonnés. Nous pouvons leur appliquer le foncteur Ap; qui est
naturellement quasi-isomorphe a Apr. Pour démontrer la proposition 4.3, il
suffit de montrer que le cone algébrique C(s "#Apr(f)) est un modele de
A/p\L(W)-dgmodule de 14/]3\[/(W7\71) Nous pouvons donc travailler avec XP\L au
lien de Apr. Pour alléger les notations, dans la suite de cette preuve nous
noterons Apy, au lieu de Apy,.

L’inclusion i: T'— W et l'inclusion f: K < W induisent des applications
APL(i)Z APL(W) — APL(T) et APL(f>: APL(W) — APL(K) qui munissent
les ADGC App(T) et Apr(K) de structures de Apy (W)-dgmodules.

Soit

€W : APL(W) — s "Q
un morphisme de complexes de chaines tel que H"(ey ) est un isomorphisme.
L’application
Dy : APL(W) — S_”#APL(W) ;> @W(Oé) = e(a . —)
est, par dualité de Poincaré de W, un quasi-isomorphisme de Apy, (W)-dgmodules.

L’inclusion ig: (T,0T) — (W, W\T) induit, par la propriété d’éxcision forte,
un isomorphisme

App(io): App(T,0T) —» Ap (W, W\T)

grace auquel nous définissons le morphisme de complexe de chalnes

o

€T APL(T, 8T) — APL(VV7 W\T) Apﬂwl) APL(W) vy s7"Q
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qui est tel que H™(er) est un isomorphisme. Définissons
Or: Apr(T,0T) = s "#Apr(T) ; a— er(a-—).

Par dualité de Poincaré de la paire (T,9T), ®r est un quasi-isomorphisme
de Apr(T)-dgmodules. Vu la construction de @y et 7, le diagramme de
Apr(W)-dgmodules ci-dessous commute

0—— APL(W7W> E—— APL(W) —— APL(W) —0

o~

>~ exc
APL(T7 8T) Pw
2¢T

S_n#APL(T) —_— S_n#ApL(W)

~

STHA K) —— s "#A Ww).
#ApL(K) o o # AP (W)

Les lemmes 1.16 et 1.14 sur les cones algébriques impliquent que Apr,(W\T)
est faiblement équivalent en tant que Apr(W)-dgmodule au cone algébrique
de lapplication s "#Apr(f). O

4.4 Modele de A—dgmodule du complémentaire
Soit
fiK W (4.1)

le plongement d’un sous-polyedre K connexe dans une variété W fermée, connexe,
orientable de dimension n. Soit

p:A— B (4.2)

un modéle ’ADGC de f et soit A une ADGC telle que 'on ait un zig-zag de
quasi-isomorphismes

A<=—A—=s Ap (W), (4.3)
Ces morphismes induisent une structure de A-dgmodules sur Apy, (W), Apr(K),
Apr(W\K), A et B. Les morphismes ¢ et Apr(f) sont des morphismes de
A-dgmdodules faiblement équivalents et donc les morphismes de A-dgmodules

sT"#p et sT"#Apr(f) le sont aussi. Une conséquence immédiate de la pro-
position 4.3 est la suivante :

Proposition 4.4. Dans le cadre des applications (4.1), (4.2) et du zig-zag (4.3)
définis ci-dessus, le cone algébrique de lapplication de A-dgmodules

ST"Hp: sTH#B — sT"H#A

est faiblement équivalent en tant que A-dgmodule o App(W\K).
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Rappelons que A est un modele de W. Comme W est a dualité de Poincaré
de dimension n, H(A) est une algébre & dualité de Poincaré de dimension
formelle n et il existe un quasi-isomorphisme de A-dgmodules

0: A =5 s "#A.
Une conséquence directe de la proposition précédente est le résultat suivant :

Proposition 4.5. Dans le cadre des applications (4.1), (4.2) et du zig-zag (4.3)
définis ci-dessus, soit ©': Q — A un morphisme de A-dgmodules faiblement
équivalent ¢ s™"H#p: sT"H#B — s "#A. Alors le cone algébrique

O((pl) =A @ap! SQ
est un zfl—dgmodule faiblement équivalent a App,(W\K).

L’existence d'un ¢' comme dans la proposition 4.5 est garantie si nous
prenons @ un A—dgmodule cofibrant faiblement équivalent & s~"# B. En effet, si
Q est un A-dgmodule cofibrant, il existe un quasi-isomorphisme Q — s "#B
et un relévement de A-dgmodule ¢': Q — A le long du quasi-isomorphisme
0: A — s "#A. Le relévement ¢' est un morphisme de A—dgmodules faiblement
équivalent & s™"#o.

Dans [23], les auteurs donnent une caractérisation de I'application ¢' en
termes de shriek-map (voir [23, définition 5.1]).

Définition 4.6 ([23], Définition 5.1). Soit p: A — A un quasi-isomorphisme
d’ADGC avec H*(A) conneze d dualité de Poincaré en dimension n. Une
shriek-map est un morphisme de A-dgmodules

0 Q— A
tel que H™ (') est un isomorphisme.

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 4.7 ([23], Théoreme 1.6). Soit K — W linclusion d’un sous-
polyédre connexe de dimension k dans une variété fermée, connexe de dimen-
ston n. Supposons donné un zig-zag de quasi-isomorphismes

A<= A= Apr(W).

Soient

1. ¢ : A — B un morphisme de /Al-dgmodules faiblement équivalent a
APL(W) — APL(K) ;
2. Q un A-dgmodule faiblement équivalent a sT"#Ap(K);
3. ¢' 1 Q — A une shriek-map de /Al—dgmodules.
Alors, le cone algébrique
A Dy sQ

est faiblement équivalent en tant que A-dgmodule a Apr,(W\K).
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4.5 Modele A’ADGC du complémentaire

Soit f: K < W l'inclusion d’un sous-polyedre K connexe dans une variété
W fermée, connexe, orientable de dimension n. Notons k la dimension de K.
Dans la section précédente nous avons construit un modele de fl—dgmodule du
complémentaire sous la forme d’un cone algébrique. Sous I’hypothese de grande
codimension, n > 2k + 3, nous pouvons construire un modele I’ADGC. C’est
le propos du résultat suivant :

Théoréme 4.8 (Théoreme 1.2, [23]). Considérons f: K — W Uinclusion
d’un sous-polyédre K de dimension k dans une variété W fermée, conneze,
orientable de dimension n. Supposons K conneze et n > 2k + 3.

Soit p: A — B un modéle d’ADGC de f tel que A>™ = 0 et B>F = 0.
Supposons avoir

i. Q un A-dgmodule faiblement équivalent a s "#B tel que Q"1 =0 et

Q<n7k =0 et

ii. ©': Q — A une shriek-map de A-dgmodules.
Alors, le cone algébrique A @, sQ munit de la structure semi-triviale est un
modéle d’ADGC de Apr,(W\K).

De plus, nous pouvons toujours construire A, B, Q, ¢ et ¢' d partir de
n’importe quel modéle de 'inclusion f: K — W.

Idée de la démonstration. Soit A une ADGC telle que 'on ait un zig-zag de
quasi-isomorphismes ’ADGC

A<=—A—=Ap (W)
P

Ces applications permettent de munir Apy (W), Apr,(W\K), Apr(K), A,
B, @ d’une structure de A—dgmodules. Par le théoreme 4.7, le cone algé-
brique C(p') = A @, sQ est faiblement équivalent en tant que fl—dgmodule a
Apr,(W\K). Notons [: W\K — W linclusion du complémentaire et prenons
un modele relatif minimal de I'applicaion Apr (1) o p/,

At s Ap ) 222D AL (K

N

(Ao AZ, D).

Par minimalité, V est tel que V<""F=1 = (.
Comme Apr(W\K) et A @, sQ sont faiblement équivalents en tant que

A-dgmodules et que (A ® AV, D) est un A-dgmodule cofibrant nous avons un
quasi-isomorphisme de A-dgmodules

A (A®@ AV, D) = O(ph).

Comme V<""F=1 =0, A>" = 0 et Q>"*! = 0, par le lemme 1.20, le morphisme
A est un morphisme d’ADGC.
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Nous avons alors un zig-zag de morphismes d’ADGC
A@, Q<" (A®AV,D) —== C(4").

Ce qui prouve le résultat O

En ajoutant des hypotheses sur la connexité de ’application induite en
homologie H,(f;Q): H.(K;Q) — H.(W;Q) nous pouvons affaiblir 'hypothese
de grande codimension.

Théoréme 4.9 ([23], Théoreme 1.4). Considérons linclusion f: K — W
d’un sous-polyédre de dimension k, dans une variété W fermée, orientable de
dimension n. Supposons f de codimension au moins 2 et K et W connexes. Soit
r € N tel que H*(f) est r-connexe, c’est-a-dire que H'(f) est un isomorphisme
pour i < r et est une injection pour i =r. Si

r>2k—n+2

alors nous pouvons construire un modéle d’ADGC de Apr,(W\K) d partir de
tout modéle de l'inclusion f: K — W.

Plus précisément, soient :

1. ¢: A — B un modele de f avec A conneze;

ii. Q un A-dgmodule faiblement équivalent d s~ "#B avec Q<""%F =0 ;

iii. ©': Q — A une shriek-map de A-dgmodules ;

. I C A&y sQ un A-sousdgmodule acyclique tel que IS"" "2 = 0 et

(A D, sQ)Z" T C 1.

Alors le cone algébrique tronqué (R® 1 sQ)/1 avec une structure multiplicative
induite par la structure semi-triviale est un modéle d’ADGC de Apr,(W\K).

4.6 Modele du complémentaire en prenant un modele de
W a dualité de Poincaré

Soit f: K — W linclusion d’un sous-polyedre de dimension k, dans une
variété W fermée, orientable de dimension n. Supposons K et W 1-connexes,
H?(f): H*(W) — H?*(K) surjective et n > 2k + 3. Par la proposition 3.9, il
existe un modele d’ADGC

p: P> Q
vérifiant les propriétés suivantes :

i. P est une ADGC & dualité de Poincaré de dimension formelle n ;

ii. @ est surjective;

iii. Q=% =0.

La surjectivité de I'application ¢ implique que I'application

ST Hp: sTHQ — sTH#P

est un morphisme de P-dgmodules injectif. Comme P est une algebre a dualité
de Poincaré nous avons un isomorphisme de P-dgmodules

Op: P —5 s 4P
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La composée

s0! — (9;1 o S—7L#(p>: sTMHQ — TP i) P
est un morphisme de P-dgmodules tel que H™(¢') est un isomorphisme. Si
nous supposons n > 2k + 3, comme P>" = 0, que (s "#Q)>"F = 0 et que
(s7"#Q)>"*! = 0, par le théoréme 4.8, le cone algébrique C(¢') muni de la
structure semi-triviale est un modele ’ADGC de Apr,(W\K).

Posons I = ¢'(s "#@Q). L’application ¢ étant surjective ¢' est injective et
nous avons une courte suite exacte

©

0——= s "#Q P—"~P/I 0
oun: P — P/I est la projection. Le lemme 1.16 sur les cones algébriques donne
un quasi-isomorphisme de P-dgmodules

T®0: P®,y ss” "#Q — P/I.

Nous vérifions facilement qu’il s’agit d’un quasi-isomorphisme d’ADGC. Nous
venons de prouver le théoréme suivant :

Théoréme 4.10. Soit f: K — W inclusion d’un sous-polyédre de dimension
k, dans une variété W fermée, orientable de dimension n. Supposons K et W
1-connexes, H*(f) surjective et n > 2k + 3. Soit p: P — Q un modéle de
f: K —= W tel que

i. P estune ADGC a dualité de Poincaré de dimension formelle n et notons

Op: P = sT"#P lisomorphisme induit par la dualité de Poincaré;

7. @ est surjective ;

i, QF =0.
Notons

o' = (0, o5 #p): sTHQ = P

et posons I = ¢'(s"#Q). Alors m: P — P/I est un modele d’ADGC de
WA\K < W. De plus nous pouvons construire P, ¢ et Q d partir de n’importe
quel modele d’ADGC de type fini de K — W.






CHAPITRE 5

Modeéle de F(M,2) quand M est fermée et 2-connexe

5.1 Introduction

Soit M une variété. L’espace des configurations de k points dans M est
I’espace
F(M,k) = {(z1,--- ,x1) € M*|z; # x; pour i # j}.

Différents auteurs se sont penchés sur I’étude du type d’homotopie de cet es-
pace. Par exemple, quand M est une variété lisse, projective, complexe alors
un modele ’ADGC de F(M, k) peut-étre construit simplement & partir d’un
modele ’ADGC de H*(M, Q) (Voir [21], [29], [12] ou [2]). Plus précisément ce
modele est donné par une ADGC

H*(M;Q)®* @ A(gij: 1 <i<j<k)
(relations d’équivalences)

F(H*(M;Q), k) := ( ,d(gij) = ﬂ?}(M)

ou les générateurs g;; sont en degré n — 1,
7 a) =197 @ a® 19 ¢ H*(M;Q)®*

3

et 7/;(a ®b) = m}(a) - 7 (b). Les relations d’équivalences par lesquelles on

quotiente TADGC H*(M;Q)®* @ A(g;j: 1 <i<j <k) sont :
i. Les relations d’Arnold

9ij 91 + 991 + guigi; pour 1 <i<j<k;
ii. Les relations de symétrie
(mi(a) —mj(a))gi; pour 1 <i<j<ketaecH" (M;Q);
iii. g7; =0pour 1 <i<j<k

29
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Bendersky et Gitler ([1]) étudient la cohomologie H*(F(M, k); Q) dans le
cas ou M est une variété fermée. Ils montrent, dans ce cas-la, que la cohomologie
de 'espace des configurations en tant qu’espace vectoriel peut-étre calculée a
partir d’'un modele d’ADGC de M. Ils construisent aussi une suite spectrale
convergeant vers H*(F(M,k);Q) :

H(F(H*(M;Q), k) = H"(F(M, k); Q). (5.1)

Cette suite spectrale dégénere si M est formelle (c’est-a-dire si H*(M, Q) est
un modele ’ADGC de M). Dans [11] Félix et Thomas, montrent que la suite
spectrale (5.1) ne dégénére pas toujours.

En contraste, dans I'article [10], Félix et Tanré montrent que pour I'espace
des configurations non ordonnés, c’est-a-dire F'(M,k)/X; ot X est le groupe
des permutations de k lettres qui, en permutant les composantes, agit libre-
ment sur F(M, k), nous avons bien que H*(F (M, k)/2i; Q) ne dépend que de
H*(M;Q).

Dans ce chapitre, nous regardons le cas de ’espace des configurations de
deux points. Nous rappelons les résultats démontrés par Lambrechts et Stanley
dans [22]. Dans cet article les auteurs montrent que pour une variété fermée,
2-connexe le type d’homotopie rationnelle de F'(M,2) ne dépend que du type
d’homotopie rationnelle de M. Plus précisément, soit M une variété fermée,
2-connexe de dimension n, ’espace des configurations de deux points dans M
est

F(M,2) = {(z,y) € M x Mz # y}.

Nous pouvons naturellement voir F(M,2) comme un espace complémentaire.
En effet, soit A: M — M x M ;x — (z,x), le plongement de la diagonale dans
M x M. 1l est clair que

F(M,2) = M x M\ A(M).

Nous allons utiliser les résultats des chapitre 3 et 4 pour donner un modele
d’ADGC de F(M,?2).

Soit A un modele ’ADGC a dualité de Poincaré de M. En partant d’une
base {a;}, nous pouvons construire

N
A=Y (-Dll(a; @ a}) € (A® A)",
i=1
ot {af} Y, est la base Poincaré-duale de {a;}Y,. Grace &4 A € (A® A)" nous
pouvons définir une application de A ® A-dgmodules

Ay sTPA - ARA
s"a — A(l®a)

qui sera une shriek map. Si M est une variété fermée, 2-connexe, les hypotheses
du théoreme 4.9 sont vérifiées par le plongement A: M — M x M et si A est
un modele ’ADGC a dualité de Poincaré de M, le cone algébrique

CANY=AR AP, ss A
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muni de la structure semi-triviale est une ADGC faiblement équivalente a
Apr(F(M,2)). Une conséquence directe de ce résultat est que si M est 2-
connexe et de dim M = n > 3, alors le type d’homotopie rationnelle de ’espace

F(M,2) est complétement déterminé par le type d’homotopie rationnelle de
M.

5.2 La classe diagonale A et le morphisme A'

Soit (A, d, €) une ADGC a dualité de Poincaré de dimension formelle n. Soit
{a;}}¥, une base homogéne de A et soit {a’}Y , sa base Poincaré-duale. Posons

N

A=Y (-1l (a; @ a}) € (A® A)".

i=1

Cette construction ne dépend pas du choix de la base ([22, Proposition 4.3]).
Nous appellerons A la classe diagonale de A® A. L’objet A a une propriété de
symétrie décrite ci-desssous :

Proposition 5.1. Soit (A,d,€) une ADGC d dualité de Poincaré de dimension
formelle n, alors pour tout x € A,

Allz)=Ax®1).

Démonstration. 11 suffit de montrer que A(1® a;) = Aa; ® 1) pour {a;},
une base homogene de A dont {a} N | est la base Poincaré-duale.
Notons
(,):AF @A 5 Qi a@b (a,b) = €(a-b)
la forme bilinéaire associée a ’ADGC a dualité de Poincaré A. Soient ufj €eQ

définis par la relation a;a; = Zivd ij ai. Remarquons que aja; =Y., ufja;‘.
En effet, pour tout [ € {1,..., N}

(aazay) = (aiay,ap) Zumar,ak S uijlar, ap)

N
= iy = Zufﬂaz,aﬁ = (ar, Y ufa;).
i=1 i=1

Comme A est & dualité de Poincaré la forme bilinéaire ( , ) est non dégénérée
et nous avons que a;jay = Y,_; uf;a;.
Calculons

D"l (a; ® a)(a; © 1)

Mz

A-(aj ®1) =
’L:1

— E : \alHla lla; \ k *
= J ak®ai
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et

(=) (ar ® a})(1 @ a;)

WE

A-(loa) =

.
Il
-

(fl)laklﬂakllaj\ak ® aja;

I
WE

<.

I
VE

(_1)|ak|+|aj“ak‘ui?jak R a;‘
1

IN

i, k<N

Montrons que nous avons le méme signe des deux coOtés. Ceci revient a
montrer que
|ail + lai|la;| = |ak| + |a;|lai| mod 2
ou encore que
|ai| + laila;| — |ak| — |a;[|ak| = 0 mod 2
De la relation a;a; = Zszl pf;ar nous déduisons que si |ag| # |ag] + |ay],

ufj = 0 et les termes contenant ,ufj n’apparaitront dans aucune des deux
sommes. Supposons donc |ax| = |a;| + |a;| et calculons

lai| + laf[la;| — lax| — lajllaz] = la;| +mlaz| — |ailla;| — |as| +
|aj| +mla;| — |aj|(|ai| + |as])
= laj| — la;[?
|a;[(la;] — 1)
0 mod 2

O

Une autre propriété importante de la classe diagonale A est que
A€A®AﬂkerdA®A.

Proposition 5.2 (Lemme 4.11 , [22]). Soit (A,d,€) une ADGC d dualité de
Poincaré de dimension formelle n. La classe diagonale A € (A® A)™ est telle
que daga(A) =0.

Définissons I'application de Q-dgmodules

Al: sTPA 5 A®A
s"a — A(l®a).

Via la multiplication y: A ® A — A nous pouvons munir A d’une structure de
A ® A-dgmodules.

Proposition 5.3 (Lemme 4.5 et lemme 5.1, [22]). Soit (A,d,€) une ADGC a
dualité de Poincaré de dimension formelle n. L’application

Ay sTPA - ARA
s"a — A(l®a)

est un morphisme de A ® A-dgmodules tel que H™(A") est un isomorphisme.
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Démonstration. Pour montrer que A' est un morphisme de A® A-modules nous
utilisons la propriété de symmétrie de A décrite dans la proposition 5.1. En
effet, soient a,b,c € A et posons € = (—1)‘““C|+"(|b‘+|c‘). D’un c6té nous avons
A((b@ec)-s"a) = A'(es ™bac)
= eA'(s "bac)
= eA(l ® bac)
= eA(1®b)(1®ac)

et de l'autre

b@c)A'(s™a) = (bRc)A(l®a)
= eAb®c)(1®a)
= eA(b® ac)
= eA(b®1)(1®ac)
par la proposition 5.1 = €eA(1®b)(1® ac).

Montrons que A' commute & la différentielle. Notons D = daga la diffé-
rentielle dans A ® A, d la différentielle dans A et ¢ la différentielle dans s~ A.
Calculons

D(A'(s™a)) = D(A(1®a)) = (—1)"A(1 ® da)

et
A'(0s7"a) = A'(=1)"s"da = (—1)"A(1 ® da).

Pour finir montrons que H™(A') est un isomorphisme. En effet, soit w € A"
un générateur, alors (s "A)" = s7"w - Q, (A® A" = wRw- Q et
A'(s7"w) = w ® w. Comme H?"(s7"A) = H>"(A® A) = Q, H"(A') est
un isomorphisme. O

L’application A': s A4 — A ® A est un morphisme de A ® A-dgmodules.
Le cone algébrique de cette application C(A') = A ® A @A s~ ™A est un
A ® A-dgmodule. La lemme suivant montre que C(A') muni de la structure
multiplicative semi-triviale est une ADGC.

Lemme 5.4. Soit A une ADGC a dualité de Poincaré, 1-conneze, de di-
mension formelle n. La structure semi-triviale est une structure d’ADGC sur

C(AY.

Démonstration. Il suffit de vérifier la regle de Leibniz pour la différentielle.
Soient a, b, ¢, d, x, y des éléments dans A. Pour les produits de la forme
(a®d)-(c®d) la régle est vérifiée car A® A est une ADGC. Pour les produits de la
forme (a®b)-ss~"x la régle est vérifiée car ss~" A est un A® A-dgmodule. 11 faut
et il suffit, alors, de vérifier Leibniz pour les éléments de la forme (ss~"xz-ss™"y).
Siz € A>! ou y € A>1 alors, pour des raisons de degré,

§(ss "z -ss"y) =0 =055 " - 55 "y + (—1)"IssT"adss"y.

Comme A! = 0 il n’existe pas d’élément ss~"x tel que |ss~"x| = n. Prenons
88 ™, ss™ ™My tels que |ssT™x| = |ssT"y| = n— 1. Sans perte de généralité nous



34 Chapitre 5. Modele de F(M,2) quand M est 2-connexe

pouvons supposer que ss~"x = ss~ "y = ss~""1. Pour la structure semi-triviale
nous avons ss~"1-ss7"1 = 0.

Remarquons que d(ss~™1) = A. Pour que d satisfait a la régle de Leibniz il
faut vérifier que

0 = d(ss"1-s57"1)
= A-ss"14(=1)""1ssT"1-A
(1+ (=D HA - s57"1. (5.2)

Si n est pair le deuxieme membre est nul.
Supposons n impair. Notons w € A™ la classe fondamentale de A. Soit
{a;}}, une base homogene de A et soit {a}}Y, la base duale. Alors

N
ssT"1-A = Z(fl)la”ss*"aiaf

i=1
= x(A4)ss™"w
x(A) = Zn:(—l)kdimAk = Zn:(—l)k dim H"(A)
k=0 k=0

est la classe d’Euler de A. Comme n est impaire alors, par dualité de Poincaré,
X(A) = 0 et donc le deuxiéme membre de I’équation (5.2) est nul.
O

Nous utiliserons tous ces résultats dans la section suivante ot nous donnons
un modele de I'espace des configurations de deux points.

5.3 Modele de F(M,2)

Tous les outils nécessaires ont été introduits pour la construction d’un mo-
dele de 'espace des configurations de deux points dans M.

Théoréme 5.5. Soit M une variété fermée, 2-connexe de dimension n. Soit A
un modéle & dualité de Poincaré de M. Soit A € (A® A)™ la classe diagonale
de A® A et soit A': s~ A — A® A Uapplication de A ® A-dgmodules définie
par A'(s7"a) = A(1 ® a). Alors, le cone algébrique

C(AHY=AR Adr ss A
muni de la structure semi-triviale est un modéle d’ADGC de Apr(F(M,2))

Idée de la démonstration. Prenons la multiplication pu: A ® A — A comme
modele I’ADGC de A: M — M x M. Via u tout A-dgmodule peut-étre vu
comme un A ® A-dgmodule.
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Comme A est a dualité de Poincaré nous avons un isomorphisme de
A-dgmodules 64: A — s "#A. Donc s 2"#A est isomorphe en tant que
A ® A-dgmodule & s~™A. La proposition 5.3 montre que 'application A' est
une shriek-map.

Rappelons que C(A') muni de la structure semi-triviale est une ADGC (voir
lemme 5.4). Soit S un supplémentaire des cocycles en degré 2n — 3. Posons

I=5a&C(A)22"2 coah.

L’idéal I est un idéal différentiel acyclique de C(A'). Par le théoréme 4.9,
C(A"Y/I est un modele ’ADGC de F(M,2). Comme I est acyclique, la pro-
jection 7: C(A') — C(A")/I est un quasi-isomorphisme d’ADGC et C(A') est
lui aussi un modele ’ADGC de F(M,2) O

L’application de A ® A-dgmodules A': s7"A — A® A est injective et telle
que ImA' = (A) € A® A (voir [22, Lemme 5.4]) ot (A) est 1'idéal engendré
par la diagonale . Nous avons une courte suite exacte de A ® A-dgmodules

sAE Ag AT A28,

et donc par le lemme 1.16 nous avons un quasi-isomorphisme de A® A-dgmodules
T80 (AQAdar ss "A) — —
Comme 7 est un morphisme d’ADGC, 70 est un quasi-isomorphisme d’ADGC.

Nous venons de prouver le résultat suivant

Théoréme 5.6 (Théoréme 5.6, [22]). Dans le méme cadre que celui du théo-
réme 5.5, le quotient % est un modéle d’ADGC de Apr(F(M,2)).

Des théoremes 5.5 et 5.6 nous en déduisons le résultat géométrique ci-
dessous

Théoréme 5.7. Soit M une variété fermée, 2-connexe. Le type d’homotopie
rationnelle de F(M,2) est complétement détérminé par le type d’homotopie
rationnelle de M.






CHAPITRE 6

Modeéle de F(M,2) quand M est fermée et 1-connexe

6.1 Introduction

Dans le chapitre 5 nous avons construit un modele pour I'espace des configu-
rations de deux points dans une variété 2-connexe. Une question naturelle est,
que se passe-t-il quand la variété est simplement connexe ? Répondre a cette
question est plus compliqué que dans le cas 2-connexe. Pour commencer, géomé-
triquement nous savons que la classe d’homotopie d’une inclusion, ne détermine
pas complétement le type d’homotopie du complémentaire. En effet, celui-ci est
déterminé par la classe d’isotopie de I'inclusion. Néanmoins, Wall et Hudson
ont montré que sous certaines conditions sur la codimension et la connexité de
Iinclusion, le type d’homotopie et le type d’isotopie se confondent. Ces condi-
tions sont vérifiées pour F'(M,2) = M x M \ A quand M est 2-connexe et ne
le sont plus quand M n’est que l-connexe. D’autre part, algébriquement, en
construisant le modeéle du complémentaire pour trouver le modele de F(M,2)
dans le cas 2-connexe, nous trouvions un objet algébrique n’admettant qu'une
seule structure d’ADGC. Nous verrons dans la suite que I'objet que nous trou-
verons comme candidat "modele" pour notre espace des configurations quand
M est 1-connexe, admet, lui, différentes structures ’ADGC.

Plus précisément, soit M une variété fermée 1-connexe de dimension n et
soit A un modele d’ADGC de M a dualité de Poincaré de dimension formelle
n. Notons A € A ® A la classe diagonale et rappelons que (proposition 5.3)
'application A': s™"A — A® A ; s "a — A(l ® a) est un morphisme de
A ® A-dgmodules. Le cone algébrique

C(AHY=AR A ss A

est un A ® A-dgmodule qui, muni de la structure semi-triviale, est une ADGC
(voir lemme 5.4).

La difficulté pour construire un modeéle de F(M,2) quand M est 1-connexe
vient du fait que la connexité de la variété n’est pas suffisamment grande comme

37
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pour compenser la "petite" codimension du plongement A: M — M x M et
donc nous ne pouvons pas utiliser le théoréeme 4.9. Néanmoins, dans le cas ou la
dimension de M est paire nous montrons sans trop de difficultés que C(A') est
bien un modeéle I’ADGC de F (M, 2) et donc que le type d’homotopie rationnelle
de F(M,2) ne dépend que du type d’homotopie rationnelle de M.

Le cas ou la dimension de M est impaire est plus compliqué a résoudre.
Pour y apporter une réponse nous introduisons une structure multiplicative
non triviale sur une troncature de C(A'). Cette structure multiplicative est
caractérisée par un unique élément de A ® A. En effet, dans le cone algébrique
C(A") = A® AP s~ ™A nous avons I'élément s~"1 € s~™A, ott 1 est I'unité
dans A. Pour chaque élément ¢ € (A ® A)?*~2 nous obtenons une ADGC que
I'on notera C(£) caractérisée par le fait que (ss~"1)? = £. Nous prouvons dans
le théoréeme 6.1 qu’une de ces algebres est le modele ’ADGC de F (M, 2).

Nous dirons que deux algebres C(€) et C(£') sont faiblement équivalentes
sous A ® A si les application A ® A — C(§) et A® A — C(¢') partagent le
méme modele relatif minimal. Ceci est le bon cadre pour étudier 1’équivalence
entre les algebres C(£). Dans ce cadre, nous conjecturons que les différentes
structures multiplicatives possibles sont complétement déterminées par le choix
d’un élément dans Hy(M; Q). Dans la proposition 6.13 nous montrons que le
choix de deux éléments équivalents dans Ho(M,Q) implique que les ADGC
obtenues seront faiblement équivalentes, mais nous n’avons pas de preuve de
la réciproque. Une possible explication géométrique de la conjecture se trouve
dans les résultats de N. Habegger dans [14], qui entrainent que ensemble des
classes d’isotopie d’applications homotopes & A: M < M x M est en bijection
avec Ho(M;Z).

Une autre approche pour déterminer plus précisément le modele de F(M, 2)
consiste a étudier le diagramme commutatif ci-dessous

MxM—LoMxM

| ]

F(M,2) —Y~ F(M,?2),

ouT: MxM— MxDM; (z,y) — (y,z) est 'application de permutation des
facteurs. Le diagramme ci-dessus aurait comme modele le diagramme d’ADGC

onT: ARA = A®A; a®b— (—1)4Ph®a est un modele de Papplication 7.
On pourrait penser que 'existence d’une application 7: C(§) — C(§) faisant
commuter le diagramme ci-dessus donne des restrictions sur le choix du £. Nous
montrons que ce n’est malheureusement pas le cas.
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6.2 Modele de F(M,2) pour une variété 1-connexe de di-
mension paire

Soit M une variété fermée 1-connexe de dimension paire. Le fait que la
dimension de n est paire va nous permettre de facilement trouver un modele
de F(M,2). Plus précisément, nous prouverons le résultat suivant :

Théoréme 6.1. Soit M une variété 1-connexe compacte sans bord de dimen-
sion n paire. Soit A un modéle & dualité de Poincaré de M de dimension for-
melle n et notons A la classe diagonale dans A ® A. Soit A': A - A® A
Uapplication de A @ A-dgmodules définie par A'(s™"a) = A(1 ® a). Alors, le
cone algébrique de Uapplication A'

C(ANY=AR Ad ss"A

est un modéle d’ADGC de F(M,2).

6.2.1 Modéle de dgmodule de Ap(F(M,2))

Soit A un modele & dualité de Poincaré de M de dimension formelle n. Soit
A une ADGC telle que 'on ait un zig-zag de quasi-isomorphismes d’ADGC

Ces morphismes induisent une structure de A-dgmodule sur A et Apr(M). Le
zig-zag de morphismes d’ADGC

munit AQ A, App, (M x M) et Apr(F(M,2)) de structures de A® A-dgmodules.
Via la multiplication o .
nw:A®A— A,
tout fl—dgmodule hérite d'une structure de A ® A—dgmodule.
Proposition 6.2. Soit A un modéle a dualité de Poincaré de M de dimen-

sion formelle n et soit A une ADGC telle que l'on ait un zig-zag de quasi-
isomorphismes d’ADGC

(A,d) <=— A—=5 App(M).

Les ADGC A, A® A, Apr.(M x M) et Apr(F(M,2)) héritent alors d’une
structure de A® A-dgmodule. Notons A la classe diagonale dans A® A et soit
A': s"A = A ® A Uapplication de A @ A-dgmodules définie par
A'(s7"a) = A(1®a), pour a € A. Le cone algébrique

C(ANY=AQ Ad ss A

est faiblement équivalent en tant que A ® A-module & App(F(M,?2)).
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Démonstration. Soit
A M—sMxM (6.1)

le plongement de la diagonale. Alors F\(M,2) = M x M\A(M) est le complé-
mentaire de K = A(M) dans W =M x M.

Considérons le diagramme d’ADGC ci-dessous, dans lequel les applications
verticales p sont les multiplications,

A = > Apr(M) (6.2)

A
MT
AQA<—A®A—=5 App (M x M).

1. La multiplication A ® A % A est un modele d’ADGC de la diagonale A.
Gréce au diagramme (6.2) ¢’est aussi un modele de A ® A-dgmodules.

2. Montrons que s~ ™A est un A® A—dgmodule faiblement équivalent
sTHApr(M). Pour cela vérifions d’abord que s ™A et s~2"#Apy (M)
sont faiblement équivalents en tant que A—dgmodules. En effet, la struc-
ture de A-dgmodule sur Apg, (M) induit une structure naturelle de
fl—dgmodule sur #Apr (M) et donc aussi sur s~ 2"#Apy(M). Comme
A est & dualité de Poincaré, A est isomorphe en tant que A-dgmodule &
s~ "#A, donc aussi en tant que A—dgmodule. Les fl—dgmodules sTINHA et
s Apy (M) sont faiblement équivalents et donc s~"A est faiblement
équivalent & s~2"# Apy (M) en tant que A-dgmodule. De plus A est fai-
blement équivalent & Apz (M) en tant que A-dgmodule, donc s—2"#A
est faiblement équivalent a s™2"#App (M) en tant que A-dgmodule.
Alors en utilisant la dualité de Poincaré s~" A est faiblement équivalent &
sT2"# Apr (M) en tant que A—dgmodule. La multiplication y : A9A — A
munit de fagon naturelle A d’une structure de A ® fl—dgmodule. Donc,
finalement, s~"A et s 2"#Apr (M) sont faiblement équivalents comme
Ag fl—dgmodules.

3. L’application
A sT"AS AR A

est une shriek map de A ® A-modules, donc de A® fl—dgmodules. En
effet, ceci est prouvé dans la proposition 5.3.

Les hypotheses du théoreme 4.7 étant vérifiées la proposition en est une
conséquence directe.
O

6.2.2 Modéle d’ADGC de F(M,2) pour une variété 1l-connexe de
dimension paire

L’objectif de cette section est de prouver le théoreme 6.1. Pour ceci nous
allons utiliser les résultats suivants :
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Lemme 6.3. Soit M une variété 1-connexe compacte sans bord de dimension n
impaire. Soit A —» Apr (M) un quasi-isomorphisme d’ADGC. Nous pouvons
construire un modéle relatif

PN

A® A~ (Aw Ao AZ, D)
de Uapplication f: A9 A — Apr,(MxM) — Apr(F(M,2)), tel que Z<n-1 _
et 201 = Q.
Démonstration. Pour M une variété fermée orientable, nous savons que

H*(M) ® H*(M)
([A) ’

ou ([A]) est I'idéal engendré par la classe diagonale dans H*(M) ® H*(M).
Comme A ® A est quasi-isomorphe & Apy (M x M),

H*(F(M,2)) =

(6.3)

H*(A® A) = H*(M x M) = H*(M) @ H*(M). (6.4)

Soit f: A® A =5 Apr(M x M) — Apr(F(M,2)) Papplication dont on veut
construire le modele relatif. Par (6.3) et (6.4), H'(f) est un isomorphisme pour
0 <i<n-—1etker H*(f) est un sous-espace vectoriel de dimension 1 engendré
par la classe diagonale

[A] € H*(M) ® H*(M) = H*(A® A).

En construisant le modele relatif de f, voir [8, Proposition 12.1], on donc
Z<rl =0et Z" ! =u-Q avec u tel que Du = A, ol A est un représentant
de la classe diagonale dans H*(A ® A). O

Nous avons aussi besoin du résultat suivant

Lemme 6.4. Soit p: R — Q un morphisme d’ADGC. Soit p : ROAZ — Q une
application de R-dgmodules telle que p|gr = p. Le morphisme ¢ est ’ADGC si
pour tout z,2' € AZ, p(z-2') = p(z) - p(2').

Démonstration. Pour que ¢ soit d’ADGC, ce doit étre une application d’al-
gebres qui commute a la différentielle. Le fait qu’elle commute a la différentielle
est garanti par le fait que c’est une application de modules différentiels. Mon-
trons que c’est une application d’algebres. L’application ¢ est un morphisme
de A @ A-dgmodules, alors, pour 7,7’ € R

pl(re2) (1 2) = (=)l 22))
(=)W p(rr') - p(22")
par hypothése = (=1)I"11¥lp(r) p(r')p(2) 0 ()
car Q est une ADGC = p(r)p(2)p(r')e(z)
car ¢ est de R-dgmodules = (1 2)p(r" - 2').
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Passons a la démonstration du théoreme.

Démonstration du théoréme 6.1. Soit A un H}odéle de M a dualité de Poincaré,
1-connexe et de dimension formelle n. Soit A une ADGC telle que 1'on ait un
zig-zag de quasi-isomorphismes d’ADGC

(A,d) <=— A —=5 App(M).

Les ADGC A, A® A, Apr,(M x M) et Apr(F(M,2)) héritent alors d’une struc-
ture de A® A-dgmodule. En prenant un modeéle relatif minimal de 'application

f:A®A— App(M x M) — App(F(M,2)),
nous obtenons un diagramme commutatif,

A®A——— App(M x M) — Ap(F(M,?2))

~

m

(A® A® AZ, D)

et par le lemme 6.3 nous pouvons supposer que Z<""1 = 0 et Z""1 = Q.
Posons Z" 1 =« - Q.

Par la proposition 6.2, Apr,(F(M,2)) et C(A') sont faiblement équivalents
en tant que A@fl—dgmodules. Comme (A@A@AZ, D) est un A@A—dgmodule
cofibrant nous avons un quasi-isomorphisme de A A—dgmodules

0: (A® Ao AZ, D) =5 C(AY.

Notons w un générateur de A™. L’idéal différentiel I = (w ® w, ss "w) de
C(A") est un idéal acyclique et donc la projection

m: C(AY) = Cc(AY/I
est un quasi-isomorphisme d’ADGC. L’application composée
p=m00: (AR A® AZ,D)— C(AY/I

est donc un quasi-isomorphisme de A fl—dgmodules. Utilisons le lemme 6.4
pour montrer que c’est un morphisme d’ADGC. Pour cela vérifions que pour
tout 2,2’ € 7 :

p(z - 2') = p(2)e(). (6.5)

— SiJz| >n—1ou || >n—1 alors expression est de degré > 2n — 1,
donc les deux termes sont nuls car (C(A')/1)22"~1 = 0.

— Si|z| =n—1et || =n—1, il suffit, par linéarité et car Z"~! = Q- u de
traiter le cas z = 2’ = u. Alors, comme n—1 est impaire, la commutativité
graduée implique que p(u?) = ¢(0) = p(u) - p(u) = 0.
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Nous avons le zig-zag de quasi-isomorphismes d’ADGC ci-dessous
Apr(F(M,2)) <2 (A® A AZ, D) 27> O(AY) /I <Z— C(AY,
ce qui prouve le résultat. O

Le méme argument de courte suite exacte développé dans le chapitre précé-
dent (voir section 5.3) montre que C'(A') est une ADGC faiblement équivalente
a A® A/(A). Nous avons donc le résultat suivant :

Corollaire 6.5. Soit M une variété 1-connexe compacte sans bord de dimen-
sion n paire. Soit A un modéle a dualité de Poincaré de M de dimension
formelle n et notons A la classe diagonale dans A ® A. Le quotient % est

un modéle d’ADGC de F(M,2)

Si M est 1-connexe et la dimension de M est > 3, alors un argument de
position générale montre que l'espace des configurations F'(M,2) est lui aussi
1-connexe, nous avons alors le corollaire suivant :

Corollaire 6.6. Soit M une variété 1-connexe fermée de dimension n > 3
paire. Le type d’homotopie rationnelle de F(M,2) est complétement déterminé
par le type d’homotopie rationnelle de M.

6.3 Modele de F(M,2) pour une variété de dimension im-
paire

Soit M une variété fermée, 1-connexe de dimension n impaire et soit A
un modele d’ADGC a dualité de Poincaré de M de dimension formelle n.
Construire le modele de F/(M,2) dans ce cas est plus compliqué. Les techniques
utilisées dans le cas ou la dimension de M est paire ne marchent plus car nous
n’avons pas d’argument qui garantisse que dans le cone algébrique C(A') la
bonne structure multiplicative & mettre pour modeéliser Apy(F(M,2)) est la
structure semi-triviale. Pour pallier & ce manque d’information, nous introdui-
sons des objets faiblements équivalents & C'(A') qui admettent plus facilement

une structure multiplicative autre que la semi-triviale.

6.3.1 Les algébres C(¢)

Soit A une ADGC' a dualité de Poincaré 1-connexe, de dimension formelle
n impaire et soit A la classe diagonale dans A ® A. Rappelons que 'application

A:5"A 5 A®A; s "a— A(l®a)
est un morphisme de A ® A-dgmodules. Le cone algébrique
C(ANY=AR A@ ss A

est un A ® A-dgmodule.

Dans cette sous-section nous allons quotienter le cone algébrique C(A') par
un A ® A-sousdgmodule acyclique et nous allons obtenir un A ® A-dgmodule
qui admettra plus facilement d’autres structures multiplicatives que la semi-
triviale. Commencons par remarquer le fait suivant
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Lemme 6.7. (C(A')22"1 est un A ® A-dgsousmodule acyclique de C(A').

Démonstration. Notons d la différentielle dans C'(A'). Il est clair que
C(AHZ=L = (557w, w ® w)

est un A ® A-sousmodule et on calcule que §(ss"w) = w ® w, ce qui prouve le
résultat. O

Posons
C:= C(ah/0ahz

C est un A ® A-dgmodule et la projection canonique 7 : C(A') — C est un
quasi-isomorphisme de A ® A-dgmodules.

Munissons C' d’une multiplication qui en fait une ADGC et qui soit com-
patible avec la structure de A ® A-dgmodule. Plus précisément, nous voulons
que 'ADGC C soit telle que la composée,

A AA—sC(AY) > C

soit un morphisme d’ADGC.
Comme C est le quotient de A ® A B ss™ ™A par le sous-espace vectoriel
(w ® w, s~ ™w), nous avons un isomorphisme évident

C2 (AR A)?" P ss (A,
Pour définir une multiplication
n:CC —=C, cg®cy— cy-co,

il suffit de définir

(i) (a®D)-(a' V),

(7)) (a®Db)-ss"a' et ss - (d/ @),

(i91) (ss™"x) - (ss™™a'),
pour a®b, a’ @b € (A® A)<* et 2,2’ € A<" des éléments homogenes.

Les produits (7) et (i) sont complétement déterminés par la condition de
compatibilité & la structure de A® A-module et la commutativité graduée. Plus
précisément :

(i) (a®b)- (@ @)= (=D"Ilblg.a’ @bV

(ii) (a ®@Db)-ss "a! = (_1)(n71)(\a\+lb|)+\b|Ir\szna A

et (ss™mx)(a’ @) = (=Dl llelgs=ng/ . . b/
Pour (ii7), notons que, si |z| 4+ |2'| > 1, alors par des raisons de degré, nous
avons nécessairement

(#1) (ss™"x) - (ss™™y) = 0.

Donc le seul produit non déterminé est

(iv) (ss7™1)-(ss7"1) € C?" 2 = (A A)*" 2

Le résultat suivant montre que si n est impair, le produit ss~"1 - ss™"1
peut-étre choisi arbitrairairement dans (A ® A)**2.
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Proposition 6.8. Soit & € (A® A)>"2. Sin est impair, il existe une structure
d’ADGC sur C compatible avec la structure de A ® A-dgmodule telle que

887" -ss7 "1 =¢&.

Démonstration. Munissons C' de la structure multiplicative décrite ci-dessous
en posant (ss~"1)% = ¢, Vérifions que C' est une ADGC.
— Associativité : Soient z,y, z € A, alors pour des raisons de degré

(ss7"x-8s""y) 88 "2 =0=ss""x-(ss "y -85 "2).

Soient z,y € Aet a®b € AR A tel que |[a®b| > 0 alors |(a ® b)| +
[ss™"™z| + |ss™™y| > 2n — 1. Donc, aussi pour des raisons de degré

(a®b)-(ss"x-ss "y)=(a®@Db)-(ss "x-ss "y) =0.

L’associativité dans les autres cas est garantie par la structure de A ® A-
dgmodule de C.

— Commutativité : La commutativité était demandée dans la constrution
de la structure.

— Différentielle : Soit 0 la différentielle dans C'. Montrons que pour ¢, ¢’ des
éléments homogenes de C', nous avons

5(c-c)=(0(c)- &)= (=1)l(c-8() =0 (6.6)

~ Sic,c’ € A® A alors (6.6) est vérifié car A ® A est une ADGC et que
S apa = dlaga. -

- Sice A®Aet € ss7™A alors (6.6) est zéro car ¢ est une différentielle
de A ® A-dgmodule.

—SicessT"Aet d € A® A, (6.6) est vérifiée car la multiplication est
commutative.

— Sic,c € ss™A alors le degré de 'expression a gauche de I’équation
est au moins 2n — 24+ 1 = 2n — 1. Donc, pour des raisons de degré, le

terme de gauche de 'expression (6.6) est nul.
O

Notation : Nous noterons cette ADGC, déterminée par le choix (ss~"1)? = ¢,
C(&) = (C(AN/(C(A)Z* 7 (ss71)* =€)

et nous noterons ~
ide0: A A— C(&)
la composée de 'inclusion id®0 : A A - A® A @ ss ™A suivie de la
projection canonique C(A') — C(£).
6.3.2 Equivalences entre algébres de la forme C(¢)

Soit A une ADGC a dualité de Poincaré de dimension formelle n impaire.
Pour chaque élément ¢ € (A ® A)?"~2 nous avons une ADGC C(¢). Nous
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allons introduire dans cette section une notion d’équivalence faible d’ADGC
sous A ® A. Cette notion, plus forte que celle d’équivalence faible I’ADGC,
nous permettera d’obtenir une meilleure caractérisation des différentes algebres

C ().

Un modele relatif de I’application
A A—>C(¢)

est la donnée d'un espace vectoriel gradué Zg¢, d'une différentielle D¢ et d’'un
quasi-isomorphisme

me: (A® A® AZe, De) — C(§)

tels que le diagramme ci-dessous commute

A® A 1460

~

(A® A® AZ¢, De).

Définition 6.9. Soit A une ADGC a dualité de Poincaré de dimension for-
melle n impaire et soient £,£ € (A® A)?"=2. Les ADGC C(&) et C(¢') sont
faiblement équivalentes sous A ® A si nous avons un diagramme commutatif
de la forme

c()

y%

A® A~ (A® A® AZ,D)

c(),

ot Z est un espace vectoriel gradué, D une différentielle et id®0 : AQ A — C(€)
est Uinclusion i®0: AQA — AQA®ar ss~ ™A swivi de la projection canonique
C(A"Y = C(€&). Nous noterons alors C (&) ~aga C(€).

Donnons une propriété utile pour déterminer quand deux de ces algebres
sont faiblement équivalentes sous A ® A.

Proposition 6.10. Soit A une ADGC d dualité de Poincaré de dimension
formelle n impaire et soient £, € (A® A)?"~2. Soient

AQA—— (AR AR®ANZ:, D) et AR A—— (A® A® AZ¢, Der)

des modéles relatifs de C(€) et C(&') respectivement. Les ADGC C (&) et C(£)
sont faiblement équivalentes sous A ® A si et seulement si il existe un quasi-
isomorphisme

1/) : (A®A®AZ§,D§) — (A®A®AZ§/,D£/),
tel que Y(a ®b) = a®b, pour tout a, b € A.
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Démonstration. Par définition, C(§) ~aga C(£') si nous avons un diagramme
commutatif de la forme

Ce qui est le cas si et seulement si il existe un quasi-isomorphisme entre
les modeles relatifs minimaux ¢ : (A® A ® AZ¢, De) - (A® A® AZg, Der).
C’est-a-dire, un isomorphisme tel que le diagramme ci-dessous commute

c(6)

~

™

(A® A® AZ, D)

\W®AZ’D5/)

v
c(g).

IR

Proposition 6.11. La relation >~z est une relation d’équivalence.

Nous montrons a 'aide d’un exemple que les algebres C(£) ne sont pas
toutes équivalentes entre elles.

6.3.3 L’exemple A = H*(5% x S3)

Soit (A,d) = ({1,z2,ys,zy} - Q,0) une ADGC. Nous vérifions facilement
que A est & dualité de Poincaré et que

A=1Rzy+zrQy—yR@zr—xy 1.
Nous pouvons définir ’application
A:sMAS AR A; s A(l®a).

Nous allons regarder le cone algébrique (C(A'),d), que nous pouvons représen-
ter via le tableau ci-dessous. Pour aleger I’écriture nous posons S := ss~°
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Degré AR A SA
10 Ty Q@ TY
9 Szy
8 Yy YUY
7 rTRry TYRXT Sy
6 YRy Sx
S| 1®xy z2Qy y®zx zy®1
4 T®T S1
3 1oy y®1
2 Iz z®1
1
0 1®1

En calculant, nous trouvons

5(S1) = A'S1H)=A(1®1)
= A,

0(Sz) = A(l®u)
(Izy+ry—yRr—2zy1)(1®x)
TRy —rYy T,

6(Sy) = A(l®y)
(Izy+zy—yRr—zy®1)(1Qy)
—YRxYy —xYy Y,

A(l ® zy)

= (I®@zy+zy—yQr—2y®1)(1xxy)
= —ry®ry.

(e%)

—~

n
8
<

~
|

Quotientons le céne C(A') par le sous-module différentiel acyclique
(Szy, zy ® xy) et munissons C(A")/(Szy, 2y ® 2y) d’une structure d’ADGC.
Pour cela il suffit de définir le produit S1-.51 qui pour des raisons de degré ne
peut étre qu'un élément de (A ® A)S. Soient ¢, € Q et posons

51-S1=q(y@ay) +r(ry@y) =¢.
Nous noterons C(q,r) = C(£§) PADGC ainsi obtenue.

Théoréme 6.12. Soient q, v, s, t € Q. Les ADGC C(q,r) et C(s,t) sont
faiblement équivalentes sous A ® A si et seulement st q—s =1 —t.

Pour prouver le théoreme 6.12; nous allons construire les modeles relatifs
minimaux des différentes ADGC C(g,r). Ceux-ci sont faiblement équivalents
sous A ® A si et seulement si il existe un quasi-isomorphisme entre eux qui ce
restreint a I'identité sur A ® A.

Construisons le modele relatif de la fleche

Ae AL oA —T= C(g,7)
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o m : C(A") — C(gq,7) est la projection canonique. Nous allons construire
un espace vectoriel gradué Z, une différentielle D et un quasi-isomorphisme
m:(A® A® AZ,,,D) — C(q,r), tels que le diagramme suivant commute

— o) —"—=C(g,7)

\/

(A2 A® AZ,D,,.).

En construisant Z degré par degré, jusqu’en degré 7, nous trouvons les
générateurs décrits dans le tableau ci-dessous

Degré | Zo | D m

4| u Du)=A=1Qazy+zQy—yRzr—zy®1 | m(u) =sl

5125 | D(zs)=uv.(1®z)—u.(z®1) m(z5) =0

6 | z61 | D(ze1) =u.(1®y) —u.(y®1) m(ze1) =0

6 | 262 | D(262) =25.(1®02) + 25.(z® 1) m(ze2) =0

7| zn1 D(Z71) = 262(1 ® CC) — Zﬁz(x ® 1) m(Z71) =0

7|22 | D(zr2) =261(1®2) + 25(y®@ 1) —25(1®y) | m(zr2) =0
—2’61(13'® 1)

7| h D(h) = u? — 2(z61(1 ® ) + 261 (x @ 1)) m(h) =0
+q(y @ zy) +r(zy ®y)

Comme pour tout C(g,r) le modele relatif est le méme a l’exception de la
différentielle, nous notons (A A®AZ, Dy ) le modele relatif associé a C(q,r).
Nous pouvons maintenant prouver le théoreme 6.12.

Démonstration du théoréme 6.12. i) g—s=r—t=Cl(q,r) ~aga C(s,1).
Posons k := g — s = r — t. Par la proposition 6.10, il suffit de construire
un quasi-isomorphisme

b (A®A®AZ Dy,) — (A® A®AZ,Dyrirsr)

tel que Y(a ® b® 1) = a ® b. Définissons 1) sur les générateurs de Z, de
la fagon suivante

(u) = u,
w(zz = Zi
() = h+ku(ley).

Montrons qu’elle commute a la différentielle. Pour cela, calculons

Dyirriuth(h) = Dgirrir(h+ku(l®y))
q+k rk(h) + EA(1®y)
= W -2z5(1@c+x®1)+ (¢ +k)(y®xy) +
(r+k)(zy@y) +k(-yR@zy —zy®y)
= W -2(1@r+z01)+qy@ry) +r(ryey)
= P(Dgr(h)).
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L’application % est un quasi-isomorphisme. En effet, 'application
AR A — A® AR AZ est surjective en cohomologie, et comme v fait
commuter le diagramme

(AR A®AZ,D,,) (AR A®AZ,Dyy)

\/

A®A

elle est aussi surjective en cohomologie. Comme
H(A®A®AZ,Dy,) = H" (A® A®AZ,D,,),

1¥* est un isomorphisme.

”’) O((Lr) TARA C(S,t) =q—s=1—1.

Si C(q,r) ~aga C(s,t), par la proposition 6.10 nous avons un quasi-
isomorphisme

V:(ARARANZ D,,) — (A® AR AZ, D, ;)

tel que Y(a @b 1) =a®b.
Pour alléger les notations, quand il n’y a pas d’ambiguité possible, les
deux différentielles seront notées D. Par des raisons de degré

P(u) = aru+ ag(z ® ) (6.7)
pour certains ay, as € Q. Nous avons alors
Dy(u) = D(au+ az2(z @) = a1 A
et
H(Du) = $(A) = A.

Comme 1 doit commuter a la différentielle, nous en déduisons a; = 1.
Donc

Y(u) =u+ az(r @ x). (6.8)

L’élément zg; étant en degré 6
VY(z61) = Pr261 + Paze2 + B3y @y + Pau(l®@ z) + Bsu(z @ 1) (6.9)

pour certains 1, B2, B3, B4 et B5 € Q.
Nous avons d’un coté
Dip(z1) = D(Brze1 + Bazez + B3y @y + fau(l @ ) + Bsu(z @ 1))
fru(l@y —y®1) + fazs(l@zr+2®1)
+81A(1 @ z) + BsA(z ® 1)
= fiu(ley—y®1)+fzn(ler+re1)
+(Ba+ B5)A(z @ 1)
= fu(ly—y®1)+ Fzs(l®r+z®1)
+(B1+ B5)(z @ zy — 2y ® 7),
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et de lautre

Y(Dze1) = Y(uw(l®y-—ye1l)

= Yw)(ley—-yal)
(utaEez)loy-yol)
= u(l®y—y)+mzry —zy ).

Alors, pour que ¥ commute a la différentielle, il faut que 51 =1, B2 =0
et By + B = ag et

¥(z61) = 261 + P3(y @ y) + Bau(l ® x) + Bsu(z @ 1) (6.10)

avec 4 + b5 = ao.
Intéressons nous & I'élément h € Z7. Par des raisons de degré :

Y(h) = mh+rEyey)+yly@cy) +rau(l@y) +puly© 1)
+7625(1 @ ) + y725(x @ 1) + Y8271 + Yo0272.

Via un long calcul, nous trouvons d’un c6té

Dysv(h) = mu* —2viz6(1@x+2@ 1)+ (119 — (va +75))(y ® 7y)
+(y1r = (va +75)) (2y @ y) + (v6 + 7)ulr @ )
+y8262(1 @ — 2 ®1)
+y9(ze1(l®@rz—2@1) +2(y®@1—-1®y))

et de autre

P(Dsp(h)) = u’+2(a— (Ba+Bs)u(z®@z) =226 (1Qz+2®1)
+(c—283)(y @ zy) + (d — B3)(zy @ y).

Pour que 1 commute la différentielle il faut que v; = 1, que g— (74 +75) =
s—2pB3 et que r — (y4+5) = t —203. De ces deux derniéres égalités nous
déduisons que ¢ —s = (y4+75) — 205 et que r —t = (y4+5) — 203, donc
q—s=1r—1t.

O

Remarquons que, si s —q¢ =1t —r =k, alors
a(y@xy) +r(zy©y) - (s(y@zy) +try ®y)) = yQry +azyey) € (A2

Cette derniere remarque laisse espérer une belle caractérisation de I’équivalence
entre les ADGC C(§).

6.3.4 Equivalence des ADGC C(¢)

Soit A une ADGC a dualité de Poincaré 1-connexe de dimension formelle n
impaire. Dans les sections précédentes, pour chaque & € (A®A)?"~2 nous avons
construit une ADGC C(§). L’objectif de cette section est de caractériser quand
les différentes ADGC C(£) sont faiblement équivalentes sous A ® A. A la fin
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de cette section nous exhibons un lien entre ces différentes structures multipli-
catives et le groupe d’homologie Ha(M;Q), lien dont une possible explication
géométrique se trouve dans les travaux de N. Habegger dans [14].

Pour cela commengons par démontrer le résultat suivant :

Proposition 6.13. Soit A une ADGC 1-conneze d dualité de Poincaré de
dimension formelle n impaire et notons A € A® A la classe diagonale dans
AR A. Si& ¢ € (A A)?"=2 sont telles que

H2n72(A ® A)
[ —¢]=0 dans —————=,
([A])
alors C(€) ~aga C(&).
Démonstration. Nous avons un isomorphisme canonique de A ® A-dgmodules

) =c()

que par abus de notation nous pouvons regarder comme une identification
puisque ces deux ADGC ne différent que par (ss~"1)2.
Nous avons, comme A ® A-dgmodules,

C)=(AADA-u,d)
avec §(a-u) = (da) -u + (=1)1*(a ® 1) - A. Posons
(A" ={(a®b)-Ala®be (A A)T}.

Comme Papplication a — (a ® 1) - A est injective (voir [22, lemme 5.4]), il est
clair que
(A" du- AT

est un idéal différentiel acyclique dans C(&) et C(¢&). Considérons aussi un
supplémentaire S des cocycles dans (A ® A)?"~3 et posons

I=8S+d(S)+ (A" +u- AT,

qui est un idéal acyclique de C'(£) et C(&'). On a donc des quasi-isomorphismes
d’ADGC C(£) = C(&)/1 et C(&') = C(&')/I. Comme

§—¢e(A)+d((A® A7),

alors £ = & mod I. En conséquence lidentification de A ® A-dgmodules
C (&) = C(¢') induit un isomorphisme d’ADGC

C/r=cE)/1

Nous avons alors le diagramme d’ADGC suivant

C) ——=C©/1
A®A
&)

N

C

IR

~

—C(&)/I.
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En prenant un modele relatif de Sullivan de A® A — C(§) et en appliquant le
lemme de relévement nous obtenons le diagramme d’ADGC

A® A =C(¢)

(AR A®AZ,D) —=C(§) —=C(§)/ 1 =C()/I.

Ce qui entraine que C(§) ~ag4 C(£). O
Comme corollaire nous avons :

Corollaire 6.14. Soit A une ADGC 1-conneze da dualité de Poincaré de di-
mension n impaire. On a une surjection naturelle

T H 2 (A @A)/ ([A]) —={C(§): £ € (A® A)*" %}/ ~4ga,
ot le but de w est l’ensemble des classes d’équivalences, sous AQ A, des ADGC
c(s).
Nous conjecturons le résultat suivant :
Conjecture 6.15. L’application m du corollaire précédent est une bijection.

Nous n’avons pas encore de preuve de ceci. L’intérét d’une telle conjecture
est de pouvoir la relier a la proposition suivante et ainsi obtenir une caractéri-
sation plus intrinseque des différentes ADGC C(¢).

Proposition 6.16. Soit A une ADGC 1-connexe a dualité de Poincaré de
dimension n impaire. Nous avons un isomorphisme linéaire naturel

rrn—2 o H2n_2(A®A) )
Y: H'2(A) HT ; [a] = [a ® w] mod ([A]).

Démonstration. Montrons d’abord que v est bien défini. En effet, v est induite
par 'application linéaire

A2 5 (AR A2 4 a®uw,

avec A2 C kerd car A est a dualité de Poincaré et 1-connexe, et ¢ envoie les
cobords sur les cobords car, pour b € A" 3,

db@w =d(b@w).
Pour voir que 1 est surjective notons que
H" (AR A) 2 (A A" ? = (A"?0Q w) 8 (Q-we A" ?).

11 suffit donc de démontrer que tout élément de la forme [w ®a] mod ([A]), avec
a € A" 2, est dans I'image de 1. Or, un simple calcul montre que

(e®l) - A=a®@w+w®Ra,
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et donc
[w ® a] = t([a]) mod ([A]).

Pour l'injectivité, supposons que v ([a]) = 0. Autrement dit a ® w est co-
bordant & un multiple de A. Les multiples de A en degré 2n — 2 sont de la
forme u ® w + w ® u avec u € A" 2. Pour des raisons de degrés et du fait que
Anfl — 0’

(ARA)™ 3 =Q - weA" (A" * Q- w).

Il existe donc z,y € A™~3 tels que
ARQW=UuRWw+wRu+drR@w—+w R dy.

Donc, a = u+dx et 0 = u + dy, d’ott a = d(z — y), c’est-a-dire [a] = 0 dans
H"=2(A). O

Cette derniére propositon permet de mettre en évidence que,

H2n72(A & A) ~ n—2 ~ gn—2 . ~ .
Dongc, si la conjecture 6.15 est vraie, ’ensemble des classes d’équivalence des
algebres C(€) sous A ® A est en bijection avec Ho(M;Q). Autrement dit, les
différentes structures multiplicatives C(€) sont complétement et univoquement
déterminées par le choix d’un élément dans Hy(M; Q). Des résultats de N. Ha-
begger dans [14] entrainent que I’ensemble des classes d’isotopie d’applications
homotopes & A: M < M x M est en bijection avec Hy(M;Z). Ceci donne
une possible signification géométrique aux différentes structures multiplicatives

C (&)

6.3.5 Modéle ’ADGC de F(M,2) pour une variété 1-connexe de
dimension impaire

Soit M une variété fermée, 1-connexe de dimension n impaire. Nous allons
construire un modele d’ADGC pour F(M,2).

Soit A une ADGC a dualité de Poincaré nous avons vu dans les sections
précédentes que pour tout € € (A® A)?"~2 nous pouvons construire une ADGC
C(€) caractérisée par le fait que (ss~"1)? = £. Nous montrons dans ce qui suit
qu’il existe € € (A ® A)?"~2 tel que C(£) est un modele ’ADGC de F (M, ?2).
Plus précisément nous prouverons le résultat suivant :

Théoréme 6.17. Soit M une variété 1-connere compacte sans bord de di-
mension n impaire. Soit A un modéle a dualité de Poincaré 1-conneze de M
de dimension formelle n et notons A la classe diagonale dans A @ A. Soit
A': s"A = A ® A Uapplication de A ® A-dgmodules définie par
A'(s™"a) = A(1®a). Alors, il existe £ € (A® A)*™2, tel que

C(e) = (C(Z()A’ (5571 =)

est un modéle d’ADGC de F(M,2).
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Démonstration. Soit A un modele & dualité de Poincaré de M de dimension for-
melle n et soit A une ADGC telle que 'on ait un zig-zag de quasi-isomorphismes
d’ADGC surjectifs

A<= A= A pr(M)
Les ADGC A, A® A, Apr,(M x M) et Apr(F(M,2)) héritent alors d’une

structure de A ® A—dgmodule. Rappelons la construction du modeéle relatif de
I’application

f: A@A =, APL(M X M) — APL(F(M,2))
discuté dans le lemme 6.3. Nous obtenons un diagramme commutatif

A®A*>APLMXM HAPL M,Q))

\/

(A A® AZ, D)

avec Z<" 1 =0et Z" ! = - Q. Par construction, Du = A ot A est tel que

[A] est un générateur de ker H*(f). Comme p: A AS A® A est surjective,
montrons que nous pouvons prendre A tel que :

p(A) = A.

En effet, soit A € A® Ankerd un générateur de ker H*(f). Comme A représente
la classe diagonale dans H*(A® A) = H*(M x M),

H(p)([A]) = [A] € H*(A® A).

Donc p(A) = A +de ot € € (A® A)"~L. Comme p est surjective, il existe
v e A® A tel que p(y) = €. Posons A = (A — dv). Nous avons que dA = 0 et
p(A) = A +de — de = A.

Par la proposition 6.2, C(A') = A® A ®ar ss A et App(F(M,2)) sont
faiblement équivalents en tant que fl@ﬁ—dgmodules. Comme (A@A@AZ , D) est
wm A ® fl—dgmodule cofibrant nous avons un quasi-isomorphisme de
Ag fl—dgmodules

0: (Ao Ao AZ, D) =5 C(AY.
Quitte a multiplier # par un rationnel non nul, nous pouvons supposer que
6(1) = 1. Montrons que 1’application 0 vérifie les conditions suivantes

2. (u) =ss "1+ 7avecT € (A® A)" Nkerd.

Pour montrer le point 1, rappelons que la structure de A® fl—dgmodule sur
A® A est induite par I’ application p: AR A - A® A. Comme 0(1) =1 et que
0 est un morphisme de A ® A-dgmodules nous avons que, pour a,b € A

fla®b)=(a®b)-0(1) =pla®b).l = ((idP0) o p)(a®b).
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Pour vérifier le point 2, remarquons que par des raisons de degré
O(u) =gss "1+

avec ¢ € Qet 7 € (A® A)" L. Notons ¢ la différentielle dans C'(A'). Comme 6
commute a la différentielle

6(0(u)) = 0(Du),
O(gss™1+71) = H(A),
gA+dr = p(A)=A.

Donc
dr = (¢ — DHA. (6.11)

Comme [A] # 0 I'équation (6.11) est vérifiée si et seulement si ¢ = 1 et dr = 0.
Ce qui montre le point 2.

Posons & = 6(u?) — 72 et munissons C' = C(A")/ (C(A")Z2"71) de la struc-
ture d’ADGC telle que (ss7"1)%? = £. Notons C(£) PADGC ainisi obtenue.
La composée

v (Aw A® AZ, D) —2=C(A) == C(¢)

est un quasi-isomorphisme de fl@fl—dgmodules. Montrons que pour z, 2’ € AZ.

p(z-2') = p(2)e(). (6.12)

En effet,
— Si|z| >n—1ou || >n—1 alors expression est de degré > 2n — 1,
donc les deux termes sont nuls car, par construction, C'(£)Z2"~1 = 0.
— Si |z =n—1et |2'| = n— 1, nous pouvons supposer par linéarité que
z =2 = u. Notons que 7-ss™ "1 € ss A" 1 = 0. Calculons :

(p(u)? = (ss7"1+7)% = (ss7"1)? + 72 = £ + 72 = w(0(u?))
et
Ceci démontre que ¢ est un morphisme d’algebres.
Comme I’équation (6.12) est vérifiée pour tout z,z’ € AZ, le lemme 6.4 montre
que ¢ est un morphisme d’ADGC. Comme ¢ est un quasi-isomorphisme de

A fl—dgmodules, c’est un quasi-isomorphisme d’ADGC et nous avons, alors,
le zig-zag de quasi-isomorphismes d’ADGC

ApL(F(M,2)) ~-— (A9 A® AZ, D) —== C(¢),

ce qui prouve le résultat. O
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6.4 Invariance de F(M,2) par permutation des compo-
santes

Dans la section précédente nous avons démontré que si M est une variété
fermée 1-connexe admettant un modele d’ADGC 1-connexe a dualité de Poin-
caré A, alors il existe £ € (A® A)?"2 tel que C(£) est un modele I’ADGC de
M.

Malheureusement, ce modele C(§) dépend d’une indéterminée & dans
(A® A)?"~2, ou plus précisément d’une classe de cohomologie H"~2(M; Q).
Dans cette section nous montrons que le fait que l'inclusion

F(M,2) < M x M

soit ¥a-équivariante (par laction du groupe symétrique & 2 lettres, ¥y, par
permutation des composantes) ne permet pas de restreindre le choix de £.

Pour déterminer complétement le modele de F(M,2) une idée naturelle
est de regarder l'action de la permutation des coordonnée sur F'(M,2). Plus
précisément, ’application

T:MxM—MxM; (z,y) — (y,2)

induit une application
t: F(M,2) — F(M,2)

qui fait commuter le diagramme
MxM—LsMxM (6.13)
F(M,2) —= F(,2)

Soit A une ADGC a dualité de Poincaré 1-connexe de dimension formelle
n impaire qui soit un modele de M. Dans les sections précédentes nous avons
construit, pour tout £ € (A ® A)?"~2, une algebre C(£) et le théoréme 6.17
nous dit qu’il existe £ € (A ® A)?"2 tel que C(£) est un modele ’ADGC de
F(M,2).

Il est connu que 'application T admet comme modele

T ARA—AQA; a®b (=) a.
Nous allons étudier la possibilité de construire une application I’ADGC
7: 0(§) = C(¢)
qui fasse commuter le diagramme

AA—"> AR A
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On pourrait espérer que l'existence de I'application A’ADGC 7 implique des
conditions sur &. Le lemme 6.18 et la proposition 6.19 montrent que ce n’est
malheureusement pas le cas.

Soit {a;}Y; une base de A et {a}}}¥, sa base duale. Supposons que a; = 1
et posons w = aj. Rappelons que la classe diagonale dans A ® A est ’élément

N
A=Y (-Dla; ©af € (A® A"
i=1
et notons (A) l'idéal engendré par A dans A ® A.

Lemme 6.18. Soit A une ADGC d dualité de Poincaré 1-connexe de dimen-
sion formelle n impaire. Considérons ’application

T ARA—-AQA; a®@b (1)@ a.

Pour tout £ € (A® A)?"~2 il existe e € (A) N (A ® A)?"~2 tel que si on pose
&=¢ + € alors

1' T(f) = g}
2. C(§) ~aga C(&).

Démonstration. Tout élément £’ € (A ® A)?"~2 g’éerit sous la forme
=awt+wab

avec a,b € A"~2. Posons

1 1 1
e=—5(ath)@1) A= (a+b)®w— ;0w (a+h)

et
£ = & +e
= (a3 +h)ew) +ws (b 5(ath)
= J(@-hew-we(e-b)
Alors
T(§) = %(—w@(a—b)—&-(a—b)@w):f.
Par la proposition 6.13 si £ — &' € (A) alors C(€) ~aga C(£). O

Proposition 6.19. Soit A une algébre a dualité de Poincaré 1-connexe de
dimension formelle n impaire et soit ¢ € (AR A)*"~2. Il existe £ € (AR A)?"2
tel que

C(&) ~aga C(£),
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et il existe un diagramme commutatif d’ADGC

ARA—T> AR A

avec 7o 7 =idg(g)-

Démonstration. Choisissons £ comme dans le lemme 6.18, c’est-a-dire de sorte
que C(&) ~apa C(&') et 7(§) = £. Définissons 7 par

—n

{%(a ®@b)=7(a®b) poura®be (Ax A2

7(ss™"x) = —ss "x pour x € A"

De simples calculs montrent que 7 commute avec les différentielles et 7 est un
morphisme de A® A-modules. Pour achever de vérifier que 7 est un morphisme
d’algebres il suffit de voir que

#((ss7™1)%) = (F(ss7"1)).
En effet,
et
(%(337"1))2 = (—587”1)2 = (857"1)2 =¢&.

Comme 7(§) = &, 7 est bien un morphisme d’ADGC. Nous vérifions assez
facilement que 7 o 7 = idg(e)- O

La proposition 6.19 signifie que 'existence du carré commutatif
MxM—SsMxM
F(M,2) —— F(M,?2)

ne donne & priori pas de restrictions sur le ¢ € (A ® A)*"~2 pour lequel
A® A — C(&) pourrait étre un modele ’ADGC de F(M,2) — M x M.






CHAPITRE 7

Modele du complémentaire dans une variété a bord

7.1 Introduction

Soit W un polyedre et une variété compacte a bord connexe, orientable de
dimension n. Soit f : K — W l’inclusion d’un sous-polyedre de dimension k.
L’objectif de ce chapitre est de donner un modele du type d’homotopie ration-
nelle de W\ K sous certaines hypotheéses sur la codimension. Contrairement &
ce qui se passait lorsque W était une variété sans bord, il n’est en général pas
possible de donner un tel modele uniquement a partir d’un modele du plonge-
ment f: K < W. Pour s’en rendre compte considérons les exemples suivants :
W est un disque D" de dimension n et K est un point. Si K est un point
intérieur & D™ alors W\K =~ S™~!. Par contre si K est un point sur le bord de
D™ alors W\K ~ x. Pourtant les deux différentes inclusions d’un point dans
D™ sont homotopes. Il semble donc important de connaitre aussi I’intersection
de K avec le bord de W. Le théoréme central de ce chapitre est que, sous des
hypotheses de grande codimension, un modeéle d’ADGC du complémentaire
WA\K s’obtient & partir d’'un modeéle d’ADGC du carré commutatif

OK = (K NOW)—= 0 (7.1)

|

K— W

La notation 0K utilisée ici n’est pas standard : elle ne désigne pas le bord de
OK (qui en général n’est pas une variété a bord), mais bien l'intersection de K
avec W.

Le résultat principal de cette section est le suivant (voir théoréme 7.23) :

f: K < W soit rationnellement r-connexe, c’est-a-dire H'(f; Q) est un iso-
morphisme pour i < r et une injection pour i =r7.

Théoréme. Soit W et K comme ci-dessus. Soit un entier r > —1 tel que

61
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Si dim W > 2dim(K) — r + 2 alors un modéle d’ADGC de W\K — W
peut-étre construit d partir d’un modéle d’ADGC du carré (7.1).

Voici un résumé de cette construction. Nous partons des A pr,(W)-dgmodules

APL(I/V, 8W) = kel“(ApL(W) — APL(8W))

et
APL(K, 8K) = keI‘(ApL(K) — ApL(é'K))

Nous introduisons dans la section suivante la notion de noyau homotopique qui
donne un modele des objets Apr,(K,0K) et Apr,(W,0W) a partir d'un modele
des applications Apr,(W) — Apr(OW) et Ap(K) — Apr(0K).

Par la suite, nous remarquerons que le cone algébrique de I'application
sT"H#Ap (K, 0K) — s "#Apr,(W,0W) qui est la suspension itérée du dual
de l'application Apy,(W,0W) — App(K,0K) induite par I'inclusion de paires
(K,0K) — (W,0W) est un Apr(W)-dgmodule faiblement équivalent &
Aprp,(W\K). Nous déduirons alors que le cone algébrique de tout modéle de
Papplication s "#App(K,0K) — s "#Apr,(W,0W) est un modele de
ApL(W)—dgmodule de APL(W\K).

Ensuite, en partant d’un carré d’ADGC

modele de

Apr(f)
APL(W) —_— APL(K)

l i

APL(8W) e APL(8K),

nous construisons un modele algébrique de Apr (W\K) de la fagon suivante :
Soit A une ADGC telle que A et App (W) sont des A-dgmodules. Notons
@: hoker a — hoker 8 D'application induite entre les noyaux homotopiques.
Nous montrons que tout morphisme ¢': Q — A de fl—dgmodules faiblement
équivalent a s™"#p: s "#hoker f — sT"#hoker a est tel que le cone algé-
brique C(¢') = Ad,1sQ est un A-dgmodule faiblement équivalent & App (W\K).
Comme dans le chapitre 4, sous des hypotheses de grande codimension nous
pouvons trouver une application ¢': Q — A telle que le cone algébrique C(¢')
muni de la structure semi-triviale est un modele ’ADGC de App,(W\K).

Nous introduisons, aussi, la notion de troncature d’un dgmodule et d’une
ADGC. Soit A une ADGC et R un A-dgmodule (ou une ADGC) nous appele-
rons troncature en degré n de R un A-dgmodule (ou une ADGC) 7™R tel que
(T"R)”™ = 0 et tel que H*(7"R) = H*(R) pour 0 < i < n.

En utilisant cette notion de troncature, nous donnons un résultat plus
faible que celui mentionné précédemment mais cette fois-ci sans hypothese de



7.2. Noyau homotopique d’un morphisme de dgmodules 63

grande codimension. Nous montrerons que nous pouvons construire un modele
d’ADGC de toute troncature en degré N = 2(n — k) + 3 de Apy (W\K). Ceci
traduit 1'idée que le modeéle que nous avons construit est toujours le bon mo-
dele ’ADGC de App(W\K) jusqu’a un certain degré. Comme conséquence
directe de ce dernier résultat en ajoutant des hypotheses sur la connexité de
linclusion (K, 0K) C (W, 0W) qui permettent d’affaiblir I’hypothése de grande
codimension, nous déduisons un modéle ’ADGC de App(W\K).

7.2 Noyau homotopique d’'un morphisme de dgmodules

Soit A une ADGC et soit
f:M— N

une application de A-dgmodules. La suspension
sTHfis7IM — s7IN
est encore une application de A-dgmodules et le cone algébrique
C(s™'f)=s"'N D1y ssTIM=sIN Gg-1p M
est un A-dgmodule qui a les propriétés suivantes :

Proposition 7.1. Soit f: M — N une application de A-dgmodules.

1. Les applications canoniques

it sIN = sTIN@®a M

s7in — (s71n,0)

et
p 5’1N®571fM - M
(s7in,m) —=oom

sont des applications de A-dgmodules.
2. Soitid: N — N Uapplication identité, alors C(s~1id) est contractile.
3. L’application f: M — N admet une factorisation de A-dgmodules

M ! N

i f-p

~

M@ C(Silid]v),

ou i est un quasi-isomorphisme et f — p est une surjection.

4. En utilisant les notations du point précédent, nous avons un isomorphisme
de A-dgmodules ker(f —p) = C(s~1f).

5. Soit le carré commutatif de A-dgmodules ci-dessous

M —N
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L’application
C(sta,s71p):  C(s7Lf) — C(s7Lf")
(s7'n,m) = (s7'B(n), a(m))
est une application de A-dgmodules.
6. Si f est surjective alors le morphisme
o: kerf — C(s71f)
m —  (0,m)

est un quasi-isomorphisme de A-dgmodules.

Démonstration. 1. Evident.
2. Evident.

3. Comme C(s™tidy) est contractile, 'inclusion
i M — M®C(s tidy)

est un quasi-isomorphisme. De plus f — p est évidemment surjective.
4. Notons D la différentielle dans C'(s~! f). Nous avons
ker(f —p) = {(m,(s""a, f(m)))|m € M,a € N}.
Définissons
: ker f —p — C(s7Lf)
(m, (sa, f(m))) —  (sa,m).
L’application ¢ est un morphisme de A-modules. De plus, elle commute

avec la différentielle. En effet, notons D la différentielle dans C(s~1f),
HOUS avols

De(m, (sa, f(m))) = D(sa,m) = (sf(m) — sda,dm)
et

(d(m, (sa, f(m)))) ¢(dm, D(sa, f(m)))
p(dm, (sf(m) = sda,df m))

= (sf(m)— sda,dm).

Donc ¢ est un morphisme de A-dgmodules. Nous voyons facilement qu’elle
est surjective et injective, et donc que c¢’est un isomorphisme.

5. Nous vérifions sans difficultés que 'application est de A-modules et qu’ellle
commute & la différentielle.

6. Définissons
p: kerf — C(s7Lf)
m = (0,m)

Vérifions que ¢ commute a la différentielle. D’un c6té, comme m € ker f

Dy(m) = D(0,m) = (sf(m) — d0,dm) = (0,dm),
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et de l'autre coté, par définition,
p(dm) = (0,dm).

Supposons f surjective.
Assertion : Soit (s7'b,a) € C(s71f) tel que D(s7'b,a) = 0. Si f est
surjective, alors il existe (0,m) € C(s~!f) avec m € ker f tel que dm = 0
et tel que (s71b,a) — (0,m) € Im D. De plus, si m’ vérifie aussi ces deux
conditions, alors m — m’ € Imd,.
En effet, comme D(s71b,a) = (s7!f(a) — s~1db,da) = (0,0) nous dédui-
sons que
da =0, (7.2)
f(a) = db. (7.3)

Comme f est surjective, il existe ¢ € M tel que f(c) = b. Alors, par
Iégalité (7.3), f(a —dc) =0 et donc a — dc € ker f. Posons m := a — dc.
Comme da = 0, nous avons que dm = 0 et

(s7tb,a) — (0,m) = (s * f(c),dc) = D(0,c).

Ce qui prouve la premiere partie de I’énoncé.

Sinous avons un m’ qui vérifie les mémes conditions que m alors nous pou-
vons construire un ¢’ € M analogue au ¢ construit pour m. Par construc-
tion, d(c — ) = m —m’ et m —m’ € Imdy;. Ceci termine la preuve de
I’assertion.

L’assertion précédente implique que pour tout [sb,a] € H*(C(s71f)) il
existe un unique élément [m] € H*(ker f) tel que

[(m,0)] = [(sb,a)] € H*(C(s7"f))

et donc que * est un isomorphisme.

Toutes ces propriétés suggerent la définition suivante

Définition 7.2. Soit f: M — N un morphisme de A-dgmodules. Le noyau
homotopique de f est le A-dgmodule

hoker f == C(s ' f) = s 'N @415 M.

Nous pouvons retraduire le point 5 de la proposition 7.2 en disant que si
nous avons un carré

M—L N (7.4)

! f’ !
M —— N’,
alors il existe une application induite entre les noyaux homotopiques

a: hoker f — hoker f’.
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Le lemme 1.14 sur les cones algébriques montre que si les fleches verticales du
carré (7.4) sont des quasi-isomorphismes, alors la fleche induite entre les noyaux
homotopiques est elle aussi un quasi-isomorphisme.

La raison pour laquelle nous avons introduit la notion de noyau homotopique
est expliquée par la proposition suivante.

Proposition 7.3. Soit f : Y < X une cofibration d’espaces topologiques. Soit
A un modeéle d’ADGC de X et soit A une ADGC telle que

A<Z— A p? Apr(X).

Nous pouvons voir
APL(f)I APL(X) — APL(Y)

comme une application de A—dgmodules et soit
p:A— B

un modele de fl—dgmodules de ApLA(f). Alors, le noyau homotopique de ¢ est
faiblement équivalent en tant que A-dgmodule ¢ Apr(X,Y).

Démonstration. Rappelons que par [8, Proposition 10.4 (ii), page 119], appli-
cation

Apr(f): Apr(X) = Apr(Y)

est surjective et donc, par la propriété 6 de la proposition 7.2,
APL(Xa Y) = keI‘ApL(f) E} hoker APL(f)

Comme ¢: A — B est un modele de A-dgmodule de App(f), nous avons un
diagramme commutatif de A-dgmodules de la forme

Apr(X) —= Apr(Y)
1

1

A—* - p,

et en utilisant le lemme 1.14 sur les cones algébriques nous avons que le noyau
homotopique de ¢ est faiblement équivalent en tant que A-dgmodule au noyau
homotopique de Apr,(f). O

Finissons cette section avec un résultat qui nous montre que si nous avons
deux carrés "faiblement équivalents" alors les noyaux homotopiques sont quasi-
isomorphes entre eux. Plus précisément, nous avons le résultat suivant :
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Lemme 7.4. Soit © = (5/ VV,> une équivalence faible entre diagrammes

commutatifs,
AL>B X L>Y
e
el
g g/

Alors, le diagramme ci-dessous commute et est tel que les fléches verticales sont
des équivalences faibles

-1
hoker («) _ =9 hoker )

s_l,u,'+p,l" N\leuuru

hoker (o) —————— hoker (')
sl +f

Démonstration. Une simple vérification montre que le diagramme commute et
par le lemme 1.14 les applications verticales sont des quasi-isomorphismes. [

7.3 Modele du complémentaire

Soit f : K < W le plongement de K, un sous-polyedre de dimension k, dans
W une variété compacte a bord, connexe, orientable de dimension n. Notons
OW le bord de W et posons 0K := K NoW.

Considérons le diagramme

OK —= oW (7.5)

L

K (? W,
auquel nous pouvons appliquer le foncteur Apy, :

Apr(W) 27EYL A (K) (7.6)

| |

App(OW) ——= App(OK).

Prenons un modeéle d’ADGC de ce diagramme

A—*-B (7.7)
|
0A—— OB.

Oy

Nous construirons & partir du carré commutatif (7.7) un modele de Apy, (W\K).
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7.3.1 Modele de dgmodule du complémentaire

Soit A une ADGC telle que l'on ait un zig-zag de quasi-isomorphismes
d’ADGC

’

A<t AL Ap (W). (7.8)

L’application p induit une structure de A-dgmodule sur le diagramme (7.6)
et Papplication p induit une structure de A-dgmodule sur le diagramme (7.7).
Du diagramme (7.7) nous déduisons une application de A-dgmodules entre les
noyaux homotopiques de a et de

@ : hoker o« — hoker S. (7.9)
Théoréme 7.5. Dans le cadre des diagrammes (7.5) — (7.9). L’application
s "#p: sT"#hoker B — s "H#hoker a

qut est la suspension itérée du dual de l'application @, est une application de
A-dgmodules telle que le cone algébrique

C(s™"#@) = s "#hoker @ By-nyy 55~ "#hoker

est faiblement équivalent en tant que A-dgmodule o App(W\K).

Pour prouver cette proposition nous commencons par prouver 'important
résultat suivant :

Proposition 7.6. Soit App(i): Apr(W,0W) — Apr(K,0K) Uapplication in-
duite par Uinclusion de paires (K,0K) — (W,0W). Le cone algébrique de
Uapplication

S_H#APL(i) : S_R#APL(K, 8K) — S_TL#APL(VV, 6W)
est un modéle de Apr,(W)-dgmodules de Apy,(W\K).

Démonstration. Dans la section 4.2 nous avons construit un foncteur
App: K = ADGC; K — Apr(K,)

ou K est la catégorie des complexes simpliciaux ordonnés et K, est ’ensemble
simplicial associé naturellement au complexe ordonné K tel que les simplexes
non dégénérés de K, sont exactement les simplexes de K. Le foncteur Apy,
vérifie les deux propriétés suivantes :

1. Apr(|K]) =~ A/;;(K ) pour tout complexe simplicial ordonné.

2. Propriété d’excision forte : Soit (K, L) une paire de complexes simpli-
ciaux ordonnés. Soit K’ C K un sous-complexe et L' = K’ N L. Si
K'UL = K alors l'inclusion i: (K', L") < (K, L) induit un isomorphisme

App(i): Apr(K,L) — Apr(K',L').
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Nous avons besoin de la deuxiéme propriété de ce foncteur pour prouver notre
résultat.

Comme dans la preuve de la proposition 4.3, rappelons que K est un sous-
polyédre du polyedre W. Remplagons ces polyedres par leur seconde subdivision
barycentrique. Prenons alors T' 1’étoile de K dans W qui est un voisinage régu-
lier (voir [19, chapitres 1 et 2])) et donc entre autres unes sous variété compact
a bord de codimension 0 dans W qui se retracte par déformations sur K. Il est
clair que W\T ~ W\ K. Posons

04T =0T NOW , 0_T = adh(dT N (W \ OW)) et 9T = 8, T NI_T,

qui donne une décomposition du bord de T, 9T = 04T Ug,r 0_T (voir figure
7.1).

S
-

>0 R

>

Er s SCes

oK

FIGURE 7.1 — Le polyedre W et le voisinage régulier T

Fixons un ordre arbitraire sur les sommets du complexe simplicial W de
sorte que W et les sous-polyedres T', 0T, 0. T, 0_T, 0T, K et 0K deviennent
des complexes simpliciaux ordonnés. Nous pouvons leur appliquer le fonc-
teur Apr, qui est naturellement quasi-isomorphe & Apy. De plus, Apy, satis-
fait la propriété d’excision "forte" de la proposition 4.2. Pour démontrer la
proposition 7.6, il suffit de montrer que C(s "#Apr (7)) est un modele de
A/p\L(W)—dgmodule de A/E;(W\T) Nous pouvons donc travailler avec A/p\L au
lien de Apr. Pour alléger les notations, dans la suite de cette preuve nous
noterons Apjy, au lieu de Apy,.

L’inclusion de la paire

i: (T,0T) — (W,W\T UdW)
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induit, par la proposition 4.2, un isomorphisme

o

APL(’L') : APL(W W\TU (‘3W) — APL(Ta GT)

Comme (W, 0W) est a dualité de Poincaré en dimension n, il existe une orien-
tation
Ew - APL(VV, 8W) — S_n(@,

c’est-a-dire une application de complexes de cochaines qui induit un isomor-
phisme en cohomologie en degré n. Grace a ce morphisme, nous pouvons définir
une application de Apr(W)-dgmodules

Dy : APL(W) — éfna'%éz‘lpl,(VV7 8W)
Q@ — (Pw(a): B ew(ap)),

qui, par dualité de Poincaré de la paire (W,0W), est un quasi-isomorphisme.
La fleche composée

er: Apr(T,0T) = Apr(W,WA\T UaW) P20 An (W, ow) % snQ
induit un isomorphisme en cohomologie en degré n. Définissons

(O APL(T) — <S_n:/£)éA}:vL(T7 8T)
e —  (Pr(a): B er(af))

qui, par dualité de Poincaré de la paire (T, 9T), est un quasi-isomorphisme de
Apr(W)-dgmodules. Prouvons le résultat suivant :

Assertion : Les Apr(0T)-dgmodules App (0T,0_T) et s~ "t 4 App (0, T) sont
quasi-isomorphes.

En effet, notons
j:O T =T, jo:(0.T,00T) — (OT,0_T) et i': O_T — OT.
Par la propriété d’excision forte de la proposition 4.2, jo induit un isomorphisme
Apr(jo) : ApL (0T, 0_-T) S Apr (04T, 0,T).
Comme H"1(9T) = Q, nous pouvons prendre une application
eor : Apr(0T) = s7"H1Q

qui induise un isomorphisme en cohomologie en degré n — 1. Définissons

Bor : Apr(OT) = 5" HApL(OT), o (Ror(a) : § - cor(aB)),

qui est un isomorphisme par dualité de Poincaré de la variété fermée OT. Dé-
finissons ’application composée

€8+T : APL(8+T, 80T) APL—jl)))7 APL(aT7 8_T) —L> APL(8T) eg S_n+1(@
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qui induit aussi un isomorphisme en cohomologie en degré n—1 et nous permet
de définir

Qo1 : Apr(04T,00T) S sTHApL(04T), 1 — (Po,7(¥) : T €a,7(YT))

qui, par dualité de Poincaré de la paire (017, 9T, est un quasi-isomorphisme.
La composée

@pr = Qo170 ApL(jo): Apr(0T,0-T) = Apr(0T,0-T) — s "#ApL(0+T)

est le quasi-isomorphisme recherché.

Nous en déduisons le fait suivant :
Assertion : Le morphisme

Pp: APL(T7 8_T) — :S_n#ApL(T7 8+T)
a — (Pr(@): B er(ap))

est un quasi-isomorphisme de Apy,(W)-dgmodules.

Pour prouver ceci, nous allons utiliser un argument de longue suite exacte
en cohomologie et le lemme des 5. Nous utiliserons les applications

Op: APL(T) — S_n#ApL(T, 8T)
et
dpr = CI)6+T OAPL(j())Z APL(aT, 8,T) = APL(aT, B,T) — S_H#APL(6+T),

qui, par dualité de Poincaré de la paire (T,9T) et de la variété fermée OT,
induisent des isomorphismes en cohomologie. Utilisons le lemme des 5 pour
montrer que @7 induit, elle aussi, un isomorphisme en cohomologie.

La suite de Apr(T)-dgmodules

0—— Ap(T,0T) —— App(T,0-T) —— Apr(0T,0-T) ——0
est exacte et donne lieu a la longue suite exacte en cohomologie
- HY(T,0T) — H"(T,0_T) —= H*(0T,0_T) —>> H**'(T,0T) - --
De méme, la suite
0—— App(T,0,T) —2> Apy(T) — App(0.T) —=0

est exacte. Nous pouvons dualiser et suspendre n fois et nous avons la courte
suite exacte

0 —— s "#Ap(0+T) —— s "#Apr(T) —— s "#Apr(T,04T) —— 0,

qui induit la longue suite exacte en homologie

t ank(T) E—— nfk(Tv 8+T) $ n7k+1(8T7 8+T) —— n7k+1(T) T
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Nous avons alors le diagramme commutatif ci-dessous :
< HM(T,0T) —— H"(T,0_T) —— H*(0T,0_T) — H"*TY(T,9T)- - -
T R
 Hpy i (T) ——= Hy (T, 04T) —> Hyy— 31 (02T) —— Hp_ppyr (T) - -+

Comme @7 et ®7,; sont des isomorphismes, le lemme des 5 implique que <I>*T
est un isomorphisme. Ce qui finit la preuve de cette assertion.

Continuons la preuve de la proposition. L’inclusion
(K,0K) — (T,0+T)

est une équivalence d’homotopie et induit une équivalence faible de
Apr(W)-dgmodules

Apr(T,0.T) — App(K,0K).
Par la propriété d’excision forte de la proposition 4.2, I'inclusion
(T,0-T) < (W,W\T)
induit un isomorphisme
ApL(W,W\T) 5 Ap(T,0_T).
Le diagramme ci-dessous commute,
00— Apr(W,W\T) ———— Ap (W) ——— Ap(W\T) — 0

= exc

Ap(T,0_T)

12

Py

~bp
sTMH#HApL(T,0+T) —— s "#Apr(W,0W)

s B Apr (K, 0K) —> s "4 App, (W, 0W).
sT"#Apr (incl)

En utilisant les lemmes 1.16 et 1.14 sur les cones algébriques, nous avons que
le cone algébrique

sT"H#ApL(W,0W) ©gnsap, i) ss "#ApL(K,0K)

est faiblement équivalent en tant que Apr(W)-dgmodules & Apr(W\T). Ceci
acheve la démonstration de la proposition 7.6. O

Nous pouvons a présent prouver le théoreme 7.5.



7.3. Modéle du complémentaire 73

Démonstration du théoréme 7.5. Rappelons que

A—*2-B
D = al 5l
0A —— 0B

Oy

est un modele d’ADGC du diagramme

Apr(f)

Apr(W) Apr(K)
- l
App(OW) —— App(0K).
Ce qui veut dire qu’il existe un zig-zag de diagrammes d’ADGC
D<=—D—=-D.
Rappelons que le zig-zag de morphismes ’ADGC

~

p

induit une structure de A—dgmodules sur les diagrammes D et D’. Par le
lemme 7.4 et la propriété 4 de la proposition 7.2 on peut construire le dia-
gramme de fl—dgmodules suivant, dans lequel les fleches verticales sont des
quasi-isomorphismes :

i

hoker « hoker 3

~ ~

~ ~

hoker (APL(W) — ApL(GW)) — hoker (APL(K) — APL(aK))

~ ~

Apr(W,0W) Ap(K,0K).

Donc
@: hoker a — hoker 3

est un modele de fl—dgmodules de ’application
APL(VV, (9W) — APL(K, 8[()
Par conséquent, ’application

s "#p: sT"4#hoker 8 — s”"#hoker «
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est un modele de A—dgmodules de
sT"H#ApL(K,0K) — s "#Apr(W,0W)
et donc C(s™™#¢) est faiblement équivalent en tant que fl—dgmodule a

s "H#ApL(K,0K) ©snsap, (inct) S #APL(W,0W).

7.3.2 Un autre modéle de dgmodules

Nous voulons construire un modele d’ADGC de Apr(W\K). Pour cela
commengons par remarquer ce qui suit.

Proposition 7.7. Soit W une variété de dimension n, compacte, connezxe,
ortentable a bord OW et soit a : A — JA un modéle d’ADGC de l'inclusion
OW — W. Alors il existe un quasi-isomorphisme de A-dgmodules

O4: A =5 s "#hoker a.

Démonstration. Nous savons que H™(W,0W) = H"(hoker ) = Q. Choisis-
sons une application de Q-dgmodules

€o : hoker (a) = s7"Q

telle que H™(ep) est un isomorphisme. Alors [eg] € H(s™"#hoker ).
Regardons 'unique application de A-dgmodules définie par

€:A— s "#hoker a; 1— €.

La dualité de Poincaré de la paire (W,0W) implique que € est un quasi-
isomorphisme. O

Comme a: A — 0A est un modele de OW — W, par dualité de Poincaré
de la paire (W, W) nous avons un quasi-isomorphisme de A-dgmodules

O4: A s~ 4hoker a.
Une conséquence directe du théoreme 7.5 est le théoreme suivant :

Théoréme 7.8. Soit f : K — W le plongement d’un sous-polyédre K de
dimension k dans W une variété compacte a bord, connexe, orientable de di-
mension n. Notons OW le bord de W et posons OK := K N OW. Considérons
le diagramme

Apr(W) 2229 A, (K) (7.6)

| |

APL(8W) —_— APL(8K)
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et prenons un modéle d’ADGC de ce diagramme

A—2 B (7.7)

|

O0A —— 0B.
Oy
Soit A une ADGC telle que Uon ait un zig-zag de quasi-isomorphismes d’ADGC
A<Z AL Ap (W). (7.8)

L’application p' induit une structure de A-dgmodule sur le diagramme (7.6)
et Uapplication p induit une structure de /Al—dgmodule sur le diagramme (7.7).
Du diagramme (7.7) nous déduisons une application de A-dgmodules entre les
noyaux homotopiques de o est de 3

@ : hoker o — hoker [3. (7.9)
Si o' Q — A est un morphisme de A-dgmodules faiblement équivalent d
sT"#p: sT"H#hoker B — s "H#hoker a.
Alors C (") est un modéle de A-dgmodules de Apr,(W\K).

L’existence de 'application ¢' est garantie si nous prenons @ un A—dgmodule
cofibrant :

Proposition 7.9. Dans le méme cadre que l’énoncé du théoréeme 7.8. Soit @
un A-dgmodule coﬁbmnt faiblement équivalent a s~ #hoker 3. Alors il existe
un morphisme de A-dgmodules

Q- A
tel que C(¢") est un modéle de A-dgmodules de App(W\K).

Démonstration. Rappelons que par dualité de Poincaré de la paire (W, 0W),
nous pouvons construire un quasi-isomorphisme 84 : A — s~ "#hoker a. Comme
@ est cofibrant il existe un quasi-isomorphisme de A-dgmodules

Q S s "4thoker S.

Le lemme de relevement ([8, Proposition 14.6]) nous donne une application de
A-dgmodules

Q= A,
telle que le diagramme ci-dessous commute & homotopie pres

Q ==< s "#(hoker j3) _*, s7"#(hoker «).
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Le résultat est une conséquence du lemme sur ’équivalence des cones algé-
briques quand on a un diagramme commutatif & homotopie preés (lemme 1.15).
O

Proposition 7.10. Dans le méme cadre que l’énoncé du théoréeme 7.8, suppo-
sons a: A — 0A et B: B — OB surjectives. Alors, le morphisme de A- dgmo-
dules

p: s "tker f — s " H# ker a,

est faiblement équivalent au morphisme de A-dgmodules
p: s "H#hoker f — sT"H#hoker a.

Démonstration. Les applications « et § étant surjectives, le point 5 de la pro-
position 7.2 nous dit que nous avons des quasi-isomorphismes

®,, : kera — hoker o ;a — (0, a)
et
@ : ker f — hoker § ;b (0,D).

Une simple vérification montre que le diagramme ci-dessous commute

ker v L;> hoker o
ker § —— hoker .
R

La suspension itérée du dual de ce diagramme commute aussi, ce qui finit la
preuve du résultat. O

Ceci veut dire que dans les résultats que nous énoncerons dans la suite
(théorémes 7.19 — 7.23), si nous supposons « et S surjectives, nous pouvons
remplacer partout le noyau homotopique par le "vrai" noyau de ’application.

7.4 Modele A’ADGC du complémentaire

7.4.1 Troncature d’un dgmodule
Soit A une ADGC connexe, c’est-a-dire telle que A° = Q.

Définition 7.11. Soit R un A-dgmodule gradué positivement. Une tronca-
ture en degré n de R est la donnée d’un A-dgmodule 7" R et d’un morphisme
m: R — 1"R de A-dgmodules vérifiant les deuzx conditions suivantes :

1. (fR)>" =0 et (f"R)<" = R<",

2. Le morphisme m est une surjection de A-dgmodules telle que H(r) est
un isomorphisme pour 0 < i < n.
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Exemple 7.12. Soit R un A-dgmodule gradué positivement. Notons S C R"
un supplémentaire des cocycles en degré n, alors, comme A est connexe, SOR”"
est un idéal différentiel et

7. R—71"R:=R/(S® R™™),
ou T est la projection évidente, est une troncature de R.
De la définition nous déduisons directement le résultat suivant :

Proposition 7.13. Soit n € N tel que H>"™(R) = 0. Alors, pour toute tronca-
ture en degré n ("R, 7), Uapplication

7: R = 7R
est un quasi-isomorphisme de A-dgmodules.

La troncature n’est pas une construction fonctorielle, nous avons néanmoins
le résultat ci-dessous :

Lemme 7.14. Soit f: M — N une application de A-dgmodules et soit n € N.
Pour toute troncature, my: N — 7"N, en degré n de N, mous avons une
factorisation de f wvia nimporte quelle troncature en degré n + 1 de M. Plus
précisément, pour toute troncature war: M — "I M, il existe une application

f: 7" TIM — "N qui fait commuter le diagramme ci-dessous

M N

W

N s PN — —
!

Démonstration. Nous regardons la composée

M-t Ny

comme (7"N)>™ = 0, nous avons que cette application peut se factoriser via
toute troncature (7" 1M, 7yr)

M—l SN N

raanyVs

O

Définition 7.15. Soit f: M — N wune application de A-dgmodules et soit
n € N, nous appellerons application induite entre des troncatures toute ap-
plication f: T"T'M — 7" N entre deux troncatures quelconques de M et de N,
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qui fasse commuter le diagramme

f

M — N

™M \L lﬂ'l\/f

TN — = 77N,
f

7.4.2 Troncature d’une ADGC

Définition 7.16. Soit A une ADGC connexe. Une troncature d’ADGC en
degré n de A est une troncature (7" A, ) telle que T" A est une ADGC et m est
un morphisme d’ADGC.

Remarquons que dans la construction de ’exemple 7.12 si nous partons
d’une ADGC, nous trouvons que la troncature décrite est une ADGC et la
projection évidente est un morphisme d’ADGC.

Commencons par donner un résultat qui nous sera utile dans la suite :

Lemme 7.17. Soit 7" A une troncature de A en degré n. Soit f : B — ™" A
une application d’ADGC telle que H'(f) est un isomorphisme si 0 < i < n.
Nous pouvons construire un modéle relatif de f

B\ : T"A
(B& AV, D),
tel que :
i. V<=0
. m(V)=0

Démonstration. Nous allons construire V', D et m inductivement.

Posons V<" = 0 et m,, := f: B — 7" A qui induit un isomorphisme en
cohomologie jusqu’en degré n.

Soit {24} une famille de cocycles dans B"*! telle que {[24]} est une base
de H"*1(B). Définissons V" comme l’espace vectoriel engendré par une famille
{va} qui est en correspondance bijective avec les {z, }. Etendons la différentielle
sur B en une dérivation, D, sur B ® A(v, ), en posant Dv, = z,, et définissons

Mpt1: (B A(v,), D) » 1" A

en posant m,1(vy) = 0. Comme H"TY(B ® A(vy), D) = 0 = H* (1" A),
I’application m,, 1 induit un isomorphisme en cohomologie jusqu’en degré n+1.

Nous pouvons continuer le processus d’induction de fagon suivante. Suppo-
sons avoir construit V<* pour k > n+1. Soient 2, des cocycles dans BRA(V <)
tels que [z4] est une base de H**1(B ® A(V<F)). Soit V* un espace vectoriel
ayant comme base une famille {v,} qui soit en correspondance bijective avec
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la famille {z,}. Etendons la différentielle sur B ® AV <* en une dérivation D
sur B ® A(V<Ft1) en posant Dv, = z,. et définissons

my: B AV)SF = A,

en posant my = my_1 sur B ® A(V)<F et my(vy) = 0.

A la fin du processus nous avons donc construit V tel que V<" = 0 et une
application m : (B ® AV,D) — 7"A qui est un quasi-isomorphisme tel que
mlp=fetm(V)=0 O

Le résultat suivant montre que deux troncatures en méme degré d’'une méme
ADGC sont toujours faiblement équivalentes.

Proposition 7.18. Soit A une ADGC conneze, n € N et soient (7"(A),74)
et (T"A,7) deux troncatures de A en degré n. Alors 7"(A) et 7" A sont des
ADGC faiblement équivalentes.

Démonstration. Par le lemme 7.17, nous pouvons construire un modele relatif
de ’application T,

A\ . T"A
(A® AV, D)
tel que m vérifie les conditions suivantes :
i V<r =0,
ii. m(V)=0.

Par hypothese, # : A — 7™ A est une autre troncature en degré n de A.
Nous pouvons définir une application d’algebres

m: (A® AV, D) — 7" A

telle que m|a = 7 et m(V) = 0. L’application d’algébres m commute &
la différentielle. En effet, comme m|4 = 7', elle commute & la différentielle
sur les éléments de A. Regardons sur les éléments de V. Comme V<" = 0,
D(V) ¢ (A ® AV)>", et comme, par définition, (7*A)”" = 0 forcément
m(D(V)) = 0. De méme, d(m(V)) C (7*A)”" = 0 et donc

m(D(V)) = d(m(V)) = 0.

Donc m commute & la différentielle et, par conséquent, est un morphisme
d’ADGC. De plus, m est un quasi-isomorphisme. En effet, 'application induite
en cohomologie H* (1) est une surjection entre cohomologies isomorphes, donc
un isomorphisme.

Nous avons construit le zig-zag de quasi-isomorphismes ci-dessous :

™A <:17 (A® AV, D) % A

Ce qui prouve le résultat. O
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7.4.3 Modele A’ADGC du complémentaire

Soit f : K — W le plongement de K, un sous-polyedre de dimension k dans
W une variété compacte a bord, connexe, orientable de dimension n. Notons
OW le bord de W et rappelons avoir posé 0K := K N OW. Considérons le
diagramme

OKC—= oW (7.5)

K——W

et un modele d’ADGC de ce diagramme :

A—% 5B (7.7)
|
0A — OB.

Op

Supposons A connexe, c’est-a-dire A° = Q et notons
©: hoker o — hoker 8 (7.9)

lapplication de A-dgmodules induite entre les noyaux homotopiques.

Sous certaines hypotheses sur la codimension de l'inclusion f: K — W,
nous pouvons obtenir un modeéle ’ADGC de W\ K. Plus précisément, nous
avons le résultat suivant :

Théoréme 7.19. Dans le cadre des diagrammes (7.5) — (7.9), rappelons que
dimW =n, dim K = k et supposons n > 2k + 3.
Soit ¢': Q — A un morphisme de A-dgmodules faiblement équivalent d
s""#p: sT"H#hoker f — s "4 hoker a,
avec Q tel que Q<"F =0, et soit

77[]!: T7L+1Q N TnA

un morphisme induit par @' entre des troncatures de @ et A.
Alors le cone algébrique de A-dgmodules

C(’(/ﬂ) =7"A @1/)' STn+1Q
muni de la structure semi-triviale est une ADGC et le morphisme d’ADGC

A A T"A Gy sTHQ

est un modéle d’ADGC de Uinclusion I: W\K — W.
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Démonstration. Soit A une ADGC telle que nous avons des quasi-isomorphismes
d’ADGC

~

ApL(W)<=—A-—=> A, (7.10)
P

Ce zigzag munit A et App(W) de structures de A-dgmodules. Soit
ma: A — 7" A une troncature en degré n de A et soit mg: @ — 7" T1Q une tron-
cature en degré n+1 de Q. Comme dim W =n, H>"(A) =0etm: A — 7" A est
un quasi-isomorphisme de fl—dgmodules. De plus, comme @ est faiblement équi-
valent & (s~ "#hoker ), H>"(Q) & H>" (s "#hoker 8) = H.o(K,0K) = 0.
Donc, Q@ — 7"1(Q est un quasi-isomorphisme de fl—dgmodules et 'application
Pt 7 Q — 7™ A est un morphisme de fl—dgmodules faiblement équivalent a
¢' et donc, faiblement équivalent & s~"#@. Alors, par le théoréme 7.8, le cone
algébrique
CW) =7"A@y s7"Q

est un A-dgmodule faiblement équivalent & Ap (W\K). La condition n > 2k+3
et le fait que Q<% = 0, permettent de conclure, grace au lemme 1.18, que
la structure semi-triviale munit le cone C(w!) d’une structure d’ADGC et que
I’inclusion

T"A = T"A Dy sTQ

est un morphisme d’ADGC.
Prenons un modele relatif minimal du morphisme I* o p/,

AL ApL (W) —5 Apr(W\K)

\ A
(Ao AZ, D).

Un argument de position générale montre que inclusion I: W\K — W est
n — k — 1 connexe. Par minimalité du modele relatif, V<"=k=1 = (0. Comme
Apr,(W\K) et C(wl) sont des A-dgmodules faiblement équivalents et que
(A ® AV, D) est un A-dgmodule cofibrant, il existe un quasi-isomorphisme de
A-dgmodules
0: (A® AV,D) = C(¢").

Comme V<"~k=1 = 0, 'hypothese n > 2k + 3 fait que H(AZ2V) C (C(x'))>".
Une simple observation montre que (C(¢')>" = (7"A @y s7" Q) =0
et le lemme 1.20 permet, alors, de conclure que 8 est un quasi-isomorphisme

d’ADGC.
Pour construire un modele de 'application

I*: APL(W) — APL(W\K)
nous devons travailler un peu plus. Premiérement prenons le zig-zag (7.10) tel

que les quasi-isomorphismes soient surjectifs

~

ApL(W)<>— A2 A,

’
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et tel que
(p,p): A= Ad ApL (W)

est surjective. Le lemme 1.8 montre que c’est toujours possible. De méme
comme 7"t1Q est un A-dgmodule faiblement équivalent & s~"#hoker 8, qui
est lui faiblement équivalent & Apy (W, W\K) nous pouvons prendre Q un
A—dgmodule cofibrant tel que l'on ait un zigzag de quasi-isomorphismes de
fl—dgmodules

ApL(W,W\K) <—— Q —— m"1Q.

Comme (p,p'): A——s= A@® Ap (W) est une fibration acyclique, (74 o p, p')
Pest aussi (ou m4: A — 7" A est I'application une troncature en degré n de
A). Sachant que Q est cofibrant, il existe un relevement ¢': Q — A qui fait
commuter le diagramme ci-dessous

ApL(W,WA\K) —— Apr (W)

T Q —— A,

Regardons le diagramme commutatif suivant, ou la fleche horizontale du
dessus est une courte suite exacte

App(W,W\K) — Ap (W) — s Ap, (W\K)

UITN p’TN Tl*p@o

0 | A Awy s
S |
™HQ " A A @y sTTQ.

L’application I*p’ ®0 fait commuter le diagramme et est un quasi-isomorphisme
par les lemmes 1.16 et 1.14. De plus, elle est surjective car [*p’ Pest. Alors, dans

le diagramme ci-dessous A>— (A ® AV, D) est une cofibration et I*p’ &0
est une fibration acyclique

— Aoy sQ
_ 7
A_ 7

~

~

Nil*mo

f
(A® AV, D/) — > ApL(W\K).
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Il existe donc un relevement de fl-dgmodules
A: (A@AV,D) — /Al@@z 5O

faisant commuter les deux triangles du carré ci-dessus. Comme A fait commuter
le triangle inférieur, A est un quasi-isomorphisme. En utlisant la commutativité
du triangle supérieur, nous trouvons le diagramme commutatif ci-dessous,

ff/i i T A
(A® AV, D) 5\4> A@@ SQ TEsg ™A Dyt sTHLQ).

Comme V<""""1 = 0 et que (7" AD s7T"T1Q)>™ = 0, en utilisant 'hypothese
n > 2k + 3, le lemme 1.20 permet de conclure que (7 & so) o X est un quasi-
isomorphisme d’ADGC. L’application A>— (A ® AV, D) étant un modéle
de I*, I'application 7" A — 7" A @, sT"TLQ Vest aussi. O

Le théoreme ne répond pas a la question de l’existence de l’application
©': Q@ — A. Le résultat ci-dessous montre que, si nous prenons @ cofibrant,
nous pouvons garantir ’existence d’une telle application.

Proposition 7.20. Dans le cadre des diagrammes (7.5) — (7.9). Il existe Q un
A-dgmodule faiblement équivalent & s~"#hoker B3, tel que Q<F~™ = 0 et tel qu’il
existe une application de A-dgmodules ©': Q — A qui est faiblement équivalente
a Uapplication de A-dgmodules s™"#p: s~ "#hoker o — s~ "#hoker 3.

Démonstration. Prenons un A-dgmodule @) semi-libre minimal faiblement équi-
valent & s~"#hoker S. Comme

H<""F(s "4hoker 8) = Hx(K,0K) = Hop(K/0K) =0

et que @ est minimal, Q<"~* = 0. Rappelons que par dualité de Poincaré de
la paire (W, 9W) nous pouvons définir un quasi-isomorphisme

04: A— s "#hoker a.
Comme (@ est semi-libre, @) est un A-dgmodule cofibrant, deés lors par le lemme

de relévement [8, Proposition 14.6] il existe une application de A-dgmodules
©': Q — A qui fait commuter le diagramme ci-dessous & homotopie pres

Q %; s/_"#(hoker B) 7. s~ "4 (hoker a).
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Dans ce qui suit nous montrons que, sans hypotheéses de codimension, un
coOne algébrique muni de la multiplication semi-triviale est un modele d’ADGC
du complémentaire jusqu’a un certain degré, c’est-a-dire un modele d’une tron-
cature de Apr(W\K). Plus précisément nous avons le résultat suivant :

Proposition 7.21. Dans le méme cadre que le théoréme 7.19 mais sans sup-
poser que n > 2k + 3. Posons N :=2(n — k) — 3.

Soit ©': Q — A un morphisme de A-dgmodules faiblement équivalent d
sTHp: sTHhoker B — sT"#hoker a, avec Q tel que Q<"F = 0. Alors

1. Toute troncature du cone algébrique TN C(¢") muni de la structure semi-
triviale est une ADGC, et

2. L’application d’ADGC

A C(¢') ——=VC(¢)
est un modéle de la composée
Apr(W) —5 Apr (W\K) —Z= 7N Ap (W\K).

Ou (TN Apr,(W\K), ) est une troncature en degré N de Apr,(W\K).

Démonstration. Prenons A une ADGC telle que nous avons un zig-zag de quasi-
isomorphismes surjectifs d’ADGC

~

’

tel que le morphisme (p, p'): A——= A@® Ap (W) est surjectif. L'existence
d’un tel zig-zag est garantie par le lemme 1.8.

Par la propoistion 7.8, C(¢') est un modele de A-dgmodules de App (W\K).
Rappelons que N = 2(n — k) — 3 et, comme Q<"~* = 0, par le lemme 1.19,
le cone algébrique C(¢') muni de la structure semi-triviale est tel que toute
troncature 7V C(¢') héritant de cette structure semi-triviale est une ADGC et
tel que le morphisme canonique

A——=C(¢") —=1NC(¥).

est un morphisme d’ADGC.
Comme dans la preuve du théoréme précédent, prenons un modele relatif
minimal de Papplication [* o p’

’

AT Ap (W) —L

(A® AV, D).

Apr(W\K)
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Par minimalité, V<n=F-1 = 0. Comme (A ® AV, D) est cofibrant et que
Apr(W\K) et C(¢') sont des A-dgmodules faiblement équivalents, il existe
un quasi-isomorphisme de A-dgmodules

0:(A®AV,D) = C(¢').

Comme (TVC(¢")>N =0 et que V<n=k=1 =,

>N

(TY(C¥) T =0

0(AZ2V) C (N (C(e')) 7Y =

Par le lemme 1.20, la composée

(4

p: (A® AV, D) C(") —==7NC(¢) (7.11)

est un morphisme d’ADGC.
Construisons un modele relatif de I’application 7o A

(A® AV, D) —2—= App(W\K) — "= 7N Ap (W\K)

(A® AV @ AZ, D).

Comme H®(m o \) est un isomorphisme pour 0 < i < N, nous pouvons, grace
au lemme 7.17, prendre m: (A ® AV ® AZ, D) — ™V App(W\K) tel que

i. Z<N =0,

ii. m(Z)=0.

Nous pouvons construire un quasi-isomorphisme entre (121 ®@ AV @ AZ, D)
et TNC(¢'). En effet, partons de Iapplication définie en (7.11),

P (/Al ®QAZ, D) — TNC(<,0!),

et définissons une application d’algebres, comme dans la preuve de la proposi-
tion 7.18, c’est-a-dire une application

m': (A® AV @ AZ, D) — VN C(¢'), (7.12)

telle que
i. mIA@)AZ =pet
ii. m'(Z) =0.
Par un raisonnement analogue a celui fait dans la preuve de la proposition 7.18,
nous montrons que m’ est un quasi-isomorphisme d’ADGC. Ce qui prouve que
7N C(¢') est une ADGC faiblement équivalente a 7V App (W\K).

Pour obtenir le modeéle du morphisme
mol*: APL(W) — APL(W\T) — TNAPL(W\K),

nous passerons par une construction similaire a celle utilisée dans la preuve
du théoreme 7.19. Nous pouvons, comme dans la preuve du théoréeme 7.19,
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construire Q un A—dgmodule et une application ¢': Q — A, de facon a avoir
un quasi-isomorphisme

v fl@@s sQiA@Wz s5Q

et un morphisme de A-dgmodules, \: (A ® AV, D) — A Dy sQ, qui fait com-
muter les deux triangles du carré ci-dessous :

A Ay s0
e
// *p'GBOZ

(A® AV, D) —= Ap, (W\T).

Comme V<n—m-1 = et (TNC("))>N =0, le lemme 1.20 implique que I’ap-
plication composée de A-dgmodules

(A AV, D) 2> A@, sQ —> A®, sQ ——> 7VC(4)
est, en fait, une application d’ADGC. Rappelons avoir construit
m: (A® AV @ AZ, D) =5 7N App (W\K),
et construisons le morphisme d’algebres

m" : (A® AV @ AZ, D) — 7N C(p"),

défini par
: " _ 3
i m|A®AZf7royo)\et
ii. m"(Z)=0.

Comme pour I'application m’ définie en (7.12), nous montrons que m’” est un
quasi-isomorphisme d’ADGC. Nous avons le diagramme commutatif suivant :

A——> A, sQ ——7NC(p)

L

AHAEB@!SQ o~
A——= (A® AV,D) ——= (A® AV @ AZ, D).

L’application
A——= A, sQ —=1NC(p")

est donc un modele ’ADGC du morphisme

A——= (A® AV,D) —= (A® AV @ AZ, D).
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Le diagramme commutatif ci-dessous

A<4PL HAPL W\T) HT APL W\K
(A®AVD /

A @AV ®AZ,D)
montre que
A——= (A®AV,D) ——= (A® AV @ AZ,D)
est un modele de 7w o [* et prouve le résultat. O

Dans le théoreme 7.19 donnant un modele d’ADGC de W\ K, nous pouvons
affaiblir 'hypothése sur la codimension si la connexité de la paire (W, K) est
suffisamment grande. Commencons par prouver le lemme suivant :

Lemme 7.22. Soit f: K — W Uinclusion d’un sous-polyédre dans une va-
riété a bord, orientable, de dimension n. Posons 0K = K N OW et notons
df: OK — OW [linclusion induite par f. Soit r un entier, si les applications
induites en homologie H,(f; Q) et H,(0f;Q) sont r-connezxes, c¢’est-a-dire si
H;(f;Q) et H;(0f;Q) sont des isomorphismes pour i < r et des surjections
pour v =r, alors

H" {(W\K) =0 sii<r.

Démonstration. Nous allons associer & W une variété fermée de méme dimen-
sion et en déduire le résultat en utilisant la dualité de Lefschetz.
Soit W’ une copie de W et regardons le diagramme

W <—20W—s W',

dont le pushout est W := W Ugy W’ est une variété fermée de méme dimension
que W. Regardons le pushout du diagramme

K<~—0K——= W = oW'——= W',

et notons celui-ci K = K Ugx W'. Il est clair que W \ K est homéomorphe &
WA\K. Par dualité de Lefschetz,

H" (W \ K)= H(W\ K) 2 H,(W,K).

L’application entre les diagrammes

K DOKC W (7.13)

[

W <—20W—-s W',
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induit par la propriété universelle du psuhout une application K < W. Comme
H.(f;Q) et H.(,0f; Q) sont r-connexes, en utilisant la longue suite exacte de
Mayer-Vietoris et le lemme des 5 sur le diagramme (7.13) on trouve que

est un isomorphisme si 0 < i < r — 1 et un épimorphisme si i = r. D’ou, nous
en déduisons par un argument sur la longue suite exacte en homologie de la
paire W, K que H;(W,K) =0 pour 0 < ¢ < r. Ce qui prouve le résultat. O

Théoréme 7.23. Sous les mémes conditions que le théoréme 7.19 et notons
df: 0K — OW linclusion induite par f. Soit r un entier tel que les applications
induites en homologie H;(f; Q) et H;(0f; Q) soient r-connexes, ¢’est-a-dire si
H;(f;Q) et H;(0f;Q) sont des isomorphismes pour i < r et des surjections
pour i = r. Soit ¢': Q — A un morphisme de A-dgmodules faiblement équi-
valent a

s "#p: sT"Hhoker B — sT"H#hoker «,

avec Q tel que Q<" % =0. Si
r>2k—m-+2

alors, toute troncature """ (C(¢")) du cone algébrique C(¢') muni de la
strcuture semi-triviale est une ADGC, et lapplication

A——=T1"""HC($)
est un morphisme d’ADGC, modéle de l’inclusion
I: W\K — W.

Démonstration. Comme H,(f; Q) et H,.(9f;Q) sont r-connexes, par le lemme
7.22, nous avons

HZ""(C(')) = B2 (W\K) = 0,

Alors C(') est quasi-isomorphe, en tant que A-dgmodule, & toute troncature
7" (C(")) et le résultat est une conséquence directe de la proposition 7.21.
O

Exemples : Nous développons ci-dessous deux exemples trés simples qui per-
mettent d’illustrer comment nous pouvons utiliser les résultats de ce chapitre
pour calculer des modeles explicites d’espaces complémentaires dans une variété
a bord. L’exemple, plus important et plus complexe, de ’espace des configura-
tions dans une variété a bord est traité en détail dans le chapitre suivant.

1. Regardons le plongement d’un point dans [’ntérieur du disque
Dr ={Z e R": ||Z|2 < 1},
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Comme f(x) N dD™ = (), pour construire un modele algébrique du com-
plémentaire nous devons nous intéresser au carré

) ——=0oD" = Sn1
i — D",
dont un modele d’ADGC est donné par

0= Q'{lvunfl}

1k
Q ~% Q- {Lup—1,un},

ou « et [ sont les surjections évidentes. Comme « et 8 sont surjectives,
nous avons que hoker a ~ ker a et que hoker 8 ~ ker 5. Nous voyons que
ker 8 = Q, kera = Q - u et donc, pour des raisons de degré,

p: kera — ker 8

est I'application nulle. Nous voyons facilement que l’application nulle
0: s7"Q — Q est un modele de s™"#¢p. Et donc, comme les conditions
du théoréme 7.19 sont remplies, ’ADGC

Qe ss Q= H (5" Q)
est un modele ’ADGC de D™\ f(x) ~ S~ 1

2. Regardons a présent le plongement du point dans le bord du disque D™

fi *x <= D"
x — (1,0,---,0).

alors f(x) N 9D™ = *. Intéressons nous au carré

# ——> QD" = S

.

* — D",
dont un modele d’ADGC est donné par
Q=———0Q {Lup-1}
BTQ T
Q<TQ~{1,un_1,an}.

Comme ker 8 = 0, un modele ’ADGC de D™\ f(*) ~ D", est donné
simplement par un modeéle de s "#kera = Q = H*(D"™).






CHAPITRE &8

Espaces des configurations dans une variété a bord

8.1 Introduction

Une fois qu’on a réussi a construire un modele d’ADGC pour 'espace com-
plémentaire de l'inclusion d’un sous-polyédre dans une variété a bord, il est
naturel d’utiliser ce modele pour la construction d’un modele pour I'espace des
configurations dans de telles variétés.

Dans ce chapitre nous étudierons en détail espace F(W,2) = WxW\A(W)
ou W est une variété a bord OW et A: W — W x W est le plongement de
la diagonale dans W x W. Comme W est une variété a bord, W x W est
aussi une variété a bord. Notons (W x W) celui-ci. Nous remarquerons que
le plongement de la diagonale A est tel que In ANI(W x W) = W x OW et
que A~HOW x OW) = OW, et en partant d’'un modele surjectif 3: B — 9B
de l'inclusion OW — W nous construirons un modele d’ADGC du carré

W = (W x W)

|

w W x W

a partir duquel, en utilisant le théoreme 7.5, nous trouvons un premier modele
algébrique de l'espace des configurations F'(W,2).

Nous remarquerons ensuite qu’en partant de U'inclusion f: K — M d’un
sous-polyedre dans une variété fermée, nous pouvons construire une variété a
bord. En effet, prenons T un voisinage régulier de K, I’espace complémentaire
W = M\ T est une variété a bord 9W = 9T. Pour ce "type" de variété a bord,
nous construirons un modele de F'(W,2) analogue & celui construit dans [22]
pour les variétés fermées. Plus précisément, en partant d’'un modele de M a
dualité de Poincaré, P, nous pouvons construire un modeéle de W de la forme
P/I o I C P est un idéal différentiel. L’application A': s"P - P® P qui

91
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est la multiplication par la classe diagonale A € P ® P, induit une application
A': s7"P/T — P/I ® P/I dont le cone algébrique

C(A")Y = P/I® P/I ®x ss "P/I
muni de la structure semi-triviale est un modele ’ADGC de F(W,2).

8.2 Modele ’ADGC de la diagonale de la paire (W,0W)

Soit W une variété compacte, connexe, orientable a bord 0W, de dimension
n et soit
AW -o>WxW iz (z,)
le plongement de la diagonale dans W x W. Remarquons que si W est une
variété a bord W, alors W x W est une variété a bord

OW x W) =W x OW Ugw xow OW x W

et notons JA l'application composée

OA: OW LY gy« aW - O(W x W),

Nous pouvons observer que le plongement de la diagonale A est tel que
ImANIW x W) =W x OW et que A~HOW x OW) = OW. Pour calculer
un modele d’ADGC de F(W,2) nous allons construire, & partir d’'un modele
surjectif 5: B ——s= 0B du plongement i: 0W — W, un modeéle I’ADGC du

diagramme suivant

WxW-——2 O (8.1)

ﬂ |

OW X W) =——————0W.

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Proposition 8.1. Soit W une variété compacte, connexe, orientable a bord
OW. Soit B: B——s= 0B wun modéle surjectif de OW — W . Alors, un modéle
de Uapplication

Alaw

OA: OW——= OW x OW——= (W x W).
est donné par
. B®B
. (ker 8 ® ker 3)
et le diagramme d’ADGC

P8 9B w oB % 9B

BeB— B (8.2)
ai lﬁ
Bep OB

(ker B®ker 3) i

est un modéle du diagramme (8.1).
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Le reste de la section est consacré a la preuve du résultat.
A partir de Papplication §: B ——s= 0B nous allons construire un modele
du diagramme ci-dessous

Apn(O(W x W) —222O2) _ 4 (0W) (8.3)
APL(W X W) L@A)- APL(W)

Pour cela, remarquons que nous avons, en fait, un diagramme comme celui-ci

APL(8W>< W)*»APL(anﬁW)HApL(GW) (84)

| !

ApL(c’)(W X W)) e APL(W X 8W)

|

APL(W X W) APL(W)

Montrons que dans le diagramme ci-dessus, nous pouvons remplacer
Apr(0(W x W)) par le pullback du diagramme

APL(8WxW)—»ApL((?WxE)W)«—ApL(Wx@W) (85)

En effet,
OW x W) =W x OW Ugw xaw OW x W,

autrement dit le bord de W x W est la somme amalgamée du diagramme
ci-dessous

W x W < Daw x aw XL g x W (8.6)
En appliquant le foncteur Ap; au diagramme (8.6) nous obtenons le dia-
gramme (8.5). Le pullback homotopique de ce diagramme est naturellement
Apr(0(W x W)). Comme les morphismes dans (8.5) sont des surjections le
pullback homotopique est quasi-isomorphe au vrai pullback.

Soit P le pullback du diagramme (8.5). Nous avons, dés lors, un quasi-
isomorphisme P —» Ap L(O(W xW)). De plus, comme le diagramme ci-dessous
commute

APL(W X W) —— APL(W X 8W)

l l

APL<8W X W) e APL(8W X 8W),

par la propriété universelle du pullback il existe une unique application

v APL(WXW)—)P (87)
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qui fait commuter les diagrammes évidents. Alors, le diagramme

APL(GW X W) —> APL(8W X 8W) —_— APL((()W) (8.8)

o]

P App (W x OW)

d

APL(WXW) APL(W)

est un modele de (8.4).
Rappellons que nous avons un quasi-isomorphisme canonique
APL(X) X APL(Y) i> APL(X X Y)

et regardons le diagramme ci-dessous ou les fleches verticales sont des quasi-
isomorphismes :

APL(6W) X APL(W) > APL(QW) ® APL((9W) < APL(W) 4 APL((9W) (8.9)
APL(8W X W) _— APL(6W X 6W) -~ APL(W X 8W)
Soit P’ le pullback du diagramme
Apr(OW) @ Apr, (W) > Apr, (W) @ Apr(0W) < Apr (W) ® Apr(0W). (8.10)

Par la propriété universelle du pullback P nous avons une application
p: P’ — P qui fait commuter les diagrammes évidents. Comme dans le dia-
gramme (8.9) les fleches horizontales sont des fibrations, P et P’ sont des pull-
back homotopiques. Comme les fléches verticales sont des quasi-isomorphismes
p: P' =5 P est un quasi-isomorphisme.

Par un argument utilisant la propriété universelle, similaire a celui utilisé
pour prouver l'existence de 'application (8.7), nous trouvons une application

v: APL(W)®APL(W)—)P/ (811)
Remarquons que les applications
Apr (W) ® Apr, (W) Yo p . p

et
APL(W) ® APL(W) 42>APL(W X W) Y- p

vérifient la propriété universelle (i.e. font commuter les diagrammes correspon-
dants). Comme cette application est unique, le diagramme ci-dessous commute

APL(W) ® APL(W) Y. p

Apr(W x W) —Y—= P.
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Ceci montre que le diagramme commutatif

APL(8W) (9 APL(W) E—— APL(8W) ® APL(8W) 4>APL(8W) (8.12)

o]

P’ Apr(W) @ Apr,(0W)

|

Apr,(W)® Apr(W) Apr(W)

est un modele du diagramme (8.8) et donc un modele du diagramme (8.4).
Nous pouvons maintenant prouver le résultat suivant :

Lemme 8.2. Soit W une variété compacte, connexe, orientable a bord OW .
Soit f: B——s= 0B wun modéle surjectif de Apr(W)——s= Apr,(OW) . Alors
le diagramme

9Bo B 2L opwoB "~ 0B (8.13)
T pb Tﬁ@id
PB B® 0B 5
B®B a B

ou PB est le pullback du carré a gauche, o est le morphisme donné par la
propriété universelle et . décrit les multiplications, est un modéle du diagramme
(8.4)

Démonstration. Comme [: B——s= 0B est un modele d’ADGC de l'applica-
tion de OW — W nous avons un diagramme de la forme

B B Apr (W) (8.14)
BL Bi i
OB <—— 9B —> App(OW)

Sans perte de généralité, nons pouvons supposer  surjective. En effet, prenons
une factorisation de 5 en une cofibration acyclique suivie d’une fibration

Si nous incluons notre factorisation dans le diagramme (8.14), nous avons des

relévements ~
A B— B
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et ~
N:B— APL(W)

qui font commuter le diagramme ci-dessous

B B—— Ap (W) (8.15)
A 7
N I X -
N 3 -
8 "B
|
OB OB dB.

Nous allons supposer dans la suite que : B ——= 9B est surjective.
Montrons que

id®p

OB® B 5~ 0B®dB —~ 0B (8.16)
T Tﬁ@id
PB—— ~B®dB 3

BeB - B

oit PB est le pullback du carré a gauche, & est le morphisme donné par la
propriété universelle et © décrit les multiplications, est un modeéle du diagramme
(8.12). Nous pouvons regarder le diagramme de quasi-isomorphismes

BIB————— > BB <~————B®IB (8.17)

- - I-

APL(&'W) %) APL(W) > APL(aW) 4 ApL(8W) - APL(W) %) APL(QW)

Par les mémes arguments que ceux utilisés dans la discussion sur le diagramme
(8.9) nous avons un quasi-isomorphisme induit par la propriété universelle

p: PB 5 P’ qui fait commuter les diagrammes évidents. Nous vérifions fa-
cilement que les applications

B®B——PB——>P'
et
B@BHAPL(W)(X)APL(W) — P

vérifient la propriété universelle. Comme cette application est unique, le dia-
gramme ci-dessous commute

3@ B a PB
APL(W) ® APL(W) $ Pl.
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De plus, nous savons que p: B ® B — B est un moddle de la multiplication
pw: Apr (W)@ Apr,(W) — Apr (W), ce qui finit de montrer que le diagramme
(8.16) est un modele du diagramme (8.12). Un raisonement tout a fait analogue
montre que (8.16) est un modele de (8.13) ce qui conclut la preuve du lemme.

O

Soit f[: B——== 0B un modele d’ADGC surjectif de Dapplication
OW < W. Nous pouvons calculer assez facilement le pullback du diagramme
BeB L opwoB <Y BooB.

En effet, notons PB le pullback, remarquons que la propriété universelle du

pullback nous donne une application a: B® B — PB. Ce qui peut se résumer
via le diagramme ci-dessous

B®B (8.18)

B®oB
0B® B—— 0B ®JB.

Lemme 8.3. L’application o: B® B — PB, définie dans le diagramme (8.18)
par la propriété universelle du pullback, est surjective et ker a = ker 8 ® ker 5.
Nous avons donc un isomorphisme d’ADGC

PB = B® B/(ker 8 @ ker 3).
Démonstration. En tant que Q-dgmodule
B X kerf® 0B
et donc, en tant que Q-dgmodule
ARA = (0B®RIB)® (0B®ker ) & (ker 8 ® OB) @ ker 8 ® ker 3.

Pour alléger les notations posons

X = B®B, D = 0B®dB,
Y, = B®3B, Y, = 0B®B,

Ci = kerS®0B, Cy = OB®kerf,
K = kerf®kerp, Z = 0(B®B).

Avec ces nouvelles notations Y1 = D®Cy, Yo = D& Co, X = DB (C1®Co) K
et Z est le pullback du diagramme

D&t id @0 D id @0 D& Ch.

Dongc, en tant que Q-dgmodule, Z = D @ (C; @ Cs).
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L’application
a: X=Da(CiaC))s K —Z= (D& (C1eCy))

est I'identité sur D@ (C1®Cy) et application nulle sur K. Donc « est surjective
et
kera = K = ker f ® ker 3

La proposition 8.1 est une conséquence directe des lemmes 8.2 et 8.3.

8.3 Modele de dgmodule de F(W,2)

Soit W une variété compacte, connexe, orientable a bord 0W, de dimension
n. Soit
AWSWxW sz (z,x)

le plongement de la diagonale. L’espace des configurations de deux points dans
W est ’espace complémentaire

FW,2) = (W x WNAW) = {(z,y) € W x Wlz # y}.

Remarquons pour commencer que si W est une variété a bord 0W, alors
W x W est une variété a bord

OW x W) =W x OW Ugw xow OW x W,
et notons JA 'application composée

Alaw

OA: OWC——= OW X OW——= J(W x W).

Nous pouvons observer que le plongement de la diagonale A est tel que
ImA NAOW x W) = W x W et que A7L(OW x W) = OW. Soit
B: B——= 0B un modele d’ADGC surjectif de 'application OW — W. Dans
la séction précédente nous avons construit a partir de f un modele d’ADGC
du carré

WxW-——FH5" O (8.19)

l |

OW X W) ~————0W.

Nous allons utiliser celui-ci et les résultats du chapitre précédent pour don-
ner un modele de F(W,2). Soit B une ADGC telle que l'on ait deux quasi-
isomorphismes

~ A

Apy(W)<——208 % B. (8.20)
p
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Les ADGC B® B, Ap (W x W) et Apy,(F(W,2)) héritent d’une strucutre de
B ® B-dgmodule. En effet, du zig-zag (8.20) nous obtenons le zig-zag

(BRB,d)<——B®B—"> Ap (W x W) — Apr(F(W,2))

qui munit (B ® B,d), Ap,(W x W) et Apr(F(W,2)) de structures de
B ® B-dgmodules. De plus, via la multiplication

p:BeB— B,
tout B-dgmodule hérite d'une structure de B ® B-dgmodule.
Grace aux résultats de la section précédente nous pouvons trouver un mo-

deéle de B ® B-dgmodules de Apr,(F(W,2)). Plus précisément, nous avons le
résultat suivant :

Théoréme 8.4. Soit W wune variété compacte, connexe, orientable d bord
OW, de dimension n. Considérons le diagramme (8.19) et supposons donné
B: B——>= 0B un modéle d’ADGC surjectif de OW — W . Alors un modéle

d’ADGC du diagramme (8.19) est donné par le diagramme

BeB— B (8.21)
al l,ﬂ
B®B aB

(ker S®ker ) i

ou fi est la composée
_ B® B BB "
"5 9B®JB = IB
H lker B @ ker B) oL

eta: B® B — % est la projection évidente.
Notons
i1 kera=kerf®kerf —kerf; a®b—a-b

lapplication induite entre les noyaur de o et 5. Soit B une ADGC telle que
lon ait un zig-zag de quasi-isomorphismes d’ADGC

Apr, (W) é B % B.
p

Les ADGC B, B® B, Apr,(W x W) et Apr(F(W,2)) héritent d’une strucutre
de B ® B-dgmodule.
La suspension itérée de l'application duale de i1 :

S iz s er B) = 52 (ke 8@ ke )

est une application de B® B—dgmodules telle que le cone algébrique
C(s7*"#p1) = s " #(ker B @ ker B) Bg-2np; s~ 2" # ker B

est faiblement équivalent en tant que B @ B-dgmodule ¢ Apr, (F(W,2)).
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Démonstration. Soit v: hoker v — hoker 5 I'application de B-dgmodules in-
duite entre les noyaux homotopiques des applications « et 5. Le théoreme 7.5
implique que le cone algébrique de I’application

5724y 572 (hoker B) — s~ 2"#(hoker 8 ® hoker 3)

est un B ® B-dgmodule faiblement équivalent & App,(F(W,2)).

Comme [ est surjective, par le point 6 de la proposition 7.2, nous avons
un quasi-isomorphisme ker 8 — hoker 3. Un simple calcul montre que le dia-
gramme ci-dessous commute

kera — - ker 8

Nl lg

hoker o« —%= hoker 3,

et donc
5724 572 (ker B) — s 2" (ker B @ ker )
est un modeéle de B ® E—dgmodules de

5724y 5724 (hoker B) — s~ 2"#(hoker 8 ® hoker 3).

Par le lemme 1.14 les cones algébriques de ces deux applications sont faiblement
équivalents, ce qui prouve le résultat. O

La dualité de Poincaré des paires (W, 0W) et (W x W,0(W x W)) permet
de construire des quasi-isomorphismes (voir proposition 7.7)

0p: B =5 s "#kerf3

et
Opep : B® B — s~ 4 (ker B @ ker )

Alors, une conséquence directe du théoréme précédent et du théoreme 7.23 est
le résultat suivant qui nous donne un modele ’ADGC de l'espace F(W,2) :

Théoréme 8.5. Soit W une variété compacte a bord OW . Supposons que W
et OW sont 2-connezes et supposons qu’il existe un modéle d’ADGC surjectif
B: B——== 0B de linclusion OW — W. Considérons le diagramme (8.19) et
le modéle d’ADGC de celui-ci donné par le diagramme (8.21). Soit

go! :s"B—- B®B
une application de B @ B-dgmodules faiblement équivalente d
sT2AN: 52 ker B — s 2 4 ker B ® ker .

Alors, le cone algébrique C(¢') = B® B Dyt 7B muni de la structure mul-
tiplicative semi-triviale, est tel que toute troncature 72" ~3C(p') est un modéle
d’ADGC de F(W,2).
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Comme corollaire nous avons :

Corollaire 8.6. Soit W une variété compacte a bord OW , de dimensionn > 3.
Supposons que W et OW sont 2-connexes. Alors, le type d’homotopie rationnelle
de F(W,2) ne dépend que du type d’homotopie rationnelle de la paire (W,0W).

Démonstration. Par le théoréme 8.5 un modele ’ADGC de F(W,2) peut-étre
déterminé par un modele d’ADGC surjectif de OW — W. Pour que ce modele
détermine le type d’homotopie rationnelle, il sufffit que F(W,2) soit 1-connexe
ce qui est le cas par un argument de position générale, dés que W est 1-connexe
et de dimension > 3. O

8.4 Modele de F(M\T,2)

Soit f: K < M le plongement d’un sous-polyedre de dimension k£ dans une
variété fermée de dimension n. Supposons n > 2k + 3. Prenons 7" un voisinage
régulier de K dans M et posons W := M\T. L’espace complémentaire W est
une variété a bord 0W = 9T. Nous allons construire un modele d’ADGC pour
Pespace des configurations F'(W, 2). Pour cela nous utiliserons le théoréme 4.10.
Soit

p: P—>Q

un modele I’ADGC de f: K — M vérifiant les conditions suivantes :

(i) P est un modele & dualité de Poincaré de M,

(ii)  est surjective,

(iii) @>F = 0.
L’existence d’un tel modele est garantie si nous supposons K et M 1-connexes
et H?(f) surjective (voir proposition 3.9).

Regardons la suspension itérée du dual de ¢ :

ST o sTHQ — sTHP.

Comme P est une ADGC a dualité de Poincaré, nous avons un isomorphisme
= s~ "#P. Notons
O sT"H#HQ = P
Iapplication s~ "#¢ composée avec l'isomorphisme s "#P = P et posons
I = (s "#@Q). Comme nous supposons n > 2k + 3, par le théoreme 4.10,
P/T est un modeéle ’ADGC de W.

Nous allons construire gice & celui-ci un modele de F(W,2). Plus précisém-
ment, soit A € (P ® P)* la classe diagonale dans P ® P. Soit
n@m: P® P — P/I® P/I la projection évidente et notons A = 7 ® 7(A).
Nous pouvons définir I’application de P/I ® P/I-dgmodules

A:s"P/I 5 P/I@P/I; s s Al o).

En supposant n > 2k + 3 et M 2-connexe, nous montrerons que le cone algé-
brique

C(A) = P/I® P/l &g ss"P/I
muni de la structure semi-triviale est un modele ’ADGC de F(W,2).
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8.4.1 Un premier modele de F(M \ T,2)

A partir du modele ¢: P——=Q de f: K < M décrit ci-dessus, nous
allons construire un modele du pushout

OW = 0T———T (8.22)

W=M\T—— M.
En appliquant le foncteur Apy, a ce diagramme nous obtenons

APL(M)*)APL(W) (823)

| |

APL (T) I APL (GW)

Rappelons que @~* = 0, nous pouvons aussi supposer sans perte de gé-
néralité que Q < 0 = 0. Alors, comme n > 2k + 3, (s "#Q)<"* = 0 et
(s7"#Q@Q)>"*t! = 0. Remarquons que ¢': s "#Q — P est une shrick map,
alors, par [23, Théoréme 1.2], un modele I’ADGC du diagramme (8.23) est
donné par
id @0

P P @y ssT"#Q
J{w iﬂ
Q= Qs HQ,

ou B = ¢ @ id. Ce diagramme hérite d’une structure de P-dgmodule induite
par les applications du carré.

Posons B = P @, ss7"#Q et 0B = Q © ss~"#(). Un modele de I"applica-
tion OW — W est donné par I’application

B=¢p&id: B— 0B

qui est surjective, car ¢ est surjective, et telle que ker 8 = ker ¢. La proposition
8.1 montre que 'application

B®B
fim |

BB K
— 5 0B®JB - 0B
ker ¢ ® ker ¢) ® -

est un modele de I’application

Alow

ON: OWC——= W X OWC——= 9(W x W)
et le diagramme d’ADGC

B ® B - kerggfircp (824)

oB
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est un modele du diagramme

APL(W X W) E—— APL(a(W X W)) (825)
ApL(A)\L iAPL(BA)
APL(W) —>APL(8W)

Notons que ker @ = ker ¢ ® ker ¢ et ker 5 = ker .
Une conséquence directe du théoréme 8.4 est un premier modele algébrique
de F(W,2) :

Proposition 8.7. En utilisant les mémes notations que depuis le début de
cette section, considérons le diagramme (8.25) et le modéle d’ADGC de celui-ci
donné par le diagramme (8.24). Notons

i kera=kerp®@kerp > kerp; a®b—a-b

Uapplication induite entre les noyaux de « et de 3.

Soit B une ADGC telle que Uon ait un zig-zag de quasi-isomorphismes
d’ADGC

~ A ~

Apr(M)<— B ——B.

o P

Les ADGC B, BB, Apr,(M x M) et Apr(F(M,2)) héritent d’une structure
de B ® B-dgmodule. Alors, la suspension itérée de l’application duale de [ :

sz 52k (ker ) — 5~ (ker ¢ @ ker )
est une application de B® B-dgmodules telle que le cone algébrique
C(s7?"#11) = s "¢ (ker p @ ker ) D20y s "# ker g
est faiblement équivalent en tant que B ® B-dgmodule a Apr,(F(M,2)).

8.4.2 Modeéle plus explicite de F(M \ T,2)

Nous consruisons dans la suite un modele de F (W, 2) plus facile & manipuler.
L’algebre P étant a dualité de Poincaré, il existe un isomorphisme de
P-dgmodules

Op: P 5 s 4P,
De méme, nous avons un isomorphisme de P ® P-dgmodules
Opop: PP — s 2"#(P ® P).
Remarquons le fait suivant,

Lemme 8.8. Il existe un isomorphisme de P-dgmodules

Op: P/I s ker ¢
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qui fait commuter le diagramme

~

P sTNHP

o,

P/ L st ker p

Démonstration. L’application

o

P——= s "#P ——> s "#keryp

passe au quotient, ce qui donne une application 0p : P/I — s "#ker ¢ telle
que le diagramme ci-dessous commute

0 0

#Q ———=sT"#Q

P— = o snpp

P/ LA sT"# ker ¢

0 0.
Le lemme des 5 implique le résultat. O
De méme, nous avons aussi le lemme suivant

Lemme 8.9. [l existe un isomorphisme de P ® P-dgmodules
Opgp: P/T® P/I = 572" 4 (ker ¢ @ ker @)

qui fait commuter le diagramme

PeP—— = sy (PR P)

—

P/I ® P/T — s~ 2"4#(ker p @ ker ).

Soit A € (P®P)" la classe diagonale dans P® P, r@n: P®P — P/I®P/I
la surjection évidente et notons A = (7 ® 7)(A). Nous pouvons définir ’appli-
cation de P ® P-dgmodules

A s"P/I - P/I®P/I; s "z A(l® ).
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La multiplication p: P/I ® P/I — P/I munit P/I d’une structure de
P/I® P/I-dgmodule qu1 est compatible avec la structure de P-dgmodule, nous

pouvons, alors, voir A comme un morphisme de P/I® P/I-dgmodules. De plus,
I’isomorphisme P/I = s~ "# ker ¢ donné dans le lemme 8.8 munit s~ "#ker ¢
d’une structure de P/I-dgmodule et donc, via la multiplication, d’une struc-
ture de P/I ® P/I-dgmodule. Le résultat principal de cette section est une
conséquence du lemme suivant :

Lemme 8.10. Le carré de P/I ® P/I-dgmodules ci-dessous commute

N

sP/T P/I® P/I (8.26)

| |

57274k ker 57274k ker p @ ker .

Avant de le démontrer, vérifions-le dans le cas particulier ou I =0 :

Lemme 8.11. Soit P une ADGC d dualité de Poincaré de dimension formelle
n. Soit A la classe diagonale et soit A': s~ P — P® P lapplication de P® P-
dgmodules définie par A'(s™"p) = A(1 ®@ p). Alors, le diagramme ci-dessous
commute

!

5P P@P (8.27)

isnep i9P®P

S_2n#P @i_zn#P®P

Démonstration. Comme s~ " P est engendré par s~ "1 en tant que P-dgmodule.
11 suffit de vérifier que le diagramme commute pour I’élément s~"1. Nous vou-
lons montrer que

0p®p(A (s7"1)) = 72”#;7(57”61:(5*"1)) €s"#PQP. (8.28)
Pour tout b ® ¢ € P ® P définissons
evbge: s H#(PRP) = Q5é— p(b®c).

Il est clair que ¢ € s72"#(P ® P) est complétement déterminé si nous connais-
sons evpgc(¢) pour tout b® ¢ € P ® P. Dés lors pour vérifier (8.28), il suffit de
voir que pour tout b, ¢ € P nous avons

eVbge(Opep(A'(s7"1)) = evpge(s "#ii(s "0p(s~"1))). (8.29)

Posons € := 0p(1) € s "#P. Alors, s7"0p(1) = s "¢ et Opgp(l) = e .
L’équation (8.29) peut se réecrire

N-1

Z 1)l (1 lellail (—ylazllel (_qynbi+leaD ey . g )e(c - at) = e(b- ¢). (8.30)
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D’ailleurs, il suffit de vérifier I’équation pour b et ¢ des éléments d’une base de
P. Soit {al v, une base de P et soit {a}};L, la base Poincaré-duale. Rappelons
que, par deﬁnltlon e(a; - a j) =0 - Sownt b =ajetc=ajavecl1 <k, I <N.
Montrons ’égalité (8.30). Du coté gauche de I’égalité, nous avons

elal - ap) = (=1)larllals,,

et du coté droit

N

Z(—l)"“' (—1)lerlladl(—qylaillad _qpynlakltlaiDe(qr . a;)e(a; - at)

=1

1l (—1ylailloil (q)laillarl (_pyndlaii+laig, 5, — (—1)leillalg,

uMz

Passons a la démonstration du lemme 8.10

Démonstration du lemme 8.10. Pour prouver que le diagramme 8.26 commute,
remarquons que c’est une des faces du cube de P ® P-dgmodules

s~"P PeP
s " s TR
~ o, s~"P/T P/I® P/I
_ ’ﬁlep(gp
Op —2ny
S_QH#P ® r S_Qn#P®P §P®P
Kn#b W
>, sT2 A .
s "4t ker p s (ker p ® ker ¢).

Nous avons montré dans le lemme 8.11 que la face arriere du cube commute.
Montrons que la face de devant "mime" ce que fait la face arriere et, donc,
commute. Pour commencer montrons que toutes les autres faces du cube com-
mutent.

Face 1 La face arriéere du cube commute grace au lemme 8.11

Face 2 Le carré de P ® P-dgmodules ci-dessous commute

s"P—2 PP (8.31)

s"P/I -2~ P/I® P/I.
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En effet, nous calculons

(rem)odls™) = (rem)(A-(1oa)
= (memn)A)(rer)(lea)
= A (1®a)modIQP+PQI

— A(s"n(a)).

Face 3 Le carré

5—271,
sT24P s mupgPp (8.32)

= e

5274k ker 57274 ker p @ ker ¢

572n

commute. En effet, le diagramme suivant

]TD m PTP
ker<p<“—ker<p®kercp

commute de fagon évidente et le résultat en est une conséquence directe.

Faces 4 et 5 Les lemmes 8.8 et 8.9 montrent la commutativité des faces

sT"p =T gnp/T

-

sTIn4p Liﬂs_%# ker ¢

et

PaP s I s~"(P/I® P/I)

:lGP(@P

57274 (ker p @ ker ).

)

v
-
14
|
¥
3

»

sTHP QP
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Revenons au cube

sP 2 PoP
s " s "R
~|op s P/I EN P/I® P/I
’;’J(QP@;P
5}3 §72n#
sTIN4P sTIHP QP Opgp
572"
57274k ker 57274 (ker ¢ @ ker )

Pour montrer que la face du cube qui nous intéresse commute, il faut montrer

I’égalité

Opep o A(lz]) = s7*"#fi 0 Op([2]).

Calculons

Opep o A(s™"[x])
par la commutativité de la face 2
par la commutativité de la face 5
par la commutativité de la face 1
par la commutativité de la face 3

par la commutativité de la face 4

Opop o A(s™"n(x))
Opgpom@moA(x)

s " H#(® 1) 0 Opgp o Al(x)
SR @ 1) 0 5 byt 0y(2)
5T 0 5T 41 0 Op(x)

s #iofpon(x)

= s72#fiofp([x]).

Donc, le carré de P ® P-dgmodules qui nous intéresse commute. Comme la
structure de P/I-dgmodules est compatible avec la structure de P-dgmodules,
il commute comme carré de P/I @ P/I-dgmodules.

O

Gréice au lemme 8.10 et au théoreme 7.23 nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 8.12. Soit f: K «— M [Uinclusion d’un sous-polyédre 2-conneze
de dimension k dans une variété fermée, 2-conneze, de dimension n, telle que
H3(f;Q) est surjective. Supposons n > 2k + 3. Soit T un voisinage réqulier de
K dans M et posons W := M\T.

Soit @: P——==@Q un modéle surjectif de f: K — W tel que
i. P estune ADGC d dualité de Poincaré de dimension formelle n et notons
Op: P = sT"#P isomorphisme induit par la dualité de Poincaré;
7. @ est surjective ;
i, QF =0.
Notons

@ = (91;1 os "Hp): sT"HQ = P
et posons I = @' (s "#Q).
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Soit A € PP la classe diagonale dans PR P, soit t@n: PP — P/IQP/I
la projection évidente et notons A = (w ® m)(A). Définissons 'application de
P/I ® P/I-dgmodules

A s "P/I - P/I®P/I; s "z— A(l®2).

Alors, le cone algébrique

—1

C(A)=P/I@ P/l &g ss "P/I
muni de la strucutre semi-triviale est un modéle d’ADGC de F(W,?2).

Démonstration. Soit
AW WxW (8.33)

le plongement de la diagonale. Le fait que M et K sont 2-connexes et que
n > 2k + 3 garantissent que les hypotheses du théoreme 7.23 sont vérifiées pour
le plongement (8.33). Ce théoreme, la proposition 8.7 et le lemme 8.10 per-

mettent de conclure que toute troncature 72" 3C(A) est un modele d’ADGC
de Apr(F(W,2)). Un calcul analogue & celui réalisé pour le lemme 5.4 montre

que le cone algébrique C(A') est une ADGC. De plus, la 2-connexité de la
variété, implique que H*(F(W,2)) = H(C(A")) =0 si i > 2n — 3, donc

! ~

7 C(A) —== r2-30(A )

est un quasi-isomorphisme d’ADGC, ce qui finit la preuve du résultat. O

8.5 Espaces des configurations dans des variétés ouvertes

Souvent des variétés ouvertes sont 'intérieur de variétés a bord. Nous avons,
d’ailleurs, le théoreme suivant :

Théoréme 8.13 ([5], Théoreme 1). Soit U une variété ouverte lisse de dimen-
sion > 6. Alors U est difféomorphe a lintérieur d’une variété lisse compacte
W avec un bord 1-connezxe si et seulement si I’homologie H.(U;Z) est finiment
engendrée et U est 1-connexe & l'infini. De plus, une telle variété W est unique
a difféeomorphisme prés.

Rappelons qu’'un espace X est 1-comnexre a l’infini si pour tout compact
C C X il existe un compact D, C C D C X, tel que X — D est 1-connexe.

De plus nous avons le résultat suivant :
Proposition 8.14. Soit W une variété topologique d bord. Alors l’inclusion
F(W\OW, k) — F(W, k)

est une équivalence d’homotopie.
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Démonstration. Rappelons que le bord de la variété topologique W admet un
collier, c’est-a-dire qu’il existe un homéomorphisme sur I'image

j: OWx]0,1] - W
tel que j(OW x {1}) = OW. Ceci permet de définir une isotopie
W x[0,1] > W, (w,t) — P(w)

par

Oy (j(z,s)) =j(x,(1—t/2)s)siz € W et 0 < s <1,

®4(y) =y st W\im(j),
qui est telle que @9 = idw et ®; est une retraction de W dans W\OW.
Commme pour tout ¢ € [0,1], ®; est un plongement on a des applications
induites

F(®,k): F(W,k) — F(W, k)

(:1715"' ,$k) — (q)t(xl)a"' 7(pt($k))
et une homotopie F'(®1,k) ~ F(®q, k) = idpw,i)-
De méme on a des applications induites

F(®ilwrow, k): F(W\OW, k) — F(W\OW, k)

et une hOHlOtOpie F(‘I)1|W\3W, k‘) ~ F((I)0|W\3W, k}) = idF(W\OW,k)-
Le diagramme commutatif & homotopie pres ci-dessous

F(W, k) —— F(W, k)

F(@hk)l ~ lid

F(W\OW, k)——— F (W, k)

idl ~ lF(fbl,k)

F(W\OW, k) —= F(W\OW, k)

établit que F(W\OW, k) — F(W, k) est une équivalence d’homotopie. O

Donc, si nous avons une variété ouverte U remplissant les hypotheses du
théoreme 8.13 nous pouvons trouver une variété W a bord telle que l'inté-
rieur de W est homéomorphe a U. La proposition 8.14 implique, alors, que
F(U,k) ~ F(W,k) et donc nous pouvons utilser les théorémes 8.5 et 8.12 pour
construire un modele d’ADGC de F(U, 2).

8.6 Modele de F(M,?2)

Soit M une variété fermée orientable de dimension n > 3 et soit mg € M.
Nous allons étudier ’espace de configuration de 2 points dans

M = M\{mg}.
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La variété privé d’un point, M , a le méme type d’homotopie qu’une variété a
bord. En effet, soit T un voisinage régulier de {mo}, M\{mo} ~ M\T et M\T
est une variété & bord (M \ T) = 9T. Comme T ~ {mg}, T est homéomorphe
a un disque de codimension 0 dans M, des lors (M\T) = T = S™~'. Souvent
nous ferons labus de noter M la variété M\T eﬂ;f le bord 9(M\T) = S~ 1.
La proposition 8.14 entraine que F(M,2) ~ F(M\T,2).

Nous allons utiliser les techniques décrites dans la section 8.4 pour construire
un modele de F(M,2). Donnons tout d’abord un modéle de M.

Proposition 8.15. Soit M une variété fermée, connexe, orientable, de dimen-
sion n > 3 et soit mg € M. Soit P un modéle a dualité de Poincaré de M,
de dimension formelle n. Notons w € P" la classe fondamentale de P. Alors
P/(w- Q) est un modéle de M = M\{my}.

Démonstration. Un modele de 'application {mg} — M est donné par
p: P—=Q.
Notons
s sT"Q —» sTH#P

la suspension itérée du duale de cette application et 0p: P = s~"4#P l’iso-
morphisme induit par la dualité de Poincaré de I'algebre P. Posons

971
O sT"HQ —— s T"H#P —> P.
Il est clair que
sTe(sT M H#L) = s H#]L
et que 9;,1(8_”#1) = qw pour q¢ € Q*. Donc I := ¢'(s"#Q) = w- Q. Par le
théoréme 4.10, P/I est un modele de M\{my}. O

Notons P/w := P/(w-Q) et soit r@7: P® P — P/w® P/w la projéction
évidente. Soit A la classe diagonale dans P ® P. Posons

A= (r@7)(A).
L’application de P/w ® P/w-dgmodules

—!

A s"Plw — Plu®Plw
s"a =  A(l®a)

est telle que le cone algébrique

C(A"Y = P/w® Pjw a1 ss "Plw

muni de la structure semi-triviale est une ADGC faiblement équivalente a
Apr(F(M,2)).
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8.7 Conjecture sur le modele de F(W, k)

La construction d’un modele d’ADGC pour l'espace des configurations a
k points, avec k > 3, est bien plus compliqué que pour le cas ou k = 2.
Dans [25], P. Lambrechts et D. Stanley, construisent un modele de dgmodule
des espaces F(M,k) ot M est une variété fermée. Ce dgmodule a en plus
une structure naturelle d’ADGC. Néanmoins, il n’a pas encore été montré en
toute généralité que ce modele est le modele d’ADGC souhaité. Expliquons
brievement la construction de celui-ci.

Soit M une variété fermée simplement-connexe de dimension n. Nous re-
marquons, tout d’abord, que

F(M, k) = M*\ Ui<;<j<iAij,

o A;; = {(z1, -+ ,x) € M*|lz; = x;}. Nous savons que M (voir [24] ou
le chapitre 3) admet un modele d’ADGC, (A4,d), & dualité de Poincaré de
dimension formelle n. Soit {a;}}¥; une base de A et {a}}, sa base Poincaré-
duale. Dans [25], les auteurs construisent '’ ADGC

APk @ A(gij:1<i<j<k)
(relations d’équivalences)

Pk = ( dlg) =)
ot les générateurs g;; sont en degré n— 1, 77 (a) = 1971 @a® 19F~1 € A®F et
77 (a®b) = 7} (a)-m; (b). Les relations d’équivalences par lesquelles on quotiente
IADGC A%®* @ A(gij: 1 <i<j<k)sont:

i. Les relations d’Arnold

9ii9j1 + gjgui + Guigi; pour 1 <i < j < k;
ii. Les relations de symétrie

(mi(a) = mj(a))gi; pour 1 <i<j<ketacA;

2

iii. g7; =0pour 1 <i<j<k.
Le résultat principal de [25, Théoréme 10.1] montre que TADGC F(A, k) est un
modele de A®*-dgmodules de Apr(F(M,k)). Nous conjecturons qu’il y a un
résultat similaire pour F(W, k) ou W est une variété a bord construite comme
dans la section 8.4 a partir de 'inclusion d’un sous-polyedre dans une variété
fermée.

Soit f: K — M l’inclusion d’un sous-polyedre dans une variété fermée de
dimension n. Soit T un voisinage régulier de K dans M, I'espace complémen-
taire W = M \ T est une variété & bord W = 9T'. Soit P un modele d’ADGC
a dualité de Poincaré de W, sous certaines conditions de codimension et de
connexité sur U'inclusion f, il existe un idéal différentiel I C P tel que P/I est

un modele ’ADGC de W.
Nous conjecturons que 'ADGC

PR @ A(gii:1<i<j<k
F(P/1,k) = ®AMgij: 1Si<i<k)

SAs < d(giy) = (8)
(relations d’équivalences), (Zizl PO-1QI® P®k*1)
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est un modele ’ADGC de Apr(F(W, k)).
Dans le cas particulier k£ = 2, ce modeéle est

P% @ A(g12)

((912((1@1) —g12(1®a),P®1,1® P,g%)
((P/I® P/I)® gi12P/1,dg12 = A)

F(P/1,2) =

dlgrs) = 7))

1

qui est exactement le modeéle du théoréme 8.12. Les techniques de [25] combi-
nées aux résultats du chapitre 7 devraient, en tout cas, rapidement mener au
fait que F(P/I,k) est un modéle de (P/I)®*-dgmodules de F(W, k).
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