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Introduction generale

Pour étudier les interactions laser-atomes, on a besoin de résoudre
I'équation de Schrddinger dépendante du temps (ESDT) qui décrit la
dynamique du systeme atome + champ. La résolution de cette équation
n'est généralement pas réalisable analytiquement. Elle requiert I'intro-
duction d’approximations et est effectuée a I'aide des méthodes numé-
riques. Il importe de signaler que si l'intensité du champ devient im-
portante et/ou si le systeme atomique devient complexe, les approches
purement numeériques qui se fondent sur l'utilisation de grilles (diffé-
rences finies, éléments finis) deviennent trés lourdes numériquement,
voire méme impossibles a implémenter, a cause des limitations impo-
sées par I'outil informatique. D’ou la nécessité de développer des mé-
thodes adaptées a ce genre de probléme.

L'objectif primordial de cette thése est d’étudier différentes mé-
thodes de propagation dans le temps de la fonction d’'onde du systéme
total. Les méthodes que nous présentons ici se fondent toutes sur une
approximation spectrale de la structure atomique qui consiste a déve-
lopper les fonctions radiales sur les bases finies de fonctions de carré
sommable. Les méthodes spectrales sont des méthodes globales par
opposition aux méthodes de grilles qui elles sont locales. Elles pré-
sentent 'avantage de converger, en général, trés rapidement (exponen-
tiellement) vers la solution exacte, et ce en fonction de la taille de la
base.

Sur le plan numérique, la taille de la base pose souvent un pro-
bleme en rapport avec la quantité de mémoire exigée. En effet, la ma-
trice associée a I'opérateur hamiltonien est en général pleine, sauf dans
le cas particulier de I'atome d’hydrogéne, ce qui forge I'introduction
des méthodes sophistiquées pour résoudre 'ESDT. Une de ces mé-
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thodes est laotation complexe du hamiltonigreis?, ]. Nous
montrons que le calcul des observables, notamment celui du spectre
en énergie des électrons émis, peut étre effectué méme si les énergies
des états du continuum deviennent complexes suite au caractére non
hermitique du hamiltonien tourné. Nous montrons également que la
dilatation complexe du hamiltonien associé randele de Friedrichs-
Fand } | ! ] tourné permet de calculer les re-
sonances de maniére simple.

Il importe de signaler que la propagation dans le temps de la fonc-
tion d’'onde du systéme peut difficilement se faire dans la base des fonc-
tions de carré sommable car le probléme devient “raide”, c’est-a-dire
que le pas d’intégration sur le temps diminue beaucoup quand on aug-
mente la taille de la base. Pour résoudre ce probleme de “raideur”, on
peut faire appel a des méthodes implicites, ce qui nécessite la résolution
des gros systemes d’équations algébriques a chaque pas d’intégration
sur le temps. On peut aussi réduire la “raideur” du probléeme en tra-
vaillant dans la base atomique et dans la représentation d’interaction.
Mais ce procédé exige la diagonalisation de grosses matrices.

Une autre maniére d'éviter le probleme de “raideur” tout en tra-
vaillant dans la base des fonctions de carré sommable est I'utilisation
de laméthode de Fatunj& ]. Celle-ci consiste a postuler au préa-
lable une forme particuliére de la solution. Elle est explicite et trés ra-
pide dans la mesure ou elle n’exige que des produits matrice vecteur.
Le prix a payer est que I'on est obligé de résoudre des systemes d’équa-
tions quadratiques une fois avant la propagation, et en général plusieurs
fois pendant la propagation.

Pour tester ces méthodes, nous avons traité le cas de I'atome d’hy-
drogene et celui du modéle de Pdschl-Tekéer] 1, ) ]en
une dimension. Dans les deux cas, il est facile de trouver des fonc-
tions de carré sommable qui conviennent a la physique du probléme,
les fonctions sturmiennes coulombiennes pour I'hydrogene, et les fonc-
tions sturmiennes associées au potentiel de Poschl-Teller pour le modele
atomique considéré.

Outre les méthodes de propagation dans le temps, on peut, lorsque
I'enveloppe du champ laser ne varie pas, appliquendéshode de Flo-
quef ) ) , ] ou est impliquée la dilatation com-
plexe du hamiltonien. Nous appliguons cette méthode a notre modéle
atomique. Nous I'appliquons aussi a l'ionisation simple de I'atome
d’hélium a trois photons via les états de Rydberg dans le but d’élu-
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cider les résultats de I'expérience qui a été réalisée a I'UCL sur l'io-
nisation double de I'lonHe™ . Plus précisément, nous cherchons une
explication au comportement inattendu de certaines résonances qu’'on a
observé dans le signal de double photoionisation en fonction de la fré-
guence du laser, a savoir le déplacement Stark, en sens contraires, des
transitions multiphotoniques issues des étafs 35 et 1s2p3P.

Lathése se décompose en trois chapitres suivis d’'une conclusion. Le
premier chapitre donne une présentation générale des différentes mé-
thodes de résolution de 'ESDT, toutes basées sur le développement de
la fonction d’onde sur une base finie de fonctions de carré sommable.
Ces méthodes sont testées sur I’hydrogéne et/ou le modeéle atomique de
Pdschl-Teller. Le second chapitre traite du couplage d’'un état lié a un
continuum d’états, et ce en vue du calcul des résonances dans le cadre
du modéle de Friedrichs-Fano tourné. Dans le dernier chapitre, nous ap-
pliquons les méthodes présentées dans le premier chapitre a I'ionisation
simple de I'hélium a trois photons.






Chapitre 1

Methodes de resolution de
I'équation de Schrédinger
déependante du temps

Dans ce chapitre, nous introduisons un certain nombre de mé-
thodes de résolution de I'équation de Schrédinger dépendante du temps
(ESDT) pour un atome en interaction avec un champ électrique os-
cillant. 1l est bien établi qu’'une telle équation n'admet en général pas
de solution analytigue, méme dans le cas stationnaire (en I'absence du
champ). On fait, par conséquent, appel a des méthodes numériques lors-
gu’on a affaire a un probleme de ce type.

Pour illustrer et tester la mise en oeuvre de ces méthodes, nous
considérons le cas de I'atome d’hydrogéne et d’'un modele simple dans
lequel un électron se meut dans un potentiel de Pdschl-Teller. Dans ces
deux cas, une solution analytique existe pour les états stationnaires.

Le traitement théorique du systéme (atome + champ) exige avant
tout la connaissance de son hamiltonien, égal a la somme du hamilto-
nien atomique et de celui d'interaction. Il nous semble donc important
de consacrer la premiére section du présent chapitre au calcul du hamil-
tonien d’'un atome possédant un certain nomkird’électrons. Le cal-
cul du hamiltonien d’interaction figure dans la section 1.2. Nous nous
placons dans le cadre de I'approximation dipolaire.

Dans la section 1.3, nous introduisons, puis testons sur I'atome d’hy-
drogéne en interaction avec un champ laser intense, une approche spec-
trale pour la résolution de 'ESDT. Cette approche consiste a développer
la partie radiale de la fonction d’onde totale sur une base de fonctions
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de carré sommable appropriées en vue d’'une formulation matricielle
de I'équation de Schrodinger. C’est dans cette section que nous défi-
nissons les fonctions sturmiennes pour I'atome d’hydrogene et celles
associées au potentiel de Pdschl-Teller. Les fonctions sturmiennes pré-
sentent un intérét particulier dans la mesure ou elles forment une base
purement discrete et sont solutions d’une équation aux valeurs propres
semblable a I'équation de Schrodinger indépendante du temps du sys-
teme a étudier. Dans la section 1.4, nous introduisons la méthode de ro-
tation complexe des coordonnées que nous appliquons a notre modeéle
atomique. Dans la section 1.5, nous présentons deux types de méthodes
numeériques explicites pour la résolution de 'ESDT sous sa forme ma-
tricielle. 1l s’agit des méthodes de Runge-Kutta bien connues et de la
méthode de Fatunla-ftu8( qui est une méthode particulierement bien
adaptée pour des systemes dont la solution oscille rapidement. Cette
méthode n’a jamais été testée dans le cas de 'ESDT alors gu’elle se
fonde sur une expression formelle de la solution qui correspond bien
a celle de 'ESDT. Nous testons ces méthodes sur le modéle atomique
susmentionné. Notons que 'ESDT pour I'atome d’hydrogene a été ré-
solue en utilisant la méthode de Runge-Kutta dans la base atomique et
en représentation d’interaction aprés une dilatation complexe du Hamil-
tonien. Pour terminer ce chapitre, nous considérons, dans la section 1.6,
la méthode de Floquet, combinée avec celle de rotation complexe des
coordonnées. Nous appliquons cette méthode a notre modéle atomique,
en présence d’'un champ laser, pour illustrer I'effet de la rotation com-
plexe des coordonnées sur le spectre du hamiltonien de Floquet. Nous
montrons que cette méthode permet de suivre en fonction de l'intensité
du champ laser le mouvement des péles dans le plan complexe des éner-
gies, poles correspondant a des états induits par le champ laser. Ces états
ont été mis en évidence pour la premiére fois par Piraux etigt{].

Cette méthode est en outre utilisée dans le troisieme chapitre pour étu-
dier l'ionisation simple quasi-résonante de I’hélium a trois photons.

1.1 Hamiltonian d’'un atome a N électrons

Considérons un atome constitué d’'un noyau de mass®ntenant
Z protons, et déV électrons de masse m. Désignons ﬁaﬂe vecteur
position du noyau par rapport a une origine fixe O. Les N électrons sont
repérés par rapport a O par les vecteurs posiion i = 1, 2, ..., N.
Le traitement théorique d’un tel systeme exige avant tout la connais-
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sance de son opérateur hamiltonien. Dans une description quantique
non relativiste, en I'absence de champ extérieur, le hamiltonien total
du systeme est donné par :

T no-,
Hiot = =53V, + ) <—%ij].> +V, (1.1)
j=1

ou I'énergie potentielle V est la somme de toutes les interactions cou-
lombiennes entre les\ + 1) particules chargées du systeme.

Introduisons, pour le moment, la coordonrféelu centre de masse
de I'atome par rapport a l'origine fixe O, et les coordonnées relatives
7, =R;—Ry (j=1,2,..., N)desN électrons par rapport au noyau.

En passant des coordonné(d§0, Ry, Ry, ..., §N> aux coordonnées

—

R, 71, T, ..., Tn ), On transforme I'expressiori (1) du hamiltonien
total du systéme eri3i57] :

h? > I
Hipy = m 2 Z V Z Ve -V,

z>j

+Vi(ry, ro, ..., rN) (1.2)

oup = +M est la masse réduite de I'électron par rapport au noyau.
Le premier terme du Hamiltonied () est associé a I'énergie cinétique
du centre de masse, le second terme a I'énergie cinétique totale des
N électrons, la masse commune de chacun d’eux étant remplacée par
la masse réduite a cause du mouvement des noyaux. Le troisieme
terme, présent uniquementSi > 2, est appeléerme de polarisation
de masse

En coordonnées relatives, 'opérateur énergie potentielle associé aux
interactions coulombiennes s’écrit :

N Ze2 e?
V . S— 1.3
(Tlv T2, ) Z 47T€0T] Z 47T€0Tij ) ( )
J=1 2]

ou ¢y désigne la permittivité du vide ef; = |7; —7;|. Le premier terme

de I'équation {.3) représente l'interaction coulombienne totale entre le
noyau et les N électrons. Il caractérise la force d’attraction exercée par
la charge Ze du noyau sur les électrons. Le deuxieme terme représente
I'interaction électron-électron.
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L'équation de Schrédinger stationnaire pour la partie spatiale de la
fonction d’onde correspondant auX (+ 1) particules du systeme est

HiotWior <R, T, T2, vy 7”N> = EotWior (R7 T, T2, « oy 7’N)

(1.4)
ou FE;,; désigne I'énergie totale. Comme les coordonnées relatives
(ﬁ, 1, Ta,y ..., FN) et la coordonnée du centre de maBsee sont pas

couplées dans le hamiltoniefh.), la solution de I'équation de Schro-
dinger (L.4) peut étre écrite sous la forme

U, (R‘, AL FN> — F(R)W (7, 7, ..., 7x) ,  (L5)
de maniére a ce que les fonctioﬁéﬁ) et (i, 7, ..., Tn) Vérifient
les équations

- V3 F = FEoyu P 1.

R, Be=o -
——ZV%—MZVH-VTijV(m,...,rN) U7, ..., 7y

j=1 i>j

— BU (7, ..., ) (1.7)

respectivement. Il apparait clairement, a partir de I'’équafids),(que le

centre de masse du systéme se déplace comme une particule libre ayant
une masse égale a la masse totdle + Nm) et I'énergie cinétique

Ecyr. Dans la mesure ou la masse de I'électron est beaucoup plus petite
que celle du protorim < M), nous introduisons I'approximation du
noyau de masse infinie. Cette approximation transforme I'équaitia@h (

en

HoV (7, ..., 7)) = BV (7, ..., 7y) (1.8)
avec

R
Hoz—%;V”—I—V(m, ey TN) (19)
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L'une des conséquences de cette approximation est donc I'élimina-
tion du terme de polarisation de masse. L'autre conséquence est que la
masse réduitg devient la masse de I'électron.

1.2 Equation de Schrddinger dépendante du
temps

Nous venons de voir que le mouvement du noyau peut étre séparé
de celui des électrons par rapport au noyau en I'absence du champ ex-
térieur. Lorsque le systéeme atomique interagit avec un champ électro-
magnétique, ce dernier couple le mouvement du noyau et les mouve-
ments relatifs des électrons. Ce couplage rend impossible la séparation
de ces mouvement$/[382]. L'équation de Schrédinger dépendante du
temps est pour cette raison difficile a résoudre sans faire des approxima-
tions. Pour éviter cette difficulté, nous faisons appel a I'approximation
du noyau infiniment lourd. Nous supposons que le noyau est tellement
lourd (par rapport a I'électron) gu’il peut étre considéré comme fixe et,
par conséquent, pris comme origine du systéeme de coordonnées. Dans
le cadre de cette approximation, et en I'absence du champ extérieur,
I'équation de Schrodinger dépendante du temps pour un atome a N élec-
trons est donnée par :

0
Zha\lf (771, ey FN; t) :HQ\IJ (7?1, ceey ’I?N; t) (110)
en représentation de Schrédingdy.est le hamiltonien de I'atome isolé
(équation 1.9). Lorsque I'atome interagit avec un champ électroma-
gnétique extérieur, 'TESDT devient :

’Lh%\ll(fi, ey FN; Zf) :H\I/(Fl, ey FN; t) y H:H0+Hg(t)
(1.11)
ou H(t) est le hamiltonien d’interaction entre le champ électromagné-
tique et 'atome. Nous nous plagons dans le cadre de I'approximation di-
polaire (approximation des grandes longueurs d’onde). Dans les jauges
longueur G = L) et vitesse (G= V), le hamiltonien d’interaction
s’écrit :
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dans le systéme d’'unutés atomiques.
Nous définissons le champ électrique par

E(t) = —%/T(t)

ollc est la vitesse de la lumiére dans le videlét) le potentiel vecteur
défini par la relation

(1.13)

A(t) = Aof(t) sin (wt + @), | (1.14)
avece, un vecteur unitaire le long de la direction de polarisation du
champ électrique, direction qui coincide avec I'axe des z dans notre
cas. Dans le cas d’un probléme unidimensionnel (le long de I'axe des
X par exemple), on fait coincider la direction de polarisation du champ
avec I'axe des xA, représente 'amplitude du potentiel vecteur et f(t)
son enveloppe.

1.3 Approche spectrale pour la résolution de
'ESDT

Il est en général trés difficile, voire méme impossible, de résoudre
I'équation de Schrodinger dépendante du tenipslj analytiquement,
méme dans le cas dili; () = 0. On fait pour cela appel & des méthodes
numériques, entre autres les méthodes spectrales et celle des grilles (dif-
férences finies). Pour introduire les méthodes spectrales, nous considé-
rons I'équation aux valeurs propres§). Cette derniére peut étre écrite
sous la forme suivante :

(Hy— E)¥(Z) =0, (1.15)

ou 7 représente I'ensemble des coordonnées relatives des électrons par
rapport au noyau. Toutes les méthodes spectrales sont basées sur le dé-
veloppement de la solutioBi(Z) en série tronquée de fonctions de base
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de carré sommable dans un espace de Hilbert, en imposant qu’une quan-
tité comme le résidu soit nulle dans un sens donné. Plus précisément,
nous écrivons

N
Un(T) = a,P,(Z). (1.16)

N désigne le nombre de fonctions de bés¢r). Les N coefficientsa,
du développementl(16) sont calculés en annulant le résily, défini

par [Fin77]

R (%) = (Hy — E) Un(T) , (1.17)
dans le sens suivant :

(Ry, ) = /Rn(f)gpy(f)w(f)df: O,v=1,---,N. (1.18)

Lesy, (%) représentent des fonctions test, tandis que) est une fonc-
tion de poids dépendant du choix des fonctions de base. Le choix des
fonctions test et la fonction de poids définissent la méthode.

Si les fonctions test coincident avec les fonctions de base, nous ob-
tenons laméthode de Galerkin Pour cette méthode, le résidiy est
nul en moyenne. La méthode de Galerkin ne s’applique que lorsque
les fonctions de base, (¥) = ¢, (7) satisfont les conditions aux fron-
tieres qui peuvent étre de type Dirichlet, Neumann ou Cauchy-Robin.
Si les fonctions de base ne satisfont pas les conditions aux frontieres,
nous avons lanéthode Tau| ] introduite par Lanczos. Nous ver-
rons, dans la section 1.3.2, que lorsque les fonctions de base sont les
fonctions sturmiennes coulombiennes (cas de I'atome d’hydrogene par
exemple), il est utile de travailler avec une base complexe pour avoir
des fonctions ayant un comportement asymptotique adéquat, compte
tenu des conditions aux frontiéres.

Lorsque les fonctions test sont données par le prdquit(z; — )
, hous obtenons Iméthode de collocatiordans laquelle on annule les
résiduRy aux points de collocatiofRy(%;) =0,i=1,---, N).La
méthode de collocation ressemble a la méthode des grilles aux diffé-
rences finies (finite difference grid method), sauf que le choix des points
de collocation n’est pas arbitraire. Il est lié aux fonctions test. Dans la
plupart des cas, les N points de collocation sont les abscisses de la qua-
drature de Gauss. Le fait que les points de collocation coincident avec
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les abscisses de la quadrature de Gauss associées aux fonctions de base
assure en général la convergence spectrale (exponentielle) du dévelop-
pement {.26) vers la solution exacte, et ce en fonction du nombre de
fonctions de base.

Il importe de signaler que pour résoudre 'ESDT par une méthode
spectrale, on procede de la méme fagon que pour I'équation de Schro-
dinger indépendante du temps, sauf que les coefficients intervenant dans
le développement de la solution en série dépendent du temps. Plus pré-
cisément, nous remplacons I'équatidnl par

N
Un(T, 1) =) a,(t),(Z). (1.19)

v=1
Les méthodes spectrales reposent donc sur le choix, dicté par la phy-
sique du probléme, d’'un ensemble complet et discret de fonctions de
base. En général, il s’agit de polynémes orthogonaux ou, plus générale-
ment, de fonctions qui sont solutions d’un probléme aux valeurs propres
de Sturm-Liouville.

1.3.1 Le probleme de Sturm-Liouville : les fonctions
sturmiennes

1.3.1.1 Définition

En mathématique, un grand nombre de fonctions orthogonales
(telles que les polyndmes de Legendre, les polyndmes de Legendre as-
sociés, les fonctions de Bessel, ...) proviennent des solutions d’'une
équation différentielle du second ordre de la forme suivante :

f(x) % + g(z) j—z + [h(z) + AN u(z) =0 (1.20)

sur un intervalle (a , b), satisfaisant les conditions aux frontiéres

kiu(a) + kot'(a) = 0 (1.21)

et
Lu(b) + Ly (b) = 0. (1.22)

A est un paramétre &t , &k, , [; etl, sont des constantes réelles don-
nées; les couplegky, k) et (11,1,) sont différents du coupl€),0) .
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L'expression(a, b) , lorsqu’elle se rapporte a un intervalle, désigne un
intervalle ouvert, semi—ouvert ou fermé d’extrémités a et b, aved.
En posant

g(z) 1 dw

EASVA — 1.23
fl@) (@) Ao (23
r) = M w(x
et
_ w(z)

p(x) = o) (1.25)

on peut écrire I'équationl(20 sous les formes suivantes :
| §] @ sl =0 aze

Lu+ Ap(z)u =0, (1.27)
ou L est 'opérateur différentiel défini par

L= fu(e) o] +a(x) (129)

Une équation de la formel(26) est appelé&quation de Sturm—
Liouville. Si nous y ajoutons les conditions aux frontierés2() et
(1.22), nous obtenons uprobleme de Sturm-Liouvillg ].

1.3.1.2 Propriétés des solutions d'un probleme de Sturm-
Liouville

La résolution d'un probléme de Sturm—Liouville régulier conduit a
une infinité de fonctions propres, (), associées a des valeurs propres
An. On peut démontrer les deux théoremes suivants :

Théoréme 1.1 (Orthogonalité des fonctions proprespi les fonc-
tions p, g, w el‘ji—gj dans I'équation de Sturm-Liouville sont réelles et
continues dans l'intervalléa, b), alors les fonctions propres, (x) sont
orthogonales sur cet intervalle par rapport a la fonction de poids p(x).
Autrement dit,
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/b Un () U (2) p(z) dz =0 St Ap # Am (1.29)

Théoréme 1.2Si le probleme de Sturm-Liouville satisfait aux condi-
tions du théoreme 1 et si w(x) et p(x) sont positifs dans l'intervallg),
alors :
1. les valeurs propres sont réelles et non dégénérées. Elles forment
une suite infinie dénombrable, non bornée vers le haut, dont la
distribution est

D<A <A <A3< Ay <en .

2. la fonction propreu,, (z) posséde n zéros dans l'intervalle, b).

3. 'ensemble{u,(z)la <z <b,n =0, 2, 3,...} des fonctions
propres forme une base orthogonale complete pour les fonctions
f(x) € L*((a, b), p(x)dr) continues par morceaux. Plus préci-

sément,on a:

fa) = cntn(x), (1.30)
avec , "
TR s
[, un()un(2)p(z)de

si la fonction f est continue en x.

1.3.2 Les fonctions sturmiennes coulombiennes

Les fonctions stumiennes coulombienris,(r) forment une base
particulierement bien adaptée au probleme de I'atome d’hydrogéne en
présence d’'un champ extérieur. Dans la littérature, on rencontre plu-
sieurs définitions de fonctions sturmiennes coulombiennes. Elles dif-
férent soit par le comportement a l'origine (¢nou r'*! ), soit par la
normalisation choisie. Nous utiliserons dans ce qui suit la méme défini-
tion que Pont et Shakeshaftdn9].

Les fonctions Sturmiennes; () sont les solutions d’un probleme
aux valeurs propres de Sturm—Liouville de type :
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1d  I(l+1) o k] .
“3ar T e gt =0 (82

avec les conditions limites suivantes :

F0)=0 , S%(c0)=0 (1.33)

n,l n,l
x est pour l'instant un parametre réel positif et arbitraire, tandisrque
et/ sont des entiers positifs tels que> [, eta est une valeur propre
qui vautkn. On remarque assez facilement que I'équatib?) décrit
le mouvement radial d’un électron d’énerdie= —%° = —2, dans le
champ d’'un noyau de charge
L'équation (L.32) peut étre réécrite sous la forme suivante :

2 dr2 7’d7“jL 2r2 r 2

1d2 1d I(I+1 21 S5 (r

Nous allons comparer cette équation avec I'équation aux valeurs
propres définissant les fonctions radiales,(r) d’un atome d’hydro-
gene. Les fonction® g, (r) satisfont I'équation|f ]

1 1d i1+ 1
2dr2  rdr 212 r

———E} Rg,(r)=0 (1.35)

dans le systeme d’unités atomiques. Dans cette derniere, le couplage
(terme en%) est fixé et I'énergie E est valeur propre. Nous remarquons
aussi que l'opérateur intervenant dans cette équation est auto—adjoint et
non—borné ; le spectre est constitué de valeurs propres négatives d’'ex-
pressions

En:—L , n=1,2,3,... (1.36)
2n?
et de valeurs propres positives qui forment un continuum. Par contre,
dans I'’équation].34) définissant les sturmiennes, le terme qui par ana-
logie avec 1.35 joue le réle de I’énergigE est fixé, et le parametre de
couplagex devient la valeur propre. Compte tenu du théoreme 1.2, le
spectre associé a I'opérateur intervenant dari34 est purement dis-
cret.
Les fonctions sturmiennes coulombiennes sont de carrés sommables

et forment une base compléte de I'espace de Hilb&(i0, ool; dr). Le
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développement de la fonction d’onde de I'atome d’hydrogéne exposé a
un champ électrique extérieu(r", t), sur la bas€S;; ;}, conduit par
conséquent & une expression du type :

R Sniv s
U(F, 1) = g;nan,l,m(t) i) (1.37)

ou lesY; ,, sont des harmoniques sphériques. Dans cette expression, un
facteur! a été introduit pour qué (7, t) ait un comportement & 'origine
enr! . Nous faisons intervenir une somme discréte sur les différents
éléments de la base.

Si nous développons la méme fonctidr, ¢) sur les états propres
de I'atome d’hydrogéne, nous obtenons :

U ) = DD butan ) Rua (1) + /0 N b (1) Ry (1) 7 Yin (7).

Ilym
(1.38)
Cette expression contient une intégrale sur les fonctions du continuum
qui est tres difficile, voire impossible, a manipuler lorsque I'on sou-
haite résoudre numériguement I'équation de Schrodinger. Lutilisation
des Sturmiennes nous permet donc d’éviter ce probléme en “discrétisant
" le continuum.
Les fonctions sturmiennes; ;(r) satisfont la relation d’orthogona-
lité

1

</€
n,lT

Nous choisissons de les normaliser de la maniére suivante (Choix de
Shakeshatft) :

Sg,,l>z/ S'JJ(T)%SZ,J(T)dT:()Sin;én/. (1.39)
0

<SZ,1‘SZ,1> =1. (1-40)
En résolvant I'équation différentielld (32 avec les conditions aux
limites (1.33, on obtient :
ma(r) = Nyt e LI (267) (1.41)
= N e P (—n 4+ 1+ 15 20+ 25 267) |, (1.42)

ou L2  (x) désigne un polynéme de Laguerre de degré — 1 et

1 F1 lafonction hypergéométrique confluente (de Kummer}]. Les
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constantesV,; ; et ]\7;; ; sont ajustées de fagon que les fonctiohis (r)
vérifient la condition de normalisatiof.@0 et la relation d’orthogona-
lité (1.39. Elles sont données par

= \/g(zﬁ)m { % ] s (1.43)

cw K 141 1 (n+1)! 2
N"’l_\/g(%) (20 +1)! {(n—l—l)!] (1.44)

Intéressons-nous maintenant a quelques propriétés des fonctions
sturmiennesS;; () en fonction des parametreset . Sur la figure
1.1, nous representons les courbesig(r) pour trois valeurs du para-
métre non linéaire ; n = 5 etl = 0. Nous remarquons que la fonction
Sturmienne s’étend beaucoup plus dans I'espace et diminue d’ampli-
tude lorsque: diminue. Par contre, le graphe de cette fonction est com-
primé lorsques augmente. En conséquence, il faut des sturmiennes de
parametres petit pour reproduire une fonction spatialement étendue et
un x grand pour les fonctions oscillant rapidement.

La figure 1.2 montre le tracé des fonctions sturmiennes posr
0.5, 1 = 2 et trois valeurs de n. A partir de cette figure, nous constatons
que 'amplitude des sturmiennes diminue lorsque n croit. Par contre, le
nombre de noeuds ainsi que I'extension spatiale de ces fonctions aug-
mentent avec n. Ainsi, si hous voulons reproduire une fonction éten-
due ou qui oscille rapidement, nous devons utiliser des fonctions stur-
miennes d’indice n élevé. Signalons, pour terminer ce paragraphe, que
la période des oscillations augmente avec r pour les paramegen
donnés.

et

1.3.3 Les fonctions sturmiennes coulombiennes com-
plexes

Il est utile, dans certaines situations, de travailler avec les fonctions
sturmiennes coulombiennes complexes que I'on obtient en remplacant
le x des fonctionsS; ; par le paramétre complexe=—", ol # est un
nombre réel. Nous appelons ce nouveau parametrées fonctions
sturmiennes coulombiennes complexes sont donc définies par
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n=>5
1=0

0.3

Sl T=—a
e LI ——

C--.

fonction sturmienne

—-0.3
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FiG. 1.1 —Comportement des sturmiennes en fonction du parametre

fonction Sturmienne

FiGc. 1.2 —Comportement des sturmiennes en fonction du paramétre
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Spey(r) = NgflrlHe’”CrLilfll_l(Z/icr)
— N:fl 7ql—l—le—(mcos (0))r€i(nsin (6))rLiljl£1(2KCT) (145)
avec
[ (n—1-1)
K n—I1»_— 12
Niep =/ = (2ke)'™ 1.46
n,l n ( K ) |: (TL T+ l)' :| ) ( )
et
e = Ke ™" (1.47)
A partir de I'équation {.45), nous obtenons la relation
Fe (p ikr
Snlr) _ F(r)< (1.48)
r T

avec

F(r) = Npepttlem(reos @200 (2k.r) | k= ksin(0).  (1.49)

Les équations1(49 et (1.49 montrent que s# € |0, 2|, la fonc-

. Sre , ;. . 2 -
tion %(T) représente une onde sphérique sortante qui décroit exponen-

tiellement avec r. Nous reviendrons sur ce point dans la section 1.3.6.
Notons que le passage dea ~. dans la définition des fonctions
sturmiennes coulombiennes équivaut a une dilatation complexe du Ha-

miltonien du systéme d’un angle(r — re) (voir section 1.4).

1.3.4 Fonctions sturmiennes pour le potentiel de
Pdschl-Teller

Nous considérons un modeéle atomique simple : un électron dans un
puits de potentiel unidimensionnel,

Uo
Ulx)=—————, 1.50
(=) cosh?(ax) (1.50)
appelé potentiel d®dschl-Tellet | , ) ] avecU, €
RE{,O(E]R(J{et—oo<x<+oo.
1On trouve, dans la littératurefu 71, ] une autre définition du potentiel de

Poschl-Teller, a savoir
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L'équation de Schrodinger dépendante du temps est :

~ 5387 Upsech?(ax) -9 = Ev (1.51)

dans le systéme d'unités atomique. La fonction d'otide), solution
de cette équation, peut étre mise sous la forme suivante (annexe A) :

q__—— q__——
p(x)=Asech® (azx)-2 Fy %-f—ﬁ-f— %4‘% ) %‘h@— QQLQO"Fi 1485 u(z) (152)
avec
2F 1 e
2 __ . _ _
ﬁ = —E, U(SU) = 5 (1 — tanh (Oé.flf)) = m (153)

et A une constante de normalisation. Cette fonction d’onde est de carré
sommable si et seulement si

U, 1 1 2, 1 1
=/ 222 - _p. Netn<4/—+-—=- (154
b a? +4 2 nimne " o? +4 2 ( )

Par conséquent, le spectre de 'opératedrl, — Uysech?(ax) dans
I'équation de Schrédingef.(51) est constitué de valeurs propres néga-
tives d’expression (voir annexe A)

2 1y T ? Vo7 .
En=—% (n+§>— 720—&-1 ;n=0,1,2,... ; n< 720—5-1—5 (155)

et de valeurs propres positives qui forment le continuum.
Dans I'hypothése ou

2U,

a?
avecl € N etm € N, on montre (annexe A) que I'équation de Schro-
dinger (L.51) devient

—2F
=1(1+1) et = m? (1.56)

a2

1 A(A—1 -1
Ulx) = =U ( )+“€“2 ) As1. k551, Up>0et0<z<
2 cos? ax sin® ax 200
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2

m
1—s2

[(1—s2)y/(s)] + [l(z +1) — } Y(s) =0 (1.57)
avecs = tanh (az). Cette équation a la forme de I'équation différen-
tielle de Legendre associée, qui est une équation de Sturm-Liouville.
Ses solutions peuvent donc étre écrites sous la forme

V" (x) = Ny, P™ (tanh (ax)) (1.58)
ou
~ Jam(l —m)!
Ny = W (1.59)

est une constante de normalisation. De plus, paur> 0, on a

Y (—o0) = " (4+00) = 0. Nous pouvons donc dire que les fonctions
propresy;™(z) sont des fonctions Sturmiennes associées au probleme
de Sturm-Liouville

2

(1= ) (s)] + |11+1) = 25| ¥(s) =0 ; 5 = tanh (ax)

(—00) = (+00) =0
(1.60)
Ces fonctions satisfont aussi I'équation différentielle

dd—;w + [@®1(L + 1)sech®(az) — a®m?] ¢ = 0 (1.61)

qui a la forme de I'équation de Sturm-Liouvilld.@6 avecr = 1,
p(z) = sech®(ax) = 1 — tanh® (ax), ¢ = —a’m? et A = 2I(I + 1).
Elles forment donc un ensemble complet discret et sont orthogonales
par rapport a la fonction de poig$r) = sech?(ax) car nous avons :

@ @sedion)s = 225, (162
sec = .
IR A D
Le potentiel de Pd&schl-Teller a été utilisé en théorie des
collisions] ]. Il posséde des propriétés remarquables comme I'ab-

sence de réflexion pour certaines valeurs des paraniéireisy. Sion
posely = a?A(\ — 1), C'est-a-direA = 3 [1 +4/1+ %] , on peut
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montrer| ] que les coefficients d'intensité de transmission et de
réflexionIr et Ir sont donnés par

Iy = sin? [arctan (%)] ) Ip = cos’ [amaﬂ (%)]

aveck? = 2F . Nous voyons que sSi le paramefr@st un nombre entier,
I = 1 etlp = 0. Dans ce cas, I'énergie incidente est entierement
transmise et il y a absence de réflexion.

1.3.5 Formulation matricielle de I'équation de Schro-
dinger

Pour résoudre I'équation de Schrodinger dépendante du temps
(1.12), nous développons la fonction d'ond€, 75, ..., 7x; t) Sur
une base de fonctions Sturmiennes appropriées. Nous projetons en-
suite I'équation de Schrodinger sur cette base. Nous aboutissons finale-
ment a un systéeme d’équations différentielles ordinaires pour les coeffi-
cients dépendant du temps utilisés dans le développement de la fonction
d'ondeV (i, 75, ..., Tn; t) Sur la base.

En guise d'illustration, nous donnons une formulation matricielle de
I'équation de Schrddinger dépendante du temps dans le cas de I'atome
d’hydrogéne en présence d'un champ extérieur. La fonction d’onde
U(r, t) décrivant la dynamique de I'électron, en présence du champ
extérieur, obéit a I'équation de Schrddinger dépendante du temps

0 . .
za\ll(r, t) = H(7, t)V(F, t) (1.63)

dans le systeme d’unités atomiques,0désigne le vecteur position
de I'électron par rapport au noyau. Le hamiltonien total du systeme
H(7, t) est donné par

—_

1 - . .
H=—--V?— —+ A(t)-p dans lajauge vitesse. (1.64)

9 c

et
loy, 1 o0 .
H= —§VT - + E(t) -7 dans lajauge longueur. (1.65)

avecr = |r].
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Nous prendrons, pour les calculs ultérieurs en rapport avec I'atome
d’hydrogéne,

2

At) = Age™ ' sin(wt) 2. (1.66)

oll 7 est le vecteur unitaire le long de I'axe des z, ce qui signifie que la
lumiére se propage comme une impulsion Gaussienne polarisée linéai-
rement (le long de I'axe des z).

En vue de résoudre I'équation de Schrédinge®, nous dévelop-
pons la fonction d’'ond@ (*, ¢) sur une base de fonctions Sturmiennes
Coulombiennes :

Suf (1)

Z Z Z An/ 1 ’ —Yl'7m'<f). (167)

m’ U'=m/ n'=l'+1

Nous multiplions ensuite chacun des membres de I'équation obtenue

Sﬁc R . , , ,
par%m Y;*,.(7) et nous intégrons sur tout I'espace. Dans le cas d'une
polarisation linéaire, I'intéraction ne couple que des états de méme

nombre quantique m. Nous développdng”, ¢) sur une base compor-

tantles moments angulaires- m, m+1, ..., m+ L et N, fonctions
Sturmiennesn =1+ 1, ,1+ 2, , [ + N,. On arrive finalement a
un systeme d’équations dlfferentlelles ordinaires poutjes ,,,(t) que
I'on présente sous forme matricielle {099 ]:
d
i T SWw(t)=H((t)¥(t), (1.68)
ou :

— W est un vecteur qui contient les coefficients; ,,(t) ,

— S est la matrice de recouvrement,

— H est une matrice bloc-tridiagonale associée au Hamiltonien to-
tal. Les blocs diagonaux sont tridiagonaux et correspondent au
Hamiltonien atomique. Les autres blocs correspondent au Hamil-
tonien d’interaction.

Dans une base réelle, I'hermiticité du hamiltonien fait que la norme

(habituelle) de la solutiod (7, t) de I'équation 1.68), définie par

G t)H?:<\If<t)yxp(t)>:/dm*(f, £) (7, t):/dF]\If(F, 1.
(1.69)
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soit conservée dans le temps, et plus précisément égale a 1. En pratique,
le développementl(67) doit étre tronqué a cause des limitations impo-
sées par I'outil informatique. La fonctiow (7, ¢) est approximée par

une combinaison linéairg y (i, t) de N fonctions de carré sommable.
Nous écrivons :

Zi Z U, 1,m( SHC( )Tl ,m(7). (1.70)

m l=m n=[+1

Le nombre d’hamoniques sphériques est pris suffisamment grand pour
avoir la convergence dans I'espace angulaire. La norme (habituelle) de
la fonction d’onde est alors donnée par la relation

(Un ()| Tn(t)) = /dmf;v(f, RN

T‘

N
o ZZ Z Z a’n,l,m nzuan’ l m( )7 (171)

m l=m n=Il+1n'=l+1

avec
o), = / dr— [Stie ()] SEs (). (1.72)

0

Cette norme est conservée dans le temps dans une base réelle. Cepen-
dant, lors d’'un processus d’ionisation, certains fragments du systéeme
peuvent sortir de la zone couverte par la base finie. Dans ce cas, si la
base est réelle, un fragment du systéme qui atteint la frontiére de la zone
décrite par cette base avant la fin de I'interaction avec le champ extérieur
va étre réfléchi et revenir vers le noyau, de maniére a ce que la norme
(1.72 soit conservée. Mais les probabilitées d’'ionisation ne seront pas
correctes a cause de ces réflexions. Ces derniéres peuvent évidemment
étre évitées en augmentant la taille de la base. On peut aussi les évi-
ter en travaillant avec une base de fonctions Sturmiennes complexes ou
encore, ce qui revient au méme, en utilisant une dilatation complexe
des coordonnées radiales du hamiltonien. Lorsqu’une base complexe
est utilisée, la surface de la zone décrite par elle se comporte comme
une paroi absorbante. En fait, la norme de la fonction d’oddgl) sur

une base complexe n’est pas conservée dans le temps parce que le ha-
miltonien n’est plus hermitien ; elle représente, pour des temps longs, la
probabilité pour le systéme de rester intact §4].
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Il importe de signaler que quand on travaille avec une base com-
plexe, on doit faire appel a des méthodes d’accélération de la conver-
gence, entre autres les approximants de Paaé&],

] (voir annexe C) pour évaluer des sommes telles qué]X
Cette remarque est cruciale pour le calcul de la norme. Pour bien com-
prendre cela, rappelons que les fonctions Sturmiennes radiales sont dé-
finies par
Ke ( ) Nnc I+1 —nCrLZH—l (2,%0?”) ’

n,l

ou N, est un facteur de normalisation défini par :

Nfe, = \/%(2@)’“ { (n(%—l)'l)' 1 }

k. Verifie la relation

Ke = ke ,
oux € R etd est un paramétre réel. Comme nous l'avons men-
tionné précédemment, le remplacement du parameétre de dilatation
(réel positif) par le paramétre complexgdans la définition des fonc-
tions Sturmiennes Coulombiennes a des conséquences trés importantes.
Il permet a la base d’avoir un comportement asymptotique adéquat
pour les conditions aux frontiéres du probleme que I'on désire étudier.
Si, par exemple, on veut étudier la photoionisation de I'atome d’hy-
drogene, il faut prendre. = xe=* avecd € |0, Z[. Ainsi, le fac-
teur e~ "<" intervenant dans la formule des Sturmiennes posséde a la
fois le caractere d’'une voie fermée et celui d’'une voie ouverte pour
les ondes sortantes. Par contre, si I'on utilisa{réel positif), la base
Sturmienne aurait seulement le caractere d’une voie fermée. Elle dé-
crirait, par conséquent, le systeme dans une région limitée de I'espace.
La norme(W v (t)|Un(t)) sur la base complexé v (r) Yim(7)} est
une fonctlon non—analytique de puisqu’elle dépend a la fois de.
et k5. Ceci est dU au fait que, pour le probleme considéré (photoioni-
sation de I'atome d’hydrogéneY, (7, t) est composée d’'ondes en-
trantes qui ne peuvent pas étre correctement représentées sur une base
de fonctions ayant le caractére d’'ondes sortantes. En conséquence, la
somme sur n et’ intervenant dans le membre de droite de7({) di-
verge lorsqueV, croit, t étant fixé. Nous pouvons éviter cette diver-
gence en utilisant laommation de Pad& la place de la somme directe.
Pour ce faire, nous formons une suiteldesommes partielles obtenues
a partir du membre de droite dé.71) en faisant varier n et’ de 1 a
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M, avecl < M < N,. Nous utilisons alors l'algorithme epsilon de
Wynn [ ) \ ] (Voir annexe D) pour construire les ap-
proximants diagonaux de Padé associés a la suite des sommes partielles
obtenues. La méthode des approximants de Padé permet d’extrapoler
les résultats que I'on aurait avec une base infinie. C’est une technique
d’accélération de la convergence en ce sens qu’elle permet le prolonge-
ment analytique des fonctions.

A chaque instant, la valeur de la norme de la fonction d’onde to-
tale du systeme atome d’hydrogene + champ obtenue en utilisant les
approximants de Padé donne la probabilité de trouver I'électron a I'in-
térieur de la zone de I'espace représentée par la base. Cette valeur reste
égale a 1 jusqu’au temps ou I'électron quitte cette zone, appaides
critique t.. Ce temps est caractérisé par une diminution brusque de la
population a I'intérieur de la zone en question.

Toutes les remarques que nous venons de faire sur la norme sont
illustrées par la figure 1.3. Nous avons utilisé I'algorithme de Runge-
Kutta pour propager, dans le temps, la fonction d’onde tok&ié ¢) du
systeme atome d’hydrogéne + champ.

Intéressons-nous maintenant au calcul du spectre en énergie du pho-
toélectron. Pour calculer le spectre en énergie, nous propageons dans le
temps la fonction d’onde totale du systeme développée dans la base
Sturmienne. Apres cette propagation, la solutioir, ¢ = ;) est
projetée dans la base atomigqfieV s ; ,,)}. (7, t = tfina) dans
la base atomique nous donne les ampitudes de probahilité, =
(\IJEJ,m}\I/(tf)} pour les états représentés par la base. L'interprétation
donnée <\I/E7l,m]\lf(tf)>\2 est différente suivant que E est négatif ou
positif :

— PourE < 0, |<\DE7l7m\\I/(tf)>\2 est la probabilité pour le sys-

teme de se trouver dans I'état d’énergie E, de moment angulaire |
et de nombre quantique azimutal m.

— PourE > 0, si E; et E;;; sont deux énergies conseécutives,
{(Ug.,.1.m|¥ ()| représente la probabilité¢ pour le systéme
de se trouver dans un état du continuum de moment angulaire |,
de nombre quantique azimutal m et d’énergie comprise drjtre
et F; ;1. Dans ce cas, la probabilité pour I'électron d’avoir une
énergie comprise enti et £ + dE s’écrit :

AP(E) =3 [(We 1| W(t)|* dE. (1.73)
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FiG. 1.3 —Norme (en fonction du temps) de la fonction d’onde pour un
atome d’hydrogene se trouvant initialement dans I'état fondamental et
qui est exposé a une impulsion laser Gaussienne polarisée linéairement.
La fréquence du champ laser vaut v.a., son intensité maximurh x

10 W/em? et sa durée 5 périodes optiques.
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Notons gue si nous voulons avoir le spectre d’énergie de I'électron
pour une voie particuliére, nous devons le calculer a un certain moment
apres le passage du pulse mais avant le temps critique. En effet, aprés
le temps critique, du flux a déja quitté la région décrite par la base et il
n'est plus possible d’avoir une information bien détaillée sur I'’évolution
du systeme.

La figure 1.4 présente le spectre d’énergie du photoélectron. Le
champ laser a été choisi comme précédemment. Les valeursetie
f sont celles utilisées dans le calcul de la norme, mgis= 240.

Ce spectre ressemble en grande partie a celui que I'on obtient en tra-
vaillant avec une base Sturmienne réelle mais en preNant 800.

C’est seulement lorsque le continuum devient trés peu peuplé (partie
droite du spectre) que des différences apparaissent.

A partir de notre spectre, nous avons calculé la probabilité d’ionisa-
tion totale et trouve 0.634092.

1.4 La meéthode de dilatation complexe du
Hamiltonien

Cette méthode, aussi appeléaiéthode de coordonnées complexes
est utilisée intensivement en théorie de la diffusion pour le calcul des ré-
sonances en physique atomique et moléculairg{]. Les différents
types de résonance sont des états non—stationnaires (ou quasi—liés) pos-
sédant un temps de vie suffisament long pour pouvoir étre bien définies.
La plus simple et la plus naive description mathématique de tels états
s’obtient en supposant que ces résonances ressemblent a des états sta-
tionnaires dans le sens ou ils sont “localisés” dans I'espace (a t=0), et
que leur évolution dans le temps est donnée par :

—i1ERt

Ug(t) =exp ( ) Ur(0), (1.74)
qui est semblable a I'équation d’évolution habituelle des états station-
naires, sinon que I'énergiy est a présent complexe :

Ep = Eyes — %r — |Eg| e . (1.75)
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Gaussian pulse

fwhm =5 cycle

intensity = 5 10**14 Watt/cm**2
omega = 0.6 a.u.
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FIG. 1.4 —Spectre d’énergie de I'électron de I'atome d’hydrogéne se
trouvant initialement dans I'état fondamental et qui est exposé a une
méme impulsion laser que préecédemment.

E,..s etI’ sont réels ef” > 0. La présence du facteur—‘%P” conduit

a une décroissance exponentielle et permet donc la description d’états
pouvant se désintégrer. Cette description “naive”, si elle permet, a par-
tir du calcul a priori de I'énergid’y, la prédiction des énergies de for-
mation et des temps de vie de tels états, pose héanmoains le probléme
des énergies complexes a partir d’'un hamiltonien hermitien. L'introduc-
tion de coordonnées complexes en mécanique quantique non—relativiste
conduit directement a produire des opérateurs (non—hermitiens) ayant
des valeurs propres complexes et des fonctions propres, associées a ces
résonances, de carré sommaliteip?, ]. Cette méthode permet

en principe de calculer les énergies et les temps de vie de systemes pou-
vant se désintégrer. Une autre utilisation importante de la méthode de
dilatation complexe est celle faite dans le domaine des calculs en théo-
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rie de la diffusion ou de la propagation dans le temps de paquets d’onde

La dilatation complexe du Hamiltonien s’obtient en remplagant la
coordonnée réelle = || par une valeur complexe,

r—sre (1.76)

dans I'équation de Schrodinger

H(r)U(r) = EY(r). (1.77)

Notons que est un paramétre réel appalégle de rotationA la suite
de la transformationl(76), le Hamiltonien initial(r) devient :

Ho(r) = UO)H(r)U(0) (1.78)

qui est évidemment non—Hermitien. L'opératéli®), unitaire, est ap-
pelé l'opérateur de dilatationDans I'espace de configuration, en une
dimension, l'action de cet opérateur sur une fonction d’onde quel-

conque¥(r) est définie parfeis?, ]:
U0)u(r) = ez (re). (1.79)
En vertu duthéoreme d’Aguilar—-Balslev—Combgs , ],

le spectre d’énergie du Hamiltonien dileké () a les propriétés sui-
vantes (voir figure 1.4) :

1. Les pdles correspondant aux états lieg#jé-) sont indépendants
ded etidentiques a ceux d€() pourvu quef| < 7.

2. Les seuils d’ionisation aussi sont indépendanté, deujours avec
0] < Z.
— 2

3. Les coupures (états du continuum) qui commencent aux seuils
d’ionisation sont tournées vers le bas d’un angle ég4l a

4. Toutes les valeurs propres discretes}ér) sont de multiplicités
finies.

5. Les pbles résonants sont découverts par les coupures si I'angle de
rotationd est supérieur § Arg(Ex) ou

I )
Er=FE s — 25 = |ER|6_ZATQ(ER) (180)
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.
S(E) Seuils
O’(H(’I’))
Coupures
- ——0- = ——0- — — — -6~ — 3 ? 3 /
R(E)
& &
I—L Résonances cachées
Etats liés
Résonances découvertes
-0 —-—-——0-———-06 —— 4§ ——[-Q — — — - — — — — — — — — -~
R(E)
o (He(r))
i Coupures tournéM

FIG. 1.5 ——— Spectres dé&{(r) et Hy(r) dans le plan d’énergie (E).
Sous la transformation complexe— re?, les énergies des états liés
restent invariantes ; les coupures ( états du continuum) qui commencent
aux seuils de diffusion sont tournées d’un arfle les pbéles résonants
sont découverts par les coupures lorsQue (0 — 1 Arg(ER)) < 2.

est une énergie complexe de résonance. Les fonctions propres
Uy(7) = ¥ (7e) du Hamiltonien dilaté associées & ces poles
résonants sont de carré sommable, a condition que

0<(0—a)< g ;= %Arg(ER) >0 (1.81)

Pour nous en convaincre, considérons la fonction d’ofifle, en
une dimension, du hamiltonien non dilgté&r) associée a I'énergie
complexeE = E,., — i+ avecl’ > 0. Nous avons :
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ikr k= ’k‘efia _ ’k’ef%ATg(ER)_ (1.82)

Par suite,

i|k|r cos a e|k|r sin «

U(r) T exp (ir|k| cosa + r|k|sina) = e

(1.83)
Cette fonction diverge a l'infini. Aprés la dilatation complexe du Ha-
miltonien, ¥ (r) devient :

Uy(r) =W (Tem) T exp (ikreie) = exp (i’k’rei(%a))

= exp (i|k|r cos(0 — «)) exp (—|k|rsin(d — «)) (1.84)

Nous voyons que pour < (¢ — a) < 7, la fonction d’onde de ré-
sonance devient asymptotiquement convergente. Elle décrit, par consé-
qguent, un état qui se désintegre exponentiellement, avec un facteur os-
cillant. L'équation (.84 conduit & la conclusion que les paramétres de
résonance (la positiof, . et la largeur”) peuvent étre obtenus en uti-
lisant des fonctions d’onde des états liés, c’est—a—dire des fonctions de
carré sommable.

La méthode de dilatation complexe permet aussi I'obtention directe
de la continuation analytique de I'opérateur de Green. Voici un rappel
bref de la définition et des principales propriétés de ce deriierd{3].

Soit un systeme caractérisé par un Hamiltoriténindépendant du
temps. Les valeurs proprés; et les vecteurs proprds;) de H sont
définis par :

H|vi) = Ei|) (1.85)

Les E; forment un spectre discret et/ou continuopérateur de Green
(ourésolvante7(z)) associé &{ est défini pour: € C par :

G(z) = (1.86)
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On démontre( ] que si|u) estun état quelconque norme, I'élé-
ment de matrice dé&/(z) dans cet état,

Gu2) = e = (o] ) @)

est analytique dans tout le plan complexe des énergies privé de I'axe
réel sur lequel il présente des singularités.

Pour étudier les propriétés analytiques@g(z), il est commode
d’introduire les états propres dé, dont certains|i;), sont des états
propres discrets, de valeurs propigs et d’autres|q;), appartiennent
au spectre continu. La relation de fermeture sur les états proprds de
s’écrit :

S o {wal + [aE ] = 1 (1.89)

Il est souvent commode de faire apparaitre explicitement I'énergie E
comme nombre quantique repérant les états du spectre continu, auquel
il faut adjoindre d’autres nombres quantiques notése changement

de variablek — F, ~ fait apparaitre alors la densité d’états ddhs=

p(E, v)dEdy [ ] et (1.88 devient :

Sl + [ B o DE N WE, )| = L. (189

Lintroduction de (.89 entre_1 et|u) donne

-y sl [ fapatoip, 0 LT

(1.90)
Remarquons qué&',(z) contient toute I'information sur le systeme ca-
ractérisé par le Hamiltonief, puisqu’il contient toutes les valeurs
propres et les vecteurs propreside
Lorsquez tend vers la valeur propre discrete de H, le terme

‘<“'¢l de la sommeX.90 tend vers l'infini. Les valeurs propres dis-
cretes deH sont donc des poles podt, (z) (sauf si(uly;) = 0), ad-
mettant| (u|v;)|* pour résidus.

Supposons maintenant quetende vers une valeur propi€ du
spectre continu, qui n’est pas confondue avec une valeur propre dis-
crete. Deux situations sont possibles, suivant que la partie imaginaire
de z est positive ou négative (Fig. 1.6).
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Eq
FiG. 1.6 —Valeurs propres discretés’; , £, ---) et spectre continu
deH (partant deFy).

Pour le voir, il faut calculerlim,_ o, G,(£ % in). On trouve

[ l:
lim G, (E+in) =P (/dE%) FirfJE),  (1.91)

ou la fonctionf, est définie par

fulE) = /dv'pw', )l (B, )P (1.92)

et P désigne Igartie principale

Les limitesG,(F + in), lorsquen — 0., existent donc bien, mais
ne sont pas les mémes suivant guend verst par valeurs positives ou
négatives de la partie imaginaire (a condition ¢fyé~) soit non nul).

On dit que la fonctiorG,(z) présente uneoupurele long du spectre
continu. La différence-2ir f,(F) entre les valeurs d€',(E + in) et
G.(E — in) représente I'écart entre les deux lévres de la coupure. Le
point ou commence la coupurgy, s'appelle le point de branchement.

La fonctionG,(z) est analytigue dans le demi—plan supérieur. On
peut la prolonger analytiguement au—dela de la coupure dans le demi—
plan inférieur. La valeur prise par la fonction prolongée par continuité
est différente de la valeur prise au méme point par la détermination
initiale de la fonction, puisque la coupure introduit justement une dis-
continuité. On dit que~,(z) a été prolongée dans tkeuxieme feuillet
de Riemannle plan complexe initial constituant f[@emier feuillet de
Riemann

En résumé, I'opérateur de Green sur I'axe réel des énergies dépend
de la fagon dont on s’approche de cet axe (a partir du demi—plan infé-
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rieur ou supérieur). On définit, par conséquent, deux fonctions de Green
sur I'axe réel des énergies :

1
 E+in—H
oun est un nombre réel positif tres petit que I'on fait tendre vers zéro
a la fin des calculs. Comme nous 'avons déja signalé, toute propriété
physigue concernant le systeme peut étre estimée a partir de I'opéra-
teur de Green. En particulier, les énergies des résonances du systeme
sont données par les positions des podles complexes du prolongement
analytique deG*(E). Dans le cadre de la théorie de la diffusion, ces
poles complexes coincident avec les péles de la matrice S. On montre
[ } que I'opérateur de Green associé au Hamiltonien dilaté est relié
a l'opérateur de Green original par la relation

G*(E) (1.93)

J— 1 J—
=57 =

1

G<E) E —"Hy

U= (0)Go(E)U(0) = U~ (0)

U(o)

(1.94)
Notons que I'opérateur de Green du Hamiltonien dilaté ne présente au-
cune discontinuité sur I'axe réel. Il peut étre prolongé analytiquement
dans le demi—plan complexe inférieur jusqu’aux coupures tournées. En
d’autres termes, la dilatation complexe du Hamiltonien, en tournant les
coupures dans le plan complexe des énergies, conduit directement a la
continuation analytique de I'opérateur de Green, et par conséquent aux
résonances. Podr> 0 (respectivemertt < 0), 'opérateur de Green di-
laté est le prolongement analytique@é( E) (respectivement:—(E)).

En guise d'illustration de I'effet de la dilatation complexe du Hamil-
tonien sur le spectre de ce dernier, appliquons la méthode des coordon-
nées complexes au modéle atomique décrit dans la section 1.3.4. Pour
ce modele atomique, I'équation de Schrédinger indépendante du temps
est:

Ho(z)¢(x) = E(x) (1.95)
ou le Hamiltonien atomiquél, est donné par la relation
Hyw) = — 25 Upsech?(ax) (1.96)
o\x) = 2d.132 oSec axr .

et les fonctions propreg(x) par I'équation 1.52) :
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1 q2U 11 q2U 1
P(z)=Asech? (az)-2 F1 | 5+06+ Bti ot T2+1 148 u(e)

avec

—Qaxr

=25 ula) =

1 e
= (1 — tanh =
5 ( anh (ax)) e p—
et A une constante de normalisation.

Si nous développons la fonction d’ong¢z) sur une base de fonc-
tions Sturmiennes adéquates, les fonctipfigz) définies dans la sec-
tion 1.3.4, nous obtenons :

W(x) = Z arr(x Z S akPk (tanh (az))  (1.97)

ol nous avons prig: = 1. Ainsi, I’équation aux valeurs propre$.02
peut étre présentée sous une forme matricielle (annexe A) :

Hyy = ESy (1.98)

ou v est un vecteur qui contient les coefficients S la matrice de
recouvrement el la matrice du Hamiltonien atomique.

Le probléme aux valeurs propres généralisde8q est résolu en
utilisant les algorithmes se trouvant dans la librairie LAPACK. Les
énergies propres des états liés obtenues pour quelques valeurs des pa-
rametresy et U, du potentiel de Poschl-Teller sont contenues dans les
tableaux 1.1 et 1.2. Ces tableaux contiennent aussi les valeurs exactes
des énergies en question calculées analytiquement a I'aide de la relation
(1.55.

A la suite de la transformatiom — ze? (rotation complexe des
coordonnées), le Hamiltonien initial

1 d2 ,
Hy(z) = Yl Upsech® (o)

devient :
1 —210 d2

Hy g(x) = 53¢ g3 T Upsech?(aze™) (1.99)
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et I'équation de Schrodinget 05 se transforme en

Ho,o(x)ve(x) = Egthp() (1.100)
avec

. _ aq___ _
we(x):e%8¢($eze):AseChﬂ9(Oé$9)~2F1(%—‘rﬁg-‘r %4—%7%—5—69— %—&—%;1—&-59;11(369))

(1.101)
ou

1 e~ Te

g = xe” ; u(xg) = B (1 — tanh (azg)) = m;
—2F, —2F _,,

B2 = O _ 27 26 (1.102)

o? o?

et A une constante de normalisation

Nous voyons, a partir de I'équatio.09, que I'énergie cinétique
est multipliée par le facteur2 suite a la rotation complexe des coor-
données d’'un angle.

Pour résoudre I'équation de Schrddingér100, nous utilisons
I'approche directele la méthode de coordonnées complexes. Cette ap-
proche consiste en la diagonalisation du Hamiltonien ditatg(z) sur

-7.99999999998198 -8.00000000000000
-4.49999999999989 -4.50000000000000
-1.99999999927369 -2.00000000000000
-0.50000000000132 -0.50000000000000
0.13590244775768
0.31307449748590
0.56967701229864
0.91097063992022
1.33732866811694

TAB. 1.1 —Colonne de gauche : les 10 premiéeres énergies trouvées numéri-
gquement avec le nombre de sturmienngsurm = 200, Uy = 10, a = 1.
Colonne de droite : les énergies des états liées calculées analytiquement pour
les mémes valeurs d&, et o.
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-36.90705501815657
-30.98036505447205
-25.57207509078676
-20.68218512710081
-16.31069516341661
-12.45760519972961
-9.12291523604311
-6.30662527235863
-4.00873530866912
-2.22924534496373
-0.96815394706148
-0.22545894956269
0.04688044154186
0.16652582090834
0.39110693888963
0.71362290513084
1.14850980999395

-36.90705501815107
-30.98036505447024
-25.57207509078676
-20.68218512710023
-16.31069516341280
-12.45760519972997
-9.12291523603870
-6.30662527235905
-4.00873530866274
-2.22924534498739
-0.96815533964008
-0.22546423908019
0.03220200832103
0.10842739262227
0.25195912677297
0.45424021373043
0.72557159655012

-36.90705501815724
-30.98036505447170
-25.57207509078616
-20.68218512710063
-16.31069516341510
-12.45760519972956
-9.12291523604403
-6.30662527235850
-4.00873530867296
-2.22924534498743
-0.96815538130189
-0.22546541761636

TAB. 1.2 —Les deux premieres colonnes : les 17 premiéres énergies trouvées
numériquement avec le nombre de sturmienngsrm = 200 (premiére co-

lonne) etnsturm = 500 (deuxiéme colonne}/y = 40, « = 0.72. Colonne de

droite : les énergies des états liés calculées analytiguement pour les mémes va-
leurs del/y eta.. Nous voyons que si la dimension de la base est suffisamment
grande, les résultats numériques sont trés proches de ceux analytiques.
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un ensemble fini de fonctions réelles orthogonales appropriées, I'en-
semble{s;(x)} pour notre cas. Nous développons la fonction d’onde
complexeyy(r) = (re) de Hy¢(x) sur la base{t)}(x)} avec des
coefficients complexes :

N
Yo(z) =Y c;(0)y)(x) (1.103)
j=1
Utilisant leprincipe variationnel de Rayleigh—Ritz 3 ],
5 (Wo[Hoo|vs) -0, (1.104)
(o|1)
nous obtenons, pour les(#) :
N
E:(Mmkwy—Esw)@w)zo;j:1,2w.wzv; (1.105)
k=1
ou

Hoj1(0) = (05| Ho,glthy) = /0 ¥ () Hy(ze®)p(z)dz, (1.106)

Sy = W) = [ Vi@ wi@)dr G k=12, N 1107

Les H, ;,(f) sont les composantes de la matrice non—-Hermitienne
Hy(0) représentant le Hamiltonien dilaté, ,(z) dans la base réelle

{vj(@)}:

N

Ho(0) = ({0} Ho(re™) 1)) (1.108)

g, k=1
ou N désigne la dimension de la base. IS5 sont les composantes de
la matrice de recouvremest
Le systéeme d’équationd (L09 peut étre écrite sous forme matri-
cielle :

Hy(0) C(0) = EySC(0). (1.109)
avec
01(0)
Cle) — c2(0)
) = : (1.110)

CN.((Q)
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Les figures 1.7 a 1.10 représentent les spectré$,de) et Hy o(x)
pour quelques valeurs de U, et f, dans le plan complexe des éner-
gies, obtenues en résolvant les problemes aux valeurs prdp@&s€t
(1.110 a l'aide des routines de la librairie Lapack. Nous avons utilisé
la quadrature de Gauss-Legendre pour calculer les éléments de la ma-
trice associée au potentiel de Pdschl-Teller tourné. Nous voyons que les
énergies des états liés ne sont pas modifiées par une dilatation complexe
du Hamiltonien. La partie du spectre associée au continuum discrétisé
tourne d’un angle égal-a26, pourvu que I'on utilise une méme échelle
pour les parties rélles et imaginaires des énergies. Si on utilise deux
échelles différentes, on a I'impression que le continuum tourne d’un
angle différent de-26. Pour déterminer I'angle de rotation complexe
graphiguement, il faut nécessairement tenir compte du rapport des deux
échelles.

5 T T T T T T

x spectre de Ho(x)

spectre de H0 e(><)

or > > XoOOOBKXKX X X X X X X X x x = x x x —

—10} -

D(Es) (u.a)

a = 1.0
U0 = 10.0
6 = 0.39 rd
—-15 nsturm = 200 -
_20 — —
o5 L L L L L L
-10 -5 (o] 5 10 15 20 25

O(Ey) (u.a)

FIG. 1.7 —spectres dedy(z) et Hyg(x) poura = 1.0, Uy = 10.0
6 = 0.39 rad et le nombre de Sturmiennesturm = 200.
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5
x Spectre de Ho(x)
Spectre de Ho,e(X)
0* x x x HPOKX X X X X X X X x x x x x x x x 1
_5 = -
<
=)
—~ —10| R
w
= a =1.0
U, = 10.0
6 =0.39 rd
nsturm = 500
—15F ,
_20 - -
_o5 L L L L L L
-10 -5 (o] 5 10 15 20 25
EI(EG) (u.a)

FIG. 1.8 —Mé&me chose que précédemment, mais axgarm = 500.
Nous voyons que la densité d’états dans le continuum augmente quand
on augmente la dimension de la base.
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2 T T
x Spectre de Ho(x)
Spectre de H0 e(x)

oF x x x x x x XX X OXOORBROOIX X X X X X X X X >

—12 I I I I I
—40 —30 —-20 -10 o 10 20

O(Eg) (u-2)

FIG. 1.9 —spectres déi,(x) et Hyy(x) dans le cas ot = 0.72, Uy =
40.0, 8 = 0.225 rad etnsturm = 200.
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—10}

T T T
x Spectre de Ho(x)
Spectre de Ho,e(x)

> OIMIEEOOOOOOINR X X X X X X X X

a=0. 72
U0:40. (o]

6=0. 225 rd
nsturm = 500

-12
—40

L
-30 —-20 -10 [e] 10 20
m} (Ee) (u.a)

30

FIG. 1.10 -Méme chose que précédemment, mais axeerm = 500.
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Nous allons, pour le moment, montrer que les fonctiogs) don-
nées par I'expressiori (10]) sont solutions de I'équation de Schrddin-
ger (1.100. Nous représentons graphiqguement les fonctions

fa(x) = Ho o(z)tp(z) = —%e_m% — UosechQ(ozxew)} y()
(1.111)
et
fo(x) = Egthe(x) (1.112)

en fonctions de x pour quelques valeursodd/, E etf arbitrairement
choisies, et ce pour vérifier que ces deux fonctions sont identiques.
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T T T
~ 4 2

>  Re(f G(x)) T Re(f D)
Im(f G(x)) Im(f D(x))

£% / \

L X Lo

,/ ¥ % 3

i \ / \
i | | It
R f !
7 t B

T
I \
\ { X
ol |
)4 X

i

j \“\,
4 L\
I]E l\
i I |\
|

T
1l

FiG. 1.11 —Graphes des parties réelles et imaginairesfder) =
Lo L UosechQ(axew)] Vo(z) et fp(x) = Egthy(z) poura =
0.5, Uy = 3.0, E = 6.177 u.a etd = 0.2 rad. Nous avons utilisé I'ex-

pression {.107) pour la fonctionys(z) avec A=1.En haut : 3, est lié
a I'énergie E et 'angle de rotatighpar la relation3y = i,/2Z¢ . En

bas [, est lié a E et par la relation3y = —i, /%e‘i". Cette courbe a
éte tracée a l'aide de Maple 11.



du temps

Méthodes de résolution de I'équation de Schrodinger dépendante

46

Re(f D(x))
Im(f D(X))

o Re(f G(x)
Im(f G(x))

FIG. 1.12 —Méme chose que précédemment, a part que 1.0 et

Uy =1.0.
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LN

T 1
M 1 2
x
-1 4
-2
-3
-4

o  Re(f G(x)) — Re(f_ D(x))
Im(f G(x)) Im(f D(x))

FIG. 1.13 —Méme chose que pour la figure 1.11, mais akee- 0.87
u.aet) = 0.75 rad.
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1.5 Reésolution numérique de 'ESDT par une
methode explicite

Comme nous l'avons vu dans le paragraphe 1.3.5 pour le cas de
I'atome d’hydrogéne, I'utilisation de la méthode spectrale dans le trai-
tement de 'ESDT conduit, en général, a une équation matricielle de

type

i%S\IJ(t) — {Ho + () V} ¥ (1) (1.113)

ou V est la matrice associée a I'opérateur dipolaire (dildi®).et S

sont respectivement les matrices du Hamiltonien atomique (tourné) et
de recouvrement sur une base de fonctions Sturmiegif@sest une
fonction scalaire dépendante du temps :

g(t) = E(t) en jauge longueur
g(t) = —iA(t) enjauge vitesse

U(t) est I'état du systéme a l'instant t représenté sous la forme d’'un
vecteur. Nous avons omis l'indi¢epour simplifier les notations.

De maniére généraldl, et S sont respectivement des matrices
complexe et réelle symétriques. La matreest complexe symétrique
en jauge longueur et complexe antisymétrique en jauge vitesse. Lorsque
le parametre de rotation complekest nul,H, etV deviennent réelles.
CependantV reste symétrique en jauge longueur et antisymétrique en
jauge vitesse.

La résolution de 'ESDT dans une base des fonctions de carrés som-
mables pose des problémes a cause de la “raideur” du systeme d’équa-
tions différentielles obtenu a l'issue de la formulation matricielle de
cette équation. La notion de “raideur” qui est expliquée dans la section
1.5.2 nous force soit a propager la fonction d’onde dans la base ato-
mique, soit a utiliser une méthode implicite dans la base sturmienne.
Les méthodes implicites présentent un inconvénient dans la mesure ou
elles nécessitent la résolution de systemes d’équations algébriques de
grande dimension a chaque pas d’intégration sur le temps.

1.5.1 Changement de base

L'intérét du changement de base concerne la structure des matrices
de recouvrement et du Hamiltonien atomique. En effet, dans la base
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atomique, ces deux matrices sont diagonales, ce qui n’est pas en gé-
néral le cas dans la base Sturmienne. D’autre part, le changement de
base nécessite la diagonalisation de matrices qui peuvent étre de grande
dimension.

Nous passons de la base Sturmienne (indicée par s) a la base ato-
mique (indicée par a) de maniere simple. Nous diagonalisons en pre-
mier lieuS & I'aide d’une matricd’ (matrice orthogonale contenant les
vecteurs propres de la matrice de recouvrement) telle que

T'ST =s (1.114)

ou s est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les va-
leurs propres d8. En définissant une matrice telle que

1

T="Ts2, (1.115)
cette matricél' posséde la propriété suivante :
T'ST =1 (1.116)
Dans ces conditions, le systeme d’équatidn$13 devient :
z'ag\il(t) - {ﬁo + g<t)f/} ¥ (1) (1.117)
t

avec

Hy=T'H,, T ,V=T'V,T ,¥(t) = T ¥,
T W, (1) (1.118)

[N

=S

Puisqu'aprés cette transformation la matrit®, reste com-
plexe symétrique, on peut trouver une matrice orthogonBle
(P'P = PP! = 1) qui la diagonalise. Si est la matrice diagonale dont
les éléments diagonaux sont les valeurs proprddgen a :

P'H,P = h (1.119)
Finalement, I'équation1(117 devient :
0
=W, (1) = [Ho o + g()Va] Wa(t) (1.120)

avec
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Hy,=h= (Pt 53 Tt) H, . (T 53 P) , (1.121)

W, (1) = P (1) = (Pts% Tt) W, (1), (1.122)

vV, = <Pt 5% Tt) v, <T =% P) (1.123)

1.5.2 Caractére “raide” du probleme

La notion de “raideur” du systeme peut s’expliquer de la maniéere
Suivante.

Dans la base atomique, les différentes composantes énergétiques du
paquet d’onde oscillent essentiellement aux fréquences propres, c’est-a-
dire aux énergies propres du systeme. Lorsqu’on augmente la taille du
systeme, la diagonalisation du hamiltonien atomique génere des éner-
gies propres de plus en plus grandes. Ce sont précisément ces énergies
propres élevées qui contrdlent le pas d’intégration sur le temps. Ce pas
d’intégration devient petit dans la mesure ou il est proportionnel a I'in-
verse de ces énergies. En travaillant dans la base atomique, on s’attend
a ce que les états de tres hautes énergies ne jouent pas de réle significa-
tif. On peut donc les éliminer. Par ailleurs, on peut aussi travailler dans
la représentation d’interaction, ce qui revient a extraire I'évolution libre
du systéeme.

Dans la base sturmienne, chaque composante contient toutes les
énergies propres, forcant le pas d’intégration a devenir trés petit, d’ou
la “raideur” du systeme. Pour éviter ce probleme de “raideur”, on
peut utiliser une méthode implicite. Mais cela nécessite la résolution
de gros systemes d’équations algébriques a chaque pas d’intégration
sur le temps. Toutefois, une méthode explicite impliquant des pro-
duits matrice-vecteur et la résolution d’'un systéme d’équations non-
linéaires quadratiques a chaque pas d'intégration a été proposée par
Fatunlaf ].

1.5.3 Les méthodes de Runge-Kutta

Une méthode de Runge-Kutta a s étapes pour la propagation de la
solution d’une équation (matricielle) de type
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S (i) = (~)H()B() (1.124)

det, at, 1 estdonnée par{ue9]:

U(tni1) = ¥(tn) — ’ihibj H(t;) ®(t)) (1.125)
W(t)) =W(t,) —ih Y ajpHty) (), j=1,... s (1.126)
k=1

b; eta;, sont les coefficients définissant la methode de Runge—Kutta ; h
est le pas temporell/ (¢;) est le vecteur d’état au temps On distingue
trois classes de méthodes :
— Si dans 1.126 nous avonsa;, = 0 pourk > j; k =
1,2, ..., s;alors chaquel(t;) se calcule explicitement a par-
tir des W (¢;) évaluées précédemment et la méthode est appelée
méthode de Runge—Kutta expliciEeRK).
— Siaj, # 0 pourk > j, la méthode est implicite (IRK) et il
est nécessaire de résoudre a chaque pas un systeme linéaire de
dimensionNs pour les¥(t;), N étant la dimension de la base.
— Sia;j, = 0 pourk > j, la méthode est diagonalement implicite ou
semi—implicite (DIRK). Il faut résoudre a chaque pas s systéemes
linéaires de dimension N.

1.5.4 La méthode de Fatunla

La méthode de Fatunla, valable méme pour des systémes d’équa-
tions différentiellesaides a été proposée par Fatunieafus( en 1980.
C’est une méthode explicite d’ordre 4. Fatunla a testé sa méthode sur
des systémes différentietaides et/ou oscillant trés rapidement, mais
simples. Lefficacité de cette méthode pour des systemes différentiels
raidesplus complexes a été prouvée par Madrofiero et Piraux| [0
qui I'ont appliquée sur I'atome d’hydrogéne en interaction avec un
champ laser.

Notions fondamentales

Considérons le systéme d’équations différentielles
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Y1
/ Y2

y' =f(z,y) ,y=| . (1.127)
Ym

D’aprés la méthode de Fatunla, la solutipix) de (1.132 sur I'in-
tervalle(z,, x,.1 = =, + h) peut étre approximée par la fonction

Fz)=(—-e¢")a—(I—e¢™)b+c (1.128)

ou/ est la matrice identité); = diag (€21, 2, ..., Qim), i =1, 2,
eta, b, c des vecteurs constants de longueurDans I'hypothese ou
F(x) coincide avey(x) enz, etz, ., F'(z) avecf(z, y) enx,, et
F’(z) avecf'(z, y) en x,, la solutiony, ;1 = y(z,.1) de I'équa-
tion (1.127 enx,,; peut étre exprimée en termes ge = y(z,,) par

[ ]:

Vnil = Yo + RE, + SE | (1.129)
avecf, = f(z,, y.) , £ — % .. - R €tS sont des matrices diago-
nales données par

R=Md -0V [ S=04T (1.130)
ou les matrice® et V¥, diagonales, ont pour éléments diagonaux
® i (1.131)
i = se=1,2,...,m .
Qi (D + Qo)
et
po el (1.132)
i = ye=1,2,....m .
Qi (21 + Qo)

Dans le cas o}, ; = 0, I'application de la regle de I'Hospital a
I'équation (L.137) conduit a

_h
B QQ,’L’
et lorsque&,; = 0, I'application de la méme régle a.32 donne

D (1.133)

h
v, =— 1.134
= o (1.134)
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Les éléments diagonaux des matricesaldeur 2, et{2, ont pour
expressionsH ) ]:

1
= _ =D 2 .
Q=3 { D; + 4/ D: +4EZ] (1.135)

et

Qo=+ Dy, (1.136)

ou les composanteB; et E; des vecteursD et E sont données, en

termes des composantes des déri\fé@s k=0,1,2 3, def(x,y)
par :

foifud = T b

R b

2, ..., m (1.137)

Y

et

RS 2 )
Y g2

L’ erreur de troncaturgour la formule d’intégration1(.129 est don-
née par | ) ]:

L i=1,2,...,m (1.138)

h5 1 (4) 4 4
- = (1)
T = gro o |+ @) + (@) - abif

— (21 + LODEY]| + O(0) (1.139)

ou bien

Tp1 = Z, [f<4>+(Q3 Q30 + 007 — QHEY

(02— 04 + Qg)fg))] +O(R%) (1.140)

Les expresssiond (137 et (1.138 montrent queD; et E; peuvent
diverger lorsque les iemes composantes de deux dérivées successives

(f etf{") ous!) et fff) s'annulent. Supposons, par exemple, que
f(o) =0et |fm | = € ~ 0. Compte tenu des relations.{32 & (1.138,
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les parameétres de raidefd; ; et (2,; sont dans ce cas proportionnels
a % Leurs parties réelles sont donc trés grandes en valeur absolue, ce
qui conduit a des valeurs énormes pdyret/ouV;, a moins que h soit
suffisamment petit. En effet, 8(¢2, ;) est un nombre positif €norme,
I'équation (L.131) montre que I'amplitude dé; devient extrémement
grande, sauf si®(%1.9)" est de I'ordre dgQ, ; (Q; + ;) |. Mais alors,
M | (4 + Qo) | équivaut &

h =~ ! In [Q,;(Q Q 1.141

%(le Il| 1 (s + 22)‘ (1.141)

Donc, il faut queh soit suffisamment petit sit(€2, ;) est un nombre
positif trés grand. De la méme facon, on peut montrer, a partir de la re-
lation (1.132), que siR(2.,;) est un nombre négatif trés grand en valeur
absolue, il faut que

1
h~ o ) In Qs (1, 4+ Qa) | (1.142)

Le probleme de la divergence de la méthode de Fatunla due a la pré-
sence des parametres de raideur de tres grande magnitude a été traité par
Madrofiero et Piraux dan&/| ]. Au lieu d’ajuster le pas d’intégra-
tion h a partir des relationsl(14]) et (1.142 en prenant une tres petite
valeur pour ce pas, ils proposent de ne pas tenir compte de la contribu-
tion de I'itération concernée, c’est-a-dire annuler les composantes dia-
gonales des matrices R et S dans la formule d’intégrafick?@ qui se
réduit alors a

Yn+1 =Yn

puis de calculer de nouveau les parameétres de raideur apres une modifi-
cation légere de la valeur de h.

Nous allons appliquer la méthode de Fatunla au modéle atomique
susmentionné, en présence d’'un champ laser. L'équation de Schroédinger
dépendante du temps est :

i%llf(x, 1) = (Ho + Hy(t)) Uz, 1) (1.143)

dans les systeme d’unités atomique. Choisissons le champ éleofrique
tel que

E(t) = Eqycos (wt) &, (1.144)
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Alors le hamiltonien d’interactior{;(t) est donné, en jauge longueur
et dans le cadre de I'approximation dipolaire, par

H/(t) = Eyx cos (wt) (1.145)
La fonction d’onde totalé(z, t) peut étre développée sur une base de
fonctions Sturmienne{w;(x) = /5 b (tanh(ax))}
Uz, t) =Y wi(t)p() (1.146)
k

En vue d’obtenir les équations différentielles pour les amplitudes
wg(t) et présenter le systéme ainsi obtenu sous une forme matricielle,
nous multiplions I'équation de Schrodingér143 pari; (x) puis nous
intégrons de—oco a +oo. Nous obtenons finalement I'équation matri-
cielle suivante (annexe A) :

d
iSd—‘: = How + cos (wt)Vw (1.147)
ou S désigne la matrice de recouvremddt, la matrice du Hamiltonien
libre, V la partie indépendante du temps de la matrice du Hamiltonien

d’interaction :

+oo

Vi = Eo Up () (x)da (1.148)

et
w(t) = | wa(t) (1.149)

La multiplication a gauche des deux membresid&47) par—iS—!
conduit a I'équation matricielle

d 5 3
d_v;/ = How + cos (wt)Vw = f(t, w) (1.150)

avec
Hy=—iS"'H, ,V=—-iS"'V (1.151)

Par suite, nous avons :
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£ = f(t,, w,) = How,, + cos (wt,)Vw, (1.152)
n _ df© : 7) EO _ y
£l = P = (Ho + cos (wtn)V> £Y) — wsin (wt,)Vw,
t=tn
(1.153)
@ - 4 : 7) £ - 750
£1% = % = <H0 + cos (wtn)V> £ — 2wsin (wt,) VL)
t=tn
— w?cos (wt,) Vw, (1.154)
@ - 4 : 7) £ - e
£o = P = <H0 + cos (wtn)V> f<) — 3wsin (wt,) VL,
t=tn
— 3w? cos (wtp, ) VIO + w3 sin (wt,) Viw, (1.155)
@ - Y : 7) £® - e ()
N = g = (Hg + cos (wtn)V> £'°) — 4wsin (wt, ) VEZ £
t=tn
— 6w? cos (wit, )V + 4w’ sin (wt,, ) VED)
+ w cos (wt,) Vw, (1.156)

Notons que les vecteuf’ ,1=0, 1, 2, 3, 4, peuvent étre calculés
sans faire I'inversion de la matrice de recouvremenEn effet, nous
tirons, a partir de I'équatioril(147 les expressions suivantes :

iSF”) = Hyw,, + cos (wt,)Vw, (1.157)

iSEY = (Hy + cos (wt,)V) £ — wsin (wt,) Vw, (1.158)

ST = (Hy + cos (wt,)V) £V — 2w sin (wt, ) VE?
— w?cos (wt,)Vw, (1.159)
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ISP = (Hy + cos (wt,) V) £ — 3wsin (wt, ) VEY
— 3w? cos (wt, ) VEQ 4 w3sin (wt, ) Vw, (1.160)

iSTW = (Hy + cos (wt,)V) £ — dwsin (wt, ) VE?
— 6w? cos (wt, ) VEWD 4 4w? sin (wt, ) VE?
+ w? cos (wt, ) Vw, (1.161)

Le membre de droite du systeme d’équatiohd%7) (un vecteur)
peut étre calculé au début de chaque itération. Par conséquent, nous
obtenons le vecteui.” en résolvant le systemd..(57 a l'aide des
routines LAPACK. Nous injectons alors ce vecteur dans le membre de
droite du systeme d’équations.{58, puis nous calculons le vecteur
£(" en résolvant ce systéeme. Connais$aftet £\, nous pouvons cal-
culert!?, et ainsi de suite.

Dans la jauge vitesse, les systémes d’équations a résoudre pour avoir
les vecteurg'”, £, £ £ etf(!, nécessaires pour l'implémentation
de la méthode de Fatunla, sont :

iSfflO) = Hyw,, — sin (wt,)Vw, (1.162)

iSEY = (Hy — sin (wt,)V) £ — wcos (wt, ) Vw, (1.163)

iSE? = (Hy — sin (wt,) V) £ — 2w cos (wt,, ) VE?

+ w? sin (wt, ) Vw, (1.164)
iSE® = (Hy — sin (wt,) V) £2) — 3w cos (wt, ) VEY

+ 3w?sin (wt, )VE® + W cos (wt,)Vw, (1.165)

iSEW = (Hy — sin (wt,) V) £¥) — 4w cos (wt, ) VEP?

n n

+ 6w sin (wt, ) VED + 4w? cos (wt, ) VED)

n

— w*sin (wt, ) Vw, (1.166)
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Cette fois-ci, les éléments de la matriesont définis par I'équation

Egc. [T d
Vip = —~i . Vi (2) () de (1.167)

car siE(t) = Eycos (wt), nous avons

t
At) = —c/ E(r)dr = —ETOC sin (wt) (1.168)
0
ou c désigne la vitesse de la lumiere dans le vide.

Les figures 1.14 a 1.17 montrent la probabilité de trouver le sys-
teme dans son état fondamental au temps t pour diverses valeurs des
paramétres du champ, du potentiel de Pdschl-Teller et de la méthode
de Fatunla. Ces figures permettent de comparer la méthode de Fatunla
avec celles de Runge-Kutta car elles contiennent aussi les courbes de
P(t) = [(¥(t)|¥o)|* obtenues en propageant dans le temps la fonc-
tion d’'onde du systéeme a l'aide de I'algorithme de Runge-Kutta dans
la base Sturmienne et dans celle atomique en représentation d’interac-
tion. Comme nous nous y attendions, le temps de calcul est beaucoup
plus grand dans la base Sturmienne que dans celle atomique. La raison
est que travailler dans la base atomique conduit & une réduction de la
“raideur” du probleme.

Les figures 1.18 a 1.19 sont obtenues en utilisant le champ électrique
défini par

E(t) = Eof () sin (wt)é, (1.169)
avec
=% 0<t<2T
=41 ; 9T <t < 38T (1.170)

—57+20=— 420 ;38<t<40T

Notons que dans ce cas, les dérivées nécessaires pour I'implémenta-
tion de la méthode de Fatunla sont calculées en résolvant les systémes
d’équations suivantes :

iSEO) = (Hy + g(t,) V) w,, (1.171)
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FIG. 1.14 —Evolution de la population de I'état fondamental (d’énergie

Ey = —2.0 u.a) dans le cas particulier ou les parametres du potentiel
de Pdschl-Teller sority; = 3.0, « = 1.0. L'angle de rotation complexe

0 = 0 rd et la dimension de la basesturm = 100. Le champ élec-
trique, cosinusoidal, a pour intensité maximalg, = 5x 10 W/cm?

et pour fréquence angulaite= 0.5 u.a. La courbepl; représente les
résultats obtenus dans la base sturmienne en utilisant la méthode de Fa-
tunla pour propager la fonction d’'onde totale dans le temps. La courbe
pl, montre les résultats obtenus en utilisant la méthode de Runge-
Kutta décrite dansL[ ] pour propager, dans le temps, la fonction
d’'onde, en représentation d’interaction et dans la base atomique. La
courbepl,4 est obtenue en travaillant dans la base Sturmienne et en
utilisant la routinerk4 pour propager la fonction d’onde totale dans le
temps. Nous avons travaillé dans la jauge longueur. Nous voyons que les
trois méthodes conduisent aux mémes résultats. Seulement, le temps de
calcul n’est pas le méme. Il est de I'ordre de 100 fois plus grand pour
la courbepl, 4 que poumplg. La raison est que leideur du probléeme

est plus prononcée dans la base Sturmienne que dans la base atomique.
Nous avons trouvé que le temps de calcul est de I'ordre de 10 fois plus
petit pour la courbe1 f que pourpl,.s, ce qui montre que la méthode

de Fatunla est plus efficace que les méthodes de Runge-Kutta explicites
pour des systémeaides
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iSEWY = (Hy + g(t,) V) £9 + ¢ (t,) Vw, (1.172)

iSE? = (Hy + g(t,) V) £V + 24/ (£,) VIO + ¢" (¢, ) Vw, (1.173)

iStP = (Ho+ g(tn)V) £ + 3¢/ (t,) VE + 39" (t,) VEY
+ ¢®(t,) Vw, (1.174)
iSEY = (Hy + g(t,) V) £ +4¢/ (£, )VEP + 64" (t,,) VED
+4g9(t,) VED + ¢W(t,) Vw, (1.175)
avec
tsin (wt) 0<t<2T
g(t) =< sin(wt) ; 2T <t < 38T (1.176)

(=L +20) sin (wt) ; 38 <t <407

dans la jauge longueur et

sin (wt) — wt cos (wt)  ; 0<t<2T
g(t) =< cos(wt) ; 2T <t < 38T
wt cos (wt) — sin (wt) — 80w cos (wt) ; 38 <t < 40T
(1.177)

dans la jauge vitesse.
Les éléments de la matridé sont quant a eux définis par

e (ytlalyy) s 0<t<2T
Vie =19 Eo(¥/lzley) ; 2T <t < 38T (1.178)
Eo(tl |zl ; 38 <t < 40T
dans la jauge longueur et
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Lojpl|digply 5 0<t<2T
Vie=q —ill|Glvr) 5 20 <t < 38T (1.179)
SEojpl| d|ply o 38 <t < 40T

dans la jauge vitesse.

Vatiation of populations in the first two states with time (length gauge)
1 T T T

e
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FIG. 1.15 —méme chose que précédemment, a parpguki = I,,,, =

2.5 x 101 W/em? etw = 1.499999971 u.a (fréquence de résonance
entre les deux états liés du systeme, d’énerflies —1.999999971 u.a

et £y = —0.5 u.a). Nous avons aussi tracé la counp®, qui montre

la population dans I'état lié d’énergi€, calculée en procédant de la
méme fagon que pour la courlpd .. Nous voyons que la population
oscille entre les deux états liés du systéme (les oscillations de Rabi).
La période de Rabicalculée a partir de cette figure coincide avec celle
théorique que nous trouvons a partir de la relafiogn = 2=, ou la

Q
fréquence de Rabi2x est définie paflr = Ea:|(Eo|z|E1)|-
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FiG. 1.16 -Méme chose que précédemment, mais dans la jauge vitesse.
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FIG. 1.17 —Méme chose que pour la figure précédente, a part que
Lnaz = 2 X 10 W/em? etnsturm = 200 .
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FIG. 1.18 —En haut : Evolution des population des deux premiers états
liés (d’énergiedsy = —8.0 u.a et By = —4.5 u.a) lorsquel, = 10.0,

a = 1.0, 0 = 0 rd et la dimension de la basesturm = 200. Le
champ électrique, défini par les relatiods169 et (1.170, a pour in-
tensité maximald,,., = 7.5 x 10'® W/cm? et pour fréquence angu-
laire w = 3.5 u.a (fréquence de résonance entre I'état fondamental et
le deuxieme état lié). Nous avons travaillé dans la jauge vitgsse.
milieu : le potentiel vecteuien bas: I'enveloppe du champ électrique.
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FiG. 1.19 —-Méme chose que précédemment, a part que nous avons tra-
vaillé dans la jauge longueur et qlig = 3, a = 0.55, nsturm = 100,

Lnae = 1.5 x 10* etw = 1.05318306 (fréquence de résonance entre les
deux premiers états liés du systéeme, d’énergies- —2.39778346 u.a

et £; = —1.34460040 u.a). La courbe du milieu représente le champ
électrique.

1.6 La méthode de Floquet

La méthode de FloquePpt9?2, ) : ] est une tech-
nique non perturbative puissante pour I'étude du comportement d’'un
systéme atomique ou moléculaire en présence d’'un champ laser. Elle
peut, par exemple, étre utilisée pour calculer des taux d’ionisation mul-
tiphotonique pour des atomes ou moléculesipg ]. Mais cette
méthode n’est valable que pour des champs périodiques dans le temps
avec une enveloppe constante ou variant tres lentement. Dans cette sec-
tion, nous allons appliquer la méthode de Floquet au modele atomique
susmentionné pour étudier les états induits par laser [Light-induced
States (LIS)]. Cette étude a déja été faite par Yasuike T. et Someda K.



Méthodes de résolution de I'équation de Schrodinger dépendante
66 du temps

dans | ] et par Stroe M. et Boca M. dansiro0 en utilisant la
méthode CSFG[Complex-scaling Fourier-grid Hamiltonian Method).

La seule différence entre leur méthode et la nétre réside dans le choix
des fonctions de base pour les composantes harmoniques de la fonction
de Floquet. lls se sont servis dent@thode des grillealors que nous,

nous utilisons lanéthode spectralen décomposant chaque composante
harmonique sur une base de fonctions Sturmiennes appropriées. Nous
choisissons le potentiel vecteur comme darssp] et [ ]:

—

At) = % cos (wt) €, (1.180)

ou F représente 'amplitude du champ électriquea fréquence et c la
vitesse de la lumiére dans le vide. Nous nous plagons dans le cadre de
I'approximation dipolaire et nous travaillons dans la jauge vitesse. Le
Hamiltonien d’interaction est dans ces conditions donné par la relation

| F d
Hy(t) = —i <Z cos (wt)) P (1.181)

L'ESDT est:

d

za\ll(x, t) = (Ho+ Hy(t)) Y(z, t) (1.182)
avec

1 d? )
Ho(t) = —5@ — UQS@Ch (Oél’)

Comme le champ électrique est périodique dans le temps, nous pou-
vons appliquer lehéoréme de Floquedur ¥(z, ¢), la fonction d’onde
totale du systeme : les solutions de I'équation de SchrodirigéB?
peuvent étre écrites sous la forme

U(z, t) = e “'d(x, t) (1.183)
ou la fonction de Floquek(x, t) est périodique dans le temps eta méme
période que le champs :

Oz, t) = d <x t+ 2%) (1.184)

En insérant 1.182 dans I'équation de Schrddinget.{87, nous
obtenons :
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[Ho + Hy(t) — z%] O(x, t) =EP(x, t) (1.185)
Donc, ®(x, t) est fonction propre du Hamiltonien de Floquet
.d

Les éléments propres de Floqueb(z, t) et £, ont une structure
périodique. Plus précisément, iz, ¢) est une fonction propre de
I'opérateur de Floquet associée a la quasiénefgialors la fonction
U, (x, t) = e™'d(x, t), avecn € N, est aussi une fonction propre de
Floquet, associée a la quasiénerg§ie nw. Le spectre dé{r est donc
invariant par rapport a une translation/de.

La fonction®(z, t), périodique dans le temps, peut étre développée
en série de Fourier comme suit :

+oo
Oz, t) =Y e NDy(x) (1.187)
On peut séparer le Hamiltonien d’interactiéy (¢) en deux parties cor-
respondant a I'absorption ou I'émission d’'un photon :

d ) I —w Tw
HV(t) = —1 |:; COS (wt)} a — —Z% ( t +e t)
= Vie ™ 4V ™! (1.188)
avec
F d
=Vo=—ig—— 1.1
Ve=Vo=—i @ (1.189)

Substituons les équationk.{87) et (1.188 dans I'équationX.185,
puis multiplions & gauche le résultat trouvé gae'"* et intégrons par
rapport a t sur une période. Alors, nous obtenons :

(E+ Nw— Hy) @y = Viby_ + V.dyys (1.190)

ou hien

(H()—Nw) (I)N+V+(I)N_1+V_(I)N+1 :gq)N (1191)
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Les composantes harmoniqués, (x) sont développées sur une
base discréte finie de fonctions Sturmiennes associées au modele ato-
mique considéré :

kmax kmax
@N(ZE) = Z CN]C@D%(I) = Z CNk ﬁpkl (tanh (ax))
k=1 k=1

(1.192)

Les quasiénergie§ sont les valeurs propres du systéeme d’équa-
tions linéaires homogenes en les coefficigritg obtenues en projetant
I'équation (L.190 sur les fonctions de la base. On multiplie (a gauche)
cette équation pap; (x) et on intégre de-oo a +oo. Désignant paC
le vecteur colonne formé par les coefficients,, parS la matrice de
recouvrement des fonctions de la base, etipda matrice de Floquet,
nous obtenons I'équation matricielle suivante :

HC = ESC (1.193)

Le vecteurC, et par conséquent les matricEset S, sont partition-
nés en blocs. Chaque bloc correspond a une composante harmonique
donnée. La structure en blocs de la matrice de Floglest illustrée
sur la figure 1.20. Les blocs diagonat”’) sont des matrices carrées
représentant 'opératetit™) = H,(x)— NwlI, oul désigne I'opérateur
identité etV € Z :

HWN = H, — NwS (1.194)

Notons que I'opérateut{!"Y) ne couple que les états de méme N,
tandis que les opérateurs couplent les états tels queN = F1. Ceci
découle de I'équationl(197). Donc, les regles de sélection pour N sont
AN =0, +1.
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N-2 N-1 N N+1 N+2 N+3
HN2T V_ N-2
vV, |HW™ YV N-1
vV, |HW™M |V_ N
vV, |HWNY vV N+1

V, | HY2 Vo | N+2

V, | HWV+3) N+3

FIG. 1.20 —Schéma de la structure en blocs du Hamiltonien de Floquet

Pour déterminer les positions et les largeurs des résonances, nous
appliquons la méthode de rotation complexe des coordonnées a notre
systeme. Ainsi, I'équation matricielld (193 devient :

H,yC = ESC (1.195)

ou H, représente la matrice de Floquet tournée d'un armgl&es
blocs diagonau%éN ) sont des matrices carrées représentant 'opérateur
HéN) = Hy,o(x) — Nwl, ou Hy ¢(x) designe le Hamiltonien atomique
tourné. Ses blocs non diagonaux sont reliés a ceux de la matnze

les relations

Vipg=e"V, (1.196)

et

V_og=eV_ (1.197)
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N-2 N-1 N N+1 N+2 N+3

HY Vo N-2

Vie | HY M Vo, N-1
Vig |HY |V, N

Vg | HYM v, N+1

Voo | HPI Vo, | N+2

Vi | HVPI N3

FIG. 1.21 —Schéma de la structure en blocs du Hamiltonien de Floquet
tourné

Nous résolvons le probleme aux valeurs propie$d9 a I'aide des
routines LAPACK. Les figures 1.22 a 1.24 montrent les spectrés ee
H,y pour quelques valeurs des parametres du potentiel de Pdschl-Teller,
de I'angle de rotation complext de la dimension de la basgturm,
de la fréquencew) et de I'amplitude £) du champ électrique. Nous
constatons que le spectre Hg est invariant par rapport a une transla-
tion dekw , k € 7Z et que les différentes coupures tournent vers le bas
d’'un angle égal &6.
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FIG. 1.22 —En haut : Spectre du Hamiltonien de Floguet non tourné.
En bas: Spectre du Hamiltonien de Floquet tournédde- 0.1 rad.

Uy = 1.0, « = 1.0, nsturm = 750, ag = W—FQ = 0.1 etny, (le nombre
de photons) varie de -10 a 10 (21 blocs de Floquet).

La figure 1.25 montre les trajectoires des pdles résonants dans le
plan complexe des énergies poutr= 0.55 u.a. Nous constatons que la
branchecI)é_") (courbe a droite) prend origine €ty (énergie de I'état
lié original). Quand a la branch@é"“ (courbe a gauche), elle n'ap-
parait dans le secteur de résonance que pour des valeugs zelew—F2
supérieures ou égales a 0.4. Elle est située en dehors de ce secteur pour
0 < ap < 0.4. 1l sagit donc d’un état induit par laser. Un tel état se
caractérise par un pic intense dans le spectre du photoélectron.

Notons que pour calculer les positions et les largeurs de ces résonances,
nous diagonalisons plusieurs fois la matrice de Floquet tournée en uti-
lisant des valeurs équidistantes pour le paramétre de rotation complexe
0. Les valeurs propres obtenues ne sont en général pas indépendantes
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FIG. 1.23 —En haut : Spectre du Hamiltonien de Floquet non tourné.
En bas: Spectre du Hamiltonien de Floquet tourné d’'un angjle-
3 rad. Les parametre§, eta du potentiel de Poschl-Teller valent 1.0
et 0.1 respectivement,sturm = 650, w = 0.55 u.a etn,, varie de -9

a 9 (19 blocs de Floquet).
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FIG. 1.24 —En haut : Spectre du Hamiltonien de Floquet non tourné.
En bas: Spectre du Hamiltonien de Floquet tourné d'un angjle-
0.275 rad. Les paramétre§, et du potentiel de Péschl-Teller valent
1.75 et 0.25 respectivementsturm = 650, w = 0.45 u.a etny, varie

de -9 4 9 (19 blocs de Floquet).

de 6. Elles se déplacent dans le plan complexe des énergies. Les va-
leurs propres complexes qui ne dépendent pas de d’angle de rotation
complexe correspondent aux énergies des états résonants. En pratique,
ces énergies dépendent @igarce que la base sur laquelle nous dé-
veloppons la fonction d’'onde doit étre tronquée. D’ou la nécessité de
diagonaliser le Hamiltonien de Floquet tourné pour plusieurs valeurs de
I'angle 6. Pour une valeur de I'amplitude du champ donnée, I'énergie
de résonancé’,., est celle associée a la valeur optimale du parametre

de rotation complexé,,, définie par la conditiofZze ~ 0.
9:90pt
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FIG. 1.25 —Trajectoires des pbles dans le plan complexe des énergies
pourw = 0.55 u.a. Les lignes verticales en magenta représentent les
coupures prenant origine aux seuils des voies de Fldfueet T; si-

tués ent = —w et E = 0 respectivement. Les nombres indiqués devant
certains points représentent les valeurs du paramgtre W—FQ Notons

que pour les valeurs de, que nous avons considérées, nos résultats
concordent avec ceux trouvés dansi§0] : I'état résonantCI)(()_")
(courbe a droite ) prend origine dny = —0.5 u.a (énergie de I'état

lié original), tandis que I'état résona@é”ﬂ (courbe a gauche) appa-
rait dans le secteur de résonance a partingle= 0.4 et se trouve en
dehors de ce secteur lorsqoe< a < 0.4. <I>(()"+) est donc un état
induit par laser.



Chapitre 2

Couplage d’un état lieé a un
continuum : Le modele de
Friedrichs-Fano tourné

2.1 Introduction

De nombreux processus d’interaction entre atomes et photons
peuvent étre analysés en termes de niveau discret couplé a un conti-
nuum. Une compréhension satisfaisante de ces processus ne peut étre
obtenue que si 'on malitrise les caractéristiques essentielles des nou-
veaux états propres résultant du couplage entre I'état discret et le conti-
nuum.

Dans ce chapitre, nous analysons le probleme d’un état lié couplé a
un continuum en vue de calculer les résonances dans le cadre du modéle
de Friedrichs-Fand } | ! ] tourné. Nous com-
mencgons (section 2.2) par décrire ce modéle et les hypothése simplifica-
trices qui consistent a prendre un seul état lié et un continuum résultant
d’un probleme unidimensionnel. La section 2.3 donne quelques indica-
tions sur la facon dont les résonances du modéle en question peuvent
étre calculées. Nous montrons que les énergies complexes des réso-
nances peuvent étre trouvées en résolvant une équation intégrale faisant
intervenir les éléments de la matrice de couplage entre I'état lié et le
continuum tournés. Pour rendre le calcul des résonances facile, nous
réduisons cette équation intégrale a une équation algébrique en expri-
mant analytiquement I'intégrale définie quiy intervient. Les résonances
a énergie réelle négative, qui correspondent a de nouveaux états liés
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ayant un temps de vie infini, sont calculées de la méme facon que pré-
cédemment en faisant tendre I'angle de rotation complexe vers 0. Les
pbles associés a toutes ces résonances se déplacent dans le plan com-
plexe des énergies si on change l'intensité du champ extérieur, ce qui
revient a modifier le paramétre de couplage dans notre cas. La section
2.4 concerne le calcul des états propres du nouveau continuum. Dans
la section 2.5, nous appliquons les résultats des sections précédentes au
potentiel de Pdschl-Teller. Nous montrons que non seulement le modéle
de Friedrichs-Fano tourné permet de calculer les résonances de maniére
simple, mais aussi de trouver les valeurs des parties principales de Cau-
chy qui interviennent dans le calcul de Fanai6] en rapport avec le
couplage d’'un état lié a un continuum quand il n'y a pas de rotation
complexe.

2.2 Le modele de Friedrichs-Fano tourné

Le modele de Friedrichs-Fano est un des modéles les plus simples
pour décrire un processus de déséntégration. Il consiste en un état dis-
cret couplé a un continuum d’états. L'une des hypothése simplifica-
trices du modéle de Friedrichs-Fano est que I'on supprime le couplage
continuum-continuum. Nous simplifions davantage ce modele en pre-
nant un état lié discret et un continuum d’états résultant d’un probleme
unidimensionnel. Nous supposons que le hamiltonien total du systeme
peut étre écrit sous la forme

H = Hy(z) +eV (2.1)

ou e représente le paramétre de couplage. Nous définissons le hamilto-
nien non perturbéf, par

1 d?

Hy(w) = =5 — + Vol(a) (2.2)
Le potentiell(x) peut étre défini de maniere a ce glig(x) admette
un seul état lié. Mais le hamiltonien non perturbé possede en général
plusieurs états liés. Dans ce cas, le modeéle de Friedrichs-Fano s’obtient
en extrayant de tous les états liésig ) un seul que nous habillons
avec un photon d’énergie suffisante pour le diluer dans le continuum,
puis en supprimant le couplage continuum-continuum. Nous supposons,

dans tous les cas, qué,(x) posséde un spectre continu constitué de
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valeurs propres positivels, et que les fonctions propres du continuum
sont orthogonales :

HolYg,) = Eoltm,) 5 Eo > 0et(p,|vg) =0(E— Ey),  (2.3)

et un seul état li¢p,) dilué dans le continuum :

Hy|po) = hwolwo) , hwo > 0 (2.4)
avec

hwy = Ey + hw | (2.5)
E, étant I'énergie de I'état lié choisi. Nous supposons en outre que

{(polpo) =1, (woltm,) = 0. (2.6)

Dans ces conditions, le hamiltonigi, peut étre écrit sous la forme
Suivante :

“+oo

Hoy = o) {ipo] + / 0By Bols) (0m|. (27)

Pour avoir I'expression du hamiltonien total H, nous devons tenir
compte de la perturbatiari :

—+00

H = 7714)0’(,00><§00’+/0 dEOEO‘wE0><wE0’

ve | B [o(Eo)thm) (ol + v(Bo)leo) (] (2.8)

ou

—+o00

v(Eo) = (ol V]dm) = / dagh(o)V (@)ey(x)  (2.9)

Si nous introduisons la rotation complexe des coordonnées
(r — xexp (i0)) dans I'équation Z.8), nous obtenons lenodele de
Friedrichs-Fano tourng ]. Le Hamiltonien totalH devient Hy
avec

Hy=U@)HU Y (0) = UO)HoU () +cUOVU ) (2.10)
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ou U(0) représente Bpérateur de dilatation complex€omme nous

I'avons vu dans le premier chapitre, I'action de cet opérateur sur les

fonctions d’ondep,(x) ety g, (z) des étatsp,) et |y g, ) est définie par :

U(0)po(x) = og(e) = ez (ze) (2.12)
U(O)m, () = ¥y, (2) = 200, (ze) (2.12)

avec
Eog = Eye . (2.13)

Nous avons aussi

U(0)Ho(x)U(0) = Hop(x) = —% e_mdd—; + Vb (xew) (2.14)
et
U@V (z)U(0) = Vp(x) =V (we) (2.15)

Compte tenu des relation8.(1) a (2.13), nous avons} ]:

—+o0
Hy = Funlgosh(go ol + 2 / Ay Eoltpm, o) (e, |
0
—+o00
w2 [ dBa[o-o(Boco)l, v
0

+ 0(Eoo)lpos) (U, | (2.16)

avec

ve(Eop) = (wo-0|Vol¥r,,)

+00
= /_ Azl _g(2)V (z€”) g, (z).  (2.17)

o0
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2.3 Calcul des résonances

En I'absence de la dilatation complexe, le spectre du hamiltonien
total H est en général continu. Nous supposons que

H|\I’H> = EH|‘I’H> ) <‘I’/H|‘I’H> = 5<EH - E?{) (2.18)

La dilatation complexe du Hamiltonien H conduit a la découverte
des résonances par les coupures (états du continuum) si le parametre de
rotation complexe est bien choisi. Les fonctions d’onde associées a
ces résonances deviennent des fonctions de carré sommablé&Soit
une énergie de résonance dans le spectre du Hamiltonien té{ytné
Nous avons :

Hy|Vy,) = En,|Vn,) (2.19)

et

(U y|Vr,)| < oo

Nous développons I'état propf& ;,) associe a cette résonance sur
la base formée par les états proprediig :

+oo

W1} = a(8)|pog) + / B b(Eoo),) . (2.20)

0

En insérant 2.20 dans les membres de gauche et de droite de
I'équation @.19, nous obtenons :

—+00

a(0)Holpos) + / A b(Eog) Hylibs, ) = Exya(6)|00)
0

+o0o
+ Ep, / dEyb(Eoe)|VE,,) - (2.21)
0

Nous faisons agify'g; , | €t {po | sur I'équation précédente et nous
obtenons

ea(0)v*y(Ey _g) + Eggb(Epg) = Em, b(Ej ) (2.22)

et
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—+00
hwoa<9) + 8/ dEo b(Eoyg)Ug(ong) = EHg (223)

0
respectivement. A partir de I'équatioB.22), nous avons

a(0)vy(Eh )

b(Ep) =¢ (2.24)
’ EHe - E(/),G
L'équation .23 donne :
“+o00
(B, — huwo)a(f) = 5/ dEo b(Eoe)ve(Eoy) - (2.25)
0
La substitution de4.24) dans .25 conduit a:
“+o00 * E _ E
(Ep, — hwo)a(f) = £%a(6) / dEOU—G( 0.-0) vo(Eoo) ., (2.26)
0 EH0 - EO,@
ou bien
+oo
we(Eo 9)
By, = hw +52/ dE, = 2.27
Hp 0 ; OEHQ ~ Ey 2 ( )
avec
wp(Eog) = v7g(Eo,—g) vo(Eoy) - (2.28)

Les énergies de résonance sont solutions de I'équatiai)
Intéressons-nous maintenant aux fonctions propres des résonances.
L'insertion de @.24) dans £.20) donne :

+00 v* (E _ )
—_o\L¥0,—-6
930 = a(6) [lu) + = [ aBa A0

[Vm,) | - (2.29)

0

Nous choisissons la constante de normalisatioh telle que

(Wrr_, [ Wh,) = 1. (2.30)

Mais alors,
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i) = (0@ 142 [ Cam By
—01 = Hy 0 E Ee—?ze 0,6
w0ty (Bhy)

/ 79

| amgt _219|wE09>], 231)

ou bien

+o00
TNy > ve(Eo.)
(g, Wly,) = a*( 9)@(0)[1+5/0 ABop =2

+oodE/ v (E(/) 0) 2.32
. OEH9 E/ _219<wE0 ewa69> ) ( . )

Oou encore

(Wi [Wy,) = a*(=0)a(0)[1+

20 up(Eo o) (B
e / a2 E0)V (o 02)6(E0—E6)](2.33)
0 (EHe - EO 6_210>

— a*(—0)a(h) [1 +

+00
% / dE, wo(Eoo) : 25(E0—E())} (2.34)
0 (EHG _ EO 6—219)

D’ou
1

9 [too wg (Eo,g) '
14 €2 [[dE, Y P

a*(—0)a(0) = (2.35)

La phase du coefficient peut étre choisie de fagon qué—6) =
a* (), auquel cas nous obtenons
1

9 [too wg(Eo,6) '
1 + € 0 dEO—(EHGon 6_2“9)2

(2.36)

a(f)? =

Pour un nouvel état lié, la fonction d’'onde est normalisée de telle
sorte que

af? = ! | (2.37)

2 +°° [v(Eo)[?
1+e¢ dEy o OEO)
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Son expression s’obtient a partir de la relati@r2@) en faisant tendré
vers zero :

+o0 *
Wy, ) =a(0") {\g;o) +5/0 dEOE§<—%]>EOWEO> . (2.38)

2.4 Fonctions propres du nouveau conti-
nuum

Le spectre du nouveau continuum tourné est tel que :

Hy|Vp,) = Ey|Vg,) = Be | Ug,) (2.39)

Nous imposons que les états propres,) de H, vérifient la condi-
tion de normalisation

(Up ,|Vg,) =0(FE— E) (2.40)
et nous développons ces états sur la base des états proggs de

—+00

Vg, = A(E,0)|pos) +/ dEy B(Ey, E, 0)|VE,,) - (2.41)
0
Fanof ] a calculé les coefficients A et B dans le cas particulier
oud = 0, c’est-a-dire en I'absence de rotation complexe. Notons que
dans ce cas I'’équation précédente se réduit a

+o0

W) = A(E)|go) + / AEy B(Ey, E)|tos,) - (2.42)

et la condition de normalisatio2 40 devient
(U |Vg) =6(E—FE). (2.43)

En utilisant nos notations, nous pouvons présenter les résultats de
Fano comme suit :

B(Ey, E) = cA(E)Vg, | P +2(E)S(E— Ey)|  (2.44)

E— E,
avec
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Ve, = (Vi |Vl]gm,) = v*(Eo) (2.45)

et

B oo =P I AB o (2.46)
SQ‘VEP ' '

2(E) =

L'équation @.44 montre queA(F) joue le role de coefficient de
normalisation. Il vérifie la relationfant]

1
e2|Vi|2[m2 + 22(E)]

[A(E)]? = (2.47)
Compte tenu de la condition de normalisati@() lorsque le pa-
rametre de dilatation complexeest différent de zéro, nous obtenons, a

partir des relations 44 et (2.46) les expressions :

€—2i9
E - Ey

4 2(Be™20)§(E — EO)] (2.48)

B(Ey, E,0) = cA(E,0)0"4(Eo_o) [73

et

e2v* 4 (Eo,—g)ve(Eo,0)

Ee 20 — hwy — P [/ dE,

S(Fe—2i0) — (E—Eg)e—2"
( ) 2% y(E—g)vo(Ep)
—92 400 e2wq(Eo,9)
_E@ 29_th—7Df0 dEO(E,gé—)eo—G%G (2 49)
a 62w9<E9> ) '
La constante de normalisatiot( £, 0) vérifie I'équation
A (E,—-0)A(E,0) = !
) ’ - ggvta(E_e),l}e(Ee) [64i7r + Z2(E6—2i9)}
1
= — . (2.50)

e2wy(Ey) [e‘”’r + ZQ(Ee—Mﬂ
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2.5 Application au potentiel de Poschl-Teller
habillé

Dans cette section, nous appliguons les résultats des sections précé-
dentes au cas oij(x) est donné par le potentiel de Pdschl-Teller,

Vo(r) = —Upsech?®(ax) , (2.51)
et le couplage V' () par la relation

eV(z) = —cex. (2.52)

Nous choisissons la valeur 1 pour les paramétres du potentiel de
Pdschl-Teller Uy = o = 1) et nous travaillons dans le systeme d’unités
atomique {n. = 1 eth = 1). Dans ces conditions, le Hamiltonien non
perturbé

Hy(z) = 3~ — sech(o) 253)
olx) = dez Sec Xz .
posseéde un seul état lié d'énerdig = —0.5u.a. La fonction propre
normalisée associée a cet état est donnée par
2
op(z) = %—sech(x) : (2.54)

Elle est paire. Les fonctions propres du continuum peuvent étre écrites
sous la forme

Vg, (z) = ne(Ey) sech® ()2 F1 (24 Bo, =1+ Fo; 1+ Go; u(x)) ,

(2.55)
avec
ua) = = (;}){T;{? == % (1 — tanh (z)) (2.56)
et
ﬁo == :Ei\/ 2E0 == :i:ZkO ; EO > O (257)

cn(FEy) est une constante de normalisation. Les équati@risS)( et
(2.57 montrent que pour chaque valeur propre positiveltér), il
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existe deux fonctions propres, I'une associég,a= ik, et 'autre a
By = —iky. Dans la suite, les deux solutions seront notggs () et

wEo— (l’) :

Vg, (x) = sech™ () o F) (2 + iko, —1 +iko; 1+ iko; u()) ,
(2.58)

Vg, (z) =sech () o Fy (2 — ik, —1 —iko; 1 — iko; u(x)) .
(2.59)
Notons que

1/JE0+ (fL‘) = 77DE0— (Zlf) . (260)

Nous montrons, dans I'annexe 3, que les fonctions propres du conti-
nuum, normalisées de facon que

(VEos|[VEe) = 0(ko — ko) (2.61)
et

(VEos |VEer) = 0(ko + ky) =0 (carky > 0, ky > 0) (2.62)

peuvent, dans notre cas, étre écrites comme suit :

_ 1 n s ikox

Vg, (z) = —27r(1 ) (tanh (x) — ko) €%, (2.63)
= ; anh (z iko) e o®

Vi, (T) = Ty (tanh (z) + ko) : (2.64)

Pour avoir le modéle de Friedrichs-Fano, nous fournissons assez
d’énergiefw a I'état lié |p,) de maniére a ce que celui-ci se dilue
dans le continuum. De plus, comme la fonction d’onde de I'état lié est
paire et le couplage impair, nous devons, pour chaque énergie propre
Ey > 0 du continuum de7,(x), construire une fonction propre impaire
Y, () & partir d’'une combinaison linéaire des deux solutigpg,_ ()
et ¢¥g, (x) définies par les équation8.63 et (2.64). Ce travail fait
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I'objet de la section 2.4.1. Le modéle de Friedrichs-Fano consiste donc,
dans notre cas, a un état discret pai) couplé a un continuum d’états

a fonctions d’ondes impaires par un couplage impair. L'état lié discret
dilué dans le continuury,) vérifie I'équation

Hy|po) = hwolpo) (2.65)

avec

hwozEb+hw:—O.5u.a+hw, hw0>0. (266)

Les états propres du continuqm{%> sont tels que

Holwh )=Bo|vh ) . (twh, \wgé>=6(EOfEe>  ¥h (~o)=—vk (@), Eo>0.  (2.67)
Les étatgyo) et |y, ) vérifient la relation

(po|t,) = 0. (2.68)

Nous les utilisons pour calculer les éléments de la matrié®) dans

la section 2.5.2. Ces éléments sont indispensables pour la détermination
des résonances (section 2.5.3) et pour le calcul des fonctions propres du
continuum du Hamiltonien total

H(x) = Ho(z) + eV () = —=—— —sech®(z) — ex. (2.69)

2.5.1 Les fonctions propres impaires du continuum

Nous posons

’QDJIEO(x) = C+ ¢E0+ ($> + C_ 1/JE0_ ([E) , EO >0 (270)
et nous imposons la condition

C, et C_ sont des constantes a déterminer. La substitutior2 de)(
dans 2.71) conduit a

CiYpy, (—2)+C_vp,_(—x) = =Cy g, (v)—C_vpg,_(x). (2.72)
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Par suite,
Cy VB, (2) + Y5, (—2)
— = — : 2.73
G o R &
En combinant2.63), (2.64) et (2.73, nous obtenons
Cy  (tanh (2) +iko) e7™" + (= tanh (z) 4 iko) e™*
C_ (tanh(z) — iko) etor — (tanh (z) + iky) e—tkoz
(2.74)
Nous pouvons donc écrirgf; () sous la forme
wéo (I') = C(EO) [wEo_;_ ('7;) + wEo— (x):| Y (275)

ou hien

Vi, () = c(Eo) [¥p, (2) + ¥E,_ (2)] = 2c(Eo)R (¢5,_(2)) (2.76)

Compte tenu de I'équatior2 (64), la relation précédente donne :

2C(E0>
V2r(1+ k3)

La constante de normalisatie(F,) est définie de maniére a ce que
les fonctionsy, (x) vérifient la condition de normalisation

Ui, () = [ko sin (koz) + cos (koz) tanh(z)] . (2.77)

(W, [gy) = 0(Ey — Ey) - (2.78)
En utilisant I'équation?.76), nous obtenons :

W lUg) = ¢ (E)e(B)(¥ry, + ¥y [Ymy, + g ) (2.79)
= *(Eo)c(Ep) (Ym0, |Vmy, ) + (Vno, [Vm;_)
+ (VB [Ymy, ) + VB, Vg )] - (2.80)
L'nsertion de 2.61) et (2.62 dans (2.80) conduit a

(Wi V) = 2 (Eo)e(Eo)d (ko — ky)
= 20*(E0)C(EQ)(S(\/ 2E0 - QE(/)) . (281)
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Cette équation peut étre réécrite :

Whlvhy) = 26 (Eo)e(E0)d (V2(VE - VE))

2 * !
= 5° (Eo)e(Eo)d(vEy — VE;)  (2.82)

card(ar) = £0(x).

la

Compte tenu de la relatiokier7q

S(WE - VE)=2VES§(E - E', (2.83)

nous obtenons, a partir d2.82), I'équation
(Wi, [V5y) = 2|e(Eo)|*v/2E0d(Ey — Ey) - (2.84)

La constante(E,) est donc définie par la relation
1

|c(Eo)| = ———==- (2.85)

VvV 2V2E

Cette équation est équivalente a

() = exp (iAg,) _ exp (idg,) | (2.86)

V2v/2E, V2ko

ou \g, représente la phase @éFE,). Par suite, I'équation2(77) de-
vient :

exp (iAg,)

m [ko sin (koz) + cos (koz) tanh(z)] . (2.87)

Vi, () =

2.5.2 Calcul des éléments de la matrice de couplage
non tournée

La matrice dont nous voulons calculser les éléments est

“+o00

mmzwmww:/<mwwawm. (2.88)

— 00

La substitution de4.54) et (2.87) dans £.88 donne



Calcul des éléments de la matrice de couplage non tournée 89

w(Ep) = 2\/5 e;;z iziEkz) (ko 11 (ko) + I»(Ko)] (2.89)
TR 0
avec
+oo
Li(ko) = / zsech(x) sin (kox)dx , (2.90)
+o0
Ly(ko) = / xsech(z) tanh (x) cos (kox)dz . (2.91)

L'expression dd (kq) peut étre écrite sous la forme

400
I (ko) = z/ e~ k0% psech(x)da (2.92)
4
— 1'2@ e~ *o%sech(x)dx . (2.93)
0 J—o0

Pour passer de (2.92) a (2.93), nous avons utilisé une propriété de la
transformée de Fourier,

+oo d» +oo
/ e " f(r)dx = an— /OO e " f(r)dx. (2.94)

00 y"
Sachant quefrit73]

+oo
/ e~ “"Ysech(z)dx = wsech (gy> , (2.95)

[ee]

nous avons

2

d s s s s
[1(k0) = _d_ko (WSGCh <§k0>) = ?SGCh (§k0> tanh (5]60) .
(2.96)
Pour calculer l'intégralé, (%), nous I'écrivons sous la forme

+o0
Ly(ko) = / e~ *oTgsech(z) tanh (z)dz = idil{:()J(ko) (2.97)

ou
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+o00o ]
J(ko):/ e~ "*o%sech(z) tanh (z)dx . (2.98)
Mais alors,
2 et — et e e—Sx
Sec ($) an (l’) ex_|_e—:r ew+e—w [(1+e—2w)2 (1+e—2x)2
(2.99)
D'ou
N +°°d " e ? +°°d ” e 3"
— 2 —1k0T . —ikox
J( 0) {/OO e (1+€—2x)2 /OO xre (1+6—2x)2} ’
(2.100)
ou bien

kg -

J(k AR Y R 2.101
= t - t *
o /oo (1+et)? /oo G

ol nous avons fait le changement de variable2x.
Sachant quefra0i]

+00  pum (v —p
[ ey = By = O o< <,
(2.102)
nous avons .
JRCCSLg I EL TIVCELD
oo (T4 e7t)2 I'(2)
1k 1k Lk
= (=2 )T+ 2D (= — 2
2 2 2 2 2 2
= g(l — iko)sech (gko (2.103)

car

r (1 + iy) r (1 - zy> = msech(7y) . (2.104)
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De la méme facon, nous obtenons

+°°e_(%+%0i)t T ™
/_OO mdt = —(1 4 iko)sech (5160) : (2.105)

\)

Par conséquent,

J(ky) = 5(1 — iko)sech (gk()) _ g(1 + iko)sech (gk())
. v
= —imkgsech (§k0> (2.106)

et donc

Iy(ky) = i(—z‘)ﬁdiko [kzgsech (gk@)] = msech (g%)
_ %zkosech (gk(]) tanh (gko) . (2.107)

EninsérantZ.96) et (2.107) dans 2.89), nous obtenons :

v(Ey) = V2exp (iAr,) wsech (gkn)

2\/71']{?0(]. + ]{?8)

= [P eosech (~k 2.108
Sho(l+ k)" ¢ (2 0)’ (2.108)

™ ™

S sech (Do) 2.109

2oL+ k2) T\ (2.109)
Nous allons comparer ce résultat avec le résultat numé-

rique (Jv(Eo)|nm) que nous trouvons en utilisant les fonctions

propres ¢o(x) et ¢ () obtenues a lissue d'une diagonalisa-

tion du hamiltonien libre Hy(z) sur la base discréte périodique

{one) = F= e by =20"55% n=1,2, -, N} dans

une boite finie (un segment de droite d’extrémités a et b dans notre cas).
Nous devons évidemment tenir compte de la densité d'étdis) du
continuum dans la boite ou celui-ci est discrétisé. On montre]194

que :

[v(Eo)| =
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1 R

Ey) ~ — 22 2.110

p( 0) W\/ﬁ\/ﬁo ( )

ou R,,., représente la taille de la boite (b dans notre cas).

Les figures (2.1) a (2.4) montrent que si la dimension de la boite est
suffisamment grande, les quantitésEy)| et |v(Ep)|num SONt liées par
la relation

1 m sech (ﬁko)
|U(EO)|num = ”U(EO)’ == 2 . (2111)
p(Eo) V2b /1 + k2
0.7
|V(EO)Inum
o < MEQI (PED®
05t
0.4}
0.3}
02f
o1f
0L ee y . ‘
0 5 10 15 20 25
0(E,)

FIG. 2.1 —Graphes déuv(Ey)|num €t \/@\U(EO)L Nous avons pris

un segment de droite d’extrémités a=-16, b=16 et la base discrete est
constituée de 1024 fonctions . Nous remarquons que ces deux graphes
sont trés proches, sauf pour les petites valeurs de I'énergie.
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0.5

oaor VE Dl |
o4 < MEREN® ]
0.35f b
0.3F b
0.251 i
0.2 1
0.15} 1

0.1F * b

0.05f X R

0 2 4 6 8 10 12 14
0(E)

FIG. 2.2 —Graphes deév(Ep) |num et ——|v(E,)|. a=-25, b=25 et la
. p ¢U( 0)| \/mh}( 0)|
base discréte est constituée de 1600 fonctions.



Couplage d’'un état lié & un continuum : Le modele de
94 Friedrichs-Fano tourné

0.4

st VE Dy |

< MEMNPEN™®
0.3 i
0.25 k
0.2 i
0.15f i

01 x i

0.05 X k

FIG. 2.3 —Graphes dév(Ep) |num €t ——|v(Ep)|. a=-36, b=36 et la

v/ p(Eo)
base discrete compend 2304 fonctions.
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0.35; T
X
|V(EO)Inum
0.3% < MEMPEN™ |
0.25
02f

X
X

0.15
X
X

0.1f ]
X
X

005} % .

X

0 M v 5 " J 4 L
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0(E,)
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num

MEIPEN?|]
x x

10°F

107

10

FIG. 2.4 —Graphes deév(Ep)|pum €t ———|v(Ep)|. a=-42.25, b=42.25

. . Ve p(EO) . oy ,
et la base discrete est constituée de 2704 fonctions. Nous avons utilisé
I'échelle linéaire pour le premier graphe et I'échelle logarithmique pour

le second graphe. Ce dernier permet de bien visualiser le comportement
du couplage quand I'énergie augmente.
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Notons que I'expressior2(87) des fonctions propres impaires du
continuum devient

Ul (x) = oxp (PArn) (ko sin (koz) + cos (kox) tanh(z)] . (2.112)

b(1+ k)
si nous tenons compte de la densité d’états du continuum discrétisé. En
choisissant la phase de fagon que

Ag, = arg (1 +ikg) — koln (2), (2.113)

nous obtenons des fonctions équivalentes a celles calculées numérique-
ment a une phase prés qui dépend de I'énergie comme le montre le
tableau 2.1. Ce choix de phase pour les fonctip@os{x) est motivé par

le fait que si nous partons des expressichS§ et (2.59 de g, (v)
etyp,_(x) pour calculer)y;, (x), nous trouvons

Bl () = ne(Bo) —

o~ ikoIn (2) [ko sin (ko) 4 cos (ko) tanh(:c)} ;

(2.114)
ou bien

2
: = nce(Ey)——
k() = net) s
+ cos (koz) tanh(z)] . (2.115)

i areg (14iko) ,—ikoIn (2) [k;o sin (ko)

ou nc(Ep) représente une constante de normalisation que nous suppo-
sons réelle. Pour les calculs ultérieurs, nous premosas 36 et nous
définissons les fonctions propres du continuum par

i(arg (14iko)—ko In (2))

il
b(1+ k3)

[ko sin (koz) + cos (koz) tanh(z)] .

(2.116)
Ces fonctions sont liées a celles calculées numériquement par la relation

Vi, () =

g (x) = ML (x). (2.117)

Le tableau 2.1 contient les valeurs geF,) pour quelques éner-
gies du continuum, et les figures 2.5 a 2.8 les graphe&’E(gém(x) et

ein(EO)fé/}éo (x) .
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Ey (u.a) n(£p) (rd)
0.0054804604608 3.1074074455018
0.0491449607748 -1.0506496423486

0.135661868869
0.26389473292
0.432829661598
0.641730246868
0.890109596558
1.1776566252469
1.504173188473895
1.8695315314899
2.2736477026996
2.716465338207
3.197945765659
3.7180618909524
4.27679435576779
4.874129075207
5.51005562838164
6.1845661859976
6.897654782469
7.649316813209
8.43954868174
9.2683475481719
10.13571147374
11.041637655804
11.986125592732
12.9691737461751
13.9907811167328
15.050946874591
16.14967032628
17.28695088879
18.46278806915
19.67718144836556
20.9301306684846
22.2216354222915

-2.7682763916761
1.7977680746643
1.4352024292060
0.35598637361740
-0.80620225973178
2.0981149976593
0.19338178322106
-2.9011287023064
-2.8433239075722
0.38006830993662
-2.7035845636644
-2.7436081954059
0.83200132001418
0.073365104114579
-2.1229544291525
-1.9579962261792
1.8393842664022
1.4226713683979
-1.2651769803754
-1.4890985585975
-1.3699367144978
1.9484808690375
2.0223073294344
-1.736373982605
2.2378477427616
-0.74925321517913
-0.16187948256139
2.5687829245425
-0.33992831591901
-0.20047975126236
-0.066629741539332
0.75938270530312

97

TAB. 2.1 —Colonne de gauche : les premiéres valeurs propres du continuum
calculées numérimement avec une grille de 1024 points. Colonne de droite :
les valeurs correspondantes:é’) .
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0.4 0.2
E=0. 04914496
N = /
0.2 ) \ E=0. 0054804p 0.1 \ '/ \
X / | |
_B_UJ 0 7 | ) / 0 |
o \ s | \\ //
-0.2 \__~ -0.1 / -
-0.4 -0.2
-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
X X
x 10~
1 0.4
0.5 [T 0.2 ~
= | A N \ / \
5& | N | // \
—\3_/ 0 N | 0 \
O N N / \ \ /
-0.5 . -0.2 ~/ -
-1 -0.4
-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
X X

FiG. 2.5 —Graphes des parties réelle et imaginaire de la fonction propre
impaire du continuum pouf, = 0.0054046 u.a ek, = 0.04914496
u.a. En magenta : la fonctior?"®0) w4, (z), ot W4, (z) est donnée par
I'équation £.119 . En cyan : Iafonctiorﬁ/g(’f“m(x).
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0.4 0.1
E=0. 135661868868 N N
\ \ [ \
0.2 /\ N /“\ 0.05 A
X A Py
= o Lo of v
E \ |/ \ \ | Vo l |
-0.2 \VARRY, \/ 005l vl
\ / \ \/ \ /
J \ /
-0.4 -0.1
-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
X X
0.2 0.4
E=0. 26389473292
N\ N ~ A
~ oo A // \ 0.2 ’\\ A A
z /A | \ [ | o
v o ! \\ | ‘\ [y of ol |
] / \ \
- /o \\ / YRV
-0.1 / Vv . -0.2 VAR

FIG. 2.6 — Méme chose que pour la figure 2.5, mais avec
E=0.135661868868 u.a et E=0.26389473292 u.a
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S 01",\”(\" Ol\r\‘\”'lr\’
=1 \’ll,\”(\’ ‘}Hl'\l‘\,\}
—0005| I\, ~0.2 VR VAR AR VAR VY
[ |\ |
\ v / \
-0.01 -0.4
-20 -10 0 10 20 =20 -10 0 10 20
X X
0.4 0.2
E=0. 43282966 E=0. 641730246868
/ AT \ \
. 0.2 /\ I\ I\ /\ A 0.1 /‘\ N / 0 /\ r\
£ )\\’\H"H /\l"\u;\/\
—u / I /
= Ol 0 \’\]H\H;‘,H
- R VERTERUERY VARVERVRVERVERY
-0.2 \/ Y v/ \/ -0.1 Vv VoV \, Vv
-0.4 0.2
20 -0 0 10 20 20 -10 0 10 20
X
X

FIG. 2.7 —Méme chose que précédemment, mais avgx0.43282966
u.a etf,=0.641730246868 u.a

2.5.3 Calcul des résonances

Comme nous l'avons vu dans la section 2.3, les énergies de réso-
nance sont solutions de I'équatidhZ7),

wy(Fop)

+oc0o
Ey = hw 2 dEy—"——"—
H 0+€/0 OEH—EOe—M

avec

wy(Eop) = v_g(Eo o) ve(Eop)

En vue de simplifier la résolution de cette équation, nous établissons
d’abord I'expression analytique dey(Eyy), puis celle de l'intégrale
f+00 dEQ wG(EO,H)

0 EH—EO 6727;9 '
Notons, pour commencer, que
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0.4 E=6. 184566186 0.4 E=17. 28695
[
o2f M ﬂ\'w‘HHH‘ 0.2 \‘“H""l'.m, '\n'\”'u"“ fw
= I 'HHHHH‘HHJ‘HH!.WHH“‘ ”‘u”h: ;“””"i‘"”””"nw”,ww“u\
= LT i AR AN
2o I o YA
o I B ‘m”u ‘l‘ G
! w Jw‘ IO
-0.2 UH b‘""\ ' \ 11’”” | 0.2 1 IH I‘H\HJ.IH“ “ l\l‘\’
-0.4 -0.4
-20  -10 0 10 20 =20 -10 0 10 20
X X
E
It e 0 ]
0005 A oozf il r‘HMHH‘u‘"M !
g |H'W\Hr‘H“\”"u“”\H\‘” “‘”‘“'u\”‘n""H"‘”\\ uuf”\“\“u'“u‘”’\\””
~ ob I T 0 H.mm‘uw‘u”uuiu‘u
> Hin T T HHHVHIH\IHHH flt
EJ UL B L
- ‘\”MH\”“x!‘“'u‘i“x“r'“'\' I \|”|“4”1H|“H\"wwn“"u”\‘\ \Hl“\
- [| (! - 1l I
0.005 "M‘n"”‘n‘:“M“'”‘u"”'h 0.02 Wnu\‘m “uu il
\,MU Nw“n\ 'HH'WU
-0.01 -0.04
-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
X X
Fic. 2.8 Méme chose que pour la figure 2.5,

E(=6.184566186 u.a €f,=17.28695 u.a

mais avec
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vg(Eop) = <900,—6|$€i0|‘1’550,9> (2.118)
iAE) 4 2 ) +o00
= g e? / a:sech(xg){ tanh (zg) cos (kox)
12, /14 k3 —o0
+ ko sin (ko) }dm (2.119)

OU\pg,, = arg (1 + ko) — ko In (2). Par suite,

i/\EO7_9 2 ' +o0
v_g(Ep_p) = ge_w/ acsech(xg){
12,/1+k2_, o0

tanh (x3) cos (ko) + kg 4 sin (kox)}da: , (2.120)

6—’i>\E0’9\/§ M
——————¢€" X
124/1+ kg

+o0o
/ xsech(ajg){ tanh (z7) cos (ko) + kg 4 sin (kox)}dx (2.121)

v_g(Eo—g) =

et
621'0 +o0
v_g(Eo_p)vg(Epg) = —/ xsech(xg)4 tanh (zg) cos (kox)
2(1+ k5 y) J-oo {
+ ko g sin (kox) }dx

+o00
X / a:sech(:vg){ tanh (z7) cos (ko) + kg 4 sin (ko) }d$(2.122)

Procédant de la méme fagon que dans le cas-el) (section 2.4.2)
pour calculer les deux intégrales présentes dans I'éequa&ib@d), nous
trouvons :

+o0
/ zsech(zg){ tanh (zg) cos (koz) + kogsin (koz) }dz

[e.9]

__—2if Z
— ¢ 2 sech (21{079) . (2.123)
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+o0
/ zsech(xg){ tanh (z7) cos (kox) + kg sin (kox) pda

oo

_2i0 T
= e““msech (2]{70’9) , (2.124)

et donc

+oo
/ zsech(xy){ tanh () cos (kox) + k§ g sin (kox) }da

—00

. —2if f
=e “msech (2 k:(w) (2.125)

Eninsérant .123) et (2.125) dans (2.122), nous aboutissons a :

2
) N —— (Zk ) 2.126
wy(Eop) = e 7201+ kg,e)sec 5 0.0 ( )

Les figues 2.9 et 2.10 montrent les graphesglé, o) en fonction
de E, pourd = 0.15 rd etd = 10~'° rd respectivement. La figure 2.10
contient en plus la courbe de(Ey)|?. Nous voyons quevy(Eyge) —
|v(Ep)|? lorsqued — 0.
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0.1} ® R
0 OOOQK\ @ @ @ &
0 1 2 3 4 5
0.1
. 0.05f E
g
o
ea) 0 700OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO€
2
O
-0.05 R
_0-1 Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5

E, (u.a)

FIG. 2.9 —Parties réelle et imaginaire de la fonctieg( Ey ), en fonc-
tion de Ey, pourd = 0.15 rd. Enx : wy(Ep ) est donné par I'équation
(2.129. En 0 :wy(Ey ) est donné par I'équatior?(129. Cette figure
montre que les deux équations sont équivalentes.
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0.35 :
8=10"rd )
3 o V(E,
ol IVE |
D(wy(Eq o)
O(wy(Eq o)
0.251 B
0.2 B
0151 i
[
0.1f B
0.05 - B
®
)
o Yy
-0.05 | | | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 45 5

E0 (u.a)

FIG. 2.10 —Graphes dév(Ey)|* et des parties réelle et imaginaire de
wy(Eop), en fonction deEy, lorsqued — 0. Nous avons utilisé les
relations .117) et (2.129 pour |v(Ey)| etwy(Eop).

Les figures 2.11 et 2.12 contiennent les courbes de la quantité

g 98 / " g, tolFoo) (2.127)
[4 0 (Eoe_gig _ hLdo)n+1 )

en fonction ded, pour deux valeurs déw, arbitrairement choisie, et
pour les premieres valeurs de n. Nous avons utilisé I'expres2itaq
dewg(E079).
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2 35
1]
15}
25}
o)
() 20}
1r 0 |(2) I
(("2)) 15}
—(?)
- w0} [===00)
051 b D(|(e3))
5 L
- = =00
ol 0 - D(lg‘))
B - - - - - -
-0.5 . - . -10 . . .
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0 (rd) 6 (rd)

FIG. 2.11 —Parties réelle et imaginaire dfé”“), en fonction def, pour

n=0, 1, 2, 3 efiwy = 0.17 u.a. Ié”“) ne dépend pas de 'angle de rotation
complexe.

x10° x10°
8 ‘ 15
7 L
1L
6 L
st
00 05}
4t
o®)
3t 09 1 of
I —Oq®
2 ml (]
-0.5}
1L
0
_1 L
_l L
-2 : : : -15 ‘ : s
0 02 04 06 08 0 02 04 06 08
8 (rd) 6 (rd)

FIG. 2.12 —Parties réelles (a gauche) et imaginaires (a droitel)g(ﬂJél), en
fonction ded, pour n=0, 1, 2, 3 eliwy = 7.57 u.a.
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Etablissons maintenant I'expression analytique de

wy(Eop)

+oo
F(Eyg,0)= dE ———————
(Ew, 0) /0 Ey — Eye2if

Sachant que

(2.128)

7T2e—226'

72(1—1—/{879)
2210 T )
= : : h2 (Zkge ™ 2.129

72(1 — ikoe— ) (1 + ikge—0) " (2 0e )  (2:129)

wy(Eo,p) sech? (gkw)

nous avons :

. R sechz(ﬂ'k e_i0>
__—2i6 =2 " +oo 2 ko0
F(Ex,0)=e = o dEO(1—ikoe*i9)(1+ikoe*i9)(E ~Bge=210) (2130)

En faisant le changement de variatile = 343, nous obtenons

ko sech2(%k06_i9)
(1—ikge=10)(1+ike~10)(E jy — Sk e—20)

(2.131)

) 2 R
F(Ep ,0)=e=29 Z_ "t dko

A partir de I'équation 2.131, nous aboutissons, aprés quelques
transformations, a

kg sech? ( 5 k067i9

) 2R, o
F(Ep ,0)=—e?? =2+ 0 G o i) (e 3 ) (R BT ) (2.132)
ou bien :
2
2i9 T
avec

kosechQ(%kOe_w)

(ko+iet®) (kg—iet®) (kg—+/2E g i) (kg+/2Ef i)

(2.134)

R
I(Bg ,0)= "> dko

Pour calculet (Ey ), nous considérons l'intégrale

kg sechz(%koe_w)

(k0+iei9)(k0—iei9)(ko—m eie)(ko-&-\/ﬂ E'Le) In (ko) (2'135)

R
J(Ex ,0)= ;F> dko
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ik

FIG. 2.13 —Contour d’intégration pour l'intégrale(139.
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et le contour d’intégratiom’ = ascpC ci-dessous, ok — +oo et
e — 0F

Posons
h2 T, ,—10
flo) = e () __n(2)
(z +ie?)(z —ie?) (z — 2By €?) (2 + 2Ey €?)
(2.136)
D’apres lethoreme des résidyaous avons :
/Ff(z)dz = R1—1>r£oo - f(z)dz + Rl—lgloo ; f(z)dz
+ Rlirfw . (2)dz + Ell%i - f(z)dz
= 2mi Z Res(f(2), 2) (2.137)
J

ou lesz; sont les poles de f(z) situés a l'intérieur du contbur
Remarquons que :

¢ l'intégrale le long de&” tend vers zéro lorsqui — +oo,
e l'intégrale le long de BC tend vers zéro lorsque> 07,

e surletrajet CD,

f(z) = f(ko) (2.138)

et donc

+oo
lim (2)dz = f(ko)dky = J(Egm, 0) (2.139)
R—+o00 cD 0
¢ le long du trajet AB, '

z = ko e*™ (2.140)

et donc
o) = ko sech2(gkoeﬁe) ln(koe2ﬂ)(2.141)

(ko+ie®®) (kg—iet®) (kg—+/2E g ) (kg+/2Ef i?)
ko sech2(gkoe_ie)

(ko-&-ieie)(ko—ieie)(k—\/ﬂ eig)(ko-‘—\/ﬂ eie) (2'142)

=f(ko)+27r’i
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En conséquence,

lim f(z)dz = —J(Ey,0)—2miI(Ey,0) (2.143)

R—+o00 AB
Par suite, I'équation.137 devient :
T
=2mi Y Res(f(2),2) (2.144)
j

Nous en déduisons :

I(Ey, ) = =)  Res(f(2).2) (2.145)

j

Le calcul del/ (Ey , ) se réduit donc a celui des résidus de la fonc-
tion f(z) en tous ses poles. Ces pdles sont :

e zp,. = +/2Ey e de multiplicité 1
o 2, = —/2Ey e de multiplicité 1
o z_ = —ic" de multiplicité 3

o 2, =ie'? de multiplicité 3
o z,, = nie’® de multiplicité 2, avec n=3, 5, 7, 9, 11, 13, ...

e z,_ = —nie’ de multiplicité 2, avec n=3, 5, 7, 9, 11, 13, ...

Apres le calcul de tous les résidus de f(z) et insertion de ces derniers
dans I'équationZ.145, on obtient :
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—2i0 2(xm
I(Bu,0) = =55 [20—in +2n (v2Fn)] Sedi fz”EZHEH)

6—22‘9
— 24 +i0(21 + 72
+3772(1+2EH)3[ +021+ )

— 4(12 + 15i0 — in20) Egy + 4if(n* — 3)E?{]

86722'9 max 1

I [QE
T2 martoo ZS (n2 —1)2(n2 + 2E)2 =7
n?rerair

+2i0Ey + (1 — 2By — i0 + 2i0Ey — n® + 3ifn*)n’

+ (2Ey — n* + 2n*Ey + 3n*) In (n)} } (2.146)
En insérantZ.146 dans 2.133, nous trouvons :

2

F(Ey,0) = W—{[Qie—mjtzln(\/ﬁ)}360}‘2(%\/@)

72 1+2Ey
2
37T2(1 —|— QIEH)3

— in20) By + 4if(x? — 3)E§,]

[ — 24+ i0(21 + 1) — 4(12 + 15i0

16 ey 1

= 2By + 20
+ 2 nmalznioo Z; (n2 _ 1)2(n2 + QEH)Q H+ 210y
nyilm_pair

+ (1 —2Ey — i0 + 2i0FEy — n® + 3i0n?)n?

+ (2B —n* + 2n°Ey + 3n*) In (n)] } (2.147)

Le terme général de la somme intervenant dans I'équafid{)
tend vers zéro lorsque n tend verso. Cette somme peut donc étre
tronquée sans modifier sensiblement le résultat final, & condition de
prendre une valeur de,,., sifisamment grande.

La figure 2.14 contient les graphes des parties réelle et imaginaire de

F(Ey,0) en fonction d& pour quelques valeurs dgy arbitrairement
choisies.
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8 (rd)

FIG. 2.14 —Parties réelle et imaginaire d& Fy, , ), en fonction de),

pour quelques valeurs d€y. Ra et Ri désignent les parties rélles cal-
culées a l'aide des formule&.(.29 et (2.147) respectivement. Les par-

ties imaginaires correspondantes sont not&e®t 3 respectivement.

Les nombres placés entre parenthéses dans la légende représentent les
valeurs dely; en unités atomiques.
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On peut utiliser I'équation?.147 pour calculer la quantité

e (B
P.(F) = dE,
By =P [ anpe
qui intervient dans la définition du coefficient de normalisation des
fonctions propres du nouveau continuum (équatiéhdq et (2.47)

dans le cas réel. En effet, I'expressi@l4? permet d’écrire :

+o00 ’U(EO)P
F(E,0) = dEg——
(. 6) /0 "E — Eye 20

(2.148)

2

”—{ 1219 — ir + 21n (V2E) |

B sech?(3v/2E)
= o S\ ver)

1+ 2E
2

372(1 + 2B)3

— in20)E + 4if(x* — 3)E2}

[ — 24 +i0(21 + 7%) — 4(12 + 150

16 & 1
2 [ZE 2%0E
T e Z_; 21224 2EE L7 T
n?nTpair

+ (1 — 2E —i0 + 2i0F — n* + 3ifn?)n?

+ (2F — n* + 2n*E + 3n*) In (n)} } (2.149)

Par conséquent,

w2 sech2(£\/2E) 2 sechQ(E\/QE)
lim F(E,f) = —in————-2""" 4 _ In(V2F)—2"—""/
s F(E,0) L sy A BT
2
oA T 28
2 ’ Nmax
+§nmlalzn—1>00 23
nyilnTpair

[2E 4 (1= 2E —n?)n? + (2E — n? + 20%E + 3n%) In (n)
(2 — 1)2(n? + 2E)?

(2.150)

ou bien
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lim F(E,0) = —im|v(E)|* + h(E) (2.151)
avec
2 sech? (E V 2E)
E) = —In(V2E 2
ME) 36 (V2B 5%
L2
9(1 4 2E)?
2 Nmax
+ § nmlalzcrr_l’oo Zg
n?n?pair

[2E 4 (1= 2E —n?)n® + 2F — n? + 2n2E + 3n%) In (n)]
(n2 — 1)2(n? + 2E)?

(2.152)

On montre (tableaux 2. 2 et 2.3) que la fonctib(¥) n'est rien
d'autre que-P [,"*d 5, % 0% Drow ;

+00
. _ wo(Eop)
L ) A Y

:m|v(E)|2+P/ dE, 'gEO” (2.153)

0

too (B2 2 sech?(ZV/2F)
dFE, = T ep) X \aver)
73/o “E_E, 36 " (V2E)— 58

C9(1+2E)?

2 Nmax
— — lim g
9 Nmaxz—00
n=3_
n impair

2E + (1 —2E —n*)n* + (2E — n* + 2n*E + 3n*)In (n)
(n?2 —1)%2(n? + 2F)?

(2.154)



Calcul des résonances 115

E Pe, an(E) B, mum (E)

0.0100000 0.276751067978 0.276751067981
0.0200000 0.169300231658 0.169300231661
0.0300000 0.106880147058 0.106880147060
0.0400000 0.064084916093 0.064084916094
0.0500000 0.032549068847 0.032549068849
0.0600000 0.008369550112 0.008369550114
0.0700000 -0.010627077715  -0.010627077716
0.0800000 -0.025789610492  -0.025789610492
0.0900000 -0.038018425133 -0.038018425133
0.1000000 -0.047946701706 -0.047946701706
0.1100000 -0.056037324557 -0.056037324556
0.1200000 -0.062638915336 -0.062638915333
0.1300000 -0.068020269864 -0.068020269861
0.1400000 -0.072392579484  -0.072392579486
0.1500000 -0.075924352113 -0.075924352115
0.1600000 -0.078751767542  -0.078751767543
0.1700000 -0.080986066373  -0.080986066374
0.1800000 -0.082718948048 -0.082718948048
0.1900000 -0.084026594955  -0.084026594954
0.2000000 -0.084972725229  -0.084972725230
0.2100000 -0.085610944193 -0.085610944193
0.2200000 -0.085986579882  -0.085986579881
0.2300000 -0.086138132838 -0.086138132836
0.2400000 -0.086098433200 -0.086098433198
0.2500000 -0.085895572836  -0.085895572832
0.2600000 -0.085553662494  -0.085553662489
0.2700000 -0.085093451469 -0.085093451473
0.2800000 -0.084532838208 -0.084532838211
0.2900000 -0.083887293524  -0.083887293526
0.3000000 -0.083170213494  -0.083170213496
0.3100000 -0.082393215110 -0.082393215112
0.3200000 -0.081566385167 -0.081566385168
0.3300000 -0.080698490675 -0.080698490679
0.3400000 -0.079797157473  -0.079797157474
0.3500000 -0.078869022332  -0.078869022334
0.3600000 -0.077919863023  -0.077919863023
0.3700000 -0.076954709783  -0.076954709785
0.3800000 -0.075977941208 -0.075977941208
0.3900000 -0.074993366891 -0.074993366892
0.4000000 -0.074004298892  -0.074004298895
0.4100000 -0.073013613637 -0.073013613640
0.4200000 -0.072023805669 -0.072023805669
0.4300000 -0.071037034409 -0.071037034412
0.4400000 -0.070055164956  -0.070055164956
0.4500000 -0.069079803655 -0.069079803657

TAB. 2.2 — Colonne de gauche : Energie E. Colonne du milieu
Pf*"odE (B0 EO)' calculée analytiquement a I'aide de I'équati@nl4. Co-

lonne de droné? f+°OdE ‘“(Eo” calculée numériquement. Nous voyons que
les deux méthodes menent au méme résultat.
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Notons que pour calculer numenquemé‘h}f+OO Byl ( )' , hous
avons utilisé la relation} |
+o00o 2a +o0
P/ dxM = / dz g(x) +/ dxM (2.155)
0 r —a 0 2 r —a
avec
f@)=f@) g 4 "y
= z—a 2.156
9(@) { fl(x) siz=a. ( )

La figure (2.15) montre I'allure du carré du module du coefficient

de normalisationA(F) (équation 2.47)) apparaissant dans la défini-
tion des fonctions propres du nouveau continuum (équatiZ)nQ)(et
(2.44)). Nous avons utilisé la formule(154 pour P [,"*dE, '%E‘g' .
Cette figure montre que, aprés couplage, le niveau disgseest dis-

sous dans le continuum sur un intervalle de largeur fini. En d’autres
termes, seuls les niveaux du nouveau continuum situés dans cet inter-
valle autour déww, conservent dans leur fonction le souvenir du niveau

o) -
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2 Fe, an(E) Fe um (E)
1.0000000 -0.033774231897 -0.033774231897
1.2500000 -0.026274171943  -0.026274171944
1.5000000 -0.021257655562 -0.021257655562
1.7500000 -0.017739950645 -0.017739950645
2.0000000 -0.015169853167 -0.015169853167
2.2500000 -0.013225786434  -0.013225786434
2.5000000 -0.011711736866 -0.011711736866
2.7500000 -0.010503262050 -0.010503262050
3.0000000 -0.009518423148 -0.009518423148
3.2500000 -0.008701495856 -0.008701495856
3.5000000 -0.008013485341 -0.008013485341
3.7500000 -0.007426404708 -0.007426404708
4.0000000 -0.006919711325 -0.006919711325
4.2500000 -0.006478021994 -0.006478021994
4.5000000 -0.006089609201 -0.006089609201
4.7500000 -0.005745387733  -0.005745387733
5.0000000 -0.005438216908 -0.005438216908
5.2500000 -0.005162410648 -0.005162410648
5.5000000 -0.004913387283  -0.004913387283
5.7500000 -0.004687415132  -0.004687415132
6.0000000 -0.004481424853 -0.004481424853
6.2500000 -0.004292869148 -0.004292869148
6.5000000 -0.004119616506 -0.004119616506
6.7500000 -0.003959869797  -0.003959869797
7.0000000 -0.003812103214 -0.003812103214
7.2500000 -0.003675012928 -0.003675012928
7.5000000 -0.003547478127  -0.003547478127
7.7500000 -0.003428529960 -0.003428529960
8.0000000 -0.003317326608 -0.003317326608
8.2500000 -0.003213133090 -0.003213133090
8.5000000 -0.003115304815 -0.003115304815
8.7500000 -0.003023274075  -0.003023274075
9.0000000 -0.002936538895  -0.002936538895
9.2500000 -0.002854653770 -0.002854653770
9.5000000 -0.002777221927  -0.002777221927
9.7500000 -0.002703888823  -0.002703888823
10.0000000 -0.002634336665 -0.002634336665

TAB. 2.3 —Colonne de gauche : Energie E. Colonne du mili@ufg“oodEO%
calculée analytiguement a laide de I'équatio2.154. Colonne de droite

oo (B2 5 Ari
P [, dEy"5=F - calculée numériquement.
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FIG. 2.15 —Graphe dg A(F)|* en fonction deF lorsque le parameétre
de couplage = 1.7 ethwy = 0.17 u.a.

Energies complexes de résonance

Eninsérant?.147 dans R.27), nous obtenons une équationgp,
facile a résoudre, dont les solutions correspondent aux énergies de ré-
sonance. Le tableau 2.4 contient quelques énergies complexes de réso-
nance trouvées en résolvant cette équation. Ces énergies peuvent étre
reproduites numériqguement en diagonalisant le hamiltonien total tourné
Hy. La figure 2.16 montre une partie du spectre du hamiltonien total
tournéH, lorsques = 0.25405628 ethiwy = 0.143971816257 u.a (ligne
3 du tableau 2.4). Cette figure exhibe une résonance dont I'énergie est
proche de celle trouvée en résolvant I'équatidr2).
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&

0.14774580951871
0.20819663645509
0.25405628002614
0.29226471621419
0.32551751854658
0.35520020552458
0.38213726627593
0.40686656863316
0.42976198403712
0.45109576300130
0.47107332812839
0.48985407567725
0.50756450528016
0.52430687692046
0.54016512742336
0.55520903729809
0.56949724112005
0.58307945053794
0.59599812727363
0.60828976321593
0.61998587423572
0.63111378172193
0.64169723422637
0.65175690697513
0.66131080690638
0.67037460380193
0.67896190301902
0.68708447166700
0.69475242738974

TAB

ha,(u.a)

0.14821776213234
0.14620858285886
0.14397181625702
0.14150693810477
0.13881354893896
0.13589137744582
0.13274028422371
0.12936026596222
0.12575146008498
0.12191414990754
0.11784877036562
0.11355591437325
0.10903633987460
0.10429097765744
0.09932094000105
0.09412753023541
0.08871225329280
0.08307682733738
0.07722319656151
0.07115354524137
0.06487031314661
0.05837621240065
0.05167424588865
0.04476772730930
0.03766030296366
0.03035597536927
0.02285912877982
0.01517455667955
0.00730749130640

R(E,) (v.a)
0.14995312744136
0.14981253905924
0.14957832271683
0.14925062479170
0.14882965008440
0.14831566169041
0.14770898083574
0.14700998667619
0.14621911606034
0.14533686325660
0.14436377964424
0.14330047336884
0.14214760896222
0.14090590692711
0.13957614328685
0.13815914910043
0.13665580994311
0.13506706535290
0.13339390824348
0.13163738428356
0.12979859124344
0.12787867830893
0.12587884536310
0.12380034223645
0.12164446792578
0.11941256978236
0.11710604266987
0.11472632809267
0.11227491329492

I(E)) (u.a)
-0.00374960938721
-0.00749687539060
-0.01123945609091
-0.01497501249702
-0.01870121000778
-0.02241571987104
-0.02611622063904
-0.02980039961926
-0.03346595431976
-0.03711059388818
-0.04073204054342
-0.04432803099920
-0.04789631787855
-0.05143467111832
-0.05494087936291
-0.05841275134630
-0.06184811726151
-0.06524483011668
-0.06860076707684
-0.07191383079063
-0.07518195070107
-0.07840308433960
-0.08157521860255
-0.08469637100926
-0.08776459094107
-0.09077796086041
-0.09373459750915
-0.09663265308565
-0.09947031639950

. 2.4 —Energies complexes de résonance.
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FIG. 2.16 —Spectre deH, pourf = 0.25 rad, ¢ = 0.25405628 et
hwo = 0.143971816257 u.a .

Les états induits par laser

Pour déterminer les positions des résonances correspondant aux
états induits par laser, nous résolvons I'équatiba?) dans le cas par-
ticulier oud = 0 et Ey € R~ . Nous prenonsy = 0.55u.a et donc
wo = 0.05u.a . Nous présentons les résultats trouvés, pour quelques va-
leurs du parameétre de couplagedans le tableau 2.5. Nous comparons
ces résultats avec ceux obtenus en résolvant 'lESDT

———— —sech?(x) — ewcos (wt)| U(z, t) = EV(x,t) (2.157)

a l'aide de la méthode de Floguet. Nous constatons que les deux mé-
thodes conduisent a des résultats Iégérement proches. La différence
vient du fait que I'on ne tient pas compte du couplage continuum-
continuum dans le modeéle de Friedrichs-Fano.
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e R(E)s(ua) R(E)(ua) (F)(ua)

1.37 -0.61347 -0.6163129 -0.008215
1.45 -0.62158 -0.6274130 -0.006157
1.54 -0.62942 -0.6300159 -0.004974
1.57 -0.63350 -0.633991 -0.0031620

TAB. 2.5 —Colonne de gauche : Valeurs du parametre de couplage. Deuxieme
et troisieme colonnes : positions des résonances calculées a I'aide du modéle
de Friedrichs-Fano et de la méthode de Flogquet respectivement. Colonne de
droite : parties imaginaires des énergies de résonance trouvées avec la méthode
de Floquet.






Chapitre 3

lonisation simple de 'atome
d’helium a trois photons

3.1 Introduction

Dans un article réceritf ], Brouri et Urbain considérent I'ioni-
sation double séquentielle de I'idiie~ par impact photonique. Dans
I'expérience qu'ils ont réalisée a I'UCL, ils ont montré que par ab-
sorption d’'un photon, l'lonHe~ effectue une transition de son état
fondamental vers une série de résonandessfs*S¢, 1s3p?4P¢,
1s3p4p*P°) a partir desquelles l'ion peut se relaxer vers les états
152535 et1s2p 3P de I'hélium. Ceci permet d'étudier en détail I'ioni-
sation simple multiphotonique de I'atome d’hélium a partir d’états ex-
cités. lls ont entre autres étudié les transitions multiphotoniques & partir
de I'état initial 152535 ou 1s2p 3P résultant du photodétachement de
I'ion He™ . lls se sont particulierement intéressés au déplacement Stark
de certaines de ces transitions. En prenant pour état init2al®>S , ils
ont observé que les transitions (multiphotoniquie)s 3S — 1sns3S
et 1s2s3S — 1snd3D se déplacent dans le méme sens, vers les
grandes valeurs de I'énergie des photons. Par contre, les transitions
1s2p3P — 1snp3P¢ et 1s2p3P — 1snf3F° se déplacent en sens
contraires, I'une vers les grandes énergies et I'autre vers les petites éner-
gies des photons.

Dans le présent chapitre, nous faisons la méme étude que Brouri
et Urbain , mais théoriquement (numériquement). Notre objectif est
de tenter de reproduire les résultats expérimentaux, puis de trouver
une explication au déplacement en sens contraires des transitions par-
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tant de I'état initial1s2p 3 P. Nous résolvons I'équation de Schrodin-
ger dépendante du temps par la méthode de Floquet, introduite dans
le premier chapitre. En vue de réduire le temps de calcul, nous fai-
sons appel a I'algorithme de Lanczas[in9} pour diagonaliser la ma-

trice de Floguet. Notons que dans la base atomique, nous avons besoin
des valeurs propres du hamiltonien de I'atome d’hélium non perturbé
pour construire le hamiltonien de Floquet. Nous procédons comme
Lagmagol ] pour résoudre I'équation de Schrodinger indépen-
dante du temps. La partie radiale de la solution est développée sur une
base de fonctions sturmiennes appropriées, et sa partie angulaire sur les
harmoniques dipolaires.

3.2 Bréeve description de I'expérience.

L'expérience dont nous voulons reproduire certains résultats nu-
mériqguement, et dont une description détaillée peut étre trouvée dans
[ ], était destinée a I'étude de I'ionisation double séquentielle de
I'ion He~ a deux photons. En marge de cette étude, cette expérience a
permis de mettre en évidence la possibilité d’avoir un processus d’ioni-
sation double défe~ a trois photons, processus séquentiel dans lequel
il y a photodétachement de I'ion suivi de I'ionisation simple a deux pho-
tons de I'atome neutre obtenuf,e(1s2s3S) ou He(1s2p?P) (figure
3.1). C’est justement ce processus qui nous intéresse. Nous tenons le
photodétachement de I'iloH e~ pour acquis, et nous étudions l'ionisa-
tion simple a trois photons dée(1s2s3S) et He(1s2p3P) .

3.3 Reésolution de I'équation de Schrodinger
indépendante du temps.

Dans cette section, nous considérons I'atome d’hélium en I'absence
d’'un champ électromagnétique. Pour déterminer les énergies et les fonc-
tions propres assocées a ce systeme, on procede, trés souvent, par la ré-
solution de I'équation de Schrodinger indépendante du temps sur une
base finie de fonctions de carré sommable. On distingue deux types
de base : les bases explicitement corrélées (EC) dans lesquelles la dis-
tance inter-électronique;, est utilisée explicitement comme variable
spatiale, et les bases de type interaction de configuration (IC) pour les-
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FiG. 3.1 —Représentation schématique des niveaux d’énergies pour
I'lonisation simple et double de liorHHe™ a plusieurs photons. Les
fleches continues représentent le processus direct, les fleches en traits
courts I'ionisation séquentielle, et les fleches en traits longs le détache-
ment spontané. Cette figure a été tiréelden[10] .
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quelles les fonctions de base sont des combinaisons linéaires symé-
triques ou antisymétriques des fonctions monoélectroniques. La tech-
nigue que nous utilisons ici est une méthode spectrale de type IC dans
lagquelle la partie radiale de la fonction d’onde est décrite par des fonc-
tions sturmiennes et la partie angulaire par les harmoniques dipolaires
qui couplent les moments cinétiques individuglset [ des deux élec-
trons pour un moment angulaire tofadonné.

Contrairement aux méthodes EC, les techniques IC peuvent facile-
ment étre appliqguées aux systemes plus complexes a plus de deux élec-
trons. De plus, les éléments de matrice sont assez simples a évaluer. La
méthode IC est fondée sur le développement en multipdles de I'interac-
tion électron-électron :

Loy 2 e v, @)
- = 11q, r1)Yqp\T2), .
"2 q=0 p=—¢q 2q+1 Tg+ v

our. = min(ry,r2), r~ = max(ry,r2) €tY, ,(7) est une harmonique
sphérique. La principale différence entre les différentes méthodes IC
réside dans le choix des fonctions de base a utiliser dans les calculs.

3.3.1 Fonction d’onde du systeme

Le probléme consiste a résoudre I'équation de Schrodinger d’un sys-
teme constitué d’'un noyau de masse M contenant deux protons et de
deux électrons de masse m. Chaque électron est repéré par rapport au
noyau par un vecteut, = (r;,0;,¢;), i = 1, 2, etrjy = |1} — 3] est
la distance inter-électronique. Nous avons montré, dans le chapitre |,
que le hamiltonien d’un tel systéme peut étre écrit comme suit (dans le
systeme d’unités atomiques et dans I'approximation du noyau de masse
infinie) :

H=Hy+U, (3.2)
avec

2 2 VA A

Ho=242_2_Z2 (3.3)

2 2 1 T2

et
1
U=— (3.4)
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La fonction d’onde spatiale du systéme vérifie 'équation

(H0+U> ‘I/<7_’»1,7:’2> :E\P<F1,F2) (35)

Cette équation reste inchangée lorsqu’on permute les coordonnées des
deux électrons. Par conséquent, les fonctibs,, i) et W (7, 71) =

P,V (7, 75) vérifient la méme équation de SchrodingBr, désigne
'opérateur de permutation des coordonnées spatiales des deux élec-
trons. Nous avons nécesserement

U(ry, 7)) = £V (7, 75) . (3.6)

Les fonctions d’onde spatiales ont donc une symétrie bien définie. Elles
sont soit symétriques, soit antisymétriques. Celles qui sont symétriques
décrivent les étatggara’ de I'’hélium. Elles sont telles que

(7o, 71) = +U(71,72). (3.7)

Les autres, antisymétriques, décrivent les étattht’ de I'hélium et
vérifient la relation

U(ry, 7)) = —V(7,7s) . (3.8)

Le hamiltonien 8.3) étant indépendant du spin des électrons, toute
fonction d’'onde du systéme atomique considé(é;, ¢») peut s’écrire
comme un produit de la fonction d’onde spati#le-, ) et de la fonc-
tion d’onde de spiry(1, 2) des deux électrons :

(G, ¢2) = W(,7m2)x(1,2), (3.9)

ou ¢, etg, sont les coordonnées d’espace-spin associées aux deux élec-
trons. En ce qui concerne la partie de spin, les états possibles sont :
— le singulet antisymétriqui® 0) correspondant a un spin totgl—=
0 et sa projectionVs = 0 sur I'axe de quantification,
— le triplet symétrique correspondant a un sgin= 1 et aux
trois valeurs des projections sur I'axe de quantificatididg =
1,0, —1.
Compte tenu du principe d’exclusion de Pauli, la fonction d’onde totale
U(q1, ¢») doit étre antisymétrique. En d’autres termes, si la fonction spa-
tiale est symétrique (respectivement antisymétrique), alors il faut lui as-
socier une fonction de spin antisymétrique (respectivement symétrique)
pour obtenir un état physique antisymétrique conformément au principe
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de Pauli. Il y a donc quatre combinaisons possibles. La fonction d’'onde
spatiale “para” sera associée a |'état de spin singulet, et la fonction spa-

Y

tiale “ortho” & I'un des trois états triplet de spin.

3.3.2 Deéveloppement de la partie spatiale de la fonc-
tion d'onde sur la base des fonctions stur-
miennes.

Les fonctions d’onde de spin étant bien connues, seule la partie spa-
tiale de la fonction d’onde doit étre déderminée pour la description com-

pléete de I'atome d’hélium. Nous écrivons les fonctions d’onde spatiale
sous la forme

7"1,7"2 ZZZZ@ Qii%nA )\lk m(ﬁ,f’g) s (310)

LM ANl s
avec
Lo o) L Spny(ra) 1+eP
F,?f/?ffn(rlﬂ"z) = %Aff”(m,rz)% , A= :
1 2

2
(3.11)

Les lettres grecques, v, A et u représentent respectivement le
paramétre non linéaire, les nombres quantiques radial, orbital et ma-
gnétiques associés a I'électron 1, tandis que les lettres latines k, n, |, et
m sont les mémes parametres pour I'électron 8st le parametre de
symeétrie. Il vaut +1 pour les états singulets et -1 pour les états triplets.
L'opérateurP échange les parametreset k, v et n, \ et | simultané-
ment pour tenir compte de l'indiscernabilité des deux électrons. Son
action surF MM (7 r2) est identique a celle de I'opérateur de permu-

Kksksvn

tation . La quantitén), définie par

1
=1+ (ﬁ—l) Mhiov,n (3.12)
contrdle les éventuelles redondances qui pourraient survenir dans la
base a cause de I'échange. La partie radiale des fonctions de base est
décrite sur un produit de deux fonctions sturmiennes coulombiennes
S52\(r1) , que nous avons introduites dans le chapitre |, avecA + 1.
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La partie angulaire est décrite par les harmoniques bipolaires définies
par

L
AQZNI(FLFQ):PM’m(_l)AilJr]W\/2L+1< 2 Tf’[, —M )Y/\,u('ﬁl)yvl,m(fQ)v

(3.13)
ou les fonctions, ,(7) désignent les harmoniques sphériques et
(0, ¢) les coordonnées angulaires des électrons. Les harmoniques di-
polaires satisfont la relation d’orthonormalisation

/ i, / Aig AL (7 Ty ) AEM (7 7)) = Gnx Oy O1r 1 Oar -
(3.14)

La fonction d’onde 8.10 possede une parité bien définie dans la
mesure ou elle est fonction propre de I'opérateur pafit®’autre part,
nous savons que sous l'action de I'opératByies coordonnées spa-
tiales(r, 0, ¢) deviennentr, = — 0, 7+ ¢) . Compte tenu de la définition
des harmoniques sphériques, nous avons :

MYi(0,6) = Yim(m — 0,7+ 6) = (~1)Yin(0,6).  (3.15)

Yi.(0,¢) a donc(—1)! pour parité. Par suite, les harmoniques bipo-
laires AZM (7, 7) ont (—1)*' comme parité. Il s’ensuit que chaque
couple de moment angulaire apparaissant dans le développeright (
doit vérifier la relation

(=) = (-1)* (3.16)

pour que la fonction d’ond@ (7, 7,) ait une parité bien définie pour
un moment angulaire total L et sa projection M. Notons que les valeurs
prises par le moment angulaire total L sont telles dyg, < L <
Lo @vecL,,, > 0. La projection M de L est telle qug\/| < L.
Dans la suite, nous considérons l'interaction de I'atome avec un champ
électrique polarisé linéairement. Dans ce cas, si I'état initial de 'atome
est un état S, nous pouvons podér= 0 dans tous nos calculs.

Pour chaque valeur dg, plusieurs couples de moments angulaires
des électrons peuvent étre sélectionfég), avec) < A < A, et0 <
[ < I.. Chaque coupléX ) doit satisfaire la condition3.16). Pour
chaque couplé) , 1), on peut utiliser plusieurs ensembles de fonctions
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sturmiennes, chacune d’elles étant associées a un couple de parametres

non linéairegxs, ks), s =1, 2, --- | N,. Plus précisément, a chacune
des N, valeurs des est assocé un ensemble de fonctions sturmiennes
Sy, et Sk, avecy = )\+u<, ANbve+1, -, N+ etn =
l+n<,l+n<+1 L+ ns.

3.3.3 Formulation matricielle de I'équation de Schro6-
dinger.

En multipliant & gauche I'équatio.6) par A'FY 122 (7, ), on
obtient, apres intégration dans tout I'espace, I’equatlon matricielle

)\l AMLM H)\’l’)\lLM U)\’l NLM
vn Y rsksvn ’k/l/nnsksl/n KLELV' N Ksksvn

LM Xl s

_psXiNLM ) ~0, (3.17)

KLELV N Ksksvn

ou les intégrales

SEM = [ 71 [ ARA BN () ARYES, (),
(3.18)
H/\ l’li\’lll/lj\fn ksvn — /drl /dTQA/FA’ li:’lzljljxll (Tla FQ)*HOA All% Vn(rhTQ)
(3.19)

et

/ ’ !/ 1 =

UNG Y = [ 47 [ QR AN Gy AR ()
° ° 12

(3.20)

représentent respectivement les éléments de la matrice de recouvrement
S, de la matrice du hamiltonien du modele indépend&net de la ma-

trice associée a l'interaction coulombienne entre les deux élecfons
Ainsi donc, résoudre I'équation de Schrodinger sur la base de fonctions
sturmiennes est équivalent a résoudre le probleme aux valeurs propres
généralisées

HY = FST , H=H, + U, (3.21)
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ou W est un vecteur dont les composantes sont les coefficients de la
fonction d'ondeV (r, %) sur la base. La matric8 est réelle, symé-
trique et définie positive. Celle dH est aussi réelle et symétrique
lorsque les parametres non linéaires sont réels et complexe syme-
trique lorsque ces parametres sont complexes. Le détail sur I'évaluation
des éléments de matric8.18), (3.19 et (3.20 peut étre trouvé dans

[ ]. Notons que prendre les paramétres non linéaires complexes est
équivalent a faire une dilatation complexe du hamiltonigrSignalons
aussi que pour une valeur du moment angulaire tbfdh matrice du
hamiltonienH est pleine a cause du terme d’interact;%nqui couple

les différents moments angulaires des électrons individuels. Par contre,
la matrice de recouvremest a une structure bloc-diagonale, chaque
bloc étant associé a un couple de moment angufairg. Chaque bloc

peut contenir un ou plusieurs sous-blocs. Un sous-bloc correspond a un
ensemble de parametres non linéaires donné.

3.3.4 Reésolution numeérique de I'équation de Schro-
dinger.

L'utilisation de plusieurs ensembles de parameétres non linéaires
rend la base numériquement surcompléte en ce sens que la matrice de
recouvrement, qui est en principe définie positive, ne I'est plus et pos-
séde des valeurs propres proches de 0. La raison est que les ordinateurs
représentent les nombres avec une précision finie. Cette situation en-
traine des problémes numériques dans la mesure ou I'on est obligé d’in-
verser la matrice de recouvrement pour résoudre I'équation de Schro-
dinger. Nous avons adopté la méme technique que Lagmag®{]
pour contourner ce probleme. Cette technique peut se résumer en deux
étapes :

1. Définition d’'un paramétre de coupuee de I'ordre del10 2.
Toutes les valeurs propres de la matrice de recouvrement infé-
rieures &, sont éliminées.

2. Redéfinition du probleme aux valeurs propres avec la nouvelle
matrice deH .

Supposons, pour plus de détails, guspit la taille des matriceH et
S de départ, et désignons plrla matrice orthogonale qui diagonalise
la matrice de recouvremeft Alors, nous avons :
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TIST =, (3.22)

s étant une matrice diagonale dont les termes diagonaux sont les valeurs
propres deS . Sip est le nombre de valeurs propres&ielus grandes
quee,, les tailles des matrice¥ ets deviennent(n x p) etp x p)
respectivement, aprés avoir rejété tes p valeurs propres inférieures

a la valeur de coupure. . La matriceD définie par

D=Ts: (3.23)

est de taillgn x p). Elle satisfait les relations

DD=s"!,DSD=1. (3.24)

Le probleme aux valeurs propre3.Z1) peut dés lors étre réécrit
comme suit :

HY = EV, (3.25)

avec

H=D'HD, v =D '¥. (3.26)

H est une matrice carrée de taijieet ¥ un vecteur de méme taille.
En diagonalisanH par les techniques standards, on obtient les valeurs
propres et les vecteurs propres de I'atome d’hélium.

3.3.5 Energies des états liés de I'atome d’hélium

Pour tester l'efficacité de la méthode et des fonctions de base uti-
lisées pour résoudre I'équation de Schroédinger indépendante du temps,
nous avons calculé les énergies des états liés triplet de I'atome d’hélium.
Les résultats sont contenus dans le tableau 3.1. lls sont proches de ceux
qgue l'on trouve dans la littérature méme si les bases utilisées sont re-
lativement petites. Les parametres non-linéaires, les paires de moments
angulaires, ainsi que les ensembles de fonctions sturmiennes que nous
avons utilisés sont indiqués dans les tableaux 3.2 et 3.3.



Energies des états liés de 'atome d’hélium

133

n 6 =0.0 f=0.125 0 =0.15 Valeurs de référence
états n.3S
2 2175226390  -2.175226434 [228(T)]  -2.175226453 [7.26(8)]  -2.17522937824
3 -2.068688371  -2.068688383 [6.13(8)] -2.068688389 [7.26(8)] -2.06868906747
4 -2.036511816  -2.036511821 [2.44(8)] -2.036511824 [2.98(8)] -2.03651208310
5 -2.022618743  -2.022618745[1.21(8)] -2.022618747 [1.43(8)] -2.02261887230
6 -2.015377380  -2.013377382[6.81(9)] -2.015377383 [8.81(9)] -2.01537745299
7 -2.011129874  -2.011129876[4.20(9)] -2.011129877 [4.97(9)] -2.01112991951
états n 3 P
2 -2.133152296  -2.133154349 [-4.36(6)] -2.133155172 [-4.99(6)] -2.13316419078
3 -2.058076550  -2.058076599 [3.94(7)] -2.058076596 [5.01(7)] -2.05808108427
4 -2.032322436  -2.032322389[1.28(7)] -2.32322358 [1.55(7)] -2.03232435430
5 -2.020550209  -2.020550174 [4.48(8)] -2.020550153 [5.19(8)] -2.02055118726
6 -2.014207395 -2.014207372[1.82(8)] -2.014207358 [1.20(8)] -2.01420795877
7 -2.010404606  -2.010404590 [8.40(9)] -2.010404582 [8.54(9)] -2.01040496001
états n 3D
3 -2.055634979  -2.055634986 [-2.46(8)] -2.055634990 [-2.88(8)] -2.05563630945
4 -2.031288168  -2.031288172 [-1.00(8)] -2.031288174 [-1.16(8)] -2.03128884750
5 -2.020020654  -2.020020656 [-4.86(9)] -2.020020657 [-5.59(9)] -2.02002102745
6 -2.013901191  -2.013901193 [-2.70(9)] -2.013901194 [-3.09(9)] -2.01390141545
7 -2.010211961  -2.010211963 [-1.65(9)] -2.010211963 [-1.88(9)] -2.01021210596
8 -2.007817837  -2.007817838 [-1.08(9)] -2.007817838 [-1.23(9)] -2.00781793471
états n3F
4 -2.031255128 -2.031255129[-2.56(10)] -2.031255129 [-4.05(10)]  -2.03125516840
5 -2.020002929 -2.020002930[-3.57(11)] -2.020002930 [-1.28(10)]  -2.02000295738
6 -2.013890679 -2.013890680[4.03(11)] -2.013890681 [-1.33(11)]  -2.01389069835
7 -2.010205246  -2.010205246[5.58(11)]  -2.010205247 [2.31(11)] -2.01020525837
8 -2.007813296  -2.007813296[5.27(11)]  -2.007813297 [3.16(11)] -2.00781330454
9 -2.006173406 -2.006173406[4.50(11)]  -2.006173407 [3.07(11)] -2.00617341237
états n3G
5 -2.020000709  -2.020000709[7.98(12)]  -2.020000710[9.57(12)] -2.02000071093
6 -2.013889344  -2.013889344[8.83(12)] -2.013889344 [1.02(12)] -2.01388934542
7 -2.010204385 -2.010204385[7.61(12)] -2.010204386 [8.67(12)] -2.01020438625
8 -2.007812711  -2.007812711[6.14(12)]  -2.007812711 [6.94(12)] -2.00781271151
9 -2.006172991  -2.006172991 [4.84(12)] -2.006172992 [5.45(12)] -2.00617299164
10 -2.005000112 -2.005000112[3.83(12)] -2.005000113 [4.30(12)] -2.00500011278

TAB. 3.1 —Valeurs propres du hamiltonien atomique tourné associées aux états liés
triplet de I'hélium. Les parties imaginaires de ces valeurs propres sont écrites entre
des crochets ou les nombres entre parentéses représentent les puissances de 10 par
lesquelles ces parties imaginaires doivent étre divisées.
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K1 Ko Nlin  Mlmaz  M2min N2maz
1 2.000 1.450 1 5 1 15
2 2.000 0.400 1 5 1 15
3 2.000 0.200 1 5 1 15
4 2.000 1.300 1 5 1 15
5 2.000 0.020 1 5 1 24
6 2.000 0.075 1 5 1 24
7 2.000 0.200 1 5 1 24
8 2.000 0.200 1 5 1 24
9 2.000 0.075 1 5 1 24
10 2.000 0.020 1 5 1 24
11 2.000 0.100 1 5 1 24
12 2.000 0.075 1 5 1 24
13 2.000 0.090 1 5 1 15

TAB. 3.2 —Paramétres non-linéaires et indices sturmiens associés.

3.4 Résolution de 'ESDT par la méthode de
Floquet.

LESDT pour 'atome d’hélium en interaction avec un champ laser
est donnée par

Z%\I’(Fl,FQ,t):H\I/(Fl,FQ,t),H:H—l—HGv, (327)

ou H est le hamiltonien de I'atome isolé présenté dans la section pré-
cédente H; désigne le hamiltonien d’interaction entre le champ élec-
tromagnétique et 'atome. Dans les jauges longuéus=(L) et vitesse

(G = V), le hamiltonien d’interactiot/(¢) est donné par

H(t) = E(t) (M + 7)), Hy(t) = —U_f(t) : (61 + 62) . (3.28)

Hj, et Hy sont écrits dans I'approximation dipolaire, et nous consideé-
rons un champ laser polarisé linéairement. Nous choisissons le potentiel
vecteur tel que

—

At) = £o sin (wt)ée, (3.29)

w
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o~

[
o~

[\

nombre de paires Ensembles
1213
1213
1213
1213
4213
4213
4213
4213
4213
4213
4213
4213
756
756
756
756
8910
8910
8910
8910

A BRABRAPPOWOWWWNDNNNRPRPRPPRPEPLPOOOOT™
NFPFRPONRFPFFRPOMNRPPFPOWNPEPOWNEO
NOOWRARWEAEANWNWENMAWOWNPEPWNEO
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TAB. 3.3 —Paires (11,12) de moments angulaires utilisées.
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ou i, représente le vecteur unitaire le long de I'axe de polarisation, qui
est I'axe des z, ek, 'amplitude du champ.
Comme nous l'avons vu dans le premier chapitre, nous pouvons

—

appliquer lethéoreme de Floquesur V(7 , 7 ; t) du moment que le
champ laser est périodique dans le temps. Nous écrivons

U(ry, s t) = 671’&@(7717 Ty t), (3.30)

avec

2
w

—

c’est—a—dire que la fonctioh (7, , 75 ; t) , appelédonction de Floquet
est périodique dans le temps, et sa période vaut celle du cﬁgmﬁlle
est fonction propre du hamiltonien de Floguet

0
Hp=H+ Ho(t) — iz (3.32)
Plus précisément, la fonctiob(7 , 75 ; t) vérifie 'équation

Ho+ Holt) - i | 9071, 7o ) = €007, 7). (339

Comme elle est périodique dans le temps, elle peut étre développée en
série de Fourier :

+oo
O(F, o5 t) = Y e MDA, 7). (3.34)

N=—00
Procédant de la méme fagon que dans la section 1.6, nous aboutis-
sons a I'équation
(H — Nw)‘I)N + V+(I)N_1 + V_(I)N_H = 8@]\/ (335)

pour les composantes harmoniqugs; , 7 ; t) . Les opérateur¥’, et
V_ sont donnés par

By [0 0
Vi=-V.=— (8_21 + 8—22) (3.36)

dans la jauge vitesse et
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E
V.=V_= —70(21 + 2) (3.37)

dans la jauge longueur. En nous inspirant du développerelt) des
fonctions d’onde spatiales du hamiltonien atomidifienous pouvons
écrired (7 , ) sous la forme

=22 Z NIMAFMIM (7 ) (3.38)

LM M\l s

Des lors, les quasiénergiéssont Ies valeurs propres du systéme
d’équations linéaires en les coefficients~"/ , que nous obtenons en
projetant I'équation.35 sur les fonctions de base : nous multiplions a
gauche cette équation pArFA/ ;C/L,//]‘f,(rl, %), PUiS Nous intégrons dans

tout 'espace. Nous obtenons finalement I équation matricielle

Ay =EB¢ (3.39)
ou ¢ représente le vecteur colonne formé par les coefficigfifs;

B la matrice de recouvrement @t la matrice de FloquetLe vecteur

¢, tout comme les matriceA et B sont partitionnés en blocs. Chaque
bloc de Floquet est associé a une composante harmonique donnée. La
figure 3.2 montre la structure en blocs de la matrice de Floju€tette
matrice est constituée de blocs diagondeX qui sont des matrices

carrées représentant l'opératét = H — Nwl :

DN=H-NwB=Hy+U-NuwB, NeZ, (3.40)

et de blocs non diagonadX,,,, qui sont des matrices rectangulaires
associées aux opératelfs. Notons que I'opérated®” ne couple que
les états de mémy¥, tandis que les opérateurs,, couplent les états qui
sonttels quA N = F1. En I'absence de rotation complexe=£ 0), les
matricesD” et B sont réelles et symétriques. La matrideest méme
définie positive. Les matricég,,,, sont quant a elles réelles symétriques
dans la jauge longueur et réelles antisymétriques dans la jauge vitesse. Il
s’en suit que la matrice de FloquAtest réelle symeétrique dans ce cas.
Lorsque le parametre de rotation compléxst différent de 0, ce qui est
le cas quand on veut avoir les positions et les largeurs des résonances,
la matrice de recouvremei reste réelle, symétrique et définie posi-
tive. Les blocs diagonau®¥ = Hy(#) + U — NwB) sont complexes
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symétriques, tandis que les blocs non diagonaix(f) = V.. dans

la jauge longueur €V () = ¢~V dans la jauge vitesse) sont com-
plexes symétriques (respectivement complexes antisymétriques) dans la
jauge longueur (respectivement dans la jauge vitesse). La matrice de
FloquetA, est complexe symétrique.

N-2 N-1 N N+1 N+2 N+3

DIV=2] v/ N-2

vV, |DW-YV_ N-1
vV, |DW™ |V_ N

V, | DWW+ v_ N+1

V, | DWW V_ | N+2

V, | DWVF3) N+3

FIG. 3.2 —Schéma de la structure en blocs du Hamiltonien de Floquet

Il importe de signaler que chaque bloc diagonal de la matrice de
Floquet est partitionné en sous-blocs. Chaque sous-bloc est associé a un
moment angulaire total. donné. La regle de sélection pour les sous-
blocs des blocs diagonaux est dahé = 0. Les blocs non diagonaux
sont eux aussi partitionnés en sous-blocs. La regle de sélection pour les
sous-blocs non diagonaux &S, = +1.

Les figures 3.3 et 3.4 montrent la structure en blocs et sous-blocs de
la matrice de Floquet dans les bases atomiques et sturmiennes respecti-
vement.

Notons, pour terminer cette section, que les dimensions de la ma-
trice de Floquet conduisant a une bonne convergence des valeurs et
vecteurs propres sont en pratique treés grandes, surtout quand on tra-
vaille avec plusieurs moments angulaires. D’ou la nécessité de faire un
bon choix de la méthode pour diagonaliser cette matrice, et ce pour ré-
duire le temps de calcul. algorithme de Lanczok }, que nous
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décrivons dans la section suivante, convient pour notre cas. En effet, la
matrice de Floquetd, est tres creuse (Fig. 3.2 et 3.3) et symétrique.
Ses éléments non nuls sont situés dans une bande dont la largeur est
tres petite par rapport a la dimension totale de cette matrice. La matrice
de recouvremens, réelle symétrique, est aussi creuse dans la mesure
ou elle est bloc diagonale dans la base sturmienne, et vaut la matrice
unité dans la base atomique. De plus, le spectre du hamiltonien de Flo-
quet étant périodique, de périofle nous n’avons pas besoin de tout

le spectre pour calculer des observables telles que la probabilité d’ioni-
sation, mais d’'une seule zone de Floquet. En effet, si 'atome d’hélium
est dans I'état®,) au temps initialt, , la probabilité d’ionisation de
I'atome a un instant ultérieur est donnée paifu9 :

Pon(t) =1 — Z R ((w_gg}%ay) exp (23(c:)t) | (3.41)

ou la somme surs’étend sur tous les états propres liés de Floquet conte-
nus dans une seule zone de Floquet, tandis que la sommeséatend

sur toutes les composantes harmoniques de chaque état propre interve-
nant dans la définition d&,,,,(¢) . ¢t représente la durée de l'interaction
entre I'atome et le champ laset = t; — ¢, .
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Nmin Nmin+1 Nmin+2

Lmin Lmin+1 Lmin+2 Lmin+3 Lmin+4 Lmin Lmin+l Lmin+2 Lmin+#3 Lmin+4 Lmin Lmin+1 Lmin+2 Lmin+3 Lmin+4

T T T T T T T T
Lmin I I I I I I I
-l L R Y JU R, R —
| | | | |
I I I I
Lmin+l | | | |
I I I I
H S R ]
Nmin
Lmin+2
Lmin+3
Lmin+4
Lmin
Lmin+1
Nmin +1
Lmin+2
Lmin+3
Lmin+4
Lmin
Lmin+1
Nmin +2
Lmin+2
Lmin+3
Lmin+4

FIG. 3.3 —Structure en blocs et sous-blocs du hamiltonien de Floquet dans la
base sturmienne.
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Nmin Nmin+1 Nmin+2
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FIG. 3.4 —Structure en blocs et sous-blocs du hamiltonien de Floquet dans la
base atomique.

3.5 Lalgorithme de Lanczos

L'agorithme de Lanczos est une procédure itérative qui permet de
trouver un certain nombre de valeurs propres d’'une matrice situées dans
le voisinage d’une position donnée sur I'axe des énergies, ainsi que les
vecteurs propres correspondants. Cet algorithme fut a 'origine déve-
loppé pour calculer un petit nombre de valeurs propres extrémales d’'une
matrice symeétrique tres grandesjc5() ]. Plus tard | ], elle
fut adaptée aux problémes a valeurs propres généralisées,

Agx = EBx, (3.42)
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ou A4, et B sont des matrices symétriques. Le problefhé?) est équi-
valent au probléme aux valeurs propres obtenu aprés multiplication a
gauche pa, "' :

Ayt Bx = px, (3.43)

avecu = % L'algorithme de Lanczos permet de trouver les plus
grandes valeurs de, c’est-a-dire les petites valeurs deComme les
valeurs propres qui nous intéressent sont celles situées au voisinage
d’'une certaine énergi€’, , nous devons, avant de diagonaliser la ma-
trice de Floquet par la méthode de Lanczos, changer la matjce

I'aide de la transformation

Ay — Ag — E\B. (3.44)

L'agorithme de Lanczos consiste a transformer une matrice donnée
en une matrice tridiagonale facile a diagonaliser numériquement. La
matrice tridiagonale est de taille inférieure a la matrice initiale et ne
décrit qu’un sous-espace de celle-ci. Soit

YZ[Yl y2 - yn}

une matrice orthogonale par rapport3(c’est-a-direY'BY = 1

qui transforme la matricdl, = A, 'B en une matrice tridiagonale

T (c'est-a-direY'A,'BY = T ouA,'BY = TY). Pour construire

la matriceY', on choisit le premier vecteur; tel queyiBy; = 1.

Les autres vecteurs sont obtenus a l'aide des relations de récurrence
suivantes | }:

My = a1y1 + iy2
My, = Biy1 + ays2 + B2y3

(3.45)

\ Myn = ﬁn—lyn—l + anyn

avecn < n, , la dimension de la matrice de Floquet. Les vectgurs
sont orthogonaux par construction, et les coefficigitsont choisis de
facon a normaliser ces vecteurs. Dans la base/gela matrice4A='B
prend la forme | ]
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(03] 51 0 s 0 0
51 Qg 52 0 0
0 Qg - 0 0
T I I (3.46)
O 0 0 e (07} ﬂn—l
L 0 0 o - ﬁn—l Ay, i

Des lors, les plus grandes valeurs proprede (3.43 sont données par
les valeurs propres dE.

3.6 Stockage des matrices

Nous avons vu, dans la section 3.3, que les matrices de Flgoetet
de recouvremerts sont tres creuses. Ces deux matrices sont en plus sy-
métriques. Nous n’avons donc pas besoin de stocker tous les éléments
de ces matrices. Seuls les éléments matriciels non nuls situés dans le
triangle inférieur sont stockés. Plus précisément, les parties réelles des
éléments non nuls dd, situés dans le triangle inférieur sont stockés
dans une matrice bande: de dimensiongnlarg x n.) et les par-
ties imaginaires correspondantes dans une matrice kdrtEemémes
dimensions quer. Les éléments non nuls du triangle inférieur de la
matrice de recouvremeft sont stockés dans un matrice bawkdee di-
mensiongnlard X ny,) . Notons que dans la base atomique, nous avons
nlard = 1 car la matrice de recouvrement est égale a la matrice unité.

Le nombre de bandes des matrieeetai, c’est-a-direnlarg, dé-
pend du nombre de moment angulaire considérés, des dimensions des
sous-blocs diagonaux de la matridg et de la structure du hamiltonien
d’interaction. Dans la base atomique par exemple, les blocs non nuls
de la matrice du hamiltonien d’interaction sont pleins, et la valeur de
nlarg peut étre calculée en se basant sur la figure 3.5, valable dans le
cas particulier on tient compte de 5 moments angulaires. Dans la base
sturmienne, les blocs non nuls de la matrice associée au hamiltonien
d’interaction ne sont pas pleins, ce qui éventuellement conduit & la ré-
duction de la valeur delarg. Dans tous les cas, la premiere ligneagte
et celle deai correspond a la derniere bande (a compter de la diagonale
principale deA,) de la matrice de Floquet, comprenant au moins un
élément non nul. La derniére ligne de et celle deai correspondent
a la diagonale principale dd, . Le stockage des éléments matriciels
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est donc fait de facon que les éléments de la diagonale principale soient
placés dans la derniére ligne de la matrice bande :

d(nlard,i) = B(i,i), i =1, Nt (3.47)
ar(nlarg,i) = R (Ap(4,7)) , i =1, ny (3.48)
ai(nlarg,i) = S (A(i,7)) , i =1, nyor - (3.49)

Les élémentsdy(i, j) avec: > j sont stockés dans-(nlarg + j —
i,1) pour les parties réelles et damgnlarg + j — i,) pour les parties
imaginaires. De méme, les élémeit§, j), avec: > j sont stockés
dansd(nlard + j —i,1) .
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FIG. 3.5 —Détermination graphique d€darg.
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3.7 Résultats

3.7.1 Spectre du hamiltonien de Floquet tourné

Nous avons d’abord testé la méthode de Floquet sur I'atome d’hé-
lium pour des dimensions de matrices assez petites pour pouvoir diago-
naliser la matrice de Floquet tournée a 'aide des routines de la librairie
Lapack. Notre objectif était de comparer les résultats ainsi obtenus avec
ceux trouvés en utilisant I'algorithme de Lanczos, mais aussi Vvérifier
que le spectre du hamiltonien est périodique, de périadd_es infor-
mations en rapport avec la base utilisée pour décrire la fonction d’onde
spatiale sont celles contenues dans les tableaux 3.2 et 3.3. Nous avons
pris n2,,.. = 6 pour diminuer les dimensions. Le tableau 3.4 montre
gue les deux méthodes conduisent aux mémes résultats.

Sur les figures 3.6 et 3.7 , nous représentons, dans le plan complexe
des énergies, une partie du spectre du hamiltonien de Floguet obtenu a
I'aide de I'algorithme de Lanczos pour= 0.09 u.a et deux valeurs du
parameétre de rotation compleRe La diagonalisation du hamiltonien
de Floquet a été effectuée plusieurs fois en variant le parametre de dé-
placementFE,, et ce pour éviter des trous dans le spectre. Nous avons
pris 21 blocs de Floguet. Il est aisé de remarquer que le spectre est
bien périodique, de période. De plus, les différentes coupures dans le
continuum, qui n’est pas bien décrit a cause de la petitesse des bases uti-
lisées pour décrire la fonction d’'onde radiale du hamiltonien de I'atome
libre, tournent vers le bas d& . La figure 3.8 montre le spectre du
hamiltonien de Floquet tourné de= 0.125rad lorsqu’on utilise des
dimensions assez grandes (celles données dans le tableau 3.2) pour dé-
crire la fonction d’'onde spaciale. La densité d’états dans le continnum
est cette fois-ci suffisamment grande pour que nous puissions observer
la rotation des coupures conformément au théoreme d’Aguilar-Balslev-
Combes] , ] vu dans le premier chapitre.
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FIG. 3.6 —Spectre du hamiltonien de Floquet tournéde 0.125 rad . Nous avons
considéré 21 blocs de Floquet,t, = —10---10). Les paramétres non-linéaires et

les paires de moments angulaires sont les mémes que dans les tableaux 3.2 et 3.3.
Seulement, nous avons pfi&,,,,, = 6.
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FIG. 3.7 —Méme chose que pour la figure 3.6, & part ue 0.25 rad.



148 lonisation simple de I'atome d’hélium a trois photons

TAB. 3.4 —Spectre du hamiltonien de Floquet tournéide 0.15rad . A gauche :

la diagonalisation a été effectuée a I'aide de la routine Lapack ZGEEV. A droite :
la diagonalisation a été effectuée avec I'algorithme de Lanczos. Les blocs de Flo-
quet sont au nombre de %,f, = —3---3). w = 0.106 u.a Ie, = 10 W/em?2 .

Nous voyons que toutes les valeurs propres trouvées avec I'algorithme de Lanczos se
trouvent parmi celles calculées avec la routine ZGEEV. Toutefois, il y a des trous dans
le spectre du hamiltonien de Floquet calculé avec l'algorithme de Lanczos. Cela est
dd au fait que, comme nous I'avons dit dans la section 3.5, I'algorithme de Lanczos ne
calcule qu’'un nombre limité de valeurs propres situées dans le voisinage d’'une énergie
donnée (-2.0u.a dans ce calcul). On peut remédier a cette situation en diagonalisant
plusieurs fois le hamiltonien de Floguet. Notons que la diagonalisation dure 50585 s
avec la routine ZGEEYV et seulement 331 s avec Lanczos, et ce sur une méme machine
(deccill).

R(E) 3(E) R(E) 3(E)
2.103094498536  -0.005713461288 2103094498534 -0.005713461287
2102676787271  -0.012371353424 2.102676787272  -0.012371353425
2102061182765 -0.061983117084 2.102061182766  -0.061983117084
2101890695494  -0.009942515897 2.101890695494  -0.009942515899
2092544549484 -0.013344495888 2092544549484 -0.013344495888
2091721966878 -0.013954986492 2.091721966878  -0.013954986492
2089401090822  -0.013206974345 2.089401090822  -0.013206974344
2076768370110  -0.022454643155 2.076768370109  -0.022454643155
2069324286041  -0.000008760594 2.069324286040  -0.000008760594
2068708199956 -0.000012008753 2.068708199956  -0.000012008753
2067628850514  -0.030327649068 2.067628850514  -0.030327649068
2066082893137  -0.120733989649 2.066082893137  -0.120733989647
2060508877473 -0.027257724010 2.060508877473  -0.027257724010
2058105458175 -0.000025771986 22.058105458175  -0.000025771986
2055739404512 -0.000006657917 2.055739404512  -0.000006657918
2043772373372 -0.034380444563 2.043772373372  -0.034380444562
2040785891151  -0.039919891252 2.040785891151  -0.039919891251
2036698581030  -0.000003148195 2.036698581030  -0.000003148195
2036520205798 -0.000005554137 2.036520205798  -0.000005554137
2035457097159 -0.081673298859 2.035457097160  -0.081673298861
2.032376500061 -0.000009843728 -2.032376500061  -0.000009843728
2031458354025  -0.000003593606 2.031458354025  -0.000003593606
2031319582680 -0.000000501955 2.031319582680  -0.000000501955
2027135704051 -0.000004075248 2.027135704051  -0.000004075248
2026202834526 -0.043999024622 2.026202834526  -0.043999024622
2022609422041 -0.000016158380 2.022609422040 -0.000016158380
2020609021715 -0.000005044959 2.020609021715  -0.000005044959
2020066930363 -0.000000304254 2.020066930363  -0.000000304254
2020053904363 -0.000001992687 2.020053904363  -0.000001992687
2020030258330 -0.000000000404 2.020030258329  -0.000000000404
2015346521672 -0.000048437853 2.015346521671  -0.000048437853
2014265486178 -0.000002966402 2.014265486178  -0.000002966402
2013955808068 -0.000003293083 2.013955808068  -0.000003293083
2013954504712 -0.000000180597 2.013954504712  -0.000000180597
2013918353570 -0.000000000376 2013918353570 -0.000000000376
2011012797280 -0.000171816861 2.011012797280 -0.000171816861
2010454900623 -0.000001841275 2.010454900623  -0.000001841275
2010268961712 -0.000000106877 22.010268961712  -0.000000106877
2010268799902 -0.000012846498 2.010268799902  -0.000012846498
2.010233123144  -0.000000000295 2.010233123144  -0.000000000295
2008738336907 -0.000766624494 2.008738336907  -0.000766624494
2.007971158226  -0.000000967267 2007971158225 -0.000000967267
2.007876778172  -0.000000022420 2.007876778172  -0.000000022420
2.007861578908  -0.000061759442 2007861578908  -0.000061759442
2007841340565  -0.000000008215 2.007841340565  -0.000000008215
2007373608956  0.000000491002 -2.007373608956  0.000000491002
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R(E) 3(E) R(E) 3(E)
-2.006423743105 -0.000308517271 -2.006423743105 -0.000308517271
-2.006236234360 0.000000336261 -2.006236234360 0.000000336261
-2.006218065231 -0.000000006349 -2.006218065231 -0.000000006349
-2.006201753134 -0.000000281830 -2.006201753134 -0.000000281830
-2.005929631586 -0.002323152429 -2.005929631586 -0.002323152429
-2.005607070133  -0.000000082320 -2.005607070133  -0.000000082320
-2.005059560362  0.000002482674 -2.005059560362  0.000002482674
-2.005029471960 -0.000002354607 -2.005029471960 -0.000002354607
-2.004832844629 -0.087547479881 -2.004832844629 -0.087547479880
-2.004184053272 -0.000031745253 -2.004184053272 -0.000031745253
-2.004165475743  -0.000015477401 -2.004165475742  -0.000015477401
-2.003574008534 -0.000046928628 -2.003574008534 -0.000046928628
-2.003485185007 0.000003908372 -2.003485185007 0.000003908372
-2.003288806245 -0.001085236537 -2.003288806245 -0.001085236537
-2.003135595101  0.000000025275 -2.003135595101  0.000000025275
-2.002984021557 -0.049535970589 -2.002984021557 -0.049535970589
-2.002887214698 0.000000560109 -2.002887214697  0.000000560109
-2.002633339988  0.000000002172 -2.002633339988  0.000000002172
-2.002367527769  0.000000046176 -2.002367527769 0.000000046176
-2.002168377267 -0.000000000228 -2.002168377267 -0.000000000228
-2.002076777723  -0.002054851057 -2.002076777723 -0.002054851057
-2.001921451285 -0.000000002478 -2.001921451285 -0.000000002478
-2.001765545514 -0.000000000113 -2.001765545514  -0.000000000112
-2.001543344229 -0.000000004774 -2.001543344229 -0.000000004774
-2.001423993485  0.000000000374 -2.001423993484  0.000000000374
-2.001312795806 -0.005702771330 -2.001312795806 -0.005702771330
-2.001215210231 -0.000000002884 -2.001215210230 -0.000000002884
-2.001127460978  0.000000000668 -2.001127460977  0.000000000668
-1.999484900431 -0.004943383359 -1.999484900430 -0.004943383359
-1.997094498536  -0.005713461288 -1.997094498536 -0.005713461288
-1.996676787280 -0.012371353434 -1.996676787280 -0.012371353434
-1.996061343666 -0.061983314512 -1.996061343666 -0.061983314512
-1.995890695496 -0.009942515888 -1.995890695496 -0.009942515888
-1.986544549484 -0.013344495888 -1.986544549484 -0.013344495887
-1.985721966882 -0.013954986490 -1.985721966881 -0.013954986490
-1.983401090822 -0.013206974345 -1.983401090822 -0.013206974345
-1.970768370137 -0.022454643128 -1.970768370137 -0.022454643128
-1.963324274581 -0.000008759331 -1.963324274581 -0.000008759331
-1.962708199947 -0.000012008753 -1.962708199947 -0.000012008753
-1.961628850491 -0.030327649119 -1.961628850491 -0.030327649119

-1.960270219663
-1.958193088650
-1.954508877481
-1.952105458137
-1.949739404445
-1.937772373375
-1.934785891152

-0.121029719846
-0.148614789365
-0.027257724016
-0.000025771984
-0.000006657917
-0.034380444562
-0.039919891261

-1.960270219663
-1.958193088649
-1.954508877481
-1.952105458137
-1.949739404445
-1.937772373376
-1.934785891152

-0.121029719844
-0.148614789365
-0.027257724015
-0.000025771984
-0.000006657918
-0.034380444562
-0.039919891262
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R(E)

3(E)

R(E)

3(E)

-1.930698581030
-1.930520205756
-1.929457406079
-1.926376500056
-1.925458353185
-1.925319582674
-1.922993044657
-1.921135672387
-1.920202834492
-1.916609421985
-1.914609021712
-1.914066930359
-1.914053904227
-1.914030258329
-1.909346521667
-1.908265486176
-1.907955808043
-1.907954504709
-1.907918353570
-1.905012797278
-1.904454900621
-1.904268961710
-1.904268799891
-1.904233123144
-1.902738336906
-1.901971158224
-1.901876778170
-1.901861578900
-1.901841340565
-1.901373608957
-1.900423743099
-1.900236234358
-1.900218065230
-1.900201753133
-1.899929631584
-1.899607070134
-1.899059560361
-1.899029471960
-1.898832787121
-1.898184053271
-1.898165475742
-1.897574008534
-1.897485185007
-1.897288806243
-1.897135595101
-1.896984021551
-1.896887214697

-0.000003148195
-0.000005554137
-0.081673555434
-0.000009843728
-0.000003593603
-0.000000501955
-0.153360945642
-0.000004075092
-0.043999024652
-0.000016158379
-0.000005044959
-0.000000304254
-0.000001992685
-0.000000000404
-0.000048437853
-0.000002966402
-0.000003293083
-0.000000180597
-0.000000000376
-0.000171816861
-0.000001841275
-0.000000106877
-0.000012846498
-0.000000000295
-0.000766624496
-0.000000967267
-0.000000022420
-0.000061759442
-0.000000008215
0.000000491002

-0.000308517277
0.000000336261

-0.000000006349
-0.000000281830
-0.002323152431
-0.000000082321
0.000002482675

-0.000002354607
-0.087547559922
-0.000031745252
-0.000015477401
-0.000046928628
0.000003908372

-0.001085236540
0.000000025275

-0.049535970579
0.000000560109

-1.930698581030
-1.930520205756
-1.929457406079
-1.926376500055
-1.925458353184
-1.925319582673
-1.922993044655
-1.921135672389
-1.920202834492
-1.916609421985
-1.914609021712

-1.898832787118

-1.896984021550

-0.000003148194
-0.000005554136
-0.081673555436
-0.000009843729
-0.000003593603
-0.000000501955
-0.153360945644
-0.000004075095
-0.043999024653
-0.000016158378
-0.000005044959

-0.087547559918

-0.049535970578
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FIG. 3.8 —Spectre du hamiltonien de Floquet tournédde 0.125 rad . Nous avons
travaillé avec 15 blocs de Floquet, = —7...7). Les parameétres non-linéaires et

les paires de moments angulaires sont les mémes que dans les tableaux 3.2 et 3.3
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3.7.2 Stabilité de l'algorithme de Lanczos

Non seulement il faut que le spectre du hamiltonien de Floquet soit
périodique pour étre sr que notre code fonctionne bien, mais aussi il
faut qu’il soit stable par rapport au parameétre de déplaceificet au
parametre de rotation comple#ie L'algorithme de Lanczos est stable
par rapport &, si le spectre du hamiltonien de Floguet obtenu a l'aide
de cet algorithme est indépendant Ble. Nous avons fait des tests en
rapport avec ¢a mais avec de petites bases (voir tableaux 3.3 et 3.2 ou
il faut prendren2,,.,, = 6). Les résultats trouvés sont contenus dans
le tableau 3.5. Pour construire ce tableau, nous avons diagonalisé la
matrice de Floquet 6 fois en changeant la valeurfge Nous avons
ensuite analysé les valeurs propres obtenues. L'objectif était de détecter
les énergies qui apparaissent au moins deux fois dans le spectre total
obtenu. Ces énergies (qui sont répétées) sont évidemment associées a
deux valeurs différentes du paramétre de déplacement et doivent étre
dans le voisinage commun de ces deux valeurs. L'indreprésente le
numéro de I'énergie dans la liste des valeurs propres obtehygset
kmaz 1@ valeur minimale et la valeur maximale du nombre de photons.
A,... Teprésente la plus grande valeur absolue des différences entre les
parties rélles et les parties imaginaires de deux énergies les plus proches
possibles, mais associées a deux valeurs différentey.déous voyons
gu’il existe une stabilité dans nos résultats, mais qui n’est pas parfaite.
Nous pensons qu’en utilisant des bases suffisamment grandes, nous au-
rons une tres bonne stabilité.

i ’ Amax ’ kmin kmax
151 0.187867E-10
155 0.306336E-10
193 0.348149E-09 -1
)
)

194 0.372061E-04
196 0.490320E-04
98 0.487018E-10 -2

91 0.438579E-09 -4

87 0.218523E-10 -6 11
115 0.324850E-10 -10 15
284 0.170928E-10 -16 23

TAB. 3.5 —Etude de la stabilité de I'algorithme de Lanczos



Conclusion

Notre travail a porté sur des développements méthodologiques re-
latifs & I'interaction lumiére-matiére. Le fil conducteur de ce travail
était d’étudier les avantages de I'utilisation de hamiltoniens non hermi-
tiques (c’est-a-dire ayant subi une rotation complexe des coordonnées
radiales) dans les problemes de physique relatifs a l'interaction atome-
photons. Parmi les problémes traités figurent :

1. le calcul des résonances a partir du modele de Friedrichs-Fano
tourné.

2. le calcul, lors de I'ionisation d’'un atome par une impulsion laser
intense, de la distribution en énergie des électrons émis lorsque le
continuum est tourné.

3. étude de lionisation multiphotonique d’atomes a l'aide de la mé-
thode de Floguet. Cette méthode nécessite I'utilisation de la rota-
tion complexe des coordonnées.

4. la résolution, par des méthodes dépendant du temps, de I'ESDT
associée a un systeme atomique en interaction avec un champ
laser.

Les différentes méthodes présentées ont dans un premier temps été
appliguées sur deux systemes atomiques simples, a savoir 'atome d’hy-
drogéne et un modele fondé sur l'utilisation du potentiel de Pdschl-
Teller. L'application de la méthode de dilatation complexe a I'atome
d’hydrogéne en présence d’'un champ laser a montré qu’il est relative-
ment facile de calculer le spectre en énergie du photoélectron méme
si les énergies des états du continuum deviennent complexes. Mais ce
calcul demande I'utilisation des méthodes d’accélération de la conver-
gence, les approximants de Padé dans notre cas. Ces derniers permettent
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non seulement d’'accélérer la convergence, mais aussi de définir une
norme qui, pour des temps longs, représente la probabilité pour le sys-
teme de ne pas se fragmenter.

Le modele atomique que nous avons développé nous a été tres utile.

Nous nous en sommes Sservis pour :

— tester une nouvelle méthode de propagation dans le temps de la
fonction d’onde, & savoir la méthode de Fatunla. Nous avons mon-
tré que cette méthode est rapide méme pour des problemes “rai-
des”.

— tester la méthode de Floquet dans I'étude des états induits par
laser. A ce sujet, nous avons montré qu’il est possible de suivre
les pbles associés a ces états dans le plan complexe des énergies.

— tester le modéle de Friedrichs-Fano tourné dans le calcul des ré-
sonances.

Dans le dernier chapitre de notre travail, nous avons abordé le pro-
bleme de l'ionisation simple a trois photons de I'atome d’hélium ini-
tialement dans un état exité, et ce suite a une expérience qui a été réa-
lisée a 'UCL et dont nous voudrions élucider les résultats. C'est un
probleme de grande taille qui nécessite d’une part le calcul de la struc-
ture atomique de I'hélium, et d’autre part I'utilisation de la méthode
de Floquet. Le calcul de la structure atomique de I'hélium a été faite
a l'aide de la méthode développée par Lagmagop9. Lintroduc-
tion de la méthode de Floquet conduit & des matrices de tres grandes
tailles dont la diagonalisation nécessite beaucoup de temps et d’espace
mémoire. Pour réduire le temps de calcul, ainsi que I'espace mémoire
utilisé, nous avons fait appel a I'algorithme de Lanczos. Malgré cela, le
temps de calcul reste relativement élevé suite a toute une série de tests
devant étre faits pour nous rassurer que notre code fonctionne bien. Ces
tests portent sur :

— la densité d’états atomiques dans le continuum,
— la stabilité des résultats par rapport au paramétre de déplacement,
— la stabilité des résultats par rapport au parametre de rotation com-
plexed ,
— la sensibilité des résultats a la variation du nombre de blocs de
Floquet,
— la périodicité du spectre du hamiltonien de Floquet.
Par ailleurs, pour avoir une courbe des probabilités d’ionisation en
fonction de la fréquence angulaire du lasemous devons diagonaliser
des matrices de grande taille, et ce, plusieurs fois pour chaque valeur de
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w . Pour toutes ces raisons, les résultats présentés dans ce travail ne sont
gue préliminaires.






Annexe A

Résolution analytique de

I’éguation
2
I:—%dd?—U()SBChQ(OéZL')} V=FE.

Cette annexe est consacrée a la résolution analytique de I'équation

de Schrodinger

L& Yysech?(az)| ¢ = By (A1)

5 422 osech”(ax = .
dans le cas oli, eta sont des réels positifs quelconques. La forme de la
solutiony(x) dépend des changements de variable opérés pour résoudre
cette équation. Nous présentons ici deux méthodes de résolution dont
I'une conduit aux fonctions sturmiennes pour le potentiel de Péschl-
Teller.

A.1 Premiere méthode.

Posons: = ax. Alors I'équation A.1) devient :

"+ [e +vsech?(2)] ¥ =0, (A.2)
ou le symbole “ " indique la dérivation par rapport a z,
2K

et
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dz?2

20,

UV =

(6]
En vue de simplifier le probléme, nous posons

Y = Asech’(2) - y(z), (A.5)
ou A est une constante arbitrair@ est défini par I'équation
2F
B =—e= - (A.6)
«

Ce changement de variable conduit a I'équation

Y’ — 2Btanh (2) -y + (v — 3> — B)sech?(z) -y = 0. (A.7)
Si maintenant nous posons

u= % (1 —tanh (2)) = _er : (A.8)

e+ e %
nous aboutissons a I'équation

2

u(l—u)%—i—[l—i—ﬁ—Q(l—i—ﬁ)u]%+(V—ﬂ2—ﬁ)-y:0. (A.9)

L'équation A.9) peut étre écrite sous la forme standard de I'équa-
tion hypergéométrique

d?y dy
u(l—u)@jt[c—(a+b+1)u]@—aby—0. (A.10)
Il suffit de prendre
c=1+p
a+b+1=2(1+4) (A.11)
ab=p*+p3—-v

A partir de ce systéme, nous obtenons

b=1+p8-IVI+dv=1+p—/% +1 (A.12)
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La solution de I'équatior{.10), qui reste finie e, = 0, c’est—a—
dire lorsquez — +o0, est | ]:

b
y:2F1(a,b;c;u):1+a—u+--~ (A.13)
c

Siz — 400, alorsu — 0 etdoncy — 1. Par suite,A.5) devient :

W(x) = Asech®(2) o Fy(a,b; c;u) —= A2%e=P2 (A.14)

On peut montrei] ] que

L)' (c—a—10)
I(c—a)l'(c—10)
I'(e)'(a+b—c) _ﬁz]

[(a)T'(b)

e?

Y(z) = Asechﬂ(z) o F1(a, b; c;u) —_ A25[

(A.15)

a,b,etcsontdonnés par le systeme (2), z = az,a > 0.

Les états liés

L'équation (@A.15) montre que la fonction d’ondg(x) devient infi-
nie enu = 1 (z — —o0), @ moins que la quantité

1 1 1 2, 1
b= 46— VItdr=o+5- =24

5 5 = T (A.16)

soit un entier négatif, ce qui revient a dire que

20, 1 1
Y A.17
B 2 t1 57" (A.17)

olin est un nombre entier plus petit qu{é%o +1 -1 Dans ce cas,

la quantitél’(b) apparaissant dans I'expressigh15) est infinie, et le
coefficient de=="* devient nul. Les valeurs discrétesagont, par suite,
données par I'équation

a2 a__——
o= | ()= TR ] 01,2 R g (A.18)

o
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Pour ces valeurs de, la fonction propre)(z) est de carré sommable.
En résumé, la fonction proptgx), solution de I'équation de Schro-
dinger

1
—52//’ — Upsech?(ax) ) = B,

est donnée par

a.—— a,——
P(x)=Asech® (ax)-2 F1 <%+ﬁ+ 2QL20+% , %Jrﬁf QQLQOJri ;1485 u(:z:)) (Alg)

1 —ax
5 (1 — tanh (Oél')) = m .
(A.20)

Cette solution est de carré sommakbié

2, 1 1

b=y titgm

oln € Netn < (/22 + 11 |esvaleurs discrétes desont données

par 'équation A.18). On en déduit les valeurs propres de I'énergie des
états liés :

(o I— a.
2 20, 20,
En=—% |:(n+%)f a—£+i:| ;n=0,1,2,;n< 720+21—47% (A21)

La figure ci-dessous montre le comportement du potentiel de
Pdschl-Teller en fonction des paraméttgset o . Nous constatons que
si nous fixonsl, et que nous variong; I'épaisseur du puits, et par
conséquent le nombre d’états liés, augmentent loragliminue. Nous
constatons aussi que la profondeur du puits et le nombre d’états liés aug-
mentent lorsqué’, augmenteq étant fixé. Le fait que le nombre d’états
lies augmente lorque diminue oul/; augmente peut étre démontré a
partir de I'équation £.21). Nous avons vérifie, numeériquement, que la
densité d’états dans le continuum augmente quaduiinue.
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0
=< 02
S
~ —04
(3]
)
¥ -0.6
(=]
)
I -0.8
_1 Il Il U Il 1
-15 -10 -5 0 5 10 15
0 --Q ,’—-
2 Yoy
< A ] P
s KRN Ug=1
Nc -4+ ‘\ 1 U.=6 T
G 1 -==U;
3 L WA i
£ 6 L1 - = =U,=10
o)
T g y !
‘l
-10 | | o | |
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FIG. A.1 — Graphe du potentiel de Pdschl-Teller. En hal} :est fixé
a 1 et on fait varier la valeur de. En bas : on prend. = 1 et on fait
varierU, .

A.2 Deuxieme meéthode : les fonctions stur-
miennes

Revenons a I'équatiorA(1) et écrivons-la sous la forme

d*e) 2
e [2E + 2Upsech?(ax)] ¢ = 0. (A.22)

En faisant le changement de variable

s = tanh (ax), (A.23)

nous obtenons
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dz?2

Y aa2s(1— 0/(s) + 01— (s), seck(am) = 1—st.

(A.24)
SubstituantA.24) dans A.22), nous aboutissons a I'équation

Wy

a? 1—s2

/

(1= ")y (s)] +

] W(s)=0. (A.25)

Considérons le cas particulier atet U, sont tels que

20
a—;’:zaﬂ), 1 €Ny.

Dans ce cas, I'équatioi\(25) devient

2

[(1—s2)y'(s)] + [l(l +1) — : f 32] Y(s) =0, (A.26)

oU nous avons pos¢’ = *jf . Cette équation a la forme de I'équa-
tion différentielle de Legendre associée qui est une équation de Sturm-
Liouville. Ses solutions sont, par conséquents, les fonctions de Le-

gendre associées :

¥(s) = P(s). (A.27)

Elles se réduisent a des polynémes de Legendre assogié€siSi. Dans
ce cas, la solution de I'équatioA.(l) peut étre écrite sous la forme

U(x) = Ny P (tanh ax)) = " (z) ; m, L e N, m <[, (A.28)

avec op
m? = S U1+ 1)

o

_ 22Uy

(A.29)

Ny, est une constante de normalisation. Elle est définie par la condition
de normalisation

/ ) de = N2 / A tanh (a))Pdr = 1. (A30)

—00 —00
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Compte tenu de la relation d’orthogonalité des polyndmes de Le-
gendre associé8™(s) pour! fixe,

0 sim#n
IPm pr .
/ () (8) 4 el i —n £0 (A.31)
-1 1-— 32 m(l=m)!

oo Sim=n=0

nous avons

[ eaper = L TR,

o a) o 1—382
1 !
_ L ({+m)! (A.32)
am(l —m)!
et
—m)!
Ny = ¢ 2l = m)! (A.33)

(I+m)
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42
2

dz

—Up sech? (az)] Y=E1 .




Annexe B

Calcul d’elements matriciels
pour le modele atomique

B.1 La matrice de recouvrementS

Les éléments de la matrice de recouvrement sont définis par

+oo
Sie = (Ul = / dayt (2)01(2) (B.1)
avec
U (z) = a P! (tanh (az)) (B.2)

I(1+1)
Par conséquent,

«

NS

_ 1 PPN s)P(s)
= \/lk(l+1)(k+1) /_1 ll—sk2 ds; s = tanh (az) .(B.3)

Sachant quéj ]

Slk

(k+1) /_OO P/ (tanh (az)) Py (tanh (az))dz

L, 1-—s? %gf% (I+k) est impair etc > m > 0,

(B.4)

/1 le(S)P;l"(S)d :{ 0 si (I+k) est impair
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nous avons

B.5
WD s (1+k) est pair et > [ > 1 (B:5)

ke(k+1)

0 si (I+k) est impair
Slk -

L'équation B.5) définit les éléments du triangle supérieur de la ma-
trice de recouvremers . Pour avoir les éléments du triangle inférieur,
on exploite la propriété de symétrie de la matifce Si,; = Sy, .

B.2 Matrice associée au potentiel de Pdschl-
Teller

Les éléments de la matridé associée au potentiel de Péschl-Teller
sont définis par

Up = —UO/_ Oodxiﬂll(x)sechZ(am)w,};(x)
—Upr . 1
— N ER S /oo P (tanh (ox)) P, (tanh (az))
x (1 —tanh?*(ax))dz . (B.6)

En effecuant le changement de variable tanh (ax), on obtient

_ Uo ' 1 1
Uk = N EDIES) /—13 (s) Py (s)ds
:-%%ile (B.7)
car| ]
! [ 4+m)!
| oo =50 Ez ! milém (8.8)
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B.3 Matrice associée a |I'opérateur énergie ci-
nétique E..

Lo
Ecuw =—3 Ui () 5y (z)dx . (B.9)

2 J_ dz
A partir de I'équation {.61),
d2yp"
daz?
nous tirons

+ [e?l(l + 1)sech®(az) — *m?] Y =0,

dd—;w,i(m) = —a?k(k + 1)sech?(ax) - Yi(x) + o*Yi(x). (B.10)
D’ou
+oo
Ecw = —%{ —?k(k+1) /_mdxwll(x)sech%&x)w,i(x)

Foo a2l +1 o?
+ a2/ dxwll(x) ,i(:v)} = ﬁ&d — 7Slk (B.11)

B.4 Matrice de l'opérateur dipolaire dans la
jauge vitesse

Le calcul de la matrice du hamiltonien d’intercation dans la jauge
vitesse nécessite I'évaluation des intégrales définies

vV o_ e 1 d .
dp, = (0 (fv)awk(x)dw, (B.12)

ou bien

Vv «

i = VI + 1)

&+l /_OO P (tanh (Oz:lf))%Pkl(tanh () da.

(B.13)
Posons = tanh (ax) . Alors, nous avons
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ds

S — B.14

Tt (B.14)
dP;(s)
ds

%Pkl(tanh (az)) = a(l — 5%) (B.15)

A partir de I'équation{ ]

dP#(x)
dx

(1—2?) = v+ 1)zP!(z) — (v —p+1)P) (), (B.16)

nous obtenons

dP; (s)
dx

(1—s?) = (k+1)sP(s) — kP, (s) (B.17)

et donc
%Pkl(tanh (az)) = a[(k+1)sP;(s) — kPi(s)] - (B.18)

De la relation{ ]

v+ 1)aF(z) = (v —p+ DB () + (v + )Py (), (B.19)

nous tirons
1
Il s’ensuit que
d o k(E+1) (k+1)*
apk (tanh (Oé.T)) = a[?/{j——}—l k:+1(8) + 2]{;——1—1Pk1(8)]
- kP,iH(S)

K (k+1)*
= a[ - %—HPIH-I(S) + mpk_1(8)] . (B.21)

Sinous inséronsg.14) et (B.21) dans B.13), nous obtenons
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v a {- K2 / PR ()P (s)
BT VR DR+ L 2k 1 1—s2
(k+1)° / Bl (5)Pii(s)
Tl B e ds} (B.22)

Les deux intégrales contenues dans cette équation ont méme forme que
I'intégrale définie B.4). Nous avons donc finalement

(0 si (I+k) est pair
a (k+1)
V/Ik(+1) (k+1) [ 2k+1l(l +1) + 2,—;1 (1 + 1)}
dy, = si (I+k) est impair et > |
(6% 1 9
VWHMHM[2mﬂk+U@+2)(%ka—1ﬂ
k si (I+k) est impair et; < I

(B.23)

B.5 Matrice du hamiltonien d’interaction
dans la jauge longueur

Le calcul des éléments de la matrice dipolaire dans la jauge longueur
fait intervenir les intégrales

d, = /_+Oodxwll(x) zi(r); l€Netk €N. (B.24)

[e.e]

Autrement-dit,

L OoPl1 (tanh (ax)) (ax) P} (tanh (ax)) d

a ! /
IR Dk + 1)

1 1 Pl Pl
= —_— arctanh( )M
acp 1 — 52

ds (B.25)

ouU nous avons pose= tanh (ax) et

1
VIk(+1D)(k+1)

Clp = (826)
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A partir de I'équation{ ]

PIy(@) — ePRr) = (v — p+ VT 2P e),  (B2T)
on tire
Pl(z) =xzP! (2) + (v + 1)V1 — 22P), | (2). (B.28)

En utilisant I'équation{ ]

- T ) - )
=@Ww—pu+1D)(v+uVl—22P(z) + prP"(x), (B.29)
on obtient
20P)(z) = —V1— a2 [P}(z) + v(v+ 1)P)(z)] , (B.30)
ou bien
2PL(z) = —%\/1 2 [P+ v+ )P2)]  (B3D)

Par conséquent,

P (2) = — VT 2 [Py () + (v + D + 2) P2 (2)]

: (B.32)
Insérant B.32) dans B.28), on obtient
Pia) = —5VT= @ [l (@) + (v + 1)+ 2) Py (o)

+ (v + 1)V —a2P), (2)

= VT [+ )P () + Fl()] - (B33)

En combinant cette relation avec I'équati@Z5), on trouve
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1 1
dlLk, = {lk(l +1)(k+ 1)/ arctanh(s)Plgl(s)P,SH(s)ds

docyy, 1

1

+1(1+1) / arctanh(s) P (s) Py (s)ds

-1
1

+ k(k + 1)/ arctanh(s) P, 1(s) P2 (s)ds

-1

1

+ /_ arctanh(s)Pl%rl(s)P,fﬂ(s)ds} (B.34)

Un produit de deux polyndmes de Legendre associés peut étre ex-
primé comme une somme de polynémes de Lendre associées de la ma-
niere suivantey ]:

(ll + ml)'(lg + mg)'
(l — m)(lz — ma)!

P ()P (x) = <—1>m1\/

y ; G\/Ek —ma + ml)ipk—ml—‘rmz (33)(835)

k+m2 —ml).

ou

L Iy k l l k
_(_1\—m1+m2 1 2 1 2
(B.36)
=l <k <L+, k> |m —mg, k+ 1 + 1, est pair et
ll l2 k ll lg k , .
( 0 0 0 ) , ( Sy me My — my ) désignent les symboles-

. , I Iy k
j de Wigner. Le symbole( 0 0 0

conditions sur k ci-dessus puisque ce symbole s’annule-gi + [/, est
impair.
Compte tenu des équatior3.85) et (B.36), on a :

) impose la derniere des trois
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l+k+2
I+1 kE+1 A
Pli(s)Pla(s) = A_%mﬂ)( o o)

I+1 k4+1 A\

I+k+2

Pla(s)Pia(s) = VEk+DE+2)(E+3) > (23+1)

A=mazx(|l-k|,2)

<l+1 k+1 )\)(l+1 E+1 X )

0 5 2
" \/(/\ DA + 1)(/\+2> Pi(s), (B.38)

I+k+2

Ply()Phi(s) = VII+D)(I+2)(1+3) > (2A+1)
A=maz(|l—k| ,2)

k+1l+1A k+1l+1 A
(G o) (7 —2>p2<5> 639
\/(/\ DA + )()\+2) A '

et

P2 (s)P2,,(s) = \/l(l+1)(l+2)(l+3)k(k+1)(k+2)(k+3)Pl/\“‘:'“l?‘fk‘(%—i-l)
[+1 k+1 X [+1 k+1 Xy |
s B.40
o T )0y Ty pne (B40)

Dés lors,
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I+k+2
1 [+1 k+1 X
L — _
b= S e (15 4]

A=[l—k]|

\/zk(z+1)(k+1)<“61 e 3)

+\/(1+2)(z+3)(k+2)(k+3)(l_+21 el S)IA

i N+ 1

* Z VOA=DAA+1)(A+2)

A=maz(|l—k|,2)

VII+1)(k +2)(k + 3)

o I+1 E4+1 A I+1 k+1 A
0 0 O 0 2 -2

+\/k(k+1)(l+2)(l+3)<kgl “51 3)

E+1 I4+1 A
X ( 0 5 o )]J,\} (B.41)
avec
1
I\ = / arctanh(s)Py(s)ds (B.42)
-1
et
1
Jy = / arctanh(s)P;(s)ds (B.43)
-1

Pour déterminer complétemedit , nous devons calculer les inté-
gralesi, et J, .

Calcul de I,

On sait que les polyndmes de Legendits) = P, (s) sont solu-
tions de I'’équation différentielle

d d

T [(1 - 82)$P,\(s)} + AN+ 1)Py(s) =0. (B.44)
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On en déduit
d d
Py(s) = _ﬁg {(1 - 52)$PA(S)} . (B.45)
Par suite,
I, = —ﬁ /_1arctanh(s)% {(1 - 32)%]3,\(3)] ds. (B.46)

On peut simplifier cette intégrale en procédant par parties. Onpese
arctanh(s) etdv = & [(1 — s*)L Py(s)] ds. On trouve

1 1 0 si\ estpair
/ dPy(s) = (B.47)

Lh=——
AT+ ), ﬁ si )\ estimpair

Calcul de J, = fil arctanh(s)P#(s)ds

A partir de I'équationf{>ra07

P y(x) = Pl (x) = Qv+ VI —22P) (), (B.48)
on trouve
Pi(s) = P} ,(s) — (2 — 1)V1 — s2P} | (s). (B.49)

Par ailleurs{ ]

(v4+p+1)zPl(z)+ V1 —22Pi (2) = (v—p+1) P (x). (B.50)

Il découle de cette derniére équation que

V1—82P} (s) = APY(s)— AsPy ,(s) (B.51)
— AP{(s) — A [2)\—)\_13(\)(3) + %PQ_Q(S)] (B.52)

Le passage de (B.51) a (B.52) se fait en utilisant la relatioh9) pour
transformers Py ,(s) :
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A A—1
sPy_(s) = mpf(s) + mPf,z(s). (B.53)

Substituant (B52) dan$3(49), on obtient

Pi(s) = P ,(s) + A1 = N)PY(s) + AA = 1)P) ,(s). (B.54)

Dés lors,

1

Jy = /arctanh(s)P/\Q(s)ds

-1
1

=Jya+A(1— )\)/ arctanh(s) Py (s)ds

-1

+AA—1) /1 arctanh(s)Py_,(s)ds (B.55)

1

ou bien

Jn=Jro ML= NI+ AN = DIs, (B.56)

I, étant donné par I'équatio(47). L'équation B.56) est une relation
de récurrence pour, . La plus petite valeur d& pour laquelle/, n’est
pas nulle est 3 car > 2 etJ, = 0 si\ estpair. Il nous faut donc calculer
J3 = fjl arctanh(s)P%(s)ds, puis utiliser la relation de récurrence
(B.56) pour déterminet/s, J;, Jy, Ji1,--- . On trouveJ; = 5. Par
conséquent, nous avons

0 si A\ est pair
Jhy=< bsiA=3 (B.57)

Joo 213 +25%55A=5,7,9, 11, -
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Annexe C

Les approximants de Padé

Soit une fonctionf(z) donnée par son développement en série de
puissances valable au voisinage de l'origine :

fR) =ctaztel+ =) 2" (C.1)
n=0

On veut trouver un ensemble de fractions rationnelles dépendantes de
Z qui approximent valablement f(z) au voisinage de l'origine. Les ap-
proximants de Padé offrent une solution a ce probléme. Cette solution
ne prétend pas étre optimale, mais elle présente I'avantage de se laisser
calculer assez facilement tout en accélérant la convergence de la série
initiale, loin de 'origine, dans un certain nombre de cas.

C.1 Deéfinition des approximants de Padeée

Suivant la notation de Baker et Graves—Moriis:k81], 'approxi-
mant de Padé de f(z), qui est le rapport de deux polyndpes et
gm(2) de degrés | et m respectivement, est rioté:] ; (z) :

ni(2) ap+arz+a i+ +a 2
] _ _ C.2
[/m]f (=) gm(2)  bo+brz+by2? 4+ by 2™ (€2

Les coefficients:,, etb, de cette fraction rationnelle sont tels que#

0 eth,, # 0 et tels que le développement en série de MacLaurin de
[I/m], () coincide avec la serie f(z) aussi loin que possible, c’est-a—
dire généralement jusqu’au terme£h" inclus. En d’autres termes, la
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différence entre la série et cette fraction rationnelle commencera avec
un terme de degré+ m + 1 :

f(z)=1l/m]; (z) = O (ZHm*). (C.3)
Pour obtenir les coefficients, et b, de I'approximant/m], (=), on
procéde comme suifife7§ ] : On écrit la relation C.3) sous la
forme

(coterzt -t crpm2™) (b +brz+ -+ by 27)
—(ao+arz+-+az) =0T (C4)

Cette équation devant étre valable pour tout z, on obtient le systeme
linéaire suivant, en annulant les coefficientstie | 242, ... 247

Cle1bo + by + -+ Cmg1 by =0

.Cl+2 bo+cii1by + -+ Comga by =0 (C.5)

Cl+mb0+cl+mflb1+"'+clbm:0

Etant donné qu’une fraction rationnelle n’est définie qu'a un facteur
multiplicatif prés pour le numérateur et le dénominatégipeut étre
posé égal a 1 sans que cela altére la généralité du développement,
puisque f(z) doit étre définie a l'origingé, # 0). Le systéme ¢.5
devient :

o1 +abi+ -+ mgr by =0

.Cl+2 +cp1bi+ -+ cmi2byn, =0 (C.6)

Cl+m+cl+mflbl+"'+clbm:0

Dans les relationsd.5) et (C.6), on fera la convention que, = 0
si I'indice n est négatif.
Les coefficients,, sont alors calculés grace au systeme des relations

(

ag = Cp
a; =c + b1 Co
az = ¢ + by c1 + by co (C.7)

a = ¢+ me(l’m) by, c1—n

n=1
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Les polyndmeg,,, etp; sont exprimés en termes des coefficients

de la série f(z) en utilisant les formules suivantesi{s], ]:
Cl—-m+1 Cl—m+2 Cl+1
Cl—m+2 Cl—-m+3 Ci4+2
qm(2) = (C.8)
Cl—1 C Clym—1
G Cl+1 Cl4m
»m szl ZO
et
Cl—m+41 Cl—m+-2 Cl+1
Cl—m+2 Cl—m+3 Ci+2
n(z) =
Ci—1 C Cl4m—1
C Cl41 Cl+m
l-m + l—=m+1 +n—1 l
Yoo Cn 2™ ST ey 2 e 0 Cn 2"
(C.9)

Ces deux formules sont alors utilisées pour calculer les approximants de
Padél/m], (=) qui, compte tenu de la définitio@(2), vont se présenter
sous forme de rapports de deux déterminants :

Cl—m+1 Cl—m+-2 Cl+1
Cl—m+2 Cl—m+3 Ci+2
Ci—1 C Cl4+m—1
& Ci+1 Cl4+m
l—m m+n l—m+1 m+n—1 l n
[l/m] (Z) o Zn:o Cn z Zn:O Cn z Zn:O Cn z
f =
Cl—m+1 Cl—m+2 Ci4+1
Cl-m+2 Cl—m+3 Cly2
Ci—1 Ci Cl4+m—1
a Ci+1 Cl4+m
m Zm—l . ZO
(C.10)

Toutefois, il est beaucoup plus convenable (et plus économique) de cal-
culer ces approximants a l'aide d’'un algorithme d’accélération de la
convergence appekdgorithme epsilon de Wy } ] (An-

nexe D).
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Les approximants de Padé sont placés dans un tableau a double en-
trée appelé laable de Padé

TAB. C.1 —Table de Padé podr m =0, 1, ..., 4.
\m| O 1 2 3 4
0 | [0/0] | [1/0] | [2/0] | [3/0] | [4/0]
1[0/ [/A] | [2/1] | [3/1] | [4/1]
2 1 [0/2) | [1/2) ] [2/2] | [3/2] | [4/2]
3 | [0/3) [ [1/3] | [2/3] | [3/3] | [4/3]
4 | [0/4] | [1/4] | [2/4] | [3/4] | [4/4]

Dans une table de Padé, le premier indice | indique la colonne et le
second m la ligne du tableau. La premiére ligne de la table de Padé est
constituée par les sommes patrtielles de la séri#) (

C.2 Propriétés des approximants de Pade

Nous allons donner un certain nombre de théorémes concernant les
propriétés des approximants de Padé sans les démontrer. Les démons-
trations de ces théoremes peuvent étre trouvées dans [Bak65] et dans
[Bak81].

Théoréme C.1 (Unicité) S'il existe, 'approximant de Padﬁ/m]f(z)
est unique.

Théoréme C.2 Si f(0) # 0, alors :

1
I/m], (2) = —=——. (C.11)
[ ] 7 [m/l}f(z)
On voit que ce résultat relie les deux moitiés de la table de Padé.
La sérieg(z) = ﬁ s'appelle la série réciproque d&€z). Son étude

est trés importante ; I’approximalﬁl/m}g(z) est en effet I'inverse de
[m/l}f(z) d’'aprés le théoréme précédent.
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Théoréme C.3 Soit la fonctionf(z) = >~°°, ¢;z*. Si I'on fait le chan-

gement de variable
az

W=7 0> (C.12)
et si I'on définit une nouvelle fonctignpar I'équation
g(w) = f(z), (C.13)
alors :
[l/l}g(w) = [l/l}f(z). (C.149)

Cette propriété est trés importante parce qu’elle donne naissance a la
convergence des approximants de Padé dans une région plus vaste que
le cercle de convergence de la série de Taylof [de. Elle prouve donc
que les approximants de Padé sont efficaces pour faire la continuation
analytique de la fonctiotfi(z) en-dehors du cercle de convergence de la
série de Taylor correspondant a cette fonction.

Théoreme C.4 Soit la fonctionf(z) = > 72, ¢; z* et une fonction g
définie par
a+bf(z)

9(z) = crdfG) (C.15)
Sic+d f(0) # 0, alors
a+ b[l/l}f(z)
[1/1] (=) = W (C.16)

pourvu que[l/l]f(z) existe.

Théoréme C.5 (Unitarité) Soit f(z) = > .-, ¢ z* une fonction uni-
taire :

f(2) [f(z)] =1 (C.17)

Si[l/1] = [l/l}f(z) est un approximant de Padé diagonal fig),
alors

[1/1] [1/1]" = 1. (C.18)

Nous disons que les approximants de Padé diagonaux préservent I'uni-
tarité.
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Signalons, pour terminer cet annexe, qu’il est possible d’appliquer
les approximants de Padé a des séries numériques. En effet, toute série

numerique
o
s=Y ¢ (C.19)
=0
peut étre considérée comme la valeur de la fonction

s(z) = Z ci 2 (C.20)

=0

au pointz = 1.



Annexe D

Algorithme epsilon de Wynn

D.1 Introduction : Convergence des suites

Considérons la suite

ﬂsnﬂzso,sl,sg,... (D.1)

qui converge vers une certaine limite s ou qui, si elle diverge, peut don-
ner s grace a une méthode de sommation appropriée. Dans ce dernier
cas, s est appeléariti-limite’. Pour quantifier la vitesse de conver-
gence de cette suite, il suffit d’étudier son comportement asymptotique.
On peut écrire :

sn = s+ as(n) (D.2)

en sorte que I'erreur relative que I'on commet sur s en se limitant a
vaut :

S — Sy as(n)

(D.3)

S S

La connaissance du comportement asymptotique de la suite permet
donc d’en estimer la convergence. S'’il s’avere que la vitesse de conver-
gence de la suitésnﬂ est faible, il peut étre utile de transformer cette
suite en une autre suit@anﬂ par exemple, qui tendrait plus rapidement
vers la méme limite oanti—limites.

Plusieurs algorithmes peuvent étre utilisés pour I'accélération de la
convergence d’une suite. Nous ne considérons @lgdtithme epsilon
qui, comme nous allons le voir, permet de calculer les approximants de
Padé. Cet algorithme est fortement lié arknsformation de Shanks
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D.2 Latransformation de Shanks

Dans son article sur les transformations non—linéaires des suites,
Shanks § } a considéré la suite suivante :

k—1
sn:s+chAsn+j;n€N; (D.4)
=0
ou As est défini par
AS, = Spi1 — Sn- (D.5)

Si les éléments,, de la suite D.4) sont les sommes partielles d'une
série infinie,

Sp = z”: a, , (D.6)
v=0

cette suite peut aussi étre écrite comme suit :

k—1
Sp =5+ ch Apyjt1 ;1 € N (D.7)

J=0

Cela signifie que la limite ou anti—limite s de la série infinie est approxi-
mée par la somme partiellg plus une somme pondérée des k termes
(pg1 s Gpaas -- - Anip QUi SUIVeNtimmeédiatement. Nous voyons que la
suite O.4) contientk + 1 inconnues —la limite (ou anti—limite) s et les
k coefficientsey, 1, ..., cp_1 —Qqui toutes apparaissent linéairement.
Le but de Shanks, en construisant sa transformatiom}3, a été que
celle-ci fournisses pour la suite D.4) et, plus généralement, pour toute
suite de la forme

=5+ ch)\”

La transformation de Shanks est donnée sous forme d’un rapport de
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deux déterminantsfe7§ ; ]:
Sn Sn41 e Sntk
ASn Asn-i—l e Asn-i-k
Aspir—1 Aspyr o Aspiop
er (sp) = D.8
k (50) 1 11 1 (O8)
Asn Asn-i-l e Asn-i-k
Aspir—1 Aspyr o Aspiop

Remarquons que pour calculer la transformgg,,), on a besoin
d’élémentss,, , Spi1, --- , Shiok, C€ QUi iIMplique ques(s,) est une
transformation d’ordrek.

D.3 Transformation de Shanks et approxi-
mants de Padé

Soit f,,(z) une somme partielle de la série de puissanCed ¢
fal2) =) e 2" (D.9)
v=0

Si I'on applique la transformation de Shanks a la s{ife(z)]}, en te-
nant compte de ce que

Afn(Z) = fn—l—l(z) - fn(z) = Cn+1 2"t ) (D.lO)

on trouve | } que larelationD.8) a la forme déterminante de I'ap-
proximant de Padén + l{:/k;}f(z). On a donc Il'identité importante :

er (fu(2)) = [n+ k/k]f(z) ck,neN. (D.11)

D.4 Lalgorithme epsilon

DG a Wynn, l'algorithme epsilon procéde au calcul réculsif des
quantitése(s,) de la transformation de Shanks définies par la rela-
tion (D.8) et, par conséquent, les approximants de Padé. Dans cet algo-
rithme, on calcule des quantités avec deux indk;@s. Les regles de
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calcul de I'algorithme epsilon sont les suivantgs 81, ]:
" =0, e(()n):sn;n:O, 1,2, ...
(D.12)

(n) _ (nt1) L B
€1 = €K1 +6(’n+1)_€(n)7k7n_0,1,2,...
k k

On place ces quantités dans un tableau a double entrée appelé le
tableaue :

e(_of =0

680) = 5
e,lz =0 650)

Oy O
6_2% =0 egl) eéo)

6(()2) = S9 eél) eio)
6(_3% =0 652) etV

O s, o &
e(ﬁ =0 653) 6&2)

684) = 5 : 6&3) : ef)

TaB. D.1 —Tableaue

Dans ce tableau, I'indice inférieur reste constant dans une colonne
tandis que I'indice supérieur reste constant dans une diagonale descen-
dante.

La relation D.12) relie des quantités situées aux quatre sommets
d’un losange :
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€k
n+1 n
ety e, (D.13)
€;n+1)

Si I'on connaite™ ", ¢! etel™™) | la relation D.12) permet de

c:alculere,(gfg1 ; c'est ce que signifient les fleches du table@ul@). La
relation 0©.12) permet donc de progresser de la gauche vers la droite et
de haut en bas dans le tableaa partir des conditions initiales”) =
0 eteé") =s,pourn=0,1,2,--- :sil'onconnaits, ets;, on peut
calculerego) ; si 'on connaits; ets,, on peut calculeﬁgl) ; a partir de
¢”) et dee!” , on obtiendra ensuité” et ainsi de suite.

Les détails sur I'algorithme epsilon de Wynn peuvent étre trouvés
dans | ) ]-

D.5 Lalgorithme epsilon et la transforma-
tion de Shanks

La propriété fondamentale de I'algorithme epsilon est celle qui le
relie directement a la transformation de Shanks et, par suite, aux ap-
proximants de Padé. L'algorithme epsilon est di a Wynn. C’est lui qui
I'a relié a la transformation de Shanks. Cette liaison repose sur le théo-
reme suivant\[ ]:

Théoreme D.1

n n 1
A =l ety = o s in k=012, (D14)

Ainsi, on voit que les colonnes paires de l'algorithme epsilon sont
identiques a la transformation de Shanks. On voit aussi que les quanti-
tés d’'indice inférieur impair sont les inverses des nombres obtenus en
appliquant la transformation de Shanks a la sfiites,, = 5,41 — s,

Le théoreme suivantyre7d établit une liaison entre I'algorithme
epsilon et les approximants de Padé :
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Théoréme D.2 Soitf(z) = Y ;- ¢; z* une série de puissances. Si pour
z fixé on applique I'algorithme epsilon a la suite des sommes partielles
de cette série,

eén) =5, = Zci 2 (D.15)
i=0
alors:
G k) k0,12, (016)

Une description d’'un programme FORTRAN 77 qui calcule la trans-
formation de Shanks d’'une suite donnée au moyen de l'algorithme ep-
silon peut étre trouvée dans/gnaq.

v
C
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