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Introduction

Système de pension en Belgique

Un plan de pension, ou un régime de retraite, est un dispositif collectif de protection des

personnes âgées basé sur des règles communes et couvrant une population spécifique (ex. :

régime des salariés, régime des fonctionnaires, régime agricole. . . etc). Les régimes de re-

traite constituent une avancée majeure et un des grands acquis sociaux de toute l’Europe du

XXe siècle. La situation démographique sous l’effet du phénomène du "Baby-boom"1 com-

biné à l’allongement constant de la durée de vie, a eu comme conséquence l’augmentation

du ratio du nombre de personnes à l’âge de la retraite. Ce ratio dépasserait même 50 % de

la population totale à l’horizon 2050 pour l’Autriche, la Grèce, l’Espagne et l’Italie comme

présenté dans la Figure 1 de l’étude [Laurent C. and Michèle L.] basée sur des statistiques de

l’INSEE.

Cette croissance observée sur le ratio des retraités pose un problème majeur pour les

systèmes de pension financés par la méthode de répartition. Plus de passifs donc plus de

prestations à payer. Le deuxième phénomène préoccupant les États de l’OCDE est l’allonge-

ment de la vie humaine. Selon l’étude [OCDE], en 2050, l’âge moyen de la retraite dans les

pays de l’OCDE atteindra pratiquement 65 ans pour les deux sexes, soit une hausse de près

de 2.5 ans pour les hommes et 4 ans pour les femmes par rapport à 2010. L’espérance de vie

devrait néanmoins progresser plus vite que l’âge de la retraite. Selon les prévisions, les gains

d’espérance de vie observés entre 2010 et 2050 à l’âge de la retraite seront d’environ 3 ans

pour les hommes et de 2.5 ans pour les femmes, toujours selon l’étude [OCDE].

Ainsi, dans un climat de débats passionnés entre partisans de la répartition et partisans

de la capitalisation, les pays de l’OCDE mettent en œuvre des réformes de leur système de re-

1. Le baby-boom ou le « pic de la natalité » désigne la brusque remontée du taux de natalité observée dans

les pays d’Europe juste après la fin de la Seconde Guerre mondiale.
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FIGURE 1 – L’évolution prévue du ratio du nombre de personnes âgées de plus de 65

ans de 15 pays de l’Union Européenne

traite permettant de garantir la pérennité du système de pension et une retraite convenable,

tout en assurant un équilibre financier entre cotisations et prestations.

En Belgique, le système des pensions est présent dans différentes études et statistiques. Il est

marqué par un taux d’activité bas, particulièrement pour les 55− 60 ans et les 60− 65 ans

([Chagny O. and Dupont G.]). Ce qui représente un problème réel pour le financement des

pensions, puisque le financement des pensions en Belgique est basé sur la méthode de ré-

partition.

Approche des trois piliers :

Le système des pensions belge a vu s’installer l’approche des trois piliers (voir [Glossaires de l’OCDE]).

Selon ce concept, le régime de retraite est une combinaison de trois composantes complé-

mentaires :

1er pilier : pensions légales organisées par la sécurité sociale. Cette composante inclut

les employés du secteur privé et du secteur public ainsi que les indépendants.

2ème pilier : complément à la sécurité sociale, appelé pension complémentaire (assu-

rance groupe ou fonds de pension). C’est un avantage extralégal organisé par l’entreprise ou
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un secteur privé sur une base collective et financé par des cotisations périodiques versées

par l’employeur ou l’employé.

3ème pilier : pensions complémentaires individuelles. Ce pilier concerne l’épargne in-

dividuelle, sous forme d’une épargne pension, assurance-vie, etc. Ce type d’épargne est en-

couragé par des avantages fiscaux, le montant bénéficiant de ces avantages étant plafonné.

La Belgique est un des pays s’inspirant du modèle des pensions dit « bismarkien », en y

ajoutant des règles de pension minimale pour les plus pauvres (philosophie du filet de se-

cours)( voir [Traute M.]).

Le travail présenté dans ce rapport s’intéresse particulièrement aux pensions complé-

mentaires du 2e pilier.

Pensions complémentaires :

Dans le cadre des pensions complémentaires du deuxième pilier, on distingue deux types

de pensions complémentaires selon que le système définit a priori le niveau de finance-

ment (les cotisations) permettant de constituer au terme une épargne accumulée pour l’af-

filié ou qu’il définit la hauteur des prestations octroyées en fonction des revenus de l’affilié

perçus pendant sa vie active (voir [Devolder P.]). Ainsi, on peut distinguer deux principaux

systèmes :

1- Les plans à contributions définies

Les plans à contributions définies définissent préalablement le niveau des cotisations

que verse périodiquement l’employeur (ou le travailleur). Ils sont basés sur une optique

d’épargne, puisque l’accumulation de ces cotisations constitue une sorte d’épargne pour

l’affilié, qu’il pourra toucher à l’âge de la retraite. Les prestations allouées sont calculées en

fonction des primes versées et du rendement garanti par le plan. L’avantage de ce type de ré-

gimes est que le coût payé est connu a priori. Néanmoins les deux principaux inconvénients

de ce type de plans sont le niveau réel des prestations qui est inconnu par les affiliés et aussi

l’exposition des affiliés aux risques des marchés financiers dans le cas où le rendement est

lié à des produits de placement risqués ou de rendement incertain comme expliqué dans

l’étude [OCDE].
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Un plan de type « Contributions Définies » prédéfinit la valeur des contributions versées

par l’employeur ou l’affilié. Les formules les plus fréquentes sont les suivantes :

1. Cotisations en pourcentage des salaires.

2. Cotisations en pourcentage des salaires avec prise en compte d’un plafond.

3. Cotisations par tranche de salaire. Exemple : x% min(salaire, plafond)+ y

4. Cotisations en pourcentage croissant des salaires. Ce pourcentage croît en fonction de

l’âge de l’affilié.

5. Cotisations par tranche de salaire en pourcentage croissant : combinaison des deux

formes 3 et 4.

2- Les plans à prestations définies :

Ces régimes sont fondés sur une optique de revenus de remplacement. Les prestations

qui seront perçues par l’affilié sont explicitement définies. Elles sont généralement expri-

mées en fonction du dernier salaire de l’affilié ou des salaires de plusieurs années de carrière

et du nombre d’années de service total. Néanmoins, il existe une forme de prestations défi-

nie égale à un montant forfaitaire tel qu’une rente mensuelle fixe.

Pratiquement, ces régimes définissent un capital ou une rente sous forme de revenu pé-

riodique au profit de l’affilié à partir de l’âge de sa retraite jusqu’à son décès ou éventuelle-

ment un pourcentage de ce capital ou cette rente au profit d’une tierce personne survivante

(conjoint par exemple) après le prédécès de l’affilié.

Dans le cadre des plans à prestations définies, les éléments principaux dans la définition des

prestations de retraite sont :

1. Le salaire d’une ou de plusieurs années de service.

2. Nombre d’années de service.

3. Plafond définissant une limite aux salaires considérés et permettant d’appliquer le cri-

tère des tranches de salaire.
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4. Éléments soustractifs : certains régimes définissent des formules prenant en compte

des prestations déjà octroyées par d’autres plans (exemple : cas de superposition du

pilier 1 au pilier 2).

L’avantage des plans à prestations définies est que les prestations sont sécurisées et connues

par les affiliés. En revanche, le coût demeure immaîtrisable. Ainsi, l’évolution des coûts est

un des facteurs favorisant la tendance vers les régimes à contributions définies observée ces

dernières années.

Solvabilité des plans de pension

Les engagements de pension doivent être garantis et sécurisés contre les risques et tout

particulièrement le risque de placement. En particulier, les pensions complémentaires sont

exposées à ce risque qui doit être correctement évalué afin de se prémunir contre le risque

d’insolvabilité, et donc de ne pas pouvoir honorer les engagements envers l’affilié.

À cette fin, l’employeur fait appel à un organisme externe qui gère les réserves de pension.

Cet organisme peut être une institution de pension (fonds de pension) ou un assureur de

groupe.

Dans le cadre de la solvabilité de l’organisme de pension, la valeur des placements doit être

au moins égale à la valeur des engagements. L’organisme qui gère les pensions peut ou non

garantir un rendement sur les réserves constituées. Dans le cas des assurances de groupe, un

rendement déterminé est garanti (exemple Branche 21). De ce fait, le risque de placement

est supporté par l’assureur. Au contraire, dans le cas des fonds de pension, ce risque reste à

charge de l’employeur.

Une assurance de groupe est soumise aux réformes européennes de type « Solvency2 ». Dans

le cadre de cette réglementation , la compagnie doit démontrer que ses fonds propres sont

suffisants pour couvrir ses risques.

Le premier pilier de cette directive est consacré aux exigences quantitatives. En effet, la

compagnie d’assurance doit respecter des règles strictes de valorisation de ses actifs (place-

ments) ainsi que ses passifs (engagements) ([Sandstrom A.],[Eling M. Schmeiser H. Schmit J. T.],

ou [Dreyfuss M. L.]. Sous ces conditions, la réglementation exige en outre un niveau de capi-

tal dit de solvabilité (ou SCR : « Solvency Capital Requirement ») qui doit être détenu par la

compagnie. Ce capital est calculé soit en appliquant la formule standard de la réforme, soit

en utilisant un modèle interne complet ou partiel.
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Le travail de cette thèse s’inspire particulièrement de la philosophie sous-jacente de cette

directive.

Cadre stochastique et aspect long terme dans la littérature

L’étude de solvabilité des plans de pension est avant tout une étude de risque global qui

concerne plusieurs aspects de ces organismes. Les mesures de risque qui déterminent les

besoins de solvabilité des plans de pension sont d’abord basées sur une bonne valorisation

de l’actif (évolution des contributions) et du passif (engagements) de la compagnie.

L’actif est représenté par son portefeuille financier. Ce dernier est souvent composé de diffé-

rents types de titres financiers. Les plus classiques sont : action, obligation et cash .

L’étude de Harry Markowitz [Markowitz H.] montre que cette diversification du porte-

feuille financier a généralement pour effet de réduire le risque appelé « non systématique »

du portefeuille et de maximiser sa rentabilité. Cependant, le suivi et particulièrement la mo-

délisation de l’évolution de la valeur du placement des primes perçues par les affiliés dans ce

type de compagnies doivent faire l’objet d’une étude cohérente avec la réalité des marchés

financiers.

La modélisation des cours boursiers a fait l’objet de nombreuses études. On en cite,

[Merton R.C.] où des calculs stochastiques ont été introduits dans la théorie de la finance.

Ce travail a été étendu dans [Merton R.C.] en résolvant en temps continu le problème posé

par [Samuel P.] et [Hakansson N.H.]. Une théorie de portefeuille dynamique a ainsi été déve-

loppée à l’instar des théories des modèles statiques [Markowitz H.] .

Le deuxième aspect qui a motivé notre travail est l’impact des garanties de long terme sur

la solvabilité des plans de pension. À cet égard, et particulièrement dans le domaine de la fi-

nance, des travaux comme [Campbell J. and Viceira L.], [Lee W.Y.], [Bodie Z.] ou [Thorley S.]

ont prouvé que les stratégies d’investissement d’un portefeuille dépendent du temps rési-

duel et que l’horizon de temps est un facteur essentiel dans le choix de ces stratégies. Par

exemple, dans le cadre des investissements risqués sur des longues échéances, les études

[Kritzman’s M.] et [Samuel P.] défendent l’hypothèse que les investissements en action sont

moins risqués sur des longues périodes que sur des courtes périodes.
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Dans ce même cadre, l’étude [Bennyhof D. G.] analyse le rapport risque/rendement du

passé, et suggère que ce rapport est nettement amélioré dans l’avenir. Ce qui signifie que

dans le cadre d’une allocation stratégique du portefeuille, un investissement de long terme

permettrait d’assumer le caractère incertain des placements risqués dans des actifs de type

« Equity ». On y trouve le résultat de l’historique des performances de trois types d’actifs

différents : trésorerie, obligation et action. Selon cette étude fondée sur [Siegel J.J.], l’inves-

tissement en action, malgré son caractère risqué, renverse la tendance et devient l’investisse-

ment le plus rentable pour les longs horizons (au moins 15 ans). On y trouve donc le résultat

suivant qui soutient cette hypothèse :

Littérature des plans de pension DC et DB

Les plans de pension de type DC et de type DB ont fait l’objet de plusieurs recherches

et études scientifiques et économiques. La comparaison des compromis et risques sous-

jacents entre régimes DC et régimes DB a été le sujet de l’étude [Bodie Z. Marcus A.J. and Merton R.C.].

En se basant sur le taux de remplacement, cette étude montre que les plans DB ont l’avantage

d’offrir une stabilité des taux de remplacement. La valeur des prestations dans le cadre des

plans DB ne dépend pas des fluctuations des marchés financiers mais uniquement de l’in-

flation des salaires qui est assumée par l’employeur. D’un autre côté, selon la même étude,

les plans de type DC permettent à l’employé de définir à tout moment la valeur présente de

ses prestations acquises.

Dans le cadre des plans de pension de type DC garantissant un taux fixe, l’étude

[Deelstra G. Grasselli M. and Koehl PF] a été menée dans un environnement de temps continu,

en modélisant stochastiquement les contributions de pension investies par le gestionnaire

dans les marchés financiers et puis en proposant des formules explicites des stratégies d’in-
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vestissement optimales .

Dans une même optique, les plans de pension de type DB ont fait l’objet de plusieurs

études. [Sundaresan S. and Zapatero F.] par exemple, ont fourni une étude d’allocation stra-

tégique du portefeuille dans une perspective de maximisation de l’utilité du surplus actif/-

passif d’un plan de pension de type DB. [Thorley S.] et [Samuel P.] ont aussi proposé des

outils stochastiques de contrôle optimal et d’allocation stratégique du portefeuille.

Néanmoins, la solvabilité des plans de pension DC et DB intégrant le caractère du long terme

des engagements et en se basant sur une étude de risque sur de tels horizons n’a pas été jus-

qu’ici traitée.

Pensions complémentaires : cadre légal et exigences

Depuis 2003, les pensions complémentaires en Belgique occupent une place importante

dans le cadre d’un système de concertation sociale. En effet, outre leur nature d’avantage

extralégal octroyé par l’employeur à ses travailleurs salariés, les pensions complémentaires

sont soumises à une série de règles d’ordre social dans le but de protéger les travailleurs sa-

lariés.

Par la loi belge sur les pensions complémentaires connues sous l’appellation « LPC/WAP

», entrée en vigueur en date du 28 avril 2003 et puis modifiée en date du 3 janvier 2016, le

législateur belge a visé trois objectifs principaux :

Garantir des pensions suffisantes :

Cet objectif est défini dans [CRP] comme étant une garantie que les pensions complé-

mentaires puissent, de manière raisonnable, permettre aux affiliés de maintenir leur niveau

de vie quand ils passent à la retraite. Étant donné que la pension légale du 1er pilier seule

constitue un recul en termes de revenu pour l’affilié en comparaison avec son dernier re-

venu de sa vie d’actif.

Capitalisation des pensions complémentaires :

Cet objectif se concrétise par une exigence de l’utilisation de la technique de capitalisa-

tion pour financer les pensions complémentaires. En effet, comme indiqué auparavant, le

système de pension légale en Belgique repose sur la méthode de répartition. Cette méthode
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est sensible au rapport actifs/retraités, puisque dans le cadre d’un système de pension à ré-

partition, ce sont les actifs d’aujourd’hui qui financent la pension des retraités actuels. Ceci

pose un vrai problème de financement des pensions légales dans le contexte actuel, étant

donné que le nombre de retraités est en croissance continue et le nombre d’actifs ne suit

plus la même tendance, voire, selon l’étude, [OCDE], le nombre d’actifs connaîtra une im-

portante baisse aux cours des années qui viennent.

Un autre aspect de la capitalisation qui en fait une technique de caractère plus sûr par

rapport à la technique de répartition, est le fait que sous un mode de répartition, les pen-

sions des retraités disparaissent en cas de faillite (ou insolvabilité de l’employeur). En effet,

l’employeur s’engage sur des longs termes vis-à-vis de ses salariés, puisque les pensions ne

seront touchées qu’au moment du départ à la retraite. Pour un jeune de 25 ans par exemple,

cela constitue un engagement sur un horizon de 40 ans. Rien ne garantit donc que l’entre-

prise des salariés ne disparaisse pas avant de tels horizons. Ce risque est évité dans le cadre

d’un système de capitalisation, puisque les provisions seraient déjà constituées en cas de dé-

faut de l’employeur.

Ces provisions font l’objet d’une série de mesures dans la perspective de les rendre plus

sûres. C’est donc une exigence à double volet : Externalisation des pensions et solvabilité des

plans de pension.

Rendre les pensions complémentaires plus sûres :

Le législateur a souhaité par cette obligation protéger les affiliés des effets dévastateurs

des marchés financiers. En effet, pour les plans « DB » ce risque pèse uniquement sur l’orga-

nisateur du plan, puisque comme mentionné précédemment, de par leur nature, les plans

DB s’engagent auprès des affiliés sur la base d’une formule des prestations connue préala-

blement. Contrairement à cela, dans le contexte précèdent à la loi LPC/WAP, les réserves des

affiliés aux plans de pension de type DC étaient directement exposées aux risques financiers,

du fait que le rendement sur leurs cotisations était laissé au résultat de leur placement.

La loi LPC a préservé les affiliés de ce risque relatif aux plans DC, en exigeant aux em-

ployeurs un rendement minimum sur les cotisations (personnelles et patronales).

Le législateur exige en outre des garanties que les pensions promises aux travailleurs sont

assurées. Ce principe prend deux dimensions : l’externalisation et la solvabilité.

• L’externalisation des pensions : obligation de l’externalisation de l’engagement de

Pension :
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En Belgique, le principe de l’externalisation des pensions complémentaires a été ins-

tauré la première fois par l’arrêté royal du 14 mai 1985.

Ce principe a été étendu, dans le cadre de la loi « LPC/WAP », aux engagements de

pension individuelle en 2012 par la loi dite « loi-programme du 22 juin 2012 ». Au vu

de cette loi, un employeur ne peut plus gérer lui-même le financement et le paiement

des prestations de ses salariés. Dans le cadre des pensions complémentaires, l’em-

ployeur est tenu de confier le financement et la gestion de son engagement de pen-

sion à un organisme externe. Cet organisme se charge de la gestion des cotisations

(placement dans des actifs financiers), et versera les pensions complémentaires aux

affiliés au moment de leur départ à la retraite. Cette externalisation a pour but de pro-

téger les réserves de pension constituées en cas de faillite de l’employeur (voir [CRP]

et [Van Damme A. and De Somviele I.] ). Dans cette perspective, deux types d’orga-

nismes ont apparu :

- Compagnie d’assurance de groupe : c’est un contrat d’assurance souscrit par l’em-

ployeur en faveur de son personnel. Ce contrat assure au salarié bénéficiaire, une pen-

sion complémentaire et éventuellement d’autres couvertures de type décès et invali-

dité. Deux types d’assurance-vie peuvent être contractées dans le cadre des pensions

complémentaires : des contrats d’assurance-vie de la branche 21, où l’assureur s’en-

gage à garantir un rendement fixe sur les cotisations, et un contrat d’assurance-vie

de type branche 23, dans le cadre duquel, il n’y a pas de garantie sur le rendement.

Ce dernier est le résultat des performances des produits financiers dans lesquels les

contributions sont investies.

- Institutions de retraite professionnelle (fonds de pension ou IRP) : un tel organisme

peut être défini comme étant une entité de retraite professionnelle indépendante de

l’entreprise. L’employeur s’engage auprès de l’IRP à payer une pension complémen-

taire à ses travailleurs moyennant le versement des cotisations patronales et éventuel-

lement personnelles (par le salarié) à ce même organisme. Contrairement aux assu-

reurs groupe, les IRP ne garantissent aucun rendement sur les cotisations versées.

• Solvabilité du plan de pension :

En Europe, l’organisme de pension, qu’il soit une assurance groupe ou un fonds de

pension, est soumis à une série d’exigences en matière de contrôle prudentiel. Les

assurances groupe sont soumises aux normes de la directive Solvency 2, tandis que
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les IRP sont concernés par la directive IORP. Ces mesures obligent les organismes de

pension à valoriser leurs engagements en justifiant la bonne couverture de ces der-

niers moyennant des actifs suffisants. Afin d’éviter un défaut de l’institution en consé-

quence d’une insuffisance d’actifs pour couvrir les obligations, ces directives exigent

en outre, un montant supplémentaire en matière de fonds propres qui constitue une

preuve de solvabilité de l’organisme aux yeux du législateur.

Le travail de cette thèse s’inspire particulièrement de la philosophie sous-jacente de

ces directives.

Dans le cadre de notre étude nous nous intéressons particulièrement à l’impact des

horizons longs qui caractérisent les engagements de pension.

Le superviseur européen (EIOPA) a quant à lui publié une série de mesures dans le

cadre de la réglementation Solvency2 visant à adapter ces exigences aux particulari-

tés des produits de longues garanties. Pour ce faire, des règles ont été introduites et

d’autres ont été adaptées au profil des produits de longue garantie. Cette étude est

connue sous le nom « Mesures branches longues » ou « LTGA » (Long Term Guarantee

Assessment) ([EIOPA]). Comme expliqué dans [ACPR], ces mesures ont principale-

ment changé les hypothèses sur le comportement des assurés, souscripteurs ou bé-

néficiaires des contrats. La meilleure estimation (Best Estimate) des provisions tech-

niques a notamment été corrigée en ajustant la courbe des taux (jugée trop basse)

pour des produits de longues échéances.

Néanmoins, la durée des engagements des produits de longue garantie, comme les

engagements de pension, n’a pas été prise en compte au niveau de la solvabilité pro-

prement dite . En particulier, la value at risk est toujours utilisée sur un horizon d’une

année.

Nous trouvons ces mesures à court terme incompatibles avec la nature même des

engagements de pension. Ce point constitue l’axe principal du travail mené dans le

cadre de cette thèse.
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Les contributions de cette thèse

À travers le travail de cette thèse, nous essayons de donner une nouvelle méthode d’éva-

luation des besoins de solvabilité des plans de pension en tenant compte des éléments quan-

titatifs relatifs aux engagements de pension de long terme. Nous avons défini le niveau de

solvabilité de ce type d’organisme non seulement sur un horizon d’une année comme c’est

le cas dans les directives Solvency2/LTGA, mais sur des horizons de plusieurs années. Dans

cette perspective, nous avons modélisé l’évolution des engagements (passif) et des contri-

butions (Actif) à travers le temps en respectant l’aspect contractuel et le profil de risque de

chaque type de plans. Nous synthétisons la contribution de ce travail comme suit :

Solvabilité des plans de pension de type DC :

Dans le cadre des plans DC, il faut distinguer deux types d’engagement. Un engagement

sans garantie de rendement et un engagement avec garantie de rendement. Dans le pre-

mier cas, l’employeur ne garantit pas de rendement fixe, ainsi les prestations de pension dé-

pendent uniquement de ce que rapportent les placements des contributions (par exemple

dans les produits de la branche 23). Dans le cadre d’un tel contrat, la couverture des enga-

gements par les actifs est d’emblée garantie. Le deuxième type d’engagement de pension est

un engagement qui garantit un rendement fixe sur les cotisations. Ce qui signifie que tout

risque de placement est assumé par le plan. La première étape du travail mené dans le cadre

de cette thèse porte sur une étude de solvabilité des plans DC avec garantie de rendement

fixe.

Dans le cadre d’un plan DC à rendement garanti, la valeur des engagements est le résul-

tat de la capitalisation des primes versées par l’employeur (ou l’employé) au taux garanti sur

toute la durée des engagements. Au niveau de l’actif (évolution des contributions), sa valori-

sation dépend du type de placement dans lequel les contributions sont investies. Dans le cas

d’un placement risqué, nous avons mené notre étude dans deux environnements différents :

Gaussien et Lévy.

Dans un environnement Gaussien, nous avons étudié la solvabilité d’un plan de pen-

sion de type DC en supposant que son actif est d’une dynamique lognormale (Chapitre 1).

Cette étude est une extension du travail proposé auparavant dans [Devolder P.]. Nous avons

ajouté à cette étude une analyse de l’impact de la périodicité des versements des contribu-
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tions. À cette fin, nous avons étudié le cas des primes périodiques à la différence de l’étude

[Devolder P.] où seul le cas des plans à prime unique a été étudié.

En effet, nous voyons dans le caractère des primes périodiques une source de risque pour le

gestionnaire du plan. Ce dernier établit sa stratégie d’investissement sur des primes futures

qu’il n’a pas encore perçues.

En revanche, la solvabilité d’un plan de pension à primes périodiques est plus complexe

à étudier en comparaison avec le cas d’une prime unique.

En effet, les contributions ne sont pas investies en même temps. Même dans le cas d’un pla-

cement des primes dans le même titre financier, la différence des maturités des investisse-

ments, impose à l’actif une dynamique complètement différente du cas d’une prime unique.

Concrètement, ceci se traduit par une distribution du risque défini par la valeur Actif-Passif

qui n’est pas connue. Nous avons donc apporté une nouvelle étude de solvabilité des plans

de pension à primes périodiques sur des horizons pluriannuels en utilisant la méthode nu-

mérique de Monte Carlo.

Dans un environnement Lévy, nous avons établi une nouvelle étude de solvabilité des

plans de pension de type DC. Cette étude, présentée dans le Chapitre 2, concerne particuliè-

rement le risque de marché. Nous avons étudié ce risque moyennant des processus à sauts

aléatoires de type « Lévy » pour l’actif du plan. Nous avons apporté une comparaison des

besoins de solvabilité provenant de chacun des modèles utilisés. Par cette étude, nous mon-

trons que quel que soit le modèle choisi dans la valorisation de l’actif risqué, les besoins de

solvabilité des plans de pension de type DC diminuent en fonction de la durée des engage-

ments.

Nous avons conclu notre étude sur les plans de pension de type DC en appliquant le prin-

cipe du taux minimum garanti exigé par la loi belge sur les pensions complémentaires. En

effet ce travail a été effectué au moment où la loi sur les pensions complémentaires de l’ar-

rêté royal de 2003 était encore d’application (avant la loi du 18 décembre 2015). Nous avons

particulièrement été intéressés par l’aspect du taux minimum garanti par cette loi, en l’oc-

currence 3.75% sur les cotisations personnelles et 3.25% sur les cotisations patronales. Ce

qui est complètement déconnecté de la réalité du marché, et en particulier, des taux propo-

sés par les assureurs pour des produits de même type de garantie. Dans ce cadre, nous avons

proposé une étude de solvabilité d’un plan de pension de type DC en s’alignant avec la loi

LPC/WAP . Nous avons combiné ceci à une diversification du portefeuille d’investissement

de l’actif. Notre étude, présentée dans le Chapitre 3, a traduit cette loi en besoins de sol-
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vabilité sur toute la durée de la garantie du plan. Nous avons montré qu’une capitalisation

des contributions perçues par le plan au taux minimum exigé sur un large horizon, requiert

un capital de solvabilité excessivement élevé. Par cette étude, nous avons fourni une preuve

qu’une garantie de 3.25 % dans les conditions économiques actuelles est intenable.

Solvabilité des plans de pension de type DB :

La deuxième étape de ce travail consiste à proposer un modèle de solvabilité pour les

plans de pension de type DB en analysant les risques auxquels sont exposés ces organismes

jusqu’à la maturité des engagements (Chapitre 4). Ce modèle est basé sur différentes mesures

de risque (probabilité de défaut, probabilité de ruine et Value-at-Risk). Ces mesures sont cal-

culées sur des longs horizons (et pas uniquement sur une année comme en Solvency2/LTGA)

L’aspect des longues garanties associé aux plans DB a été traité en même temps que deux

sources de risque qui sont : le risque de marché (Equity) et le risque d’inflation des salaires. La

longévité n’a pas été étudiée dans un premier temps, puisque seul le cas des prestations sous

forme de capital est traité dans cette étude (c’est généralement le cas en Belgique). Comme

méthode de financement, nous avons appliqué la méthode dite « Projected Unit Credit Cost

» des normes IAS. Du côté de l’actif, comme c’est le cas pour les plans DC, nous avons mené

notre étude dans deux environnements financiers différents : mouvement Brownien géomé-

trique et processus de Lévy.

Pour les plans DB, cette étude nous a permis d’illustrer clairement l’effet de l’horizon des

engagements sur les besoins de solvabilité. Nous avons montré que c’est un élément clé qui

doit être considéré dans les mesures de solvabilité des plans de pension tant pour les plans

de type DC que pour les plans DB et que les réglementations actuelles basées sur un hori-

zon d’une année doivent adapter leurs mesures en fonction du profil des plans de pension

en tenant compte de la durée des engagements. Nous avons montré dans cette même étude

que la corrélation entre les salaires et les produits de placement financier est un facteur im-

portant à prendre en compte dans les stratégies d’investissement. Nous avons illustré son

impact sur le niveau du capital nécessaire pour la solvabilité du plan.

Mortalité stochastique : impact sur la solvabilité des plans de pension

La dernière étape de ce travail consiste à intégrer le risque de mortalité dans la valorisa-

14



Introduction

tion des engagements d’un plan de pension. Nous nous sommes limités à l’étude de l’impact

de ce risque sur les plans de pension de type DC avec garantie de taux fixe.

Dans le Chapitre 5, nous proposons une analyse de l’impact de l’écart entre la mortalité

déterministe et la mortalité stochastique. Nous avons calculé un niveau de capital de solva-

bilité en combinant le risque financier et le risque de mortalité. Notre étude confirme notre

hypothèse sur l’impact de la durée des engagements sur la solvabilité d’un plan DC.

À la différence du risque financier qui s’atténue avec le temps, le risque de mortalité

est encore plus signifiant sur le long terme. Nous montrons cet impact par des mesures de

risque dont les formules sont présentées dans le Chapitre 5. Nous présentons des résultats

qui confirment que l’impact de la mortalité sur la solvabilité des plans DC est sous-évalué

par les mesures de risque qui ne tiennent pas compte de toute la durée des engagements.
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Chapitre 1

Plans à contributions définies : Actif

LogNormal

Un plan à contributions définies est un plan de pension qui, pour chaque employé (dési-

gné par l’affilié ci-après), définit une prime qui doit être versée régulièrement. Le montant de

la prime ainsi que la périodicité de son paiement sont prédéfinis par le plan de pension. L’af-

filié (ou son employeur) s’engage à verser ce montant qui peut être un pourcentage fixe de son

salaire. En contrepartie, la pension que touchera l’affilié lors de sa retraite (ou une tierce per-

sonne) n’est pas connue à l’avance, mais le plan de pension s’engage à garantir un taux fixe sur

le rendement des cotisations de l’affilié. Le montant que l’affilié touchera à la fin n’est qu’une

fonction de ce taux garanti et de la durée du placement des contributions.

Dans certains plans à contributions définies, l’affilié a le choix entre un montant fixe (lump

sum) ou une rente viagère qu’il lui sera versée jusqu’à son décès. Pour ce travail, seul le pre-

mier cas a été traité. Ce chapitre traite le risque d’insolvabilité de ce type de plan, en supposant

que l’actif financier évolue selon un mouvement Brownien géométrique, le passif est supposé

déterministe.
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

Par l’étude présentée dans ce chapitre, nous proposons un modèle de solvabilité des

plans de pension de type DC avec garantie de rendement fixe. Pour ce faire, nous analy-

sons d’abord l’impact quantitatif des exigences réglementaires sur ce type d’organismes, en

l’occurrence la réglementation européenne "Solvency 2". En se mettant dans la même phi-

losophie, on définit les besoins de solvabilité du plan DC en se basant sur des mesures de

risque projetées sur des horizons pluriannuels. Nous essayons par cette mesure de mettre

en lumière l’aspect des garanties de long terme.

En effet, même si le superviseur européen (EIOPA) a exigé des mesures adaptées aux pro-

duits de longue garantie, dans le cadre de la directive LTGA, ces engagements n’ont pas été

considérés au niveau de la solvabilité proprement dite.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons particulièrement à l’impact de la durée des engage-

ments sur la solvabilité du plan DC.

Dans la littérature financière, la question des investissements à long terme a été traitée

par différentes études. [Campbell J. and Viceira L.], [Lee W.Y.], [Bodie Z.] et [Thorley S.] ont

prouvé que les stratégies d’investissement d’un portefeuille doivent dépendre du temps ré-

siduel et que l’horizon de temps est un facteur essentiel dans le choix de ces stratégies.

[Kritzman’s M.] et [Samuel P.] estiment même que les investissements dans des placements

risqués de type « Equity » sont moins risqués sur des longues périodes que sur des courtes

périodes.

La garantie de taux fixe dans le cadre d’un plan DC a également été étudiée par

[Deelstra G. Grasselli M. and Koehl PF] . Dans le cadre de cette étude, la valeur des contri-

butions a été modélisée dans un cadre stochastique, ensuite des formules explicites sur les

stratégies d’investissement ont été proposées.

De la même sorte, dans notre étude, nous nous intéressons à l’évolution des contributions

qui sont investies dans des placements risqués pour une longue durée. Nous évaluons ainsi

l’impact du risque financier sur la solvabilité d’un plan DC de longue durée d’engagement.

Sous ces hypothèses, nous proposons un modèle de solvabilité pour le cas d’une prime

unique et aussi pour le cas des primes périodiques. Pour le cas des primes périodiques, nous

évaluons le risque pris par le gestionnaire du plan qui doit définir sa stratégie d’investis-

sement en comptant sur des primes futures. Nous montrons l’impact de la périodicité des
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Chapitre 1. Plans à contributions définies : Actif LogNormal

primes sur le niveau du capital de solvabilité.

Pour évaluer les besoins de solvabilité du plan étudié, nous valorisons le passif (les en-

gagements) et l’actif (les contributions) et nous étudions la situation de défaut du plan sans

capital supplémentaire. Ensuite, nous calculons le niveau du capital de solvabilité nécessaire

à détenir pour honorer les engagements du plan pour toute la durée des engagements.

Pour ce chapitre, nous nous limitons à une étude de la situation de ruine uniquement

à maturité et non pas à tout moment avant le terme du contrat. En effet, une étude de la

situation de ruine à tout moment est plus coûteuse en termes de calcul numérique, particu-

lièrement pour le cas des primes périodiques, et n’est pas en ligne avec les exigences de type

"Solvency 2". Néanmoins, une étude de ruine à tout moment est proposée dans le Chapitre

4, réservé aux plans de pension de type DB.

Le risque de mortalité n’est pas traité dans ce chapitre. Nous supposons qu’il n’y a pas de

décès avant l’âge de la retraite et que les prestations sont payées sous forme de capital et non

pas en rentes viagères. Ainsi, le passif du plan est déterministe. Il représente le résultat de la

capitalisation des primes au taux garanti. Du côté de l’actif, nous considérons que les contri-

butions sont investies dans des titres risqués et que leur valeur évolue selon un mouvement

Brownien géométrique.

1.2 Cadre général

Dans cette première partie du chapitre, on suppose que l’affilié paye une prime unique

de valeur unitaire à la date initiale t = 0. En contrepartie, dans le cadre du plan DC étudié, un

niveau de rendement sur cette cotisation lui est garanti moyennant un taux fixe qu’on note

rg .

À tout instant avant le terme du contrat, l’actif du plan est représenté par la valeur évolutive

de cette contribution. On suppose que cette dernière est investie dans un placement risqué.

On suppose que sa valeur évolue suivant un mouvement Brownien géométrique, solution de

l’équation différentielle stochastique de Black&Scholes.

Le modèle de Black&Scholes [Black F. Scholes M.] est un des modèles classiques connus

dans plusieurs domaines, parmi lesquels celui de la finance mathématique. Il est utilisé pour

modéliser la valeur des produits financiers comme les options, les actions, l’immobilier... etc.
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1.2. Cadre général

Parmi ses particularités, on cite le fait que sa solution i.e, le prix de l’actif sous-jacent, est un

mouvement Brownien géométrique avec une volatilité σ et une dérive µ, toutes les deux

constantes.

Définition 1.2.1. Un mouvement Brownien standard (Bt )t∈R+ en dimension n est un proces-

sus à valeurs dans Rn défini sur un espace probabilisé (Ω,F,P ) tel que :

1. (Bt )t∈R+ est un processus à accroissements indépendants, et B0 = 0,

2. pour tout 0 ≤ s ≤ t Bt −Bs ∼ Nn(0, (t − s)In),

3. (Bt )t∈R+ est un processus presque sûrement continu.

En supposant que l’actif suit le processus stochastique de Black&Scholes, son equation

différentielle est donnée par :
d At

At
=µd t +σd wt , (1.1)

où

d A : variation infinitésimale de la valeur de l’actif

µ : rendement moyen de l’actif,

σ : volatilité de l’actif,

w : mouvement Brownien standard.

La solution de l’équation (1.1) , à un instant donné 06 t 6 T , où T est la date de maturité du

contrat, est donnée par

At = A0e((µ−σ2/2)t+σwt ), où A0 est la valeur de la cotisation initiale. (1.2)

Quant au passif noté par la suite L, sa valeur est représentée par la valeur capitalisée de la

prime payée au taux fixe garanti. Elle dépend du rendement des cotisations sur la durée de

l’engagement.

Pour un horizon d’une année, tel qu’en Solvency 2, on parle d’une garantie annuelle, qui peut

être nominale, et dans ce cas, l’affilié reçoit exactement la valeur de la prime cotisée. Autre-

ment dit, la valeur finale de l’engagement n’est que la valeur de la prime payée initialement,

puisque dans ce cas, le taux garanti rg est nul. Ainsi, la valeur après un an de l’engagement

est donnée par

L(1) = L(0)erg (où L(0) est la valeur de la prime initiale)

= L(0)
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Chapitre 1. Plans à contributions définies : Actif LogNormal

De manière générale, à tout instant t (06 t 6 T ), la valeur du passif est donnée par :

L(t ) = L(0)erg t ,

où

• L(0) = A(0)

• rg : taux fixe garanti par le plan de pension

1.3 Mesures de risque

Dans cette section, nous proposons un modèle de solvabilité pour un plan DC à taux fixe

garanti. Nous consacrons cette section au cas d’une prime unique.

Nous y proposons une comparaison, avec ou sans capital supplémentaire, entre la valeur

évolutive de l’actif et celle du passif, afin de mesurer la solvabilité du plan sur un horizon de

temps qui couvre toute la période entre le moment du paiement de la prime et le moment

du départ à la retraite de l’affilié.

1.3.1 Probabilité de défaut

Pour un plan de pension, la probabilité de défaut correspond à la probabilité que la valeur

des engagements dépasse la valeur de l’actif (sans capital additionnel) au terme du contrat.

Cette probabilité est une fonction du nombre d’années avant la maturité du contrat.

En se situant à l’instant t = 0, l’horizon de temps en années est représenté par la variable T .

La probabilité de défaut est donnée par :

P (A(T ) < L(T )) = P (A(0)e((µ−σ2/2)T+σwT ) < L(0)erg T )

= P
(
(µ−σ2/2)T +σwT < rg T

)
(puisque A(0) = L(0) = 1),

elle est ainsi donnée explicitement par :

P (A(T ) < L(T )) =Φ
(

rg − (µ− σ2

2 )

σ

p
T

)
, (1.3)

où Φ est la densité de distribution d’une loi normale centrée réduite :

Φ(s) = 1p
2π

∫ s

−∞
e− t2

2 d t , ∀s ∈ R

La solvabilité d’un plan de pension dépend de l’écart entre le rendement garanti sur les

cotisations et le rendement réellement généré par le placement de ces cotisations. Ce qui

21



1.3. Mesures de risque

signifie que l’écart entre le taux fixe rg et le rendement de l’actif µ− σ2

2 doit être négatif.

En effet, la fonction de la probabilité de défaut peut s’écrire de la manière suivante :

P (A(T ) < L(T )) =Φ(a
p

T )

où

a = rg − (µ− σ2

2 )

σ

Le paramètre a représente l’écart entre le taux garanti par le plan et le rendement moyen de

l’actif normalisé par sa volatilité.

Si a < 0, la probabilité de défaut est strictement décroissante en fonction de l’horizon de

temps T et inversement, si a > 0, la probabilité de défaut est strictement croissante en fonc-

tion de T .

Dans le cas d’un placement risqué de type "action", le gestionnaire du plan de pension DC

à taux fixe doit déterminer le taux garanti en prenant en compte cet effet, de telle sorte que

l’écart a soit négatif.

Exemple 1.3.1. La Figure 1.1 illustre l’évolution de la probabilité de défaut en fonction de

l’horizon de temps avant le terme de l’engagement. Ce résultat est basé sur la formule (1.3).

Les paramètres utilisés sont les suivants :

µ = 7%

σ = 16%

rg = 2,75%

FIGURE 1.1 – Probabilité de défaut
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Chapitre 1. Plans à contributions définies : Actif LogNormal

Remarque 1.3.1. On peut remarquer que la probabilité de défaut est une fonction décrois-

sante de temps. En conséquence des paramètres choisis, le paramètre a est négatif. Dans le cas

contraire, la probabilité de défaut serait strictement croissante.

Dans cet exemple, la probabilité de défaut sur une année atteint la valeur de 50% , mais cette

valeur décroît vers le long terme et devient plus petite que 20% au-delà de 30 années de garan-

tie.

Cette tendance trouve son explication dans le fait qu’un investissement au long terme des

contributions permet facilement au plan de voir sa probabilité de défaut diminuer en fonc-

tion de l’horizon de temps , dans le cas où le taux garanti permet de vérifier la condition a < 0.

Inversement, les garanties de courtes échéances, en conséquence de leur probabilité de défaut

élevée, exigent plus de prudence et plus de contrôle et de gestion des risques encourus.

Dans cet exemple, les valeurs élevées de la probabilité de défaut pour les courtes échéances,

sont dues au risque « Equity » auquel le plan est exposé. Ce risque est atténué pour les longues

échéances.

1.3.2 Capital de solvabilité

Afin de calculer le capital de solvabilité , on s’inspire du cadre de la règlementation sol-

vency 2. On calcule le capital de solvabilité comme étant le capital à détenir initialement

dans le fonds afin d’éviter le risque de défaut avec une probabilité annuelle de 99,5%.

En notant le niveau de confiance à une année par α, qui correspond à la probabilité de

survie de la compagnie, et en supposant que les probabilités de survie annuelles sont indé-

pendantes, le niveau de confiance pour une année quelconque N ∈ 1,2, ...T est donné par :

αN =αN

On suppose que le capital de solvabilité est investi dans un actif non risqué de type "Obliga-

tion" garantissant un rendement fixe de taux r > 0.

Pour un horizon T , le capital de solvabilité à détenir initialement est donné par :

P
(

A(T )+SC (T )er T < L(T )
)= 1−αT ,

ce qui est équivalent à

P
(
e((µ−σ2/2)T+σwT )+SC (T )er T < erg T

)
= 1−αT

P
(
e((µ−σ2/2)T+σwT ) < erg T −SC (T )er T )

)
= 1−αT

P

(
wT < log (erg T −SC (T )er T )− (µ−σ2/2)T

σ

)
= 1−αT

Φ

(
log (erg T −SC (T )er T )− (µ−σ2/2)T

σ
p

T

)
= 1−αT .
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1.3. Mesures de risque

En notant par zβ le β-quantile de la loi normale centrée réduite, le capital de solvabilité est

donc donné par :

SC (T ) = e(rg−r )T −e(µ−r−σ2/2)T+σpT z1−αT . (1.4)

Remarque 1.3.2. Dans le cadre de notre étude, nous exprimons le capital de solvabilité SC en

fonction de la prime initiale.

En général, il est d’usage d’exprimer le capital de solvabilité en fonction des provisions, mais

comme nous nous intéressons en particulier au cas de la prime unique, cette dernière corres-

pond à la provision initiale.

D’un autre côté, si le capital de solvabilité est également investi dans le même titre risqué

que la prime, sa valeur SC∗(T ) est donnée par l’équation suivante :

P

(
A(T )+ A(T )

A(0)
SC∗(T )) < L(T )

)
= 1−αT .

Ainsi,

P
(

A(T )(1+SC∗(T )) < L(T )
) = 1−αT puisque A0 = 1

⇔ P

(
A(T ) < L(T )

1+SC∗(T )

)
= 1−αT

⇔ P

(
WT <

log ( L(T )
1+SC∗(T ) )− (µ−σ2/2)T

σ

)
= 1−αT .

D’où,

Φ

 log ( erg T

1+SC∗(T ) )− (µ−σ2/2)T

σ
p

T

= 1−αT

la valeur du capital de solvabilité est ainsi donnée par :

SC∗(T ) = exp
[(

rg − (µ−σ2/2)
)

T −σ
p

T z1−αT

]
−1 (1.5)
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Chapitre 1. Plans à contributions définies : Actif LogNormal

Exemple 1.3.2. On considère les paramètres suivants ,

µ = 7%

σ = 16%

rg = 2,75%

r = 5%

α = 99.5%

La Figure 1.2 montre deux graphes illustrant l’évolution, en fonction de la maturité, du capital

de solvabilité investi dans un actif non risqué (SC ), et le capital de solvabilité investi dans

l’actif risqué de référence (SC∗)

FIGURE 1.2 – Capital de solvabilité

Les valeurs du capital de solvabilité montrées dans la Figure 1.2 sont en pourcentage de la

prime initiale.

Remarque 1.3.3. La différence en matière de capital de solvabilité, entre le cas où le capital

de solvabilité est investi dans un actif sans risque et le cas où il est investi dans un actif ris-

qué, est très importante pour des courtes et moyennes durées. Sur le long terme cette différence

diminue.

Remarque 1.3.4. La fonction du capital de solvabilité n’est pas monotone. En effet, on peut

constater sur la Figure 1.2 que la fonction du capital de solvabilité SC∗ est croissante entre

T = 0 et T = 7 et qu’elle décroit pour T > 7. De même, la fonction du capital de solvabilité non

risqué SC est croissante entre T = 0 et T = 3 et puis elle est décroissante pour tout T > 3.
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1.3. Mesures de risque

Démonstration. Afin d’expliquer les pics observés sur les deux courbes du capital de solva-

bilité (1.2), on prouve que sa fonction dérivée change de signe à partir d’une certaine durée.

D’un point de vue pratique, la démonstration est faite pour le cas du capital de solvabilité

risqué (SC∗).

On note par f (T ) le capital de solvabilité SC∗. On a donc,

f (T ) = exp

((
rg − (µ− σ2

2
)

)
T −σ

p
T z1−αT

)
−1

Le quantile z1−αT dépend de l’horizon de temps T , mais pour des raisons de simplification,

on choisit de négliger ce point en considérant le cas particulier où ce dernier ne dépend pas

de T . Dans ce cas, on suppose que ∀T ≥ 0 αT =α= 99.5%.

Nous avons

f (T ) = exp
(
σaT −σ

p
T z1−α

)
−1

où

a = rg − (µ− σ2

2 )

σ

et
d f (T )

dT
=

(
σa − σz1−α

2
p

T

)
exp

(
σaT −σ

p
T z1−α

)
la fonction f est croissante en fonction de T si et seulement si T vérifie

σz1−α
2
p

T
<σa

⇐⇒
1

2
p

T
> a

z1−α
(puisque 1−α< 0.5 et donc z1−α < 0)

Et comme dans le cas étudié le spread a < 0 est négatif, la fonction f est croissante si et

seulement si

1

4T
> a2

z2
1−α

Ceci prouve que dans le cadre des hypothèses de notre étude, la fonction SC∗ est crois-

sante pour toute valeur de T < z2
1−α

4a2 , et qu’ inversement, elle est décroissante pour tout

T > z2
1−α

4a2

Remarque 1.3.5. Compte tenu des résultats illustrés dans la Figure 1.2, un investissement de

la contribution de pension dans un actif risqué coûte cher en matière de capital de solvabi-

lité pour les courtes durées d’engagement. Contrairement à cela, un engagement de long terme

permet au gestionnaire de plan d’assumer le risque financier auquel les contributions sont ex-

posées.
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Nous avons confirmé cette hypothèse par les deux cas étudiés : capital de solvabilité non

risqué et capital de solvabilité risqué. Malgré la nature différente en matière de risque de ces

deux cas, les fonctions du capital de solvabilité qui en résultent convergent vers des valeurs très

petites pour des maturités longues.

1.4 Cas des primes périodiques

Nous étudions dans cette section les besoins de solvabilité d’un plan DC à rendement

fixe garanti en supposant que les cotisations sont périodiques et qu’elles sont perçues an-

nuellement par le plan. Nous voulons par cette section montrer l’impact de la périodicité

des contributions sur la solvabilité du plan.

Cadre général :

On se met dans le cadre d’un plan de pension à primes périodiques, d’une fréquence de

paiement annuelle. On suppose que la première prime est payée à t = 0 et que le contrat

prend fin après T années (à t = T ).

Pour des raisons de simplification, on suppose que les primes périodiques sont constantes.

On suppose aussi que leur valeur est unitaire (1 euro).

On suppose également que les primes payées sont investies dans des actifs financiers

risqués.

Comme le cas d’une prime unique, on suppose que la valeur de chaque prime évolue suivant

un mouvement Brownien géométrique.

Par exemple, si on note par S0 la première prime investie à l’année t = 0, sa valeur à une

année quelconque t = 1,2, ..,T est donnée par :

S0(t ) = S0e(µ−σ2

2 )t+σwt .

De la même manière, la valeur de la deuxième prime S1 payée à l’année t = 1, à une année

quelconque t est donnée par :

S1(t ) = S1e(µ−σ2

2 )(t−1)+σ(wt−w1).

La valeur accumulée des deux premières primes à l’année t est alors

S(t ) = S0(t )+S1(t ) = S0e(µ−σ2

2 )t+σwt +S1e(µ−σ2

2 )(t−1)+σ(wt−w1)
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Plus généralement, la valeur de l’actif du plan à une année t = 1,2, ...,T quelconque avant le

terme du contrat est donnée par :

Sp (t ) =
t−1∑
s=0

Ss(t )

=
t−1∑
s=0

Sse(µ−σ2

2 )(t−s)+σ(wt−ws )

où Ss est la prime périodique payée à l’instant t = s.

Sous l’hypothèse que toutes les primes ont une valeur unitaire, i.e

∀0 ≤ s ≤ T −1 Ss = 1, on a

Sp (t ) =
t−1∑
s=0

e(µ−σ2

2 )(t−s)+σ(wt−ws )

Au niveau des engagements pris par le plan, dans le cas d’un taux fixe garanti , chaque contri-

bution versée donne droit à un rendement au taux fixe rg à la date de maturité du contrat (T ).

En prenant l’exemple cité ci-dessus, pour une prime investie initialement S0, le plan DC

garantit à l’affilié un montant capitalisé de cette prime entre l’année t = 0 et l’année de son

départ à la retraite t = T selon le taux garanti rg , soit un montant de valeur S0erg T .

En général, le plan DC garantit pour toute prime Ss payée à l’année 0 ≤ s ≤ T un montant

de valeur Sserg (T−s).

Modélisation Actif-Passif

Dans ce cas étudié du plan DC, le passif est déterministe. Sa valeur est donnée par la

capitalisation de l’ensemble des primes payées jusqu’au terme du contrat au taux garanti

rg :

Lp (T ) =
T−1∑
s=0

Lserg (T−s).

Or Ls = Ss = 1, ∀0 ≤ s ≤ T −1 ,

nous avons,

Lp (T ) =
T−1∑
s=0

erg (T−s)
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Du côté de l’actif, la valeur des contributions à la maturité T du contrat est donnée par la

somme suivante :

Ap (T ) = Sp (T ), i.e

Ap (T ) =
T−1∑
s=0

e(µ−σ2

2 )(T−s)+σ(wT −ws )

1.4.1 Probabilité de défaut

Suivant la même méthodologie que la section (1.3.1), la probabilité de défaut dans le

cadre d’un plan de pension, financé par des primes annuelles, est donnée à tout instant t

par

φ(t ) = P
(

Ap (t ) < Lp (t )
)

A la date de maturité T , cette fonction est donnée par :

φ(T ) = P

(
T−1∑
s=0

e(µ−σ2

2 )(T−s)+σ(wT −ws ) <
T−1∑
s=0

erg (T−s)

)
(1.6)

Étant donné que la somme de distributions log-normales n’a pas une formule explicite, nous

allons calculer la probabilité de défaut en utilisant la méthode d’échantillonnage "Monte

Carlo".

Afin que la méthode "Monte Carlo" soit convergente, nous devons choisir un très grand

nombre de scénarios. Le choix du nombre de scénarios est basé sur le théorème suivant :

Théorème 1.4.1. On note par Rt la différence entre la valeur des engagements et celle de l’actif,

i.e Rt = Lt − At à tout instant t . Si on souhaite que la probabilité de défaut P t = P (Rt > 0)

estimée par la méthode de Monte Carlo, respecte une précision donnée ε avec une probabilité

maximale θ, le nombre n de scénarios générés doit vérifier : n > 1
4ε2θ

.

Démonstration. Soit R t (1),R t (2), ......,R t (n) n scénarios i.i.d de R t .

Soit I t (i )i=1,2...,n la fonction indicatrice vérifiant :

I t (i ) =
{

1 si R t (i ) > 0,

0 sinon.

La probabilité de défaut P t peut s’écrire de la façon P t = E(I t ).

De plus, par la loi forte des grands nombres, Ê(I t ) =
∑n

i=1 I t (i )

n
converge presque sûrement

vers E(I t )

Nous avons par l’inégalité de Tchebychev :

P (|Ê(I t )−E(I t )| ≥ ε) < V ar (En)

ε2
.
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1.4. Cas des primes périodiques

Et comme

V ar (En) = 1

n
(E((I t )2)−E(I t )2) = 1

n
(P t − (P t )2) < 1

4n
,

nous en déduisons le résultat suivant :

P (|En −E(I t )| ≥ ε) < 1

4nε2
.

Finalement, et afin de vérifier la condition :

P (|Ê(I t )−E(I t )| ≥ ε) ≤ θ, (1.7)

le nombre de scénarios n doit vérifier

1

4nε2
≤ θ .

Ainsi, le nombre de scénarios minimal requis pour satisfaire la condition du théorème est

donné par :

nmi n = 1

4θε2

(Ex. si θ = 0.1% et ε= 0.005, nmi n = 105).

Exemple 1.4.1. Afin d’illustrer numériquement la fonction de la probabilité de défaut donnée

par l’équation (1.6), on considère les paramètres suivants,

µ = 7%

σ = 16%

Ap (0) = Lp (0) = 1

rg = 2,75%

La Figure 1.3 montre l’évolution de la probabilité de défaut en fonction de l’horizon de temps

dans le cadre d’un contrat à primes périodiques. Nous avons utilisé la méthode de Monte Carlo

en générant n = 100000 scénarios de LT − AT pour chaque année entre T = 0 et T = 30.

30



Chapitre 1. Plans à contributions définies : Actif LogNormal

FIGURE 1.3 – Probabilité de défaut : cas des primes périodiques

La Figure 1.3 met en évidence la diminution du risque de défaut pour un plan DC à primes

périodiques, vers le long terme. La probabilité de défaut étant égale à 42,5 % pour T = 1, et

diminuant jusqu’à atteindre 25 % à la fin du contrat. Malgré cette diminution, les contrats

à primes périodiques présentent un risque de défaut plus grand en comparaison avec des

contrats à prime unique. Pour ceci, nous allons comparer la probabilité de défaut pour chacun

de ces deux types de plans, en gardant les mêmes paramètres utilisés dans l’exemple 1.4.1 . Le

résultat obtenu est illustré dans la Figure 1.4.

FIGURE 1.4 – Comparaison des probabilités de défaut : Prime unique versus Primes

périodiques

Remarque 1.4.1. On peut remarquer qu’un plan basé sur des primes périodiques présente un

risque de défaut plus grand en comparaison avec un plan basé sur une prime unique. En effet,
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dans le cas des primes périodiques, le gestionnaire du plan établit sa stratégie d’investissement

en se basant sur des calculs qui tiennent compte des primes futures qui n’ont pas encore été

perçues. En plus, une prime unique perçue au tout début du contrat, permet au gestionnaire

du plan de réaliser des rendements financiers sur la base de toute la durée de son engagement.

Contrairement à cela, les primes périodiques n’ont pas cet avantage, puisqu’à chaque année

une prime est investie, et plus on s’approche de la date de la retraite, plus la durée d’investisse-

ment est courte et plus le risque est grand.

1.4.2 Capital de solvabilité

Dans cette section, on traite le cas du capital de solvabilité investi dans un actif non risqué

à un taux fixe r . Pour ceci, on doit tout d’abord calculer la value at risk au seuil de confiance

1−αT . On note cette dernière par V aR(T ), elle vérifie la condition de solvabilité suivante :

P (Ap (T )+V aR(T ) < Lp (T )) = 1−αT

ce qui est équivalent à :

P (
T−1∑
s=0

e(µ−σ2

2 )(T−s)+σ(wT −ws ) +V aR(T ) <
T−1∑
s=0

erg (T−s)) = 1−αT . (1.8)

Pour le calcul numérique de la valeur de V aR(T ), par exemple pour T = 1, il suffit de classer

les valeurs générées par la méthode de Monte Carlo du risque R(1) = L(1)−S(1) en ordre dé-

croissant et la value at risk est donc la valeur de R(1) d’ordreα, i.e, le (1−α)i eme pire scénario.

Plus généralement, au-delà d’un horizon d’une année, nous calculons la bn(1−αT )ci ème plus

grande valeur du risque R(T ), où n correspond au nombre de simulations générées pour le

calcul de R(T ).

Par sa définition, le capital de solvabilité, pour ce type de plans, correspond au montant

qui permet au gestionnaire du plan d’éviter le risque d’insuffisance d’actifs par rapport aux

engagements avec une probabilité annuelle de 99,5%. Nous proposons de calculer ce ca-

pital en supposant qu’il est constitué d’un pourcentage constant de chaque prime investie.

Chaque proportion de ce dernier est capitalisée au taux sans risque r pour la durée entre la

date d’investissement et le terme du contrat.

Pour un contrat de maturité T , le capital de solvabilité (SC ) est donné par :

P (
T−1∑
s=0

e(µ−σ2

2 )T+σ(wT −ws ) +
T−1∑
s=0

SCer (T−s) <
T−1∑
s=0

erg (T−s)) = 1−αT (1.9)
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Pour un horizon T , le capital de solvabilité peut être exprimé en fonction de la value at risk,

du taux d’intérêt non risqué r et d’une annuité äT comme suit :

SC (T ) = V aR(T )e−r T

äT

où äT est une annuité donnée par

äT = 1−e−r T

1−e−r

Exemple 1.4.2. On considère les paramètres suivants :

µ = 7%

σ = 16%

Ap (0) = Lp (0) = 1

rg = 2,75%

r = 5%

α = 99.5%

Le graphique suivant montre l’effet de l’horizon de temps sur la valeur du capital de solvabilité

pour un contrat à primes périodiques.

FIGURE 1.5 – Primes périodiques-Capital de solvabilité

Les mêmes paramètres sont utilisés pour calculer le capital de solvabilité pour les deux

plans, l’un basé sur une prime unique et le second basé sur des primes périodiques. Le gra-

phique ci-dessous illustre cette comparaison.
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FIGURE 1.6 – SC primes périodiques vs prime unique

Remarque 1.4.2. On peut remarquer qu’en plus du facteur de l’horizon de temps, le choix du

type de la prime (unique ou périodique) a un impact sur le niveau du capital de solvabilité. Les

deux fonctions du capital de solvabilité ont tendance à décroître vers le long terme, tout comme

celles des probabilités de défaut montrées dans la Figure 1.4. Néanmoins, et pour les mêmes

raisons expliquées dans la remarque 1.4.1, un contrat à primes périodiques est un contrat plus

risqué et donc plus coûteux en termes de solvabilité qu’un contrat à prime unique.

Avant de conclure ce chapitre, nous présentons dans la Figure 1.7 l’évolution du capital

de solvabilité d’un plan de pension à primes périodiques croissantes en supposant qu’elles

évoluent selon un taux d’indexation fixe.

On suppose que le taux d’indexation est de valeur 2%. Pour les autres paramètres, on utilise

les mêmes valeurs que dans l’exemple 1.4.2.

FIGURE 1.7 – Capital de solvabilité
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Ce résultat confirme la remarque 1.4.2 pour le cas général des primes croissantes avec

un taux de croissance fixe. En outre, ce résultat montre qu’une croissance des primes pério-

diques se traduit par un coût supplémentaire en termes de capital de solvabilité par rapport

au cas des primes périodiques constantes.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une première étude de la solvabilité d’un plan de

pension de type DC à taux fixe garanti. Dans un environnement Gaussien, nous avons étu-

dié l’impact du risque financier sur la solvabilité de ce type de plan, en analysant l’impact de

l’aspect du long terme.

Deux types de primes ont été étudiés : la prime unique et les primes périodiques. Dans

les deux cas, nous avons considéré l’hypothèse d’un rendement fixe garanti sur les cotisa-

tions de pension.

Les deux cas étudiés confirment notre hypothèse sur le niveau du capital de solvabilité qui

doit tenir compte de toute la durée de l’engagement. Étant donné que les plans DC sont

considérés comme des produits de longues garanties, les mesures de risque utilisées pour

définir les besoins de solvabilité du plan doivent être projetées sur toute la durée du contrat

et non pas seulement sur l’horizon d’une année comme exigé par la réglementation « sol-

vency 2 ». Cette directive exige un calcul du capital de solvabilité requis pour un horizon

d’un an, puis un re-calcul année par année de ce capital.

Nous avons également montré l’impact du risque financier en fonction de la durée de

l’engagement. En effet, notre étude de la situation de défaut et des besoins de solvabilité

du plan a prouvé que l’impact du risque financier est important seulement pour les maturi-

tés coutres. En revanche, ce risque est atténué pour les grandes maturités, et le rendement

généré par le placement des contributions dans des actifs risqués sur toute la durée de l’en-

gagement permet au gestionnaire de diminuer ses besoins de solvabilité.
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Chapitre 2

Plans à contributions définies et processus

de Lévy

Dans ce chapitre, nous traitons l’impact du modèle choisi par le gestionnaire du plan de

pension pour modéliser son actif.

Les crashs subits par les marchés financiers et les crises récentes ont fait penser à des modèles

plus généraux et plus réalistes, abandonnant l’hypothèse de la normalité des rendements des

cours financiers.

Les questions abordées dans ce chapitre sont :

1. Quel modèle doit-on choisir pour modéliser l’actif d’un plan de pension de type DC ?

2. Quel est l’impact du modèle choisi sur le niveau de solvabilité de la compagnie ?
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2.1 Introduction

Les besoins fortement croissants en matière de solvabilité des assurances vie, en particu-

lier les plans de pension, nécessitent une recherche fondamentale dans le choix du modèle

mathématique interne de la compagnie. Ce dernier doit être en adéquation avec ses straté-

gies d’investissement et ses engagements pris au niveau du passif.

Les modèles stochastiques de solutions log-normales, tels que le modèle de Black&Scholes

ont été remis en cause, de par leur négligence des phénomènes spéciaux et leur sous-évaluation

de l’influence des risques extrêmes. Particulièrement, l’hypothèse principale que les rende-

ments de l’actif sous-jacent sont de distribution normale a été largement controversée par la

réalité et les données historiques.

L’historique des rendements des différentes actions (ex. S&P500, Bel20, Cac40,...) prouve que

la distribution de ces rendements n’est pas symétrique et présente un excès de kurtosis su-

périeur à 3, ce qui représente pour nous une raison valable pour rejeter l’hypothèse de la

normalité des rendements.

Dans le cadre de ce travail, et afin de corriger cela, nous estimons qu’il est nécessaire de

bien choisir un modèle adapté au niveau du risque auquel l’actif du plan est exposé.

L’idée principale de ce chapitre est d’étendre l’étude présentée dans le premier chapitre au

niveau du choix du modèle de l’actif, en partant du modèle log-normal de Black& Scholes

vers des modèles plus généraux qui traitent mieux les discontinuités observées sur le com-

portement des actifs financiers. En parallèle à cela, nous montrons l’impact de l’horizon de

temps sur le risque d’insolvabilité des plans de pension. Nous allons donc traiter deux fac-

teurs importants : la survenance des événements extrêmes et la longueur de l’horizon de

temps.

Dans la littérature, il a été prouvé par nombreux travaux, notamment dans le domaine

de la finance, que l’horizon de temps est un élément important dans le choix de la stratégie

d’investissement du portefeuille. Parmi ces travaux on peut citer [Campbell J. and Viceira L.],

[Lee W.Y.] , [Bodie Z.] et [Thorley S.] . Ces recherches suggèrent que, quel que soit le risque

auquel le portefeuille est exposé, son niveau diminue avec le temps, et donc le facteur de

l’horizon de temps doit influencer les stratégies de l’investisseur.
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Par ailleurs, en grande majorité, dans le cadre de la gestion des plans de pension, l’intro-

duction des sauts aléatoires dans l’équation de l’actif dans la littérature a concerné les plans

de type "Defined Benefits" (voir par exemple [Ngwira B. and Gerrard R.] et

[Josa-Fombellida R. and Rincon-Zapatero J.P. ]).

Nous étudions dans ce chapitre les besoins de solvabilité d’un plan de pension de type DC

dans ce même contexte, mais en proposant un calcul des mesures de risque dans des condi-

tions similaires aux exigences des normes Solvency 2.

Dans ce cas étudié, la valeur des engagements est déterministe et basée sur un taux fixe ga-

ranti par l’assureur. On suppose également qu’il n’y a pas de possibilité de conversion du

capital garanti par une rente viagère, et que l’affilié survit jusqu’à l’âge de sa retraite. On fait

donc un zoom sur le risque "Equity" auquel les plans de pension de type "DC" sont exposés.

Nous proposons des modèles de type "Processus de Lévy", qui sont connus par leur dis-

continuité et leurs distributions asymétriques. Plus précisément, nous proposons dans la

première section le processus diffusif à sauts de Merton ([Merton R.C.]) qui permet d’incor-

porer des sauts aléatoires dans l’équation de l’actif sous certaines hypothèses.

Dans la deuxième section, la valeur de l’actif du plan est supposée évoluer selon un processus

Variance Gamma, qui a un principe différent de celui du processus MJD, mais qui présente

également des discontinuités dans le comportement de l’actif dont la distribution des log

rendements n’est pas symétrique et son paramètre de l’excès de Kurtosis n’est pas autour de

3 contrairement à un simple mouvement Brownien géométrique.

Nous présentons les particularités de chacun de ces deux processus, leur idée générale et

leur algorithme de simulation,et puis nous proposons notre méthode pour mesurer le risque

d’insolvabilité du plan en tenant compte du modèle choisi et de la durée de l’engagement.

La dernière section de ce chapitre est dédiée à la présentation des résultats illustrant une

comparaison entre ces processus de Lévy et le modèle de Black&Scholes en matière de be-

soins de solvabilité, en se basant sur les mesures de risque : value at risk et Tail value at risk.

2.2 Processus de Lévy

Dans le cadre du plan de pension de type DC traité dans ce travail, nous supposons que

les contributions sont investies en totalité dans un actif risqué de type action. Ainsi, afin de

mieux traiter le risque financier, nous remplaçons l’hypothèse de la log-normalité de l’ac-

tif, jugée très forte par rapport à la réalité des marchés financiers, par des processus de

Lévy, qui semblent plus adaptés au comportement de ce type d’actif. Pour des travaux de
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référence généraux sur les processus de Lévy, on peut citer [Bertoin J.], [Sato K.], [Raible S.],

[Applebaum D.], [Schoutens W.] et [Kyprianou A.E.].

Définition 2.2.1. Processus de Lévy

Un processus de Lévy (X )t≥0 est un processus stochastique défini sur un espace de probabilité

(Ω,F,P ) tel que :

1. X est à accroissements indépendants :

pour tout t0 6 t1 < t2..... < tn <∞, les variables aléatoires X t2−X t1 , X t3−X t2 , ...X tn −X tn−1

sont indépendantes.

2. X0 = 0 presque sûrement.

3. Les accroissements sont stationnaires i.e. la distribution de X t+h − X t ne dépend pas de

t .

4. (X t )t≥0 vérifie la propriété de la continuité stochastique :

pour tout ε> 0, lim
h→0

P (|X t+h −X t |> ε) = 0

Les processus utilisés dans cette section sont : le processus de Merton à sauts Gaussiens et le

processus Variance Gamma.

Afin de modéliser les sauts aléatoires observés dans la dynamique des actifs financiers, Mer-

ton a introduit par son étude [Merton R.C.] une généralisation du modèle de Black& Scholes

en proposant un processus composé d’une partie diffusive (mouvement Brownien avec dé-

rive) et d’un processus de Poisson composé, considéré comme une composante discontinue

qui représente les variations brusques des cours financiers.

Dès lors, ce modèle a constitué une référence pour nombreuses études qui se sont penchées

particulièrement sur le problème des sauts induisant des discontinuités dans la dynamique

des cours boursiers en proposant des enrichissements et extensions dans des contextes fi-

nanciers différents. Parmi ces études on peut citer [Cheang G.H.L. and Chiarella C.] , [Jorion P.],

et [Kaushik I.A.].

Néanmoins, le processus de Merton à sauts Gaussiens est fondé sur des hypothèses res-

treintes, notamment l’hypothèse de la normalité de la distribution des sauts, ce qui nous

a poussé à aller plus loin vers des processus infiniment divisibles à sauts purs dont les deux

plus connus dans la littérature sont le processus Variance Gamma [Madan D.B. Seneta E.] et

le processus Normal Inverse Gaussien [Barndorff-Nielsen O.E] . Plusieurs représentations de

ces processus sont possibles. Ils peuvent par exemple être obtenus par subordination d’un

mouvement Brownien par un autre processus remplaçant le temps physique par une échelle

de temps stochastique.
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Définition 2.2.2. Si un processus à sauts pur T = (Tt )t>0 est croissant, i.e ∀t > 0, T >

0, et ∀s 6 t Tt > Ts alors le processus T est considéré comme un subordonné de temps

(subordinator process) ou processus de temps intrinsèque.

Le processus de temps T = (Tt )t>0 donné par la définition (2.2.2) peut être considéré comme

un processus de volume des transactions cumulées qui permet de mesurer le volume cumu-

latif de toute transition survenant avant l’instant t . Comme exemples de ce type de proces-

sus, on peut citer les processus de Poisson, Gamma et inverse Gaussien.

Considérons un simple mouvement Brownien Y avec une dérive µ et une volatilitéσ qui

s’écrit :

Y (t ) =µt +σwt .

Soit d’autre part T = (Tt )t>0 un processus subordinateur indépendant du mouvement

Brownien standard (wt )t>0 ; en remplaçant t par T = (Tt )t>0, on obtient un processus ap-

pelé mouvement Brownien avec changement de temps (Time-changed Brownian motion)

qui s’écrit :

Z (t ) =µTt +σwTt

Pour le processus Variance Gamma, T = (Tt )t>0 est un processus Gamma ; il est un processus

inverse Gaussian pour le processus Normal Inverse Gaussian.

Parmi les avantages pratiques des processus VG et NIG, on peut citer le fait que ces deux

processus disposent d’une forme fermée de la fonction de répartition ainsi que de la fonc-

tion caractéristique.

Dans la littérature, on a souvent utilisé les processus VG et NIG afin d’intégrer les carac-

téristiques empiriques des rendements des cours financiers, et aussi afin de mettre en cause

les modèles basés sur l’hypothèse de la normalité de ces distributions. De par leur simila-

rité, parmi ces deux processus, nous avons choisi un seul processus afin de le comparer avec

le modèle classique de Black&Scholes, en l’occurrence, le processus Variance Gamma. Une

étude basée sur le processus NIG serait similaire à celle développée dans ce travail.

41



2.2. Processus de Lévy

2.2.1 Processus de diffusion à sauts de Merton (MJD)

2.2.1.1 Définitions et généralités

Le processus de Merton, en tant que processus de Lévy, est une composition de différents

processus. Pour ceci, nous allons voir quelques définitions des processus qui sont utilisés

pour la modélisation de l’actif financier et qui servent à définir le processus de Merton (MJD).

Définition 2.2.3. Processus de Poisson

Un processus de Poisson N (t ), t ≥ 0 d’intensité λ est un processus de comptage qui vérifie les

propriétés suivantes :

1. les instants d’inter-arrivées sont indépendants et suivent une loi exponentielle de para-

mètre λ,

2. les accroissements sont indépendants et stationnaires

3. N (0) = 0,

4. P (N (t ) = n) = 1−e−λt (λt )n

n! ,n ≥ 0.

Définition 2.2.4. Processus de Poisson composé

On dit qu’un processus stochastique C (t ), t ≥ 0 est un processus de Poisson composé, s’il s’écrit

de la façon suivante :

C (t ) =
N (t )∑
i=1

Ji , t ≥ 0

où N (t ), t ≥ 0 est un processus de Poisson, et J1, J2, ..... sont des variables aléatoires indépen-

dantes, identiquement distribuées et indépendantes du processus N .

En pratique, un processus de Poisson composé est un processus de Lévy souvent utilisé pour

la modélisation des évènements rares qui arrivent de façon aléatoire et dont les dates d’arri-

vées et les amplitudes sont inconnues (ex. crashs boursiers, catastrophes naturelles causant

des pertes humaines ou matérielles...).

Le processus de Poisson composé constitue le complément du modèle de MJD par rapport

au modèle de Black&Scholes. En effet, le modèle de Merton diffusif à sauts est constitué

d’une partie diffusive et d’une composante à sauts (Processus de Poisson). En annulant la

composante à sauts, on retrouve le modèle de Black&Scholes.

En général, un processus de Merton diffusif à sauts a pour forme :

X t = at +σwt︸ ︷︷ ︸
Partie diffusive

+
N (t )∑
i=1

Ji︸ ︷︷ ︸
Processus de Poisson composé
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La taille des sauts est représentée par les variables aléatoires indépendantes et identique-

ment distribuées (Ji )i≥0 .

Une des particularités du processus MJD, est que les sauts Ji sont supposés suivre une loi

normale N (µJ ,σJ ).

2.2.1.2 Applications à un plan de pension de type DC

Nous allons utiliser les mêmes hypothèses que dans le Chapitre 1. On suppose ainsi que

la prime A(0) payée par l’affilié à t = 0 est investie dans un actif financier de type "action".

On suppose ici que l’actif est modélisé par un processus de Merton à sauts Gaussiens au lieu

du modèle de Black&Scholes présenté dans le Chapitre 1.

Sous ces hypothèses, la dynamique de l’actif est modélisée par l’équation stochastique de

MJD suivante :
d At

At
= (

µ−λk
)

d t +σd wt +
(
e J −1

)
d N (t )

où,

- w = (wt )t≥0 est un mouvement Brownien standard,

- µ et σ sont respectivement le rendement moyen de l’actif et sa volatilité,

- N = (Nt )t≥0 est un processus de Poisson d’intensité λ (nombre moyen de sauts par

année),

- J est la variable de la taille des sauts,

- k = E(e J −1),

- w , N et J sont indépendants.

La variable e J représente la taille instantanée des sauts . En effet, dans un court intervalle

de temps d t consécutif à un saut, la valeur de l’actif change de At à At e J .

À l’instant t = T , la solution de l’équation stochastique de MJD est donnée par :

A(T ) = A(0)e(µ−σ2

2 −λk)T+σwT +∑N (T )
i=1 Ji , (2.1)

Du côté du passif, la valeur des engagements à la date de maturité T , sous l’hypothèse

que le plan de pension garantit un taux fixe rg , est donnée par :

L(T ) = L(0)erg T ,

avec L(0) = A(0) = 1.
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2.2.1.3 Probabilité de défaut

Dans le cadre d’une étude ALM, nous allons mesurer le risque lié à un plan de pension

sous les hypothèses citées ci-dessus.

Comme mesure de risque, on commence par le calcul de la probabilité de défaut, en fonction

de l’horizon de temps.

Théorème 2.2.1. Si on note par T la date de maturité ou l’horizon de temps avant le terme

du contrat, la probabilité de défaut ϕ(T ) dans le cas où le plan ne prévoit pas de capital de

solvabilité est donnée par :

P (A(T ) < L(T )) =
∞∑

n=0

Φ
rg T − ((µ−kλ− σ2

2 )T +nµJ )√
nσ2

J +Tσ2

e−λT (λT )n

n!

 . (2.2)

Démonstration.

ϕ(T ) = P (A(T ) < L(T ))

= P (A(0)e(µ−σ2

2 −kλ)T+σwT +∑N (T )
i=1 Ji < L(0)erg T )

= P ((µ− σ2

2
−kλ)T +σwT +

N (T )∑
i=1

Ji < rg T )

=
∞∑

n=0
P ((µ− σ2

2
−kλ)T +σwT +

n∑
i=1

Ji < rg T )P (N (T ) = n),

Puisque les variables (Ji )i≥1 et la variable wT sont indépendantes, il en résulte que le

premier terme de la somme dans cette équation suit une loi normale de moyenne :

(µ− σ2

2
−kλ)T +nµ j

et de variance :

σ2T +nσ2
J

La probabilité de défaut est donc donnée par :

P (A(T ) < L(T )) =
∞∑

n=0

Φ
 (rg T − (µ− σ2

2 )−kλ)T −nµJ√
nσ2

J +Tσ2

e−λT (λT )n

n!

 .

.

Illustration numérique

La Figure 2.1 montre l’évolution de la probabilité de défaut en fonction de l’horizon de temps,

d’un plan de pension où l’actif est modélisé par le processus MJD en utilisant le théorème
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2.2.1.

Les paramètres utilisés sont les suivants :

µ = 7%,

σ = 16%,

rg = 2,75%,

σJ = 2%,

µJ = 0.3%,

λ = 10.

FIGURE 2.1 – Probabilité de défaut MJD

Pour le calcul numérique de la probabilité de défaut, la série infinie a été tronquée aux

10.000 premiers termes.

Nous reportons l’étude des paramètres au Chapitre 3. Nous y proposons une estimation

des paramètres des processus de Lévy utilisés dans notre étude, ainsi qu’une analyse de l’im-

pact du taux garanti sur la solvabilité du plan.

2.2.1.4 Value at risk

Dans le cadre du processus MJD, il est difficile d’obtenir une formule explicite pour le

calcul de la value at risk, du fait des différentes variables aléatoires dans la formule de la va-

leur de l’actif et leurs distributions de probabilités différentes.

Dans cette partie, afin de calculer la value at risk, nous avons besoin de rappeler l’algorithme
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de génération de la composante de Poisson composé, puisque le calcul est fait numérique-

ment en se basant sur cet algorithme.

L’idée de l’algorithme est la génération des dates des sauts (ti )i≥0 en utilisant la méthode

de la transformée inverse, qui permet de générer une variable aléatoire X d’une fonction de

répartition FX . Cette méthode est basée sur le fait que, quelle que soit la distribution de la

variable X , la variable aléatoire FX (X ) est distribuée uniformément sur l’intervalle [0,1].

Nous avons donc utilisé cette méthode de la manière suivante :

on note par (X )i≥1 l’ensemble des variables des inter-temps ti − ti−1. D’après la définition

2.2.3, la variable X est distribuée selon une loi exponentielle de paramètre λ, sa fonction de

répartition est donc donnée par :

FX (x) = 1−e−λx .

La fonction FX est continue et strictement croissante, nous pouvons donc appliquer la mé-

thode de la transformée inverse, qui nous permet de générer la variable X comme suit :

X =− 1

λ
ln(U )

où U ∼U [0,1].

Ainsi, les dates (ti )i≥0 sont générées en trois étapes :

1. Initialisation à zéro : t0 = 0,

2. Génération d’une série de variables aléatoires uniformes i.i.d U = (Ui )i>0 à valeurs

entre 0 et 1,

3. Génération des dates de sauts (ti )i>0

ti = ti−1 − 1

λ
ln(Ui ) .

Le processus de Poisson N (t ) renseigne le nombre de sauts survenus entre l’instant 0

et l’instant t . Nous utilisons une fonction indicatrice, qui renvoie la valeur 1 si l’instant de

saut ti est inférieur à t et la valeur 0 sinon, ensuite nous utilisons une somme de toutes ces

fonctions indicatrices, i.e

N (t ) =
∞∑

i=0
1ti<t .

Le calcul de la série se fait approximativement en supposant que le nombre des sauts ne peut

excéder une valeur maximale Nmax . Nous avons dans ce cas :

N (t ) =
Nmax∑
i=0

1ti<t .
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Après avoir généré les dates des sauts, et le nombre de sauts survenus avant chaque ins-

tant t , le calcul de la composante du Poisson composé Ct =∑N (t )
i=1 Ji est immédiat.

Le risque d’insuffisance de l’actif par rapport au passif à l’année de maturité T est donné

par l’équation suivante :

R(T ) = exp(rg T )−exp

[(
µ− σ2

2
−λ(eµJ+

σ2
J

2 −1)

)
T +σwT +CT

]
.

La value at risk, est calculée comme étant la perte maximale liée au risque R(T ) sur un hori-

zon de T années, à un seuil de confiance αT =αT .

Dans un premier temps, le calcul du capital de solvabilité se fait en utilisant l’approche Value

at risk, ensuite, nous allons utiliser une approche altérnative, en l’occurence, la Tail-Value-

at-risk1.

2.2.1.5 Tail Value at risk

La Tail Value at risk aussi appelée la "Conditional value at risk" (CVaR) ou "Average value

at risk" (AVaR), est une mesure de risque concernée par les événements extrêmes. Bien que

la value at risk vise particulièrement les événements extrêmes et rares, la TVaR s’intéresse

en moyenne aux cas où ces événements extrêmes surviennent. Autrement dit, c’est la perte

moyenne lorsqu’un événement rare survient à une probabilité donnée.

Définition 2.2.5. pour un risque donné X et un niveau de confianceα, la Tail value at risk est

donnée par :

T V aR(X ;α) = 1

1−α
∫ 1

α
V aR(X ; t )d t . (2.3)

Le résultat bien connu suivant donne dans le cas continu une autre vision de la TailVaR :

Théorème 2.2.2. Si la distribution de la perte X = R(T ) est continue, la définition 2.3 appli-

quée à la variable X et au seuil αT est équivalente à la définition :

T V aR(R(T );αT ) = E
(
R(T ) | R(T ) >V aRαT (R(T ))

)
. (2.4)

(Voir par exemple [Denuit M. Charpentier A] et [Artzner P. Delbaen F. Eber J.M. and Heath D.])

1. L’approche Value-at-risk a été critiquée par nombreux auteurs de la littérature financière, privilégiant

par leurs études la mesure Tail-Value-at-Risk. Pour des détails théoriques et pratiques sur les problèmes

de la VaR, voir par exemple, [Artzner P. Delbaen F. Eber J.M. and Heath D.],[Rockafellar R.T and Uryasev S.] , et

[Hardy M. and Wirch J.L.].
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Le calcul du capital de solvabilité en fonction de l’horizon T se fait en trois étapes. Dans

un premier temps nous calculons la V aRαT (T ) par la méthode de Monte Carlo sur la base

de la génération de 100.000 scénarios différents. Ensuite nous allons calculer la T V aRαT (T )

en tant que la moyenne des scénarios de la variable de risque R(T ) dont les valeurs sont

supérieures à V aRαT (T ).

La Table2.1 permet de comparer les résultats du calcul numérique de ces deux mesures

de risque :

Exemple 2.2.1. Paramètres utilisés :

µ = 7%,

σ = 16%,

rg = 2,75%,

σJ = 2%,

µJ = 0.3%,

λ = 10,

α = 99.5%,

Nmax = 10e5.

Année T V aR 99.5%T T V aR 99%T T V aR 99.5%T

1 0,3516301 0,3602763 0,3859791

2 0,424776 0,4410135 0,4711585

3 0,4726649 0,4923049 0,529716

4 0,5110638 0,5202689 0,5796888

5 0,5400266 0,543171 0,6170151

6 0,5581875 0,5734828 0,6453774

7 0,5874805 0,5891789 0,6794092

8 0,6025523 0,6128632 0,7082596

9 0,6218439 0,622807 0,7373547

10 0,645873 0,6380331 0,7689756

11 0,6654137 0,6553674 0,7994735

12 0,6693014 0,6820052 0,817915

13 0,6870857 0,6999827 0,8458157

14 0,6870672 0,7108744 0,8620828

15 0,6744172 0,7096832 0,8689323

Suite page suivante
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Année T V aR 99.5%T T V aR 99%T T V aR 99.5%T

16 0,6705767 0,7204269 0,8837956

17 0,6694501 0,7296266 0,9016361

18 0,6703472 0,7346387 0,9215638

19 0,6583128 0,7240509 0,9305816

20 0,6627779 0,7345258 0,9521778

21 0,6674067 0,7215569 0,9801346

22 0,6451921 0,7077965 0,9857667

23 0,6193404 0,6952254 0,9867042

24 0,5974789 0,6921473 1,0006662

25 0,5886845 0,6860063 1,0200512

26 0,5868681 0,6980175 1,0331468

27 0,5695269 0,7073397 1,051795

28 0,5400545 0,7244558 1,0668361

29 0,5232181 0,7388546 1,0783221

30 0,4817198 0,7303248 1,0897126

TABLE 2.1 – Evolution de la VaR et la TVaR en fonction de l’horizon de temps

Une actualisation de ces valeurs à un taux sans risque r , supposé constant, donne la va-

leur du capital de solvabilité SC .

Ainsi, le capital SC , en fonction de la date de maturité T , est donné par :

SC (T ) = V aR(T )

er T
.

et également par :

SC (T ) = T V aR(T )

er T
.

Pour illustrer le capital de solvabilité SC , nous utilisons les deux mesures V aR et T V aR

au seuil 99.5% présentées dans la Table 2.1.

La Figure 2.2 illustre l’évolution de la fonction du capital de solvabilité en fonction de

l’horizon de temps. Les valeurs présentées sont des pourcentages de la prime initiale.
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FIGURE 2.2 – Capital de solvabilité avec le processus MJD

Remarque 2.2.1. - Dans le cas d’un capital de solvabilité investi en titre non risqué, son

niveau dépend du choix de la mesure de risque sur laquelle le calcul est basé. En effet,

comme on peut le voir sur la Figure 2.2 , en utilisant la mesure TVar, le capital de sol-

vabilité est plus important que le cas où il est calculé en actualisant la value at risk.

Ceci est en phase avec la définition de la TvaR, qui concerne uniquement les valeurs

extrêmes au-delà de la Value at risk. Ce qui se traduit par un supplément en termes du

capital de solvabilité.

- La fonction du capital de solvabilité SC en fonction du temps n’est pas monotone. Mais

une croissance est remarquée pour les courts termes et puis, comme sur la figure, à par-

tir de la 7ème année, la fonction devient décroissante.

- Une analyse de l’impact des sauts incorporés dans la valeur de l’actif du plan est pro-

posée dans la section 2.3.1, où nous comparons les résultats du modèle MJD avec le

modèle de référence Black& Scholes.

- Pour ce travail, le capital de solvabilité est basé sur les mesures de risque V aR et T V aR

qui de leur côté, sont basées sur la contrainte selon laquelle les probabilités annuelles

de survie sont supposées indépendantes, puisqu’on suppose que αT = αT ∀T > 0. Le

cas général, selon lequel, les probabilités de survie ne sont pas indépendantes constitue

une perspective de ce travail.

2.2.2 Processus Variance Gamma

Comme expliqué au début de cette section, un processus Variance Gamma est un pro-

cessus de Lévy à intensité infinie et accroissements indépendants et stationnaires.

Ce processus peut être défini en évaluant un mouvement Brownien de dérive et de volatilité
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constantes à une date aléatoire donnée par une loi Gamma.

Ce processus remplace les unités de temps calendaires par les moments des transactions sur

les marchés financiers. Ces derniers sont générés par un processus Gamma de moyenne uni-

taire et de variance positive.

Selon les hypothèses d’un processus Variance Gamma, le prix d’une action suit un mouve-

ment Brownien géométrique sur une échelle stochastique. Nous citons également parmi les

caractéristiques du processus Variance Gamma, l’absence d’une composante diffusive. Ceci

en fait un processus à sauts pur. Une définition détaillée de ce processus est fournie par

exemple dans [Madan D.B. Carr P. Chang E.C.] .

2.2.2.1 Cadre général

On considère un mouvement Brownien avec dérive Bt tel que

Bt = θt +σv g wt

où

- θ dérive de Bt ,

- σv g volatilité de Bt ,

- wt un mouvement Brownien standard.

Ensuite, la variable du temps t sera remplacée par un processus Gamma (γ(t )) donné par

l’algorithme suivant :

1. On définit un intervalle de temps h suffisamment petit qui est une fraction de l’année

définie par h = 1
m , m > 0

2. On génère une suite de variables aléatoires (g )n≥0 i.i.d suivant une loi Gamma de moyenne

h et de variance ν, i.e. Γ( h
ν ,ν),

3. Construire un processus Gamma γ(t ; 1
ν ,ν)) de moyenne t et de variance νt tel que :

{
γ(0; 1

ν
,ν)) = 0

γ(t +h; 1
ν ,ν)) = γ(t ; 1

ν ,ν))+ g
.

Sans perte de généralités, nous pouvons affecter à tout instant t , une variable γ(t ) de distri-

bution Γ(t ).

Le processus Variance Gamma est obtenu en évaluant le mouvement Brownien B aux va-

riables de temps γ( t
ν

,ν). On note par X V G la variable suivante :{
X V G

0 = 0

X V G
t = θγ(t )+σv g wγ(t )
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.

À un instant donné t , si on suppose connaitre la valeur de γ(t ), la fonction de densité de la

variable X V G
t est donnée par :

fX V G
t

(x|γ(t ) = g ) = 1

σv g
p

2π
exp

(
−(x −θg )2

2σ2
v g g

)
,

conditionnellement à γ(t ) = g

De manière générale, sans condition sur la valeur de γ(t ), la fonction de densité de la variable

X V G
t est donnée par :

fX V G
t

(x) =
∫ ∞

g=0

1

σv g
p

2π
exp

(
−(x −θg )2

2σ2
v g g

)
g

t
ν−1e

−g
ν

ν
t
νΓ( t

ν )
d g

Dans le cadre d’un processus Variance Gamma, la fonction caractéristique de la variable

X V G
t :

φX V G
t

(u) = E
(
e i uX V G

t

)
,

est donnée explicitement par la formule suivante :

φX V G
t

(u) =
 1

1− iθνu + (
σ2

v gν

2 )u2

 t
ν

(2.5)

Grâce à cette formule, les moments du prix d’un actif modélisé par le processus VG sont finis

et donnés par des formules explicites.

2.2.2.2 Application à un plan DC

Nous nous mettons dans le même cadre que la première partie de ce chapitre. Nous gar-

dons la même équation du passif

L(t ) = L0erg t

Quant à l’actif, on suppose que la prime initiale est investie dans un actif financier dont la

valeur est modélisée par un processus Variance Gamma.

Autrement dit, la valeur de l’actif à tout instant t est de la forme :

A(t ) = A0e X V G
t

Dans le Chapitre 1, nous avons supposé que l’actif à l’instant t est donné par un simple mou-

vement Brownien géométrique, i.e,

A(t ) = A0e(µ−σ2

2 )t+σwt (2.6)
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Nous allons garder la même forme de l’équation de l’actif ci-dessus, en remplaçant la va-

riable de temps t par une variable de loi Gamma γ(t ), de paramètres t/ν et ν, comme expli-

qué dans la section 2.2.2.1. Ce qui se traduit par l’équation suivante :

A(t ) = A0eθγ(t )+σv g wγ(t ) (2.7)

2.2.2.3 Approximation du quantile par la méthode de Cornish-Fisher

Dans cette partie nous nous intéressons au quantile de la variable générée par le proces-

sus Variance Gamma, qui a une asymétrie négative et un excès de kurtosis supérieur à 3.

Pour cela, nous utilisons la méthode proposée par [Cornish E. and Fisher R.] qui, pour toute

variable aléatoire normalisée X , approche le quantile par le quantile normal standard.

Si qα est le quantile standardisé de la variable X
V G

t , le développement de Cornish-Fisher

consiste à approcher le quantile qα de la manière suivante :

qα ≈ zα+ (z2
α−1)

Sk

6
+ (z3

α−3zα)
K

24
− (2z3

α−5zα)
S2

k

36
, (2.8)

où

. zα est le quantile normal standard,

. Sk et K sont respectivement l’asymétrie et l’excès de kurtosis de X
V G

t .

Les valeurs de Sk et K sont données par :

Sk =
E

(
(X

V G

T −E(X
V G

T ))3
)

σ3(X
V G

T )

et

K =
E

(
(X

V G

T −E(X
V G

T ))4
)

σ4(X
V G

T )

la variable X
V G

T vérifie
E(X

V G

T −E(X
V G

T ))3 = (2θ3ν2 +3σ2
v gθν)T

E(X
V G

T −E(X
V G

T ))4 = 8θ4T 4 +6θ4ν3T 3 + (3ν2θ4 +6θ2σ2
v gν)T 2 +12θ2σ2

v gν
2T

σ(X
V G

T ) =
√

(θ2ν+σ2
v g )T

Le développement de Cornish-Fisher a un domaine de validité ( [Maillard D.]). En effet, la

fonction du quantile qα en fonction du quantile normal zα doit être bijective. Pour satisfaire

cette condition, il suffit que sa fonction dérivée soit strictement positive. Ce qui se traduit

par :
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2.2. Processus de Lévy

d qα
d zα

> 0, ∀z. (2.9)

Dans le cadre de notre étude, nous avons vérifié cette condition. Puisqu’en effet, la fonction

dérivée donnée par l’équation 2.9 est un polynôme de second degré :

d qα
d zα

≈ 1+ Sk

3
zα+ (3z2

α−3)
K

24
− (6z2

α−5)
S2

k

36

≈ 3z2
α

[
K

24
−2

(
Sk

6

)2]
+2zα

(
Sk

6

)
+

(
1−3

K

24
+5

(
Sk

6

)2)
.

Finalement :

d qα
d zα

= 3z2
α(K̃ −2S̃K

2
)+2zαS̃K + (1−3K̃ +5S̃K

2
) (2.10)

où

K̃ = K

24

et

S̃K = Sk

6
.

Pour satisfaire la condition 2.9, il suffit que le discriminant ∆ du polynôme 2.10 soit

négatif et que le terme indépendant C = 1−3k +5s2
k soit positif.

Nous avons :

∆= 9k2 − (3+33s2
k )k +30s4

k +7s2
k . (2.11)

Dans le cas de notre étude, nous avons vérifié ces deux conditions pour toute maturité

T > 0. Le résultat est présenté dans les Figures 2.3 et 2.4 :
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FIGURE 2.3 – Projection du discriminant ∆ sur 30 années

FIGURE 2.4 – Projection du paramètre C sur 30 années

En général, ∆ est lui même un polynôme d’ordre 2 en fonction de k, il est négatif entre

ses deux bornes si son discriminant ∆′ est positif. La condition 2.9 est toujours satisfaite si :
C = 1−3k +5s2

k ≥ 0

∆′ = s4
k −6s2

k +1 ≥ 0

1+11s2
k −

√
s2

k −6s2
k +1

6
≤ k ≤

1+11s2
k +

√
s2

k −6s2
k +1

6
Ce qui est équivalent au domaine de validité défini par les bornes suivantes, et illustré dans

la Figure 2.5.
sk ≤p

2−1 ou sk ≥p
2+1

1+11s2
k −

√
s2

k −6s2
k +1

6
≤ k ≤

1+11s2
k +

√
s2

k −6s2
k +1

6
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2.2. Processus de Lévy

FIGURE 2.5 – Domaine de validité de K et S pour l’estimation Cornish-Fisher

Après la vérification de la validité de l’utilisation de la méthode de Cornish-Fisher dans le

contexte de notre étude, nous calculons dans la section suivante la value at risk en utilisant

le développement 2.8. Ensuite, nous nous basons sur cette mesure pour le calcul du capital

de solvabilité (section 2.2.2.5).

2.2.2.4 Value at risk

La value at risk à la date de maturité T est leαT -quantile de la variable R(T ) = L(T )−A(T ).

Elle est donnée donc par :

V aRαT (T ) = erg T −eE(X
V G
T )+qαT σ(X

V G
T ).

En remplaçant le quantile qαT par l’approximation donnée par le développement de Cornish-

Fisher (l’équation 2.8) nous avons :
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V aRαT (T ) ≈ erg T −e
θT+

√
(θ2ν+σ2

v g )T

zαT +(zαT
2−1)

Sk

6
+(zαT

3−3zαT )K−(2zαT
3−5zαT )

S2
k

36


. (2.12)

Cette mesure de risque est également obtenue par la méthode de Monte Carlo par une

génération de 100.000 scénarios. Nous comparons dans la Figure 2.6, la Value at risk, V aRC F ,

basée sur la formule explicite de Cornish-Fisher 2.12, et la value at risk, V aRMC , générée

numériquement par la méthode de Monte Carlo sur la base de 100.000 scénarios.

FIGURE 2.6 – Value-at-risk en fonction de l’horizon T

On peut définir une erreur entre les deux résultats présentés dans la Figure 2.6 par :

ε(T ) =
∣∣∣∣V aRC F (T )−V aRMC (T )

V aRC F (T )

∣∣∣∣ ,

où T est l’année de maturité.

La marge d’erreur entre les deux méthodes Cornish-Fisher et Monte Carlo est de son côté

illustrée dans la Figure 2.7.
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2.2. Processus de Lévy

FIGURE 2.7 – Évolution de la marge d’erreur entre les méthodes CF et MC

2.2.2.5 Capital de solvabilité

On suppose que le capital de solvabilité est investi dans un actif non risqué de type "zéro

coupon". En utilisant la value at risk donnée par la méthode de Cornish-Fisher, on peut cal-

culer explicitement le capital de solvabilité en actualisant les valeurs de V aRαT au taux sans

risque r . Ce qui se traduit par la formule suivante :

SC (T ) ≈ e(rg−r )T −e
(θ−r )T+

√
T (θ2ν+σ2

v g )

zαT +(zαT
2−1)

Sk

6
+(zαT

3−3zαT )K−(2zαT
3−5zαT )

S2
k

36


(2.13)

La Figure 2.8 montre l’évolution du capital de solvabilité non risqué donné en fonction

de l’horizon de temps T par la formule 2.13.

Les paramètres utilisés dans cet exemple sont :

- rg = 0,0275,

- σv g = 0,16,

- µ= 0,07,

- ν= 0,75,

- θ = 0,05.

- α= 0,995,

- αT =αT ,

- r = 0,05.
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FIGURE 2.8 – Capital de solvabilité non risqué

En supposant que l’actif du plan de pension est donné par un processus Variance Gamma,

nous pouvons observer que sous l’influence de l’horizon de temps, la structure de la fonc-

tion du capital de solvabilité est la même que dans le cas d’un actif modélisé par un simple

mouvement Brownien géométrique ou par un processus de Merton à sauts Gaussiens. Quel

que soit le niveau du risque financier pris au niveau de l’actif, plus l’horizon de temps est

longs moins le risque d’insolvabilité est important.

2.3 Comparaison : Black& Scholes versus Processus de Lévy

L’idée principale de cette partie est de faire une comparaison selon certains critères, entre

les résultats en termes de solvabilité, générés par chacun des processus MJD et VG, avec un

simple mouvement Brownien géométrique.

2.3.1 Modèle de Black& Scholes versus modèle diffusif de Merton à sauts

(MJD)

On considère la dynamique suivante d’un actif dont la valeur est donnée par un proces-

sus MJD :

Am
t = A0e(µm−σ2

m
2 )t+σm wt+∑Nt

i=1 Ji , (2.14)

les variables (J )i≥1 et Nt sont telles que décrites et définies dans la section 2.2.1.2.
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2.3. Comparaison : Black& Scholes versus Processus de Lévy

D’un autre côté, la dynamique d’un actif Abs
t suivant le modèle diffusif de Black&Scholes

est donnée par l’équation :

Abs
t = A0e(µbs−

σ2
bs
2 )t+σbs wt , (2.15)

où µbs et σbs sont le rendement moyen et la volatilité de l’actif Abs .

Pour une comparaison plus pertinente de ces deux modèles en termes de risque, il faudrait

que cette comparaison soit à espérance de rendement égale et à variance égale, i.e. il faudrait

vérifier les deux égalités suivantes :

E(
Am

t

A0
) = E(

Abs
t

A0
), (2.16)

et

V ar (
Am

t

A0
) =V ar (

Abs
t

A0
). (2.17)

En utilisant l’équation 2.14 , nous supposons que l’actif financier est une exponentielle de

processus de Lévy, par conséquent, le log rendement est un processus de Lévy.

Si on note par X m
t la variable du log rendement de l’actif Am

t , sa valeur est donnée par :

X m
t = l og (

Am
t

A0
) = (µm − σ2

m

2
)t +σm wt +

Nt∑
i=1

Ji . (2.18)

La fonction caractéristique de la variable X m
t est donnée par :

φX m
t

(u) = E(e i uX m
t ) (2.19)

= exp

(
i u(µm − σ2

m

2
)t − u2σ2

m

2
t +λt (e(i uµJ−

u2σ2
J

2 ) −1)

)
(2.20)

Proposition 2.3.1. Si Am
t et Abs

t sont deux processus définis respectivement par les équations

(2.14) et (2.15), les hypothèses suivantes sont équivalentes :

H1  E(
Am

t
A0

) = E(
Abs

t
A0

)

var (
Am

t
A0

) = var (
Abs

t
A0

)

H2  µbs = µm +λ(eµJ+
σ2

J
2 −1)

σ2
bs w σ2

m +λσ2
J
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Démonstration. En gardant la notation X m
t du log rendement de l’actif dont la valeur évolu-

tive est donnée par le processus de Merton, nous avons :

E(
Am

t

A0
) = E(e X m

t )

= φX m
t

(
1

i
)

= exp

(
(µm − σ2

m

2
)t + σ2

m

2
t +λt (e(µJ+

σ2
J

2 ) −1)

)

= exp

(
(µm +λ(e(µJ+

σ2
J

2 ) −1))t

)

D’autre part, nous savons que le rendement de l’actif dont la valeur évolue selon le modèle de

Black&Scholes
Abs

t
A0

suit la loi log-normale eN ((µbs−
σ2

bs
2 )t ,σ

p
t ). Son espérance est donc donnée

par :

E(
Abs

t

A0
) = eµbs t .

Or, d’après l’hypothèse H1 nous avons

E(
Am

t

A0
) = E(

Abs
t

A0
)

ce qui est équivalent à

eµbs t = e(µm+λ(e(µJ +
σ2

J
2 )−1))t

d’où la première équation de l’hypothèse H2, i.e

µbs =µm +λ(e(µJ+
σ2

J
2 ) −1)

On suppose maintenant que

var (
Am

t

A0
) = var (

Abs
t

A0
),

ceci est équivalent à

E((
Am

t

A0
)2)− (E(

Am
t

A0
))2 = E((

Abs
t

A0
)2)− (E(

Abs
t

A0
))2

en utilisant la première équation de l’hypothèse H1, ceci revient à écrire

E((
Am

t

A0
)2) = E((

Abs
t

A0
)2)

le premier terme de cette équation vérifie :

E((
Am

t

A0
)2) = E(e2X m

t ) (2.21)
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E((
Am

t

A0
)2) = φX m

t
(

2

i
)

= exp

(
2(µm − σ2

m

2
)t +4

σ2
m

2
t +λt (e(2µJ+4

σ2
J

2 ) −1)

)
= exp

(
(2µm +σ2

m)t +λ(e2µJ+2σ2
J −1))t

)
.

D’autre part, nous avons

E((
Abs

t

A0
)2) = e(2µbs+σ2

bs )t , (2.22)

en égalisant (2.21) et (2.22), nous avons,

2µbs +σ2
bs = 2µm +σ2

m +λ(e2µJ+2σ2
J −1)

ce qui est équivalent à :

σ2
bs = 2(µm −µbs)+σ2

m +λ(e2µJ+2σ2
J −1)

= σ2
m +λ(e2µJ+2σ2

J −1)−2λ(e(µJ+
σ2

J
2 ) −1)

= σ2
m +λ(e2µJ+2σ2

J −2e(µJ+
σ2

J
2 ) +1).

Les deux termes 2µJ +2σ2
J et µJ + σ2

J
2 étant petits, on peut utiliser un développement en

série d’ordre 1, i.e :

e2µJ+2σ2
J = 1+2µJ +2σ2

J

et

eµJ+
σ2

J
2 = 1+µJ +

σ2
J

2
.

Nous obtenons ainsi la relation des volatilités suivante :

σ2
bs wσ2

m +λσ2
J

.

On garde les mêmes hypothèses de l’actif que dans la section 2.2.3, pour une même valeur

du passif, nous allons comparer dans la figure suivante l’évolution de la probabilité de défaut

selon que l’actif est modélisé par un simple modèle de Black&Scholes ou qu’il est modélisé

par le processus diffusif de Merton à sauts (MJD). Nous rappelons les équations suivantes :

L(t ) = L(0)erg t

Abs(t ) = A0e(µbs−
σ2

bs
2 )t+σwt

Am(t ) = A0e(µm−σ2
m
2 )t+σm wt+∑Nt

i=1 Ji
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Nous illustrons dans la Figure (2.9) ci-dessous une comparaison entre la probabilité de dé-

faut d’un plan de pension où l’actif suit un modèle de Black&Scholes et la probabilité de

défaut d’un plan de pension où l’actif est donné par un processus de MJD.

Les paramètres utilisés sont les suivants :

µbs = 7%,

σbs = 16%,

rg = 2,75%,

σ j = 4%,

µ j = 3%,

λ = 10

On rappelle que le rendement moyen et la volatilité du prix de l’actif donnés par les deux

modèles MJD et BS vérifient :

µm =µbs −λ(eµJ+
σ2

J
2 −1) (2.23)

σm =
√
σ2

bs −λσ2
J . (2.24)

FIGURE 2.9 – Comparaison de probabilités de défaut-MJD-vs-BS

Nous pouvons remarquer que l’égalisation des volatilités entre les deux processus MJD

et BS revient à minimiser la volatilité du processus de Merton qui a été sur-estimée dans

la première partie. Néanmoins, il reste un écart considérable au niveau de la probabilité de

défaut calculée en utilisant le processus de MJD, par rapport au modèle de Black&Scholes.

D’autre part, en utilisant le critère de la Tail Value at Risk et en appliquant les contraintes

(2.23) et (2.24), nous pouvons comparer les valeurs du capital de solvabilité données par les
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deux processus MJD et BS. Ces valeurs sont illustrées dans la Figure 2.10.

La mesure T V aR et le capital de solvabilité SC sont calculés par la méthode utilisée dans la

section (2.2.1.5), en respectant les critères sur l’espérance et la variance des actifs (2.23) et

(2.24).

FIGURE 2.10 – Comparaison du capital de solvabilité-MJD-vs-BS

On peut remarquer également sur la Figure 2.10, que la courbe du capital de solvabilité

décroît vers le long terme pour les deux modèles, MJD et BS, mais, malgré la contrainte d’une

même volatilité pour les deux processus, une modélisation suivant le processus de MJD re-

quiert plus de capital de solvabilité, en comparaison avec le modèle de Black& Scholes. Ceci

est dû au fait que, dans le processus de MJD, des variables de sauts sont incorporées, ce qui

exige un capital de solvabilité qui permet d’absorber les pertes liées aux crashs boursiers et

aussi honorer les engagements pris par l’assureur.

2.3.2 Modèle de Black& Scholes versus Processus Variance Gamma

Dans cette section, nous allons utiliser les mêmes hypothèses que dans la section (2.2.2).

L’actif est donné par l’équation : (2.7), i.e :

Av g
t = A0eθγ(t )+σv g wγ(t ) , (2.25)

nous allons le comparer avec l’actif Abs
t qui évolue suivant un mouvement Brownien géomé-

trique,

Abs
t = A0e(µ−σ2

bs
2 )t+σbs wt . (2.26)

Afin que la comparaison soit pertinente, nous allons fixer comme contraintes, l’égalité des

espérances et des variances des rendements données par chacune des deux équations (2.25)
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et (2.26). Autrement dit, il faut que les équations suivantes soient vérifiées :

E(
Av g

t

A0
) = E(

Abs
t

A0
), (2.27)

et

var (
Av g

t

A0
) = var (

Abs
t

A0
) (2.28)

Proposition 2.3.2.

En utilisant la condition sur l’espérance du rendement moyen donnée par l’équation (2.27), le

paramètre θ est donné, en fonction des autres paramètres σ,µ et ν, par la formule suivante :

θ = 1− σ2
v gν

2 −e−νµ

ν
(ν> 0)

Démonstration. L’espérance mathématique de l’actif à l’instant t est donnée par

E(At ) = A0E(e X
V G
t )

= A0φX
V G
t

(
1

i
)

où φ
X

V G
t

est la fonction caractéristique de la variable X
V G

t . En utilisant la formule 2.5, E(At )

vérifie

E(At ) = A0

 1

1−θν− (
σ2

v gν

2 )2

 1
ν

,

ensuite, en remplaçant E(At ) par sa valeur donnée par la condition (2.27), nous avons,

A0eµt = A0

 1

1−θν− σ2
v gν

2

 t
ν

,

finalement :

θ = 1− σ2
v gν

2 −e−νµ

ν
.

Proposition 2.3.3.

Si la condition (2.27) est vérifiée, la condition sur les variances (2.28) est satisfaite si et seule-

ment si la volatilité σv g vérifie :

σv g =
√

2e−νµ−e−ν(2µ+σ2
bs ) −1

ν

65



2.3. Comparaison : Black& Scholes versus Processus de Lévy

Démonstration. Si la condition (2.27) est vérifiée, la condition

var (
Av g (t )

A0
) = var (

Abs(t )

A0
)

est équivalente à :

E

((
Av g (t )

A0

)2
)
= E

((
Abs(t )

A0

)2)
ce qui est équivalent à

φX V G
t

(
2

i

)
= e(2µ+σ2)t

et  1

1−2θν−4(
σ2

v gν

2 )

 t
ν

= e(2µ+σ2
bs )t

et donc

θ =
1−2σ2

v gν−e−ν(2µ+σ2
bs )

2ν
.

D’un autre côté, sous la condition (2.27) et d’après la proposition (2.3.2), nous avons :

θ = 1− σ2
v gν

2 −e−νµ

ν
.

il en résulte :
1−2σ2

v gν−e−ν(2µ+σ2
bs )

2ν
= 1− σ2

v gν

2 −e−νµ

ν
.

Finalement, nous avons :

σv g =
√

2e−νµ−e−ν(2µ+σ2
bs ) −1

ν

L’exemple suivant illustre une comparaison entre un actif modélisé par un processus Va-

riance Gamma et un actif modélisé par un simple mouvement Brownien géométrique (avec

une même valeur initiale, même espérance et même volatilité).

Cette comparaison est basée sur le critère de la value at risk.Pour ceci, nous utilisons l’ap-

proximation de la value at risk développée dans la section 2.2.2.3.

Exemple 2.3.1. Les paramètres utilisés sont :

- rg = 0,0275,

- σ= 0,16,

- µ= 0,07,

- ν= 0,75,
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- α= 0,995,

- r = 0,05.

FIGURE 2.11 – Capital de solvabilité Variance Gamma-Black Scholes

Sur la Figure 2.11, nous pouvons remarquer que le modèle de Variance Gamma est un mo-

dèle plus prudent que le modèle de Black & Scholes. Et qu’en conséquence, comme prouvé

par la Figure 2.11, ce processus exige plus de capital pour couvrir les engagements du plan.

La différence s’explique par les sauts incorporés dans la valeur évolutive de l’actif par le pro-

cessus Variance Gamma, puisque nos comparaisons sont basées sur l’égalité des paramètres

de l’espérance et de la volatilité des deux processus.

2.4 Conclusion

Nous avons consacré ce chapitre au problème principal des plans de pension de type DC

à taux fixe garanti, qui réside dans l’aspect aléatoire de la valeur évolutive de l’actif du plan.

Nous avons supposé que sa valeur suit un processus de Lévy, et mesuré les besoins de sol-

vabilité du plan sous cette hypothèse. Nous avons montré qu’en plus de l’effet de l’horizon

de temps, le choix du modèle mathématique est fondamental et impacte significativement

le niveau du capital de solvabilité.

En effet, le modèle choisi par le gestionnaire du plan dans le cadre de sa gestion de risque

doit refléter au mieux la réalité des marchés. Un modèle qui intègre les sauts observés sur

la valeur des cours boursiers est clairement plus réaliste en comparaison avec un simple

mouvement Brownien géométrique. Néanmoins, comme nous l’avons montré par l’étude

présentée dans ce chapitre, un modèle à sauts aléatoires exige plus de capital de solvabilité.
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2.4. Conclusion

Nous avons montré l’impact du modèle choisi en comparant les résultats obtenus par le

modèle de Black&Scholes et les processus à sauts : le modèle de Merton à sauts Gaussiens et

le processus Variance Gamma.

Les deux modèles étudiés ont confirmé notre idée que le modèle Black& Scholes sous-

évalue les besoins de solvabilité du plan de pension. Cependant, par cette étude, nous avons

confirmé que la tendance du capital de solvabilité nécessaire pour un plan de pension de

type DC est la même quelle que soit la nature du modèle choisi. Par les modèles stochas-

tiques proposés, nous avons montré que l’impact du risque de marché sur la solvabilité du

plan est atténué avec le temps, ce qui se traduit par des besoins de solvabilité du plan DC qui

sont plus réduits pour les longs horizons.

Nous avons également montré l’influence de la durée des engagements sur la solvabilité

du plan en calculant le capital de solvabilité sur la base des mesures de risque : Value at Risk

et Tail Value at Risk sur toute la durée de l’engagement. En présence du risque de marché, le

capital de solvabilité est plus important pour les courtes maturités. En projetant les mesures

de risque sur toute la durée de l’engagement, le capital de solvabilité qui en résulte diminue

sous l’effet de l’atténuation du risque "Marché" sur des longues durées.
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Calibration et impact du taux minimum

garanti

Dans les chapitres précédents, nous avons proposé des modèles alternatifs au modèle de

Black&Scholes pour la gestion du risque d’insolvabilité d’un plan de pension. Nous avons uti-

lisé des paramètres standards pour les applications numériques. Nous proposons dans ce cha-

pitre une étude de paramètres, par laquelle nous estimons les paramètres de chacun de ces

modèles et nous fournissons une étude d’adéquation de la distribution théorique donnée par

chaque modèle par rapport à la distribution empirique d’un échantillon de données histo-

riques.

Par ailleurs, ce chapitre étudie l’impact du niveau du taux garanti sur la valeur du passif et

son influence sur le niveau de solvabilité des plans de pension. Pour cela, nous nous mettons

dans le contexte de la loi belge sur les pensions complémentaires (LPC/WAP).
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Dans le Chapitre 2, nous avons utilisé quelques processus pour modéliser la valeur de

l’actif d’un plan de pension, cette étude sera complète après une estimation des paramètres

utilisés dans chaque modèle, selon une méthode que nous jugeons cohérente et relative-

ment rigoureuse, en l’occurrence, la méthode du maximum de vraisemblance.

Dans la littérature financière, la calibration des processus de Lévy a largement été traitée.

Nombreuses sont les études qui ont proposé des estimations des paramètres des proces-

sus de Lévy dans des contextes différents. Pour des études de référence, on peut citer par

exemple [He C Kennedy J.S. Coleman T.F. Forsyth P.A. Li Y. and Vetzal K.R], [Tankov P. Voltchkova E.]

ou [Cont R. and Tankov P.].

Après la calibration des modèles, et en utilisant les paramètres estimés, nous allons tester la

qualité de la calibration en étudiant l’écart, en termes de fonction de répartition, entre cha-

cun des modèles calibrés et des données réellement observées.

L’étude présentée dans le Chapitre 2, qui a été basée sur la modélisation de l’actif d’un

plan de pension par des processus de Lévy, a été fondée sur des paramètres standards. Nous

avons comparé chacun des processus de Lévy étudiés avec un simple mouvement Brownien

géométrique en égalisant l’espérance et la variance. Dans ce chapitre nous souhaitons, en

plus de calibrer les modèles proposés, comparer leur adéquation par rapport à la réalité.

Pour ce faire, nous optons pour le test d’ajustement de Kolmogorov-Smirnov pour juger la

pertinence de chaque modèle et comparer leur degré d’adéquation avec la distribution em-

pirique.

La dernière partie de ce chapitre concerne le problème du taux minimum garanti.

En effet, ce travail a été effectué au moment où la loi belge sur les pensions complémentaires

de l’arrêté royal de 2003 était encore d’application (avant la modification du 18 décembre

2015).

La loi belge sur les pensions complémentaires (LPC/WAP) du 28 Avril 2003 est une loi qui

réglemente le cadre social des pensions complémentaires. Elle démocratise le 2ème pilier en

améliorant l’accessibilité à la pension complémentaire (voir [De Somviele I. and Van Damme A.]

et [Castiaux D. and Donéa M.P.] ). Dans cette même optique et afin de préserver les affiliés

contre le risque du marché, la loi LPC exige de l’employeur, dans le cadre des pensions de

type DC, de garantir un rendement fixe sur les cotisations de pension, qui est de 3.75 % sur les

cotisations personnelles et de 3.25 % sur les cotisations patronales. Dans sa nouvelle version,
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entrée en vigueur le 1er janvier 2016, ce rendement est dorénavant défini par une formule

qui tient compte de l’évolution du rendement moyen des obligations d’état belges (OLO) à

10 ans, tout en définissant un taux de rendement minium de 1.75 % et un taux maximum de

3.75 %.

Le taux minimum garanti par la loi sur les pensions complémentaires de l’A.R de 2003

constitue une énorme charge pour l’employeur. Ce dernier, dans le contexte actuel particu-

lier où les taux de marché sont loin de ce niveau exigé par cette loi, doit prendre en charge

cette différence.

Dans les exemples présentés dans les chapitres précédents, nous avons maintenu le taux

fixe garanti par le plan DC à un niveau de 2.75 % qui est plus petit que le niveau exigé par la

loi LPC. L’idée était de ne pas impacter les résultats par un taux disproportionné avec l’évo-

lution du marché. Dans ce chapitre, précisément dans sa dernière partie, nous souhaitons

mettre en lumière l’impact du taux minimum garanti par la loi LPC, particulièrement ceux

exigés par la loi de l’A.R de 2003. Pour ce faire, nous nous mettons dans le cadre d’un plan

DC qui s’aligne avec les taux exigés par cette loi. Nous proposons également des stratégies

d’investissement différentes du portefeuille du plan, afin de confronter le taux exigé par la

loi LPC avec l’évolution du taux court sur le marché. Pour ce dernier, nous choisissons une

dynamique stochastique de retour à la moyenne. Nous analysons ainsi l’impact du niveau

du taux minimum garanti par cette loi sur les besoins de solvabilité du plan.

3.2 Processus de Lévy : Estimation des paramètres

Dans chacune des sous-sections suivantes nous rappelons l’équation de la dynamique de

chacun des processus de Lévy proposés dans le Chapitre 2 ; nous utilisons ensuite la méthode

du maximum de vraisemblance pour estimer les paramètres utilisés par chaque modèle.

Processus diffusif à sauts de Merton

Le prix d’un actif financier modélisé par le processus de Merton à sauts Gaussiens est donné

par l’équation suivante :

At+δt = At e(µ−σ2

2 −λK )δt+σ(wt+δt−wt )+∑N(t+δt )
i=Nt +1 Ji (3.1)

où,
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3.2. Processus de Lévy : Estimation des paramètres

- µ est le rendement moyen de l’actif et σ la volatilité de sa partie diffusive,

- µJ est la moyenne des sauts et σJ leur volatilité,

- K = eµJ+
σ2

J
2 −1

- ws s ≥ 0 est un mouvement Brownien standard,

- δt est un pas de temps,

- N = (Ns)s≥0 est un processus de Poisson d’intensité λ (nombre moyen de sauts par

année),

- w , N et J sont indépendants,

- (Ji )i≥0 est un ensemble de variables aléatoires i.i.d avec Ji ∼ N (µJ ,σJ ) ∀i ≥ 0.

Estimation des paramètres du processus MJD

La quantité At+δt
At

ne dépend en loi pas de t . En effet, les rendements Rt = At+δt
At

sont indépen-

dants et identiquement distribués, et leur distribution dépend de la longueur de l’intervalle

et pas de l’instant t .

Nous allons donc discrétiser les rendements de l’actif en utilisant un pas journalier, δt = 1
250 ,

noté h dans la suite. On note également par X la variable du log-rendement, soit X = ln(Rt ).

Si h est la longueur de l’intervalle de temps [t , t +δt ], la fonction de densité de la variable

X , conditionnellement au nombre des sauts N (h) survenus dans l’intervalle [t , t +δt ], est

donnée par :

fX /N (h)=n(x) = 1√
2π(σ2h +σ2

J n)
e
− (x−(µ−σ2

2 −λK+µJ ))2

2(σ2h+σ2
J n) .

La fonction de densité inconditionnelle, est donc donnée par

fX (x) =
∞∑

n=0
fX /N (h)=n(x)p(N (h) = n) .

En remplaçant la densité de la loi de Poisson par son expression explicite, nous obtenons :

fX (x) =
∞∑

n=0

 1√
2π(σ2h +σ2

J n)
e
− (x−(µ−σ2

2 −λK+µJ ))2

2(σ2h+σ2
J n)

(
e
−λh (λh)n

n!

)
.

Pour l’estimation des paramètres, nous utilisons la méthode du maximum de vraisem-

blance. Pour cela nous avons besoin d’un échantillon de taille M , contenant M observations

de X , soit, X = (X1, X2, .............., XM ).

La fonction du maximum de vraisemblance de X est donnée par :
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L(X ;θ) =
M∏

i=1
fX (xi ,θ),

où θ = (µ,σ,σJ ,µJ ,λ) est le vecteur des paramètres à estimer.

La fonction du log-vraisemblance de X est donc donnée par :

log L(X ;θ) =
M∑

i=1
log

 ∞∑
n=0

 1√
2π(σ2h +σ2

J n)
e
− (xi −(µ−σ2

2 −λK+µJ ))2

2(σ2h+σ2
J n)

(
e
−λh (λh)n

n!

)
Nous allons tronquer la somme infinie en choisissant un nombre maximal de sauts dans un

intervalle de longueur h (100 pour notre étude) ; nous allons ensuite minimiser l’inverse de

la fonction log-vraisemblance. Nous avons procédé numériquement en utilisant le package

"DEoptim" disponible sur le logiciel R, voir ([Ardia D. Mullen K. Peterson B. and Ulrich J.]) .

La fonction "DEoptim" est parmi les fonctions d’optimisation les plus stables. Parmi ses par-

ticularités, contrairement à plusieurs méthodes d’optimisation, c’est une méthode qui ne

requiert pas un vecteur de paramètres initiaux, mais qui exige une définition préalable des

bornes supérieure et inférieure des paramètres à optimiser.

Ensuite, pour procéder à l’optimisation de la fonction du maximum de vraisemblance, on se

fixe un pas journalier, i.e h = 1
250 , ensuite on choisit un vecteur de prix historiques du CAC40,

que nous avons choisi comme indice boursier, entre le 1er Janvier 2007 et le 31 Décembre

2012.

Finalement, le résultat de l’estimation des paramètres du processus MJD est donné par les

valeurs suivantes :

- µ̂= 0,06730517

- σ̂= 0,1839654

- µ̂J =−1,976203.10−08

- σ̂J = 0,0276788

- λ̂= 50.60012

Remarque 3.2.1.

On peut remarquer que le rendement moyen des sautsµJ , résultant de la calibration du modèle

MJD, est très faible, puisque nous avons obtenu la valeur µ̂J =−1,976203.10−08 . Malgré cela,

l’effet des sauts dans la dynamique du processus de MJD est bien présent par la volatilité de la

taille des sauts (σJ ), de valeur estimée σ̂J = 2.8% et aussi par la fréquence des sauts dont la

valeur estimée est λ̂= 50.60012 .
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Estimation des paramètres du processus VG

Si on note par X V G
t une variable de dynamique Variance Gamma, on peut modéliser le

prix d’un actif financier par une variable St donnée par : St = S0e X V G
t . Pour la suite de cette

section, on va garder les mêmes notations qu’au Chapitre 2.

La densité des incréments X V G
t+h −X V G

t est donnée par :

f
X

V G
h

(x) =
∫ ∞

0

1

σ
√

2πg
exp

(
− (x −θg )2

2σ2g

)
g

t
ν−1e− g

ν

ν
t
νΓ( h

ν )
d g

où

θ = 1− σ2ν
2 −e−νδ

ν
(ν> 0)

Comme pour le processus MJD, pour estimer le vecteur des paramètres du modèle Va-

riance Gamma, ω= (δ,σ,ν), nous utilisons la méthode du maximum de vraisemblance.

Pour ceci, nous utilisons un échantillon de taille M , contenant M observations de X , i.e,

X = (X1, X2, .............., XM ).

La fonction du maximum de vraisemblance de X V G
h est donnée par :

L(X V G
h ;ω) =

M∏
i=1

fXh (xi ,ω),

En fixant un pas journalier, la calibration du modèle Variance Gamma, sur l’indice boursier

CAC40 observé sur la période 2007-2012, fournit les valeurs estimées suivantes :

- θ̂ =−0.001199467

- σ̂= 0.032557811

- ν̂= 0.229727198

- δ̂=−0,0006694

3.2.1 Test numérique et comparaison avec le modèle de Black&Scholes

Pour tester l’adéquation des modèles étudiés dans le paragraphe précédent par rapport

à la réalité, nous comparons la fonction de répartition d’un échantillon de données histo-

riques avec la fonction de répartition donnée par chacun de ces modèles. Parmi les tests les

plus puissants dans ce cadre, on trouve le test de χ2. Mais ce dernier est plus adapté aux

variables discrètes, puisqu’il nécessite le choix des bornes des classes utilisées. Ce choix de-

vient très arbitraire dans le cas des variables continues. Pour cette raison, nous préférons

utiliser le test de Kolomogorv-Smirnov.
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Test de Kolmogorov-Smirnov :

Le test de Kolmogorov-Smirnov est un test non-paramétrique qui permet de tester l’hy-

pothèse selon laquelle un échantillon suit une loi donnée et connue par sa fonction de ré-

partition continue. Il permet également de tester si deux échantillons donnés suivent une

même loi (voir par exemple [Frank J. and Massey Jr.] et [Galen R.S Jon A.W.]).

Comme nous avons estimé les paramètres des modèles utilisés, nous nous intéressons

au test de Kolmogorov-Smirnov à deux échantillons. En effet, pour chaque modèle, nous

comparons un échantillon de valeurs observées du C AC 40 avec un échantillon simulé par

chaque modèle. Nous mesurons l’écart entre la fonction de répartition de l’échantillon ob-

servé avec la fonction de répartition donnée par chaque modèle.

Ce test repose sur une statistique qui mesure l’écart maximal entre les deux fonctions de

répartition. La statistique du test de Kolmogorov-Smirnov à deux échantillons est donnée

par :

Dn1,n2 = sup
x∈R

|Fn1 (x)−Fn2 (x)|

où Fn1 est la fonction de répartition de l’échantillon observé de taille n1 et Fn2 est la fonction

de répartition de l’échantillon de taille n2 généré par le modèle.

Pour tout seuil de risque 0 < ξ< 1, ce test a une région critique donnée par :

R.C . Dn1,n2 ≥ c(ξ)

√
n1 +n2

n1n2
(3.2)

où c(ξ) est donnée par la table des valeurs critiques de Kolmogorov-Smirnov.

L’hypothèse nulle H0, selon laquelle les deux échantillons ont la même fonction de ré-

partition, est donc rejetée pour les grandes valeurs de Dn1,n2 (région critique).

D’un autre côté, et comme ce test sera appliqué également au modèle de Black & Scholes,

nous rappelons l’expression de sa dynamique :

d Abs(t )

Abs(t )
=µbsd t +σbsd wbs(t )

où
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- Abs est le prix d’un actif financier donné par le modèle de Black&Schols.

- µbs est le rendement moyen de l’actif Abs

- σbs est la volatilité de l’actif Abs

- wbs est un mouvement Brownien standard.

Les valeurs estimées des paramètres du modèle de Black & Scholes, sur le prix du C AC 40 2007−
2012, par la méthode du maximum de vraisemblance sont :

- µ̂bs =−0.001

- σ̂bs = 0.2701929

En se basant sur un échantillon de 500 valeurs journalières du CAC40 à partir de Jan-

vier 2007, nous avons régénéré ces valeurs par les trois modèles que nous voulons comparer,

soient, Black&Scholes, Merton à sauts Gaussiens et Variance Gamma 1, en utilisant les para-

mètres estimés de chacun . Les résultats du test sont présentés dans la table suivante :

TABLE 3.1 – Résultat du test Kolmogorov

Le résultat du test de Kolmogorov-Smirnov présenté dans la Table 3.1 montre que le mo-

dèle qui correspond le mieux aux données observées est le modèle de Variance Gamma, suivi

du modèle de Merton à sauts Gaussiens. Néanmoins, le test rejette l’hypothèse selon laquelle

le cours CAC40 suit la dynamique Black&Scholes.

1. Le test de Komogorov-Smirnov est utilisé dans [Rafal M.L.] pour comparer les modèles

Black&Scholes et Merton à sauts Gaussiens. Pour le processus Variance Gamma, voir par exemple

[Kedma L.E. Chun Kai H. Knowledge C.] .
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3.3 Application du taux minimum garanti : quel impact sur

le niveau de solvabilité du plan de pension ?

3.3.1 Aperçu général sur la loi belge sur les pensions complémentaires

(LPC)

Dans le cadre du développement et de la démocratisation du deuxième pilier du sys-

tème des pensions, le législateur belge a instauré une loi sur les pensions complémentaires

en date du 28 Avril 2003. En effet, avant la mise en vigueur de cette loi, dans le cadre d’un

engagement de pension de type « contributions définies », le risque d’investissement pesait

sur le travailleur puisque ses prestations dépendaient des rendements générés par l’inves-

tissement de ses contributions. Ainsi, le législateur a eu la volonté de protéger l’épargne des

travailleurs des effets dévastateurs de l’instabilité des marchés financiers. Il a donc décidé

d’éviter toute incertitude sur l’avenir de l’épargne du travailleur en imposant un rendement

minimal sur les contributions personnelles et patronales dans le cadre de sa pension com-

plémentaire.

Concrètement, dans le cadre de cette loi, un travailleur affilié à un plan de pension com-

plémentaire a droit à un taux de rendement minimum annuel de 3,75% sur ses propres

contributions et de 3,25% sur les contributions patronales. Le sponsor (ici l’employeur) doit

garantir ce taux minimum indépendamment de l’évolution des taux proposés par le marché.

Or, ces derniers semblent de plus en plus déconnectés du rendement minimum imposé par

la loi LPC.

En effet, lors de l’instauration de cette loi, le taux minimum imposé par la loi était aligné

avec le niveau des rendements proposés par le marché. Par exemple, on peut se référer au

rendement des obligations d’Etat à 10 ans (OLO10) qui était de 4% à cette époque. Ces der-

nières sont considérées comme une sorte de sécurité pour les assureurs pour leurs inves-

tissements de long terme. Néanmoins, les conditions sur les marchés financiers n’ont pas

maintenu cette cohérence entre la loi et les rendements du marché. Nous avons bien vécu

depuis l’instauration de la loi à aujourd’hui des taux d’intérêt trop bas. Les assureurs se sont

donc adaptés à ce phénomène et ont fortement baissé leur taux de rendement (en moyenne

2,15% en 2013 et 1.5% en 2015). Ainsi, l’employeur est donc dans l’obligation d’assurer la dif-

férence entre le rendement de son assureur et le rendement minimum imposé par la loi LPC.

La Figure 3.1 illustre l’évolution des rendements des OLO10 depuis l’instauration de la
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loi (LPC) ainsi que l’évolution de la charge d’un employeur qui opte pour une assurance de

groupe du même rendement que celui des OLO10. La charge de l’employeur illustrée repré-

sente la différence entre le rendement au taux de 3,25% sur les cotisations patronales et le

rendement des obligations souveraines OLO à 10 ans.

FIGURE 3.1 – Evolution de la charge de l’employeur depuis l’instauration de la loi

(LPC)

Ces données prouvent que les exigences de la loi (LPC) sont totalement surréalistes voire

décourageantes pour les employeurs. Ce qui va à l’encontre du principe initial de la loi.

3.3.2 Calcul du niveau de solvabilité d’un plan de pension dans le cadre

de la loi LPC

3.3.2.1 Actif mixte

Dans cette section, nous mesurons l’impact sur la solvabilité d’un plan de pension du

taux de rendement minimum imposé par la loi (LPC).

Nous supposons que l’actif du plan est représenté par un portefeuille mixte composé de

trois actifs différents : Obligation, action et cash.

1. Cash :
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À tout instant t , sa valeur est donnée par :

C (t ) = exp(
∫ t

0
r (s)d s)

où r est un taux court. On suppose que sa dynamique suit un processus de retour à

la moyenne. Ici on utilise le processus de Vasicek. Son équation différentielle est donc

donnée par

dr (s) = a(b − r (s))d s −σr d wr (s) ∀s > 0

où wr est un mouvement Brownien standard, b est la moyenne du taux, ou sa valeur

d’équilibre à long terme, et a est la vitesse de retour à la moyenne.

Sa solution est donnée explicitement par :

r (t ) = r (0)e−at +b(1−e−at )−σr e−at
∫ t

0
easd ws .

son espérance et sa volatilité sont données par :

- E(r (t )) = r (0)e−at +b(1−e−at )

- V ar (r (t )) = σ2
r

2a (1−e−2at )

2. Obligation :

On suppose qu’une partie de la prime est investie en obligation de type "Rolling bond",

de duration constante fixe K .

On rappelle la définition d’une obligation "Rolling Bond" :

Définition 3.3.1. Une obligation de maturité K , de type "Rolling Bond", est une obliga-

tion zéro coupon continûment rebalancée afin de maintenir sa maturité constante.

Par la formule d’Itô, la dynamique de la valeur du fonds obligataire est donnée par :

dP (t , s,r ) = P (t , s,r )[µ(t , s,r )d t +σB (t , s,r )d wr (t )] ∀t ≥ 0

où

σB (t , s,r ) = σr
1−e−a(t−s)

a

= σr
1−e−aK

a
.

Dans ce qui suit, on adopte la notation σK pour ce paramètre.
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Le prix du risque de marché λr est donné par :

λr = µ− r

σK

La dynamique du Rolling bond est ainsi donnée par :

dPK (t )

PK (t )
= (r (t )−σKλr )d t +σK d wr (t ).

3. Fonds risqué :

On suppose qu’une dernière partie de la prime est investie dans un actif risqué de

type "action". De même que pour le fonds obligataire, en introduisant une prime de

risque λs , la valeur du fonds risqué est donnée par :

d X (t )

X
= (r (t )+σsλs)d t +σsd ws(t ).

où σs est la volatilité du fonds risqué et d ws est un mouvement Brownien standard

corrélé avec le mouvement Brownien de taux d wr . Ils sont donc liés par la relation de

corrélation :

d ws = ρd wr+
√

1−ρd w (d w est un mouvement Brownien standard indépendant de d wr )

avec ρ = un facteur de corrélation.

On suppose que le portefeuille global est constamment rebalancé de sorte que les propor-

tions d’investissement dans les trois types d’actif (cash, obligation et action) restent constantes

en permanence. Nous les notons par xc , xb et xs où :

xb : part d’investissement en obligation (rolling bond),

xs : part d’investissement en action,

xc = 1−xs −xb : part d’investissement en cash.

L’équation stochastique de l’actif mixte est donnée par :

d A(t )

A(t )
= (r (t )+xBσKλr +xsσsλs)d t + (xBσK +xsσsρ)d wr (t )+xsσs

√
1−ρ2d w(t )
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La valeur A(t ) est donc donnée explicitement par :

A(t ) = A(0)exp

[∫ t

0
r (u)du + (m − σ2

1 +σ2
2

2
)t +σ1wr (t )+σ2w(t )

]
,

où

m = xBσKλr +xsσsλs ,

σ1 = xBσK +xsσsρ,

σ2 = xsσs
√

1−ρ.

On suppose que A(0) = 1.

On peut remarquer que la valeur évolutive de l’actif A(t ) suit une loi lognormale qui

s’écrit sous la forme :

A(t ) = eB(t )

où B(t ) est une variable de distribution normale dont l’espérance et la variance peuvent

être calculées explicitement.

Espérance de B(t ) :

E(B(t )) = E
(∫ t

0 r (u)du + (m − σ2
1+σ2

2
2 )t +σ1wr (t )+σ2w(t )

)
= (m − σ2

1+σ2
2

2 )t +E
(∫ t

0 r (u)du
)

= (m − σ2
1+σ2

2
2 )t +E

(∫ t
0 (r (0)e−au +b(1−e−au))du −σr

∫ t
0

∫ u
0 e−a(u−v)d wr (v)du

)
= (m − σ2

1+σ2
2

2 )t +bt + ( r (0)−b
a )(1−e−at )−E

(
σr

∫ t
0

∫ u
0 e−a(u−v)dud wr (v)

)
= (m − σ2

1+σ2
2

2 )t +bt + ( r (0)−b
a )(1−e−at )−E

(
σr

a

∫ t

0
(1−e−a(t−v))d wr (v)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

.

D’où :

E(B(t )) = (m +b − σ2
1 +σ2

2

2
)t + (

r (0)−b

a
)(1−e−at )

Variance de B(t ) :
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de pension ?

var (B(t )) = var
(∫ t

0 r (u)du + (m − σ2
1+σ2

2
2 )t +σ1wr (t )+σ2w(t )

)
,

= var
(∫ t

0 r (u)du +σ1wr (t )+σ2w(t )
)

,

= var
(∫ t

0 r (u)du
)+σ1t +σ2t +2cov

(∫ t
0 r (t ),σ1wr (t )

)
,

= σ2
r

a2

∫ t
0 (1−e−a(t−v))2d v +σ1t +σ2t − 2σ1σr

a cov
(∫ t

0 (1−e−a(t−v))d wr (v), wr (t )
)

= σ2
r

a2

(
t + 1−e−2at

2a
−2

1−e−at

2a

)
+σ1t +σ2t − 2σ1σr

a

(
t − 1−e−at

a

)
.

Finalement

var (B(t )) = σ2
r

a2

(
t + 1−e−2at

2a
−2

1−e−at

a

)
+ (
σ2

1 +σ2
2

)
t −2

σ1σr

a

(
t − 1−e−at

a

)
Pour la suite, on note l’espérance et la variance de B(t ) respectivement par µ(t ) et η2(t ).

3.3.2.2 Capital de solvabilité

On suppose que le capital de solvabilité SC est investi dans un zéro coupon de maturité

T et de taux spot ir . Pour une date de maturité T , il est donc obtenu par l’équation suivante :

P (A(T )+SC (T )e ir T < erg T ) = 1−αT

où rg est le taux garanti par le plan de pension etαT =αT le seuil de confiance correspondant

à l’année T . La valeur du capital de solvabilité est donc donnée par :

Proposition 3.3.1. Le capital de solvabilité nécessaire pour un plan de pension de type DC, à

taux fixe garanti rg est donné par :

SC (T ) = exp[(ir − rg )T ]−exp[µ(T )− ir T +η(T )z1−αT ] (3.3)

où

µT =
(

xbσKλr +xsσsλs −
σ2

1 +σ2
2

2
+b

)
T +

(
r (0)−b

a

)(
1−e−aT )

,

σ1 = xBσK +xsσsρ,

σ2 = xsσs
√

1−ρ,

et

η(T ) =
√[

σ2
r

a2
+σ2

1 +σ2
2 −2

σ1σr

a

]
T +2

[
σ1σr

a
− σ2

r

a2

][
1−e−aT

a

]
+ σ2

r

a2

[
1−e−2aT

2a

]
.

Illustration numérique

Dans l’exemple suivant, nous illustrons le résultat du calcul du capital de solvabilité donné
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par l’équation 3.3.

Les paramètres du modèle de taux de Vasiceck sont estimés par la méthode du maximum de

vraisemblance. Les valeurs estimées sont :

- â = 0,2791

- b̂ = 0,032

- σ̂r = 0,00765

Étant donné que les paramètres du modèle Black&Scholes estimés sont liés à une période

de crise, nous proposons de considérer des paramètres standards pour l’actif mixte, et qui

sont :

- λr = 2,36%

- λs = 12,5%

- σs = 16%

- ρ = 5%

Les paramètres λr et λs sont inspirés de l’étude [Hainaut D. Devolder P.]. En effet, nous

avons utilisé le même paramètre λr utilisé dans cette étude. Néanmoins, le paramètre λs

utilisé dans cette étude est de valeur 34,94%, ce qui donne une prime de risque "action" :

λsσs = 5,59%. Ainsi, nous avons adapté ce paramètre aux conditions actuelles des marchés

financiers en choisissant la valeur 12,5% qui permet d’obtenir une prime de risque de 2%.

Les valeurs considérées des proportions de la prime investies dans chaque actif sont :

- xb = 45%

- xc = 5%

- xs = 50%

Nous avons calculé le capital de solvabilité pour trois niveaux du taux garanti par le plan : rg =
2%, rg = 2,75% et rg = 3,25%. Le résultat est présenté dans la Figure 3.4 :
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3.3. Application du taux minimum garanti : quel impact sur le niveau de solvabilité du plan
de pension ?

FIGURE 3.2 – Capital de solvabilité

Afin de mettre en lumière l’impact de la clé de répartition du portefeuille mixte, nous

illustrons la sensibilité des paramètres xb , xc et xs par les deux exemples suivants :

FIGURE 3.3 – Capital de solvabilité : xb = 75%, xc = 5% et xs = 20%
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FIGURE 3.4 – Capital de solvabilité : xb = 5%, xc = 5% et xs = 90%

Ces résultats confirment ce que nous avons mentionné dans la section 3.3.1. En effet, un

taux de 3,25% équivalent au taux minimum garanti exigé par la loi sur les pensions com-

plémentaires, requiert un capital de solvabilité excessivement élevé. Dans le cadre de la ré-

glementation Solvency2, nous pouvons constater qu’un assureur offrant un rendement du

même niveau que celui imposé par la loi LPC, se trouve dans l’obligation de détenir un ni-

veau de capital minimal tel que présenté dans la courbe correspondant au taux de 3,25%.

Ceci justifie le fait que les assureurs ne peuvent plus s’aligner à ce niveau de rendement.

Malheureusement, après la chute des taux offerts par les assureurs, seul l’employeur est dans

l’obligation d’assurer la différence entre le taux disponible sur le marché et celui imposé par

la loi LPC.
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3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés particulièrement au calibrage des mo-

dèles proposés dans les deux premiers chapitres. Cette calibration a montré que notre mo-

dèle de référence Black & Scholes ne peut pas être retenu pour modéliser des actifs risqués

de type « action ». Parallèlement à cela, nous avons prouvé que les modèles alternatifs que

nous proposons (MJD et VG) représentent mieux la dynamique de ce type d’actif et peuvent

donc être adoptés pour modéliser l’actif d’un plan de pension afin d’évaluer sa solvabilité.

Par ailleurs, nous avons mis en lumière l’impact négatif du taux minimum garanti qui

représente une source de risque potentiel pour un plan de pension. Nous avons montré que

ce taux, complètement déconnecté de la réalité des marchés, oblige le sponsor du plan d’as-

surer un capital de solvabilité excessivement élevé.
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Chapitre 4

Mesure de solvabilité des plans de pension

à prestations définies

Dans les trois premiers chapitres de ce travail, nous avons étudié et mesuré le risque de sol-

vabilité des plans de pension de type " Contibutions définies " en proposant plusieurs modèles

pour l’actif financier, puisque sa valeur est supposée aléatoire. Le passif n’ayant pas un carac-

tère aléatoire dans ce contexte. Dans le chapitre présent, nous introduisons un nouveau type

de plans de pension : " Prestations définies" . Nous définissons les risques auxquels sont soumis

ces plans, nous proposons ainsi une méthode de modélisation de l’actif ainsi que du passif (la

valeur de ce dernier n’est plus déterministe comme le cas des plans à contributions définies).
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Un régime de retraite ou un plan de pension de type « prestations définies » (DB) est

un régime qui détermine les avantages auxquels les affiliés auront droit au moment de leur

départ à la retraite. Il définit soit la valeur du capital auquel l’affilié aura droit au moment

de son départ à la retraite, soit la valeur d’une rente de retraite dont il bénéficiera jusqu’à

son décès ou le décès d’une tierce personne ayant droit à en bénéficier après le prédécès de

l’affilié. Souvent un pourcentage de la rente est fixé et mis à la disposition du conjoint survi-

vant. Le régime définit également la loi avec laquelle la rente devra évoluer (une indexation

éventuelle).

Les plans de pension de type prestations définies sont gérés par des institutions finan-

cières soumises aux directives européennes de solvabilité (solvency 2/ LGTA).

Tout comme les plans de pension de type DC, les plans de pension de type DB ont la parti-

cularité d’être des produits de long terme. Ce qui signifie que les engagements vis-à-vis des

assurés sont de longue durée. Nous tenons compte de cet aspect dans le modèle de solvabi-

lité que nous proposons.

Nous proposons un modèle de solvabilité qui tient compte des risques auxquels sont

soumis les plans de type « DB » , en partant de la modélisation de l’actif et du passif du plan

vers des mesures de risque adaptées à leurs particularités pour en définir un capital de sol-

vabilité à détenir permettant d’assurer que les engagements du plan seront honorés.

Dans ce chapitre, nous traitons uniquement les plans DB qui proposent un capital (lump

sum) à l’âge de la retraite de l’affilié (pas de rente considérée). Nous avons ainsi deux sources

de risque à étudier : le risque action et le risque d’inflation (le risque de mortalité sera traité

dans le Chapitre 5).

Dans la littérature, le financement et la solvabilité des plans de pension de type DB ont

fait l’objet de plusieurs études intéressantes. On en cite [Samuelson P.] et [Samuelson P.].

Mais ces derniers ont orienté leurs études vers un contrôle optimal moyennant des mo-

dèles stochastiques et une allocation stratégique de portefeuille, mais pas vers une mesure

de solvabilité de même philosophie que Solvency 2 ou LTGA. Cette étude peut être considé-

rée comme une extension des résultats de [Samuelson P.] pour les plans de pension de type

DB avec l’introduction du risque "Inflation".

Dans le cas de notre étude, nous nous sommes également mis dans le cadre des normes IAS,

88



Chapitre 4. Mesure de solvabilité des plans de pension à prestations définies

particulièrement la méthode “Projected Unit Credit Cost” comme technique de financement

du plan. Les contributions ainsi que le passif actuariel sont donc définis par cette méthode.

L’horizon de temps n’est pas fixé à une année (comme en Solvency2/LTGA) mais jusqu’au

jour de la retraite de l’affilié. Une étude de type « ALM » est proposée. Nous développons

également un modèle fondé sur la théorie de ruine pour ne pas considérer uniquement la

solvabilité à la maturité des engagements. Ce qui nous a amené à étudier la solvabilité du

plan à tout moment entre le début et la fin du contrat, en supposant que l’affilié peut quitter

le plan à tout moment avant la maturité du contrat.

Le chapitre commence par une description du cadre technique du plan étudié, notam-

ment en ce qui concerne l’évolution de l’actif et celle du passif (section 4.2). La section 4.3 est

consacrée au cas d’un plan de pension dont l’actif est donné par un mouvement Brownien

géométrique. Dans cette section, nous proposons une étude ALM en appliquant la méthode

« projected unit credit cost ». Ensuite, on étudie la situation de défaut sans et avec capital

supplémentaire afin de mesurer l’impact des risques étudiés, qui sont le risque « action » et

l’inflation des salaires, ainsi que l’impact de l’horizon de temps. Pour ceci, on modélise les

valeurs de l’actif et du passif, qui sont générés par des mouvements Brownien géométriques

en tenant compte du facteur de corrélation entre ces deux Browniens. Dans la dernière par-

tie de cette section, nous considérons une mesure en temps continu, basée sur la probabilité

de ruine à tout instant entre le début de l’affiliation au régime et le moment du départ à la

retraite. Nous étudions la probabilité de ruine et nous proposons ensuite un calcul du capital

de solvabilité basée sur cette approche.

Dans la section 4.4 , nous étendons l’étude proposée dans la section 4.3 en supposant

que la valeur de l’actif du plan connait des discontinuités aléatoires que nous modélisons

par un processus de Lévy, en l’occurrence, le processus Variance Gamma introduit au Cha-

pitre 2. Nous illustrons l’impact des sauts aléatoires dans la dynamique de l’actif du plan, en

plus des risques étudiés dans la section 4.3, sur la solvabilité d’un plan de pension de type

DB.
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4.2 Cadre général

On se met dans le cadre d’un régime de retraite qui octroie des prestations de retraite aux

affiliés en fonction de leur dernier salaire. Pour ce faire, on suppose qu’à l’instant t = 0 un

affilié d’âge x rejoint le système avec un salaire initial S(0).

À l’âge de la retraite xr , à l’instant t = T , une somme forfaitaire sera versée à l’affilié sous

forme d’un multiple de son dernier salaire. On peut supposer que ce montant est donné par

la formule :

B = N

40
αS,

où :

N : Nombre d’années de service reconnues par le régime

S : Salaire final

B : Prestations à payer (somme forfaitaire)

α : Coefficient

Dans le cadre de cette étude et afin de déterminer le niveau des prestations octroyées par

ce type de régime, nous lions cette étude aux normes IAS. Pour cela, nous avons choisi d’ap-

pliquer la technique de financement "Projected Unit Credit Cost".

On rappelle le principe de cette méthode dans la définition suivante :

Définition 4.2.1. La méthode "Projected Unit Credit Cost" est une méthode qui permet de

constituer continûment la réserve qui couvre les années déjà prestées. La particularité de cette

méthode projetée est que les salaires qui permettent de calculer la réserve sont déjà projetés à

la dernière année de carrière de l’affilié, permettant ainsi de diminuer l’écart entre la réserve

estimée et la réserve réelle. En conséquence, chaque année prestée correspond à une fraction

complémentaire de l’engagement.

4.3 Actif lognormal :

Dans cette section, nous étudions la solvabilité d’un plan de pension, en supposant que

son actif suit un processus lognormal. Nous comparons ainsi son évolution au terme du

contrat, et aussi à tout moment avant ce terme, avec l’évolution des engagements. Ces der-

niers dépendent de l’évolution du salaire de l’affilié. Ce qui donne un caractère aléatoire aux
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variables représentant les valeurs futures de l’actif et du passif du plan.

Nous avons besoin des éléments suivants :

1. Un taux d’actualisation : on prend un taux d’actualisation fixe et sans risque qu’on note

r.

2. Une évolution salariale : on suppose que le salaire S évolue stochastiquement suivant

un mouvement Brownien géométrique :

dSt =µSt d t +ηSt d zt ,

où :

µ : Évolution moyenne des salaires

η : Volatilité des salaires

z : Mouvement Brownien standard

Par cette dynamique des salaires proposée, on suppose que ces derniers suivent un mou-

vement Brownien géométrique. C’est une approche qui nous permet d’avoir un passif de

dynamique lognormale.

En effet, dans la littérature financière, et principalement dans le cadre du pricing des pro-

duits indexés à l’inflation, cette dynamique a été proposée dans nombreuses études comme

approche pour modéliser l’indice de l’inflation, comme dans [Jarrow R. Yildirim Y.] et [Kruse S.].

En utilisant l’approche de la meilleure estimation "Best estimate", la contribution pour

la première année de service (ou le coût normal) est donnée par :

NC0 = 1

40
αS(0)e(µ−r )T . (4.1)

(Valeur actualisée au taux sans risque r de la valeur projetée de la prestation moyenne à l’âge

de la retraite).

Dans la formule 4.1, nous supposons que le coût normal est payé annuellement antici-

pativement.

De manière générale, le coût normal à tout instant t (t = 0,1,2, ..,T−1) dans une approche

Best Estimate est donné par :

NCt = 1

40
αS(t )e(µ−r )(T−t )

En introduisant un facteur de chargement β (β≥0) sur les contributions ; le coût normal

devient :

NCt = 1

40
αS(t )(1+β)e(µ−r )(T−t )
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Dans une approche pure "Best estimate" ce chargement est nul. Il joue un rôle de marge de

sécurité dans cette étude.

Le passif actuariel AL, à tout instant t (t = 0,1, ..,T −1), est donné par :

ALt = t +1

40
αS(t )(1+β)e(µ−r )(T−t ) (4.2)

L’intérêt du passif actuariel est de permettre de servir en totalité à la retraite les presta-

tions des années de service déjà prestées sur la base du salaire projeté de l’affilié.

On suppose que les cotisations sont investies dans un actif risqué noté A et dont la va-

leur évolue suivant un mouvement Brownien géométrique. Son équation stochastique est

donnée par :

d As = δAsd s +σAsd ws ,

où

δ : rendement moyen de l’actif

σ : volatilité de l’actif

w : mouvement Brownien standard

Nous considérons que le risque de l’inflation et le risque du marché sont corrélés entre eux.

Cette corrélation est donnée par :

cor r (wt , zt ) = ρt

La valeur initiale de l’actif est donnée par :

A0 = NC0

La valeur finale de l’actif, moyennant une projection jusqu’à l’année de la retraite T , est don-

née par :

A0(T ) = NC0e(δ−σ2

2 )T+σw(T ) = 1

40
αS(0)(1+β)e(µ+δ−r−σ2

2 )T+σw(T ) (4.3)

De manière générale, l’évolution future de l’investissement de la valeur du passif actua-

riel entre tout instant t d’évaluation et l’année de la retraite T est donnée par l’équation :
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At (T ) = ALt e(δ−σ2

2 )(T−t )+σ(w(T )−w(t )) = t +1

40
αS(t )(1+β)e(µ+δ−r−σ2

2 )(T−t )+σ(w(T )−w(t )) (4.4)

La valeur initiale de cet actif étant : At (t ) = ALt .

En se mettant dans le cadre d’une approche ALM, nous étudions une comparaison entre

la valeur évolutive de cet actif avec la valeur du passif projetée équivalente.

La valeur du passif est aléatoire. En tenant compte de l’évolution salariale, sa valeur est don-

née pour la première année des contributions par :

L0(T ) = 1

40
αS(0)e(µ− η2

2 )(T )+ηz(T ) (4.5)

De manière générale, la valeur à tout instant t du passif projeté est donnée par :

Lt (T ) = t +1

40
αS(t )e(µ− η2

2 )(T−t )+η(z(T )−z(t )) (4.6)

4.3.1 Probabilité de défaut sans capital supplémentaire

De manière similaire aux études de la probabilité de défaut présentées dans les chapitres

précédents , nous calculons la probabilité de ne pas avoir assez d’actifs pour faire face aux

engagements de pension sans capital supplémentaire. Cette probabilité dépend de l’horizon

de temps T − t , restant entre l’instant de calcul t et la date de retraite T . Elle est donc donnée

par :

φ(t ,T ) = P (At (T ) < Lt (T )) (4.7)

Ainsi, en remplaçant l’actif et le passif par leurs valeurs, nous avons :

φ(t ,T ) = P

(
ALt e(δ−σ2

2 )(T−t )+σ(w(T )−w(t )) < t +1

40
αS(t )e(µ− η2

2 )(T−t )+η(z(T )−z(t ))
)

= P

(
t +1

40
αS(t )(1+β)e(µ+δ−r−σ2

2 )(T−t )+σ(w(T )−w(t )) < t +1

40
αS(t )e(µ− η2

2 )(T−t )+η(z(T )−z(t ))
)

.

On obtient finalement :

φ(t ,T ) = P (Y (t ,T ) < M)
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4.3. Actif lognormal :

où

Y (t ,T ) = σ(w(T )−w(t ))−η(z(T )− z(t )) ∼ N (0, σ̄2(T − t ))

σ2 = σ2 +η2 −2ρση

M = (r −δ+ σ2

2 − η2

2 )(T − t )− ln(1+β)

La probabilité de défaut est donc donnée par :

φ(t ,T ) =Φ(a(T − t )) (4.8)

où :

Φ : La fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite (N (0,1))

a(s) =
(r −δ+ σ2

2 − η2

2 )
p

s − ln(1+β)p
s

σ̄

Exemple 1 : On considère les paramètres suivants :

Taux sans risque : r = 2%

Rendement moyen du fonds : δ = 6%

Volatilité du fonds : σ = 10%

Evolution moyenne des salaires : µ = 5%

Inflation des salaires : η = 5%

Facteur de corrélation : ρ = 50%

Chargement de sécurité : β = 5%

La Figure 4.1 montre l’évolution de la probabilité de défaut en fonction de l’horizon de

temps T − t .

FIGURE 4.1 – Probabilité de défaut
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La Figure (5.1) montre l’effet de l’horizon de temps. En effet elle présente des valeurs

élevées pour les courts horizons de temps et décroit rapidement pour les longs horizons.

Cette tendance dépend également du profil de risque du plan et particulièrement de l’écart

entre la volatilité de l’actif et celle du passif.

4.3.2 Approche Value at risk et capital de solvabilité

Dans cette section nous appliquons le principe de solvency 2 dans la mesure où la com-

pagnie doit déterminer un niveau de solvabilité requis (capital de solvabilité). Pour le calcul

de ce capital on se base sur l’approche de la value at risk. On considère les notations sui-

vantes :

SC = capital de solvabilité

V aR = value at risk

α1 = seuil de sécurité fixé pour un horizon d’un an

Comme vu dans les chapitres précédents, pour des horizons pluriannuels, nous calcu-

lons le seuil de sécurité en supposant que les probabilités de défaut annuelles sont indépen-

dantes les unes des autres. Par cette contrainte, on définit la probabilité de non défaut pour

une année quelconque N par :

αN = (α1)N

On suppose que le capital de solvabilité est investi dans le même actif risqué que les

contributions. On le note par SC (t ,T ). Sa valeur tient compte de la durée entre l’instant de

calcul t et la date de maturité T , où 0 ≤ t ≤ T −1.

En appliquant l’approche solvency 2, le capital SC (t ,T ) est la solution de l’équation sui-

vante :

P {At (T )+SC (t ,T )
At (T )

At (t )
< Lt (T )} = 1−αT−t

En utilisant les equations (4.4) et (4.6), cette condition devient :

P

{(
t +1

40
αS(t )(1+β)+SC (t ,T )

)
e(δ−σ2/2)(T−t )+σ(w(T )−w(t ))

< t +1

40
αS(t )e(µ−η2/2)(T−t )+η(z(T )−z(t ))

}
= 1−αT−t
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Ainsi, la valeur du capital de solvabilité est donnée par :

SC (t ,T ) = t +1

40
αS(t )

(
e(µ−δ)(T−t )+zαT−t σ

p
T−t+(σ2−η2)(T−t )/2 −e(µ−r )(T−t )(1+β)

)
où

zk = k −quantile de loi normale, tel que :Φ(zk ) = k

Ce capital de solvabilité peut être exprimé en pourcentage du passif actuariel AL donné

par (4.2) :

SC %(t ,T ) = SC (t ,T )

ALt
= 1

1+βe−(δ−r )(T−t )+zαT−t σ
p

T−t+(σ2−η2)(T−t )/2 −1 (4.9)

On peut constater que ce niveau relatif ne dépend pas de la progression salariale. En

particulier si on fixe l’horizon de temps à un an (en cohérence avec solvency 2), on obtient :

SC %(0,1) = SC (0,1)

AL0
= 1

1+βe−(δ−r )+zα1σ+(σ2−η2)/2 −1

Exemple 2 :

On utilise les mêmes hypothèses que dans l’exemple 1

Seuil de sécurité sur un an : α1 = 99.5%

Seuil de sécurité sur N années : αN = (α1)N

FIGURE 4.2 – SC en pourcentage du passif actuariel

La Figure 4.2 montre l’évolution du capital de solvabilité en pourcentage du passif ac-

tuariel en fonction de l’horizon de temps T − t , les valeurs négatives représentent les cas où
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pratiquement il n’y a pas de besoin de capital supplémentaire. Comme dans la Figure 4.1,

on peut observer l’effet de l’horizon de temps. Les besoins du plan en matière de capital de

solvabilité diminuent pour les grandes maturités.

En effet, comme vu pour les plans DC, dans le cadre des plans DB, l’investissement des

contributions dans des titres risqués aux longues échéances réalise un rendement qui per-

met au gestionnaire de plan d’être en mesure d’honorer ses engagements.

4.3.3 Analyse de l’impact des paramètres

Cette section a pour but de quantifier l’impact des paramètres les plus influents sur le

niveau de solvabilité du plan DB. Dans ce cas étudié, la volatilité de l’actif financier ainsi que

la corrélation de ce dernier avec le passif sont les facteurs majeurs qui impactent le seuil

de solvabilité et qui interviennent en même temps dans la stratégie d’allocation de l’actif.

Contrairement à cela, la volatilité des salaires est vue comme une contrainte et n’intervient

pas dans la stratégie d’investissement.

a. Impact de la corrélation entre l’actif et les salaires :

Afin d’étudier l’impact de la corrélation sur le niveau du capital de solvabilité du plan, on

fixe l’horizon de temps à un an. Ceci nous permet d’étudier la monotonie du capital de

solvabilité sur un an en fonction du facteur de la corrélation.

On considère la fonction suivante :

SC %
(0,1)(ρ) = 1

1+βe−(δ−r )+zα1σ+(σ2−η2)/2 −1 (4.10)

où

σ2 =σ2 +η2 −2ρση

de fonction dérivée

dSC %
(0,1)(ρ)

dρ
=− 2zα1ση

2σ(1+β)
e−(δ−r )+zα1σ+(σ2−η2)/2 (4.11)

Et comme zα1 > 0 pour α1 > 50%

dSC %
(0,1)(ρ)

dρ
< 0

ce qui prouve que le capital de solvabilité décroit avec la corrélation. Ce qui signifie que

plus la corrélation entre l’actif et les salaires est forte, plus le capital de solvabilité est pe-

tit. Ce qui se traduit par un meilleur effet de couverture (hedging) de l’actif sur le risque
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d’inflation.

Exemple 3 :

Sous les hypothèses de l’exemple 2, on fait varier la valeur du facteur de corrélation ρ. La

Figure 4.3 montre l’évolution du capital de solvabilité SC %
(0,1)(ρ), calculé sur l’horizon d’un

an, en fonction de la corrélation entre l’actif et le passif.

FIGURE 4.3 – Capital de solvabilité en fonction du facteur de corrélation

On peut également généraliser cette tendance sur un horizon multiannuel, comme le

montre la Figure 4.4. Cette figure présente trois différents résultats du capital de solva-

bilité en fonction de l’horizon de temps. Chaque graphe correspond à un niveau de cor-

rélation différent.
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FIGURE 4.4 – Capital de solvabilité en fonction de l’horizon de temps

b. Impact de la volatilité de l’actif :

Dans la Figure 4.9, on peut remarquer qu’une volatilité importante de l’actif, se traduit

par une hausse de la valeur du capital de solvabilité .

Dans l’exemple suivant, nous illustrons l’impact des deux facteurs : la corrélation et la vo-

latilité simultanément. En effet, on considère le cas où l’actif du plan présente une forte

volatilité.

L’impact de la volatilité dépend du niveau de la corrélation entre le passif et l’actif. Autre-

ment dit, l’exigence en matière de capital de solvabilité ne doit pas être liée uniquement à

la volatilité des instruments financiers du portefeuille de l’actif, mais aussi à la corrélation

entre ce dernier et les engagements pris au niveau du passif.

Dans cet exemple, pour une volatilité σ= 20%, nous considérons deux cas de corrélation

entre l’actif et le passif : ρ = 40% et ρ = 80% .

FIGURE 4.5 – Capital de solvabilité en fonction de l’horizon du temps
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La Figure 4.5 soutient notre hypothèse sur l’effet de la corrélation sur la solvabilité du

plan. La différence entre les deux cas étudiés réside dans le choix du facteur de corréla-

tion entre l’actif et le passif. Pour le cas d’une forte corrélation (ρ = 80%) le niveau du

capital est réduit par rapport au cas d’une corrélation de ρ = 40%.

Autrement dit, pour une volatilité de l’actif de 20%, nous avons montré que le niveau du

capital de solvabilité peut être réduit significativement en changeant seulement le para-

mètre de corrélation. La différence observée revient simplement au degré de corrélation

entre l’actif et l’inflation.

4.3.4 Solvabilité du plan et approche de ruine

Le risque étudié jusqu’à présent est basé sur le payement des prestations de pension au

moment du départ à la retraite( à l’instant T ). Néamoins, l’affilié peut parfois quitter le plan

avant l’âge de la retraite. Dans ce cas, la clause du transfert du plan de pension se met en

application.

En effet, le sponsor doit procéder au transfert des engagements de l’affilié en appliquant

ou pas une certaine pénalité( elle ne s’applique pas en général) vers un autre plan de pension.

Cette possibilité fait que les mesures de solvabilité doivent s’appliquer non seulement sur

un certain horizon fixe, mais aussi à tout moment avant la date de maturité. L’idée de cette

section est d’étudier cette philosophie directement inspirée de la théorie de la ruine clas-

sique.

4.3.4.0.1 Probabilité de ruine sans capital supplémentaire

On regarde tout d’abord l’évolution de la probabilité de ruine, sans capital supplémen-

taire, entre tout instant t (t = 0, .....,T −1) et la date de maturité T . Cette fonction est donnée

par :

Ψ(t ,T ) = 1−P {At (s) ≥ Lt (s), ∀ s ∈ [t ,T ]} (4.12)

Dans le cadre de cette étude, pour tout instant s ( 0 ≤ s ≤ T ), le passif L est calculé sur la

base de toutes les années de service prestées avant cet instant s.

La valeur de l’actif est donnée par la valeur du marché générée par l’investissement du passif

actuariel (cf. (4.4)) :

100



Chapitre 4. Mesure de solvabilité des plans de pension à prestations définies

At (s) = ALt e(δ−σ2

2 )(s−t )+σ(w(s)−w(t )

=
(

t +1

40
αS(t )(1+β)e(µ−r )(T−t )

)
e(δ−σ2/2)(s−t )+σ(w(s)−w(t ))

On peut définir la fonction du passif correspondant comme étant la valeur présente, à

l’instant s, des prestations qui seront octroyées au moment du départ à la retraite T sur la

base des t +1 premières années de service et du salaire à l’instant s (t < s < T ) :

Lt (s) = t +1

40
αS(t )e(µ−η2/2)(s−t )+η(z(s)−z(t )e−r (T−s)

Ainsi, la probabilité (4.12) peut être considérée comme une probabilité liée au minimum

d’un mouvement Brownien géométrique sur un certain intervalle :

Ψ(t ,T ) = 1−P {At (s) ≥ Lt (s), ∀ s ∈ [t ,T ]}

= 1−P

{
e(δ−µ−r+η2/2−σ2/2)(s−t )+σ(w(s)−w(t ))−η(z(s)−z(t ))) ≥ e−µ(T−t )

1+β , ∀ s ∈ [t ,T ]

}
= 1−P

{
mi n
t≤s≤T

(
e(δ−µ−r+η2/2−σ2/2)(s−t )+σ(w(s)−w(t ))−η(z(s)−z(t ))

)
≥ e−µ(T−t )

1+β
}

= P

{
mi n
t≤s≤T

(
e(δ−µ−r+η2/2−σ2/2)(s−t )+σ(w(s)−w(t ))−η(z(s)−z(t ))

)
≤ e−µ(T−t )

1+β
}

On obtient donc le résultat suivant :

Proposition 4.3.1. La probabilité de ruine (4.12) est explicitement donnée par :

Ψ(t ,T ) = Φ

(− ln(1+β)− (δ− r +η2/2−σ2/2)(T − t )

σ
p

T − t

)

+
(

e−µ(T−t )

1+β
) 2(δ−µ−r )+η2−σ2

σ2

Φ

(− ln(1+β)+ (δ− r −2µ+η2/2−σ2/2)(T − t )

σ
p

T − t

) (4.13)

Démonstration. C’est une conséquence directe de la loi du minium d’un mouvement Brow-

nien géométrique (voir par exemple [Back K.]) :

si un processus S est donné par :

S(t ) = eat+bw(t )

z = mi n
0≤s≤t

{S(s)}
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et si : 0 < L ≤ 1 alors

P (z ≤ L) =Φ(d1)+L
2a
b2Φ(d2)

avec

d1,2 = ln(L)∓a.t

σ
p

t

On peut appliquer ce résultat , en utilisant les éléments suivants :

L = e−µ(T−t )

1+β

a = δ− r −µ+η2/2−σ2/2

b2 = σ2 =σ2 +η2 −2ρση

La Figure 4.6, illustre l’évolution de la probabilité de ruine en fonction du temps résiduel

(T − t ).

FIGURE 4.6 – Probabilité de ruine en fonction du temps résilduel (T − t )

Remarque 4.3.1.

1. Le premier terme de l’équation (4.13) correspond à la probabilité de défaut à la maturité

telle que donnée par (4.8). Ainsi le deuxième terme peut être vu comme une probabilité

supplémentaire qui permet de couvrir la situation de ruine avant la maturité, qui peut

survenir dans le cas où l’affilié quitte le plan et demande le transfert de ses prestations :

Ψ(t ,T ) = φ(t ,T )

+
(

e−µ(T−t )

1+β
) 2(δ−µ−r )+η2−σ2

σ2

Φ

(− ln(1+β)+ (δ− r −2µ+η2/2−σ2/2)(T − t )

σ
p

T − t

)
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2. si β= 0 (pas de chargement sur le best estimate), cette probabilité devient :

Ψ(t ,T ) = Φ

(−(δ− r +η2/2−σ2/2)(T − t )

σ
p

T − t

)
+ (

e−µ(T−t )
) 2(δ−µ−r )+η2−σ2

σ2 Φ

(
(δ− r −2µ+η2/2−σ2/2)(T − t )

σ
p

T − t

)
3. si β= 0 et µ= 0 (pas de progression salariale), la probabilité de ruine vaut 1.

En effet, en annulant le chargement β et l’évolution des salaires µ, les deux termes à

l’intérieur de la fonction de répartition Φ seront opposés. Ce qui revient à une proba-

bilité de ruine de la forme : Φ(x) +Φ(−x). Et par la parité de la loi normale, nous

avons Φ(−x) = 1−Φ(x) , ainsi Φ(x)+Φ(−x) = 1.

4.3.4.0.2 Probabilité de ruine avec capital supplémentaire

Afin de calculer le capital de solvabilité nécessaire, on suppose que ce dernier est investi

dans l’actif risqué A pour toute la durée résiduelle de l’engagement, et ainsi on calcule la

probabilité de ruine en tenant compte de ce capital par la fonction suivante :

Ψ(t ,T,SC∗(t ,T )) = 1−P

{
At (s)+SC∗(t ,T )

At (s)

At (t )
≥ Lt (s), ∀ s ∈ [t ,T ]

}
on peut également calculer à tout instant t le capital de solvabilité comme un pourcen-

tage de l’actif actuariel de la même manière que dans (4.9)

SC∗
%(t ,T )) = SC∗(t ,T ))

ALt

et donc la probabilité de ruine s’écrit :

P {At (s) ≥ Lt (s), ∀ s ∈ [t ,T ]}

= P

{
(1+SC∗

%(t ,T )))e(δ−µ−r+η2/2−σ2/2)(s−t )+σ(w(s)−w(t ))−η(z(s)−z(t ))) ≥ e−µ(T−t )

1+β , ∀ s ∈ [t ,T ]

}
on obtient la proposition suivante, qui est une extension de 4.3.1 :

Proposition 4.3.2. En introduisant le capital de solvabilité SC∗ (en pourcentage de l’actif ac-

tuariel), la probabilité de ruine à l’instant t devient :

Ψ(t ,T ) = Φ

(− ln(1+β)− ln(1+SC∗(T − t ))− (δ− r +η2/2−σ2/2)(T − t )

σ
p

T − t

)

+
(

e−µ(T−t )

(1+β)(1+SC∗(T − t ))

) 2(δ−µ−r )+η2−σ2

σ2

× Φ

(− ln(1+β)− ln(1+SC∗(T − t ))+ (δ− r −2µ+η2/2−σ2/2)(T − t )

σ
p

T − t

) (4.14)
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Remarque 4.3.2. En appliquant le principe solvency 2, le capital de solvabilité SC∗ est la so-

lution de l’équation implicite :

Ψ(t ,T,SC∗) = 1−αT−t

La figure suivante présente l’évolution du capital de solvabilité nécessaire afin que le ni-

veau de solvabilité réponde aux exigences de la réglementation solvency 2. Dans ce cas, la

probabilité de ruine est de niveau 1−αT−t , pour tout 0 ≤ t ≤ T

FIGURE 4.7 – Capital de solvabilité nécessaire pour une probabilité de ruine 1−αT−t

Le capital de solvabilité illustré dans la Figure 4.7 est une combinaison d’un capital per-

mettant de faire face aux engagements de pension à la retraite et d’un supplément permet-

tant de faire face à ces engagements en cas de sortie du plan à tout moment avant la retraite.

4.4 Actif à sauts aléatoires : Processus Variance Gamma

Dans cette section, nous généralisons l’étude de la première section en supposant que

l’actif du plan évolue selon un processus de Lévy. L’idée étant d’incorporer des sauts brusques

dans la dynamique de l’actif, et d’étudier leur impact sur la solvabilité du plan DB. Nous mo-

dèlisons ainsi l’actif du plan par le processus Variance Gamma ( [Madan D.B. Milne F.],

[Madan D.B. Carr P. Chang E.C.]).

Nous restons dans la philosophie des normes IAS en supposant que les contributions
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ainsi que le passif actuariel sont définis par la méthode « Projected unit credit cost ».

De même que dans la première section, nous étudions la solvabilité du plan DB, mais

sous l’hypothèse que l’actif suit un processus de Lévy. Nous montrons également l’effet des

garanties de long terme.

Dans cette section, nous utilisons l’approche Value at Risk afin de déterminer le capital de

solvabilité nécessaire.

Nous rappelons que le processus Variance Gamma est un processus de Lévy généralisant

le mouvement Brownien géométrique. La différence entre les deux processus demeure dans

le paramètre de temps. En effet, dans le cas d’un processus Variance Gamma, on considère

une variable remplaçant le temps calendaire en évaluant un mouvement Brownien de dérive

et de volatilité constantes à une date aléatoire. Ainsi le paramètre de temps est remplacé par

un processus Gamma. Cette technique permet de considérer uniquement les instants des

transactions dans les marchés financiers.

Mathématiquement, la différence entre cette section et la section précédente réside uni-

quement dans l’équation stochastique de l’actif du plan de pension. Du côté du passif, on

maintient l’hypothèse d’un passif lognormal avec inflation des salaires.

L’évolution de l’actif du plan entre un instant quelconque t et le terme T dépend de l’évo-

lution future du passif actuariel AL existant à l’instant t . Sa valeur constitue la valeur initiale

de l’actif de référence A :

At (T ) = ALt e X
V G
T −X

V G
t (4.15)

où, comme défini dans le Chapitre 2,{
X V G

0 = 0

X V G
t = θγ(t )+σv g wγ(t )

.

En remplaçant le passif actuariel ALt par sa valeur nous avons :

At (T ) = t +1

40
αS(t )(1+β)e(µ−r )(T−t )+θ(γ(T )−γ(t ))+σ(w(γ(T ))−w(γ(t )))

Du côté du passif, nous gardons la même équation considérée dans la section précè-

dente. La valeur projetée des engagements est donc donnée par :
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Lt (T ) = t +1

40
αS(t )e(µ− η2

2 )(T−t )+η(z(T )−z(t ))

4.4.1 Mesures de solvabilité

4.4.1.1 Probabilité de défaut

On s’intéresse tout d’abord à la probabilité de défaut à la date de maturité sans capital

supplémentaire afin d’étudier le risque de ne pas avoir assez d’actifs au terme pour faire face

aux engagements pris au passif. Cette probabilité est une fonction de l’horizon de temps T−t

(t = 0,1, ....T −1). Elle est donnée par :

ϕ(t ,T ) = P (At (T ) < Lt (T ))

d’où

ϕ(t ,T ) = P (X
V G

T −X
V G

t < (r −η2/2)(T − t )+η(zT − zt )− ln(1+β))

Et comme X
V G

t est un processus Variance Gamma, X
V G

T − X
V G

t a la même distribution

que X
V G

(T−t ), la probabilité de défaut s’écrit :

ϕ(t ,T ) = P (X
V G

(T−t ) < (r −η2/2)(T − t )+η(zT − zt )− ln(1+β))

=
∫ ∞

g=0
P (σwg −η(zT − zt ) < (r −η2/2)(T − t )−θg − l n(1+β)) fγ(T−t )(g )d g .

et

fγ(T−t )(g ) = g
T−t
ν −1e− g

ν

ν
T−t
ν Γ( T−t

ν
)

La variable zT − zt a la même distribution que
p

T − tεT−t et wg a également la même

distribution que
p

g ε̄g , où : εT−t et ε̄g sont deux variables de loi normale centrée réduite.

Les variables ε et ε̄ sont corrélées entre elles. Leur coefficient de corrélation est donné

par le paramètre ρ̄.

La probabilité de défaut est ainsi donnée par :

ϕ(t ,T ) =
∫ ∞

g=0
Φ

 (r −η2/2)(T − t )−θg − l n(1+β)√
σ2g +η2(T − t )−2σηρ̄

√
g (T − t )

 g
T−t
ν −1e− g

ν

ν
T−t
ν Γ( T−t

ν
)

d g (4.16)
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L’exemple ci-dessous illustre l’évolution de la probabilité de défaut en fonction de l’ho-

rizon de temps entre la date t et le terme T . Ainsi nous pouvons observer l’évolution de la

probabilité de défaut en fonction du nombre d’années entre t et la date de retraite T .

Exemple 3 :

taux sans risque : r = 2%

rendement moyen du fond : δ = 6%

volatilité du fond : σ = 10%

évolution moyenne des salaires : µ = 5%

volatilité des salaires : η = 5%

facteur de corrélation : ρ̄ = 50%

chargement de sécurité : β = 5%

variance unitaire du processus de temps : ν = 0.75

et

θ = 1− σ2δ
2 −e−νδ

ν
(ν> 0) (4.17)

Par la contrainte 4.17 , on suppose que les deux processus ont le même rendement moyen δ.

La Figure (4.8) fournit une comparaison du risque de défaut, moyennant la probabilité de

défaut calculée en fonction de l’horizon de temps avant la date de la retraite des deux cas

étudiés : un actif suivant un simple mouvement Brownien géométrique et un actif suivant

un processus Variance Gamma.

Les deux courbes de la Figure (4.8) sont données respectivement par les formules (4.8) et

(4.16).

FIGURE 4.8 – Probabilié de défaut BS vs VG
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Même si les deux courbes ont la même forme et qu’elles décroissent vers le long terme,

on peut observer qu’un actif qui suit un mouvement Brownien géométrique sous-évalue

le risque de défaut en comparaison avec un actif qui évolue selon un processus Variance

Gamma. La différence en probabilité entre les deux cas est destinée à couvrir le risque lié

aux sauts aléatoires dans la valeur de l’actif du plan.

4.4.1.2 Capital de solvabilité

Conformément à la réglementation Solvency 2, nous allons calculer le capital de solvabi-

lité en se basant sur l’approche de la value at risk, en considérant un seuil de sécurité annuel

de valeur α.

On suppose également que ce capital de solvabilité est investi en totalité dans l’actif de réfé-

rence A.

La probabilité de défaut est ainsi donnée par :

P {At (T )+SC R(t ,T )
At (T )

At (t )
< Lt (T )} = 1−αT−t (4.18)

Proposition 4.4.1. Le capital de solvabilité SC(t,T) à tout instant t(t=1,2,....T-1) peut être cal-

culé en utilisant la formule suivante :

SC (t ,T ) = ALt .(V aR1−αT−t (Y t
T )−1)

où ALt est défini par (4.2) et Y t
T = Lt (T )

At (T )

Démonstration. Le capital de solvabilité, investi dans un actif risqué, est une solution de

l’équation suivante :

P {At (T )+SC R(t ,T )
At (T )

At (t )
< Lt (T )} = 1−αT−t

P {At (T )(1+ SC R(t ,T )

At (t )
< Lt (T )}) = 1−αT−t

P {1+ SC R(t ,T )

ALt
< Lt (T )

At (T )
) = 1−αT−t

Ainsi, ce capital vérifie :

1+ SC R(t ,T )

ALt (t )
=V aR1−αT−t (Y t

T )
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où

Y t
T = Lt (T )

At (T )

et finalement :

SC (t ,T ) = ALt (V aR1−αT−t (Y t
T )−1)

Ce capital de solvabilité, peut être donné également sous forme de pourcentage de l’actif

actuariel existant à la date de calcul t . Ce niveau de solvabilité est donné par :

SC %(t ,T ) =V aR1−αT−t (Y t
T )−1 (4.19)

La Figure (4.9) fournit une comparaison entre les valeurs du capital de solvabilité don-

nées par chacun des deux processus en utilisant la formule (4.19). La value at risk a été cal-

culée en utilisant la méthode de Monte Carlo en générant 250.000 scénarios pour chacun des

deux processus :

FIGURE 4.9 – Capital de solvabilité BS vs VG

Remarque 4.4.1. Dans le cadre des plans DB, et comme prouvé dans le Chapitre 2 pour les

plans DC, l’hypothèse selon laquelle la dynamique de l’actif du plan suit un processus Variance

Gamma se traduit par un niveau du capital de solvabilité plus élevé en comparaison avec

l’hypothèse selon laquelle l’actif du plan suit un mouvement Brownien géométrique (Figure

4.9) . Cette différence s’explique par la présence des sauts dans la dynamique de l’actif modélisé

par le processus Variance Gamma, contrairement à l’actif de dynamique Black& Scholes qui

ne tient pas compte de ces discontinuités. Néanmoins, cette étude basée sur ces deux processus

différents confirme qu’en présence du risque financier et du risque de l’inflation, les besoins de
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solvabilité, en termes de capital, diminuent en fonction de la durée de l’engagement du plan

DB.

Comme nous avons simulé ces deux processus sous la condition d’égalité des rende-

ments moyens, il est également possible de les simuler avec une même variance. Cela nous

ramènerait à une étude similaire à la comparaison présentée au Chapitre 2.

Dans le cadre de l’étude présentée ici, puisque nous avons utilisé la même volatilité σ du

mouvement Brownien standard w utilisé pour les deux types d’actifs, Black & Scholes et Va-

riance Gamma nous n’aurons pas la même variance ; nous comparons néanmoins dans la

Figure 4.10, les variances de ces deux actifs en fonction de la maturité T .

Nous rappelons que sous la condition de l’égalité des rendements moyens, nous avons :

var (ABS(T )) = e2(δ+σ2)T −e2δT (4.20)

var (AV G (T )) =
(

1

1−2θν−2νσ2

) T
ν −e2δT (4.21)

(le premier terme de l’équation 4.21 correspond à l’espérance E(AV G (T )2), donnée par

φX V G
T

(2
i

)
, où φX V G

T
est la fonction caractéristique de la variable X V G

T ).

FIGURE 4.10 – Variance VG et BS

Remarque 4.4.2. On peut remarquer sur la Figure 4.10 que l’écart entre les deux variances

est faible pour les maturités T , telles que T ≤ 15, tandis que pour ces mêmes maturités, le

capital de solvabilité donné par le processus VG (Figure 4.9) est plus important que celui donné
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par un mouvement Brownien géométrique. Ce qui confirme que, pour les courts et moyens

horizons, la différence entre les deux processus simulés avec le même rendement δ, revient

principalement à la présence des sauts dans la dynamique de l’actif VG .

L’écart entre les deux variances augmente progressivement pour T > 15 . Mais d’un autre côté,

par le résultat de la Figure 4.9, cet écart n’a pas d’impact significatif sur le capital de solvabilité

puisque ce dernier devient faible, voire nul (valeurs négatives) pour ces maturités.

4.5 Conclusion

Ce chapitre propose une nouvelle méthode de mesure de solvabilité des plans de pension

de type DB. Nous avons fourni une analyse de la solvabilité de ce type de plan de manière

cohérente aux normes IAS. Dans une approche Best Estimate, nous avons défini le montant

des contributions sur la base de la méthode « Projected Unit Credit Cost » .

Nous avons fondé nos calculs sur la valeur projetée des engagements. Ces derniers dé-

pendent du risque de l’évolution des salaires.

Du côté de l’actif, nous avons considéré deux cas : un actif dont la valeur évolue selon un

mouvement Brownien géométrique, et un actif dont la valeur évolue selon un processus Va-

riance Gamma.

Dans un environnement Gaussien, nous avons montré que l’inflation des salaires impacte

la solvabilité du plan. Cette inflation étant vue comme une contrainte, nous avons étudié

la sensibilité des paramètres qui interviennent dans l’allocation stratégique du portefeuille.

Ces paramètres sont : la volatilité de l’actif financier et la corrélation entre ce dernier et les

salaires. Nous avons montré que le capital de solvabilité nécessaire décroît en fonction de la

corrélation. Ce qui prouve un meilleur effet du hedging « couverture » de l’actif sur le risque

de l’inflation. Dans un environnement Lévy, nous avons étendu notre étude de situation de

défaut et des besoins de solvabilité menée dans l’environnement Gaussien. Par cette étude

nous avons confirmé que dans le cadre des plans DB, le choix du modèle est essentiel, et que

l’hypothèse que l’actif risqué suit un mouvement Brownien géométrique sous-évalue les be-

soins de solvabilité.

Par le processus Variance Gamma, nous avons confirmé notre hypothèse sur l’impact des

longues garanties. Nous avons montré dans les deux environnements : Gaussien et Lévy que

les besoins de solvabilité diminuent en fonction de la durée des engagements.
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Chapitre 5

Impact de la mortalité sur les plans de

pension

Dans ce chapitre, nous abordons le problème de la mortalité et son impact sur la solvabilité

des plans de pension de type DC à taux fixe. En effet, nombreux sont les actuaires qui calculent

les primes ainsi que les provisions mathématiques en se basant sur des tables de mortalité de

type Mk ,Fk ou MR ,FR , néanmoins ces dernières sont fondées sur la simple hypothèse que la

mortalité est une fonction déterministe de l’âge de l’assuré. Or, les données démographiques et

les études prospectives sur l’allongement de la vie humaine rejettent cette hypothèse.

Ce chapitre propose un modèle de solvabilité pour les plans DC en supposant que la mortalité

réelle évolue selon une dynamique stochastique. Nous intégrons ce risque en plus du risque

financier pour mesurer la solvabilité du plan en tenant compte de son aspect de garantie à

long terme.
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5.3.2.2 Capital de solvabilité non risqué 133

5.4 Conclusion 141

5.1 Introduction

L’allongement de la vie humaine et ses conséquences socio-économiques ont constitué

un défi majeur durant le 20ème siècle. Les études prospectives sur l’évolution démogra-

phique prouvent que l’allongement de la vie humaine ne fera qu’accentuer son ampleur.

Ce qui se traduit par une progression continue de l’espérance de vie.

Dans le cadre de l’étude [OCDE], nous trouvons le résultat suivant sur l’espérance de vie à

l’âge de 60-65 ans pour les deux sexes :

FIGURE 5.1 – Espérance de vie à 60 et 65 ans par sexe, moyenne de l’OCDE, 1960-

2050

Dans le cadre des assurances vie, le risque de mortalité est représenté par un risque de

sous-évaluation des provisions mathématiques dû à l’écart entre la mortalité réelle et les

tables de mortalité utilisées. Généralement, les actuaires utilisent des taux de mortalité pour

le calcul des primes et des provisions en se basant sur une approche déterministe.

D’un autre côté, dans la littérature démographique et actuarielle plusieurs solutions ont été

proposées afin d’éviter les impacts de l’évolution de la mortalité sur les compagnies d’assu-

rance vie. En particulier, des modèles stochastiques ont été adoptés pour modéliser la morta-

lité future définie comme source d’incertitude. Dans ce cadre, nous pouvons citer les études

[Brouhns N. Denuit M.],[Brouhns N. Denuit M. and Vermunt J.K.], [Dahl M.],[Schrager D. F.],

[Schrager D. F.],[Vigna E. and Luciano E.] et [Bravo J. M. Braumann C. A.].
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Dans un cadre stochastique, l’étude [Hainaut D. Devolder P.] a évalué un plan de pension

sous l’hypothèse d’une mortalité de dynamique suivant un processus de Poisson. Le but de

l’étude étant d’optimiser l’utilité espérée ainsi que le surplus du plan de pension dans une

approche martingale.

L’étude [Denuit M. Devolder P. and Goderniaux A.C.] fondée sur le modèle classique de Lee-

Carter dans une approche de couverture contre le risque de longévité, propose une stratégie

de couverture incitant à détenir des titres obligataires indexés sur la longévité.

L’étude présentée ici s’intéresse particulièrement à l’impact de la mortalité stochastique sur

la solvabilité d’un plan DC. Comme le cas traité concerne uniquement les plans DC propo-

sant un capital payé le jour de la retraite de l’affilié, nous n’avons pas étudié le risque de

longévité après la retraite.

Pour la mortalité stochastique, nous avons utilisé le modèle [Ornstein Uhlenbeck] pro-

posé par [Vigna E. and Luciano E.] pour la modélisation de l’intensité de la mortalité. Ce mo-

dèle peut être vu comme une extension de la loi [Gombertz] utilisée pour modéliser la mor-

talité déterministe.

Nous proposons dans la première section le cadre général de notre étude. Nous introdui-

sons ainsi le modèle stochastique de mortalité en expliquant le passage de la loi déterministe

[Gombertz] vers le modèle adopté.

Dans la section 5.3 nous présentons notre modèle de solvabilité d’un plan DC sous l’hy-

pothèse d’une mortalité stochastique. Nous évaluons ainsi les besoins de solvabilité d’un

plan DC en associant les deux risques majeurs auxquels ces organismes sont exposés : risque

de marché et risque de mortalité. Nous étudions la situation de défaut d’un plan DC sur tout

l’horizon des engagements. Nous déterminons ensuite le capital de solvabilité supplémen-

taire nécessaire. Ce dernier est calculé pour le cas du capital investi en titre risqué, et ensuite

estimé pour le cas d’un capital non risqué. Dans le deuxième cas, nous nous basons sur la

mesure value at risk à 99.5% sur des horizons pluriannuels. Cette estimation est basée sur la

méthode [Fenton L.F. ] pour la distribution de la somme de lois log normales.

5.2 Généralités

Avant d’entamer une étude sur la solvabilité d’un plan de pension, nous rappelons quelques

définitions sur les différents éléments constitutifs de la variable du risque de mortalité.
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5.2.1 Distribution de survie

On suppose que X est la date de décès (durée de vie si la date initiale est t = 0).

La fonction de répartition de la variable X est donnée par :

F (X ) = P (X ≤ x) =
∫ x

0
f (s)d s

où f est la densité de la durée de vie qui est donnée par :

f (x) =
lim

d x→0
P (x < X ≤ x +d x)

d x
.

D’autre part, la fonction de survie d’un individu d’âge x notée S(x) (la probabilité que le

décès de cet individu survienne après l’âge x) est donnée par :

S(x) = 1−FX (x) = P (X > x) =
∫ ∞

x
f (s)d s

5.2.2 Intensité de mortalité

Cette fonction constitue un élément clé dans cette étude, elle est également connue par

son nom " fonction de hasard". Elle est définie à un point x comme étant la probabilité ins-

tantanée que la durée de vie se termine à l’âge x. Autrement dit, la probabilité de décès à

l’âge x conditionnellement au fait d’avoir survécu jusqu’à cet âge.

µ(x) = lim
x→0

P (x < X ≤ x +d x|X > x)

d x
x > 0

Proposition 5.2.1. A un âge donné x, l’intensité de mortalité µ(x) vérifie

µ(x) = f (x)

S(x)

Démonstration.

µ(x) = lim
d x→0

P (x < X ≤ x +d x|X > x)

d x
(5.1)

= lim
d x→0

P (x < X ≤ x +d x)

p(X > x)d x
(5.2)

= 1

p(X > x)
lim

d x→0

P (x < X ≤ x +d x)

d x
(5.3)

(5.4)

d’où

µ(x) = f (x)

S(x)
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Proposition 5.2.2. La probabilité de survie N années d’un individu d’âge x est donnée par :

N P x = exp

(
−

∫ N

0
µ(x + s)d s

)
Démonstration.

N P x = S(x +N ) (5.5)

d’autre part,

µ(x +N ) = f (x +N )

S(x +N )
(5.6)

= −S′(x +N )

S(x +N )
(5.7)

d’où

S(x +N ) = exp

(
−

∫ N

0
µ(x + s)d s

)
et donc

N P x = exp

(
−

∫ N

0
µ(x + s)d s

)

Pour la suite, l’intensité de mortalité à un instant t ≥ 0 d’un individu d’âge x à t = 0 sera

notée µx(t ) au lieu de µ(x + t ).

5.2.3 Mortalité déterministe

Dans le cas d’un plan de type "Contributions définies", en cas de survie de l’affilié à l’âge

de retraite , les prestations garanties par le plan sont données par :

B(T ) = erg T

T P x

où T est la date de la retraite, rg est le taux garanti par le plan sur les primes versées, et

T P x est une table de mortalité initialement garantie . On suppose que le plan est basé sur le

paiement de primes uniques de valeur unitaire en t = 0.

L’introduction de l’intensité de mortalité en utilisant la proposition 5.2.2 donne :

B(T ) = exp

(∫ T

0
(rg +µx(s))d s

)
D’un autre côté, la valeur du passif est donnée par :

L(T ) = T P∗
x B(T )
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où P∗ est la probabilité de survie réelle.

Si la probabilité P∗ est également déterministe on a :

L(T ) = exp

(∫ T

0
(rg +µx(s)−µ∗

x (s))d s

)
Pour le calcul de la probabilité de défaut ainsi que les autres mesures de risque, on peut utili-

ser les mêmes méthodes de calcul vues dans le Chapitre 1, en donnant au passif déterministe

la valeur de :

L(T ) = T P∗
x

T P x
erg T

Si l’actif est supposé avoir la dynamique d’un mouvement Brownien géométrique de volati-

lité σ et de rendement moyen δ, les formules de la probabilité de défaut, de la value at risk

ainsi que du capital de solvabilité sont les mêmes que celles proposées au Chapitre 1, avec la

seule différence de l’introduction du spread d’intensité de mortalité. Ces mesures sont donc

données par les formules suivantes :

- La probabilité de défaut :

φ(T ) =Φ
 l og ( T P∗x

T P x
)+ (rg −δ+ σ2

2 )T

σ
p

T


- La value at risk :

V aRαT (T ) = T P∗x

T P x
erg T −eσ

p
T z1−αT +(δ−σ2

2 )T ,

où αT est le seuil de confiance correspondant à T années.

Tout comme les chapitres précédents, pour toute l’étude présentée ici, nous nous li-

mitons à la contrainte selon laquelle les probabilités annuelles de survie sont suppo-

sées indépendantes. Ainsi αT =αT , ∀T > 0.

- Si on suppose que le capital de solvabilité SC est investi dans un actif non risqué de

taux r , sa valeur est donnée par :

SC (T ) = T P∗x

T P x
e(rg−r )T −eσ

p
T z1−αT +(δ−r−σ2

2 )T

5.2.4 Mortalité stochastique

Nombreux sont les articles qui traitent le problème de l’écart entre la mortalité réelle

et la mortalité générée par les tables utilisées en assurance vie. Le principal objectif de ces

travaux est de proposer un modèle de mortalité approprié et cohérent aux évolutions démo-

graphiques.
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Une large gamme de modèles est donc proposée. Les modèles les plus connus sont des mo-

dèles à caractère stochastique, ils sont soit à temps continu (ex. [Vigna E. and Luciano E.] ),

soit à temps discret (ex. modèle de Lee-Carter, voir [Lee R.D and Carter L] ).

Dans le cadre de cette étude on suppose que la mortalité réelle suit la dynamique d’un

processus défini par l’équation stochastique suivante :

dλx(t ) =βλx(t )d t +ρd w∗(t ) (5.8)

où λx(t ) est l’intensité de mortalité à l’instant t d’un affilié d’âge initial x ( à tout instant

t ≥ 0, l’âge de l’affilié est x + t ).

et donc,

λx(t ) =λx(0)eβt +ρ
∫ t

0
eβ(t−s)d w∗(s) ∀x > 0

Ce modèle peut être interprété comme une extension du modèle de GOMPERTZ, puisque

ce dernier suppose que l’intensité de mortalité µ est une fonction déterministe du temps t

et de l’âge x :

µx(t ) = bcx+t . (5.9)

Dans le modèle choisi (5.8), nous avons ajouté un mouvement Brownien qui sert à mo-

déliser l’aspect aléatoire de l’intensité de la mortalité réelle.

En effet, la solution λx(t ) se compose de deux parties, une partie déterministe et une partie

aléatoire :

λx(t ) = λx(0)eβt︸ ︷︷ ︸
Loi de Gompertz

+ρ
∫ t

0
eβ(t−s)d w∗(s)︸ ︷︷ ︸

Partie aléatoire

(5.10)

Étant donné que le plan de pension étudié dans ce chapitre est un plan DC à taux fixe

garanti et en introduisant l’écart entre la mortalité déterministe et la mortalité réelle, la dy-

namique du passif à la date T de maturité est donnée par :

L(T ) = e
∫ T

0 (rg+µx (s)−λx (s))d s (5.11)

Pour la mortalité déterministe µx , on suppose qu’elle suit la dynamique donnée par

l’équation 5.9. Ce qui implique que l’intensité de mortalité augmente de façon exponentielle
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avec l’âge. Sa valeur à l’instant initial (t = 0) est donnée par :

µx(0) = Bcx .

De manière générale, à tout instant t ≥ 0 l’intensité de mortalité d’un individu d’âge initial x,

selon la loi de Gombertz, est donnée par :

µx(t ) = Bc(x+t )

où B =−ln(g )ln(c)

Au niveau de l’actif, on va se mettre dans le même cadre que le Chapitre 1, en supposant

que sa valeur A est donnée par un mouvement Brownien géométrique. Sa dynamique est

donc donnée par :

d At

At
= δd t +σd wt , (5.12)

où

• δ et σ sont le rendement moyen et la volatilité de l’actif.

• Le risque de mortalité et le risque financier sont supposés indépendants. Ainsi, les

mouvements Browniens w et w∗ sont indépendants.

5.3 Mesure de solvabilité

Dans cette section nous allons faire une étude de solvabilité d’un plan de pension de

type DC en combinant deux risques importants auxquels sont exposés les plans de pension à

engagement en capital, ce sont donc le risque financier et le risque de mortalité. On suppose

que ces deux derniers sont indépendants. On commence tout d’abord par le calcul de la

probabilité de défaut du plan, qui est une probabilité calculée sans capital supplémentaire.

Ensuite, nous allons calculer le niveau du capital de solvabilité dont le plan doit disposer afin

de faire face aux éventuelles situations de défaut.

Deux situations seront étudiées, la première, traite le cas où ce capital est investi dans un

actif risqué, et la deuxième traite le cas où ce dernier est investi dans un actif obligataire sans

risque.
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5.3.1 Probabilité de défaut

La première question est de calculer la probabilité de défaut du plan sans capital supplé-

mentaire, qui revient à calculer sa probabilité de ne pas pouvoir honorer ses engagements.

La probabilité de défaut à la date de maturité T est donnée par (en supposant que A0 = L0 =
1)

Φ(T ) = P (AT < LT ) = P

(
exp((δ− σ2

2
)t +σw(T )) < exp(

∫ T

0
(rg +µx(t )−λx(t ))d t

)
= P

(
exp((δ− σ2

2
)T +σw(T )) < exp(

∫ T

0
(rg +µx(s)−λx(0)eβt−

ρ

∫ t

0
eβ(t−s)d w∗(s))d t

)
= P

(
σw(T )+ρ

∫ T

0

∫ t

0
eβ(t−s)d w∗(s)d t < (rg − (δ− σ2

2
)T+∫ T

0
(µx(t )−λx(0)eβt )d t

)

On considère la variable aléatoire suivante :

Y (T ) =σw(T )+ρ
∫ T

0

∫ t

0
eβ(t−s)d w∗(s)d t

La variable aléatoire YT est distribuée selon une loi normale. Son espérance est nulle.

E(YT ) = 0

Comme le risque de mortalité et le risque financier sont supposés indépendants, le facteur

de corrélation entre l’actif et le passif est nul (cor r (w, w∗) = 0).

La variance de la variable YT est ainsi donnée par :

V ar (YT ) = V (YT )

= σ2T + ρ2

2β3
(2βT +e2βT −4eβT +3)

Finalement, la probabilité de défaut est donnée par la formule suivante :

φ(T ) =Φ

 (rg − (δ− σ2

2 ))T +µx(0)( eβ
′T −1
β′ − eβT −1

β )
p

V (YT )

 (5.13)

où

β′ = log (c) et µx(0) =λx(0)

Ensuite, pour les paramètres g et c, nous allons utiliser des paramètres issus des tables MR
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et F R :

s = 0.99952713

c = 1.124821959

g = 0.999946428

Exemple 5.3.1. Dans cet exemple, nous présentons les résultats de l’évolution de la probabilité

de défaut en fonction de l’horizon de temps en utilisant la formule 5.13 , qui prend en compte

l’impact des deux risques étudiés : le risque financier et le risque de mortalité.

Nous avons utilisé les paramètres suivants :

- x = 35

- rg = 0.0275

- β= log (c) = 0.1178

- ρ = 0.001

- λx(0) =µx(0) = Bexβ

- α= 0.995.

Concernant l’actif, les paramètres utilisés sont le résultat de la calibration du modèle Black&Scholes

(équation 5.12), par la méthode du maximum de vraisemblance, sur un échantillon de valeurs

du prix BEL20 observées sur la période 1991-2014. Les valeurs estimées sont présentées dans la

table suivante :

Paramètre Valeur estimée

δ̂ 0.0586

σ̂ 0.1828

TABLE 5.1 – Paramètres estimés de l’actif sur BEL20 1991-2014

Dans cet exemple, on suppose également que l’espérance de la mortalité déterministe re-

présentée par la fonction µx et celle de la mortalité stochastique représentée par λx sont égales,

ce qui revient à supposer queβ=β′. Ainsi, le seul paramètre qui représente le risque de la mor-

talité dans la fonction de la probabilité de défaut donnée par la formule 5.13 est la volatilité ρ

de l’intensité de la mortalité stochastique.
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FIGURE 5.2 – Probabilité de défaut

Dans la Figure 5.2 on peut remarquer que la probabilité de défaut n’est pas monotone.

En effet, pour des maturités inférieures à 28 ans, cette fonction est décroissante. Néanmoins,

pour des horizons plus grands que 28 ans, le risque de défaut devient croissant avec le temps.

Cela est justifié par la volatilité de la mortalité réelle.

Cette tendance s’explique par le fait que la fonction V (t ) est composée de deux termes,

le premier est lié à la volatilité de l’actif (σ2t ) et le deuxième à la volatilité du taux de

mortalité ( ρ2

2β3 (2βt +e2βt −4eβt +3)). Ce dernier terme croît exponentiellement en fonction

du temps.

Ainsi, afin de montrer l’impact au long terme du risque de mortalité, nous illustrons dans la

Figure 5.3 la volatilité globale V (t ) en fonction du temps, en la comparant avec le cas où la

volatilité de la mortalité est nulle.
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FIGURE 5.3 – Volatilité en fonction de l’horizon de temps

Pour les maturités inférieures à 25 ans, les deux courbes sont très proches, mais au-delà

de la 25 ème année, la mortalité a un impact considérable sur la volatilité globale. Ce qui se

traduit par une croissance de la probabilité de défaut du plan dans la présence du risque de

mortalité pour les longs horizons de temps.

Afin de mettre en lumière l’impact au long terme de l’écart entre la mortalité réelle et la

mortalité stochastique, nous comparons dans la Figure 5.4 la probabilité de défaut d’un plan

DC en fonction de l’horizon de temps en présence du risque de mortalité, et la même fonc-

tion en supposant que la mortalité réelle suit la mortalité déterministe utilisée.
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FIGURE 5.4 – Probabilité de défaut en fonction de l’horizon de temps

La volatilité de la mortalité stochastique a pour effet une amplification du risque d’in-

solvabilité du plan DC pour les longs horizons. Comme vu dans la Figure 5.4, ce risque n’est

pas observé pour des courts et moyens horizons, contrairement aux échéances dépassant

20 années où ce risque prend de l’ampleur et se traduit par une hausse dans la courbe dela

probabilité de défaut.

5.3.1.1 Probabilité de défaut sans prise en compte du risque financier

Dans cette partie, nous allons éliminer la source du risque financier afin d’étudier la sol-

vabilité d’un plan de pension indépendamment de tout risque financier. Pour ce faire, nous

allons supposer que toute prime perçue est investie dans un actif non risqué de type "zéro

coupon".

Pour se mettre dans ce contexte, les hypothèses suivantes ont été adoptées :

- rg = 2.75%

- σ= 0

Pour le rendement δ de l’actif , nous considérons deux cas différents, dans le premier,

on suppose que ce rendement est du même niveau que celui garanti par le plan sur les co-

tisations, ce qui signifie que δ = rg , et dans le deuxième, on suppose que l’actif génère un

rendement légèrement supérieur au taux guarani par le plan. Pour ce cas, nous supposons

que δ= 3%.

Pour les paramètres de la mortalité, nous avons utilisé les mêmes valeurs que pour le
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résultat présenté dans la Figure 5.2. Le résultat obtenu est présenté dans la Figure 5.5 .

FIGURE 5.5 – Probabilité de défaut sans prise en compte du risque financier

Dans le premier cas, nous avons supposé que le rendement de l’actif est du même niveau

que le taux garanti par le plan, ce qui a annulé tout impact financier. Cela se traduit dans la

formule 5.13 par l’annulation du numérateur de la fonction g (T ) de valeur :

g (T ) = (rg − (δ− σ2

2 ))Tp
V (YT )

et donc φ(T ) =Φ(g (T )) = 0.5 ∀T ≥ 0.

Dans le deuxième cas présenté, nous avons supposé que l’actif génère un rendement su-

périeur à celui du passif. Dans ce cas, la probabilité de défaut est strictement croissante avec

le temps, et tend vers 0.5.

Malgré la différence positive entre le rendement de l’actif obligataire et le taux fixe ga-

ranti par le plan, le risque de défaut s’amplifie avec le temps. Cette tendance s’explique par
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la présence d’un écart entre la mortalité déterministe et la mortalité réelle qui augmente

progressivement avec le temps.

5.3.1.2 Probabilité de défaut sans prise en compte du risque de mortalité

Contrairement au cas traité dans la section 5.3.1.1, dans cette partie, nous supposons

que la seule source d’incertitude du plan de pension est le risque financier . Nous annulons

la volatilité du risque de mortalité en supposant que le paramètre ρ est nul.

Pour les autres paramètres, nous avons utilisé les mêmes valeurs estimées de la Table 5.1.

Nous avons ainsi obtenu le résultat suivant :

FIGURE 5.6 – Probabilité de défaut sans prise en compte du risque de mortalité

En annulant la volatilité du taux de mortalité, le dénominateur de la fonction g (T ) a

baissé par rapport au cas de combinaison des deux risques (Figure 5.2). Ce qui s’est traduit

par une baisse des valeurs de la probabilité de défaut pour les grandes maturités. Sans effet

de la mortalité, la probabilité de défaut est une fonction strictement décroissante de temps.

Finalement et afin de comparer ces différentes situations, les résultats de ces trois cas

étudiés sont illustrés dans la Figure 5.7.

Pour le cas où le risque financier est nul, nous avons comparé avec l’exemple où le rende-

ment de l’actif s’élève à 3%.
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La Figure 5.7 illustre une comparaison de la probabilité de défaut des trois situations

étudiées :

FIGURE 5.7 – Comparaison de probabilité de défaut

Remarque 5.3.1. De la figure 5.7 on peut tirer deux conclusions principales :

1. Le cas qui correspond à la probabilité de défaut la plus élevée correspond au cas où nous

avons annulé toute source du risque financier (graphe bleu). Ce qui confirme qu’un in-

vestissement des cotisations dans un actif risqué de type "Equity" est moins risqué qu’un

investissement dans un actif non risqué de type "zéro coupon", avec un même rendement

que celui garanti par le plan.

2. En tenant compte du risque financier, les deux résultats illustrés par les graphes rouge

et noir montrent que l’écart en termes de probabilité de défaut entre ces deux situations

(avec et sans prise en compte du risque de mortalité) est plus important pour les grandes

maturités (T>25). En effet, les deux courbes sont très proches pour les courts et moyens

horizons, mais dans le cas où le risque de mortalité est pris en compte, la probabilité

de défaut change de tendance et devient strictement croissante pour les grandes ma-

turités (T > 25). Tandis que si on néglige ce risque et on considère uniquement le risque

financier comme source d’incertitude pour le plan, la probabilité de défaut devient stric-

tement décroissante en fonction de la durée de l’engagement.

128



Chapitre 5. Impact de la mortalité sur les plans de pension

5.3.2 Capital de solvabilité

Dans cette section, nous allons étudier l’évolution du niveau du capital de solvabilité

d’un plan de pension DC sous l’impact d’une mortalité stochastique. Cela se fera en deux

parties, dans la première partie, on va supposer que le capital de solvabilité est investi dans

un actif risqué. Dans la deuxième, nous allons faire la même étude mais en supposant que

ce capital est investi dans un actif obligataire.

Mathématiquement parlant, le calcul du capital de solvabilité risqué en fonction de l’horizon

de temps ne pose pas de problème, puisqu’il s’agit de comparer un montant de dynamique

log-normale avec la valeur au terme des engagements, donnée également par une loi log-

normale. Nous avons ainsi la possibilité de calculer le capital de solvabilité par une formule

explicite pour ce cas.

Néanmoins, le calcul d’un capital de solvabilité non risqué est plus compliqué, puisque l’on

se trouve face au problème de la différence de deux lois log-normales. Ce problème sera

traité par l’utilisation de l’approximation de Fenton Wilkinson ([Fenton L.F. ]) et une résolu-

tion numérique d’une équation non linéaire pour calculer la valeur de la value at risk afin

d’en déduire la valeur du capital de solvabilité non risqué.

5.3.2.1 Capital de solvabilité risqué

On suppose que le capital de solvabilité est investi dans un actif risqué. Sa valeur est donc

donnée par

P (A(T )+SC (T )A(T ) < L(T )) = 1−αT (αT =αT ) (5.14)

où αT =αT

P

(
e(δ−σ2

2 )T+σw(T )(1+SC (T )) < exp(
∫ T

0
(rg +µx(t )−λx(t ))d t )

)
= 1−αT

et donc

P

(
log (1+SC (T )) <

∫ T

0
(rg +µx(t )−λx(t ))d t − (δ− σ2

2
)T −σw(T )

)
= 1−αT

d’où

SC (T ) = exp

(
(rg − (δ− σ2

2
))T + zα

√
σ2T + ρ2

2β3
(2βT +e2βT −4eβT +3)

)
−1
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Exemple 5.3.2. En reprenant les mêmes paramètres utilisés pour calculer la probabilité de

défaut dans l’exemple 5.3.1, le capital de solvabilité investi en actif risqué évolue en fonction

de l’horizon de temps comme le montre la Figure 5.8

FIGURE 5.8 – Capital de solvabilité risqué

On peut remarquer que le capital de solvabilité risqué est croissant pour les courtes ma-

turités (entre 1 et 9 années) et décroissant pour des maturités entre 10 et 30 ans. Cette ten-

dance, étudiée dans les chapitres précédents, s’explique par la présence du risque financier

qui s’atténue pour les grandes échéances. Néanmoins, pour des horizons au-delà de 30 ans,

ce capital devient strictement croissant. Cette tendance peut être considérée comme une

conséquence du risque de mortalité. L’écart entre la mortalité réelle et la mortalité détermi-

niste est en effet plus important pour les longues échéances.

Afin d’étudier l’impact de chacun des risques étudiés, qui sont le risque financier et le

risque de mortalité, indépendamment l’un de l’autre, nous avons effectué une comparaison

similaire à celle présentée dans la section précédente.

Capital de solvabilité sans prise en compte du risque financier :

De manière similaire à l’étude présentée dans la section précédente, nous avons annulé

l’effet du risque financier en annulant le paramètre de volatilité de l’actif σ.

Pour se mettre dans ce contexte, les hypothèses suivantes ont été adoptées :

130



Chapitre 5. Impact de la mortalité sur les plans de pension

- δ= rg = 2.75%

- σ= 0

FIGURE 5.9 – Capital de solvabilité sans prise en compte du risque financier

En l’absence du risque financier, le profit généré par le rendement de l’actif financier est

nul, puisqu’on suppose que la prime est investie en totalité dans un actif non risqué d’un

rendement du même niveau que le taux garanti par le plan. D’un autre côté, la volatilité

du taux de mortalité est une fonction strictement croissante, ceci s’est donc traduit par un

besoin strictement croissant en termes de capital de solvabilité.

Capital de solvabilité sans prise en compte du risque de mortalité :

On suppose que le plan étudié est soumis au risque financier sans pour autant traiter le

risque de mortalité. Nous avons donc annulé la volatilité du passif ρ, qui est supposé déter-

ministe dans ce cas.

Nous avons utilisé les paramètres suivants :

- δ= 0.0586

- σ= 0.1828

- β= 0.1178

- ρ = 0

- rg = 2.75%
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FIGURE 5.10 – Capital de solvabilité sans prise en compte du risque de mortalité

On peut tirer de cet exemple la même conclusion que celle de la section 5.3.1.2. Au-

trement dit, une annulation de la volatilité de mortalité entraîne une probabilité de défaut

moins élevée et donc un capital de solvabilité plus bas.

Nous comparons les résultats de ces deux dernières simulations en plus du premier cas

étudié, où les deux risques sont traités, dans la Figure 5.11 :

FIGURE 5.11 – Comparaison de capital de solvabilité
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Finalement, et afin de mettre en lumière l’impact du paramètre de la volatilité de mor-

talité ρ, nous présentons dans la Figure 5.12 l’évolution du capital de solvabilité risqué en

fonction de l’horizon de temps pour 3 valeurs différentes de ce paramètre : ρ = 0.0008, ρ =
0.001, et ρ = 0.003. (Ces paramètres sont inspirés de [Vigna E. and Luciano E.])

FIGURE 5.12 – Impact de la volatilité de mortalité sur le niveau de solvabilité du plan

5.3.2.2 Capital de solvabilité non risqué

Dans cette partie, nous proposons une méthode de calcul du capital de solvabilité dans

le cas où ce dernier est investi en totalité dans un actif non risqué de type obligation, avec

un rendement fixe et connu r , et sous l’hypothèse que la mortalité est stochastique. Le pro-

blème rencontré dans cette partie réside dans la définition de la loi de la différence de deux

lois log-normales, puisque l’actif et le passif sont tous les deux supposés de dynamique log-

normale. Afin de remédier à ce problème, nous définissons une nouvelle variable donnée

par une somme de variables log-normales corrélées entre elles 1.

.

Pour le calcul de ce capital et afin de rester dans le même contexte que la section précé-

dente, nous utilisons les mêmes dynamiques de l’actif et du passif proposées respectivement

par les équations (5.11 et 5.12)

1. Une généralisation de l’approximation de Fenton-Wilkinson [Fenton L.F. ] au cas des variables corrélées

est discutée en détail dans [Pirinen P.]

133



5.3. Mesure de solvabilité

D’un autre côté, on maintient un seuil de couverture annuel de 99,5% (philosophie Sol-

vency 2). Nous calculons ainsi le capital de solvabilité en utilisant la condition de solvabilité

suivante :

P (A(T )+SC (T )er T < L(T )) = 1−αT (αT =αT )

Pour une maturité définie T , si on remplace l’actif A(T ) et le passif L(T ) par leurs valeurs, on

obtient :

P

(
exp((δ− σ2

2
)T +σw(T ))+SC (T )er T < exp(

∫ T

0
(rg +µx(t )−λx(t ))d t

)
= 1−αT (5.15)

or, la value at risk au terme T vérifie,

V aRαT (T ) = SC (T )er T

en l’introduisant dans l’équation 5.15, on obtient l’équation suivante :

P

(
exp((δ− σ2

2
)T +σw(T ))+V aRαT (T ) < exp(

∫ T

0
(rg +µx(t )−λx(t ))d t

)
= 1−αT (5.16)

Le terme gauche de l’équation 5.16 équivaut à la probabilité que v(T ) soit inférieure au

surplus du passif L(T ) par rapport l’actif A(T ). S’agissant de la différence de lois lognormales,

qui n’est pas toujours positive, l’approximation de Fenton Wilkinson ne peut pas y être ap-

pliquée directement.

Pour éviter ce problème, nous réécrivons l’équation 5.16 sous la forme :

P

(
exp

[
(δ− σ2

2
)T +σw(T )+

∫ T

0
λx(t )d t

]
+V aRαT (T )exp

(∫ T

0
λx(t )d t

)
< exp(

∫ T

0
(rg +µx(t ))d t

)
= 1−αT

Ensuite, nous considérons la variable suivante :

Y (T ) = exp

(
(δ− σ2

2
)T +σw(T )+

∫ T

0
λx(t )d t

)
+V aRαT (T )exp

(∫ T

0
λx(t )d t

)
de sorte que Y (T ) vérifie

P

(
Y (T ) < exp(

∫ T

0
(rg +µx(t ))d t )

)
= 1−αT .

Soient Y1(T ) et Y2(T ) telles que

Y1(T ) = exp((δ− σ2

2
)T +σw(T )+

∫ T

0
λx(t )d t )

Y2(T ) = exp(
∫ T

0
λx(t )d t )
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et

Y (T ) = Y1(T )+V aRαT (T )Y2(T )

Nous allons utiliser l’approximation de Fenton Wilkinson. En effet, la distribution de la va-

riable Y (T ) sera approchée par une distribution lognormal dont l’espérance et la variance

sont données par :

E(Y (T )) w E
(
Y1(T )+V aRαT (T )Y2(T )

)
var (Y (T )) w var

(
Y1(T )+V aRαT (T )Y2(T )) = var (Y1(T ))+V aRαT (T )2var (Y2(T ))+2V aRαT (T )Cov(Y 1(T ),Y 2(T )

)
ce qui revient à

E(Y (T )) w E(Y1(T ))+V aRαT (T )E(Y2(T ))

var (Y (T )) w var (Y1(T ))+V aRαT (T )2var (Y2(T ))+2V aRαT (T )Cov(Y 1(T ),Y 2(T ))

Les termes de ces deux équations sont calculés ci-après :

Espérance de Y (T ) :

E(Y (T ))w E(Y1(T ))+V aRαT (T )E(Y2(T )) (5.17)

soit X1 la variable de distribution normale vérifiant

X1 = log (Y1)

ainsi

X1 = (δ− σ2

2
)T +σw(T )+

∫ T

0

(
λx(0)eβt +ρ

∫ t

0
eβ(t−s)d w∗(s)

)
d t

soient m1 et v1 respectivement l’espérance et la variance de X1. Elles sont donc données par :

m1(T ) = (δ− σ2

2
)T +λx(0)

eβT −1

β

v1(T ) = σ2T + ρ2

2β3

(
2βT +e2βT −4eβT +3

)
et donc

E(Y1(T )) = em1(T )+ v1(T )
2

var (Y1(T )) = (
ev1(T ) −1

)
e2m1+v1(T )

Afin de simplifier les formules, nous gardons les notations m1 et v1 pour la suite.

De même, soit X2 la variable normale vérifiant

X2 = log (Y2)
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X2 est donnée par :

X2 =
∫ T

0
λx(t )d t

on note par m2(T ) et v2(T ) l’espérance et la variance de X2(T ). On a donc :

m2(T ) = λx(0)
eβT −1

β

v2(T ) = ρ2

2β3

(
2βT +e2βT −4eβT +3

)
et donc l’espérance et la variance de Y2(T ) sont données par :

E(Y2(T )) = em2(T )+ v2(T )
2

var (Y2(T )) = (
ev2(T ) −1

)
e2m2+v2(T )

dans la suite, l’espérance et la variance de Y2 seront remplacées par m2 et v2. L’espérance de

la variable Y (T ) est donc donnée par :

E(Y (T ))w em1(T )+ v1(T )
2 +em2(T )+ v2(T )

2

Variance de Y (T )

Notons par C (T ) la covariance entre les variables Y1(T ) et Y2(T ), nous avons,

C (T ) = E(Y1(T )Y2(T ))−E(Y1(T ))E(Y2(T ))

= E

(
exp

(
(δ− σ2

2
)T +σw(T )+2

∫ T

0
λx(t )d t

))
−

exp

(
m1(T )+m2(T )+ v1(T )+ v2(T )

2

)
= exp

(
δT +2λx(0)

eβT −1

β
+ ρ2

β3
(2βT +e2βT −4eβT +3)

)
+

exp

(
m1(T )+m2(T )+ v2(T )+ v2(T )

2

)
Finalement, la variance de la variable Y (T ) est donnée par :

var (Y (T ))w
(
ev1(T ) −1

)
e2m1+v1(T ) +V aRαT (T )2 (

ev2(T ) −1
)

e2m2+v2(T ) +2V aRαT (T )C (T )

D’un autre côté, il existe une variable de distribution normale X (T ) vérifiant,

Y (T ) = e X (T )

si on note par µX l’espérance de X et σ2
X sa variance, nous avons,

E(Y (T )) = eµX +σ2
X
2

var (Y (T )) =
(
eσ

2
X −1

)
e2µX +σ2

X
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Chapitre 5. Impact de la mortalité sur les plans de pension

Pour la suite, on garde les notations m̃(t ) pour l’espérance de Y (T ) et ṽ2(t ) pour sa variance.

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 5.3.1. Les paramètres µX et σX sont donnés par :

µX = ln(m̃)− 1

2
ln(1+ ṽ2

m̃2
)

σ2
X = ln(1+ ṽ2

m̃2
)

Démonstration. Nous avons

m̃ = E(Y ) = eµX +σ2
X
2

ce qui est équivalent à

µX = ln(m̃)− σ2
X

2

D’autre part nous avons,

σ2
X = var (Y ) =

(
eσ

2
X −1

)
e2µX +σ2

X .

En remplaçant µX par sa valeur dans cette formule, on obtient(
eσ

2
X −1

)
e2ln(m̃) = ṽ2

d’où

σ2
X = ln(1+ ṽ2

m̃2
)

et donc

µX = ln(m̃)− 1

2
ln(1+ ṽ2

m̃2
)

L’équation du capital de solvabilité non risqué basé sur la value at risk à T années est donc

donnée par :

P

(
exp(X (T )) < exp(

∫ T

0
(rg +µx+t )d t )

)
= 1−αT

P

(
X (T ) <

∫ T

0
(rg +µx+t )d t

)
= 1−αT .

Ce qui revient à résoudre l’équation :

Φ

(∫ T
0 (rg +µx+t )d t −µX

σX

)
= 1−αT

et donc ∫ T
0 (rg +µx+t )d t −µX

σX
= q1−αT
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5.3. Mesure de solvabilité

la value at risk est donc solution de l’équation suivant :

σX q1−αT
+µX =

∫ T

0
(rg +µx+t )d t

ce qui revient à résoudre l’équation suivante :

q1−αT

√
ln(1+ ṽ2

m̃2
)+ l n(m̃)− 1

2
l n(1+ ṽ2

m̃2
)−

∫ T

0
(rg +µx+t )d t = 0, (5.18)

où

m̃ = em1(T )+ v1(T )
2 +V aRαT (T )em2(T )+ v2(T )

2

ṽ =
√(

ev1(T ) −1
)

e2m1+v2
1 (T ) +V aRαT (T )2(T )

(
ev2(T ) −1

)
e2m2+v2

2 (T ) +2V aRαT (T )C (T )

La value at risk, V aRαT (T ), est la solution de l’équation non linéaire 5.18. Cette dernière

a été résolue numériquement, en utilisant les paramètres suivants :

- s = 0.99952713

- c = 1.124821959

- g = 0.999946428

- δ= 0.05856547

- σ= 0.1827725

- λ0 = 0.00078

- rg = 0.0275

- β= 0.1178

- ρ = 0.001

- α= 0.995

- r = 0.04
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Chapitre 5. Impact de la mortalité sur les plans de pension

FIGURE 5.13 – Value at risk

FIGURE 5.14 – Capital de solvabilité non risqué

Remarque 5.3.2. Le capital de solvabilité non risqué évolue de manière similaire au capital

de solvabilité risqué. En effet, entre un et 9 ans, le capital croît en fonction du temps, et puis

il connaît une légère décroissance jusqu’à un horizon de 25 ans. Pour des longs horizons qui

dépassent 25 ans, la tendance de la courbe s’inverse et devient strictement croissante. Ceci est

dû à l’introduction du risque de la mortalité stochastique qui fait que, plus l’horizon de temps

est long, plus le risque d’insolvabilité est grand, ce qui se traduit naturellement par un plus

grand besoin de capital supplémentaire dans le plan.
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5.3. Mesure de solvabilité

Dans la Figure 5.15, nous reprenons des valeurs précédemment présentées dans ce cha-

pitre afin de permettre de comparer le niveau du capital de solvabilité selon s’il est investi en

actif risqué ou en actif non risqué.
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Chapitre 5. Impact de la mortalité sur les plans de pension

FIGURE 5.15 – Capital de solvabilité risqué et non risqué

Remarque 5.3.3. Par ce résultat, nous confirmons notre hypothèse sur l’impact du risque de

mortalité sur la solvabilité des plans de pension de type DC à travers des longs horizons. Quelle

que soit la nature de son placement, le capital de solvabilité est fortement impacté par le risque

de mortalité pour les grandes maturités. Ce risque associé au risque financier est moins visible

pour les courtes et moyennes échéances. Mais la volatilité de la mortalité stochastique, expo-

nentiellement croissante en fonction du temps comme montré par la Figure 5.3, inverse la

tendance en amplifiant l’écart entre la mortalité réelle et la mortalité déterministe.

5.4 Conclusion

Dans l’étude présentée dans ce chapitre, nous avons analysé l’impact du risque de mor-

talité sur la solvabilité des plans de pension de type DC. Nous avons traité le cas des engage-

ments avec garantie de taux fixe.

Nous avons particulièrement analysé l’impact de l’écart entre la mortalité déterministe

utilisée par les assurances vie et la mortalité réelle. Notre étude a confirmé notre hypothèse

sur la nécessité d’étudier la solvabilité des plans de pension en tenant compte de toute la

durée de l’engagement.

L’étude du risque de mortalité en présence du risque financier confirme cette thèse. En

effet, nous avons montré dans les chapitres précédents que l’impact du risque financier
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5.4. Conclusion

est important pour des maturités courtes, ce risque diminue pour des grandes maturités.

Contrairement à cela, l’impact du risque de mortalité est moins visible sur les courtes et

moyennes durées. Mais pour les grandes échéances, son impact est non négligeable.

Pour un gestionnaire de plan de pension, il est nécessaire de prendre en compte tous ces

éléments pour sa valorisation de d’engagement. Comme proposition, moyennant un char-

gement sur la table de mortalité utilisée, le gestionnaire pourrait corriger cet impact s’il tient

compte de toute sa durée d’engagement dans son étude de solvabilité et ne pas se limiter à

des mesures de risque fondées sur un horizon d’une année comme le cas exigé par la direc-

tive Solvency 2.
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Conclusion

Cette thèse propose un modèle de solvabilité des plans de pension de type DC et DB basé

sur une approche de risque intégrant le caractère de long terme des engagements. Selon la

particularité de chaque plan, nous avons analysé l’impact des risques auxquels le plan est

soumis. Pour les plans DC, nous avons étudié l’impact du risque financier et celui du risque

de mortalité. Et pour les plans DB, nous avons étudié l’impact de ce même risque en asso-

ciation avec le risque de l’inflation des salaires. Nous avons proposé des formules de calcul

des différentes mesures de risque : probabilité de défaut, probabilité de ruine, value at risk

et Tail value at risk. Et ce, sur la base d’une projection sur toute la durée des engagements.

Dans un cadre stochastique, nous avons effectué une étude ALM du plan : nous avons étudié

le risque pris par le gestionnaire du plan qui, en investissant les contributions de pension

dans des placements financiers, doit assumer tout déficit de l’actif par rapport aux engage-

ments.

Dans le cadre des plans DC, nous avons montré que malgré la contrainte du taux fixe garanti,

l’investissement des contributions dans des titres risqués de type « Equity » sur des durées

aussi longues que la durée des engagements permet de diminuer les besoins de solvabilité

du plan.

À cette fin, nous avons proposé des modèles stochastiques de type mouvement Brownien

géométrique et de type processus de Lévy. Nous avons montré que l’intégration des proces-

sus de Lévy (MJD et Variance Gamma) dans la modélisation de l’actif du plan permet une

étude de solvabilité plus prudente, à la différence du modèle Black& Scholes qui sous-évalue

les besoins de solvabilité du plan de pension. Dans le cadre des plans de pension de type DB,

nous avons étendu notre étude de solvabilité des plans DC en intégrant au modèle le risque

de l’inflation des salaires. De même que pour les plans DC, nous avons proposé un modèle

de solvabilité pour les plans DB pour le cas d’un actif lognormal et pour le cas d’un actif de

type Lévy.

Nous avons calculé les prestations ainsi que les contributions selon la méthode IAS « pro-

jected unit credit cost » dans une approche Best Estimate. Nous avons tenu compte de la

corrélation entre l’actif et les salaires. Nous avons montré qu’en plus de la volatilité du fonds

risqué, la corrélation avec les salaires est un facteur important qui doit être considéré par le
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gestionnaire du plan dans sa stratégie d’investissement. Nous avons montré que la déten-

tion d’actifs financiers corrélés avec l’inflation des salaires permet au gestionnaire du plan

de diminuer ses besoins de solvabilité.

Pour conclure notre étude sur la solvabilité des plans de pension en tenant compte de leur

durée d’engagement, nous avons intégré le risque « Mortalité ». Nous avons analysé l’impact

de ce risque sur la solvabilité des plans de pension de type DC.

À cette fin, nous avons analysé l’impact de l’écart entre la mortalité déterministe utilisée par

les assurances-vie et la mortalité réelle que nous avons modélisée par un processus stochas-

tique de type "Ornstein Uhlenbeck". Notre étude et les résultats présentés dans ce cadre ont

confirmé notre idée sur la nécessité d’étudier la solvabilité des plans de pension en tenant

compte de toute la durée de l’engagement. En effet, nous avons montré que l’impact du

risque financier sur la solvabilité des plans est important pour des maturités courtes et que

ce risque diminue pour des grandes maturités. En revanche, le risque de mortalité est moins

significatif pour des courtes maturités et plus important pour les longues échéances.

En conclusion, un gestionnaire de plan de pension doit mesurer ses besoins de solvabilité en

tenant compte de ces facteurs de risque pour la valorisation de l’actif et du passif (engage-

ments). Il est aussi confirmé par cette étude que des mesures de risque de type value-at-risk

pour évaluer les besoins de solvabilité d’un plan de pension en se basant sur un horizon

d’une année est incompatible avec la nature de risque de ces engagements.

Les perspectives envisageables en prolongement de cette thèse concernent les objectifs

suivants :

- Etude de solvabilité des plans de pension sous l’hypothèse de la dépendance des

probabilités de survie :

Dans le cadre de notre étude de solvabilité des plans de pension DC et DB, nous nous

sommes limités à la contrainte de l’indépendance des probabilités annuelles de sur-

vie (non défaut) . Selon cette contrainte, la probabilité d’honorer les engagements du

plan, pour un horizon de N années, est donnée par : αN = αN , où α est le seuil de

sécurité annuel considéré (99,5% dans notre étude et aussi en Solvency 2). Il serait

ainsi intéressant de prolonger notre étude en proposant un modèle de solvabilité en

DC comme en DB qui tient compte de la dépendance de ces probabilités.

- Développement d’un modèle de solvabilité pour les plans de pension à primes pé-

riodiques en théorie de la ruine :

Nous avons étudié la situation de ruine des plans de pension de type DB à prime

unique dans le cadre d’un actif log-normal. Dès lors, ce cas peut être généralisé pour
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Conclusion

concerner également les plans DB financés par des primes périodiques et adapté

éventuellement aux plans de pension de type DC, en considérant que l’affilié peut

quitter le plan à tout moment avant le terme du contrat. Une étude des besoins de

solvabilité dans ce cas serait un prolongement direct de cette thèse.

- Modélisation d’une allocation stratégique du portefeuille de l’actif du plan dans un

temps continu :

Nous avons étudié la sensibilité de la clé de répartition dans le cadre d’un actif mixte

pour mettre en lumière l’impact du taux minimum garanti exigé par la loi LPC. Néan-

moins, la modélisation d’une clé de répartition du portefeuille dynamique en temps

continu n’a pas été traitée et peut-être considérée comme une perspective envisa-

geable pour notre travail.

- Introduction du risque de longévité après l’âge de la retraite :

Notre étude du risque de mortalité a concerné l’écart entre la mortalité réelle et la

mortalité déterministe utilisée par le plan de pension pour l’estimation de l’engage-

ment de pension. Une étude des besoins de solvabilité d’un plan de pension octroyant

des prestations de pension sous forme d’une rente viagère en considérant un passif

stochastique qui tient compte du risque de longévité (en DC et DB) serait une impor-

tante perspective de notre étude.

- Calcul du rendement minimum dans le cadre de la loi LPC : Approche horizontale

et approche verticale :

Dans le cadre de la nouvelle loi belge sur les pensions complémentaires instaurée

à partir du 1er janvier 2016, le taux garanti sera calculé par une formule qui tient

compte de l’évolution des taux sur le marché. Plus précisément, le taux appliqué sera

basé sur l’évolution du rendement des obligations d’état belges à 10 ans (OLO10) sur

24 mois en tenant compte d’un taux minimum de 1,75% et d’un taux maximum de

3,75%.

En cas de changement du rendement minimum fixé par la loi, il existe deux méthodes

d’application de ce nouveau taux : une méthode « verticale » et une méthode « hori-

zontale ». La méthode verticale consiste à appliquer le nouveau taux sur l’ensemble

de la réserve constituée et les futures cotisations. La méthode horizontale, quant à

elle, consiste à appliquer ce nouveau taux uniquement sur les futures cotisations de

pension sans concerner la réserve déjà constituée. Il serait intéressant de mesurer

l’impact de ces deux méthodes sur la solvabilité des plans de pension. Une telle étude

est ainsi considérée comme un objectif d’une étude de continuité de cette thèse.
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