CHAPITRE 5

Structure de Lp(,2) pour M polygéne

Désignons par M une variété compacte, sans bord, simplement connexe
et polygéne. D’apres la Proposition 4.5, l'algebre de Lie Lp 0y déter-
mine une extension de L(R) par Lyxs :

1) 0 L(R) Lp2) — Ly @ Lyy — 0.

Ce chapitre est consacré a 1’étude de cette extension.

La premiére section établit une classification des extensions d’une algébre
de Lie L' par une algébre de Lie L”.

Dans la deuxieme section, nous identifions une relation de Lp(pr.9), dé-
crivant I'influence de l'involution de F(M;2), sur les crochets avec le
générateur ¢, défini en 4.2.

La troisiéme section est consacrée aux variétés coformelles. Dans ce cas
particulier, nous montrons que l'extension 5.1 est scindée. L’existence
d’une section d’algébres de Lie de ig, vient de la graduation définie sur
le modele de F'(M;2), a partir de la graduation naturelle induite par la
différentielle du modéle minimal de M. Nous en déduisons la structure
complete d’algebre de Lie de Lp(ys,2)-

Les deux derniéres sections illustrent les résultats précédents. Nous dé-
terminons la structure d’algébre de Lie d’homotopie des configurations
de deux points dans les sommes connexes de produits de sphéres im-
paires. Nous donnons aussi des exemples de variétés pour lesquelles la
suite exacte 5.1 n’est pas scindée.

5.1. EXTENSIONS D’ALGEBRES DE LIE GRADUEES

Dans cette section, nous nous intéressons a la question suivante : Quelles
sont les extensions possibles de L' par L”, pour un couple donné d’al-
gebres de Lie graduées (L', L”)? Nous analysons aussi cette situation
dans le cas particulier ot L’ est une algebre de Lie libre.
Soit

P
(5.2) 0 L L L” 0
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une extension de L' par L”. Nous désignerons par Der(L’) I’algebre de
Lie des dérivations de L', et par Din(L') I'idéal des dérivations inté-
rieures de Der(L’). Pour rappel, une dérivation intérieure de L’ est une
dérivation de la forme ady : L' — L' : 3y — [2/,y], pour un certain
2’ € L. L’extension 5.2 détermine un homomorphisme d’algebres de Lie

0:L— Der(L):zw ad,.
Cet homomorphisme induit un homomorphisme
Y : L” — Der(L')/Din(L’)

Proposition 5.1. L’homomorphisme 1 ne dépend que de la classe d’équi-
valence de lextension et est appelé classe de conjugaison de (L', L”). O

Prenons & présent une section linéaire s : L” — L de p. Celle-ci induit
une application

@: L7 — Der(L') : 27 — ady(,

telle que pour chaque z” € L7, [p(x”)] = 1 (2”). L’application ¢ n’est
pas nécessairement un homomorphisme d’algebres de Lie. L’application
f:L” x L” — L' définie par

f@™y7) = [s(27),8(y7)] — sla”,y”]

est bilinéaire et antisymétrique. Elle mesure & quel point ¢ difféere d’un
morphisme d’algébres de Lie de la maniére suivante :
Pour tous les 2”,4y” € L” on a

(5.3) [p(z™), (y™)] = ([27,9"]) + adj ).

D’autre part, l'identité de Jacobi sur L” implique que pour tous les
)y, 2" e L,
(5.4)
CORIG ) + (DI )
=Dy [” 27]) + (=11l )( (” ”))
+H(=DIE IV (2 )(f( 7)) + (DI lp(y?) (f(27,27)) = 0.

Cette identité indique que f est un 2—cocycle : f est un représentant
d'une classe [f] € H(L”,L'). En particulier, si la section s est de Lie,
alors f = 0.

Proposition 5.2. Soient L” et L' deux algébres de Lie. Soient ¢ : L” —
Der(L') une application avec p(0) = 0, et f : L” x L” — L', une
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application bilinéaire et antisymétrique, vérifiant 5.3 et 5.4. Alors l'espace
vectoriel L' x L”, muni du crochet défini par

[(x/hyl”)? (‘T,27y2”)] =

([, 2] + o (yr")(@h) — (=)o (yo™) (21) + (1™, 927), 1™ 927])
est une algébre de Lie. De plus, cette algebre de Lie graduée, notée
Lo(L”, L', ¢, f), définit une extension 0 — L' — Lo(L”, L, ¢, f) —
L” —0de L' par L”. O

Remarque 5.3. Soient f etf’ deux applications bilinéaires antisymé-
triques vérifiant 5.3, alors pour tout couple (z”,y”) € L” x L”, (f —
(@ ,y") € ¢(L'), le centre de L.

Proposition 5.4. Soit (L', L”) un couple d’algébres de Lie, muni d’une
classe de conjugaison . Soit ¢ : L” — Der(L’) une application telle
que pour tout z” € L”, [p(z”)] = ¢¥(2”) et v(0) = 0. Toute extension
0— L — L — L’ — 0 de classe de conjugaison 1), est équivalente a
Pextension 0 — L' — Lo(L”, L', ¢, f) — L” — 0 pour un certain f.

Preuve Soit

0 o= L——=1L" 0
S

une extension de classe v, munie d’une section linéaire s de o. Par hypo-
these, pour chaque z” € L7, [ady,»)] = ¥(2”) = [p(2”)]. 1l existe donc
pour chaque 2”7 € L”, un élément 2’ € L', tel que pour chaque y' € L/,
[s(x™),y'] — o) (y') = [¢/,¥]. On peut donc supposer que la section s
est telle que ady(,») = ¢(x”), pour chaque z” € L”.

Remarquons ensuite que tout élément x de L s’écrit de maniére unique
comme la somme d'un élément de L’ et d'un élément de s(L”). En ef-
fet, pour tout z € L, on a z = = — s(o(z)) + s(o(x)). On en déduit
un homomorphisme d’algébres de Lie h : L — Lo(L", L', ¢, f) :
(x — s(o(x)),0(x)), f désignant lapplication définie par f(z”,y”) =
[s(z”),s(y”)] — s[z”,y”]. L’homomorphisme h est une équivalence d’ex-
tensions. O
Remarquons que si le centre ¢(L') de I'algebre de Lie L’ est nul, alors
I’ensemble des classes de conjugaison (L', L” 1)) est en bijection avec ’en-
semble des classes d’équivalences d’extensions. En particulier, le produit
semidirect de L’ et L”, correspond au cas ou ¢ admet un représentant
de Lie, c’est a dire au cas f = 0. Nous en déduisons le

Corollaire 5.5. L’ensemble des classes d’équivalences d’extensions de
Lp, par Ly« est en bijection avec 'ensemble des homomorphismes

¢ : LM><M — DeT(LFQ)/Din(LFZ).
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5.2. LA RELATION [t,a] + [t,a’] =0

Dans cette section, nous exhibons une relation fondamentale de 1’al-
gebre de Lie Lp(yr.9). Cette relation indique de quelle maniére I'involu-
tion de F'(M;2) agit sur Lp(ns2)-
Pour tout élément a € QM ® Q, on note a et a’ les éléments corres-
pondants de m,Q(M x {mp}) @Q et T, Q({mo} x M)® Q. Notons encore
t le générateur de 7, o(QFy) ® Q, défini en 4.2. Le but de cette section
est d’établir la

Proposition 5.6. Il existe une section linéaire o : Lyxyv — Lpg)
de i, : Lp(ar2) — Lmxo, telle que pour chaque a € mQ2M @ Q, on ait
[t,0(a)] = =[t, o(a’)].

Preuve
Notons

S"_l—i>7'5Mp—>M

le fibré tangent en sphére de la variété M, et donnons-nous un champ de

vecteurs tangents X : M — T n’ayant qu’un seul point singulier my.

On définit
X(m)

p:M\mog— 1sM :m— (m, —
[ X (m))|

)
et
o :1sM — F(M;2): (m,v) — (m,expn(v)).
Lorsque M est de dimension paire, le modéle du fibré en sphére
S™— M — M
est donné par
(AV,d) —= (AV @ Ae, D) T—= (Ae, 0)

ou D(e) = x(M) - w. En particulier, la partie linéaire Q(7) de 7 est
surjective, ce qui implique par dualité que 7, (i) ® Q est injective. Quant
aux crochets [1,25" ! ® Q, m,.QM ® Q], ils sont nuls.

Dans le cas d’une variété de dimension impaire, le modéle du fibré en
spheére a la forme suivante :

(AV,d) — (AV & A(e,v), D) == (A(e, v), D)

avec D(v) = 2. Comme (M) = 0, I'application p admet une section.
1l s’ensuit que D(e) = 0 et D(v) = e + ea pour un certain a € AV.
Par conséquent, o est un cocycle de degré n — 1, et donc un cobord. En
conséquence, a est décomposable et [1,Q5" ' ® Q, 7,QM ® Q] = 0.
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Sn—l F2
N\,
g FO
M\mo
\
%)

Ts M F(M;2)
p k
M 2 M x M
Fig. 1
0 0
L(e) L(R')

0 FiG. 2 0.

Pour suivre, remarquons que le diagramme de la figure 1, commute a ho-
motopie prées. Nous en déduisons la commutativité du diagramme homo-
topique représenté a la figure 2. Choisissons a présent une section linéaire
o1 de py telle que pour chaque a € Ly, [e,01(a)] = 0. Complétons la
suite libre {a—{—a’}aeLM en une base B de L; & Ljs. Définissons enfin une
section linéaire o : Ly © Lar — Lpo) telle que o(a + a') = pi(01(a))
pour tous les a+a’ € B. Alors, 0 = p.([e, 01(a)]) = [t,0(a) +o(a’)] pour
chaque a € Lyy. ]



76 5. STRUCTURE DE Lp(5r,9) POUR M POLYGENE

Expliquons ci-dessous comment nous retrouvons la relation [a + o/, ] =
0 mod L=2(R) a partir des calculs effectués dans la section 4.5.

D’apres le Théoréme 1.21, Palgébre de Lie graduée m,QF (M;2) ® Q est
isomorphe a ’algébre de Lie graduée Lo définie par sLy = Hom(V @
Ve W, Q).

Premiérement, complétons la suite libre {t} U {vq, v}, tataca U {t;i}ier
définie en 4.5, en une base

by = {va, vy, s tataca U {titier U{ws }oen
de V @ V' @ W. Ensuite, notons
bo = {a,a’ £, ta, ;0 }
la base de Lp(pr,2) dont la suspension est la base duale de by .

Nous avons construit le modéle minimal de F'(M;2) de telle maniére
que pour chaque a € A,

d(te) =tvg —tv), + Y 2fty+ Y 2ty + &
beA kel

De plus, t, est le seul élément de Wy = T dont la différentielle fait appa-
raitre les termes tv, et tv),. Par conséquent, les crochets [t,9,] et [£, /)]
s’écrivent de maniére unique dans la base bz, comme

[tvy 'Da] - tva + Z cbwb

[ 0] = ~ta+ ) cyiy
beB

pour certains ¢, ¢ € Q. Ceci redonne partiellement la Proposition 5.6 :
Pour chaque a € Ly, on a

(5.5) [t,a] = —[t,d'] mod L=2(R).

Voici une propriété supplémentaire de Lp(p7,2) qui se déduit aisément
de cette relation.
Proposition 5.7. Pour tous les ay,...,a,+1 € Lps, on a

(1) [ahiy, [ar - ap, 1)) = —(=1)lern1lXizi el g, - a,4q, 1] mod L22(R),
(2) [a}---alyq,t] = (=1)"erpa[arsr -+ - a1, t] mod L=2(R), ol
et = (—1)S (S ),

Preuve
Pour a,b € Ly, on a [a,b'] € L(R). Nous allons prouver les deux points
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par récurrence sur 7.
1. L’identité de Jacobi implique que pour tout «, 3,7,

[, [8,7) = [l 81,7 + (=118, [, 4]].
Par 'égalité 5.5, on en déduit
[ay, [ar, 8] = —(=1)lflnl (—)ler 012D a, [0y, 7] mod L (R).
Supposons ensuite avoir I’égalité pour r — 1. Alors, on obtient
la) 1, lar - ap, t]] = [al 4, [a1,[a2 - - - ar, T]]] (par définition)
= (—n)lrallofay fa] g, az - ap, 8]
= —(=1)lerlCizla gy ag -+ apyy, 1]
= _(_1)‘ar+1\(22:1 ‘a’l‘)[al P ar+1’ 5]7
toutes ces égalités étant valables uniquement mod L=2(R).
2. On déduit tout d’abord de 5.5 que
[al27 [allvﬂ] = _[al27 [al’ ﬂ] mod LZQ(R)’
et le point 1 permet donc d’affirmer que
[ab, [a1, 7] = (=1)/12l[ay, (a9, 7]] mod L=2(R).
Supposons ensuite que le point 2 soit vrai pour r — 1. Dés lors, on peut
écrire que
lay - a2~+1vﬂ = [a}, [ay - a;~+1aﬂ]
= (_1)r€r[a/17 [ar—i-l crag, ﬂ] mod LZ2(R)7
= (_1)r+1€7‘+1[a7“+1 Trran, ﬂ mod LZ2(R)7

et la preuve est compléte. ]

5.3. VARIETES COFORMELLES

Les variétés polygénes, coformelles, font 'objet de résultats particu-
liers dans I'étude de Lppz;2).-
Proposition 5.8. Soit M une variété polygeéne, coformelle de catégorie
rationnelle » > 3. L’homomorphisme d’algébres de Lie graduées is, :
Lp2) = Lmxm admet une section d’algebres de Lie graduées.

Preuve
Remarquons tout d’abord que lors de la construction du modeéle de
MO (AV @ AV’ ® AV, D), on peut choisir D de telle maniére qu’en

posant V = V(O), on étende la bigraduation de (AV ® AV’ d) a (AV ®
AV'® AV, d).
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Penchons-nous ensuite sur le modeéle de Lambrechts-Stanley défini dans
la section 4.1. On forme le cone C(p) sur un morphisme de (AV ®
AV’ d)—modules ¢ : (AV @ AV’ @ AV,d) — (AV ® AV’,d), de degreé
usuel n, et qui commute aux différentielles. C’est enfin I'algébre quotient

Cle)/[ITesK=2AV@AV' @ (QaT)/I®sK

qui est un modéle commutatif de F'(M;2). Dans cette adgc, la différen-
tielle et le produit sont définis de telle maniére qu’en posant T = T 1),
on obtient une algébre différentielle bigraduée et un morphisme d’al-
geébres différentielles bigraduées

(AV @ AV' @ AT, d) — C(p)/1 & sK.

Le modeéle minimal bigradué (AV @ AV’ @ AW, D) de F(M;2) s’obtient
alors en construisant un modéle minimal relatif du morphisme 6 : (AV ®
AV' ® AT, d) — mp(r2)- On constate que le modéle minimal bigradué
de Fy, (AW;D) est tel que W = @ile(”—%H). Or, par hypothése,
r > 3. Ceci implique que Lp, = ®p22LF2(p).

En conséquence, en choisissant une section linéaire

o:Ly® Ly — mQF(M;2)®Q,

de iy : Ly © Ly — Lp(ar;2) qui respecte le nouveau degré, on obtient
une section d’algébres de Lie. De plus, cette section satisfait I'égalité
[t,0(a) + o(a’)] = 0, pour chaque a € Lyy. O

Nous déduisons de cette proposition que si la variété M est coformelle
de catégorie rationnelle » > 3, alors la suite exacte

est scindée par une section ¢. Par conséquent, l'algébre de Lie graduée
Lp(nr;2) est isomorphe au produit semi-direct de IL(R) avec Ly @ Ly :

Ly = (L(R) x (Ly ® L), [ ]o)-
Nous sommes en mesure de donner une présentation de Lp(pz;2)-

Lemme 5.9. Si la suite exacte

0 L(R) —> Lap\mo —— Lys — 0

admet une section d’algebre de Lie o : Lyy — Lpp\pp,, alors homomor-
phisme

olli: Ly TL(u) — Lyp\mg

est un isomorphisme.
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Preuve

D’apres le Théoreme 4.3, il existe une certaine filtration de Lyp,,, dont
'algebre de Lie graduée associée est Ly ITL(u). Montrons que o 114 est
un homomorphisme surjectif. Comme les deux algébres de Lie sont des
algébres de Lie graduées de méme série de Poincaré, ceci entraine que
o 1T 7 est un isomorphisme.

Soit & € Lyp\m,- Siw € R, z est dela forme [o(a1), [o(az),[. .. [0(an),u].. ]
et appartient & Ly ITL(u). Il en est de méme pour tous les éléments de
L(R), car ils se décomposent en sommes de crochets d’éléments de R de
la forme

[0(a1), [o(a2), [+, [o(an),u] - -] = o Ii([a1, [az, [, [an,u],---]).

En général, © € Lypm,, et p(o(p(z)) —x) = 0. Donc z = o(p(z)) + ¢
pour un certain § € L(R). O

Proposition 5.10. Soit M une variété polygéne. Si I'homomorphisme
12, admet une section d’algébres de Lie, alors il existe un isomorphisme
d’algébres de Lie graduées

~ (Ly @ L) ITL(2)
Lpaug) = 7

ot I est I'idéal engendré par les éléments [t,a + a'],a € Lyy;.

Preuve

Par hypothése, il existe une section d’algébres de Lie o : Ly & Ly —
Lp(ar,2)- Grace au Lemme 4.7, nous en déduisons existence d’une section
o Ly — Lypm, de i En outre, la propriété universelle du produit
libre implique I'existence d’'un homomorphisme surjectif

D’autre part, pour chaque a € Ly, on a [t,0(a) + o(a’)] = 0.
L’homomorphisme ¢ II ¢ induit donc un homomorphisme surjectif

L(¢) II (L L
11l o ®) (IM@ M)—>LF(M;2).

Il reste & prouver que 7 I o est un isomorphisme.
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Dans ce but, considérons le diagramme commutatif suivant

0—>LM\mo —>LF(M;2) & LM’ 0
iHU'T ET Id]

Nous avons observé en 4.1 que la suite supérieure était exacte. D’apreés le
Lemme 5.9, ’homomorphisme iI1o’ est un isomorphisme. Pour compléter
la preuve, il suffit donc de prouver que la suite inférieure est exacte elle
aussi. Ceci montrera que ¢ IT o est un isomorphisme.

Notons J l'idéal de L = w, engendré par t : % = Ly ® Ly,
o o WOl O o 1 @ F C Imli) et L @020J9/J7H.

Par la commutativité du diagramme, ¢ est injectif. D’autre part p’ est
clairement surjectif. Pour prouver que Im(i) = Ker(p'), il faut prouver
que l'idéal J est contenu dans I'image de ¢. On le fait par récurrence sur
le degré.

Soit x € J. Trois cas sont & considérer :

(a) z = [t,y]. Siy € Las, € Im(i) par définition de I'm(i). Siy € L),
[t,y] = —[t,2] ot z € Ly est 'élément correspondant & y et de nouveau
[t,y] € Im(i). Finalement si y € J, alors par récurrence y € Im(i) et il
en est alors de méme pour z.

(b) Si 2 = [a,y], a € Ly, alors y € J et donc y € Ly ITL(#). 1l en est
alors de méme pour z.

(c) Siz = [d’,y], a € Ly, alors y € J et par récurrence y € Ly ITL(#) =
L(ULy ® t'). L’élément y est donc une somme de crochets

[UT, [Ur—l[- .. [UQ, ul] .. ]
avec

u; = [an,, |- [a1,1] .. ],
pour a; € Lys. Dans ce cas,

[, [, [ur—1]. .. [ug,u1] . ..]] = £[[a, u], [ur—1,...]] £ [us [ [ ]]]-

Maintenant, au vu de l'idéal I, [a/,u,] € Im(i) et par récurrence, on
trouve que [d/,[...]] € Im(7). Il en résulte que x € I'm(i). O

Corollaire 5.11. Soit M une variété polygéne, coformelle de catégorie
rationnelle » > 3. L’algébre de Lie d’homotopie rationnelle de 'espace
des configurations de deux points de M a la forme suivante :

(Lar @ L) ITIL(2)
L2 Vi

1
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oit I est Iidéal engendré par les éléments [t,a + a'],a € Lyy;.

5.4. SOMMES CONNEXES DE PRODUITS DE SPHERES
Soit X une somme connexe de produits de sphéres impaires
X = 1,(S™ x S™).
Notons N = n; + m;. L’algébre de cohomologie de X est donnée par
Az, y;

(‘lel = ... = xryr)
avec x; = [S™] et y; = [S™].
La classe diagonale A est donnée par la formule suivante

T T
A =y + 2y — Z$zy£ + Zyzl‘;,

dans laquelle x; = x; ® 1 et ac; =1® x;.

Par abus de notation, les cocycles indécomposables du modéle minimal
de l'espace X, représentant les classes de cohomologie z; et y;, seront
notés xz; et y;. Notons encore a; € 7, 12X @ Q et b; € 7, 12X ®Q
les éléments tels que

(ziy Xn,;-1(aj)) = by,
<$zazm] (])> = 0,
(yl72nj—1(a])> = 07
(Yi X, —1(bj)) = 6ij.

Théoréme 5.12. L’algebre de Lie d’homotopie rationnelle
mOQF(X;2)2Q

est isomorphe au quotient

I[J(a,,b],al,b;)
I
dans lequel I désigne I’idéal engendré par les relations
Z::l[aiv bl] Z [azv bz] - [alv bll] == _[arv b;“])
(5.6) Yizalai,bil = b, ay] = .= [br, @],
[a;, 0] = [bi, a}] = 0 si i # j.

Preuve

Commencons par déterminer 'algébre de Lie graduée m,2X ® Q. La va-
riété privée d’un point X \zg, est un bouquet de sphéres et m,Q(X\zp) ®
Q = L(ai, bj). Nous désignerons par L(a}, b;) une copie de cette algebre
de Lie graduée. Pour obtenir les relations z;y; = ... = x,y,, le modéle
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minimal de X doit contenir des indécomposables v;,1 <7 < r — 1, avec
d(v;) = zy; — xi+1Yit+1. Les autres générateurs ne font pas intervenir les
produits z;y;. Il s’ensuit que la relation Y ;_,[a;, b;] = 0 est satisfaite dans
T.0X @ Q. En effet, pour tout générateur u, on a (u,s> ;_;[ai, b;]) =0,
car y_._,(d(u), sa;, sb;) = 0. En conséquence, on trouve

L(a;, b;)
(Xizilas bi])

Montrons ensuite que les relations 5.6 sont vraies dans 7, QF(X;2). 1l

suffit pour cela de voir que pour tout élément u de la forme Y, [a;, bi] —
ZT [aw b;] Z;,:l [ai7 bi] [G’S? b,] Z;’nzl [aiv bl] - [b87 a;L [G’S? b:ﬁ] ou [b87 aé]v
s # t, et pour tout z indécomposable du modéle minimal (AW, d) de
F(X;2) de degré N — 1, on a (z,su) = 0.
Notons (AV,d) le modeéle minimal de X et (AV’,d) une copie de cette
adgc, alors en degré N — 1, on a WN=1 = VN=1 g (V)N-1 5 Q¢
avec dt = A. Légalité (z,su) = 0 est immeédiate lorsque z € V @ V.
Considérons le cas z = t. Par définition de (,), on obtient

T, 2X ®Q =

(t, SZ a;,bi| + slas, b.]) = —(x1y1, 501, 8b1) + (x5Y., sa5, sb.) = 0.

Les autres vérifications sont aussi de simples calculs. Les relations 5.6
sont donc valables dans m,QF(X;2) ® Q.

Enfin, démontrons que ces relations sont les seules. Reformons pour
cela le diagramme de fibrations

Fy B

L

X\zg —2= F(X;2)

L

X—> X x X,

ou b(z) = (z,z0). Au niveau des groupes d’homotopie, ce diagramme
induit le bord du diagramme commutatif de la figure 3. Dans ce dia-
gramme, J désigne le noyau de la projection 7, et ¢ I’application induite
de I'application L(a;, b;, a;, b;) — m.QF(X;2), par quotient des relations
5.6. Le noyau J de 7, est un idéal engendré par I'élément k = >\, [a;, by].
L’idéal K est également engendré par 1'élément & et i(k) = k. Suivant la
Proposition 4.5, le composé g o i est un isomorphisme. Il en résulte que

7 est injectif. Si nous montrions que tout élément [uq,|...[u,,«]...]] de
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~
W

K J K’
T QX \mg) ® Q — M a TOF(X;2)®Q
mnOX ©Q 20X 9000 mOX 00— 10X Q@ mOX ®Q

Fig. 3

l'idéal J est dans i(K), ce qui revient a dire que u; € LL(a;, b;), nous pour-
rions affirmer que 7 est un isomorphisme. Il en serait alors de méme pour
g, et enfin, par le Lemme des cinqg, pour ¢. Pour conclure, démontrons
donc que tout élément de K s’écrit [ug, [. .. [uy, K] ...]] avec u; € L(a;, b;).
Ceci peut se faire par récurrence sur r. Pour r = 1, en utilisant I’identité
de Jacobi et les relations 5.6, on a

[0, k] = —[lag, bs, as] = [k, as] = —[as, 1],
[b/m H] = _[b87 [a87 bls]] = _[b87 H]'
Dans le cas général, on obtient
[al, [bs, [ty ... K] ...] = [br, [ak, [u,...K]...] sir#s,
[al, [bs, [ty ..y K] .. = [bsy [ah, [uy .y K] ] = [K, [u, ... K] .. ]
Les deux cas se terminent en utilisant I’hypothése de récurrence. Les
autres cas se traitent de maniére semblable. g
5.5. AUTRES EXEMPLES

Nous présentons maintenant deux exemples d’espaces M pour les-
quels la suite exacte

0 — L(R) — Lpar2) — Lyuxym — 0
n'admet pas de section de Lie.

Exemple 5.13. (CP(n) x S?"*1). Le modéle minimal de Sullivan de
M = CP(n)x 5%+ est donné par (A(z,y, 2),d) avec d(y) = 2", |z| =
2,lyl =2n+1 et |z| = 2m + 1. L’élément

n n
Q= —Z:E%@m”_z + E A A
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est donc un représentant de la classe diagonale dans mpsxas. Dans le
modele minimal de F'(M;2), il y a donc un générateur t tel que d(t) = Q.
Notons z =z ® 1 et 2’ =1 ® x. Comme

dtz —tz') = —2""2@1-"" @4+ 202" — 102"

= d-yz®1-y®z—20y—1Q®yz),

mp(ar;2) contiendra donc un générateur ¢, tel que d(t,) = tor —ta' +yz+
yz' + zy +19/'2'. Dans la suite exacte d’homotopie rationnelle

0 — L(R) — mF(M;2) ® Q — Ab(a,b,c) & Ab(a’,b',¢') — 0
on peut donc voir que les relevés des composantes de m,Q(M x mp) @ Q

et de m,Q(mp x M) ® Q ne commutent pas dans m.QF(M;2) ® Q. Par
exemple, [b, '] # 0 car d(t,) contient yz'.

Exemple 5.14. (CP(n) x CP(n)).

L’algébre de Sullivan (A(z1,22,y1,92),d) avec d(y;) = =17 et || = 2,
est le modele minimal bigradué de la variété formelle M = CP(n) x
(CP(TL) Dans (A($17$27y17y27$/17$l27y/17yé) d) le cocycle

Q= ZZ$1$2$'” ‘ m =
=0 j=0
est un représentant de la classe diagonale A € H*(M,Q)®@ H*(M,Q). En
procédant comme dans la Proposition 4.26 pour construire une algébre
de Sullivan minimale qui s’injecte dans le modeéle minimal de F'(M;?2),
on obtient les résultats suivants :

dt) = Q,
d(ty) = taxy; — tﬂjl + (y1 — w1 ZZEQZE,n ],
d(ts) = two —tzh+ (vh—y2) Z:Elznm 7,
d(ti2) = (21 —a))ta — (22— :172)151 + y2y) — Y21 — Yhy1 + ysua.

Dans ces formules, on remarque que la différentielle de £ fait apparaitre
des termes comme yay], ce qui prouve qu’il ne peut pas exister de section
d’algebre de Lie

o: Ly ® Ly — mQF(M;2) ®Q.
Un crochet [§1,¢2] nul dans Lys ne I'est pas dans Lp(yr,0)- D’autre part,
on n’a évidemment pas [a,b'] € LZ2(R) pour tout a et b € Lyy.



