
CHAPITRE 5Stru
ture de LF (M ;2) pour M polygèneDésignons parM une variété 
ompa
te, sans bord, simplement 
onnexeet polygène. D'après la Proposition 4.5, l'algèbre de Lie LF (M ;2) déter-mine une extension de L(R) par LM×M :(5.1) 0 // L(R) // LF (M ;2)
i2∗ // LM ⊕ LM // 0.Ce 
hapitre est 
onsa
ré à l'étude de 
ette extension.La première se
tion établit une 
lassi�
ation des extensions d'une algèbrede Lie L′ par une algèbre de Lie L”.Dans la deuxième se
tion, nous identi�ons une relation de LF (M ;2), dé-
rivant l'in�uen
e de l'involution de F (M ; 2), sur les 
ro
hets ave
 legénérateur t̃, dé�ni en 4.2.La troisième se
tion est 
onsa
rée aux variétés 
oformelles. Dans 
e 
asparti
ulier, nous montrons que l'extension 5.1 est s
indée. L'existen
ed'une se
tion d'algèbres de Lie de i2∗ vient de la graduation dé�nie surle modèle de F (M ; 2), à partir de la graduation naturelle induite par ladi�érentielle du modèle minimal de M. Nous en déduisons la stru
ture
omplète d'algèbre de Lie de LF (M ;2).Les deux dernières se
tions illustrent les résultats pré
édents. Nous dé-terminons la stru
ture d'algèbre de Lie d'homotopie des 
on�gurationsde deux points dans les sommes 
onnexes de produits de sphères im-paires. Nous donnons aussi des exemples de variétés pour lesquelles lasuite exa
te 5.1 n'est pas s
indée.5.1. Extensions d'algèbres de Lie graduéesDans 
ette se
tion, nous nous intéressons à la question suivante : Quellessont les extensions possibles de L′ par L”, pour un 
ouple donné d'al-gèbres de Lie graduées (L′, L”)? Nous analysons aussi 
ette situationdans le 
as parti
ulier où L′ est une algèbre de Lie libre.Soit(5.2) 0 // L′ // L
p // L” // 071



72 5. STRUCTURE DE LF (M;2) POUR M POLYGÈNEune extension de L′ par L”. Nous désignerons par Der(L′) l'algèbre deLie des dérivations de L′, et par Din(L′) l'idéal des dérivations inté-rieures de Der(L′). Pour rappel, une dérivation intérieure de L′ est unedérivation de la forme adx′ : L′ → L′ : y′ 7→ [x′, y′], pour un 
ertain
x′ ∈ L′. L'extension 5.2 détermine un homomorphisme d'algèbres de Lie

θ : L→ Der(L′) : x 7→ adx.Cet homomorphisme induit un homomorphisme
ψ : L” → Der(L′)/Din(L′)Proposition 5.1. L'homomorphisme ψ ne dépend que de la 
lasse d'équi-valen
e de l'extension et est appelé 
lasse de 
onjugaison de (L′, L”). �Prenons à présent une se
tion linéaire s : L” → L de p. Celle-
i induitune appli
ation

ϕ : L” → Der(L′) : x” 7→ ads(x”),telle que pour 
haque x” ∈ L”, [ϕ(x”)] = ψ(x”). L'appli
ation ϕ n'estpas né
essairement un homomorphisme d'algèbres de Lie. L'appli
ation
f : L” × L” → L′ dé�nie par

f(x”, y”) = [s(x”), s(y”)] − s[x”, y”]est bilinéaire et antisymétrique. Elle mesure à quel point ϕ di�ère d'unmorphisme d'algèbres de Lie de la manière suivante :Pour tous les x”, y” ∈ L” on a(5.3) [ϕ(x”), ϕ(y”)] = ϕ([x”, y”]) + adf(x”,y”).D'autre part, l'identité de Ja
obi sur L” implique que pour tous les
x”, y”, z” ∈ L”,(5.4)

(−1)|x”||z”|f(x”, [y”, z”]) + (−1)|z”||y”|f(z”, [x”, y”])

+(−1)|y”||x”|f(y”, [z”, x”]) + (−1)|x”||z”|ϕ(x”)(f(y”, z”))

+(−1)|z”||y”|ϕ(z”)(f(x”, y”)) + (−1)|y”||x”|ϕ(y”)(f(z”, x”)) = 0.Cette identité indique que f est un 2−
o
y
le : f est un représentantd'une 
lasse [f ] ∈ H2(L”, L′). En parti
ulier, si la se
tion s est de Lie,alors f = 0.Proposition 5.2. Soient L” et L′ deux algèbres de Lie. Soient ϕ : L” →
Der(L′) une appli
ation ave
 ϕ(0) = 0, et f : L” × L” → L′, une
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ation bilinéaire et antisymétrique, véri�ant 5.3 et 5.4. Alors l'espa
eve
toriel L′ × L”, muni du 
ro
het dé�ni par
[(x′1, y1”), (x

′
2, y2”)] =

([x′1, x
′
2] + ϕ(y1”)(x

′
2) − (−1)|x

′
1||x

′
2|ϕ(y2”)(x

′
1) + f(y1”, y2”), [y1”, y2”])est une algèbre de Lie. De plus, 
ette algèbre de Lie graduée, notée

L0(L”, L′, ϕ, f), dé�nit une extension 0 → L′ → L0(L”, L′, ϕ, f) →
L” → 0 de L′ par L”. �Remarque 5.3. Soient f etf ′ deux appli
ations bilinéaires antisymé-triques véri�ant 5.3, alors pour tout 
ouple (x”, y”) ∈ L” × L”, (f −
f ′)(x”, y”) ∈ c(L′), le 
entre de L′.Proposition 5.4. Soit (L′, L”) un 
ouple d'algèbres de Lie, muni d'une
lasse de 
onjugaison ψ. Soit ϕ : L” → Der(L′) une appli
ation telleque pour tout x” ∈ L”, [ϕ(x”)] = ψ(x”) et ϕ(0) = 0. Toute extension
0 → L′ → L → L” → 0 de 
lasse de 
onjugaison ψ, est équivalente àl'extension 0 → L′ → L0(L”, L′, ϕ, f) → L” → 0 pour un 
ertain f.Preuve Soit

0 // L′
ξ // L

σ // L” //
s

ii 0une extension de 
lasse ψ, munie d'une se
tion linéaire s de σ. Par hypo-thèse, pour 
haque x” ∈ L”, [ads(x”)] = ψ(x”) = [ϕ(x”)]. Il existe don
pour 
haque x” ∈ L”, un élément z′ ∈ L′, tel que pour 
haque y′ ∈ L′,
[s(x”), y′] − ϕ(x”)(y′) = [z′, y′]. On peut don
 supposer que la se
tion sest telle que ads(x”) = ϕ(x”), pour 
haque x” ∈ L”.Remarquons ensuite que tout élément x de L s'é
rit de manière unique
omme la somme d'un élément de L′ et d'un élément de s(L”). En ef-fet, pour tout x ∈ L, on a x = x − s(σ(x)) + s(σ(x)). On en déduitun homomorphisme d'algèbres de Lie h : L → L0(L”, L′, ϕ, f) : x 7→
(x − s(σ(x)), σ(x)), f désignant l'appli
ation dé�nie par f(x”, y”) =
[s(x”), s(y”)] − s[x”, y”]. L'homomorphisme h est une équivalen
e d'ex-tensions. �Remarquons que si le 
entre c(L′) de l'algèbre de Lie L′ est nul, alorsl'ensemble des 
lasses de 
onjugaison (L′, L”, ψ) est en bije
tion ave
 l'en-semble des 
lasses d'équivalen
es d'extensions. En parti
ulier, le produitsemidire
t de L′ et L”, 
orrespond au 
as où ψ admet un représentantde Lie, 
'est à dire au 
as f = 0. Nous en déduisons leCorollaire 5.5. L'ensemble des 
lasses d'équivalen
es d'extensions de
LF2 par LM×M est en bije
tion ave
 l'ensemble des homomorphismes
ψ : LM×M → Der(LF2)/Din(LF2).



74 5. STRUCTURE DE LF (M;2) POUR M POLYGÈNE5.2. La relation [t̃, a] + [t̃, a′] = 0Dans 
ette se
tion, nous exhibons une relation fondamentale de l'al-gèbre de Lie LF (M ;2). Cette relation indique de quelle manière l'involu-tion de F (M ; 2) agit sur LF (M ;2).Pour tout élément a ∈ π∗ΩM ⊗ Q, on note a et a′ les éléments 
orres-pondants de π∗Ω(M ×{m0})⊗Q et π∗Ω({m0}×M)⊗Q. Notons en
ore
t̃ le générateur de πn−2(ΩF2) ⊗ Q, dé�ni en 4.2. Le but de 
ette se
tionest d'établir laProposition 5.6. Il existe une se
tion linéaire σ : LM×M → LF (M ;2)de i2∗ : LF (M ;2) → LM×M , telle que pour 
haque a ∈ π∗ΩM ⊗ Q, on ait
[t̃, σ(a)] = −[t̃, σ(a′)].PreuveNotons

Sn−1 i // τSM
p // Mle �bré tangent en sphère de la variété M, et donnons-nous un 
hamp deve
teurs tangents X : M → TM n'ayant qu'un seul point singulier m0.On dé�nit

ρ : M\m0 → τSM : m 7→ (m,
X(m)

|X(m)|
)et

ϕ : τSM → F (M ; 2) : (m, v) 7→ (m, expm(v)).Lorsque M est de dimension paire, le modèle du �bré en sphère
Sn−1 → τSM →Mest donné par

(ΛV, d) // (ΛV ⊗ Λe,D)
π // (Λe, 0)où D(e) = χ(M) · ω. En parti
ulier, la partie linéaire Q(π) de π estsurje
tive, 
e qui implique par dualité que π∗(i)⊗Q est inje
tive. Quantaux 
ro
hets [π∗ΩS

n−1 ⊗ Q, π∗ΩM ⊗ Q], ils sont nuls.Dans le 
as d'une variété de dimension impaire, le modèle du �bré ensphère a la forme suivante :
(ΛV, d) // (ΛV ⊗ Λ(e, v),D)

π // (Λ(e, v),D)ave
 D(v) = e2. Comme χ(M) = 0, l'appli
ation p admet une se
tion.Il s'ensuit que D(e) = 0 et D(v) = e2 + eα pour un 
ertain α ∈ ΛV.Par 
onséquent, α est un 
o
y
le de degré n− 1, et don
 un 
obord. En
onséquen
e, α est dé
omposable et [π∗ΩS
n−1 ⊗ Q, π∗ΩM ⊗ Q] = 0.
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π∗ΩτSM ⊗ Q
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ϕ∗ // π∗ΩF (M ; 2) ⊗ Q

��
LM

��

∆∗ // LM ⊕ LM

��
0 0.Fig. 2Pour suivre, remarquons que le diagramme de la �gure 1, 
ommute à ho-motopie près. Nous en déduisons la 
ommutativité du diagramme homo-topique représenté à la �gure 2. Choisissons à présent une se
tion linéaire

σ1 de p∗ telle que pour 
haque a ∈ LM , [e, σ1(a)] = 0. Complétons lasuite libre {a+a′}a∈LM
en une base B de LM⊕LM . Dé�nissons en�n unese
tion linéaire σ : LM ⊕ LM → LF (M ;2) telle que σ(a+ a′) = ϕ∗(σ1(a))pour tous les a+a′ ∈ B. Alors, 0 = ϕ∗([e, σ1(a)]) = [t̃, σ(a)+σ(a′)] pour
haque a ∈ LM . �



76 5. STRUCTURE DE LF (M;2) POUR M POLYGÈNEExpliquons 
i-dessous 
omment nous retrouvons la relation [a + a′, t̃] =
0 mod L≥2(R) à partir des 
al
uls e�e
tués dans la se
tion 4.5.D'après le Théorème 1.21, l'algèbre de Lie graduée π∗ΩF (M ; 2) ⊗ Q estisomorphe à l'algèbre de Lie graduée L2 dé�nie par sL2 = Hom(V ⊕
V ′ ⊕W,Q).Premièrement, 
omplétons la suite libre {t} ∪ {va, v

′
a, ta}a∈A ∪ {ti}i∈Idé�nie en 4.5, en une base

bV = {va, v
′
a, t, ta}a∈A ∪ {ti}i∈I ∪ {wb}b∈Bde V ⊕ V ′ ⊕W. Ensuite, notons
b2 = {a, a′, ť, ťa, ťi, w̌b}la base de LF (M ;2) dont la suspension est la base duale de bV .Nous avons 
onstruit le modèle minimal de F (M ; 2) de telle manièreque pour 
haque a ∈ A,

d(ta) = tva − tv′a +
∑

b∈A

zab tb +
∑

k∈I

zaktk + ξa.De plus, ta est le seul élément de W0 = T dont la di�érentielle fait appa-raître les termes tva et tv′a. Par 
onséquent, les 
ro
hets [ť, v̌a] et [ť, v̌′a]s'é
rivent de manière unique dans la base bL2 
omme
[ť, v̌a] = ťa +

∑

b∈B

cbw̌b

[ť, v̌′a] = −ťa +
∑

b∈B

c′bw̌bpour 
ertains cb, c′b ∈ Q. Ce
i redonne partiellement la Proposition 5.6 :Pour 
haque a ∈ LM , on a(5.5) [t̃, a] = −[t̃, a′] mod L≥2(R).Voi
i une propriété supplémentaire de LF (M ;2) qui se déduit aisémentde 
ette relation.Proposition 5.7. Pour tous les a1, . . . , ar+1 ∈ LM , on a(1) [a′r+1, [a1 · · · ar, t̃]] = −(−1)|ar+1|(
Pr

i=1 |ai|)[a1 · · ·ar+1, t̃] mod L≥2(R),(2) [a′1 · · ·a
′
r+1, t̃] = (−1)r+1ǫr+1[ar+1 · · · a1, t̃] mod L≥2(R), où

ǫr+1 = (−1)
Pr+1

i=2 |ai|(
Pi−1

j=1 |aj|).PreuvePour a, b ∈ LM , on a [a, b′] ∈ L(R). Nous allons prouver les deux points



5.3. VARIÉTÉS COFORMELLES 77par ré
urren
e sur r.
1. L'identité de Ja
obi implique que pour tout α, β, γ,

[α, [β, γ]] = [[α, β], γ] + (−1)|α||β|[β, [α, γ]].Par l'égalité 5.5, on en déduit
[a′2, [a1, t̃]] = −(−1)|t̃||a1|(−1)|a1|(|t̃|+|a2|)[a1, [a2, t̃]] mod L≥2(R).Supposons ensuite avoir l'égalité pour r − 1. Alors, on obtient
[a′r+1, [a1 · · · ar, t̃]] = [a′r+1, [a1, [a2 · · · ar, t̃]]] (par dé�nition)

= (−1)|a
′
r+1||a1|[a1, [a

′
r+1, [a2 · · · ar, t̃]]]

= −(−1)|ar+1|(
Pr

i=1 |ai|)[a1, [a2 · · · ar+1, t̃]]

= −(−1)|ar+1|(
Pr

i=1 |ai|)[a1 · · · ar+1, t̃],toutes 
es égalités étant valables uniquement mod L≥2(R).
2. On déduit tout d'abord de 5.5 que

[a′2, [a
′
1, t̃]] = −[a′2, [a1, t̃]] mod L≥2(R),et le point 1 permet don
 d'a�rmer que

[a′2, [a
′
1, t̃]] = (−1)|a1||a2|[a1, [a2, t̃]] mod L≥2(R).Supposons ensuite que le point 2 soit vrai pour r − 1. Dès lors, on peuté
rire que

[a′1 · · · a
′
r+1, t̃] = [a′1, [a

′
2 · · · a

′
r+1, t̃]]

= (−1)rǫr[a
′
1, [ar+1 · · · a2, t̃]] mod L≥2(R),

= (−1)r+1ǫr+1[ar+1 · · · a1, t̃] mod L≥2(R),et la preuve est 
omplète. �5.3. Variétés 
oformellesLes variétés polygènes, 
oformelles, font l'objet de résultats parti
u-liers dans l'étude de LF (M ;2).Proposition 5.8. Soit M une variété polygène, 
oformelle de 
atégorierationnelle r ≥ 3. L'homomorphisme d'algèbres de Lie graduées i2∗ :
LF (M ;2) → LM×M admet une se
tion d'algèbres de Lie graduées.PreuveRemarquons tout d'abord que lors de la 
onstru
tion du modèle de
M [0,1], (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛV ,D), on peut 
hoisir D de telle manière qu'enposant V = V

(0)
, on étende la bigraduation de (ΛV ⊗ ΛV ′, d) à (ΛV ⊗

ΛV ′ ⊗ ΛV , d).



78 5. STRUCTURE DE LF (M;2) POUR M POLYGÈNEPen
hons-nous ensuite sur le modèle de Lambre
hts-Stanley dé�ni dansla se
tion 4.1. On forme le 
�ne C(ϕ) sur un morphisme de (ΛV ⊗
ΛV ′, d)−modules ϕ : (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛV , d) → (ΛV ⊗ ΛV ′, d), de degréusuel n, et qui 
ommute aux di�érentielles. C'est en�n l'algèbre quotient

C(ϕ)/I ⊕ sK ∼= ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ (Q⊕ T )/I ⊕ sKqui est un modèle 
ommutatif de F (M ; 2). Dans 
ette adg
, la di�éren-tielle et le produit sont dé�nis de telle manière qu'en posant T = T (r−1),on obtient une algèbre di�érentielle bigraduée et un morphisme d'al-gèbres di�érentielles bigraduées
(ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛT, d) → C(ϕ)/I ⊕ sK.Le modèle minimal bigradué (ΛV ⊗ΛV ′ ⊗ΛW,D) de F (M ; 2) s'obtientalors en 
onstruisant un modèle minimal relatif du morphisme θ : (ΛV ⊗

ΛV ′ ⊗ ΛT, d) → mF (M ;2). On 
onstate que le modèle minimal bigraduéde F2, (ΛW ;D) est tel que W = ⊕i≥1W
(ri−2i+1). Or, par hypothèse,

r ≥ 3. Ce
i implique que LF2 = ⊕p≥2LF2(p).En 
onséquen
e, en 
hoisissant une se
tion linéaire
σ : LM ⊕ LM → π∗ΩF (M ; 2) ⊗ Q,de i2∗ : LM ⊕ LM → LF (M ;2) qui respe
te le nouveau degré, on obtientune se
tion d'algèbres de Lie. De plus, 
ette se
tion satisfait l'égalité

[t̃, σ(a) + σ(a′)] = 0, pour 
haque a ∈ LM . �Nous déduisons de 
ette proposition que si la variété M est 
oformellede 
atégorie rationnelle r ≥ 3, alors la suite exa
te
0 → L(R) → LF (M ;2) → LM ⊕ LM → 0est s
indée par une se
tion σ. Par 
onséquent, l'algèbre de Lie graduée

LF (M ;2) est isomorphe au produit semi-dire
t de L(R) ave
 LM ⊕ LM :

LF (M ;2)
∼= (L(R) × (LM ⊕ LM ), [, ]σ).Nous sommes en mesure de donner une présentation de LF (M ;2).Lemme 5.9. Si la suite exa
te

0 // L(R)
i // LM\m0

p // LM // 0admet une se
tion d'algèbre de Lie σ : LM → LM\m0
, alors l'homomor-phisme

σ ∐ i : LM ∐ L(u) → LM\m0est un isomorphisme.



5.3. VARIÉTÉS COFORMELLES 79PreuveD'après le Théorème 4.3, il existe une 
ertaine �ltration de LM\m0
dontl'algèbre de Lie graduée asso
iée est LM ∐ L(u). Montrons que σ ∐ i estun homomorphisme surje
tif. Comme les deux algèbres de Lie sont desalgèbres de Lie graduées de même série de Poin
aré, 
e
i entraine que

σ ∐ i est un isomorphisme.Soit x ∈ LM\m0
. Si x ∈ R, x est de la forme [σ(a1), [σ(a2), [. . . [σ(an), u] . . .]et appartient à LM ∐ L(u). Il en est de même pour tous les éléments de

L(R), 
ar ils se dé
omposent en sommes de 
ro
hets d'éléments de R dela forme
[σ(a1), [σ(a2), [· · · , [σ(an), u] · · · ] = σ ∐ i([a1, [a2, [· · · , [an, u], · · · ]).En général, x ∈ LM\m0

, et p(σ(p(x)) − x) = 0. Don
 x = σ(p(x)) + ξpour un 
ertain ξ ∈ L(R). �Proposition 5.10. Soit M une variété polygène. Si l'homomorphisme
i2∗ admet une se
tion d'algèbres de Lie, alors il existe un isomorphismed'algèbres de Lie graduées

LF (M ;2)
∼=

(LM ⊕ LM ) ∐ L(t̃)

Ioù I est l'idéal engendré par les éléments [t̃, a+ a′], a ∈ LM .PreuvePar hypothèse, il existe une se
tion d'algèbres de Lie σ : LM ⊕ LM →
LF (M ;2).Grâ
e au Lemme 4.7, nous en déduisons l'existen
e d'une se
tion
σ′ : LM → LM\m0

de i0∗. En outre, la propriété universelle du produitlibre implique l'existen
e d'un homomorphisme surje
tif
i∐ σ : L(t̃) ∐ (LM ⊕ LM ) → LF (M ;2).D'autre part, pour 
haque a ∈ LM , on a [t̃, σ(a) + σ(a′)] = 0.L'homomorphisme i ∐ σ induit don
 un homomorphisme surje
tif
i∐ σ :

L(t̃) ∐ (LM ⊕ LM )

I
→ LF (M ;2).Il reste à prouver que i ∐ σ est un isomorphisme.



80 5. STRUCTURE DE LF (M;2) POUR M POLYGÈNEDans 
e but, 
onsidérons le diagramme 
ommutatif suivant
0 // LM\m0

// LF (M ;2)
p // LM ′

// 0

0 // L(u) ∐ LM

i∐σ′

OO

i // L(t̃)∐(LM⊕LM′)
I

i∐σ

OO

p′ // LM ′
//

Id

OO

0.Nous avons observé en 4.1 que la suite supérieure était exa
te. D'après leLemme 5.9, l'homomorphisme i∐σ′ est un isomorphisme. Pour 
ompléterla preuve, il su�t don
 de prouver que la suite inférieure est exa
te elleaussi. Ce
i montrera que i ∐ σ est un isomorphisme.Notons J l'idéal de L =
L(t̃)∐(LM⊕LM′)

I , engendré par t̃ : LJ = LM ⊕LM ′ ,
J
J2

∼=
∪(LM⊕LM′ )⊗t̃

I
∼= ∪LM ⊗ t̃ ⊂ Im(i) et L ∼= ⊕∞

q=0J
q/Jq+1.Par la 
ommutativité du diagramme, i est inje
tif. D'autre part p′ est
lairement surje
tif. Pour prouver que Im(i) = Ker(p′), il faut prouverque l'idéal J est 
ontenu dans l'image de i. On le fait par ré
urren
e surle degré.Soit x ∈ J. Trois 
as sont à 
onsidérer :(a) x = [t̃, y]. Si y ∈ LM , x ∈ Im(i) par dé�nition de Im(i). Si y ∈ L′

M ,
[t̃, y] = −[t̃, z] où z ∈ LM est l'élément 
orrespondant à y et de nouveau
[t̃, y] ∈ Im(i). Finalement si y ∈ J, alors par ré
urren
e y ∈ Im(i) et ilen est alors de même pour x.(b) Si x = [a, y], a ∈ LM , alors y ∈ J et don
 y ∈ LM ∐ L(t̃). Il en estalors de même pour x.(
) Si x = [a′, y], a ∈ LM , alors y ∈ J et par ré
urren
e y ∈ LM ∐L(t̃) =
L(∪LM ⊗ t′). L'élément y est don
 une somme de 
ro
hets

[ur, [ur−1[. . . [u2, u1] . . .]ave

ui = [ani

, [. . . [a1, t̃] . . .],pour ai ∈ LM . Dans 
e 
as,
[a′, [ur, [ur−1[. . . [u2, u1] . . .]] = ±[[a′, ur], [ur−1, . . .]] ± [ur, [a

′, [. . .]]].Maintenant, au vu de l'idéal I, [a′, ur] ∈ Im(i) et par ré
urren
e, ontrouve que [a′, [. . .]] ∈ Im(i). Il en résulte que x ∈ Im(i). �Corollaire 5.11. Soit M une variété polygène, 
oformelle de 
atégorierationnelle r ≥ 3. L'algèbre de Lie d'homotopie rationnelle de l'espa
edes 
on�gurations de deux points de M a la forme suivante :
LF (M ;2)

∼=
(LM ⊕ LM ) ∐ L(t̃)

I



5.4. SOMMES CONNEXES DE PRODUITS DE SPHÈRES 81où I est l'idéal engendré par les éléments [t̃, a+ a′], a ∈ LM .5.4. Sommes 
onnexes de produits de sphèresSoit X une somme 
onnexe de produits de sphères impaires
X = ♯ri=1(S

ni × Smi).Notons N = ni +mi. L'algèbre de 
ohomologie de X est donnée par
H∗(X; Q) =

Λ(xi, yi)

(x1y1 = . . . = xryr)ave
 xi = [Sni ] et yi = [Smi ].La 
lasse diagonale ∆ est donnée par la formule suivante
∆ = x1y1 + x′1y

′
1 −

r∑

i=1

xiy
′
i +

r∑

i=1

yix
′
i,dans laquelle xi = xi ⊗ 1 et x′i = 1 ⊗ xi.Par abus de notation, les 
o
y
les indé
omposables du modèle minimalde l'espa
e X, représentant les 
lasses de 
ohomologie xi et yi, serontnotés xi et yi. Notons en
ore ai ∈ πni−1ΩX ⊗ Q et bi ∈ πmi−1ΩX ⊗ Qles éléments tels que

〈xi,Σnj−1(aj)〉 = δij ,
〈xi,Σmj−1(bj)〉 = 0,
〈yi,Σnj−1(aj)〉 = 0,
〈yi,Σmj−1(bj)〉 = δij .Théorème 5.12. L'algèbre de Lie d'homotopie rationnelle

π∗ΩF (X; 2) ⊗ Qest isomorphe au quotient
L(ai, bj , a

′
i, b

′
j)

Idans lequel I désigne l'idéal engendré par les relations(5.6) 



∑r
i=1[ai, bi] =

∑r
i=1[a

′
i, b

′
i] = −[a1, b

′
1] = . . . = −[ar, b

′
r],∑r

i=1[ai, bi] = [b1, a
′
1] = . . . = [br, a

′
r],

[ai, b
′
j ] = [bi, a

′
j ] = 0 si i 6= j.PreuveCommençons par déterminer l'algèbre de Lie graduée π∗ΩX ⊗Q. La va-riété privée d'un point X\x0, est un bouquet de sphères et π∗Ω(X\x0)⊗

Q ∼= L(ai, bj). Nous désignerons par L(a′i, b
′
j) une 
opie de 
ette algèbrede Lie graduée. Pour obtenir les relations x1y1 = . . . = xryr, le modèle



82 5. STRUCTURE DE LF (M;2) POUR M POLYGÈNEminimal de X doit 
ontenir des indé
omposables vi, 1 ≤ i ≤ r − 1, ave

d(vi) = xiyi−xi+1yi+1. Les autres générateurs ne font pas intervenir lesproduits xiyi. Il s'ensuit que la relation ∑r

i=1[ai, bi] = 0 est satisfaite dans
π∗ΩX ⊗Q. En e�et, pour tout générateur u, on a 〈u, s

∑r
i=1[ai, bi]〉 = 0,
ar ∑r

i=1〈d(u), sai, sbi〉 = 0. En 
onséquen
e, on trouve
π∗ΩX ⊗ Q =

L(ai, bj)

(
∑r

i=1[ai, bi])
.Montrons ensuite que les relations 5.6 sont vraies dans π∗ΩF (X; 2). Ilsu�t pour 
ela de voir que pour tout élément u de la forme ∑r

i=1[ai, bi]−∑r
i=1[a

′
i, b

′
i],

∑r
i=1[ai, bi]+[as, b

′
s],

∑r
i=1[ai, bi]− [bs, a

′
s], [as, b

′
t] ou [bs, a

′
t],

s 6= t, et pour tout z indé
omposable du modèle minimal (ΛW,d) de
F (X; 2) de degré N − 1, on a 〈z, su〉 = 0.Notons (ΛV, d) le modèle minimal de X et (ΛV ′, d) une 
opie de 
etteadg
, alors en degré N − 1, on a WN−1 = V N−1 ⊕ (V ′)N−1 ⊕ Q · t,ave
 dt = ∆. L'égalité 〈z, su〉 = 0 est immédiate lorsque z ∈ V ⊕ V ′.Considérons le 
as z = t. Par dé�nition de 〈, 〉, on obtient

〈t, s
r∑

i=1

[ai, bi] + s[as, b
′
s]〉 = −〈x1y1, sa1, sb1〉 + 〈xsy

′
s, sas, sb

′
s〉 = 0.Les autres véri�
ations sont aussi de simples 
al
uls. Les relations 5.6sont don
 valables dans π∗ΩF (X; 2) ⊗ Q.En�n, démontrons que 
es relations sont les seules. Reformons pour
ela le diagramme de �brations

F0
j //

��

F2

��
X\x0

b //

��

F (X; 2)

��
X

i1 // X ×X,où b(x) = (x, x0). Au niveau des groupes d'homotopie, 
e diagrammeinduit le bord du diagramme 
ommutatif de la �gure 3. Dans 
e dia-gramme, J désigne le noyau de la proje
tion π, et q l'appli
ation induitede l'appli
ation L(ai, bj , a
′
i, b

′
j) → π∗ΩF (X; 2), par quotient des relations5.6. Le noyau J de π, est un idéal engendré par l'élément κ =

∑r
i=1[ai, bi].L'idéal K est également engendré par l'élément κ et i(κ) = κ. Suivant laProposition 4.5, le 
omposé q ◦ i est un isomorphisme. Il en résulte que

i est inje
tif. Si nous montrions que tout élément [u1, [. . . [ur, κ] . . .]] de
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K

��

i // J
q //

��

K ′

��
π∗Ω(X\m0) ⊗ Q

i //

��

L(ai,bj ,a′
i,b

′
j)

I

π

��

q // π∗ΩF (X ; 2) ⊗ Q

��
π∗ΩX ⊗ Q

i1 // π∗ΩX ⊗ Q ⊕ π∗ΩX ⊗ Q
Id // π∗ΩX ⊗ Q ⊕ π∗ΩX ⊗ QFig. 3l'idéal J est dans i(K), 
e qui revient à dire que ui ∈ L(ai, bi), nous pour-rions a�rmer que i est un isomorphisme. Il en serait alors de même pour

q, et en�n, par le Lemme des 
inq, pour q. Pour 
on
lure, démontronsdon
 que tout élément de K s'é
rit [u1, [. . . [ur, κ] . . .]] ave
 ui ∈ L(ai, bi).Ce
i peut se faire par ré
urren
e sur r. Pour r = 1, en utilisant l'identitéde Ja
obi et les relations 5.6, on a
[a′s, κ] = −[[a′s, bs], as] = [κ, as] = −[as, κ],

[b′s, κ] = −[bs, [as, b
′
s]] = −[bs, κ].Dans le 
as général, on obtient

[a′r, [bs, [u, . . . , κ] . . .] = [br, [a
′
s, [u, . . . κ] . . .] si r 6= s,

[a′s, [bs, [u, . . . , κ] . . .] = [bs, [a
′
s, [u, . . . , κ] . . .] − [κ, [u, . . . κ] . . .].Les deux 
as se terminent en utilisant l'hypothèse de ré
urren
e. Lesautres 
as se traitent de manière semblable. �5.5. Autres exemplesNous présentons maintenant deux exemples d'espa
es M pour les-quels la suite exa
te

0 → L(R) → LF (M ;2) → LM×M → 0n'admet pas de se
tion de Lie.Exemple 5.13. (CP (n) × S2m+1). Le modèle minimal de Sullivan de
M = CP (n)×S2m+1 est donné par (Λ(x, y, z), d) ave
 d(y) = xn+1, |x| =
2, |y| = 2n + 1 et |z| = 2m+ 1. L'élément

Ω = −
n∑

i=0

xiz ⊗ xn−i +

n∑

i=0

xi ⊗ zxn−i



84 5. STRUCTURE DE LF (M;2) POUR M POLYGÈNEest don
 un représentant de la 
lasse diagonale dans mM×M . Dans lemodèle minimal de F (M ; 2), il y a don
 un générateur t tel que d(t) = Ω.Notons x = x⊗ 1 et x′ = 1 ⊗ x. Comme
d(tx− tx′) = −xn+1z ⊗ 1 − xn+1 ⊗ z + z ⊗ xn+1 − 1 ⊗ xn+1z

= d(−yz ⊗ 1 − y ⊗ z − z ⊗ y − 1 ⊗ yz),

mF (M ;2) 
ontiendra don
 un générateur tx tel que d(tx) = tx− tx′ +yz+
yz′ + zy′ + y′z′. Dans la suite exa
te d'homotopie rationnelle

0 → L(R) → π∗ΩF (M ; 2) ⊗ Q → Ab(a, b, c) ⊕Ab(a′, b′, c′) → 0on peut don
 voir que les relevés des 
omposantes de π∗Ω(M ×m0)⊗Qet de π∗Ω(m0 ×M) ⊗ Q ne 
ommutent pas dans π∗ΩF (M ; 2) ⊗ Q. Parexemple, [b, c′] 6= 0 
ar d(tx) 
ontient yz′.Exemple 5.14. (CP (n) × CP (n)).L'algèbre de Sullivan (Λ(x1, x2, y1, y2), d) ave
 d(yi) = xn+1
i et |xi| = 2,est le modèle minimal bigradué de la variété formelle M = CP (n) ×

CP (n). Dans (Λ(x1, x2, y1, y2, x
′
1, x

′
2, y

′
1, y

′
2), d), le 
o
y
le

Ω =

n∑

i=0

n∑

j=0

xi1x
j
2x

′n−i
1 x′n−j2est un représentant de la 
lasse diagonale ∆ ∈ H∗(M,Q)⊗H∗(M,Q). Enpro
édant 
omme dans la Proposition 4.26 pour 
onstruire une algèbrede Sullivan minimale qui s'inje
te dans le modèle minimal de F (M ; 2),on obtient les résultats suivants :

d(t) = Ω,

d(t1) = tx1 − tx′1 + (y′1 − y1)

n∑

j=0

xj2x
′n−j
2 ,

d(t2) = tx2 − tx′2 + (y′2 − y2)

n∑

j=0

xj1x
′n−j
1 ,

d(t12) = (x1 − x′1)t2 − (x2 − x′2)t1 + y2y
′
1 − y2y1 − y′2y

′
1 + y′2y1.Dans 
es formules, on remarque que la di�érentielle de t12 fait apparaîtredes termes 
omme y2y

′
1, 
e qui prouve qu'il ne peut pas exister de se
tiond'algèbre de Lie

σ : LM ⊕ LM → π∗ΩF (M ; 2) ⊗ Q.Un 
ro
het [ỹ1, ỹ2] nul dans LM ne l'est pas dans LF (M ;2). D'autre part,on n'a évidemment pas [a, b′] ∈ L≥2(R) pour tout a et b ∈ LM .


