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Chapitre 1

Introduction

Les océans fascinent depuis toujours 'humanité. lls sylisduat aussi bien I'aventure
que la quiétude, le danger que I'exotisme, la toute-puissde la nature que la source
de vie. Mais au-dela de cette fascination, les océans jauerdle prépondérant dans
notre quotidien. Qui ne reconnait pas leur importance dasgldmaines aussi variés
que le climat, le commerce maritime ou la gestion des resssalimentaires ? Toute-
fois, notre connaissance des détails de leur circulaties|ichites de leur productivité
biologique ou de leurs interactions avec I'atmosphéretraegourd’hui encore que
fragmentaire. Bien que les observations satellitairessdenpagnes de mesumesitu

et les bouées dérivantes permettent d’avoir une image deguiplus compléte et
précise de la surface des océans, les profondeurs abyssstiest largement incon-
nues. La modélisation mathématique et numérique est unmdeires de combler
cette lacune. Cedutil est capable de prendre simultanément en compte I'influence
des forcages mécaniques (la tension du vent et la trainéendg &insi que des flux
de matiére et d’énergie avec I'atmosphere afirsideuler, comprendre ou prédita
nature non-linéaire des écoulements océaniques.

L'histoire de la modélisation numérique océanique dédutaiprés de quarante ans
avec le premier modéle numérique de la circulation généredmnique de Bryan
(Bryan et Cox, 1967; Bryan, 1969). Depuis lors, une mulgtuld modeles numé-
riques de la circulation océanique ont été développés.t&nbfies nombreux progrés
effectués entre autres dans les paramétrisations desspusceous-mailles, I'assimila-
tion de données ou la gestion des codes informatiques, $isrgémposés comme des
outils incontournables dans de nombreuses études. Geffiak (2000) présentent
une revue des modéles océaniques utilisés en climatoldigilgré toutes ces avan-
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Figure 1.1: Une grille structurée (Deleersnijdetr al, 1993) et un
maillage non-structuré du Golfe du Mexique et de I'Atlan-
tique nord.

cées, les modeéles actuels restent, conceptuellemenbhpatenblables au prototype
de Bryan : ils résolvent les équations des fluides géophgsigliaide d’'une méthode
de différences finies conservatives sur des grilles stréetu Cette approche conduit a
des codes informatiques faciles a développer, comprendtéiser. Mais elle n’offre
pas la flexibilité géométrique inhérente aux maillages siwneturés. C'est pourquoi,
I'introduction de ces derniers en modélisation océaniqlieyee par certains auteurs
comme I'’émergence d’une seconde génération de modélesiquesde la circula-
tion océanique (Deleersnijdet al, 2003; Pairet al,, 2005). A partir des années 1980,
plusieurs équipes de recherche ont publié des études dbifaésafin d’obtenir de tels
modeles : un état de I'art actuel est présenté dans Delgasei al. (2003).

L'objectif principal de cette thése est la conception, piémentation et I'analyse
d'un algorithme de triangulation automatique pour la gétién de maillages non-
structurés dans les applications océaniques globaldsnadgs et cotiéres. Le déve-
loppement de mailleurs a été I'objet d'une trés grande i€tde recherche (Frey et
George, 2000). Comme de nombreux logiciels commerciauxhboasl sont aujour-
d’hui disponibles pour créer des maillages bidimensionoel tridimensionnels, on
peut se demander s'il est encore |égitime de développes pobipre outil. Toutefois,
le caractére trés particulier des écoulements océanidgieessite d’adapter ou de ca-
librer les approches existantes a la stratification de #acét a la géométrie toute
particuliere de la sphére. Notre travail a donc consistéea pirofit des technologies
existantes et a les utiliser au mieux dans un cadre padictobtre contribution peut
étre divisée en trois parties principales.



— Tout d’abord, nous avons implémenté une technique deguilation de I'Océan
Mondial sur la sphére et nous avons bati les outils géomisiqnécessaires pour
écrire une formulation discréte par éléments finis des é@nate la dynamique
des fluides géophysiques. Sur cette base, des résultataipegtes de simulations
ont déja été obtenus au sein de notre laboratoire de reeh@hdhite, 2002; Hanert,
2004; Willemet, 2005).

— Ensuite, nous nous sommes attaché a définir des stratéigiptatives qui orches-
trent la distribution de la taille et de la forme des élémeéuntmaillage afin d’optimi-
ser la précision et le co(t du schéma numérique. Il s'agitseutlement de pouvoir
créer une grille fixe pour la totalité d’'une simulation maissi d’adapter dynami-
guement le maillage pendant une simulation transitoiréreNoutil permet I'usage
efficace d’un estimateur d’erreur a posteriori afin de tirgifegement profit de notre
algorithme de génération de maillage anisotrope.

— Finalement, nous nous sommes également intéressé adbfagon d’une solution
sur un maillage donné vers un autre maillage. Dans unegitadaptative, il s’agit
d’une étape indispensable qui doit préserver la précigitm@aractere conservatif
du modéle numérique. C'est également un aspect incontolersal’'on souhaite
coupler des modeéles ayant des maillages distincts, ercplétiun modéle structuré
et un modéle non-structuré.

Lintroduction des maillages non-structurés en modébsabcéanique permettra le

développement de modeles plus flexibles, plus efficacesretgtea d’adapter loca-

lement leur résolution en fonction des applications cdrsids. La figure 1.1 illustre
les trois apports principaux des maillages non-structatésnodélisation océanique :

I'introduction de la résolution variable, une représeantaplus réaliste des cbtes et

des autres caractéristiques topographiques et la fin detepres liés a la géométrie

sphérique.

Lintroduction de la résolution variable est probablemli&agiport majeur des mailla-
ges non-structurés en océanographie. En effet, la rigiditegrilles structurées rend
pratiquement impossible tout ajustement local de la réismlule la grille aux carac-
téristiques des phénomeénes a simuler. Cet état de faifeatrae utilisation irration-
nelle des capacités de calcul. Par exemple, la plupart degleoactuellement uti-
lisés en prévision climatique sont incapables de simulpli@ement les tourbillons
de la méso-échelle sur plusieurs centaines voire milliensres alors que ces phé-
nomenes, parmi les plus énergétiques, influencent la ationl moyenne a grande
échelle. Méme si ces tourbillons ne se développent que supartion relativement
petite de 'Océan Mondial, I'utilisation de grilles strucées exigent une discrétisa-
tion homogéne de I'entiereté du domaine d'intérét qui $éxian trop fine (une taille
de mailles de I'ordre d&0 km) pour les performances des ordinateurs actuels. Cet
exemple, loin d’étre isolé, illustre la principale limi@t des modéles de circulation
générale océanique de premiére génération : ils sont ibtegede simuler explicite-
ment une gamme suffisamment étendue de phénoménes océamig i les rend
particulierement dépendants des paramétrisations demptées non-résolus. L'in-
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troduction des maillages non-structurés a résolutiorabéei devrait permettre une
utilisation plus rationnelle des capacités de calcul etéasion de la gamme des phé-
nomenes modélisables.

Plusieurs auteurs soutiennent que les systemes de gtillesusées imbriquées les
unes dans les autres permettent d’obtenir la méme flegiljlie les maillages non-
structurés a résolution variable (Spall et Holland, 19%k & Maskell, 1995; Blayo et
Debreu, 1999). Cependant, a la différence des maillagestnoaturés, ces techniques
de grilles imbriquées dépendent fortement des perfornsates procédures d’inter-
polation mises en oeuvre pour assurer le transfert d’inétion de grille a grille. En
effet, pour ne pas perdre tout le gain introduit par la gidlelus fine, il est indis-
pensable que les procédures d'interpolation préservetgices quantités comme le
volume total d’eau tout en assurant le compromis optimakdatproduction de bruit
numeérique et la dissipation numérique (le lissage des chatimconnues par la pro-
cédure d’interpolation de grille a grille). L'utilisatiod’'un maillage non-structuré a
résolution variable permet d’éviter toute étape d'intéafion.

Le second apport des maillages non-structurés en océaiugest de permettre une
représentation plus réaliste des cotes et des autres édstigties topographiques.
Leur représentation souvent trop grossiére dans les medlatructurés détériore la
précision des simulations. Par exemple, I'utilisation giélées structurées entraine gé-
néralement une discrétisation "en escalier" des coten.@Biss qu’un simple probléme

esthétique, les coins des mailles frontiéres ont tendagéaérer artificiellement de la

vorticité qui pollue la solution sur une couche limite de lques mailles d’épaisseurs
(Adcroft et Marshall, 1998; Dupordt al,, 2003). A nouveau, on pourrait construire
des grilles structurées ajustées aux frontieres (Wilkidedstrom, 1998), mais cette
solution est souvent complexe a mettre en oeuvre et n'esbpaaurs totalement sa-

tisfaisante. Ainsi, elle est difficilement généralisablied situations complexes telles
gu’un réseau de chenaux interconnectés. La flexibilitéatade des maillages non-

structurés leur permet de s’adapter aux géométries lecplaplexes.

Le dernier apport des maillages non-structurés concermmtilisation des circula-
tions générales atmosphériques et océaniques sur un dosgiérique. Les grilles
structurées des modeles actuels reposent habituellenrenh systéeme de coordon-
nées curvilignes qui englobent la sphére. Dans le systéerneatdonnées sphériques,
les pbles géographiques sont des points singuliers, sode@ombreuses difficul-
tés numériques. Il en est de méme pour tous les systémes konaées curvilignes
définis sur I'entiereté sphére. En particulier, les maitlastendance a dégénérer au
voisinage des singularités, ce qui rend les critéeres deligtatumérique excessive-
ment contraignants (Williamson, 1979). La solution clggement adoptée en modé-
lisation océanique consiste a construire des systemesaldamées dont les points
singuliers sont rejetés hors du domaine de calcul (entressur les continents). De
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nombreuses propositions ont été faites (Sadourny, 197@eBsmijderet al., 1993;
Eby et Holloway, 1994; Cowardt al, 1994; Madec et Imbard, 1996; Murray, 1996;
Madecet al,, 1998; Bentsert al, 1999; Adcroftet al,, 2004; Robertet al., 2006),
mais aucune d’entre elles ne donne entiére satisfactiomaBrculier, elles ne per-
mettent pas de traiter le cas des planétes sans continente&urope, le satellite de
Jupiter (Willemet, 2005). L'utilisation des maillages nsinucturés devrait mettre fin
a ces inconvénients.

Notre travail s’est inscrit dans un projet global de consgtan du modéle océanique
de seconde génération SLIMNotre apport principal réside dans I'implémentation
d’'un algorithme de triangulation automatique pour la caretton de maillages dans
le cadre d’applications océaniques mondiales et régisnAlesein de I'équipe de re-
cherche, de nombreuses publications ont été effectuéetrades maillages que nous
avons réalisés. Seule une partie de ces publications nté pae sur notre propre
contribution : la mise au point d’'une technique efficace btiste de génération auto-
matique de maillage pour des applications océaniques. Rdiste des publications
qui supportent cette thése, nous nous sommes donc restnégement a ces articles
soumis a des revues internationales avec comité de leghgiega’aux communica-
tions scientifiques.

Peer reviewed articles

Legrand S., V. Legat and E. Deleersnijder, 2000, Delaunashngeneration for an
unstructured-grid ocean general circulation model, Odéadelling, 2, 17-28

Legrand S., E. Deleersnijder, E. Hanert, V. Legat and E. YKg 2005, High-reso-
lution unstructured meshes for hydrodynamic models of theaGBarrier Reef,
Australia. Estuarine, Coastal and Shelf Science, in press.

Legrand S., E. Deleersnijder, E. Delhez and V. Legat, 2008ftuctured, anisotropic
mesh generation for the Northwestern European continehtdf, the continental
slope and the neighbouring ocean, submitted to Contin&ialf Research.

Proceeding articles

Legrand S., V. Legat and E. Deleersnijder, 2000, Delaunaghrgeneration for ocea-
nic computations, in : Proceedings of the 5th National Cesgion Theoretical and

1SLIM est I'acronyme dé&econd-generation duvain-la-Neuvede-ocean Mdel
http ://www.astr.ucl.ac.be/SLIM/
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Applied Mechanics (Louvain-la-Neuve, Belgium, 23-24 M#®0R), Belgian Natio-
nal Committee for Theoretical and Applied Mechanics, pd.-134

Legrand S., V. Legat and E. Deleersnijder, 2003, Mass cwaten on global ocean
model on unstructured meshes, in : Proceedings of the 6tloiN&tCongress on
Theoretical and Applied Mechanics (Ghent, Belgium, 26-2a/M2003), NCTAM-
2003-090, 4 pp.

Naithani J., E. Deleersnijder, P.-D. Plisnier and S. Ledr@®04, Preliminary results
of a reduced-gravity model of the wind-induced oscillatiaf the thermocline in
Lake Tanganyika, in : Proceedings of the Second InternatiGonference on Tro-
pical Climatology, Meteorology and Hydrology, G. Demarkk De Dapper and J.
Alexandre (Eds.), Royal Meteorological Institute of Belgi and Royal Academy
of Overseas Sciences of Belgium, pp. 27-40

Posters

Legrand S., V. Legat and E. Deleersnijder, 2000, Adaptisrustured mesh Genera-
tion for ocean modelling. European Geophysical Societyggamssembly, Nice,
France, 25 — 29 April 2000

Legrand S., V. Legat and E. Deleersnijder, 2000, A variaiomverse model on the
world ocean. European Geophysical Society General Asseiide, France, 25 —
30 March 2001

Hanert E., S. Legrand, L. White, E. Deleersnijder, T. Fiehe¥. Legat and J.-F. Re-
macle, 2004, Towards a New Generation Finite Element Océ&anl&@tion Model
for Climate Simulations, journée d’inauguration du CISMyuvain-la-Neuve, 14
March 2004.

Legrand S., J. Lambrechts, E. Hanert, E. Deleersnijder,edgat and E. Wolanski,
2005, Towards a high-resolution, unstructured-mesh moti¢he Great Barrier
Reef. European Geosciences Union General Assembly, Viekudria, 24 — 29
April 2005

HanertE., P.-E. Bernard, E. Deleersnijder, T. Fichefdednfils, J. Lambrechts, V. Le-
gat, S. Legrand, D.Y. LeRoux and L. White (2005) Towards thedhd-generation
Louvain-la-neuve Ice-ocean Model (SLIM). European Gesrsoés Union General
Assembly, Vienna, Austria, 24 — 29 April 2005



Chapitre 2

La méthode des éléments finis
sur la sphere

La plupart des modeéles de la circulation de 'Océan Mondiapemiere génération
sont construits autour d’un systéme de coordonnées aymesi qui englobe I'entiéreté
de la sphéere. De tels systémes possédent nécessairempairdesinguliers vers les-
quels convergent plusieurs isolignes de coordonnéesligumes. Typiquement, tous
les méridiens convergent vers les pbles géographiquesle®wsingularités soient si-
tuées aux pbles géographiques ou ailleurs, elles sontuimga’origine de difficultés
mathématiques et numériques :

— Il est impossible de définir de maniére unique un repére f1aske systéme de co-
ordonnées curvilignes aux points singuliers. Comment dlééis directions nord et
est aux poles géographiques? Méme si un champ vectoriéd i singularités,
il n'est pas possible d’en définir ses composantes. De mér@upart des opé-
rateurs différentiels ne peuvent pas y étre évalués car teaqué et les symboles
de Christoffel dégénérent en ces points. Il n’est donc pasible d’exprimer en
ces points les équations de la dynamique des fluides géaplagsen terme de ces
coordonnées curvilignes.

— Les grilles construites a partir des isolignes de coordesmurvilignes présentent
des mailles qui dégénérent au voisinage des singularaésexXemple, I'apparition
de toutes petites mailles peut avoir un impact catastroghégyrr les conditions de
stabilité si le pas de temps est lié a la plus petite taille diélen
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Figure 2.1: Exemple de grilles structurées générées a garti icosa-
hédre.

Deés I'apparition des premiers modéles numériques, lesar@tigues et un peu plus
tard les océanographes proposérent de nombreuses ctinssymour éviter ou du
moins limiter ces différents problémes (Williamson, 1978insi, des 1957, Phillips
propose une combinaison de trois sous-grilles qui se clocbesu partiellement. La
premiere des sous-grilles est obtenue par une projectidtedeator pour les basses
et moyennes latitudes alors que les deux autres sont pesduitaide d’une projec-
tion stéréographique des hautes latitudes. Son utilis@#s un modéle de prévision
météorologique nécessite I'interpolation des champsdasrtrois grilles, interpola-
tion qui n'assure évidemment plus — ou trés difficilement —edmservation de la
masse et de I'énergie. Depuis lors, de nombreuses autrescagg ont été sugge-
rées mais n'ont pas donné entiére satisfaction : Williamd®@68); Sadourngt al.
(1968); Sadourny (1972); Bryaet al. (1975); Williamson (1979); Semtner et Chervin
gient des discrétisations structurées basées sur lesaot#ds géographiques mais
dont le nombre de mailles varie en fonction de la latitude dfibtenir une résolu-
tion quasi-uniforme (Hortal et Simmons, 1991). Une tellpraghe est connue sous le
nom dereduced Gaussian gridées modeéles océaniques privilégient des grilles mul-
tipolaires dont les singularités sont rejetées hors du dwoarde calcul : Deleersnijder
et al. (1993); Murray (1996); Madec et Imbard (1996); Madgal. (1998); Malone
et al. (2003); Robert®t al. (2006).

Toutefois, une littérature abondante continue de propdsemuvelles pistes. Sur les
figures 2.1 et 2.2, nous illustrons deux approches qui satgvenues assez popu-
laires : la grille obtenue par subdivision récursive d’'umsighédre (Williamson, 1968;
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Figure 2.2: Le maillage en cube sphérique est obtenu pap|agiion
des faces d’un cube sur la surface d'une sphére.

Sadournyet al, 1968) ou celle obtenue par le soufflage sphérique d'un c8he (
dourny, 1972). Citons en vrac les contributions scientd&vécentes sur ces deux
grilles : Heikes et Randall (1995); Stuhne et Peltier (19B@ncicet al. (1996); Thu-
burn (1996); Purser et Réit (1997); Giraldo (1997); Heinze (1998); Majewskial.
(2002); Randalet al.(2002); Pesch (2003); Adcrddt al.(2004); Giraldo et Rosmond
(2004); Fournieet al. (2004); Nairet al. (2005a,b).

Quelle que soit la solution envisagée, il est nécessairgdiaer les équations de la
dynamique géophysique sur la sphére. C’'est pourquoi, Hmnsdrievement présen-
ter les outils mathématiques utilisés pour exprimer unatgoiaux dérivées partielles
dans un systéme de coordonnées curvilignes et les apppquef’écriture des équa-
tions discrétes correspondantes par la méthode des éfiraat Comme dans une
telle approche les équations discrétes sont évaluée®ineal, elles ne nécessitent
que l'introduction de coordonnées curvilignes localesextettent de contourner le

probléme des points singuliers inhérents a tout systemedelonnées curvilignes
globales.

2.1 Coordonnées curvilignes

2.1.1 Isomorphisme et coordonnées curvilignes

Les coordonnées curvilignes permettent de décrire effinanedes surfaces ou des
volumes de I'espace. L'idée est de considérer I'espaceigy £t d'y associer deux
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Espace dual

€

Espace physique

€z

Figure 2.3: La transformatiosx (&) définit une relation bi-univoque
entre I'espace dual et I'espace physique de sorte que tout
point de I'espace physique peut étre identifié de maniéere
équivalente soit par ses coordonnées cartésienrsest par
ses coordonnées curviligngs
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systemes de coordonnées : les coordonnées cartésienediesistides coordonnées
curvilignes quelconques. En appliquant une transformad® I'espace physique, il
est possible de définir un espace dual pour lequel les isdiges coordonnées cur-
vilignes forment un réseau cartésien uniforme. C’est éuident dans I'espace phy-
sique gue se produisent les phénoménes physiques que ndassymodéliser. Tou-
tefois, le second espace est souvent celui ou la définitida gderface ou du volume
dans lequel se produisent ces phénomeénes physiques esslaipte en terme de
coordonnées curvilignes. A titre d’exemple, la définitianld sphére est triviale en
coordonnées sphériques mais s’exprime par le biais d’'unetiégp non-linéaire en
coordonnées cartésiennes.

Considérons un point de I'espace physique identifié par@@sionnées = (z,y, 2).
Nous supposons qu’il est possible de lui associer de maniggeie un point de I'es-
pace dual identifié par ses coordonnges (¢, n, ¢). Cette association se fait a I'aide
de lisomorphismex(&) ou de lisomorphisme inversg(x). Comme illustré sur la
figure 2.3, la définition du systéeme de coordonnées cunabgme peut pas étre to-
talement quelconque. En particulier, aux pbles géograpsigle systéme usuel de
latitude-longitude n’est pas légitime puisqu’a un seuhpphysique correspond I'en-
tiereté de toutes les longitudes possibles. A traversriimghisme, une droite ou un
plan de I'espace dual se transforment respectivement ecaurde ou une surface
courbe dans I'espace physique. Un réseau de droites pesaléx axes du repeére car-
tésien de I'espace dual se transforme en un réseau de caamebespace physique.
Nous supposons donc que tout point de I'espace physiquenssidentifié de ma-
niere équivalente soit par ses coordonnées cartésieqrast par ses coordonnées
curvilignesg.

Lisomorphismex (&) décrit le lien qui existe entre les coordonnées curviligiias
point de I'espace physique et ses coordonnées cartésieffitesle pouvoir décrire
explicitement la déformation d’un objet lors de la transfation de celui-ci a partir
de I'espace dual vers I'espace physique, il est utile ddihtzire le concept de métrique.
En d’autres mots, nous supposons que 'objet dans I'espaaeedt dans une confi-
guration de référence et nous souhaitons connaitre conineshtiéformé localement
dans la configuration physique. Le calcul des volumes, depleurs et des déforma-
tions de I'objet dans les deux configurations se fait évidemirpar rapport au repére
orthonormé cartésien. A titre d’exemple, considéronsdagformation d’'un segment
de droite infinitésimal g en un segment xd Si les deux segments de droites restent
infinitésimaux, on peut écrire :

0x

dx = ¢ €. 2.1)

1Ce qui limite en partie le choix des coordonnées curviligmes I'on peut effectuer et exclut en parti-
culier les points singuliers.




18 La méthode des éléments finis sur la sphéere

&n 8¢

Figure 2.4: Les vecteuks, g, etg. forment la base dite covariante du
systeme de coordonnées curvilignes. lls sont définis comme
les colonnes de la matrice jacobienne de 'isomorphisme et
sont tangents aux isolignes de coordonnées curvilignes.

ou la matrice jacobienne en chaque pdgirtst définie par :

9z  9Jz Oz
3 on ¢
0x dy dy dy

Chaque élément de la matrice jacobienne posséde une &taipn géométrique puis-
qu'il établit le rapport entre une composante du segmenetdine autre composante
du segment & Typiquement, en calculant les valeurs propres et les vecf@opres
de cette matrice, il est possible de décomposer la transt@amen une rotation et une
compression (ou une dilatation) le long des directionsgipales. Par conséquent, le
déterminant de la matrice jacobienne représente le ragpsnolumes aprés la trans-
formation d'un volume élémentaire de I'espace dual.
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Base et métrique covariantes

Chaque colonne de la matrice jacobienne en un ppitkéfinit un vecteur tangent a
I'isoligne correspondante au poixt¢). Ces trois vecteurs formentlese covariante
associée au systeme de coordonnées curvilignes et soatnoté

Or oy 0z
g = 8_€ez+8_€ey+a_£ezv
O dy 0z
gn — (9_77 €y + 6_7’] ey + (9_77 €., (23)
= %e —l—%e —l—%e
g = a( T a( y 8< z-

Comme illustré sur la figure 2.4, ces vecteurs ne sont ni nermé&rthogonaux dans

la plupart des cas. Leur norme et leur direction peuvent@éaen chaque point de

I'espace physique. La décomposition d’un vecteur quelaerdde I'espace physique

en une combinaison linéaire des vecteurs de la base coteasigarit :
V:vggg—l—vngn—i—vcg(.

Les composantes', v"” etv¢ sont appeléesomposantes contravariante®n définit
également le tenseur métrique covarigndont les éléments sont les produits scalaires
des vecteurs correspondants de la base covariante.
8¢ 8 5 8¢-8 i B¢ 8¢
g = 88 ; 8n'8p  8n-8¢

88 & '8 8¢ &

En développant, on obtient un tenseur de la forme :

Ovow | Oydy | 0202 . Oudx | YOy , 920z . Owdx , Jydy | 0202
! i i n

€ D€ T DE o€ T Ot O¢ o€on T ogon T o€ 0 goc T dEoc T ¢ oc

Oz s | dudy | 020: . Ouds | Qydy . 920z . Ouds  dudy | 920z

no€ T onoe T onoe 5 onon Tonon T anon o onoc T anac T anoc

919z | Oydy | 0:0: . 0wdw | Oydy | 020: . Ozdr , Oydy | 0z 0z

o¢ o€ ¢ 9¢& ¢ o€ ) ¢ On 9¢ On o¢ On ) ¢ O¢ ¢ 0¢ ¢ 9¢

De maniére compacte, la définition d’un élémess du tenseur métriqug peut étre
notée

JapB = ga ~g[3. (24)



20 La méthode des éléments finis sur la sphéere

Figure 2.5: Les vecteurs®, g” et g¢ forment la base dite contrava-
riante du systéme de coordonnées curvilignes. lls sont in-
timement reliés aux vecteurs de la base covariante par la
relation d'orthogonalité (2.5).

Chaque élément diagongl,, correspond au carré de la norme du vecteur de pase
De méme, chaque élémeanis exprime I'angled formé par les vecteuss, etgg :

9ap = V/Yaa \/9pp COS 6.

On peut montrer que la métrique covariante est un tenseugtsigme et défini-positif

si la transformatiox (&) est bi-univoque. Cette métrique contient exactement laeném
information que la jacobienne, mais elle présente I'avgm@étre un tenseur. Telle
que nous l'avons introduite, la métrique covariante cortgpénormément de simili-
tude avec lgpremiéere forme fondamentatéune surface en géométrie différentielle.

A titre d’exemple, la longueur d’'un segment infinitésimat pkut s’écrire comme :

dx- dx = (dﬁg—z)T(g—gdf)

= d¢ - g - d¢.
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Base et métrique contravariantes

De la méme maniére, il est possible de définir les conceptsade et de métrique

contravariantes a partir de I'isomorphisme inve¢$g). A nouveau, nous introdui-

sons les trois vecteurs de la base contravariante a pastiighes de la jacobienne de
I'isomorphisme inverse.

9 9 9

& - = > -
& Ox ez+8yey+azez’

an an on

n — < ai i
& Ox ez+8yey+82 =

¢ ¢ ¢

¢ _ 9% o g
& Ox ew+8yey+8zez'

On peut observer que la matrice jacobienne de I'isomorphiswerset (x) est I'in-
verse de la jacobienne de I'isomorphisg(&). Cette propriété s’écrit :

g gs=10%. (2.5)

Elle implique que le vecteug® soit orthogonal aux vecteugsy et g, de la base
covariante et que sa norme soitI'inverse de cellgdd.a décomposition d’'un vecteur
quelconque de I'espace physique en une combinaison linéaire des wsatela base
contravariante s'écrit :

v =18 +v,8" +vc g,
Les composantes, v, etv: sont appeléesomposantes covariante®n définit éga-
lement le tenseur métrique contravariant dont les élénsamisles produits scalaires
des vecteurs correspondants de la base contravariante.

g’ =g g’ (2.6)

Ce tenseur contient la description compléte de la défoomakés volumes, comme le
tenseur métrique covariant. Ces deux tenseurs sont is/duigede l'autre :

gpy = 0%, (2.7)

Rappelons ici que la convention usuelle de I'emploi desceslet des exposants dans
les notations n’est pas innocente et a été adoptée afin dfideimmeédiatement les
indices répétés sur lesquels on applique une somme. Powrésentation détaillée
du calcul tensoriel en coordonnées curvilignes, on coesalitiement les nombreux
ouvrages de référence existants (Weinberg, 1972; Ari2)196

g*’
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Symboles de Christoffel

La courbure des isolignes de coordonnées curvilignes pénatieer une variation de la
norme et de la direction des vecteurs des bases covariatdateavariante en chaque
point de I'espace physique. Ces variations sont respecéimédonnées par les déri-
vées des vecteurs des bases covariante et contravariamggpart aux coordonnées
curvilignes

Ox dy 0z

g = 8_€e$+a_£ey+a_£eza
oge 0% 0%y 0%z
Pc ~ deoe ™ agoe © T agoe
dge O 9%y 922
n ooy " agon & T aiay &
oge 9%z %y 0%z
ac  — oeac & T acac & T peac °

On peut procéder de la méme maniére avec les vecteurs desladiatsavariante.

Méme si les variations des vectes de la base covariante ne se comportent pas
comme un tenseur, elles peuvent étre exprimées dans les tasgiante ou contra-
variante

I8a
B Fiﬁ ge +Tl58y+ Fig 8¢,
2.8)
08a
K Tope@ +Tapng” + Lapc g,

ou les composantds, s, etl’) ; sont connues comme les symboles de Christoffel
de premiére et de seconde especes. lIs peuvent étre catculdsisant la propriété
d’orthogonalité (2.5) dans la définition qui précéde. On éduit ainsi les formules
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classiques de calcul :

_ 1 89&7 agﬁv . agaﬁ
Loy = 2 ( op + O oy
(2.9)
1 agaé 89{35 39043
I — .8 _ )
s = 39 (65 T 90 T Tos

Pour obtenir les composantes de la variation des vecteus lokese contravariante,
nous dérivons I'équation (2.5) qui exprime I'orthogor@aéintre les vecteurs des bases
covariante et contravariante et obtenons :

_ 0g

0 R

. gﬁ _|_ ga - —_
Y

En tirant profit de cette relation et de la définition (2.8),adstient I'expression des
composantes de la variation des vecteurs de la base camdreesen terme d’elle-
méme 5

8g 3

S §_ 18 _ 18 &¢

o Ieg — 17, g I8 (2.10)
On pourrait procéder de méme pour obtenir les composantesree de la base co-
variante.

En conclusion, tout isomorphisme entre un espace dualsgtdiEe physique définit un
systeme de coordonnées curvilignes auquel on associe dsas.d_a premiére base,
dite covariante, est formée par les vectegygangents aux isolignes de coordonnées
curvilignes. La seconde base, dite contravariante, estderpar des vecteugs or-
thogonaux aux isolignes de coordonnées curvilignes. Legosantes d’'un tenseur
quelconquerl dans la base covariante sont appelées composantes caatitesa et
sont notée§*?. Les composantes de ce tenseur dans la base contravatahggps
pelées composantes covariantes et sont n@t¢e<Ces composantes sontreliées entre
elles au moyen des tenseurs métriques :

T% = 9Ty,
(2.11)
T, B — g(wTVB )

L'introduction de ces deux régles dans le calcul des longuparmet a nouveau de
remarquer que toute contraction ne peut se faire qu’en somie@roduit des com-

posantes covariantes et contravariantes. Finalemensytaboles de Christoffel de
premiére et de seconde espéces permettent de décrire laumdules isolignes du
systéme de coordonnées curvilignes dans les bases cagatamontravariante.
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2.1.2 Dérivées covariantes et opérateurs différentiels

Afin de pouvoir écrire les équations de la dynamique géoplugsilans un systéme de
coordonnées curvilignes, il est encore nécessaire de pousrprimer les opérateurs
différentiels. Pour systématiser leur écriture, nouswaliatroduire le concept des déri-
vées covariantes qui peuvent étre intuitivement consedrémme une généralisation
aux repéres curvilignes des dérivées partielles usud@leparticulier, I'introduction
des dérivées covariantes permet une écriture tensoriefieofdérateurs différentiels
dans un repére curviligne.

Considérons la variation d’un champ vectoseDans le repére cartésien, cette varia-
tion dans une des directions du repére cartésien est doanée ¢érivée partielle de
chacune des composantes du champ dans cette méme direction :

o _ O Ovy o O
9z 0z ot or VT oz O
o, vy OV
oy oy " oy Y oy 7
ov  Ovu, +_6Uy +_6UZ
0z 9z T o T g &

de sorte que le champ vectoriel est localement constanfadirectione,, si et seule-
ment si la dérivée partielle selande chacune des composantes du champ est nulle.

Dans le repére curviligne, il faut non seulement tenir cangets dérivées partielles
de chacune des composantes du champ dans la direction @@gsidhais aussi de
la variation des vecteurs de base dans cette direction. Rdrsse covariante, nous
écrirons :

ov o’ og
A IS8
g T e e
ov o’ g
- = Y88
ov o’ og
o IS8
¢ 8ng—|—v (Q)Q.

En exprimant les variations du vecteur de la base covariamterme des symboles
de Christoffel de la seconde espéce, on peut écrire de neacnénpacte la dérivée
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covariante des composantes covariantes d'un vesteur

B 80P
% = (i + 18 m) g5 (2.12)

De maniére semblable, on peut obtenir la dérivée covardegeomposantes contra-
variantes d’un vecteur :

v _ (9
Oa Oa af

Uv) gh. (2.13)

En conclusion, les composantes de la dérivée covariantectiamp scalaire, vectoriel
ou tensoriel seront notées de la maniere suivante

fla = g_i’
Vg = %L; + 15,07,
Ualg = % —Tapom
Toply = ag—;‘ﬁ - Ffw Tsp — F%y Tas,
%y = ag—:ﬁ +T55 T°% = T, T°%,
Ta ﬁ\'v - agiﬁ B Fg"v T; ’ + Fgw Taé’
%, = G TR e T

On observe que, dans un repere curviligne, les dérivéesiantes jouent essentielle-
ment le méme rble que les dérivées partielles dans le repggsien. L'intérét majeur
de l'usage des dérivées covariantes réside dans le faieguatiations d’'un champ
tensoriel exprimées par leur biais conservent le caratdé@soriel. L'introduction des
dérivées covariantes permet d’'écrire I'ensemble des tmémadifférentiels dans un
repere curviligne. Nous nous limiterons ici a reprendreféemules de calcul. Leur
dérivation, purement calculatoire, se trouve dans lesages classiques de référence :
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Aris (1962), Weinberg (1972).

Vf = gaﬁ f|a g3,

Vb = 8a gaﬁ bvm 8y,
Vb = ba‘a,
(2.14)
Vxa = P (|8 By
V-.-ab = (aabﬁ)|a g3,

Af = g% flap.

Notons que la compacité de ces expressions dissimule l& grambre de termes
générés par les indices répétés. Finalement, ces expressgient cohérentes avec les
formules usuelles dans un repére cartésien. On peut aussienque les théoremes
intégraux classiques restent d’application pour les coomées curvilignes si I'on fait
usage des dérivées covariantes.

2.1.3 Coordonnées curvilignes sur un triangle sphérique

Dans cette section, nous allons appliquer les outils desloooées curvilignes pour
un triangle sphérique quelconque. Associer un repereligmeia une surface courbe
guelconque est équivalent a lui associer une représemfadi@meétrique particuliere
x(&) de sorte que seules les deux coordonnées curvilighesr() suffisent a la dé-
crire. La troisieme coordonnée curviligng peut étre fixée a une valeur constante ar-
bitraire. Ainsi, a partir de la représentation paramégig(£, 77), nous pouvons mettre
en oeuvre I'ensemble des concepts liés aux coordonnéeilignes. En particulier,
les vecteurg, etg, forment une base du plan tangent & la surface courbe. Lewecte
g¢ est normal a la surface et peut étre défini comme :

ge X 8y
g = == 51 (2.15)
© 7 Tge % gl

Il est aisé de définir un isomorphisme qui relie un triangleésmue quelconqug.
avec le triangle rectangle unitaifedont les sommets sofib, 0), (1,0) et (0,1). Ce
choix est totalement arbitraire et est inspiré par la dédimitisuelle du triangle parent
dans une technique d’éléments finis (Hughes, 1987).
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Espace dual
e/,7 -~
(0.1
x(&)
Q
(0,0) (1,0 e;
Espace physique

ez
ey

€y

Figure 2.6: L'isomorphisme transforme le triangle par@reén un tri-
angle sphériqu@, plongé dan®3.
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Considérons donc une sphére de rayatont le centre est confondu avec l'origine
d’un repére cartésiesy, e,, e.. Comme illustré sur la figure 2.6, 'isomorphisme doit
transformer le triangle parefit en un triangle sphérique,. quelconque pour lequel
nous connaissons uniquement les coordonnées cartési¥nmesses trois sommets

situés sur la sphére. L'isomorphisme est défini en deux stiflpstrées par la figure
2.7.

Espace dual
e)s %(€)
(0.1)
Q
_| Espace physique
(0,0) 10 €¢
x(§)
ez
€y
% Espace physique

€z

B

(s

Figure 2.7: Définition de I'isomorphisme pour un triangl&épque.



Coordonnées curvilignes 29

— Tout d’abord, nous transformons le triangle pa@ren un triangle pla). dont
les sommets coincident avec ceux du triangle sphérifjueCette transformation
s’écrit

x(§) = (1 =& =Xy + X2 +nXs. (2.16)

Le jacobien de cette transformati&f€) étant constant, le rapport des surfaces élé-
mentaires dans le triangle parent et le triangle projet&@sstant en tout point.
Observons que les trois facteurs des composantes sontnietsofts de forme li-
néaires de la méthode des éléments finis.

— Ensuite, chaque point de ce trianfigest projeté radialement sur la sphére de sorte
gue la composition de ces deux étapes

i

x(x(&)=r (2.17)

Bl

donne bien isomorphisme recherché.

Cette transformation est non-singuliére pour tout triarsglhérique dont les trois som-
mets n’appartiennent pas a une méme géodésique. Par defarequ’un ou plusieurs
sommets coincideraient avec les péles géographiques eespiméement aucune dif-
ficulté. En outre, la projection radiale assure que tout segmde droite défini a I'in-
térieur du triangle parent se transforme en un arc de gémagskinalement, il est
possible de procéder exactement de la méme maniére posfatnan@r un carré uni-
taire en un quadrangle sphérique quelconque.

Calcul des bases et des métriques

Aprés quelques opérations algébriques élémentaires,drépere les vecteurs de la
base covariante d’un triangle sphérique de la maniere st@va

_ X&) L(a_i ~2(1 _)>
8 o€ ERCARANETIE
_ xE) _ L(% ~£(1 L)) 218
& o = \a S M) @1
Cooxe) %
T Tac T ORI

Ces trois vecteurs ne sont pas nécessairement orthogonedeex. Leur direction
et leur norme ne sont pas constantes sur le triangle spleériqutefois, les vecteurs
g etg, forment une base du plan tangent a la sphére. Le troisienteurgs; est
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perpendiculaire a ce plan. En tout point du triangle sphérign en déduit que la
métrique covariante se réduit a une matrice de cing termesabs :

B8 B8 O
o= | 8y 8 88 0|,
0 0 1

tandis que la métrique contravariante peut étre directeoadculée comme l'inverse
de cette matrice.

Calcul des symboles de Christoffel

Comme la courbure des coordonnées curvilignes n’est pds, nluest nécessaire

d’évaluer les composantes des variations des vecteurssée lbes composantes con-
travariantes de ces variations sont les symboles de Cifieisie seconde espéce. Cette
évaluation ne pose pas de difficulté particuliere et se tédwi expressions suivantes.

0ge 0 ( r )
—_— = 2— IHT
D¢ A A
o (g (i)~ 5 () 3 (i) )
T o |\ M= | — S\ =7 | 3 | 1B 7=
oc2 \ " [x[[) 9e \ x|} oe \ (]} ) =
0ge gy 0 ( r ) 0 ( r )
_— = = = — 1DT + = 1nT
an o€ on \ TN B¢ ae \ M)l ) B

+r( i (mL)_ﬁ(lnL)ﬁ(lnL))
acon \ " [XI1) ~ o \IRI[) o TR ) B

o (5 (i) ~ 3 (o) 3 (o)) 8
T a5\ =) a5 \My=7 ) a2 |\ Bz
or "%l an TR an \ (I ) o
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X[ = r
o=
h
0 = —
r
H = —
rcos2r
h
AH = 2rsin®—
4r
h
AX = 2r sin—
2r

eIl ~ AX

Wl = Ve

8111_\\;\\ 1 Ay
— = =3 Y A
0 x||? 0

Y || || N , Y

~AX RAX/2 |

h
2 tan? —
2r

A

Figure 2.8: Estimation de I'ordre de grandeur des symbate€luris-
toffel dans un triangle sphérique.
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On peut en déduire les formules de calcul suivantes pouytabales de Christoffel :

0 r
Q. rt = —ln— | I = 0
ré, = 2—1In— én 2¢ TR nn
133 ¢ Ix]| ¢ Il )
0 r m = 2%m "
n _ _ =
Tee = 0 Ten = 8_n1n||5<|| " on  |Ixll

Sur la figure 2.8, nous illustrons I'ordre de grandeur dest®jas de Christoffel dans
le cas des triangles sphériques.

9] r
F’Y ~ —_— ln —_—
o Oy ||l

< tan? (Pges).
On observe que ces symboles de Christoffel décroissentapédement avec le rap-
port de la longueur de la plus grande aréte du triangle etybnrde la sphere. Pour
une discrétisation réaliste de I'Océan Mondial, la tailes dnailles varie dé km
a 150 km si bien que les valeurs des symboles de Christoffel sont deegpentre
31077 et3 10~*. Etant donné que ces valeurs indiquent I'ordre de grandesiva-
riations relatives des vecteurs de la base covariante, erodgduisons que les effets
de courbure dans notre systéme de coordonnées curviligsiest trés petits dans le
cas d'une discrétisation réaliste de 'Océan Mondial.

Calcul de I'isomorphisme inverse

Quoiqu’il n’est pas indispensable d’obtenir une exprassie I'isomorphisme inverse
pour écrire les équations discrétes par la méthode des édgfir@s, cette expression
est fort utile lorsque I'on souhaite effectuer le transtertdonnées entre deux grilles
distinctes. Cette opération est indispensable lorsqus nous intéresserons a la mise
en oeuvre de maillages adaptatifs. En toute généralité&esk pas possible d’obtenir
une expression analytique de I'isomorphisme inverse paerttansformation quel-
conque. Toutefois, dans le cas particulier des triangleérigues, il est possible d’ob-
tenir une telle expression de maniére purement géométrique

Pour un poink de(2,, on fait correspondre un unique poktlu triangle plarf),. Ces
deux points appartiennent a une méme droite passant pantie ¢k la sphére. Il est
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) ) L = [[(X2—%)x (X3—%)|
Ly = [[(X3—%) x (X1 =%)|| X3 [[(X2—X1)x(X3—X1)]|
[[(X2—X1)x (X3—X1)]]

X

X K= x (X5
! Ly = 150 % (X=X )T

Figure 2.9: Définition des coordonnées barycentriqued.,, L3 d’'un
pointx. Elles sont définies comme le rapport entre I'aire de
chaque sous-triangle et celle du triangle initial.

alors possible de définir les coordonnées barycentriques @g@intx. Ces coordon-
nées sont définies comme le rapport entre les aires desriemigles reliant ce point
aux sommets du triangle plan. et I'aire de ce triangle, comme Tillustre la figure
2.9. Le passage par le poixiest nécessaire car il n’existe pas d’expression analytique
des coordonnées barycentriques d’un triangle sphériquerig et Peltier, 1996). On
observe ensuite que les coordonnées barycentriqued., L) d’un isomorphisme
linéaire valent tout simplement les valeurs des fonctian$odme linéaires, c’est-a-
dire(1-¢—n,&,n). En effectuant quelques manipulations algébriques, ongueiie :

[|(X5 — %) x (X1 — %)

$ T kT X X)) < (X - X
_ x(Xs—%) x (X4 — %))
x - (X3 = X2) x (X1 — X32))
_ x - (X3 x Xy)
x - (X = X2) x (X3 — X2))
n = L3 = X'(X1><X2)

x- ((Xy —X3) x (X2 —X3))

2.1.4 Coordonnées curvilignes dans un prisme sphérique

Dans la mise au point d’'un modéle tridimensionnel de cittnegénérale, nous avons
opté pour I'utilisation d’éléments prismatiques obtenaslfgxtrusion verticale d’'une
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triangulation de la surface du domaine. Cette procéduustiée sur la figure 2.10
assure la verticalité des faces quadrangulaires des isme en conservant une
certaine flexibilité quant a I'orientation des faces trialagres. Ainsi, ces derniéres
peuvent étre orientées parallélement aux surfaces isapgmu a la bathymétrie
pour obtenir une situation analogue aux coordonnées atigénéralisées (Kasa-
hara, 1974; Thompsoest al, 1985; Deleersnijder et Ruddick, 1992; Adcroft et Hall-
berg, 2004). Ce choix est justifié par la stratification desisments océaniques. Dans
la plupart des processus de la dynamique des fluides gégpiegsion est proche de
I'équilibre hydrostatique. Une discrétisation efficacé goéserver explicitement cette
anisotropie : l'utilisation de prismes permet de satisfaiette contrainte.

Espace dual

£(x) .
al

e Espace physique

Figure 2.10: Définition de Iisomorphisme pour un prismeestt par
extrusion verticale d’un triangle sphérique.
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Considérons a nouveau un triangle sur la surface d’'une sglgerayon-. En partant
de I'expression de 'isomorphisme du triangle sphériguest facile de définir I'iso-
morphisme d’un prisme sphérique construit par I'extrusiom-identique des trois
sommets de ce triangle

x(§)

x(§) = (r+ D(§)) T=E (2.19)

ou le pointx (&) est la projection radiale desur le triangle pla). et ouD(&) estla
profondeur de ce méme poirt En suivant la procédure usuelle des éléments finis, on
relie cette profondeur aux profondeups des six sommets du prisme

6
D(€) = Zm—(&) D;.

Comme indiqué dans le tableau suivant, les six fonctionodad; sont associées
aux sommets du prisme.

(flﬂhaCl) = (07070) 101(5,7770 = (I_C)( _5_77)
(5217721(2) = (17010) 1/’2(5,777@ = (1 _C)g
(5317731(3) = (07110) 1/’3(5,777@ = (1 _C)n
(5417741(4) = (07011) 1/’4(5,7770 = <(1 _5—77)
(5537753(5) = (17031) w5(£a7]7<) = <£
(563”63(6) = (07131) 1!’6(5#770 = @7
Calcul des bases et métriques
Les vecteurs de la base covariante s’écrivent
_ o0x(§)  r+D(ox _0 1 r+D
& = o T (8_5”8_5(“ El ))
_ ox(§)  r+Dfox _0 r+2D
& = o T TR (a_n“a_n (1“ B ))

o - oD x(€)
¢ aC a¢ |l

La métrique covariante se calcule a I'aide de simples ptedualaires de ces vecteurs
entre eux et la métrique contravariante est obtenue commveise de celle-ci.
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Calcul des symboles de Christoffel

Afin d’obtenir une expression des symboles de Christoffielpeut observer que les
vecteurs de base peuvent étre écrits sous la forme compaciate

r+D (8& L% 0 <1 7’+D>>
o= 7= |\ 7 T X— | N+ .
X[ \Oa =~ 0a [l
Ceci permet d’écrire une expression compacte des vargties vecteurs de base et
donc des symboles de Christoffel de seconde espéce :

% B £<1DT—|—D> o +i<1n7’—|—D) o
2B g\ Xl ) % aa U TR P
<a <1 r+D)>1 02 (1 T+D>g
o N —— N ——=
ac " (I dadp " X )

(5 (D)) om (w55 o ()
ac \ " TX]] A A A

Tout comme pour les triangles sphériques, la plupart dedslgn de Christoffel de
seconde espéce restent trés petitd (—*) tant que le prisme reste mincB (< r) et
d’épaisseur constante. Par contre, pour un prisme d'épaisariable, les coefficients
Fgg et Fgg peuvent devenir importants. En effet, ces derniers meserepremiere
approximation la variation relative de I'épaisseur dupes

+

2.2 Méthodes des éléments finis sur la sphere

Atitre d’exemple, nous présentons la mise en oeuvre de lhadétde Galerkin appli-
guée aux équations des eaux peu profondes. Il ne s'agit aifderhulation optimale
pour résoudre ces équations, ni des équations qu'il codragtrde mettre en oeuvre
dans un modéle de circulation générale. Toutefois, cet plkeale mérite de la sim-
plicité tout en présentant toutes les difficultés géoméasgqui apparaissent lorsque
I'on souhaite appliquer la méthode des éléments finis syshare. Il faut donc voir
cette section comme un tutoriel pour I'implémentation igrae d’équations et de for-
mulations plus complexes sur la sphére.
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2.2.1 Application aux équations des eaux peu profondes

Les équations des eaux peu profondes modélisent la dynamé&mécoulements géo-
physiques intégrée sur la hauteur d’une colonne de fluide égeations bidimensio-
nelles s’obtiennent en intégrant les équations de NauieS et s’écrivent

du 1

n +u-Vu+ fkxu= —gVn—i—BV-(VDVu),
on
ot

(2.20)
+ V. -[(D+nu]=0,

ouu = (u,v) représente la vitesse horizontale moyennet D désignent respecti-
vement I'élévation et la bathymétrie. Le facteur de Cosieli la viscosité sont respec-
tivement notég et v tandis quek désigne la normale unitaire sortante. Le symbole
V représente I'opérateur de dérivation le long de la surfacadphére. Il sera donc
nécessaire de faire appel aux formules de calcul des opésatéférentiels dans un
systeme de coordonnées curvilignes locales pour pouvaireddes équations dis-
cretes lorsque I'on applique la méthode des éléments finis.

Malgré leur apparente simplicité, notons que les équatimsseaux peu profondes
permettent la modélisation de nombreux phénomeénes. Parpbxeelles sont utili-
sées avec succes dans la modélisation des ondes de magfapéésts, de ruptures de
barrage, de tsunamis et méme de certains écoulements all&planétaire (Vreug-
denhill, 1994). En outre, ces équations sont souvent umtesérique incontournable
(Walters et Carey, 1984; Westeriek al, 1994; Le Rowet al, 1998; Hanertt al,
2003; Le Rowet al.,, 2005; Williamsoret al,, 1992).

La méthode des éléments finis se construit a partir de la flation faible d’un pro-
bléme aux conditions aux limites. D’une maniére schématiqu peut dire que cette
formulation faible s’obtient en multipliant les équatiotifférentielles par des fonc-
tions test et en les intégrant sur tout le domaine d’int@r&nsuite, il est usuel d'in-
tégrer par partie et d'appliquer le théoreme de la divergesnc les termes elliptiques
afin de réduire I'ordre de dérivation requis pour les inca®’est ainsi que I'on peut
comprendre le qualificatif de faible puisque les exigence®ane de dérivabilité ont
été adoucies dans une telle formulation. Dans le cas pheficies équations des eaux
peu profondes, on effectue parfois également une intégratr partie afin d'impo-
ser faiblement des conditions aux limites d'imperméahilites aspects numériques
et mathématiques associés au choix particulier d’'une flation faible ou discréte
sortent largement du cadre de ce travail et sont discutéstdanert (2004). Ici, nous
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choisissons donc la formulation faible utilisée par Haf2004) :

/Q <%ﬁ_(D+n)u-Vﬁ) d2 =0 v
/ (a‘z—‘: — - V(i) + fk x (ﬁu)) o = (2.21)
Q

—/ <gavn+Dyvﬁ-Vu) Q@ v
Q D

Ensuite, la méthode des éléments finis consiste a subdigidemaine d’intéréf) en
un ensemble dé&/, éléments ouvertQ, telles que

= unNQ;, Vi £ j

q _ (2.22)

Qe,
1

=z

€

ou (), désigne la fermeture de.. Lensemble de tels éléments forme un maillage du
domaine. A la différence des grilles structurées utiliségss les méthodes de diffé-
rences finies, il n'existe aucune restriction quant a la fgria taille, I'orientation ou
les relations de voisinage entre les différents élémemdiQainsi que les maillages
des éléments finis forment une grille non-structurée. Erégédnon choisit des élé-
ments triangulaires et quadrangulaires de taille finie. €eothposition du domaine
en N, éléments permet de subdiviser le probleme global en un diisata N, sous-
problémes locaux définis sur chacun déséléments. L'assemblage de ces problemes
locaux permettra d’obtenir de maniére automatique le groblglobal.

La seconde étape consiste a définir une approximation pwlahe par morceaux des
fonctions inconnues en les écrivant comme une combinaiséaite de valeurs no-
dales inconnues et de fonctions de forme polynomiales @é&faipriori. Le support
local des fonctions de forme assurera le caractére creux gmfrice du systeme li-
néaire qu'il faut résoudre pour obtenir ces valeurs nod&lass notre cas particulier,
nous écrivons :

N

l,l(X7 t) ~ u' (X7 t) = Z < %Ez)) > ¢1 (X),
N
77(Xa t) ~ 77h (Xv t) = Z H; (t) bi (X)

ol u” ety désignent respectivement les approximations discrétesid@mps in-
connus de vitesse et d’élévation. Les valeurs nodales deséthorizontal&;(¢) et
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Vi(t) et d’élévationsH;(t) caractérisent entierement ces approximations & partir des
fonctions de formep;. En d’autres mots, I'évolution temporelle des champs discr
est entierement décrite par I'’évolution des valeurs naddlé&), V;(¢) et H;(t). Afin
d’alléger les notations, nous utilisons des fonctions deéidentiques pour la vitesse

et I'élévation, quoiqu’en pratique il est nécessaire deefasage d’approximations dis-
tinctes pour des raisons numériques.

Au sein d’'un élément, ces approximations discrétes peldtemtecrites en terme de
fonctions de forme et de valeurs nodales locales

Wy o) = S () ) oo

' (1) = iy He,ilt) 65 ().

La correspondance entre les indices locaux et globaux neppsiétre aisément dé-
duite dans le cas des maillages non-structurés, ce quigogline difficulté plus im-

portante dans la mise en oeuvre de la méthode numériquepgaortar un code de
différences finies sur des grilles structurées. Mais cadeqwix a payer pour bénéfi-
cier de la flexibilité géométrique des grilles non-struéts.

Le calcul des valeurs nodales s’obtient en remplacant lestifins inconnues par leur
approximation discréte, et les fonctions tests par lestfons de forme correspon-
dantes. Cela permet d'obtenir un systeme3deéquations différentielles ordinaires
non-linéaires BN inconnues. Ceci définit la formulation discréte dans I'espat
continue dans le temps.

on" ~h hy..h ~h ~h
2 —(D+n")" Vi | d2=0 Nl
Q
h
/ (ah% —u"- V(@) + fk x (")) dQ = (2.23)
Q

~h
—/(gﬁhVnh—i-Dl/V%-Vuh) @ Vit
Q

Cette expression relativement abstraite cache une réadaécoup plus simple. En
appliquant un schéma temporel et une linéarisation dessteman-linéaires, on ob-
tient une formulation discréte qui se réduit a un systemeéhalque de8 N équations
a3N inconnues a chaque pas de temps. Cette formulation digmeates’écrire sous
la forme :
AUU AUV pUH Uin-ﬁ-l RY
AVU AVV AVH Vn+1 _ RV

; , (2.24)
AHU AHV AHH Hin-ﬁ—l RH
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ou les inconnues sont les valeurs nod@igs™!, v;" ™! et "' au pas de temps+1.

Les sous-matricestVV, AVV et A”H sont associées respectivement aux dérivées
temporelles des champs de vitesse et d’élévation. Les reatricesAV"Y et AVY
correspondent au traitement implicite du terme de Cori@s maniere semblable,
AUH - AVH - AHU et AHV sont issues du gradient de I'élévation et de la divergence
du transport. lls forment ce que I'on appelle habituellenfeematrice globaledu pro-
bléme. Le choix d'un schéma d’intégration temporelle nfEst trivial. Le traitement
implicite, semi-implicite ou totalement explicite desfdiients termes est analysé dans
Hanert (2004).

Pour obtenir la matrice globale, il est nécessaire de pey@édes intégrations sur I'en-
semble du domaine. Pour effectuer celles-ci, il est asiale décomposer la matrice
globale en une somme de matrices locales de petites tailleban assemble ensuite.
En d’autres mots, le probléme global peut étre décompogé.esous-problemes lo-
caux qu'il faut coupler ou assembler. Aujourd’hui, il eeiseux grandes familles
d’'approches pour réaliser ce couplage. Ce sont les méthiéigsnents finis dites
continuest celles ditesliscontinues

Dans les méthodes continues, les différentes valeurs @daht partagées entre les
différents éléments adjacents de sorte que la solution ngugéest en tout point conti-
nue. Ce partage des valeurs nodales autorise explicitatasrifichanges entre les élé-
ments. Les flux et les termes de bord peuvent étre évaluéteexant (Hughest al,,
2000). Cependant, en pratique, il est plus facile d’'assenmies N. sous-problémes
en un systéme linéaire global. Si cet assemblage rend liégtrah des termes de bord
inutile (ceux-ci étant de signes opposes, ils s’annulenstdie 'assemblage), la réso-
lution du systeme global exige I'utilisation d’'un solveindaire souvent gourmand
en mémoire. Dans les méthodes discontinues, une valeutenegiaassociée a un
unique élément. Autrement dit, chaque élément est décalgpkes voisins. La so-
lution numérique n’est plus nécessairement continue aiexfates des éléments si
bien que les échanges entre les différents sous-probléonent étre explicités par
les termes de bord. Ceux-ci étant inconnus, ils sont estini@sde d’'une approche
adéquate qui tient généralement compte des sauts des champderfaces des élé-
ments (Cockburet al., 2000). L'avantage de cette approche est que, si les terenes d
bord sont évalués de maniéere explicite, chaque sous-pnebliécal peut étre résolu
indépendamment de tous les autres. L'assemblag&’desus-problémes en un grand
systéme global n’est plus nécessaire, ce qui représent@inimgportant de mémoire.

Finalement, que ce soit une méthode continue ou disconiirast nécessaire d'écrire
tous les sous-problémes dans un systeme de coordonnédignas/ocales et d’ef-
fectuer ensuite leur couplage ou assemblage. C’'est cettagppemétrique qui est la
contribution originale de notre travail de recherche.
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2.2.2 Calcul du probléme local sur un triangle sphérique

L'intérét principal de la méthode des éléments finis estiliBet un systéme de coor-
données curvilignes distincts pour chaque probléme ltdeaést donc plus nécessaire
d’'avoir un systeme de coordonnées curvilignes globaleslp@phére comportant in-
évitablement des singularités. Nous définissons dépsystemes de coordonnées
curvilignes définis par les isomorphismes (2.17) qui compeat deux variables in-
dépendantes et 3.

Sur un triangle sphérique, les deux champs inconnus pesiexgrimer comme des
fonctions du temps et de ces deux variables curvilignes delaére suivante :

n(t’ a’ ﬁ)’

u(t,a,f) = u(t,a,f)gala, B) +u’(t, o, B) gs(a, B).

Le gradient des inconnues s’écrit en utilisant les formdiegalcul de la géométrie
différentielle.

vy = (9°“ Mo + 9*P 015) 8a + (67 e + %P np) &5

Vu = g (g™ ua‘a +gaﬂ ua‘ﬁ go + 85 gﬁa ua‘a +g[35 ua\ﬁ gu
+ ga gaa uﬁ‘a 4 gaﬂ uﬁ\ﬂ g5 + g3 gﬁa uﬁ|a + gﬁﬁ uﬁw g5

Lorsque le maillage est suffisamment fia £ 100 km pour la Terre), les termes
de courbure des dérivées covariantes faisant intervemisyeboles de Christoffel

deviennent petits. lls peuvent étre légitimement négligés que I'erreur que cela
engendre reste petite ou du méme ordre de grandeur queuteteediscrétisation.

Dans ce cas, les dérivées covariantes se réduisent a degedépartielles usuelles.
Par contre, si la résolution du maillage est trop grossiers tes effets de la courbure
de la sphere ne sont plus négligeables, il faudra consesgeddrivées covariantes
en lieu et place des dérivées partielles. Ceci alourdisalé@gerement la construction
de la matrice locale. Comme négliger les termes de courlsirene approximation

parfaitement crédible pour la plupart des applicationgrialient des inconnues se
réduita :

_ fe%e 677 af 877 Ba 677 BB 677
Vn = (g 50 Y 36) ga+<g 50 7Y a3 ) &
ou” ou® ou” ou®
— aq af Ba BB
Vu 8o (g Ba T _aﬁ) ga +83 (g Ba T _aﬁ> 8a

B

ao afB ou Ba auﬁ 33 auﬁ
t 8 (9 5, 1Y e gstes (9 5, T9 a5 ) 8%
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En utilisant les équations (2.5) et (2.7) qui expriment cggeMecteurs de base cova-
riants et contravariants sont orthogonaux, il est possltderire tous les opérateurs
différentiels apparaissant dans les équations des eauprpéandes en fonction des

deux variables curvilignes locales.

o
u-V(iu) = (uo‘ agza +uf agg“) 8o + (uo‘ agzﬁ +u? aggﬂ) g5
fkx(au) = f|lga x gsll (i’ go +au® gg)
guvn = QU(gngﬂLg“Bg—Z) ga+gﬁ(gﬁagn+gﬁﬁgg) g5
Dvvp-vu = D”(“"aa%%waﬁ ?92 o5

L gy 3 ou
Ba 7D T BB
T %800 T B ag)

0L P IL P

Dyl oo S0 | ap 9D 9

+ v <9 90 90 Y 90 0B
N 3 5)u + 5[53 ouP
g™ 86 9 8398

Ces expressions sont extrémement simples a évaluer artwtat semblables a leurs
homologues en coordonnées cartésiennes. Il est justesa@eed’ajouter quelques
coefficients géométriques si bien que la constructiondesous-systémes locaux ne
pose aucune difficulté particulieére. Chaque sous-syst@uegire schématiquement
écrit comme

UuU Uv UH n+1 U
A%/U A%/V A%/H U+1 R?/
n
ey Sy S B I Il I B
+
Al Al AL H; R,

Ce systéme discrétisé dans un systeme de coordonnéesgrnavilocales a chaque
élément du maillage peut étre écrit de la maniére compacte :

eAe eZ = eba (225)
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ou l'indice e désigne I'élément considéré.

2.2.3 Assemblage des problémes locaux

Comme chaque sous-systéme local est écrit dans un rep&ikgodr propre a I'élé-
ment considéré, I'étape d’assemblage dgsous-systemes en un systeme global doit
étre précédée d’'un changement de base adéquat afin d’exgameune méme base
les composantes de chaque valeur nodale vectorielle garfzy plusieurs éléments.
Ce probléme ne se pose évidemment pas pour un champ scalaire.

Ici, on pourrait croire que I'inévitable probleme des silagités d’'un systéme de coor-
données curvilignes globales sur la sphére va subreptitaga@pparaitre. En réalité,
il n’en est rien car les contributions pour une valeur nodaletorielle ne proviennent
que d’'un nombre limité d’éléments qui englobent le sommsbeig a cette valeur
nodale. En d’autres mots, il est nécessaire de définir udmgstle coordonnées cur-
vilignes globales pour chaque valeur nodale vectoriekda@'implique donc pas que
toutes les valeurs nodales doivent étre exprimées dangteeriné@se. En fait, les bases
globales — i.e. des bases utilisées pour écrire les incanteida matrice globale du
systeme — étant indépendantes les unes des autres, il @utatet debases globales
que de valeurs nodales. C’est pourquoi, nous définissonhaque élément un sys-
téeme de coordonnées curvilignes localdmsées sur I'élément parent et, pour chaque
valeur nodale, nous définissons un autre systéme local ddamaées curvilignes de
maniére purement arbitraire. Un peu abusivement, nous@ppee second systeme de
coordonnées curvilignes, le systeme de coordonnées glapalomme on exprime
généralement le champ de vitesse en terme de latitude engitude, nous associons
a chaque valeur nodale vectorielle le systéeme de coordergiélealesy formés par
les vecteurs orthonormés

—y T

—zze; —yze, + (22 +y?) e,
\/%222 + y222 + (ZC2 + y2)2

k

Y z
—€;+—e,+ —e..
T T T

pointant respectivement vers I'est, le nord et le zénithurRever I'indétermination
aux pobles géographiques, les directions vers I'est et ld sBont fixées a deux des
directions perpendiculaires tangentes a la surface denkrsp
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Il suffit d’appliquer le changement de base a chaque souslgome discret avant de
procéder a 'assemblage. De maniéere formelle, si nous avopsobléme local associé
a un élémenf2, écrit dans le systéme de coordonnées curvilignes

eAe eZ = eba

il est nécessaire de le réécrire en un systeme local expamglds systémes de coor-
données curvilignes globalgsassociées a chacun de ces noeuds.

gAg gz = gb.

La transformation du repére local vers le repére globafetaie a I'aide de combi-
naisons linéaires adéquates pour chaque couple de lignefoanes associées a une
valeur nodale.

cAc eZ = b
1
—

A ng gz = b
ng eAe ng ,(]z = .(]Qe eb
——— S——

| !
aAy gz = gb.

La premiére étape consiste a transformer le vectedies valeurs nodales inconnues
dans la base locale en un vecteur d'inconnjseexprimé dans les repéres globaux.
Cette étape s’effectue par l'introduction de la matricerdesformation Q,. La se-
conde étape consiste a transformer les équations vetgsmaiprimées dans un repére
local, en des équations exprimées dans les repéres gldbeitie étape consiste a mul-
tiplier le systéme par la matrice de transformatj@.. Cette procédure est similaire
a un changement de base d’une application linéaire si céquesce changement de
base est différent pour chaque valeur nodale. Les matrieehangement de bases
Qg et Q. dépendent évidement de I'élément fini considéré, I'unetdianerse de
l'autre.

Finalement, il nous reste juste a expliquer comment coinstces matrices de trans-
formation. Comme il existe autant de reperes globaux queatluss nodales, il est
nécessaire de définir autant de changements de base quedes valdales avant de
les combiner pour former les matricgQ et,Q..
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Chaque changement de base nodale peut se déduire en élzivasteur dans les
deux reperes :
o

u = u* g, + 4’ gg,

i + W ]

= ui

En multipliant ces relations par les vecteirg, g¢ etg,, il est possible en vertu
des propriétés d'orthogonalité d’obtenir immédiatemestrnatrices de transforma-
tion nodales

ut B g.-1 gp-i u®
u! 8a-j 83-J uf )

u* N (9°°8a +98s) 1 (9°8a +9°785) - u'
u’ (978 +97785) -1 (97"8a +97785) - ] wl )
qu’il suffit de combiner pour obtenir les matrices de transfation.Q, et ;Q. a

appliquer au systéme linéaire local. A titre d’'exemple, ktnice ;Q. pour une inter-
polation linéaire de vitesse et d’élévation

(Ue,la U6,27 U6,37 ‘/e,la ‘/6,27 ‘/6,37 He,la H6,27 H6,3)

serait obtenue par I'expression suivante :

8¢ i[x;
8¢ i[x,

g¢ 'i‘x?,

gn - ilx;
gn ilxs

8n " ilx;

8¢ ‘j|x1
8¢ 'j|x2

8¢ 'j|x3

gn -ilx,
gn - Jlxs

gn *dlxs
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Les trois premiéres lignes de cette matrice transformerddenposantes selon les di-
rectionsi des valeurs nodales de la vitesse; les trois suivantes fepasantes selon
les directiong de ces mémes valeurs nodales de vitesse. Finalement, lerdgiot
diagonal exprime le fait qu’aucune transformation n’estesSaire pour l'inconnue
scalaire d’élévation. Cette approche peut étre généeadiséimporte quel type d'in-
terpolations ou de formulations de la méthode des élémaerigs fi



Chapitre 3

Génération de maillages
non-structurés en
océanographie

La simulation précise de la circulation générale de I'océgige non seulement un
modéle adéquat des forces physiques qui gouvernent levsystéais aussi une repré-
sentation suffisamment précise du domaine d'intérét. @ugle soit la méthode nu-
mérique utilisée, il est presque toujours indispensabléédimir un maillage, c’est-a-
dire une partition d'un domain@ donné enV, entités géométriques, plus simples,
ouvertes et disjointes (3) :

0 = Q; N Qy, Vi # j
Ne

0 - o
e=1

Ces entités sont appeléé®ments, mailles ou cellulelon le langage propre a
chaque méthode numérique. La qualité et la précision detatsnumériques seront
toujours intimement liées a ce maillage.

La qualité d’'un maillage dépend fortement de sa capacit@senter la physique
d’'un probléme avec un nombre de degrés de liberté minimurta @é&cessite un
contrdle stricte de la taille, de la forme et de l'orientatides mailles en fonction
de leur position dans le domaine de calcul. Ce contrble saraaht plus facilement
atteint avec des maillages non-structurés utilisés panktbodes des éléments finis
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et des volumes finis que ces méthodes n'imposent aucunetuatsupplémentaire
sur les relations topologiques ou de voisinages entre lebemaCeci confére aux
maillages non-structurés une flexibilité géométrique algigle par les grilles structu-
rées utilisées par les méthodes de différences finies.

Bien qu’un maillage non-structuré peut contenir des élémda formes différentes,
les générateurs actuels de maillages non-structurédisenti généralement que des
mailles simplexes, c’est-a-dire des triangles pour lesalnes bidimensionels ou des
tétraédres pour les domaines tridimensionels. En plusra’ia plus grande flexibilité
géométrique possible, seuls ces maillages possedent utmtbadrique (triangulation
de Delaunay) pouvant faciliter la mise au point d’algorigsrefficaces, flexibles et
robustes de génération de maillages. Il est bien connulé€ia®79) que les maillages
isotropes comme les triangulations de Delaunay sont debages quasi-optimaux
pour les problémes elliptiques isotropes. Par contre, pesrproblémes présentant
des directions privilégiées bien marquées, il peut étde dfintroduire des mailles
anisotropes alignées avec ces directions privilégiées.

Si la génération de maillages non-structurés est I'objena®mbreux travaux et lo-
giciels depuis le milieu des années 70 et posséde des lorktténature abondante
(voir par exemple la bibliographie des livres de Goodman’BoOrke (1997) ou de
Frey et George (2000)), ses applications en océanograplsiei étudiées que depuis
une dizaine d’années (Henry et Walters, 1993; Le Progbat, 1994; Hageret al,,
2001; Gormaret al, 2005). En particulier, le traitement de la courbure de laéle
n’est traité que par un petit nombre d'auteurs. Les triagiguhs de Delaunay sur la
sphére n'ont trouvé que fort peu d’'applications en géopjussiRenka (1997) (séis-
mologie), Legranet al. (2000) (océanographie) et plus récemment Du et Ju (2003) se
sont intéressés a leur génération. Les maillages prégeanté® Provoset al. (1994)

et Gormaret al. (2005) ne sont que des maillages plans projetés sur la sphere

Dans ce chapitre, nous introduisons I'ensemble des canteporiques sous-jacents
au générateur de maillages que nous avons développé detenti@se. Nous avons
tout d’abord développé une approche isotrope et anisopopedes domaines plans.
Ensuite, nous avons étendu notre algorithme & des domahésgues. Notre généra-
teur est basé sur I'algorithme incrémental de Watson-Boatson, 1981; Bowyer,
1981) qui permet la génération de triangulations de typelely contraintes. Ce
travail est décrit dans Legramed al. (2000) que nous reprenons a la fin de ce chapitre.
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3.1 Graphes de Voronoi et de Delaunay

Considérons un ensemble dgoints quelconques du plan
P={P,Py,...,P,},

ou chaque poirP; = (X;,Y;) est un vecteur position contenant les deux coordonnées
du point considéré dans I'espace physique. Nous supposercegensemble de points
nous est fourni et est totalement arbitraire. Chaque jr@st appeléite

A chaque site, on associe une région de Voronoi définie conemseimble des points
qui sont plus proches du site considéré que de tous les guimesioi, 1908)

V(Pi) ={x: [[x=Pil| <[lx =Pyl Vj#i}.

Sur la figure 3.1, chaque région de Voronoi apparait commelygpne convexe.

Figure 3.1Régions de Voronoi d'un ensemble de poiBts

L'ensemble des intersections entre toutes ces régionsftergraphe de Voronoi
gvoronoi(P) = U V(Pl) N V(PJ)
ij
Les arcs de ce graphe sont les arétes dengeslygones et ses sommets sont I'en-
semble desn pointsV; équidistants a plus de deux sites
V(P)={V1,Va,....V,,}.

Le nombrem de sommets n’est a priori pas égal au nombde sites. Chaque som-
met'V; est le centre d’un cercle, not&(V;), qui relie 'ensemble des sites les plus
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Figure 3.2:A chaque noeud du graphe de Voronoi est associé un cercleidelie
les sites les plus proches.

proches. Ce cercle ne contient aucun autre site. Il esté@ppetle circonscrit& ; ou
cercle vide (Goodman et O’'Rourke, 1997). Dans la pluparicdssce cercle ne joint
que trois sites. On dira alors que ces sites sont en "pogjéagrale”. Parfois, plus de
trois sites peuvent étre reliés par un cercle. On peut ineadéncas extréme illustré
sur la figure 3.3 d’un unique cercle vide joignant I'ensendds sites dé.

Figure 3.3:Graphe de Voronoi de dix sites cocycliques.

Lorsque I'on trace les segments de droites joignant les siéerégions de Voronoi
adjacentes, on crée un nouveau graph@d€haque aréte de ce nouveau graphe est
orthogonale & une aréte du graphe de Voronoi et délimiteégions convexes (V)
associées aux sommets de Voronoi. Chacune de ces régions est circongarite



Graphes de Voronoi et de Delaunay 51

Delaunay Voronoi

n sommetP; n régionsV (P;)
k arétes k arétes

m régionsT’(V;) m sommetsV;

TAB. 3.1: Correspondances entre les graphes de Delaunay etale Vo
nof.

cercle videC'(V;). Ce graphe est appeigaphe de Delaunay (1934} est noté

gdelaunay(P) = U T(Vl) ﬂT(V7)

La propriété du cercle circonscrit vide est appelériegre de Delaunay

Figure 3.41Le graphe de Delaunay est obtenu en joignant les sites soisin

Si tous les sites sont en position générale, alors les réglerDelaunay sont toutes
triangulaires. Dans le cas contraire, chaque région diélempar plus de trois sites

peut étre partitionnée en triangles en y tracant des didgonan-sécantes. Comme
il y a plusieurs partitions possibles, plusieurs triantiales peuvent étre obtenues. Ce
sontles triangulations de DelaunajeP. Les triangulations forment une partition de
I'enveloppe convexé&i(P) des sites. Une triangulation desites comporte au plus

(2n — 4) triangles e{3n — 6) arétes.
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Chaque région de Delaundy(V ;) est convexe.
O
Chague région de Vorondi(P;) est convexe.
O
Lintérieur de chaque région de Delauri&iyV ;)
et de chaque cercle vidg(V ;) ne contient aucun site;.
O
Le centre d’'un cercle vide joignant plus de deux sies
est nécessairement un sommet de Vordviai
O
Si le siteP; est le plus proche voisin du siie;,
alors l'aréte(P;, P ;) appartient &geiqunay (P)-
O
Une arétgP;, P;) appartient &aciqunay (P)
ssi il existe un cercle vide passant par ces deux sites.
oo
La frontiére d&Jciqunay (P) coincide
avec la frontiére de I'enveloppe convek€P).
O
Une région de Vorond¥ (P;) est non-bornée
ssi le siteP; appartient a la frontiére de (P).
O

TAB. 3.2: Principales propriétés des graphes de Vordnpit de De-
launay ().
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Figure 3.5: Les différentes triangulations d’une régiorbd¢aunay de
5 sites.

Parmi toutes les partitions possibles®@en triangles, les triangulations de Delaunay
maximisent I'angle minimal formé par les arétes de la tridagion tout en minimisant
le rayon maximal des cercles circonscrits aux éléments thafegulation (Green et
Sibson, 1978). En d’autres mots (et c’est leur principaétpour les éléments finis),
les triangulations de Delaunay permettent un contréleajlde la forme des éléments
dans le sens ou elles tendent a produire les triangles legplilatéraux possibles.

Lawson (1972) a montré qu’a partir d’une triangulation goebue deP, on peut ob-
tenir n'importe quelle autre triangulation @euniqguement par retournements d’aréte.
Comme illustré sur la figure 3.6, chaque retournement dégmé&tduit une nouvelle tri-
angulation identique a la triangulation précédente a deamgdles prés. Une maniére
simple de générer une triangulation de DelaunajPdmnsiste donc a effectuer une
série de retournements d’'arétes bien choisies a partiedhisngulation quelconque
deP. Le choix des arétes a retourner peut étre guidé par le eteDelaunay. En
effet, on peut montrer que si deux triangles adjac&htst 1> ne respectent pas le
critere du cercle circonscrit vide (dans le sens ou le sontladtiangleT, opposé
au triangleT est a I'intérieur du cercle circonscrit et réciproquement), alors les
deux triangles obtenus apres le retournement de I'arétentora le respecteront. On
peut aussi montrer que la triangulation obtenue une foistoue les triangles adja-
cents respectent le critére du cercle circonscrit vide mstrangulation de Delaunay.
Ce résultat est parfois appelélé&anme général de Delaund§eorge et Borouchaki,
1997; Frey et George, 2000). Les autres algorithmes de ggo@ide triangulation
de Delaunay peuvent étre classés en trois grandes ca®gtagealgorithmes incré-
mentaux, les algorithmes basés sur la décomposition deidemdes algorithmes de
balayage.
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Figure 3.6: Le retournement d’aréte bien choisie assuresigact local
du critere de Delaunay.

Le principe deslgorithmes incrémentaufVatson, 1981; Bowyer, 1981) consiste a
insérer un nouveau sik8;, ; dans une triangulation de Delaurycontenant: sites
afin d’obtenir une nouvelle triangulation de Delaurfay ; contenant un site supplé-
mentaire. Si I'on suppose que la triangulation initiale lebg I'entiéreté de I'enve-
loppe convexé&{(P), alors chaque nouveau sk, ; doit appartenir a un triangle de
T ainsi qu’a l'intérieur d’un certain nombre de cercles cirsorits aux éléments de
7. Par le critéere de Delaunay, seuls ces élémenfg, dw peuvent plus étre éléments
de7;.1. Ces constatations facilitent et systématisent I'ineantiu nouveau sitPy ;.
Comme illustré sur la figure 3.7, celle-ci s’effectue en détapes. Tout d’abord, le
triangle de7;, contenanP, ; est partitionné en trois nouveaux triangles. Cette étape
génére une nouvelle triangulation contenant respectimemenoeud, deux triangles
et trois arétes supplémentaires par rappdfi, aLa seconde étape transforme cette
nouvelle triangulation en la triangulation de Delaurfay; en retournant les arétes
des éléments qui ne respectent plus le critere de Delaulagyplication successive de
cet algorithme a I'ensemble des sitesT&énére une triangulation de Delaunay de
P.

La seconde grande catégorie d’algorithmes ed€lzomposition de domain€es al-
gorithmes décomposent géométriqguement les site8 da deux sous-ensembl®s
et P, de tallle identique grace a une droite de séparation. Cetpe st répétée suc-
cessivement sur chaque sous-ensemble jusqu’a I'obtedtigotités élémentaires dont
on connait la triangulation de Delaunay. Les triangulaida Delaunay de chaque
sous-ensembles sont alors fusionnées dans I'ordre inderferdre de création des
sous-ensembles. Comme illustré sur la figure 3.8, chagimnfusnsiste a connecter
les sites les plus proches des enveloppes convexes desalssgrssembles adjacents
P; et’P; afin de créer une nouvelle triangulation de I'enveloppe ema¥{(P; U P;).
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Figure 3.7: L'algorithme incrémental de Watson (1981) resén nou-
veau siteP; dans une triangulation de Delaungy en
subdivisant le triangle d&; qui le contient en trois sous-
triangles. La triangulation de Delaun@y, ; est finalement
obtenue par retournement d’arétes.

Cela exige de trier les sites de la frontiére de chaque eppeloonvexe dans un ordre
adéquat. Finalement, la triangulation résultant de laofusst transformée en une tri-
angulation de Delaunay par retournement d’arétes. La padioce des algorithmes de
décomposition de domaine dépend principalement de la peaitce de 'algorithme
de tri. La construction d’un arbre quaternaire bien baldgoédtree) se révéle étre un
choix judicieux lors de la décomposition du domaine.

La troisiéme catégorie regroupe lagorithmes de balayage&Ceux-ci généerent une
triangulation de Delaunay par avancement progressif dut le la région déja tri-
angulée. La difficulté majeure de ces algorithmes consisii&términer une maniére
efficace de faire progresser le front. Une solution paiicament astucieuse fut pro-
posée par Fortune (1987). Comme illustré a la figure 3.9, quehaiteP; est associé
le cone

2= (2 - X;)?+ (y - Yi)?

ouvert a45° par rapport a I'axe des. De méme, un plam incliné a45° est aussi as-
socié a la droite de balayage. Ce plan coupe les cénes sitlgégduche” de suivant
des morceaux de parabole. La projection des intersectempataboles sur le play
décrit le graphe de Vorongi,.-.n0i(P). Ce graphe et par conséquent la triangulation
de Delaunay dé sont construits dynamiquement au fur et a mesure que laedieit
balayage avance. L'algorithme de Fortune peut sembleicpA&rement compliqué.
Toutefois il est aisément compréhensible si I'on fait I'egge avec la croissance d’'un
polycristal autour de germdg;. Ainsi, la hauteurz d’'un cbne peut étre interprétée
comme le temps nécessaire pour qu’un grain du polycristdéseloppe autour d’'un
germeP; et forme un disque de rayayf (z — X;)2 + (y — Y;)2. A partir d’un certain
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Figure 3.8: Dans les algorithmes de décomposition de damkirfu-
sion de deux sous-ensembiBs et P, consiste a connec-
ter les sites les plus proches des deux enveloppes convexes
H(P;) etH(P2). La triangulation de Delaunay d&(P; U
P,) est finalement obtenue par retournement d’'arétes.

moment, deux cristaux voisins se touchent. lls peuvenimoet a croitre pour former
une face commune : les deux cénes voisins se coupent. L'stéeiause de Fortune
consiste a ne pas analyser la croissance du polycristal déregéométrique mais de
maniére spatio-temporelle. Pour ce faire, a la place deg/balaxe des: avec un plan
horizontal, il balaye tout le domaine spatio-temporel ane@lanz incliné a45°, ce
qui lui permet d’analyser la croissance d’'un nombre restig® grains voisins, i.e. les
grains compris entre le front de la triangulation et le ptafianalyse.

3.2 Mise au point d'un générateur de maillages

Dans cette section, nous allons introduire les caradtfuiess principales du code que
nous avons implémenté dans le cadre de ce travail de reéhdtanlparticulier, nous
présenterons I'extension a la sphére des algorithmessudedtiangulations et nous
donnerons brievement les concepts utiles a l'introduct®mmaillages anisotropes. La
plupart des détails techniques et algorithmiques sonisrdpns les quatre publications
principales qui supportent cette thése et qui forment le s ce manuscrit.
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Figure 3.9: L'algorithme de Fortune (1987) calcule la tgatation de
Delaunay a partir d'intersections entre des cones et un plan
de balayage.
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3.2.1 Triangulations sur la sphére

Etant des constructions géométriques uniquement baséé&s rsotion de proximite,
les graphes de Voronoi et de Delaunay peuvent étre facileé@endus a n'importe
quelle géométrie a dimensions via une simple modification de la notion de distan
entre deux points. De méme, l'introduction de la distanaedgéique permet de les
étendre a n’importe quelle surface courbe (Grima et Marg2@@1). La figure 3.10
illustre la généralisation du concept de triangulation é&aDnay au cas sphérique. Les
géodésiques de la sphére sont uniquement des grands celests-dire des cercles
dont le centre coincide avec le centre de la sphére. On palédinre que la distance
géodésique entre deux points andx, est
X1 X2
r2

(3.1)

||x2 — x1||g = 7 arccos

avecr le rayon de la sphére. Puisque cette distance est bornéeyaelr- 7, toutes
les régions de Voronoi sont nécessairement fermées si begnrcgmme illustré a la
figure 3.10, tout graphe de Delaunay doit recouvrir I'eiéde la sphére.

Le critére de Delaunay du cercle vide se calcule aisémerlasphére. En effet, ce
critére dit que deux triangld3; P ;P etP;P;P; sont de Delaunay si et seulement si
le rayon du cercle circonscrit au triandfkg P ;P;, est plus petit que la distance entre
le centre du cercle circonscut;, = (P; — P;) x (P — P;) et n'importe quel autre
site de la triangulation, en particulier le sommet oppBsélu second triangle :

IIPi —cijklle < |[IP1—cijillg

Cijk * Pz Cijk - Pl
T arccos -5 < rarccos — 5
r r

Cijk - Pi > ¢y - Py

Cijk ° (Pl — PZ) < 0.

Le critéere de Delaunay étant facilement calculable, les tgoands algorithmes de
génération de triangulation s’étendent directement adagdrie sphérique.

3.2.2 Triangulations anisotropes

Comme de nombreux phénomeénes suggérent I'usage de mailagmtropes, il est
souhaitable de généraliser le concept de graphe de Delauxagas des triangula-
tions anisotropes, tout en préservant au maximum la mémetste algorithmique.
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Figure 3.101a généralisation des graphes de Voronoi et de Delaunay sphiére
est basée sur la notion de distance géodésique. En conségabaque
aréte de ces graphes est un arc de grand cercle, i.e. un agodiésgue.

Un tel compromis peut étre atteint par I'introduction delistance géodésiquaodi-
fiée par une métrique judicieusement choisie. En d’autrds,mous construisons une
triangulation isotrope dans un espace dual défini par unequéfg(x). L'introduc-
tion de I'anisotropie se fait donc par la définition d’unenstormation de I'espace. On
observe que nous traiterons les deux spécificités de natéea@ur de maillages, I'in-
troduction de la sphere et de I'anisotropie, dans I'uniquetalisme de la géométrie
différentielle.

De maniére pratique, on définira la distance suivante palgdrithme de triangula-

tion : -
[|x2 — x1]lg = / v dx - g(x) - dx. (3.2)

que I'on peut interpréter comme la distance dans un espadeqdune sera jamais
considéré explicitement. A la place, la métrique est coitstide sorte qu’elle con-
tienne I'ensemble des caractéristiques des éléments diageaanisotrope désiré.
En particulier, leur taille, leur forme et leur orientatiddeci se fait en remarquant
gu’avec une métrique constante, le lieu des points égamisa un autre point au sens
de (3.2) forme une ellipse dont I'aplatissement/I'anigpte est contrdlée par le rap-
port des deux valeurs propres de la métrique et dont I'axtért des axes principaux
est donnée par les vecteurs propres unitaires orthogdmau, ) et (—v,,v;) de la
métrique :
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o [0 o 0 vp(x) vy (x)
g(x) =
vy(x)  vz(x) 0 & —vy(x)  va(x)

Tout l'art de la génération des triangulations anisotrogessde finalement dans la
mise au point de stratégies efficaces pour le choix des wsgbeopres et des valeurs
propres de la métrique. C'est la tout le défi de 'adaptatiesmmaillages.

Dans la suite du manuscrit, nous incluons les quatre putdicaqui supportent cette
thése :

— Dans un premier article (Legraret al, 2000), nous présentons les principales
caractéristiques algorithmiques de I'implémentationndgénérateur de maillage
sur la sphere. Cette implémentation est une contributi@inale, puisqu’a notre
connaissance, seuls Renka (1997) et plus récemment Du 2008)(se sont éga-
lement intéressés a la génération de triangulations deuba&jasur la sphére mais
sans tenir compte du probléme de la représentation préeifemtieres comme le
sont les iles et les continents.

— Dans une deuxiéme publication (Legraetdal., 2003), nous présentons une mé-
thode d’interpolation qui projette un champ de vitessemmgressible d’'un maillage
vers un autre maillage.

— Dans une troisieme publication (Legraetdl., 2006b), nous présentons I'utilisation
de l'adaptivité dans le cadre de la géométrie particuli@m@raomplexe de la Grande
Barriere de Corail en Australie. Le grand nombre d'iles erésence d’'un trés large
spectre d’échelles spatiales a permis de valider la rogsestde notre logiciel face a
des applications réalistes.

— Finalement, dans une derniére publication (Legraidl., 2006a), nous utilisons
I'anisotropie des maillages pour introduire une représtin efficace du talus
continental entre le plateau continental nord-ouest etgoet I'’Atlantique nord.
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Abstract

An incremental method is presented to generate automatically boundary-fitted
Delaunay triangulations of the global ocean. The method takes into account
Earth curvature and allows local mesh refinement in order to resolve topologi-
cal or dynamical features like mid-ocean ridges or western boundary currents.
Crucial issues like the nodes insertion process, the boundary integrity problem
or the creation of inner nodes are explained. Finally, the quality of generated
triangulations is discussed.

Keywords: Unstructured grid, Delaunay triangulation, sphere, global ocean.

1 Introduction

Since the pioneering work of Bryan (1969), most ocean general circulation
models (OGCMSs) are using finite-difference techniques on structured grids.
If those grids are based on the geographical coordinates, stability problems
are likely to arise in the vicinity of the North Pole (Williamson, 1979). Many
approaches were suggested to deal with this difficulty within the framework of
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structured grid models (e.g. Williamson, 1979, Murray, 1996). So far, essen-
tially three types of solution have been implemented in OGCMs: combined
grids as equatorial transform (Deleersnijder et al., 1993, Eby and Holloway,
1994, Coward et al., 1994), grids generated semi-analytically (Madec and
Imbard, 1996) and grids generated analytically (Murray, 1996, Purser and
Ranci¢, 1997, Bentsen et al., 1999). However, two main drawbacks due to
the rigidness of all these structured grids are inescapable. Firstly, their stair-
case representation of coastlines exerts some spurious form stress on model
boundary currents (Adcroft and Marshall, 1998) and the alternative grid gen-
eration method based on boundary-fitted coordinates (Wilkin and Hedstrom,
1998) only works for regional applications. Secondly, the rigidness of these
grids combined with the expensive CPU cost of the OGCMs prevents the res-
olution of relatively small topological and dynamical features without nesting
or adaptive mesh refinement (Blayo and Debreu, 1999). However, the fine res-
olution of these features is likely to be a key point for a globally well-resolved
ocean circulation model. Among these are equatorial dynamics, western
boundary currents, mesoscale eddies, ridges, continental slopes, channels
and straits.

Using unstructured grids would help to solve the problems listed above. This
is why numerical methods as finite elements may be potentially interesting
for modelling the global ocean. While these were successfully used in tidal
(Shum et al., 1997) and coastal modelling (Lynch et al., 1996), little interest
has been expressed so far in the other branches of oceanography (Myers and
Weaver, 1995, Le Roux et al., 1998) apart from the spectral finite element
ocean model (SEOM) (Iskandarani and Haidvogel, 1995, Curchister and al.,
1998). However, they have significant advantages over finite difference.

A first advantage of finite element methods is their inherent ability to deal with
unstructured grids. These grids easily allow local grid refinement to give high
resolution without loss of accuracy. The use of such grids also avoids the
meridian convergence problem of longitude-latitude grid in the vicinity of the
North Pole.

A second advantage is their strong and rigorous mathematical foundation
based on a weighted residual formulation. The solution which is typically con-
structed from a polynomial expansion belongs to an a priori defined function
space. The mathematical foundations of the finite element method also al-
lows a precise definition of the accuracy which leads to adaptive finite element
methods.
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In this paper, we present a method to generate automatically unstructured
meshes of the global ocean. To take advantage of robust and well-known al-
gorithms, we have subdivided the ocean into a conform triangulation. Such
triangulations have been already used in oceanography and are generated by
usual codes like TriGrid (Henry and Walters, 1993). These codes — which are
principally aimed toward the automatic generation of finite element networks in
the two horizontal dimensions for use with models of coastal circulation — are
not adapted to the global ocean, a domain for which Earth curvature influences
dramatically the quality of generated meshes. For instance, to reach good
quality meshes of the global ocean with TriGrid, Le Provost et al. (1994) had
to split the global ocean into subdomains which are supposed plane. There-
fore, we developed our generator to provide a mesh generator well adapted to
large-scale oceanography. From a technical point of view, the ocean surface
is directly triangulated on spherical surface. We have also implemented the
automatic creation of nodes — both boundary and inner nodes — during the
mesh generation.

A first Delaunay triangulation generator on the sphere using an incremental
method was implemented by Renka (1997) but the applications of this gen-
erator did not deal with boundaries like the coastlines. This issue is properly
addressed below.

2 Unstructured adaptive finite element methods

Let u be the exact solution of a general circulation model. The block-field
vector u includes all variables of an oceanic circulation model: the velocity
components, the pressure, the temperature and the salinity. Let u” be the
approximation of u so that

N

u'(x,t) = ZUi(t)éf’i (x) 1)

i=1

where U; are unknown nodal values and where ¢; are given piece-wise poly-
nomial shape functions. This form of u” allows a finite element treatment of the
spatial discretisation and a finite-difference treatment of the time discretization.

For a coercive discrete operator (typically, a coercive operator can be viewed
as the discrete algebraic system obtained by applying standard Galerkin finite
element procedure to a dissipative physical model), the following interpolation
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property holds (Ciarlet, 1979) :
hPt1

lu— |1y <C l[al[r2(0) (2)
where ||.|[z1(q) and [|.||g2q) are usual Sobolev norms, p is the order of the
shape functions, h is a typical mesh size, p is a typical inscribed circle radius
of the triangulation elements, C' is a triangulation-independent constant. For a
given mesh size, the fact that the triangulation exhibits small shape factors %
is a crucial issue for the accuracy of the finite element approximation so that
the normalized inverse of the shape factor is used to quantify the quality of a
triangulation. This quality factor belongs to the interval [0, 1]. The quality factor
of a degenerated triangle vanishes while that of an equilateral triangle is equal
to unity. It is commonly accepted that a triangulation is a good one if all its
triangles have just acute angles. It means that the quality factor of the worst
triangle must be greater than 0.5.

Equation (2) is an a priori error estimation for all problems where a dissipa-
tive term appears, such as shallow water models (see, for instance, Foreman,
1984). A more accurate a posteriori error estimation can be calculated when
the finite element solution u” is known. The joint use of a priori and a pos-
teriori error estimations leads to an automatic adaptive method (Johnson and
Szepessy, 1995). In other words, an adaptive method consists in calculating
a discrete solution u” and the a posteriori error on a first grid. If the error is
greater than the precision objective, the a priori error is used to determine the
minimum number of nodes which must be added in the grid to reach the objec-
tive. Finally, a discrete solution is calculated on the new grid and the process
starts again. Here, we only investigate the initial step, i.e. the design of a first
mesh. To obtain such a mesh with suitable shape factor, we use the standard
Delaunay triangulation.

3 Delaunay triangulation on the sphere

Let X = {x1,z2,...,2,} be a set of points in a plane which are called nodes.
Now, partition the plane by assigning every point in the plane to its nearest
node. All those points assigned to x; form the Voronoi region V(z;). The
set of all points belonging to more than one Voronoi region defines the Voronoi
diagram. The dual graph of a Voronoi diagram is obtained by drawing connect-
ing lines between nodes perpendicular to the edges of the diagram (Figure 1).
It can be proved that the dual graph of a Voronoi diagram produces a trian-
gulation of the nodes which is called the Delaunay triangulation. This duality
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between Delaunay triangulation and Voronoi diagram ensures the uniqueness
of the Delaunay triangulation — if co-cyclic points are excepted.

Figure 1: Delaunay triangulations (solid lines) are obtained by
drawing connecting lines between nodes perpendicu-
lar to the edges of the Voronoi diagram (dashed lines).
When four nodes are co-cyclic, quadrangular elements
are produced but they can be correctly divided into two
triangles.

An important property holds for the Delaunay triangulation: the open circle
circumscribed to a triangle does not contain any triangle vertex. One of the
consequences of this property is that Delaunay triangles exhibit good shape
factors.

To adapt Delaunay triangulation to the sphere, the usual distance between
two points may be replaced by the geodesic one, i.e. the length of the unique
great circle arc passing through two points of the sphere. Therefore, we are
able to define the Voronoi diagram on the sphere. It can be shown that the dual
triangulation of this diagram has in most cases good shape factors. Without
loss of generality, such a triangulation can be characterized by the Delaunay
criterion: if S is the surface to triangulate, the open sphere circumscribed to
any triangle of the triangulation and whose center lies on the surface of S does
not contain any triangle vertex (Jayaraman et al., 1997).

Delaunay triangulations are used for several applications and a variety of algo-
rithms to obtain it was developed. In the intersection of halfplanes approach,
each Voronoi region is constructed separately, by intersecting n — 1 halfplanes.
This algorithm has a cost of O(n?logn). The best algorithm from a theoret-
ical point of view is the divide and conquer approach proposed by Bentley
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and Shamos (1976). This approach has a complexity of O(nlogn) but it is
rather difficult to implement. An equivalent approach but more simple to im-
plement is the clever plane-sweep algorithm of Fortune (1987). This algorithm
passes a sweep line over the plane, leaving at any time the problem solved
for the portion of the plane already swept, and unsolved for the portion not yet
reached. Actually, this very short description hides several major problems,
which Fortune surmounted by an extraordinary clever idea (O’'Rourke, 1993).
A popular approach is the incremental construction of the Delaunay triangula-
tion. Suppose a Delaunay triangulation 7 of & nodes is already constructed,
and now we would like to construct the triangulation 7", after adding the node
p. Suppose p falls inside the circles associated with several triangles in 7.
Then, these triangles cannot be triangles in 7’ anymore, because they violate
the Delaunay criterion. It turns out that these are the only triangles of 7 that
are not carried over to 7’ and that these triangles are located on one area of
the graph. The algorithm complexity is O(n?) and is known as the incremental
Watson algorithm (Watson, 1981).

As our problem consists in creating a good triangulation from a given spher-
ical domain but without knowing a priori all the nodes z;, we have adapted
the incremental algorithm with automatic creation of nodes on segments in a
dynamic fashion in order to reach a preset level of local size for the element
(Figure 2):

e Creation of an initial triangulation. As for all incremental methods, the
Watson algorithm needs a starting point, i.e. an initial Delaunay trian-
gulation which can be easily implemented. For symmetry reasons we
have chosen an initial triangulation with 5 nodes (two on the poles and
the remaining three on the equator) and six triangles. However, this is
not the only possible choice.

e Insertion of boundary nodes. To have an easy representation of con-
tinents and islands, known boundary nodes are firstly inserted in the
triangulation one by one. As the Delaunay triangulation is unique and
if numerical errors are ignored, the order of nodes insertion does not
influence the final Delaunay triangulation.

The creation of a Delaunay triangulation 7., of £ + 1 nodes from a
Delaunay triangulation 7, of k nodes requires two steps. The first one
consists in inserting the new node p in the old triangulation 7;: the tri-
angle which contains p is searched and replaced by three new triangles
whose vertices are the new node p and the vertices of the old triangle.
The second step transforms the new triangulation into a Delaunay one.
Only a limited number of triangles are involved by such a transformation.
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Inserting nodes on coastlines

V@<

Constraining boundary segments
Removing triangles on continents

Inserting nodes inside oceans

V@

Figure 2: Basic steps of the Delaunay triangulation algorithm.
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This is based on the two following properties. The first one says that if

Figure 3: Swapping a segment to obtain triangles satisfying the
Delaunay criterion.

the Delaunay criterion is respected for all configuration of two adjacent
triangles so the triangulation is a Delaunay one while the second one
says that a triangulation of a set of nodes X can be transformed into an-
other triangulation of X by a succession of segment swaps. Each swap
creates a new triangulation. A Delaunay triangulation can be obtained
only by swapping common segments of triangles which do not respect
the Delaunay triangulation (Figure 3). More details can be found in Cher-
fils and Hemerline (1990).

Errors due to floating point computations may lead to defects such as in-
tersecting and overlapping triangles. Typically, these defects occur when
the test for finding the triangle containing the node to insert fails (Boen-
der, 1994). Therefore to identify if a node is at the right or the left of a
segment, the implementation must be done in such a way that the re-
sult is robust: all nodes must belong only to one triangle in a conform
triangulation.

Boundary integrity problem. To represent boundaries, the Delaunay tri-
angulation is constrained to avoid the swap of a boundary segment.
Once created, they will never be destroyed. This constraint can already
be applied during the insertion of boundary nodes. However, when all
boundary nodes are inserted in the triangulation, nothing ensures that
all the boundary segments have been created. This is the boundary in-
tegrity problem. The easiest solution to implement is certainly to find the
missing segments and to subdivide them by inserting their midpoints so,
after some repetitions, the boundaries are closed. By this approach, very
short segments can be created so that at the end of the algorithm bad
quality triangles could be generated. Another solution without insertion
of new nodes consists in swapping the edges intersecting the missing
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boundary segments until it is created. Then, it must be verified that the
new triangles respect the Delaunay criterion.

It could also be useful to extend this algorithm so that segments are
created taking into account information about bathymetry.

e Destruction of triangles. The insertion of the boundary nodes in the tri-
angulation generates triangles outside the ocean. To avoid the creation
of undesired inner nodes, those are destroyed immediately after the in-
sertion of the boundary nodes (Figure 4).

Figure 4: Triangulation after that triangles on continents were re-
moved: the coastlines are well-fitted, particularly the
European and the Indonesian coastlines. Obviously,
the shape of most triangles is very far from the equilat-
eral.

e Creation of inner nodes. Finally, new nodes are created in a dynamic
fashion at the middle of well chosen segments in order to reach a pre-
set level of local mesh size. Uniform distribution of triangle shapes is
obtained by an iterative procedure that consists in inserting a new node
in the middle of the longest segment of the triangulation. Non-uniform
triangulations are obtained by using a weighted distance to identify the
longest segment. Of course, after each node insertion, the new trian-
gulation is transformed into a Delaunay one. These algorithms have the
main advantage that they bypass problems due to floating point compu-
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tations. lllustrations of uniform and graded meshes along oceanic west-
ern boundaries and Equator are displayed in Figure 5.
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Figure 5: Both triangulations contain approximately 10000
nodes. The first triangulation has an almost uniform
mesh size of 130 km. The second triangulation is
adapted to resolve the Gulf Stream dynamics. Its typi-
cal mesh size is equal to 20 km in the refined regions
and is equal to 160 km elsewhere.

4 Results

Typically, the CPU cost of the triangulation algorithm is totally negligible with
respect to that of OGCM calculations. However, we provide here some CPU
times for completeness. On a standard PC (Pentium 1l - 500 MHz - 120 Mo
of RAM), the time needed to generate an unstructured graded mesh of 10°
nodes is 12 seconds. It varies linearly with the number of inserted nodes. Our
adapted implementation allows to obtain such a result which is quite better
than the theoretical complexity of O(n?). We use a binary tree which allows
at any time the knowledge of the longest weighted segment: this bypasses
most of the searches. Of course, such a data structure increases memory
requirements. For example, the insertion of a new node requires 560 bytes.

The second issue is the quality of the triangulations which is given by the nor-
malized inverse of the shape factor. The boundary design and the segments
weight govern essentially the quality of the grid — both controlled by the user.
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Figure 6: Triangulation whose refinement is based on the
bathymetry and close up view of Europe area.

The boundary design must be adapted to the desired mesh size: a too fine
boundary design compared with the typical mesh size leads to flat triangles.
The stopping condition of the incremental algorithm must be based on an a
priori specified mesh size which allows an automatic fit of the boundary de-
sign. To obtain a good representation of the coastlines, we treat the boundary
design in two steps. In the first step, a physical representation of the coastlines
is obtained by inserting boundary nodes with exact geographical coordinates.
The choice of these nodes has to be driven both by the geometry of the bound-
aries and by modelling issues. In the second step, such a representation can
be completed by adding new boundary nodes with interpolated coordinates
and not exact geographical coordinates. In fact, this step filters small-scale
details of the coastlines which have been previously judged irrelevant for the
calculations and which would introduce critical numerical difficulties (bad trian-
gles or introduction of significant errors due to the coarse representation of the
features). In Figure 6, the linear piecewise interpolation of the coastlines could
be improved by using high order piecewise polynomial interpolation (typically
cubic splines or Bezier curves).

Strong differences in weight distribution which lead to highly graded meshes
influence poorly the quality of the generated meshes. Indeed, sharp gradients
in weight distribution mean that two regions with different mesh size are juxta-
posed so that at the interface flat triangles could be generated. For instance,
an abrupt step trough which the segments weight is doubled creates triangles
whose quality factor is smaller than 0.4.
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Figure 7 shows the distribution of the quality factor of the mesh produced by
the Watson algorithm with automatic creation of nodes on segments. More
than 90 % of the triangles of the grid have quality factor greater than 0.7 and
any triangles have quality factor smaller than 0.5. The worst quality factor is
equal to 0.53. Although this distribution is already satisfactory (cf. section 2),
it can be improved by using the Laplacian smoothing and the mesh relaxation
(Boender, 1994). In fact, the first method optimizes nodes position while the
second optimizes the connexion pattern between the nodes. Clearly, many
triangles in the modified mesh exhibit better shape factor. In other words, these
are closer to equilateral triangles. However, a very few number of elements
(0.5%) have still a relatively poor quality factor in particular near the coastlines.
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Figure 7: Improvement of shape factor distribution by Laplacian
smoothing and mesh relaxation.



Mise au point d’'un générateur de maillages 73

5 Conclusion

We have implemented an incremental algorithm to generate unstructured
meshes for a global ocean circulation model. Needing only the specification of
coastlines and segments weight, a triangulation with good shape factors can
automatically be created. In particular, no singularities or uncontrolled con-
vergence zones are created. The generator appears to be able to refine at a
correct scale the topological and dynamical features which are key points for
a globally well-resolved ocean circulation model. Among these are equatorial
dynamic, western boundary currents, mesoscale eddies, ridges, continental
slopes, channels or straits.

The next step of our work will be the development of an ocean general circu-
lation model based on the finite element method to compare the efficiency of
unstructured grids with classical approaches.

Finally, the mesh generator is a general purpose tool that could be useful in
other fields of geophysics. Let us just mention the interpretation of scattered
measurements on the Earth (Nielson, 1993).
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Abstract

A common problem in numerical modelling is the interpolation of data from a mesh
to an other grid. This issue arises when initialising an ocean model with reanalysed
climatological data, when coupling it with models based on different computational grids
or when designing some adaptive grid techniques. As climatic simulations run for a few
hundreds to a few thousands of years, conservation issues must carefully be taken
into account. This study focusses on the interpolation of a incompressible velocity field
on unstructured meshes. Seeking inspiration in the so-called projection method and
in spline interpolation, we have implemented a two-step variational technique. The
cost function to minimize include an elliptic regularisation operator, a data proximity
constraint and an additional constraint that enforces the continuity equation in a discrete
weak sense. This formulation turns out to be a saddle point problem for which a BB-like
stability condition applies. Preliminary examples are discussed.

Keywords: incompressible velocity field, mass conservation, global ocean model, un-
structured mesh, interpolation technique
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1 Introduction

Interpolation of oceanographic data is a routine requirement in ocean modelling. Inter-
polation is performed when initialising an ocean model with reanalysed climatological
data or when coupling it with models based on different discretisations. Some form
of interpolation is also required when computing integral quantities such as transport
or wave number spectra from gridded data. As a consequence, a large variety of in-
terpolation techniques are used in oceanography. Beside the standard interpolation
techniques (bilinear, bicubic or nearest-neighbour interpolations) that are used for in-
stance in the OASIS coupler (Valcke et al., 2004), the most widespread mesh-to-mesh
interpolation technique is likely to be the least squares method (Bennett, 1992). Two
other sophisticated interpolation techniques that permit the blending of different data
type have also become very popular in the last decades. These are the spline inter-
polation techniques (Wahba et Wendelberg, 1980; MciIntosh, 1990; Rixen et al., 2000;
Chua et Bennett, 2001) and the statistical interpolation methods, also called objective
analyses, optimal interpolation, kriging or radial-basis interpolation according the as-
sumptions made about the covariance function (Krige, 1951; Delfiner et Delhomme,
1973; Bretherton et al., 1976; Le Roux et al., 1997). Our study aims at adding another
tool to this interpolation techniques collection. This tool should project an incompress-
ible velocity field from a finite element subspace associated with an old mesh onto
another finite element subspace associated with a new mesh in such a way that the
incompressibility of the projected velocity field is preserved. For instance, this require-
ment is crucial to accurately simulate the transport of oceanic tracers for a few hundreds
to a few thousands of years while using an adaptive mesh technique that dynamically
adjusts the discretisation refinement throughout the course of the simulation.

Seeking inspiration in the so-called projection method that was originally introduced by
Chorin (1968) in order to enforce the continuity equation in a finite difference model
solving the incompressible Navier-Stokes equations and that was latter adapted for
several geophysical studies (Endlich, 1967; Liu et Goodin, 1976; Goodin et al., 1980;
Chippada et al., 1998; Deleersnijder, 2001; Adcroft et Hallberg, 2004), we have im-
plemented a two-step procedure in which an estimate of the projected velocity field
is first computed and then corrected in order to fulfill the incompressibility constraint.
Actually, the divergence-free velocity field on the new mesh is obtained by summing
two auxiliary velocity fields: a first estimate velocity field and a corrective velocity field.
Of course, the corrective velocity field should be as small as possible. The computa-
tion of both fields is exposed in section 2 and 3, respectively. Two-dimensional and
three-dimensional preliminary examples are discussed in section 4.
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2 Computation of the first estimate of the velocity field

Let u'"* be a incompressible finite element velocity field defined on a old mesh. This
first step aims at producing an estimate uP™®? of the initial velocity field on the new
mesh. Even if the new mesh does not exactly cover the same domain of interest as
the old one (Q"°* and Q°'¢, respectively), this estimate should preserve most features
of the initial velocity field, including the boundary conditions. Solving the usual least
squares interpolation method with an additional regularisation operator can fulfill this
requirement. Mathematically, this is equivalent to minimise the following variational
principle:

Find uP"%’ € U such that

) o o 1
J(uP") = min/ NVv:VvdQ + / (v—u"™") (v —u™") dO. @
veu new QnewnQold

=J(v)

The cost function J(v) includes an elliptic regularisation term that allows a smooth
constrained extrapolation between the old and the new meshes taking into account the
boundary conditions and the usual least squares term that enforces the proximity data
constraint. Both terms are balanced by the a length scale \. The latter sets the length
scale of the flow features that are smoothed by the regularisation term.

3 Enforcement of the continuity equation

As the incompressibility constraint must be understood in a discrete weak sense, the
second step of our velocity interpolation process amounts to orthogonally project the
estimate u”"%? onto the finite element subspace that fulfills the discrete continuity equa-
tion. This is performed by finding the velocity field u"“* € U and a Lagrange multiplier
¥ € & that are solutions of

new _ : l __ 14PTOJ __ 44PT0J
G(u ,w)frvnelgr;lggQ/m(v u?") (v —u"") dQ + new“V v dQ.

=G(v,p)

U and & are suitable functional spaces.
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This variational principle is equivalent to the saddle point problem

Find u®™ = u™* — u?™® € Y and ¢ € £ such that

G(ucor"r 1/}) — min max l / v .- vdQ _|_/ I V - (up'r'oj + V) do (2)
’ veEU peE new new ’

=G(v,p)
whose boundary conditions are (Deleersnijder, 2001):

corr 0

n-u = on impermeable boundaries,

v o= 0 on open boundaries.
After the introduction of the perturbations @ and ¢ around the solutions u®*"" and v

and the application of the Green theorem to weakly impose boundary conditions, the
stationary conditions for (2) read:

Il
o

/ @ ut dO —/ o Vi dQ

—/ u®" . Ve dQ = / u?™%’ . V) dQ.

(©)

The first condition weakly relates the corrective velocity to the Lagrange multiplier gra-
dient so that the latter can be viewed as a scalar potential for computing the corrective
velocity. The second condition enforces the continuity equation in a discrete weak
sense. The standard Galerkin method leads to the following algebraic system:

MUU GU\I’ yeorr 0

= (4)
GL, 0 T R

where the vectors U“°"" and ¥ are the nodal values vectors for the corrective velocity
and the Lagrange multiplier, respectively. The matrices Myy and Gue are the mass
matrix for the velocity shape functions and the gradient matrix, respectively. The vector

R is the residual vector for the weak continuity equation evaluated with the estimate
uproj.

An elegant way for solving the mixed problem (4) is computing its Schur complement
first
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Figure 1: Location of the non-conforming nodal values. It turns
out that the linear non-conforming shape functions are
discontinuous between elements.

~GhyMyyGueV = R

and then substituting back ¥ into

U™ = —My;,Gue V.

Clearly, the algebraic system (4) has a unique solution if the matrix GE\I,MJQJGU\I,
is non-singular and if the matrix Gyy has no zero eigenvalue. These two algebraic
conditions reflects the existence of a BB-like stability condition (Babuska, 1971; Brezzi,
1974; Zienkiewicz et Taylor, 2000). As a consequence, the success of our divergence-
free interpolation technique is strongly dependent upon the particular pair of velocity
and Lagrange multiplier interpolations employed.

Finally, the divergence-free discrete velocity field u™“* on the new mesh is obtained by
summing both auxiliary files:

ne "0j corr
u" = uf"? +u.
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Figure 2: Sketch of the first test-case. The Stommel solution is
discretised onto a 33 x 33 structured grid and then pro-
jected onto an unstructured mesh.
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Figure 3: A three-dimensional unstructured mesh of the North
Atlantic ocean made of prismatic elements. The verti-
cal direction is stretched by a factor 100.

4 Preliminary examples

Most of the theoretical works on finite element methods for oceanic flow have been
performed with a linear shallow-water model. It turned out from these studies that the
non-conforming P¢ — P, is well-suited to represent shallow water oceanic flows (Hua
et Thomasset, 1984; Hanert, 2004; Le Roux et al., 2005). As illustrated in Figure 1,
the nodal values for the velocity field are located on the element edges while the nodal
values for the "pressure" are located on the vertices. This finite element pair does not
generate spurious Coriolis and pressure modes (Le Roux et al., 2005; Hanert, 2004)
and seems to fulfill the BB-condition for the Stokes problem. As a consequence, the
PN® — P, pair should also be an adequate choice for testing our mass-conservative
interpolation technique on the following preliminary examples.

As a first example, the Stommel analytical velocity field (Stommel, 1948) is discretised
on a 33 x 33 structured grid and then projected onto an unstructured mesh (Figure 2).
Sensitivity experiments have shown that the regularisation term does not significantly
alter the velocity field while the smoothing length scale ) is smaller than the boundary
layer width of the Stommel flow. The enforcement of the continuity equation allows the
Lo-error between the projected and the analytical velocity field to decrease.

The second example consists in projecting a three-dimensional velocity field that was
simulated by the Louvain-la-Neuve Coupled Large-scale Ice-Ocean model (Campin,
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1997; Goosse et Fichefet, 1999) onto an unstructured mesh of the North Atlantic ocean.
As shown in Figure 3, this mesh is made of prismatic elements that are generated by
a downward extrusion of a surface triangulation such that the horizontal levels of the
mesh are identical as those of the CLIO’s grid. Figure 4 presents the velocity discreti-
sation. Since the flow is in hydrostatic equilibrium and since its vertical component is
several order of magnitude smaller than the horizontal ones, it is convenient to uncou-
ple the horizontal and the vertical components discretisations. The nodal values of the
vertical velocity are located at the centre of the horizontal faces. In order to preserve
the advantages of the non-conforming P{*¢ — P, finite element pair, the nodal values
of the horizontal components can be located either at the centre of the vertical faces or
at the edges of the horizontal faces. In this study, they are located at the centre of the
vertical faces.

Figure 4: Our prismatic non-conforming element. Symbols o and
e indicate the nodal values locations for the velocity
horizontal components and the vertical component, re-
spectively.

Figure 5 shows both steps of our mass-conservative interpolation techniques. In the
first step, both horizontal and vertical components of the CLIO’s velocity field are pro-
jected onto our unstructured mesh as explained in section 2. As it can be noticed
in the neighbourhood of the United States coastlines, the regularisation term insures
a smooth extrapolation between the CLIO’s field and the no-slip boundary condition.
Inside the common domain, the projected velocity field is similar as the CLIO’s one
despite of the presence of some additional islands as Cuba and Hispaniola. As a con-
sequence, the corrective velocity could be locally substantial, i.e. of the same order of
magnitude of the projected field. In order to preserve the vertical velocity field, only a
horizontal corrective velocity is computed by uncoupling each horizontal discretisation
level. As illustrated in Figure 5, the corrective velocity tends to adapt the flow to the
new coastlines, especially in the Strait of Florida and along Venezuela coasts.
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Figure 5: Sketch of the second test-case with a close-up view on
the Gulf Stream.
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5 Conclusion

An interpolation technique that projects the velocity field from a mesh onto another in
an accurate and locally mass-conserving manner has been defined. The philosophy
of the method for enforcing the local mass conservation is that the correction on the
velocity should be as small as possible. However, only a global norm of this correction
is minimized so that, in some regions, the corrective velocity can be far from small. This
is most likely to depend on the problem to be solved. In particular, if the smoothing term
of the projection operator does not alter the initial velocity field or if both meshes cover
an identical computational domain, the corrections seems to be relatively small. This

is confirmed by our preliminary examples.
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Chapitre 4

Maillages pour la Grande
Barriere de Coralil

La Grande Barriére de Corail s'étale sur plude0 km, coincée sur le plateau conti-
nental nord-est australien entre les cétes du North Quexaahst la Mer de Corail. Elle
comprend plus de plus de 2800 fles et récifs dont la surfate @a0.01 4100 km?2.
Dans certaines régions, ces derniers forment de véritabless entrecoupés seule-
ment de passages étroits. Occupant plusddedu front du littoral, ils constituent une
imposante barriére naturelle pour les courants marinss Dautres régions, les récifs
sont plus dispersés, séparés par de larges passages arictyeine 0% du front
du littoral.

Les effets combinés de cette topographie complexe, des,vées marées et de la
circulation de la Mer de Corail adjacentes influencent fogat I'hydrodynamique
de la Grande Barriere de Corail. En particulier, cette dgmjoue un réle crucial
dans plusieurs processus importants, tels que le reneuavetfit des eaux de la Grande
Barriére par celles de la Mer de Corail (Wolanski et Spag2@00; Brinkmaret al.,,
2002; Wolansket al., 2003b), la connectivité des populations des différerdgs@ar

le transport des larves en suspension dans I'eau (Wolatsli, 1997; Armsworth
et Bode, 1999; Wolanslét al, 2004) ou encore le transport d’éléments nutritifs et
de polluants amenés par les courants (Done, 1988; Bell e¢tE|m995; Wolanski
et al, 1999). Tous ces processus se déroulent sur une large gaiaaneltes tant
dans le temps que dans I'espace, allant de quelques minptesi@urs années ou de
quelques métres a plusieurs centaines de kilométres (dloleinal., 2003a).
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Parmi les processus a petite échelle spatiale qui deviéiensimulés dans un modéle
de I'éco-hydrodynamique de la Grande Barriére, on peut lgtecourants de marées
et les tourbillons dans le sillage des iles dont I'extenbimrizontale varie typiquement
d’'une centaine de métres a quelques kilométres. CepertiEntnesures réaliséms
situ, des images satellites et des simulations numériquesta petielle montrent que
ces phénoménes sont principalement confinés au voisinageeti¢s récifs, des fles
et des passages étroits (Hamner et Hauri, 1981; Wolarisii, 1988; Wolanski et
Hamner, 1988; Deleersnijder et Beckers, 1992; Wolaaskil., 1996). La résolution
du maillage devrait dés lors étre augmentée jusdQ’au 100 m uniqguement dans
ces régions, alors qu’une maille plus grossiere (jusqu&gues kilométres) pourrait
étre utilisée sur une grande fraction de la Grande Barriéf€atail. La puissance de
calcul nécessaire pour modéliser I'entiereté de la Grarataée avec une résolution
uniforme del00 m est a I'heure actuelle difficilement abordable. Par exentgleo-
déle numérique le plus récent de I'entiéreté de la GrandeeBaide Corail (Brinkman
et al, 2002) n’a qu’une grille structurée uniforme 2ex 2 km. Dés lors, I'utilisation
d’'un maillage a résolution variable apparait comme unelewsi stratégie.

La contribution originale de ce chapitre réside dans le lbggement d’'une stratégie
d’adaptation de maillage appropriée a I'hydrodynamiquiaderande Barriére. Bien
que la plupart des stratégies de raffinement de maillagéstes en modélisation des
écoulements marins sur des maillages non-structurés asaeb sur le champ de ba-
thymétrie (Henry et Walters, 1993; Foremetral,, 1995; Jaroset al., 2005; Walters,
2005), aucune d’entre elles ne produit des maillages apigod la simulation précise
de phénomeénes aussi divers que la propagation de la maréavatstde I'entiéreté
de la grande barriere et des tourbillons de recirculatiarégis dans le sillage des
fles et des récifs. La stratégie que nous suggérons tierfoéslaompte du champ de
bathymétrie et d’'une distance approximative par rappottikas et aux récifs. Cette
distance est obtenue en résolvant un opérateur diffétretittique pour des condi-
tions aux frontiéres spécifiques. Les maillages ainsi algtéiustrent tant la validité
que l'efficacité de cette stratégie adaptative. La pertiretu choix des parameétres de
notre stratégie est aussi discutée.

Ce chapitre est une versidtonguede I'article High-resolution, unstructured meshes
for hydrodynamic models of the Great Barrier Relf S. Legrand, E. Deleersnijder,
E. Hanert, V. Legat et E. Wolanski et qui est accepté pourigatibn dan€stuarine,
Coastal and Shelf Science
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Abstract

Accuracy and mesh generation are key issues for the high-resolution hydro-
dynamic modelling of the whole Great Barrier Reef. Our objective is to gen-
erate suitable unstructured grids that can resolve topological and dynamical
features like tidal jets and recirculation eddies in the wake of islands. A new
strategy is suggested to refine the mesh in areas of interest taking into ac-
count the bathymetric field and an approximated distance to islands and reefs.
Such a distance is obtained by solving an elliptic differential operator, with spe-
cific boundary conditions. Meshes produced illustrate both the validity and the
efficiency of the adaptive strategy. Selection of refinement and geometrical
parameters is discussed.

Keywords: Unstructured grids, Great Barrier Reef, Delaunay triangulation,
Finite elements methods, Finite volumes methods
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1 Introduction

The Great Barrier Reef comprises over 2800 individual reefs spread over
2600 km length of the Australia’s north-eastern continental shelf, at the west-
ern margin of the Coral Sea as shown in Figure 1. The topography is highly
complex, with individual reefs ranging in area from 0.01 to 100 km?2. In some
regions, the reefs form a ribbon separated by narrow passages, and occupy
approximately 90% of the along-shelf length, thus providing a significant bar-
rier to the water flow. In other regions, the reefs are widely scattered, sepa-
rated by wide passages and occupy only about 10% of the along shelf length.

The complex topography, the wind, the tides, and the circulation in the adjoin-
ing Coral Sea strongly influence the circulation on the Great Barrier Reef shelf.
The latter plays a crucial role in a number of important biological processes, in-
cluding the flushing of Great Barrier Reef waters by Coral Sea waters (Wolan-
ski et Spagnol, 2000; Brinkman et al., 2002; Wolanski et al., 2003b), the con-
nectivity of reef populations as a result of the transport of water-borne lar-
vae between reefs (Wolanski et al., 1997; Armsworth et Bode, 1999; Wolan-
ski et al., 2004) or the transport of nutrients and pollutants by water currents
(Done, 1988; Bell et Elmetri, 1995; Wolanski et al., 1999). These processes
occur over a wide range of scales in both space and time, ranging from meters
to hundreds of kilometers, and from minutes to years (Wolanski et al., 2003a).

Among the small scale processes that should be simulated by an eco-hydro-
dynamic model of the Great Barrier Reef, there are tidal jets and eddies that
occur in the wake of islands. Their length scales range from about hundred
meters to a few kilometers. However, in situ measurements, satellite imagery
and small-scale numerical simulations show that those phenomena are mainly
confined to the neighbourhood of small reefs, islands and passages (Hamner
et Hauri, 1981; Wolanski et al., 1988; Wolanski et Hamner, 1988; Deleersnijder
et Beckers, 1992; Wolanski et al., 1996). The mesh resolution should therefore
be increased up to 10 or 100 m only in those regions while it can be much
coarser (up to a few kilometers) in a large fraction of the Great Barrier Reef.

Nowadays, the computational power required to model the whole Great Bar-
rier Reef with a 100 m uniform mesh is hardly affordable. Therefore, the
use of a variable-resolution mesh seems to be a better strategy. This may
be achieved either with nested structured grids or with unstructured variable-
resolution meshes. The former have the advantage of retaining the inherent
simplicity of structured meshes while allowing variable resolution. However,
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Figure 1: The domain of interest which extends from the Aus-
tralian coast to the shelf break (isobath 200 m) and
from Rockhampton to Cape Direction.
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the topography of the Great Barrier Reef is so complex that the implementa-
tion of an efficient nested-grid model is likely to be extremely difficult.

On the other hand, the flexibility of unstructured meshes is such that they are
able to represent complex coastlines to a high degree of accuracy. In addition,
it is possible to build an unstructured mesh in which the ratio of the length of
largest elements to that of the smallest is of the order of 100. Therefore, as
unstructured mesh marine modelling now is a rapidly growing field of research
(Hanert et al., 2005; Walters, 2005; Pietrzak et al., 2005), it is conceivable to
develop an unstructured mesh numerical simulation tool of the whole Great
Barrier Reef allowing for high space resolution only in regions where this is
needed. The first step towards such a model is the construction of appropriate
unstructured meshes of the Great Barrier Reef.

The quality of unstructured meshes is mainly related to the efficiency of the
numerical model. So, an unstructured mesh is considered as optimal for a
specific application if it allows the numerical simulation to reach a given preci-
sion on the whole domain with a minimal number of elements (e.g. Frey and
George, 2000). This definition implicitly assumes the existence of reliable tools
to measure the accuracy of a specific numerical simulation, paving the way for
error estimators and adaptive meshes.

Generating unstructured mesh was the scope of a large humber of works and
softwares and is very well documented in the literature (e.g. Frey and George,
2000). In this work, we use our own code to generate Delaunay-like triangu-
lations (Legrand et al., 2000). It is based on the Watson-Bowyer incremental
algorithm (Watson, 1981; Bowyer, 1981) and allows for a dynamical control
of the element size, shape and orientation, which is achieved by introducing
a prescribed target element metric. The Watson-Bowyer algorithm generates
triangulations by incrementally inserting each node of the final triangulation
into an intermediate one. The insertion procedure is performed in two steps.
The triangle containing the new site is first replaced by three new triangles and
the quality of the new triangulation is then improved by swapping well-chosen
edges. The major steps of our mesh generation procedure are shown in Fig-
ure 2. Starting from a large triangle containing the whole domain, boundary
nodes are inserted. Once all boundary edges are created, useless triangles
are removed. Then, additional nodes are created to obtain a mesh conformed
to the target element size (Frey, 1987). Finally, the mesh quality is optimized
by heuristic elliptic techniques that may be accompanied by edge swaps. Al-
gorithmic details as well as implementation issues are described in Legrand
et al. (2000).
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The present article deals with the construction of an unstructured mesh to
be used in a high-resolution, eco-hydrodynamical, finite element model of the
whole Great Barrier Reef. Section 2 presents a refinement strategy that takes
into account the depth of the water column and the distance to the coast, which
is defined in Section 3. Then, three gauges of mesh quality are introduced in
Section 4. Finally, meshes of the domain of interest are discussed in Section
5 and concluding remarks are given in the last Section.

2 A refinement strategy for the Great Barrier Reef

When designing a mesh for numerical simulations within a particular domain,
a refinement strategy has to be defined to what the accuracy of the discrete
representation of the unknown fields is prescribed. For the Great Barrier Reef,
this target accuracy mainly depends on two major physical features: the small
recirculation eddies occurring in the wake of islands and reefs, and the tidal
waves propagating throughout the whole Great Barrier Reef.

Fundamental to the method of mesh adaptivity is the definition of a metric
which describes the relevant requirements for the size and the shape of the
elements of the mesh. The metric contains the full description of the mathe-
matical isomorphism linking the reference equilateral element and each phys-
ical element of the mesh. Since no relevant information to design anisotropic
meshes can be easily obtained from the bathymetric field, we only focus on
isotropic elements. For those meshes, the metric is fully defined by a sim-
ple scalar characteristic length: the target element size h(x). This function
of the position x provides the characteristic length of the element where x is
located. Obviously, it is an ideal goal that cannot be perfectly satisfied as other
constraints on the mesh generation procedure also apply.

In practice, this target size can be defined either a priori from the knowledge
of the physics of the problem or a posteriori with an error estimator from a
discrete solution computed on a given mesh. However, we do not intend to
present dynamically adjusted meshes throughout the course of the integra-
tion in response to the solution of a given problem. Even if such an adap-
tive scheme could appear very attractive, the global handling of a dynamically
adaptive calculation requires major modifications of the flow solver. Therefore,
the realistic challenge consists in the design of a graded unstructured mesh
from the eco-hydrodynamic physics of the Great Barrier Reef.
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On the one hand, it is well known that the external inertia-gravity wave celerity
is approximatively given by /g D(x) where ¢ and D(x) are the gravitational
acceleration and the water column depth, respectively. Our design strategy is
based on the assumption that an efficient mesh would exhibit a local element
size proportional to this tidal wave velocity (Henry et Walters, 1993). It consists
in adjusting the resolution in such a way that, over a given time interval, exter-
nal inertia gravity waves travel over a distance representing roughly the same
fraction of the mesh size. As a result, a coarse mesh can be used to simulate
the tide propagation in very deep areas and a finer discretisation is required in
shallower regions. Such a requirement can be expressed as follows:

hx) D)

)
hmaw Dm(l(l)

where h,,., denotes the maximal prescribed element size and D,,,,,. denotes
the maximal value of the depth field.

On the other hand, the size of recirculation eddies that develop downstream
of headlands or narrow passages is of the order of hundreds to thousands of
meters. Therefore, in the regions where those eddies are likely to occur, the
element size must be sufficiently small: h,,;, should range from 50 m to 100 m.

In order to take into account both requirements, we define a blending function
¢(d) based on the distance d(x) to the islands and reefs. This blending func-
tion vanishes in the vicinity of the islands and reefs, is equal to one in remote
areas and connects both parts in a continuous and smooth way. With the help
of such a blending function, the target element size is then defined as:

BX) = i + 6(d(x)) (Binaz — omin)- (1)

A major ingredient of the mesh design is the purely heuristic definition of the
blending function and the computation of the distance of each location to the
closest island or reef. As a typical blending function, we use a piecewise cubic
polynomial:
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where d defines the length of a plateau along the islands in which the element
size is prescribed to h,,;,. Similarly, the discretisation is fully prescribed by the
tidal wave velocity at a distance from the islands larger than d;. In the transi-
tion area of width d; = d; — dy, the refinement is obtained as a compromise
characterized by the blending function between the tidal wave velocity require-
ment and the necessity to ensure a smooth transition between both previous
regions. The blending function and its geometrical parameters are illustrated
in Figure 2.

Blending functiony(d)

di

S, A

Island distance

Figure 2: Definition of the geometrical parameters of the bending
function ¢(d).

In order to illustrate this refinement strategy, let us restrict ourselves to the
simple example shown in Figure 3. A typical bathymetry profile has been
extracted from the data of the Great Barrier Reef. In one dimension, it is easy
to compute the distance to the coastline at the left-hand side and to the two
reefs that are located next to the other side. It is then possible to define the
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the blend of the bathymetry and the refinement re-
quired along the islands and reefs.
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element target size and to generate a Delaunay-like triangulation along a strip
domain. However, estimating the island distance d(x) for a two-dimensional
problem can be very expensive and difficult.

3 A boundary value problem for the island distance

In view of the complexity of the geometry of the Great Barrier Reef, we reject
the naive approach that consists in calculating Euclidian distances to every
island. Inspiration has been sought in the methods other Authors have devel-
oped to tackle similar problems. Some of them had recourse to a phenomeno-
logical boundary value problem to obtain an estimated distance to a given
boundary in a two-dimensional or three-dimensional domain (Assaker, 1998;
Assaker et al., 1997; Brasseur et al., 1996). Typically, such an issue occurs in
turbulent flow calculations involving a mixing length. According to those mod-
els, the size of large turbulent eddies at a given location is directly proportional
to the distance to the wall. It is not surprising that the most efficient techniques
are based on elliptic partial differential equations. Unfortunately, the most ef-
ficient partial differential equations which produce the best approximation are
often highly non-linear and their resolution would be prohibitive.

To obtain an approximated island distance, we have developed a two-step
approach. Firstly, we define a shore proximity function o(x) as the solution of
the following linear boundary problem.

Wvio—o+1 = 0
c = 0 onislands and reefs  (3)
n-Vo = 0 on other boundaries

where 1 is a stiffness length and n is the outward unit normal to the boundary.
The elliptic operator ensures a smooth transition from zero along the islands
to one in remote areas. In addition, the shore proximity function lies in the
interval [0, 1] as is demonstrated in the Appendix.

In a second step, we correlate the estimated island distance and this shore
proximity function. To motivate this, let us consider the shore proximity function
and the island distance in an one-dimensional semi-infinite domain with an
island at the location z = 0. The distance coincide with the space coordinate
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2 and the analytical solution for the shore proximity problem can be easily
derived:

d(z) = ux,
olx) = 1—e/n,

By directly extrapolating the correlation existing for this simplified geometry,
we may express the island distance in terms of the shore proximity function:

d(x)=—p In (1 - a(x)). (4)

Let us here mention that such an equation is an approximation of the true
connection between the shore proximity function and the island distance. The
latter can be easily evaluated.

In order to better grasp the meaning of the estimated island distance, it is
possible to combine both Equations (3) and (4) to show that d is in fact the
solution of the following non-linear elliptic problem:

uwV3d—-Vd-Vd—-1 = 0
d = 0 onislands and reefs (5)
n-Vd = 0 on other boundaries

The above problem again exhibits a second-order elliptic operator and a non-
linear dissipative term with the suitable boundary conditions. It is important to
note that the stiffness length allows us to monitor the impact of the smoothing
effect of the Laplacian term. In a simple intuitive statement, it can be stated
that such a parameter can be viewed as the result of how the requirement
of smoothness and the requirement of accuracy is balanced in the estimated
island distance. Finally, our two steps approach allows to substitute the reso-
lution of the non-linear boundary value problem (5) by the linear one (3).

As shown in Figure 4, the stiffness length influences the estimated island dis-
tance. On the one hand, a small stiffness length better incorporates small-
scale geometrical features in the neighbourhood of the islands and reefs, but
the accuracy of the distance everywhere else is quite poor. In other words,
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w=2km uw=4km

uw=06km uw=_8km
Figure 4: Impact of the stiffness length p on the estimation of

the island distance. Isolines range from 5 to 20 km by
interval of 5 km.
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the estimated distance tends very quickly to a constant limit value. On the
other hand, a large stiffness length prevents this but smooths all small geo-
metrical features along the islands and reefs. This behaviour is illustrated by
the isolines of the estimated island distance obtained with stiffness lengths
w = 2,4, 6 and 8 km, respectively. All the tests we conducted suggest
that selecting 4 km as the value of the stiffness length offers a satisfactory
compromise for most applications. Therefore, the estimated island distance is
calculated with this value.

In Figure 5, the Great Barrier Reef domain is divided into three regions as a
function of the calculated island distance d in kilometers: [0, 3], [3, 30], [30, o).
Typically, we identify the islands and the reefs neighbourhood, the transition
part and the remote region as the three parts of the support of the blending
function defined in Equation (2). As a result, the geometrical parameters for
the blending function are defined as follows: dy = 3 km and d; = 30 km.
Finally, note that we decide not to refine along the Australian coastline and the
shelfbreak, in this calculation.

4 Gauges to evaluate the mesh quality for the Great Barrier Re  ef

The role of the mesh generator is to create the grid that provides the best
numerical accuracy for a given number of degrees of freedoms. Basically, the
target element size requirement has to be satisfied along with two other impor-
tant constraints. For most discretisation techniques like finite volumes or finite
elements, it is necessary to avoid large local discrepancies in element sizes.
The second key-point is to estimate element equilaterality in the suitable met-
ric. In this section, we define three quality gauges to analyze the geometrical
quality of our generated meshes for the Great Barrier Reef.

4.1 The grading gauge

Local element size discrepancies will mainly appear in the transition area of the
blending function. Therefore, it can be expected that the grading gauge mea-
suring such local discrepancies could be directly estimated from the design
parameters h,,in, hmae @and d; = di — dg. Those three constants characterize
the sharpness of the target element size function h(x).
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Islands and reefs
neighbourhood

Transition region

Remote area

Figure 5: Partition of the domain of interest into three regions.
The dark area close to islands and reefs requires a
fine discretisation. The white part of the continental
shelf far from the islands and reefs is covered only
by a coarse discretisation. The grey area provides a
smooth transition between the regions previously de-
fined.
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The grading gauge « is defined as a characteristic size ratio between adjacent
elements in the most graded transition areas. In a one-dimensional geometri-
cal distribution of element sizes h; ranging from h,,;, t0 h.,.4. in an interval of
length d;, the following relations hold:

hi+1 = Oéhi, i:O,l,...,n
hO = hmina
hn = hma;ﬂ = anhmin-

Hence, the geometrical distribution requires:

n—1

dt = hmzn Z O‘iv

i=1

mn

di = hoin u’
l—-«
1 1
dt = hmzn L - hmaz st hmaz ;
11—« 11—« -1

where n, the number of elements in the interval, is assumed to be relatively
large for the last approximation.

In terms of the design parameters, we can then write the grading gauge in the
closed form:

dt + hmaz
“ dt + hmin ( )
Limiting the grading gauge is required to avoid large local element size dis-

crepancies, but inhibits the advantages of a non-uniform mesh only refined in
areas of interest.



103

4.2 The shape gauge

The Delaunay-like algorithm is based on the idea that a good computational
mesh is made of unitary equilateral triangles in a suitable metric. However,
in the physical domain, the corresponding mesh may be highly anisotropic,
even if it is not considered in this paper. Following Dompierre et al. (2003), the
local shape measure of an element Q¢ is given by a normalized dimensionless
shape gauge G.:

3

3be [ ° -2

=1

Je= (be max bf)

; ()

where b§ and b° = b$ + b5 + b§ are the lengths of the edges I'§ of the element
Q¢ and its perimeter in the metric space defined by the target element size:

e\2 1
W= | ®

From a geometrical point of view, the shape gauge can be viewed as a normal-
ized ratio of the radius of the inscribed circle of the triangular element Q¢ with
respect to its perimeter. The normalization ensures that the shape gauge lies
in the interval [0, 1] and is maximal for the ideal case: an equilateral triangle in
the metric space.

Finally, we define a global shape index 3 as the mean value of the local shape
indexes of all elements of the mesh. The mesh is usually built in such a way
that the value of ¢ is close to unity at the end of the site insertion procedure
(Frey et George, 2000). All the characteristics of the final mesh are therefore
contained in the target element size field h(x).
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4.3 The edge gauge

The Watson-Bowyer algorithm does not ensure the strict respect of the target
element size prescribed. In fact, it only tends to produce the mesh such that
all lengths of the edge are close to unity in the metric defined by h(x).

The discrepancy between the prescribed length and the final length of the
edge I'y obtained by the generator is measured by a normalized dimension-
less edge gauge ~;:

vr=1-by = 1], (9)

The normalization ensures that the edge gauge lies in the interval [0, 1] and is
maximal for the ideal case: b; = 1, i.e. when the obtained length is in perfect
agreement with the target element size field. Finally, we define a global edge
index ~ as the mean value of the local indexes of all edges of the mesh.

Figure 6 shows that the selection of the transition distance d; strongly influ-
ences the distributions of both shape and edge gauges. In particular, the
selection of the mesh design parameters is a compromise between the num-
ber of elements and the geometrical quality of mesh estimated by those three
gauges.

5 Results

The methodology and the gauges introduced above have been used for gen-
erating high resolution unstructured meshes for the Great Barrier Reef in an
automatic way using our own implementation of the Watson-Bowyer algorithm.

In Figure 7, two recursive close-up views on Whitsunday islands illustrate the
performance of our technique. The design parameters of this first example
are hpin = 1 km, hpae = 20 km, do = 3 km and d; = 62 km selected in
such a way that the grading gauge « is 1.3. This example illustrates the ability
of generating high quality graded unstructured meshes for the Great Barrier
Reef. It also illustrates the graded mesh usefulness. Indeed, the gradual
mesh refinement in the neighbourhood of islands and reefs concentrates most



105

Shape gauge

Edge gauge

.

o
A

.

o
[EnY

-

o
[EEY

<D
A\

VAl

YAVAVAY
VKRR

X
QAKX
X

oK AV
DS RN

[
o
[

-

-

o
[EEY
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| | Meshl | Mesh2 | Mesh3 |

Romiin 0.4 km 0.2 km 0.1 km
J— 20.0 km | 10.0 km 5.0 km
do 3.0 km 3.0 km 3.0 km
dy 64.9km | 32.5km 16.2 km

# vertices | 438746 | 1448837 | 5141817
# elements| 864670 | 2873444 | 10196233
#edges | 1304356 | 4323308 | 15319277

o 1.3 1.3 1.3
16} 0.88 0.86 0.87
vy 0.87 0.87 0.87

Table 1: Characteristic dimensions of the meshes of Figure 9.

degrees of freedom on those area during a simulation. It must be noted that
82% of the degrees of freedom is concentrated in the area close to islands
and reefs. By contrast, less than 1% of the degrees of freedom covers more
25% of the whole domain in remote regions. Here, we have assumed that
the number of variables of an eco-hydrodynamical model defined on a given
mesh is directly related to the number of nodes, edges and elements of the
mesh. Therefore, the density of the mesh can be correlated with the number
of degrees of freedom of the upcoming models. Typically, a uniform mesh
would require four times more elements to cover the whole domain with a
characteristic size h = h,in.-

The total amount of elements and their repartition into the three regions de-
fined by the blending function depend on the mesh design parameters. As
shown in Figure 8, the relative importance of the three regions is directly linked
to the selection of dy and d,. Typically, the merging of adjacent islands and
reefs neighbourhoods explains the appearance of a plateau in the surface oc-
cupied by the region close to islands, for an increasing value of dy. On the
other hand, the relative importance of the transition area is directly related to
the value of d; and becomes largely predominant for a large transition distance.
In order to maintain the computational advantage of a graded mesh, it is there-
fore mandatory to limit d, to about 30 km. Logically, the relative importance of
the remote regions behaves in an opposite way.

Table 1 gives the characteristic dimensions of some meshes with the cor-
responding global gauges. In particular, we emphasize that is possible to
build a whole family of meshes for the Great Barrier Reef with a same grad-
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ing gauge o = 1.3. Those meshes have been obtained with several minimal
and maximal element sizes in kilometers (hmin, Amaz) = (0.4,20.0), (0.2,10.0)
and (0.1,5.0). It allows mesh refinement analysis and hierarchical eco-
hydrodynamical modelling of the domain. Figure 9 shows two recursive close-
up views for this family of meshes.

At this stage, it is important to discuss the data used for generating our
meshes: the bathymetric field. The domain covers 2.11 x 10°> km?2 from the
Australian coastline to the shelfbreak and from Rockhampton to Cape Direc-
tion. Fortunately, high resolution (500 m x 500 m) bathymetry data from Lewis
(2001) are available. As shows Figure 10, the bathymetry field exhibits sharp
gradients from the occurence of islands and reefs with a relatively smooth
slope from the continental shelf. First of all, the position of the Australian
coastline and islands is deduced by drawing the isobath corresponding to 0 m.
The position of the reefs and the shelfbreak is deduced from the 10-meters
and the 200-meters isobaths respectively. Finally, the bathymetry has also
been used to estimate the tidal wave celerity used for the target element size.
In view of the high gradients displayed in Figure 10, it appears useful to use a
smoothed bathymetry field D(x) for our refinement strategy. In fact, this mod-
ified bathymetry is obtained as the solution of the following boundary value
problem:

NMV2D-D+D = 0
D = 0m on the coastlines  (10)
D = 200m on the shelfbreak

where )\ is a smoothing scale factor. As shown in Figure 10, this length scale
corresponds to the length scale of the features we want to smooth. For the
meshes displayed in this paper, we use a scale factor equal to 2.5 km. It must
be stressed that this smoothed bathymetry is only used for the refinement
mesh strategy and that the eco-hydrodynamical model can still be based on
the original bathymetry field.

6 Concluding remarks

Mesh adaptivity can be used to generate efficient high-resolution unstructured
meshes for the Great Barrier Reef taking advantage of the knowledge of the
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Original bathymetry A=0.5km

A=15km A=25km

Figure 10: Impact of the scale factor A on the smoothing of the
bathymetry field. Isobaths for —10, —20, —30, —40,
—50 meter are represented.
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physics of the problem. From the bathymetry, we build meshes on which finite
element or control volume numerical simulations can be performed. It is pos-
sible to optimise the mesh with respect to several design parameters in order
to be able to simulate small scale flow features along islands and reefs without
the need to uniformly cover the whole domain with a fine resolution.

The analysis of the quality of the meshes by three quality gauges has been
performed and demonstrates that high graded meshes can be obtained with
good geometrical properties. The latter ensure good numerical conditioning
of the hydrodynamical models solved with those grids. The selection of the
suitable design parameters will be tested in numerical simulations of the flow
in the whole Great Barrier Reef.
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Appendix

Demonstrating that the shore proximity function o(x) satisfies inequalities 0 <
o(x) < 1is tantamount to see that the negative part of o(x)—0 and the positive
part of o(x) — 1 are zero. The former and the latter are defined as

- _(e(x)=0) —lo(x) = 0]
2

[o(x) — 0] (11)

and ) )
[O’(X) _ 1]+ _ (U(X) — ) ;’ |U(X) — |’ (12)
respectively. To demonstrate that (11) and (12) actually are zero, inspiration
may be found in Lewandowski (1997) or Deleersnijder et al. (2001). Accord-
ingly, the Poisson equation (3) is multiplied by [c(x) — 0] and, after integration
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by parts over the domain of interest 2 and substitution of the boundary condi-
tions, the following integral is obtained:

/Q{uQ’V[a(x)—O]_’2+’[a(x)—O]_’ (1—1—“0()()—0]_’)} d2 = 0. (13)

All the terms of the integrand of (13) are positive and, yet, this integral is zero.
This is possible if and only if [o(x) — 0] is zero at every location x in the
domain of interest.

To show that [o(x) — 1] is also zero, a similar technique is resorted to. The

counterpart of integral (13) is then

[ w017+ (it - 1)} s =0

(14)

implying that [o(x) — 1]" must be zero. QED.
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Chapitre 5

Maillages anisotropes pour un
talus continental

La modélisation de I'hnydrodynamique des talus continentst un véritable défi. Si-
tués a l'interface entre les mers continentales et I'océafopd, ils sont le siége de
nombreux phénomenes dynamiques qui couvrent un largerepkéthelles spatiales
et temporelles. Les exemples typiques de ces phénomenebirs@msification des
courants de marée, les interactions non-linéaires ergrsttactures de densité et la
topographie abrupte, les résurgences induites par le veat grofonde et froide, la
génération de fronts, d'instabilités ou d’ondes de manrd&snes, sources d'énergie
cinétique turbulente et de mélange. Comme tous ces phémmaaragissent les uns
avec les autres, il est virtuellement impossible d’isotetessimuler avec un haut degré
de réalisme un unique phénomeéne. En particulier, la présémdeux dynamiques es-
sentiellement différentes de chaque cété du talus cortaheécessite un raffinement
adéquat du maillage a cet endroit en tenant compte du faileguyghénomeénes dans
la direction tangente a I'aréte du talus sont totalemefédints de ceux présents dans
la direction normale. Lintroduction de mailles anisotesmpparait donc comme une
solution particulierement prometteuse.

La contribution originale de ce chapitre réside dans le dgpEment d'une straté-
gie anisotrope d’adaptation de maillage pour le plateatimental nord-ouest euro-
péen, le talus continental et 'océan voisin. Notre obfextt de montrer I'intérét des
maillages anisotropes pour simuler, sur une unique gldkedivers phénomenes hy-
drodynamiques propres a ces trois régions. En particldistratégie présentée tente
de concilier des considérations hydrodynamiques commelaagation des ondes de



116 Maillages anisotropes pour un talus continental

marées sur le plateau continental et des considérationénmues comme le respect
de la condition de compatibilité hydrostatique. Difféentaillages illustrent la vali-
dité et I'efficacité de notre approche. Finalement, nougétmns une approche basée
sur les ellipses de marées pour introduire une autre caasésdtropie du maillage.

Ce chapitre est la transcription du manusbiistructured, anisotropic mesh genera-
tion for the Northwestern European continental shelf, thatmental slope and the
neighbouring oceamle S. Legrand, E. Deleersnijder, E. Delhez et V. Legat qui est
soumis pour publication dar@ontinental Shelf Research
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Abstract

A new mesh refinement strategy for generating high quality unstructured
meshes of the Northwestern European continental shelf, the continental slope
and the neighbouring ocean is presented. Our objective is to demonstrate
the ability of anisotropic unstructured meshes to adequately address the chal-
lenge of simulating the peculiar hydrodynamics occurring in these three re-
gions within a unique mesh. The refinement criteria blend several hydrody-
namic considerations as the tidal wave propagation on the continental shelf
and the hydrostatic consistency condition in steep areas. Several meshes
illustrate both the validity and the efficiency of the refinement strategy. The se-
lection of the refinement parameters is discussed. Finally, an attempt is made
to take into account tidal ellipses, providing another cause for anisotropy in the
mesh.

Keywords: Unstructured grids, Northwestern European continental shelf, De-
launay triangulation, Finite elements methods, Finite volumes methods
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1 Introduction

During the last decade, the focus in shelf oceanography moved from the shelf
itself to more coastal areas, on the one side, and to the shelf break region,
on the other side. In particular, recognizing the major influence of the ex-
changes between the shelf and the deep ocean on the climate, the primary
productivity and many pollution issues of shelf seas (Walsh, 1991), numer-
ous research programs were initiated to describe, understand and quantify
the fluxes across the shelf break (e.g. ECOMARGE, MORENA, ARCANE,
OMEX, SEFOS, SES, ENAM II, SEEP | and Il, CODE?,...)

The European Union's Ocean Margin EXchange (OMEX) studied carbon and
nitrogen distributions and fluxes on the Northwestern European continental
shelf margin and slope (Wollast et Chou, 2001). The UK Natural Environment
Research Council (NERC) Land Ocean-Interaction Study (LOIS) Shelf Edge
Study (LOIS-SES) aimed at the quantification of the contributions to ocean-
shelf water exchange by physical processes in the shelf-edge region west of
Scotland (Souza et al., 2001). The resulting analysis provided the background
of more environmental oriented studies in which fluxes of dissolved and sus-
pended sediments were estimated. Similar projects like the Shelf Edge Ex-
change Processes studies (SEEP-I, SEEP-II) focused on the Middle Atlantic
Bight of the eastern U.S. continental shelf and slope (Walsh et al., 1988; Bis-
caye et al., 1994).

Extended measurement campaigns in shelf break regions are always severely
constrained by the weather and their significance is also difficult to assess be-
cause of the high spatial and temporal variability of the hydrodynamics of these
regions. The same high level of variability and the large number of interacting
processes make the numerical approach also very challenging. In order to
estimate the fluxes between the deep ocean and the shelf, a model must not
only be able to describe the hydrodynamics of both regions but also manage
to capture the physics of the shelf break region (Huthnance, 1995) : complex
bathymetry, intensification of tidal currents near the shelf edge, non-linear in-
teractions with the steep topography and the density structure, wind induced
upwelling of deep cold water in a bottom boundary layer with enhanced mixing
over the shelf or downwelling of light surface water with rapid vertical mixing,
formation and instabilities of shelf-edge fronts, generation of internal tides and
associated turbulence energy and mixing,... Davies et Xing (2005) present
a review, based upon numerical process models and references literature, of
these processes that influence the exchange between ocean and shelf.
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Candidate models must not only be fully non linear but also provide a very high
spatial resolution for the accurate description of the complex hydrodynamics
in the shelf break region. Coelho et al. (2002), using a 8.5 km horizontal res-
olution model of the west coasts of Iberia and Morocco, stress that the use of
high resolution implies a limited extent model for which boundary conditions
are difficult to assess. The usual approach is therefore to use high-resolution
process models of the shelf break region or nested models with increased res-
olution at the shelf break. In the LOIS Shelf Edge Study project, for instance, a
3-D hydrodynamic model with grid resolution 1/24° x 1/24° was used to study
spatial variability of the tides and wind-driven circulation west of Scotland. The
model was then used in the form of a cross-shelf section with finer resolution
(about 1 km or less) to examine the generation of internal tides (Xing et Davies,
1997), the dynamics of suspended sediments (Xing et Davies, 1998), small
scale mixing (Davies et Xing, 2002) and tidal rectification and other non-linear
processes (Davies et Xing, 2003). Finally, a 2-D model of the cross-slope sec-
tion was run for a seasonal cycle of stratification with tidal, wind and thermal
forcing (Xing et al., 1999). Microbiological models were incorporated to model
the primary production cycle in conjunction with physics and SPM transports
(Proctor et al., 2003).

Most current models of the large-scale ocean circulation encompass (part of)
the adjacent shelf regions. Similarly, the open boundary of most shelf mod-
els has been moved from the shelf break itself to deeper areas. The aim of
such expansion of the geographic extent is generally to provide more appro-
priate boundary conditions. In some model systems, a nesting approach is
used with large-scale ocean models providing boundary conditions to force
fine resolution model of the shelf or part of it.

In the so-called ‘Atlantic-Margin’ configuration of the POLCOMS model system
(Holt et al., 2005), for instance, the western boundary of the shelf model is
located in the deep ocean and the boundary data are obtained from the U.K.
Meteorological Office Forecasting Ocean Assimilation Model — FOAM — (Bell
et al., 2000). Higher resolution nested models are also included to describe
specific parts of the Northwestern European Continental Shelf (Holt et al.,
2004).

Multiscale modelling exercises are planned in which the output of the large
scale MERCATOR ocean model systems are used to force coastal models
(Chanut et Etienne, 2005).

Lynch et al. (2003 and 2004) model the hydrodynamics of the Western Irish
Sea region with their QUODDY finite element model using a graded mesh of
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Germany

France

Figure 1: The domain of interest, which extends from 20°W to
13°F and from 43°N to 63°N. The filled isobaths
ranges from —6000m to —1000m by step of 1000 m.
The continental shelf is visualized by the —200 m iso-
bath.



121

triangles with 5 discrete levels of resolution increasing from 0.02 degree at the
Irish coast to .32 degree in the shelf break region and in the deep ocean.

Such a nesting approach is only partly satisfactory. While an increased reso-
lution is provided in the area of interest — part of the shelf region — and larger
scales influences from the adjacent ocean are taken into account in some way
in the local model, the dynamics of the shelf break region is generally poorly
represented. As a consequence, the exchange processes between the shelf
and the deep ocean are not properly described.

An alternative approach is the use of unstructured meshes that easily allow
within the same mesh local refinement along the shelf break while covering
the oceanic and shelf domains at an appropriate resolution. Indeed, as un-
structured mesh marine modelling is a rapidly growing field of research (Han-
ert et al., 2005; Walters, 2005; Pietrzak et al., 2005; Pain et al., 2005), it is
now conceivable to develop an unstructured mesh numerical simulation tool
of the Northwestern European continental shelf, the continental slope and the
neighbouring ocean.

The present article deals with the first step towards the development of such
a model, i.e. the construction of an appropriate mesh for the Northwestern
European continental shelf and a part of the North Atlantic Ocean (Figure 1).
As the small aspect ratio of most marine flows suggests to explicitly preserve
the vertical direction in the mesh, we have chosen to use prismatic elements
that may be obtained from a downwards extrusion of a surface triangulation.
This allows to treat separately the horizontal triangulation at the surface and
the positioning of the nodes along each vertical. Only the first problem is
addressed herein.

Since generating triangulation is very well documented in the literature (Wat-
son, 1981; Bowyer, 1981; Frey, 1987; Shewchuk, 1996; Frey et George, 2000;
Legrand et al., 2000), the challenge consists in the design of a suitable mesh
refinement strategy. This task is crucial in order for the model to take advan-
tage of all of the aspects of unstructured meshes. As mesh refinement results
from the consideration of many constraints, setting up a feasible unstructured
mesh refinement strategy is a non-trivial task. This should be guided by the
major physical processes occurring along the shelf break and on the conti-
nental shelf. In particular, the strong and narrow slope current that flows from
the Bay of Biscay to the Norwegian Trench suggests the introduction of some
anisotropy along the shelf break. However, physical considerations are not
the only constraints which apply on the mesh generation procedure. For in-
stance, the hydrostatic consistency criterion has also to be considered at the
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shelf break in order to limit the error on the pressure gradient term inherent in
generalized vertical coordinates.

Section 2 details our refinement strategy. Section 3 introduces two gauges to
evaluate the quality of the Northwestern European continental shelf triangula-
tions that are presented in section 4. Finally, concluding remarks are given.

2 A refinement strategy for the Northwestern European contin ental shelf

A mesh generator is a tool that takes into account constraints on the size, the
shape and the orientation of the elements making up a triangulation of the
domain of interest. It is assumed that the ideal mesh is composed of unitary
equilateral triangles in a dual space where the modified coordinates x’ are
obtained from the transformation of the coordinates x in the physical space:
x’ = f(x). This transformation is characterized by the metric tensor g(x) that
relates length between both spaces:

dx’ - dx’ = dx - g(x)- dx. (1)

The length of a curve I in the physical space and the dual space are thus
respectively given by

| = /\/dx~dx
r

v /Fm:/rm

In this framework, the goal of the mesh generator consists in creating a mesh
with all edges exhibiting a length in the dual space as close as possible to
unity. To reach such a goal, vertices can be created, removed or displaced.
Topological operations like edge flipping or re-performing a partial Delaunay
triangulation can also be done (Legrand et al., 2000). Of course, the suitable
metric g(x) needs to be available.

To adequately build up a metric for a two-dimensional domain, only three pa-
rameters have to be provided. Those are the privileged direction — i.e. a unit
vector (v;,v,) — along which the element should be elongated and two tar-
get element size function h/,(x) and h (x) that set the element length along
the privileged direction (v;,v,) and the normal direction (—v,,v,), respec-
tively. Those three parameters fully determine the orthonormal eigenvectors
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and eigenvalues of the metric tensor:

1
ve(®) v\ | e (%) (%)
g(x) = /
vy (x) vz (%) 0 1 vy (%) vz (%)
h (x)
ﬁ " U_g UgUy  Uzly
2 2 2 2
_ h// hs h//2 hs
Vg Uy Vg Uy Uy n vg
2 T 12 772 T 12
h// hs h// hs

(@)

Thus, setting up a mesh refinement strategy is tantamount to suggesting a
method for evaluating the parameters h, h,, and (v., v,) at any location in the
domain of interest. This will be done by taking into account some aspects of
the physics of tidal propagation and a numerical accuracy constraint related to
the evaluation of the pressure force in regions where the seabed exhibits steep
slopes (e.g. Haney 1991, Deleersnijder and Beckers 1992), i.e. essentially the
shelf break and the continental slope.

2.1 Tidal propagation

Tides are the most energetic processes occurring on the Northwestern Euro-
pean continental shelf. As Henry et Walters (1993), Foreman et al. (1995),
Hagen et al. (2001), Jarosz et al. (2005), Walters (2005) or Legrand et al.
(2006b), we may therefore assume that the resolution of an appropriate mesh
should be adjusted in such a way that external inertia-gravity waves travel over
a given time interval roughly the same fraction of the mesh elements. Since
the tide celerity is approximately given by /g D(x) — where g and D(x) are
the gravitational acceleration and the water column depth, respectively — such
a requirement can be expressed as

h

y®) _ D) @)

h* D
This relation specifies the target element size h/(x) in terms of the water
column depth field D(x) and a user specified target element size h* for a
given water column depth D*. As a result, this strategy tends to produce
coarse elements in the deepest parts of the domain of interest and finer ones
in shallower regions.
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As no privileged direction was specified, expression (3) introduces no aniso-
tropy in the mesh: h, (x) should be equal to %, (x). However, anisotropy is
necessary in specific regions, as explained below.

2.2 Shelf break and continental slope

The region of the shelf break and the continental slope exhibits a peculiar hy-
drodynamics. A typical example thereof is the current following the continental
slope from the Bay of Biscay to the Norwegian Trench. For modelling such
features, it is necessary to resolve the details of the bottom topography and
the forces driving the flow. In particular, the discretisation of the pressure force
is no trivial task in regions characterised by steep slopes of the seabed.

A first strategy for refining the mesh in the region of the shelf break may
be based on the Hessian matrix of the water column depth (Gorman et al.,
2005). However, this approach aims at uniformly distributing over the mesh
the discretisation errors associated with the water column depth and is not di-
rectly related to hydrodynamic processes. This is the reason why we prefer
to adopt a strategy that is explicitly based on errors due to the discretisation
of some critical terms of the momentum equations. For a region of steep bot-
tom slopes, the hydrostatic consistency condition is the refinement criterion
of choice, provided the discretisation in the vertical direction bears similarities
with the terrain-following o-coordinate system (o = 0 at the seabed and o = 1
at the sea surface). In the notations of the present study, this condition,

|76

requires a sufficiently small element size in the direction of the depth gradient
for a given vertical grid increment o for the error on the numerical estimate
of the pressure force to be small in the direction orthogonal to the isobaths
(Janjic, 1977; Mesinger, 1982; Haney, 1991; Deleersnijder et Beckers, 1992;
Beckmann et Haidvogel, 1993; Shchepetkin et McWilliams, 2003). Since the
hydrostatic consistency condition is the most stringent at the seabed, we de-
fine the target element size along the depth gradient direction as

VD(x)
D(x)

The value of the user specified parameter s must be smaller than the vertical
increment o at the seabed. Actually, even if numerical considerations mo-

VD(x)
D(x)

VD(x)

’ hi(x) < do, 4)

(%)

hi(x)=s ‘ ‘_1

-1
tivate relation (5), the horizontal length scale H ’ appears in every




125

analytical study of the shelf break dynamics (Huthnance, 1995). This provides
a physically-based justification to our choice.

2.3 Building the metric tensor

Based on the considerations above, the metric tensor will be built as illustrated
in Figure 2. The following steps are performed:

e The privileged direction (v;,v,) is set along the direction of the bathy-
metry gradient. In case of no privileged direction — no gradient — the
mesh refinement strategy should be isotropic: h/, is equal to h, such
that, according to (2), the privileged direction can be set to an arbitrary
value.

e From bathymetric data, the speed of external gravity waves, i.e. /g D,
is evaluated in the domain of interest. Using (3), this leads to a first
estimate of the mesh size target /. ,. In the deepest (shallowest) regions
of the domain, however, this may lead to excessively large (small), mesh
size, which is why h ,, must be forced to remain between minimum (/)
and maximum (h,,.,) values set a priori. In other words, the mesh size
target h, is prescribed as

h// = max [hminv min <hmazv h* Dlg):) )] : (6)
e Using expression (5), h_ is estimated as
, vD(x)||™"
h| = min lh//(x), s D) ] . @)

This simple definition works out the compromise between the assumed
requirement of isotropy on the shelf and the possible need of anisotropy
for accurately modelling the shelf break dynamics.

So, if the bathymetric gradient is small, the mesh size targets s, and h will
be equal; otherwise, h will be set to a value smaller than %, and the mesh
will tend to exhibit an appropriate degree of anisotropy. As shown in Figure 3,
anisotropic elements are likely to be generated at the shelf margin, along the
coastlines and close to the highest seamounts.
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Figure 2: lllustration of our anisotropic mesh refinement strategy
for an idealised bathymetric profile including three re-

b
gions that may be regarded as, from left to right, the
shelf, the continental slope and the ocean.
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Figure 3: The spatial distribution of the horizontal length scale

-1
HVD[()S) ‘ . The regions where the latter is relatively

small are those in which anisotropic elements are likely
to be needed, i.e. the continental slope, coastal re-
gions and seamounts.
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3 Gauges to evaluate the mesh quality

The role of the mesh generator is to create the grid that provides the best
numerical accuracy for a given number of degrees of freedoms. Basically,
the target element size requirement has to be satisfied along with two other
important constraints. For most discretisation techniques like finite volumes
or finite elements, it is necessary to avoid large local discrepancies in element
sizes. The second key-point is to estimate element equilaterality in the suitable
metric. In this section, we define two quality gauges to analyze the geometrical
quality of our generated meshes: a shape gauge and an edge gauge (Legrand
et al., 2006b).

Following Dompierre et al. (2003), the local shape measure of an element Q¢
is given by a normalized dimensionless shape gauge 3.:

3

3be [ 0 — 209
B = = , (8)
(be max b$ )

where b§ and b° = b$ + b5 + b§ are the lengths of the edges I'§ of the element
Q¢ and its perimeter in the dual space :

bf:/e vV oox - g(x) - dx. 9

This gauge can be viewed as a normalized ratio of the radius of the inscribed
circle of the triangular element Q¢ in the dual space with respect to its perime-
ter. The normalization ensures that the shape gauge lies in the interval [0, 1]
and is maximal for the ideal case: an equilateral triangle in the dual space
or, equivalently, an anisotropic triangle whose shape and orientation in the
physical space exactly fulfill the metric tensor constraints.

As the shape gauge does not give any piece of information about the size of
the elements, we introduce a second quality gauge that measures the discrep-
ancy between the target length (1 in the dual space) and the length of an edge
I';. This edge gauge ~¢, defined as

v =1-lby =1, (10)

is maximal for the ideal case: by = 1, i.e. when the obtained length is in perfect
agreement with the target element size fields.
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Finally, two global quality indexes 5 and v may be defined as the average
values of both gauges . and ~; over the whole mesh, respectively.

4 Results

The methodology and the gauges introduced above are now used for gen-
erating and assessing anisotropic unstructured meshes for the Northwestern
European continental shelf, the continental slope and the neighbouring ocean
in an automatic way using our own implementation of the Watson-Bowyer algo-
rithm (Legrand et al., 2000). Although the geographical domain spreads from
20°W to 13°FE and from 43°N to 63°N, UTM coordinates have been used in
order to easily evaluate lengths in the international metric system. Bathymetry
gradients have been obtained from the ETOPO-5 gridded dataset (National
Geophysical Data Center, 1988).

Figure 4 illustrates the ability of our mesh refinement strategy to adequately
resolve the continental shelf, the shelf break and the seamounts. The design
parameters are summarized in Table 1. For this first ‘coarse’ example, the
element size ranges from 6 km in the nearshore region to about 40 km in the
open ocean. Element size variation in terms of the square root of the water
depth may clearly be noticed on the continental shelf. The close-up view on
the Hebridean shelf shows that the anisotropy is mainly confined along the
shelf break and the seamounts. The minimal transverse element size h | is
about 3 km in the shelf break. This corresponds to a maximal anisotropy
factor r = h///hL of about 10. Another advantage of the unstructured meshes
is their ability to resolve islands, channels and shorelines without introducing
any ‘staircase’ discretisation. The latter, as is well known, are likely to cause
spurious coastal boundary layers (Adcroft et Marshall, 1998) that can limit the
model accuracy in coastal areas.

Figure 5 shows the way our mesh generator can fulfill the mesh refinement
strategy under quality constraints. The first column refers to the coarse mesh
presented in Figure 4. That the mean values of the shape gauge (6 = 0.83)
and the edge gauges (y = 0.87) are rather close to unity indicates that the
generated mesh is in a good agreement with the metric tensor prescriptions
in most regions of the domain of interest. However, several under-resolved re-
gions — as the narrow passages between the Anton Dohrn seamount and the
Hebridean shelf — exhibit some discrepancies with those prescriptions. They
may be brought to the fore by graphically comparing the length, the shape
and the orientation of the generated elements with ellipses that delimit regions
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Figure 4: A rather coarse mesh of the domain of interest with

two recursive close-up views on the Hebridean shelf
and the Anton Dohrn sea-mount.
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| | Coarse mesh| Fine mesh]|

D 25m 10m
h* 6 km 0.5 km
s 0.3 0.05
Ronin 6 km 0.5 km
honax 38 km 5 km
# vertices 29121 865 754
# elements 55209 1714057
# edges 84 355 2579 855
Ié; 0.83 0.87
~ 0.87 0.89

Table 1: The values of our mesh refinement strategy parameters
and the basic features of the corresponding meshes.

laying at a distance of 1/2 in the dual space from mesh vertices: overlapping
ellipses in the narrow passage indicates the poor quality elements. These in-
crease the length of the tail of both quality gauges normalized distributions to
an unacceptable limit.

The second column of Figure 5 presents results with another set of the de-
sign parameters values (Table 1). These have been chosen according to rec-
ommendations in Xing et al. (1999): a transverse element size h,; of about
0.5 km in the steepest areas of the shelf break and a vertical increment jo
at the seabed of a few hundredth (s = 0.05). The nearshore region is cov-
ered with elements of 0.5 km in length while the length of the elements in the
open ocean is of order 5 km. These design parameters values allow a better
resolution of the topographic features leading to a better quality mesh. In par-
ticular, the fine mesh does not have overlapping ellipses while the tails of both
gauges normalized distribution are drastically shortened: the worst values for
both quality gauges are greater than 0.5. Finally, it must be pointed out that
the 1.7 millions of elements contained in this fine mesh is still a quite small
number in comparison with the 12.4 millions of squares needed to cover the
whole domain (3.1 10 km?) with a uniform structured grid whose elements
edges present the same typical size, i.e. 0.5 km.
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Coarse mesh Fine mesh
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Shape gauge distribution Shape gauge distribution

B=0.83 B =0.87

0 0.5 1 0 0.5 1
Edge gauge distribution Edge gauge distribution
v =0.87 v =0.89
0 0.5 1 0 0.5 1

Figure 5: Comparison between the length, the shape and the
orientation of the ellipses and mesh elements to illus-
trate the way our mesh generator can fulfill the pre-
scribed metric under quality constraints. Since the el-
lipse length is the half of the target element size, we
may conclude that most discrepancies arise in areas
of large element size variations. The normalized distri-
bution of both quality gauges for the whole meshes.
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5 Concluding remarks

This paper presents the potential advantages of anisotropic unstructured
meshes for modelling the hydrodynamics of the Northwestern European conti-
nental shelf, the continental slope and the neighbouring ocean within the same
mesh. Taking advantages of the knowledge of the dynamics of the three parts
of the domain, we have developed a simple but efficient strategy in which the
mesh refinement is controlled through a few design parameters. The anal-
yses of the quality of the generated meshes demonstrate that, while major
topographic features are correctly resolved, anisotropic graded meshes can
be obtained with good geometrical properties. The latter ensure a good nu-
merical conditioning for a subsequent implementation of finite element or finite
volume hydrodynamic models.

The strong point of our mesh refinement strategy is its relative simplicity. How-
ever, this also lets room for specific improvements. Let us give two attractive
examples. First, the accurate simulation of small-scale details of the pollutants
transport could require the enhancement of the nearshore resolution by blend-
ing our mesh refinement strategy with other constraints based on the distance
to the shore. Details may be found in Legrand et al. (2006b). A second poten-
tial improvement could be the exploitation of tidal ellipses in order to introduce
some anisotropy on the continental shelf. For instance, to take into account
the fact that the flows are mainly oriented along narrow channels as the North
Channel or the Saint George’s Channel in the Irish sea, the privileged direc-
tions of Figure 6 are given by the M, tide ellipses (Luyten et al., 1999); the
mesh size h, by relation (6) and finally, the anisotropy factor » = h,//h, by an
adequate fraction of the ratio between the semi-axis of these tidal ellipses. Al-
though this seems very attractive, no claim can be made at this stage that this
will improve the simulations accuracy. However, it illustrates a way to extend
our approach to dynamically adjusted meshes.
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Figure 6: A close-up view of a mesh in which the tidal ellipses
are taken into account to introduce some anisotropy
on the continental shelf. This may be an attractive im-
provement of our mesh refinement strategy in order to
take into account the ‘channel effect’ that guides the

flow through narrow passages as the North Channel
or the Saint George’s one.
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Ice-ocean Model.

The authors are indebted to Georges Pichot and Vir-

ginie Pison for providing tidal currents time-series computed with COHERENS

(Luyten et al., 1999).
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Conclusions

L'objectif principal de cette thése était la conceptioimplémentation et I'analyse
d’algorithmes de génération de maillages non-structuoéis ges applications océa-
niques globales, régionales et cétieres. En tirant pro§itelehnologies de génération
de triangulations déja existantes et en les adaptant adicaipgns océaniques, nous
avons construit les outils nécessaires a la génératiorsdedtisations de I'océan a ré-
solution variable. Celles-ci permettent une représeaniatius réaliste des cotes et des
autres caractéristiques topographiques et dynamiquies. &int au coeur de la nou-
velle génération de modeéles océaniques que développéiredifes équipes de par le
monde.

Notre travail a permis d’aboutir sur plusieurs contribon@riginales qui ont fait I'ob-
jet de communications scientifiques. Tout d’abord, nousmavmplémenté une tech-
nique de triangulation de I'Océan Mondial sur la sphére esravons béati les outils
géomeétriques pour écrire une formulation discréte par étgsfinis des équations de
la dynamique des fluides géophysiques. Sur cette base, slétate préliminaires de
simulations ont déja été obtenus au sein de notre laboeateirecherche.

Ensuite, nous nous sommes attachés a définir plusieurégsiadaptatives qui or-
chestrent la distribution de la taille et de la forme des éétmdu maillage afin d’opti-
miser la précision et le colt du schéma numérique. Définielkeststratégies n’est pas
une tache aisée car de nombreuses contraintes doiventigee @n considération. En
nous basant sur une connaissance préalable de la physapgeavons montré com-
ment identifier et mélanger des contraintes topographjglyesmiques, de proximité
géographique et de précision numérique afin d’étendre aunmoax la gamme des
phénoménes modélisables. L'application de ces stratégiess domaines réalistes
comme la Grande Barriére de Corail ou le plateau contin@atal-ouest européen a
démontré la validé et I'efficacité de notre approche. Enigarér, nous avons montré
avec la Grande Barriere de Corail comment évaluer de maad¥quate la distance
a I'lle la plus proche et comment produire des maillages tionésolution peut va-
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rier d'un facteur 1 a 100, la taille des mailles allant de quek dizaines de métres
dans le voisinage immédiat des Tles et des récifs a plusigloraétres. De méme,
nous avons montré comment une stratégie anisotrope dadaptie maillages per-
mettait de prendre en considération les différences esdnprbcessus dynamiques qui
se produisent le long d’un talus continental et ceux qui seyisent dans la direction
perpendiculaire. L'analyse de nos résultats par troisgautge qualité a démontré que
nos stratégies d’'adaptation permettaient de générer dilagea qui présentent de
bonnes propriétés géométriques. Ces derniéres assufeon leonditionnement nu-
mérique des modeéles hydrodynamiques utilisant une méttfétfments finis ou de
volumes finis.

Finalement, nous nous sommes intéressés au problemejaas I'interpolation de

données d’'un premier maillage vers un second. Il s'agit &@'étape incontournable
lorsque I'on souhaite initialiser un modéle avec des doseématologiques réinter-

prétées, coupler des modéles ayant des maillages distinatsettre en oeuvre une
procédure dynamique d’adaptation de maillage. En tiraofitfe travaux réalisés en
modeélisation inverse et en assimilation de données, noussadéveloppé une pro-
cédure d'interpolation basée sur une approche variatmrébtre fonction de péna-
lité inclut un opérateur elliptique de régularisation e¢wontrainte de proximité aux
données. L'avantage principal de notre approche est querd&contraintes peuvent
facilement étre ajoutées a la fonction de pénalité afin, pamgle, de reconstruire un
champ de vitesse incompressible.

Perspectives

Bien que fondamental, le travail réalisé dans le cadre de teése ne représente
gu’une premiére étape dans le développement du pBjidd, the Second-generation
Louvain-la-Neuve Ice-Ocean Moddbe nombreux problémes doivent encore étre
considérés avant de pouvoir réaliser la premiére simuldigwocline de 'Océan Mon-
dial couplée a la glace de mer.

L'étape suivante est la validation du mod&lelM-2D. Ce dernier résout les équations
des eaux peu profondes a I'aide de I'élément B¢ — P, (Hanert, 2004). La capa-
cité deSLIM-2Da reproduire les instabilités barotropes et baroclineé dég validée
(White et al,, 2006). D’autres tests plus réalistes sont actuellemenbars d’'élabo-
ration. lls concernent la simulation de I'hydrodynamiqueld Grande Barriere de
Corail et celle de I'épilimnion du Lac Tanganyika. Ces siatigdns permettront d’'une
part de valider nos stratégies de raffinement de maillagi#aetre part d’aborder plu-
sieurs problémes techniques comme 'imposition des camdiiux frontiéres en mer
ouverte, le recourt au calcul paralléle ou la mise aux palatsertaines paramétrisa-
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tions. L'extension du modelsLIM-2Da la géométrie sphérique telle que présentée au
chapitre 2 sera validée sur les cas tests de Willianes@h. (1992). Son extension au
cas de la couche épaisse pour simuler la dynamique de I'atEanope, un satellite

de Jupiter, est aussi a I'étude. Bien que tous ces testssezgieht un investissement
important dans I'élémen?N© — Py, les autres méthodes d’éléments finis, comme les
méthodes de Galerkin discontinues (Bernerdl., 2006), ne sont pas écartées pour
autant .

Le développement du modéle tridimension8elM-3Dest la troisieme phase du pro-
jet de SLIM. Afin de simuler aisément I'équilibre hydrostatique, noesgons qu'il
est préférable de préserver explicitement la directioticade dans le systéme de co-
ordonnées curvilignes de sorte que les valeurs nodalesi@ssoune méme colonne
d’eau soient alignées le long de la méme verticale. Des gtpddiminaires unidi-
mensionnelles concernant la modélisation de la turbul@raeertet al,, 2006) et la
modélisation de la couche logarithmique de fond ont déjan&Bées. Une premiere
version hydrostatique et barotropeslelM-3Dest en développement. A moyen terme,
les effets baroclines seront inclus au modéle et un systénceardonnées verticales
généralisées sera développé. Ce dernier suivra les can¥den a proximité de la
surface, les coordonnées isopycnales aux profondeursmegeet les coordonnées
o a proximité du fond des océans. La nécessité de lever I'imgset de I'équilibre
hydrostatique sera aussi évaluée.

Le modeleSLIM n’utilisera jamais toute la flexibilité des maillages ndnisturés sans
le développement de techniques qui adaptent dynamiqudesemtaillages au cours
de simulations transitoires. L'intérét pour ces techngee modélisation marine et
océanique est réel : de nombreux phénomeénes que I'on seuésitudre, comme les
tourbillons de la méso-échelle, les fronts polaires ou tagants de bord ouest, sont
extrémement localisés et se déplacent au cours du tempgLi&pent, les procédures
d’adaptation de maillages reposent sur trois étapes ssizesgjui sont répétées régu-
lierement au cours de la simulation. Tout d’abord, un edtinad’erreur a posteriori
mesure la qualité de la solution numérique calculée sur [#age courant. Celui-ci
est ensuite modifié de sorte que I'erreur estimée soit riépamtformément sur I'en-
tiereté du nouveau maillage. Cette étape de remaillageaqaesmsi bien préserver la
topologie du maillager¢adaptation) que la modifieh{adaptation). Dans ce dernier
cas, les champs d’'inconnues doivent étre interpolés dei€amaillage vers le nou-
veau afin de pouvoir poursuivre la simulation. C’est |a itgite étape de la procédure.
La seule étape de cette procédure que nous n'avons pasestizaié cette thése est le
développement d’'un estimateur d’erreur a posteriori giisstaptés aux applications
marines et océaniques. Si, dans le cadre des méthodestiisesn les estimateurs
d’erreur basés sur les sauts de la solution entre élémentdesat les plus faciles a
mettre en oeuvre (Bernagt al,, 2006), les estimateurs d’erreur basés sur la matrice
hessienne d’'un ou plusieurs diagnostiques (Castah, 2003; Remaclet al,, 2005)
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ou les estimateurs d’erreur hiérarchiques basés sur uneitge efficace d’enrichis-
sement des fonctions de forme (Belhamaatial, 2004) sont autant d’approches a
approfondir.

Finalement, le développement 8&IM ne pourra étre parachevé sans traiter le pro-
bleme fondamental de l'interaction entre le maillage etyimainique simulée et ses
conséquences en terme d’adaptation des paramétrisationsles hypothéses du mo-
deéle en fonction de la taille des éléments du maillages epbdésomeénes a simuler.
Par exemple, ce probléme pourrait se poser lorsque la tlaBemailles est suffisam-
ment petite pour que, localement, le caractére non-hyatiqae des processus simulés
ne soit plus négligeable.
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