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Plan

@ Introduction

@ | |-jauges et O).-ordres : définitions, propriétés et exemples

® Le dictionnaire ordres-jauges



Cadre et notations I : valeurs absolues
Corps F'.
Valeur absolue non archimédienne discrete |-| sur F' | i.e. :
||: F - [0, +oo[c R satisfait
® |a| =0 si et seulement si « =0,
* legl=lallBl,
.

® |F*| est un sous-ensemble discret de R, cad un sous-groupe de R
cyclique infini.

Pour exposé, supposons char O).| = 0.

Rem : Valeur abs. non arch. (non triviale) = valuation (de rang 1).



Cadre et notations I : valeurs absolues
Corps F'.

Valeur absolue non archimédienne discréte |- | sur Fe, i.e. :
||: F — [0, +oo[c R satisfait
|| = 0 si et seulement si « =0,

o] = | 1],

|F| est un sous-ensemble discret de R, cad un sous-groupe de R
cyclique infini.

Pour exposé, supposons char O, = 0.

O ={aeF||a]<1} sous-anneau de F’
mp={aeF||a<1} unique idéal maximal

— O =0,/m corps résiduel.



Exemple

Q corps des nombres rationnels.
t indéterminée.
F=0Q() corps des fractions rationnelles.

Valuation t-adique |-|, telle que

|aktk tapttt et ant”|t =e*, siap#0
/ .
2] =k, Si f,9€Q[t]~ {0}
gl |g|t
Ezemple :
1+t | [1+t], e
3+ 10], |13 4410, 3




Cadre et notations II : algebres a division

D algebre a division (sur F), i.e. : anneau # {0}
® non nécessairement commutatif,
® 3 division (tout élément non nul est inversible),
® FcDetxa=ax pour tout a € Fyz e D,

® dimp D < oo.

Exemple : Algebre de quaternions & division sur un surcorps K de F.

K=F(y)=Q(t)(y) et D=(t,1+y)k.



Cadre et notations III : algebres semi-simples
A algebre semi-simple sur F’
A= Mﬁ (Dl) Xoeee X Mm(Dn)

avec D; algebre a division sur F'.

A; =~ M, (D;) algebre simple.

Pourquot €élargir le contexte des algébres a division aux algébres
semi-simples ? Produits tensoriels !
L/F extension de corps de degré fini : en général

D&pL~M, (Dy)x-x M, (D).



Motivation

o Contexte général : étudier les jauges;
étendre des aspects de la théorie des valuations sur les corps aux
algebres semi-simples.

® Pour les corps :
® correspondance entre les valuations et les anneaux de valuation ;
~ dictionnaire : point de vue fonctionnel < aspects de théorie
des anneaux.

o Algébres (semi-)simples :
® Diverses extensions de ces notions aux algebres (semi)-simples ont
déja été étudiées;
® Un candidat pour les "valuations" : les |- |-jauges discretes;
® Un candidat pour les "anneaux de valuation" : les O).|-ordres
héréditaires (~ arithmétique non commutative) ;
® Résultat : dictionnaire entre les jauges et les ordres héréditaires.



|- |-jauges : Contexte

Référence : J.-P. Tignol and A. R. Wadsworth, Value Functions on
Simple Algebras, and Associated Graded Rings.

Contezte : Appliquer des techniques de théorie des valuations dans un
contexte non commutatif, notamment sur les algebres a division.

Problemes des valuations

® Peu nombreuses sur les algebres a division,
[

|abl = |al B]

Pas de diviseurs de zéro!

Avantages jauges : notion d’extension sans défaut de |-| congue pour
les algebres semi-simples (de dim. finie).

Donc bons comportements sous les produits tensoriels d’algebres et
I’extension des scalaires,...



|- |-jauges discretes : définition

Pour l'exposé : vision "exponentielle" — Dans la littérature : vision
"logarithmique’.

| - [:A—[0,+co[c R est |-|-jauge (discrete) si

@ | - | est une |-|-valuation d’espace vectoriel

¢ 2| =0 — 20
¢ o+ y| < max{|e], |y]}

* |zaf = |z[|al, pour a € F.
® || est sous-multiplicative
* Jazyl < |yl
° 1] =1
® || est sans défaut par rapport a || :

[gr (A):gr (F)] =[A:F].
@ La gr (F)-algebre graduée gr (A) est graduée semisimple.



|- |-jauges discretes : définition

Pour l'exposé : vision "exponentielle" — Dans la littérature : vision
"logarithmique’.

| - [:A—[0,+co[c R est |-|-jauge (discrete) si
® || - | est une |- |-valuation d’espace vectoriel

® |z =0 < z=0
* [ +yl <max{|z], |y]}

* Jzal = |z]|al, pour a € F.
® ||| est sous-multiplicative
* Jzyl <]yl
° 1] =1
® || est sans défaut par rapport a || :

[gr (A):gr (F)] =[A:F].

< 3Jeq,...,e, base de A sur F et ¢q,...,c, >0 tels que

ety + -+ epan| = max{ci jaq], ..., cnlanl}-



|- [-jauges discretes : gradué et propriétés

Ao ={zeAllz]<ry  Ag={xecAl|z|<r}
A, =A|AT and gr(A)= @ A,
re[0,+00[
avec

@-b=ab+ Agjq)p) € Ajalp]-

Théoreme
1l existe toujours au moins une |-|-jauge sur A.

Attention ! F/E extension degré fini.
|- |-jauge || - | est || g-jauge <> |-| unique extension de || & F.
Op.j={reAl|z| <1} Anneau de la jauge

my . :{TEA|HTH <1}



|- [-jauges discretes : exemples 1

Ezemple 1 : Supposons en plus F' complet pour |-|.

\%4 Espace vectoriel sur F' de dimension finie.
A=EndpV Applications linéaires f:V — V
|- v |- [-norme non archimédienne d’espace vectoriel

* |zl =0 <= z=0
* lz+ylv <max{fz]v, [ylv}
* lzalv = |z|v lal, pour a € F.

”fHA = sup M

|- jauge discréte.
zeV,x+0 HxHV



|- [-jauges discretes : exemples 11

Exemple 2 :
A = My(F).
|m11| |m12\
e/l |m21| |m22\
Soit k£ > 0.
ima| k7t mas|
mi1 Mmi2 - max
ma21  Ma22

2,k klmai|  [masl



|- [-jauges discretes : exemples II1

Ezxemple 3 :
A= M3(F).

Soit kQ, kg > 0.

Imu|  k3'maa|  k3tlmas]
mip Mz M3
H ma1 Mgz Mas ||| = max { ka|ma]| [maa| kak3tmas]
m31 MM32 M33

kslmsi|  ksky'|mssl 3]



|- |-jauges discretes : exemples TV

Ezemple 4 : Supposons K /F soit une extension de corps de degré de
2.

Supposons |-| a exactement deux extensions |-|; et ||, & K.

A = My(K).
mi1 Mi2
m21 M2

N’est PAS une |-|-jauge :
[gr”_” (A):gr. (F)] <[A:F]. (Mais |-|,-jauge.)

mi1 Mi2
ma21 Ma2

|-|-jauge!

|m11|1 |m12\1
= max

|m21|1 |m22\1

|ma1 |1 k_1|m12|1 |maile h_1|m12|2
= max s

klmai |1 |maal1 hlmaila [maalo




|- [-jauges discretes : exemples V
Ezemple 5 : (ref. : Tignol & Wadsworth (2010), example 1.16)

Q avec valuation 3-adique |-|, :

322 - e”, p,q€Z ~ {0} non divisibles par 3.
ql3
D=(-1,-1)g algebre de quaternions sur Q.

® D a division,
* Pas d’extension de |- |, en une valuation sur D,

® Pour 1,4, 7, k base standard de D telle que
i2=-1=42 et ij=k=—ji
[ + iy + jag + kas| = max {|agly , o5, a2l s Jos]s}

est une |-|;-jauge sur D (et pas une valuation).



(’)|.|—0rdres héréditaires : définition

Référence : 1. Reiner, Maximal Orders.
Premier aper¢u : My(O).|) ¢ Ma(F).

A c A est un O).]-ordre héréditaire si
® A est un sous—(’)‘,‘-module7
® A est un sous-anneau (avec la méme unité),
® A est de type fini sur O).| et engendre A sur F,

® (Hér.) tout idéal (gauche/droite) de A est un A-module projectif.

R
N— =



O).|-ordres héréditaires : propriétés

Théoreme
® Tout O|.-ordre mazximal est héréditaire.

* [l existe au moins un O|.|-ordre mazimal dans A.

rad A Radical de Jacobson

= Intersection des idéaux maximaux & gauche (/ & droite) de A.



O).j-ordres héréditaires : Exemples I

O:OH m:mH

Ezemple 1 :

0
A:(O “O‘)CMQ(F)

est un O-ordre héréditaire, mais PAS

A= (O mQ) c My (F).

0o 0
O m3 m?
Ezemple 2: A=|m™2 O w|cM(F).
m?t m? 0
O m? m?
Ezemple 3 : A=|m™ O O |cM;(F).
m?t O 0



Résultats partiels

Théoreme (Dictionnaire ordres-jauges 1)

{OH—ordT’es héréditaires de A} = {Anneauz des |-|-jauges sur A}
°* Oy est O).|-ordre héréditaire
rad Oy = my..
® Pour tout O).|-ordre héréditaire A ,
A=0,

pour une certaine |-|.



Non unicité de la jauge : un exemple

Soit g > 1 tel quel |F*|={g*|z€Z}. Soit 1 <k <g.

_ OH my S s Yeg s
A= (OI~ e My (F) O).|-ordre héréditaire.

_ Imai|  [maalk
= max -1
. [ma1 |k [maz|

Oy.y, = A pour tout 1 <k < g puisque |F*| = {g* |z € Z}.

Imaik™ <1 <= |mai| <k <= |ma| <1 gt kY 1k g



Les jauges sur mesure : définition

A algebre graduée simple sur un corps gradué F.

Théoréme de représentation (type Wedderburn) : A ~ EndpV.
Notation : Rp = {r e R|D, # 0}.

I/(A) = |R\/IRD|
T(A) = |RA:RD|.

A=A; x---x Ay algebre graduée semisimple sur un corps gradué F.
v(A)=v(A) +--+v(A).
T(A) =7(A1) +---+7(A)).

Lemme
e 7(A) 2v(A).
® [l [l [-[-auges sur A avec Oy =0y, =

v(gry.p, (A)) = v(gr.;, (4)).

| -] est une |-|-jauge sur mesure si 7(gr.;(A4)) =v(gr|. (A))-



Le résultat

Théoreme (Dictionnaire ordres-jauges II)

(1) {O|.|-ord7"es héréditaires de A} = { Anneauz des |-|-jauges sur A}

1:1

(2] {O|A|-ordres héréditaires A de A} { |-|-jauges sur mesure p}

Si f:A—> B, alors Br(a) =ppoft.



Jauge sur mesure : un exemple

Soit g > 1 tel quel |F*| = {g*|z € Z}.

_ OH my. L2 qes
A= (OI' o] My (F) O).|-ordre héréditaire.

— max |m11| . |m12|\/§
Ji |m21|\/§ |m22|

|- H\/g est la |-|-jauge sur mesure associée & A.



Idée de la preuve

Se base sur: F. Bruhat & J. Tits (1984).

® Sur M,.(D) quand D admet une valuation discrete |- |
"normes d’opérateurs' « C’)|_‘|Z(D)—ordres héréditaires.
Correspondance "normes radiques" < (’)|.||Z(D)—ordres
héréditaires.

Idée preuve :

(1) Lorsque F' est complet et A simple centrale sur F,
jauges sur mesures = normes radiques.
Alors, comme dans ce cas : jauges = "normes d’opérateurs’,
Théoreme se déduit essentiellement de B.&T.

(2) Cas général : se ramener & (1) par extension des scalaires au
complété de F' et propriétés des jauges et ordres héréditaires.
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