Sur un invariant cohomologique

de degré 3 pour les involutions unitaires

Alexandre Masquelein




Sur un invariant cohomologique de degré 3 pour les involutions unitaires
Alexandre Masquelein

Dissertation présentée en vue de I'obtention du grade de Docteur en Sciences,
le 20 février 2013, au Département de Mathématique de la Faculté des Sciences
de I’Université Catholique de Louvain, a Louvain-la-Neuve.

Promoteur : Jean-Pierre Tignol

Jury :  Karim Becher (Universiteit Antwerpen)
Yves Félix (UCL)
Pasquale Mammone (Université d’Artois)
Anne Quéguiner-Mathieu (Université de Paris XIII)
Jean-Pierre Tignol (UCL)
Paul Van Dooren (UCL, Président de jury)









REMERCIEMENTS

Voila, apres cing ans de travail, je termine la rédaction de ce texte et m’attele
a ces remerciements. Sans aucun doute, de nombreuses personnes méritent
d’étre remerciées et si je viens a les oublier dans les lignes suivantes, je prie de
bien vouloir excuser ma maladresse et ma mémoire.

Pour étre original, je commencerai par remercier les membres de mon jury.
Je remercie Pasquale Mammone qui m’a donné un avant-goit agréable des
mathématiques et la chance de devenir ”virtuellement” belge, Karim Becher
pour les deux séjours de recherche agréables a Konstanz, autant du point de vue
mathématiques que personnel, et Anne Quéguiner-Mathieu pour son extréme
gentillesse et sa lecture on ne peut plus attentive de mon texte. Tout cela sans
oublier Paul Van Dooren, qui a bien voulu présider une theése bien en dehors
du cadre de ses propres recherches.

J’ai enfin une pensée particuliere pour Yves Félix, qui fut la premiere per-
sonne en chair et en os que je découvris a Louvain-la-neuve lors de mon arrivée,
pour son accueil chaleureux, malgré mon heure de retard a notre rendez-vous,
et 'attention qu’il a toujours témoignée a mon égard.

Il me faut aussi remercier toutes les personnes qui rendent le vieux cyclotron
vivant. En particulier, Marino, arpentant les couloirs du cyclotron a la recherche
de théoreme flottant dans les airs; Enrico, le pilier de comptoir du cyclotron;
le trio de secrétaires Carine, Cathy et Martine, sans qui mes clefs seraient
perdues depuis longtemps; Mathieu D., ses enscens et ses nombreux discours
sur la logique ; Hector et sa jovialité naturelle, c’est vrai; ainsi que Demba pour
nos discussions mathématiques enrichissantes ; Valérian et Alexandra, sans qui
les lunchs et pauses cafés ne seraient pas aussi gais. Sans oublier Mathieu C et
son indécision absolue lui permettant de commencer un nombre interminable
de phrases sans pouvoir en finir une seule.

Bien entendu, je n’oublie pas Mélanie, pour avoir gardé un oeil sur moi,
autant du point de vue mathématique que personnel ; Cubi, mon chum, dont
I’obstination pour garder le contact surpasse heureusement son agacement par
mes retards, mon indisponibilité notoire et autres; le camarade King Louie,



vi REMERCIEMENTS

pour nos débats plus ou moins constructifs lors de feu nos apéros du mardi
soir et son enthousiasme sur tout sujet mathématique; Julien, pour m’avoir
si chaleureusement accueilli, pour nos ballades louvanistes et pour étre son
témoin ; Laurent, pour son extréme gentillesse et ses propos délicieusement
vindicatifs.

Pour avoir supporté ma capacité a m’étaler sur un bureau, pour avoir
retrouvé mes clés tous les midis sur ce méme bureau, pour ses truculentes
histoires sans réelles chutes, pour ce co6té pince-sans-rire surprenant et pour
ses attentions, Didier fut un compagnon de bureau des plus appréciables.

Je vous remercie tous d’avoir préservé notre amitié malgré mes occupations
et nos relatives pertes de vue.

Il reste encore a remercier les amis compatriotes, la FRAJP. Plus préci-
sément, Jeff, méme s’il ne lira probablement pas ce texte; Pierre, coéquipier
sur les prés, chauffeur ouvert & mes élucubrations philosophico-sociales, pour-
voyeur de cornes et parrain de mon fils; et Romu, pour notre amitié franche,
sans paroles inutiles, pour sa capacité & se soucier du bien-étre des autres, ses
attentions particulieres et sa volonté d’étre toujours présent lorsque le besoin
se fait sentir. Bien entendu, les petites familles sont englobées!

D’ailleurs, je remercie mes parents pour leur soutien aveugle, malgré
les longues semaines de silence radio dont je suis capable, Ch’Max pour
avoir partagé nos expériences dans l’enseignement et Ch’Ben pour étre
désespéremment plein de bonne volonté.

Je remercie Jean-Luc et Concetta d’avoir pris en charge ma formation dans
le batiment et de s’étre soucié de 'avancement de mes travaux (de recherche!),
et Amandine pour m’avoir supporté, soutenu, poussé, organisé, motivé et j’en
passe ... Et surtout de m’avoir offert le plus beau des cadeaux.

Apres cette aparthé familiale, je voudrais exprimer ma profonde gratitude
pour Jean-Pierre Tignol. Alors que j’étais encore & Lens et ignorant a quoi
pouvais bien ressembler Louvain-la-neuve, il me fut décrit par cette simple
phrase.

”Un homme au calme olympien”.

C’est pour moi la meilleure description que ’on puisse faire de Jean-Pierre.
Doté d’une infinie patience mise a 1’épreuve par mon exaspérante lenteur a
rédiger cette these et ma tendance a encombrer une boite électronique, il m’a
habilement guidé lors de ce doctorat et ses relectures on ne peut plus minu-
tieuses ont grandement contribué a la version ci-présente de mon texte. Pour
tout cela, merci.



TABLE DES MATIERES

Remerciements. ...... ... v
Introduction......... ... 1
Invariants cohomologiques et chaine d’invariants de Milnor............ 2
Résultats principatiX. .......oouuuiii 2
Survol de la these. ... ... 4
1. Chaine d’invariants cohomologiques.............................. 5
NOtAtIONS. . ..ot 5
1.1. Chaine d’invariants cohomologiques d’algebres a involution. ... .... 6
1.2. Chaine d’invariants cohomologiques relatifs d’algebres a involution 27
1.3. Quelques rappels sur I'invariant de Rost........................... 37
1.4. Chaine d’invariants de Milnor faiblement relatifs pour les algebres
a involution unitaire de degré impair............... ... .. .. ... ... 38

2. Un invariant cohomologique relatif de degré 3 pour les
involutions unitaires....... ... ... .. 43
] 7= 5 61 43
2.1. Invariant cohomologique absolu d’algebres a involution unitaire. .. 43
2.2. Invariant cohomologique relatif d’algebres a involution unitaire.... 45
2.3. Comparaison des invariants cohomologiques....................... 50

3. Sur l’invariant cohomologique de degré 3 pour les involutions

unitaires de degré 2(2m +1)........... ... 59
Notations. ... 59
3.1. Invariant absolu en degré 2(2m +1)............ooiiiiiiiii ... 59
3.2. Réinterprétation de I'invariant Ref¥P. ... 60
3.3. Décomposabilité et hyperbolicité.............. ... ... .. ... .. ..., 62
3.4. Décomposabilité en degré 6. ... 63

3.5. Vers une classification en degré 6............ ...l 64



viii TABLE DES MATIERES

4. Sur Pinvariant cohomologique de degré 3 pour les involutions

unitaires de degré 4............ .. 67
NOtAtIONS. . . oot 67
4.1. Unicité de I'invariant de Milnor relatif de degré 3.................. 68
4.2. Interprétation de I'invariant en termes de formes quadratiques.... 69
4.3. Cas d’une descente orthogonale sur une algebre A................. 74
4.4. Cas d’une descente symplectique sur une algebre A................ 80

5. Sur Pinvariant cohomologique de degré 3 pour les involutions

unitaires de degré 8 ........ ... 83
NoOtations. . ..ot 83
5.1. Condition nécessaire telle que Fel™® = 0..................ooo... 84
5.2. Cas ol [B] = [DK e eenetii i 85
5.3. Exemple d’involution unitaire totalement décomposable d’invariant
BelP nom mUl. .. 88

INAEX . 91
6.1. Notations and statement of the theorem........................... 92
6.2. Clifford algebra of the transfer of a quadratic form................ 94
6.3. Proof of the decomposability theorem.......................... ... 97
6.4. A new proof of Izhboldin and Karpenko’s theorem................ 99
Bibliographie.......... .. 101



INTRODUCTION

Diverses techniques sont employées pour comprendre les algebres simples
centrales munies d’une involution, telles que I’étude des formes quadratiques,
I’étude des groupes algébriques ou une étude plus frontale.

Dans le cadre de ces études sont sortis des invariants classiques pour les invo-
lutions, comme le discriminant d’une involution orthogonale disc(o) & valeurs
dans F'* /FX2 = H'(F, 12), son algebre de Clifford C(A, o) ou encore 'algebre
discriminante D(B,7) d’une involution unitaire, toutes deux représentant des
éléments dans le groupe de Brauer Br(F) = H?(F,Q/Z(1)) (cf [KMRT98]).
On peut donc voir ces invariants comme des invariants cohomologiques.

De l'autre coté, I'étude des involutions via les formes quadratiques se justifie
par l'existence d’un lien tres fort entre les involutions orthogonales sur des
algeébres déployées et les formes quadratiques. De ce fait, la classification des
formes quadratiques via des invariants cohomologiques par la résolution de
la conjecture de Milnor par Orlov, Vishik et Vovoedsky [OVVO00] a permis
la classification des involutions orthogonales sur une algebre déployée. Mieux
encore, les invariants disc et [C'(A, 0)] coincident exactement avec les invariants
ey et eo pour les formes quadratiques.

Dans la veine de ce résultat, Berhuy, Monsurro et Tignol ont mis a jour un
invariant cohomologique relatif pour les involutions symplectiques [BMTO03],
appelé discriminant A, & valeurs dans H?(F, Q/Z(2)) en utilisant I'invariant de
Rost sur le groupe algébrique Sp(A, ) associé aux involutions symplectiques.
Toujours a l’aide de l'invariant de Rost, Berhuy a construit un invariant pour
certaines formes anti-hermitiennes compatibles dans un sens convenable avec
celui créé pour les formes quadratiques dans [Ber06], tandis que Garibaldi,
Parimala et Tignol dégageaient le discriminant absolu A pour les involutions
symplectiques dans [GPTO09], que l'on peut construire aussi a l'aide de l'in-
variant de Rost. D’ailleurs ce procédé fut exploité a nouveau par Garibaldi
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P sur certaines algébres

dans [Gar09] pour créer deux invariants eif et ef”
simples centrales a involution orthogonale et est en phase d’étre généralisé
pour les involutions orthogonales dans [QMT]. Pour finir, trés récemment,
Quéguiner-Mathieu et Tignol ont mis a jour un invariant cohomologique pour
les involutions orthogonales sur des algebres simples centrales de degré 8 mais
d’une maniére plus élémentaire [QMT12], en utilisant la trialité décrite dans
[KMRT98].

Dans la continuité de ces différents travaux, nous allons aborder le cas des

invariants pour les algebres simples centrales munies d’une involution unitaire.

Invariants cohomologiques et chaine d’invariants de Milnor

Nous avons décidé de fixer une bonne fois pour toute ce que nous entendrons
par un invariant cohomologique pour des involutions en général ainsi que les
notions d’invariant relatif et d’invariant absolu. Un simple constat nous a amené
a poser la nuance entre un invariant dit absolu et un invariant dit relatif, tout
deux étant des transformations naturelles, I'un & valeurs dans la catégorie des
ensembles Gets et 'autre a valeurs dans la catégorie des ensembles pointés
Sets™.

Ensuite, nous avons formalisé le fait que chaque invariant se définit sur le
noyau du précédent et, des lors, nécéssite la connaissance des invariants qui le
précedent. Ceci nous a amené a la notion de chaine d’invariants cohomologiques.
Une majeure partie du Chapitre 1 recense les principaux résultats publiés sur les
invariants cohomologiques sous le formalisme introduit, tant pour les invariants
des formes quadratiques que pour les involutions des trois types.

Nous avons également distingué un type de chaine d’invariants coho-
mologiques (relatif ou non), dit de Milnor. Ces chaines d’invariants pour les
involutions ont la particularité de coincider avec les chaines d’invariants pour
les formes quadratiques (ou hermitiennes) tirées de la conjecture de Milnor
lorsque les algebres sont ”déployées” dans un sens convenable, ce qui est le cas
de la majorité des invariants étudiés a ce jour.

Résultats principaux

Le premier résultat de cette these est la construction, via I'invariant de
Rost sur SU(B, 79), de I'invariant cohomologique relatif %el°. Ses propriétés
concernant les involutions unitaires dépendent du degré de ’algebre portant
I'involution. Il donne, entre autres, un critere d’isomorphisme de la fagon suiv-

ante.
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Théoréme. — Soit B une K -algebre simple centrale, T et 19 deuz involutions
unitaires sur B d’algébres discriminantes triviales vérifiant ['une des conditions
sutvantes

- deg(B) =4 5

- B est déployée et deg(B) =6;

- deg(B) = 6, ind(B) = 3 et il existe (D,0) une F-algébre simple centrale
de degré 3 munie d’une involution unitaire 6 telle que T et 17y sont des
involutions adjointes a deuzx (D, 0)-formes hermitiennes de la forme {(s))
et {(so), pour s,so € Sym(B,1p).

Alors T et 1o sont conjuguées si et seulement si Fel’ (1) = 0.

Ce résultat est la syntheése du Théoreme 4.2.5 du chapitre 3 pour le degré 4
et des Propositions 3.5.1 et 3.5.2 du chapitre 4 pour le degré 6. On constate que
la classification est complete en degré 4 et pour le moment partielle en degré 6.

Dans le cadre des involutions unitaires de discriminant trivial sur des
algebres de degré 8, le comportement de l'invariant cohomologique relatif
dépend de I’écriture de B.

En effet, si B = My(Dg) pour D une F-algébre de biquaternions, 'invari-
ant donne un critere de décomposabilité totale, sous certaines conditions sur
Iinvolution via la

Proposition (cf. Proposition 5.2.2 et 5.2.3). — Soit B = M(Dg) une
K-algebre simple centrale avec D une F-algébre de biquaternions et T une invo-
lution K/ F-unitaire représentant un élément de Unit(F) totalement décom-
R hyp —
posable, on a e3P (1) = 0.
De plus, la réciproque est vraie dans les cas suivants :

- B est déployée;

- ind(D) = 4 et il existe 6 une involution K/F-unitaire sur Dy d’algébre
discriminante triviale telle que T est une involution adjointe a une (D, 0)-
forme hermitienne de la forme ((s)), pour s € Sym(D, ).

On a donc un critere partiel de décomposabilité totale, critere qui disparait
si B # My(Dg) par le

Théoréme (cf. Théoréme5.1.1). — Soit B une K-algébre simple centrale
de degré 8 et d’indice divisant %degB et T une involution K /F-unitaire décom-
posable sur B. Alors Regyp(T) = 0 si et seulement si B ~ Dy pour une certaine
F'-algébre de biquaternions D.
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Survol de la theése

De maniere liminaire, le Chapitre I contient les notions sur lesquelles nous
allons nous baser pour développer cette thése. Nous y posons les définitions de
base et recensons une grande partie des résultats connus de la théorie, écrits
dans le formalisme proposé.

Le Chapitre IT commence la création et I’étude de linvariant (relatif ou
non) de Milnor pour les involutions unitaires déduit de l'invariant de Rost
sur HY(F,SU(B, 7)) ainsi que sa relation avec les différents invariants coho-
mologiques pour les involutions symplectiques ou orthogonales, dans le cadre
d’une extension quadratique ou d’une descente.

Au Chapitre IT1, nous nous intéressons au cas ou I'involution unitaire est sur
une algebre simple centrale de degré 2(2m + 1). Un invariant absolu de Milnor
y est exhibé et, dans le cas particulier o m = 1, on démontre sa capacité a
déceler si une involution est hyperbolique, ainsi qu'un embryon de classification.

Le Chapitre IV se penche sur les involutions unitaires sur des algebres sim-
ples centrales de degré 4. Nous y donnons une nouvelle interprétation en termes
de formes quadratiques permettant de déduire une classification des involu-
tions unitaires d’algebre discriminante déployée. Nous y développons une in-
terprétation de I'invariant en fonction de I'application 0 : H(F, 0% (A, 0¢)) —
H? (Fa /-Q)'

Le Chapitre V s’attarde sur les algebres simples centrales de degré 8 munies
d’une involution unitaire. Nous dégageons le comportement de 'invariant qui
semble détecter la décomposition de I'involution unitaire sur certaines algebres.

Finalement, le Chapitre VI, quant a lui, propose une nouvelle démonstration
d’un résultat de Izhboldin-Karpenko [IK00], plus naturelle. Nous y démontrons
un résultat concernant le lien entre le second invariant pour les involutions
orthogonales sur une algebre simple centrale de degré 8 et ’écriture de !'in-
volution, résultat qui inspirera les démonstrations du Théoreme 3.4.1 et de la
Proposition 5.2.3. Ce chapitre est le fruit d’un travail en collaboration avec
Quéguiner-Mathieu et Tignol, qui a fait 'objet de la publication [MQMT09].
Notre contribution a porté principalement sur la relation entre ’algebre de Clif-
ford du transfert d’une forme quadratique et la norme de I’algebre de Clifford
de la forme.



CHAPITRE 1

CHAINE D’INVARIANTS COHOMOLOGIQUES

Résumé. — L’objectif de ce chapitre est de poser le formalisme utilisé par la
suite pour les chaines d’invariants chomologiques, relatif ou non, et d’illustrer ce
formalisme par les divers exemples existants dans la littérature concernant les
formes quadratiques, formes hermitiennes, les algebres & involution de premiere
ou seconde espece. On y rappelle les propriétés de l'invariant de Rost ainsi
qu’un invariant cohomologique de degré 3 pour les involutions unitaires sur des
algebres de degré impair utilisant l'invariant de Rost.

Notations

On se fixe un corps F' commutatif de caractéristique ne divisant pas le degré
de B et différente de 2, § € F* — F*" et K = F[X]/(X?-6). On note Fieldsp
la catégorie des extensions de corps de F', Gets la catégorie des ensembles et
Gets™ la catégorie des ensembles pointés.

Soit (A, o) une F-algeébre simple centrale munie d’une involution orthogonale
ou symplectique, et L un corps de Fieldsp, 'algebre A ® p L sera notée Ay, et
I'involution ¢ ®r Id;, sera notée oy,.

Soit B une K-algebre simple centrale, 7 une involution K/F-unitaire telle
que 7|p = Idp, soit L un corps de Fieldsp, l'algebre B @ ¢ L sera notée By, et
Iinvolution K7, /L-unitaire 7 @ p Idj, sera notée 7.

On note Ad, pour désigner (Endx(V), ad,) l'algebre simple centrale déployée
munie de I'involution adjointe & ¢ une F-forme quadratique. De méme Ady, (g g)
désignera ’algebre simple centrale déployée munie de 'involution adjointe a h
une (E, 0)-forme hermitienne (Endg(V'),ady).

On note degA pour le degré A, expA pour l'exposant de A et IndA pour
I'indice. Pour tout élément x de A, on pose Int(z) I'automorphisme intérieur

A— Ay ayz L.
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1.1. Chaine d’invariants cohomologiques d’algébres a involution

1.1.1. Chaine d’invariants cohomologiques. — Grace aux relations entre
les algebres simples centrales a involutions et certains groupes de cohomolo-
gie (voir par exemple [KMRT98, Chapitre VI]) on peut, afin de connaitre
les involutions de différents types, créer diverses applications, plus ou moins
lies les unes aux autres, a valeurs dans les groupes de cohomologie successifs
H(%,Q/Z(i — 1)) ou dérivés de ce groupe.

Remarque. — Dans le cas ou la caractéristique du corps est nulle, le groupe
de cohomologie H*(L,Q/Z(i — 1)) est défini comme suit. Soit le groupe des
racines n-iemes de 'unité dans Lg., muni de I’action naturelle du groupe de
Galois Gal(Lgep/L). On considere alors le groupe ,u%zfl muni de 'action du
. i—1
groupe de Galois induite ce qui permet de calculer H*(L, 5© ). On pose alors
. . . ; i—1
H(L,Q/Z(i - 1)) = lim H (L, u&" ),
neN
Lorsque la caractéristique du corps n’est pas nulle, on pourra se référer a
[GMSO03, Appendice A]. La particularité de ces cas ne sera cependant pas

rencontrée ici.

Ezxemple 1.1.1. — On peut considérer les différents invariants existants pour
les involutions orthogonales. Soit une involution orthogonale o sur une algebre
simple centrale A, le premier invariant est tout simplement le degré de A modulo
2, qui est & valeurs dans Z/2Z = H°(F, u3). Si cet invariant est nul, autrement
dit si le degré de A est pair, on peut définir disc(o) le discrimant signé de o
comme étant +det(M,) ot M, est une matrice représentant une forme quadra-
tique associée a op,. Cet invariant est a valeurs dans FX/FX2 = HY(F, pa). Si
cet invariant est nul, I'algebre de Clifford associée a o est le produit cartésien
de deux algebres simples centrales Ct et C~. De plus [CT] + [C™] = [4],
ce qui permet de définir ¢(o) = [CT] mod [A] & valeurs dans Bry(F)/[A] =
H?(F, p2)/[A]. La situation peut se résumer par ce diagramme

Orthy(L) dinm 727 = HO(L, 1s)

Ker(dim)(L) —diee LX/LX2 = HY(L, o)

Ker(disc)(L) — > Bra(L)/[AL] = H(L, 2) /A1)

On constate des lors le caractere fonctoriel des invariants (stables par exten-
sion de corps) et que chaque invariant est défini sur le noyau” du précédent.
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Cependant I’ensemble des involutions orthogonales n’est pas un ensemble pointé
naturel, contrairement aux H*. Par conséquent, les invariants sont des transfor-
mations naturelles de foncteurs de §ielosp — Gets dépendant des précédents.

On pose tout d’abord pour tout i > 0 le foncteur
HS : Fielosy — AbelianGroups
tel que pour tout L dans Fieldsg,
Hiy(L) == H'(L,Q/Z(i - 1)).

Définition 1.1.2. — Une chaine d’invariants cohomologiques de degré d sur
un foncteur Basep : §ieldsp — Gets est la donnée pour tout 0 < 7 < d, de
foncteurs

Coeffi : Fieldsp — Gets

ott Coeff’ (L) est un groupe quotient de Hi,(L) vu comme ensemble ; ainsi que
d’une suite de transformations naturelles de foncteurs

e; : Basel, — Coeff.

telles que Base}. := Basep et Base’ := Ker(e;_;). Elle sera notée e. Les
transformations naturelles e; seront appelées des invariants cohomologiques de
degré i.

Exemple 1.1.3. — Dans ’exemple précédent, la suite de transformations na-

turelles eg(0) = deg(Ar) mod 2, e1(0) = disc(o) et ex(0) = [C(AL,0)] mod
[AL] sur le foncteur associant & tout corps L ’ensemble des classes de conju-
gaisons des involutions orthogonales sur A;, est une chaine d’invariants coho-
mologiques de degré 2.

Remarque. — Dans la définition précédente, le foncteur
Ker(e;) : Fieldsp — Gets

est défini de la facon suivante. Pour tout L € Fieldsp, 'ensemble Ker(e;)(L)
est ensemble des éléments & € Base’ (L) tels que e;(£) = Ocoefri.(L)-

Définition 1.1.4. — Un invariant cohomologique e; est dit trivial si pour
toute extension de corps L sur F, soit Basex (L) est vide, soit, pour tout
& € Basey (L), ¢;(§) = 0 ol 0 est 1’élément nul du groupe quotient Coeff(L).

Remarque. — La notion de degré pour les chaines d’invariants coho-
mologiques est introduite car la plupart de nos exemples ont un degré fini.
Bien entendu, il est toujours possible d’augmenter le degré en complétant
avec les invariants triviaux. Cependant, les invariants triviaux peuvent ne
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pas convenir étant donné que la présente étude porte essentiellement sur les
chaines de Milnor. On introduit donc la notion de trivialité en dy pour les
chaines.

Définition 1.1.5. — Soit dy < d. Une chaine e d’invariants cohomologiques
de degré d sur Basep est dite triviale en dy si eq, est un invariant coho-
mologique trivial.

1.1.2. Chaine d’invariants cohomologiques canoniques pour les for-
mes quadratiques. — La présente section vise & construire une chaine d’in-
variants cohomologiques dans le cadre sympathique des formes quadratiques.

Cette derniere concerne les formes quadratiques non dégénérées de dimen-
sion n sur un corps F'. Afin d’illustrer le formalisme, on introduit cet exemple
devenu traditionnel par la théorie de Pfister et la conjecture de Milnor. Cet
exemple permet également de poser le ”phare” cohomologique apres extension
des scalaires en raison du lien entre formes quadratiques et involutions sur des
algebres simples centrales.

Pour cela, on introduit le foncteur

Quad,, j : §ieldsp — Gets

tel que pour toute extension de corps L de F,

Les formes quadratiques sur L
Quad, (L) = { d d } .

de dimension n a L-isométrie pres

Définition 1.1.6. — La chaine d’invariants de Milnor canoniques .e sur
Quad,, p de degré d est la chaine d’invariants cohomologiques de degré d suiv-
ante

c€; : Quad,, (L) — Hp(L)
ceo(q) = dimg,(q)

Cei(z<<a{7 e ai>>) = Z(a{, ) ai)
J=1 j=1

pour toute extension de corps L sur F, o H% (L) est vu comme un ensemble.

La trivialité de .e est dépendante de la valeur de n et du corps F. En
particulier, si n est impair, la chaine d’invariants de Milnor canoniques est
triviale en m > 1.

Proposition 1.1.7. — [LamO05, Hauptsatz 5.1] Soit d, n et m tels que n <
2™ et m < d. Alors la chaine d’invariants de Milnor canoniques de degré d sur
Quad,, p est triviale en m.
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Démonstration. — C’est une conséquence de Quadib) (L) = I'L et du fait que
si ¢ n’est pas hyperbolique, ¢ € I'L entraine dimyq > 2°. O

1.1.3. Chaine d’invariants cohomologiques canoniques pour les for-
mes hermitiennes. — L’objet de cette section est de construire une chaine
d’invariants cohomologiques dans le cadre des formes hermitiennes sur une
extension quadratique K de F ou sur une algebre de quaternions @ sur F.

1.1.53.1. Définition de Herm,, g,/p. — On définit la chaine d’invariants coho-
mologiques pour les formes hermitiennes sur une extension sur ) une algebre
de quaternions sur F' munie de son involution symplectique.
Les formes hermitiennes sur @y,
Herm,, g/ p(L) = . . . . e s .
de dimension n a )y -isométrie pres
Il existe une injection canonique entre
Herm,, g/r(L) — Quad4n,F(L).

Pour toute forme hermitienne h sur @, on peut définir la forme ¢, comme
suit. Soit V' le @-module sur lequel la forme h est définie. On dote V' d’une
structure de F-espace vectoriel en restreignant a F' la multiplication scalaire.
Soit Vg cet F-espace vectoriel qui a une F-dimension de 4n. On note ¢, la
F-forme quadratique suivante

qhn : Ve = F
v = h(v,v).
Cette forme quadratique définit de maniére unique h. En effet, soit i ¢ F' un
élément de carré central dans @ (anti-symétrique),
1
h(v, w) :§(Qh(v +w) = qn(v) — gn(w)+

+qn(v+wi)i~t — gu(v)i! i~

— quwi)i™h).
On a la transformation naturelle suivante
q. : Herm,, x/p — Quady, p
telle que h — gp. Ceci permet de définir la chaine d’invariants cohomologiques
Herm;,Q/F L Quadfm’F = HE. .

Définition 1.1.8. — La chaine d’invariants cohomologiques ainsi construite

sur Herm,, g est appelée la chaine d’invariants de Milnor canoniques sur
4o @

Herm,, ¢ et sera notée ye.

Proposition 1.1.9. — Soit d, n et m tels que n < 2™ et d > (m + 2). Alors
la chaine d’invariants de Milnor canoniques de degré d sur Herm,, g, r est
triviale en (m 4+ 2).
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Démonstration. — Ceci est une conséquence directe de la définition de e; et
de la Proposition 1.1.7. O
1.1.53.2. Définition de Herm,, i/p. — On définit la chaine d’invariants co-

homologiques pour les formes hermitiennes sur une extension quadratique de
corps K de F' munie de son automorphisme non trivial

Herm,, x/p(L) = { es formes hermitiennes sur K, }

de dimension n a Kj-isométrie pres
Il convient de distinguer le cas ou L ® K est un corps ou non.

1.1.8.2.1. Etude des (K,i)-formes hermitiennes lorsque L @ K n’est pas un
corps. — On va a présent montrer que dans le cas ou L est une extension de
corps de F telle que L @ K n’est pas un corps, les (K, )-formes hermiti-
ennes sont toutes isométriques entre elles. Ceci permettra de définir la chaine
d’invariants de Milnor canoniques lorsque Lg n’est pas un corps.

Pour montrer I'isométrie entre les (K7, ¢y )-formes hermitiennes, on déve-
loppe un procédé de construction. On remarque ensuite que toutes les formes
construites selon ce procédé sont isométriques et que toutes les (K., ¢y, )-formes
hermitiennes se construisent selon ce procédé.

Voici quelques identifications qui simplifieront les calculs. Si L ® p K n’est
pas un corps, cela implique que K C L. Il existe donc deux F-morphismes de
corps injectifs o : K — L et §: K — L. En fait, « o. = . Par conséquent,
I’application suivante

Yv: L®p K —- LxL

l®k— (la(k),lB(k))

est un isomorphisme d’algebres. Comme
YAd @ (1@ k) = (I @ u(k))

= (laou(k),lB o (k))

= (IB(k),la(k)) = e(la(k),13(K)),
one: LxL— LxUL,(l,ls) — (l2,11), Vapplication ¢ permet d’identifier
(KL, LL) et (L X L,E).

A présent soit un K7 —module Vj et un L—espace vectoriel V tels que V >~
V ®F K. Le module Vj s’identifie avec V @k o K X V @k g K.

On construit maintenant une (Kp,¢r)-forme hermitienne sur V5. Soit ¢ :
V®rs K — (VRkqK)* un isomorphisme de Kp-modules et

hy (VOrka KXV kg K) X (VOka KXV xkgK)—LxL
((€1,&2), (m,m2)) = ((@(&2),m), (w(n2), &1))-

On laisse le soin au lecteur de vérifier que hy, est une (K, ¢z )-forme hermiti-
enne.
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Proposition 1.1.10. — Soit p,¢" 1V Qr g K = (V QKo K)* deuz isomor-
phismes de Ki,-modules. Alors hy, et hy sont isométriques.

-1

Démonstration. — Comme ¢~ "o’ : V®g 3 K = V ®k g K est un isomor-

phisme de K-modules et que

ho (€1, 07" 0 @' (€2)), (m, 07 0 @' (m2)) = (¢ (&2), m), (@ (12), 1))
- h@'((£1,§2)7(n15n2))

les formes hermitiennes h, et h,s sont isométriques. O
Soit h une (K, ¢p)-forme hermitienne sur V @ o K XV @k g K.

Proposition 1.1.11. — 1l existe un isomorphisme de K -modules
@ V®K75 K — (V®K,a K)*

tel que h et h, sont isométriques.

Tout d’abord, quelques résultats et notations préliminaires. En posant
h:VxV—sLxL
(v,w) = h((0,w®1),(v®1,0))
et p1 : L x L — L la projection suivant la premiere coordonnée, on a
h(v,w) = h((0,w®1),(v®1,0))
R((0,1) - (0,0 @1), (v©1,0))
=¢€(0,1) - h((0,w®1),(v®1,0))
=(1,0) - h((0,w® 1), (v®1,0))
= (p1(h(v,w)),0).

Ensuite on a le

Lemme 1.1.12. — Pour tout v;,w; € V, l;, k; € K, en posant

(v7w) = ((Ul @1, 2 ® 12)7 (wl R k1, we ® kg))

on a
h(v,w) = (Blz)a(kr)p1(h(wi, v2)), a(ly) B(ka2)p1 (h(v1, w2)))-
Démonstration. — Premierement, on décompose par bilinéarité
h((v1 ®l1,v2 ®12), (w1 @ k1, w2 @ k2))
en

h((v1 ®11,0), (w1 ® k1, we ® k2)) + h((0,v2 @ l2), (w1 ® k1, w2 ® k2)).
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On peut calculer le premier terme de ’addition

h((v1 ® 11,0), (w1 ® k1, we ® k2)) =h((1,0) - (11 ®11,0), (w1 @ k1, w2 @ ka))

h(
h((v1 ®11,0),(0,1) - (w1 ® k1, w2 ® k2))
( (

(

a(l1)B(ke)h((vi ®1,0), (0, ws ® 1))

a(ly)B(k2)e(h((0, w2 ® 1), (v1 ® 1,0))
=a(l1)B(k2)e(p1(h(v1,w2)),0)

=(0, a(l1)B(k2)p1 (h(v1, w2))).

De méme pour le second terme on obtient

h((0,v2 ® ), (w1 @ k1, wa ® k2)) = (B(l2)a(k1)p1 (h(w1,v2)),0),

ce qui donne le résultat annoncé. O

Démonstration de la Proposition 1.1.11. — Soit 'application ¢ : V ®k g K —
(V ®k .o K)* définie par

(p(y @ k), (z @ 1)) = a(l)B(k)p1 (A(z, y))
qui est un morphisme de L-espaces vectoriels. En posant (v, w) = ((v1 ®11,v2®
1), (w1 ® my,wy ® Mya)), le calcul suivant
he (v, w) = ((p(v2 ® I2), (w1 @ M), {p(w2 @ ma), (v1 ® 1))

= (a(m1)B(l2)p1 (M(w1,v2)), a(ly) B(ma2)p1 (h(v1, w2)))
= h(v,w)

conclut la démonstration. O

Comme toute (Kp,tr)-forme hermitienne est de la forme hy,, toutes les
(K, tr)-formes hermitiennes de méme dimension sont isométriques.
1.1.3.2.2. Cas ot L ® K est un corps. — 1l existe une injection canonique
entre

Hermn,K/F(L) - QuadZWL,F(L)

Pour toute forme hermitienne h sur K/F, on peut définir la forme g5 comme
suit. Soit V' le K-espace vectoriel sur lequel la forme h est définie. On dote V'
d’une structure de F-espace vectoriel en restreignant a F la multiplication
scalaire. Soit Vg cet F-espace vectoriel qui a une F-dimension de 2n. On note
qn la F-forme quadratique suivante

qn : VF — F
v = h(v,v).
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Cette forme quadratique définit de maniere unique h. En effet
1
h(v, w) :i(Qh(v +w) = qn(v) — qn(w)+
-1 -1
+an(v+ Vow)Ve = qu()Ve - gn(Vow)Vsr).

On a la transformation naturelle suivante
q. : Herm,, x/p — Quad%’F
telle que h — gp.
1.1.3.2.8. Définition de Ke. — A partir des deux études précédentes, on peut

définir la chaine d’invariants cohomologiques sur Herm,, -, suivante.

Définition 1.1.13. — La chaine formée des transformations naturelles défi-
nies, pour tout L € Fieldsp, si L ® K est un corps, par

Ke;: Herm), xo/ (L) —— Quad},, p(L) —> Hi(L) ;

si L ® K n’est pas un corps comme étant ’application triviale est appelée la
chaine d’invariants de Milnor canoniques sur Herm,, /p.

Comme dans le cadre des formes quadratiques et des (@, can)-formes her-
mitiennes on a la

Proposition 1.1.14. — Soitd, n et m tels que n < 2™ et d > (m+1). Alors
la chaine d’invariants de Milnor canoniques de degré d sur Herm,, r,p est
triviale en (m 4+ 1).

Démonstration. — Ceci est une conséquence directe de la définition de Xe; et
de la Proposition 1.1.7. O

1.1.4. Chaine d’invariants cohomologiques d’algébres a involution or-
thogonale. —

1.1.4.1. Définition de Orthy et M?. — Dans cette section est exposée une
chaine d’invariants de degré 2 sur le foncteur Orthy d’une algebre A simple
centrale sur F.

Pour cela, soit le foncteur

Orth, : Jieldsp — Gets

ou A est une F-algebre simple centrale, tel que pour toute extension de corps
L de F,

Orthy(L) = { Les involutions orthogonales sur Ay, } .

a L-isomorphisme pres
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Si L dans §Fieldsp déploie A, il existe une application surjective
ad : Quad e 4 (L) — Ortha(L).

Les invariants que l'on considere doivent respecter quelques concepts liés
a cette correspondance entre formes quadratiques et involutions orthogonales
dans le cas ou A est déployée. D’ou I'introduction de la notion suivante.

Définition 1.1.15. — Une chaine d’invariants de Milnor de degré d pour
les involutions orthogonales est une chaine d’invariants cohomologiques e sur
Orthy telle que pour tout corps L déployant A et tout 0 < i < d, H% (L) =
Coeff (L) et le diagramme suivant

Orth’,,

i
QuaddegA,L

est commutatif.

Pour la suite, la chaine d’invariants cohomologiques sur Orth 4 sera a valeurs
dans Coeff}, = MY, ol
MY, : Fielosp — Gets
4 H(L,Q/Z(i — 1))/ Ki_o(L).[AL], i>1

Vient le résultat suivant.

Proposition 1.1.16. — Pour d = 0,1,2, les chaines d’invariants de Milnor
de degré d a valeurs dans M 4 sont uniques.

Démonstration. — En effet, pour d = 0, d =1 [Ami55] et d = 2 [GSO06,
Théoréme 5.4.1] et pour tout corps L sur F
vesy,, /r : MG(L) — M%(La)

est injective, ou L4 est le corps des fonctions de la variété de Severi-Brauer
associée a Ap. Soit e et € deux chalnes d’invariants de Milnor de degré d.
Comme l’algebre Ay, , sur L 4 est déployée, pour toute involution o représentant
un élément de Orth’y(L),

resy,/r(ei(0)) =ei(or,)
:cei(Q)

ou g est une L 4-forme quadratique adjointe a I'involution o, ,. De méme pour
resy,, /1.(€(0)). Mais 'application resy , /1, étant injective, e;(0) = €j(0). O



1.1. CHAINE D’INVARIANTS COHOMOLOGIQUES D’ALGEBRES A INVOLUTION 15

1.1.4.2. L’invariant eg. — L’invariant ey de la chaine d’invariants de Milnor
e est

e : Ortha(L) — MY (L) = Z/2Z
[o] = dimp Af, (mod2).

La chaine d’invariants cohomologiques ainsi créée est 'unique chaine de Milnor
de degré 0.

1.1.4.3. L’invariant e;. — Dans le cadre des involutions orthogonales sur Ay,
telle que [o] € Orth} (L), on peut poser

e1(o) = disc(o)

comme étant le discriminant défini dans [KMRT98, Définition 7.2] qui est &
valeurs dans M (L) = H'(L,Q/Z(0)). De plus pour tout corps L déployant A

disc(ad(q)) = disc(q) = ce1(q)

par définition de .e;. La fonction ayant les bonnes propriétés fonctorielles, ceci
forme 'unique chaine d’invariants de Milnor de degré 1.

Cette chaine d’invariants de Milnor permet de classifier les involutions or-
thogonales sur une algebre donnée A de degré 2 . Elle donne aussi un critére
de décomposition en degré 4 comme suit.

Proposition 1.1.17. — [KPS91, Corollaire 5.4 | Toute involution orthogo-
nale o sur A une F-algébre simple centrale de degré 4 représentant une classe
de Orth? (F) s’écrit de facon unique sous la forme

(A,0) = (Q1,can) ®F (Q2, can)

ot QQ; sont des algébres de quaternions sur F' munies de leur involution sym-
plectique canonique.

Ce genre de propriétés est étudié et recherché dans tous les invariants coho-
mologiques construit dans la présente étude.

1.1.4.4. L’invariant eo. — Afin de compléter la chaine d’invariants de Milnor
de degré 1, on souhaite a présent construire une transformation naturelle

Orth? — M?

sachant que Orthi (L) est non vide seulement si A est de degré pair. De plus,
toute involution o telle que [o] € Orth? (L) est de discriminant trivial.
L’algebre de Clifford C'(A, o) d’une involution orthogonale de discriminant
trivial se décompose en un produit direct de F-algebres centrales simples CT et
C~, telles que [CT] — [C~] = [A]. Ce qui signifie que [CT] = [C~] dans M? (L)
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(d’ot le choix de ce groupe quotient de H?(L,Q/Z(1))). Soit
ey : Orth? (L) — M%(L)

o [CT].

Il reste a voir que cette chaine d’invariants cohomologiques de degré 2 est la
chaine d’invariants de Milnor de degré 2. On se place donc dans le cas ou A
est déployée par un corps L. L’algebre de Clifford C(Ar,ad,) est isomorphe
a Cy(q) et les composantes de cette algebre sont Brauer-équivalentes a [C'(q)].
Donc ez(ad(q)) = ce2(q). Cela donne la chaine d’invariants de Milnor de degré
2.

Proposition 1.1.18. — [LT99, Proposition 2] Soit A une algébre simple cen-
trale de degré 4 et L € Fieldsp. Alors pour toute involution orthogonale o1 et
oy représentant des éléments de Orth? (L), ex(o1,) = es(02,) si et seulement
st 01, et o9, sont conjuguées.

Démonstration. — On peut supposer L = F' sans perdre de généralité. Si
e1(o;) = 0, les involutions se décomposent sous la forme (A4, 0;) = (Q;, can) @p
(@}, can). L’algebre de Clifford associée & une algébre munie d’une involu-
tion orthogonale totalement décomposable de degré 4 s’écrit C(A,0;) = Q; X
Q! [Tao95, Théoreme 4.12]. D’ou e2(01) = [@Q1] mod [A] et ea(02) = [Q2] mod
[A]. Or ez(01) = e2(02), autrement dit [Q1] = [Q2] mod [A]. Donc @ est soit
Brauer-équivalent & Qs soit & Q). Pour fixer les idées, soit Q1 Brauer-équivalent
a 2, par raison de degré @1 ~ Q2 et donc (Q1,can) = (Q2,can). De méme
(@}, can) = (Q%, can) ceci permet de conclure que

(A,01) =(Q1,can) @ (Q},can)
=(Q2,can) ®F (Q5, can)
:(A, 0'2).

D’ou la classification annoncée. O

Le second invariant permet également de détecter la décomposabilité des
algebres simples centrales de degré 8 munies d’une involution orthogonale via
le

Théoréme 1.1.19. — [KMRT98, Théoreme 42.10] Soit A une F-algébre
simple centrale de degré 8 et o une involution orthogonale.

Alors e1(0) =0 et ea(0) =0 si et seulement si (A,0) ~ ®?:1(Qi,ai) pour
certaines algébres de quaternions munies d’une involution orthogonale (Q;, o;)
pouri=1,2,3.
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1.1.4.5. L’invariant e3. — Des conditions sur le degré de A doivent étre posée
afin de compléter la chaine d’invariants de Milnor de degré 3.

Proposition 1.1.20. — [Gar09, §3] Soit A une algébre simple centrale de
degré > 8 telle que indA divise %degA. Alors il existe un invariant coho-
mologique

es : Orth® — M3,

qut compléte la chaine d’invariants de Milnor de degré 2 précédente.
Remarque. — Cet invariant est noté e’ dans [Gar09).

Garibaldi construit aussi un autre invariant qu’il nomme e3® pour certaines
algebres simples centrales de degré 16 et pose la question de I’égalité entre ces
invariants, ceci est démenti par Becher-Tignol.

D’un autre c6té, Quéguiner-Mathieu et Tignol démontrent que ’on ne peut
étendre cette chaine pour certaines algébres simples centrales.

Théoréme 1.1.21. — [QMT, Théoreme 1.2] Il n’existe pas de chaine d’in-
variants de Milnor de degré 3 dans les cas suivants

1. indA =8 et degA = 8 mod 16;
2. indA = 4, degA =4 mod 8 et degA > 12.

1.1.5. Chaine d’invariants cohomologiques d’algebres a involution
symplectique. —

1.1.5.1. Définition de Symp 4. — Cette section est consacrée a 1’élaboration
d’une chaine d’invariants de Milnor sur le foncteur Symp , d’une F-algebre
simple centrale A.

Soit le foncteur

Symp 4 : Fieldsp — Gets

ol A est une F-algebre simple centrale, tel que pour toute extension de corps
L de F,

Les involutions symplectiques sur Ay,
Symp.1(1) - { ’ .

a L-isomorphisme pres

A Tinstar des involutions orthogonales, les invariants doivent respecter cer-
tains concepts naturels. Le souci est que toute involution symplectique sur une
algebre déployé est hyperbolique. Par contre, il existe une correspondance entre
formes hermitiennes et involutions symplectiques dans le cas ou A est d’indice
2, c’est a dire Brauer-équivalente a une algebre de quaternions a division.
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Définition 1.1.22. — Une chaine d’invariants cohomologiques e sur Symp 4
est une chaine d’invariants de Milnor de degré d pour les involutions symplec-
tiques si, pour tout corps L sur F' tel que Ay, est d’indice 2, et tout 0 < i <d,
H (L) = Coeff’ (L) et le diagramme suivant est commutatif

HerméegA,Q/L ad Sympi‘b

LN 3
o

ou () est une L-algebre de quaternions Brauer-équivalente a Ay.

La chaine d’invariants de Milnor qui sera construite sera a valeurs dans Hj.
A Tinstar des involutions orthogonales, on a la

Proposition 1.1.23. — Pour d = 0,1 les chaines d’invariants de Milnor de
degré d a valeurs dans Hp sont uniques.

1.1.5.2. L’invariant eg et l’invariant e;. — Ces invariants sont déterminés
uniquement par le cas ou Ay, est d’indice 2 pour L € §Fieldsp. Soit L un tel
corps, les involutions symplectiques sur Ay, sont adjointes a des (Q, can)-formes
hermitiennes h, avec () une algebre de quaternions sur L telle que Q ~ Ajp.
Soit ay, ..., a, dans L tels que h = (a1, ...,a,) et Q = (¢,d)r, avec ¢,d € L. On
obtient

an = (a1, ...;an){c,d).
La forme quadratique g, est dans I?(L). Autrement dit .eq(gn) = 0 de méme
c€1(qn) = 0. De cette maniére, on démontre la

Proposition 1.1.24. — Les chaines d’invariants de Milnor pour les involu-
tions symplectiques sont triviales en 0 et 1.

1.1.5.3. L’invariant e5. — Soit fixée une algebre A de degré 2m. On suppose
le degré pair car dans le cas impair, il n’existe pas d’involution symplectique.

Pour trouver la transformation es, on va se servir de certaines suites de
cohomologie. La suite exacte suivante

1 2 SPam PGSp,,,, —1
offre pour toute extension de corps L sur F'
d: H(L,PGSp,,,) — H*(L, uz).
Comme [KMRT98, 29.22]
H' (L, PGSpy,,) = [ [ Symp, (L),
A
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ou A parcourt toutes les L-algebres simples centrales de degré 2m & L-isomor-
phisme pres, ceci induit une transformation naturelle définie pour toute exten-
sion L sur F

ez : Symp 4 (L) — H*(L)
] = 0(A, )L

Afin de vérifier si cette chaine d’invariants cohomologiques est une chaine de
Milnor, on explicite ’application ez, a savoir

ez : Symp 4 (L) — H*(L)
) = ALl

R ivar . . , . . S ex .
Pour étre un invariant de Milnor, il est nécessaire de coincider, apres extension
par un corps L tel que ind Ay, = 2, & I'invariant construit sur les formes (Q, can)-

hermitiennes ou [Az] = [Q]. Or, pour toute forme hermitienne h, cet invariant
est nul lorsque m est pair et vaut [Q] = [AL] lorsque m est impair.
Proposition 1.1.25. — La chaine d’invariants de Milnor pour les involutions

symplectique est soit triviale en 2 si m est pair, soit définie par O si m est
1mpair.

Démonstration. — Comme ’application
resp, ;p ¢ M4 (F) = M2 (Fa) = Hy(Fa)

est injective, la transformation naturelle ey est définie de maniére unique sur
F4, modulo la classe de A dans H?(F). Comme es(vr,) = 0, on peut dire que
e2(y) mod [A] = 0. Ceci donne ez(y) = [A] ou ez(y) = 0. Comme c’est une
chaine d’invariants de Milnor de degré 2, e5 doit coincider avec ?eg dans le cas
ou ind(Ayp) = 2. D’ou, si m est pair, e est triviale en 2, sinon ey (y) = [A] pour
tout [y] € Symp? (F). O

Proposition 1.1.26. — Si A est de degré 2(2k+1), pour tout d > 3, la chaine
d’invariants cohomologiques triviale en m > 3 de degré d complétant la chaine
précédemment construite est une chaine d’invariants de Milnor.

Démonstration. — L’invariant es, pour une extension L donnée de F', doit
partir de ’ensemble Sympi(L) des involutions symplectiques v sur Ay, telles
que ea(y) = 0. Or ex(y) = [Ar]. Autrement dit Ay, sera déployée. Cependant
toute involution symplectique sur une algebre déployée étant hyperbolique,
Symp? (L) = {[(AL,hyp)]}. Par conséquent, es sera nul pour tout corps L tel
que IndA;, = 2, ainsi que tous les e; supérieurs. O

A présent on suppose que le degré de A s’écrit sous la forme 2m avec m pair
et on considere I'unique chaine d’invariants de Milnor de degré 2, triviale en 0,
1et 2.
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1.1.5.4. Un invariant e3. — Trouver une chaine d’invariants cohomologiques
de degré 3 n’est pas toujours possible, il faut pour cela faire quelques concessions
sur le degré de ’algebre A. En effet,

Proposition 1.1.27. — [TiglO0, §5.3] Soit A une F-algébre simple centrale
de degré 4 o division. Alors il n'existe pas d’invariant de Milnor de degré 3
pour les involutions symplectiques.

Par contre, on a

Théoréme 1.1.28. — [GPTO09, Théoreme A] Pour tout entier m divisible
par 4, il existe un invariant unique

A . H'(x,PGSp,,,) — H>(*, u2).

Il s’agit cependant d’une concession relativement mineure, vu que l'invariant
e3 lorsque m n’est pas divisible par 2 est forcément nul par ce qui est dit
précédemment. De ’autre coté, il existe une distinction entre le cas ou le degré
est 0 mod 8 ou 4 mod 8. D’o1i,

Proposition 1.1.29. — Si A est une F-algébre simple centrale de degré un
multiple de 8, la transformation naturelle définie pour tout extension L dans
Sieldosp par

es : Symp 4 (L) — H'(L)
[V — A(AL,7)
complete la chaine d’invariants de Milnor de degré 3.

Cet invariant possede lui aussi des propriétés intéressantes concernant ’étude
des involutions symplectiques.

Théoréme 1.1.30. — [GPTO09, Théoreme B] Pour toute F-algébre simple
centrale A de degré 8 munie d’une involution symplectique vy, les propositions
suivantes sont équivalentes.

- L’invariant eg(yL) =0

- Il existe Q; des L-algébres de quaternions telles que
(Az,7z) = (Q1,can) ®, (Q2,can) ®r, (@3, can).
On dit que linvolution ~yy, est totalement décomposable.

L’invariant es permet donc de détecter la décomposabilité totale en degré
8 pour les involutions symplectiques comme invariant e; (resp. es) permet
de détecter la décomposition totale en degré 4 (resp. en degré 8) pour les
involutions orthogonales par la Proposition 1.1.17 (resp. le Théoreme 1.1.19).
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1.1.6. Chaine d’invariants cohomologiques d’algébres a involution
unitaire. — Dans le cadre du travail entrepris dans cette these, soit fixée B
une algebre simple centrale sur K une extension quadratique de F'. La présente
section est consacrée a 1’ébauche d’une chaine d’invariants cohomologiques de
degré 2.

1.1.6.1. Rappels et notations. — [KMRT98, §2.B|

Une involution de seconde espece sur une F-algebre B simple centrale est une
involution qui n’est pas 'identité sur le centre. Il est commode donc d’identifier
ce centre avec une extension quadratique d’un sous-corps. Pour se conformer
a la littérature, on procede a un remaniement de notations dans le cas des
involutions unitaires. Le sous-corps sera désormais F' (méme s’il n’est pas le
centre de B), l'extension quadratique (Z(B)) sera notée K. Il est nécessaire,
dans le cadre d’un travail visant & comparer différentes involutions sur des
algébres isomorphes (et non forcément sur B) de connaitre I'identification du
centre avec K, d’ou la définition suivante.

Définition 1.1.31. — Soit K une extension quadratique de F'. Une F'-algébre
B simple centrale munie d’une involution K/F -unitaire est la donnée d’une F-
algebre B simple munie d’une involution ¢ de seconde espéce (ou unitaire) qui
laisse invariant F' et d’un isomorphisme ¢ : Z(B) — K. On le notera (B, o, ¢)
ou (B, o) lorsque cela ne préte pas & confusion.

La précision concernant 'identification du centre entralne une nuance con-
cernant la notion de morphisme de F-algebres simples centrales & involution
K/ F-unitaire :

Définition 1.1.32. — Un morphisme de F-algebres & involutions K /F-uni-
taires entre (B, 0, ) et (B’,0’,¢’) est un morphisme de F-algebres ¢ : B — B’
tel que oo =o' o1 et oYz = ¢.

Convention 1.1.33. — Sil’on prend comme extension K, on se retrouve avec
Z(Bg)=2Z(B)®r K = K®p K. Or ce centre n’est plus un corps (remarquer
par exemple, lorsque K = F(\/3) avec \/52 €F,ona(1@Vé—Véixl)(1l®
Vo+v8®1) =0 ). De méme, 'algébre By n’est plus vraiment simple mais est
le produit direct de deux K-algebres simples. Pour pallier a ce probleme, on
permet, uniquement dans le cadre des F-algebres B simples centrales munies
d’une involution K/F-unitaire, que le centre de B ne soit pas un corps mais
un produit de deux copies de F'. Dans ce cas, B est de la forme

B=AxA%®
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avec A une F-algebre simple centrale, A°? ’algebre opposée construite comme
suit :
A={a®la€ A}, a®P+bP = (a+b)?, X-a®? = (A-a)P et (a-b)P = bP-aP.
Par [KMRT98, Proposition 2.11], une involution K/F-unitaire sur B = A X
A°P est toujours conjuguée a 'involution

€: Ax A% — A x AP

(@,y°%) = (y,2).

1.1.6.2. Définition de Unitg et M%,K. — Soit B une K-algebre simple cen-
trale de degré n, on introduit le foncteur

Unitp : {S’ie[bsp — Gets

tel que pour toute extension de corps L de F,

Units(L) = Les involutions K,/ L-unitaires sur By,
BV & L-isomorphisme pres '

Pour définir un analogue aux invariants de Milnor dans le cas orthogonal et
symplectique, on se place dans le cas ou B est déployée. On obtient non pas
une algebre de matrices sur F mais sur K. Si B = Endg (V) et K un corps, la
correspondance dans le cas des involutions K/F-unitaires est la suivante

Les formes hermitiennes Les involutions K7, /L-unitaires
de dimension n sur Vg L ; — sur Endg (V) ®@p L
a L-isométrie pres a L-isomorphisme pres
h— Ad(h).

Dans le cas ou K n’est pas un corps, toutes les involutions sur B sont conjuguées
et toutes les (K t)-formes hermitiennes sont isométriques. La correspondance
est donc naturellement triviale.

D’ou la définition suivante.

Définition 1.1.34. — Une chaine d’invariants de Milnor de degré d pour les
involutions unitaires est la donnée d’une chaine d’invariants cohomologiques e
sur Unitp de degré d telle que pour tout corps L sur F' déployant B et tout
0 <i<d, H, (L) = Coeff’ (L) et telle que le diagramme suivant

ad

Herm;., 5 k, /1, Unitp,

K €4
X /

Hj,

est commutatif.
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Remarque. — La chaine d’invariants de Milnor présentée ici sera a valeurs
dans M - défini pour tout L dans Fieldsp par

i (L)_{ H%L,Q/Z(’L—l)), 1=0,1

B H'(L,Q/Z(i = 1))/corc, /. (Ki—2(K1).[BL]), i>2

Proposition 1.1.35. — Pour d = 0,1,2, les chaines d’invariants de Milnor
de degré d a valeurs dans MY g sont uniques.

Démonstration. — Le cas d = 0 est évident. Pour d = 1 et d = 2, le raison-
nement est identique a celui de la Proposition 1.1.16 en remplagant le corps des
fonctions de la variété de Severi-Brauer associée & A par le corps des fonctions
du transfert de Weil, de K a F, de la variété de Severi-Brauer associée a B.
L’injectivité de 'homomorphisme de restriction en degré 1 résulte du fait que
le transfert est une variété géométriquement irréductible [Wei62]. En degré
2, elle résulte du [MT, Corollaire 2.12] O

En outre, si B admet une involution K /F-unitaire, I’algébre représentant
corg/p(B) est déployée. Donc M3 ;- = HE..

1.1.6.3. L’invariant eg. — Soit (B,T) une F-algebre simple centrale munie
d’une involution K/F-unitaire. Si L déploie B et que L ® p K n’est pas un
corps, Dinvariant eo(71) = Keg(h) = 0. Si L ®¢ K est un corps, 'invariant
eo(Tr) = ceo(qn) est égal a la dimension de gy, la forme quadratique associée &
la forme hermitienne adjointe a 7y,. Or cette forme quadratique est de la forme

q - {(0)) qui est de dimension paire. Ceci permet de dire

Proposition 1.1.36. — La chaine d’invariants cohomologiques triviale en 0
de degré 0 est la chaine d’invariants de Milnor de degré 0.

1.1.6.4. L’invariant e;. —

Proposition 1.1.37. — Si B est une K-algébre de degré impair, alors pour
tout L dans Fieldsp et toute classe d’involution K /L-unitaire T représentant
un élément de Unitg(L),

ey : Unitg(L) = Mp k(L)
est constant et vaut e1 (1) = (9).

Démonstration. — On suppose d’abord que L est une extension de corps sur
F déployant B. Si L @ K n’est pas un corps, ¢ est un carré dans L et ey (7) =
0 = (). Si L ®p K est un corps, alors By, = Endg, V pour un Kp-espace
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vectoriel V' de dimension degB = 2m + 1. Dans ce cas, il existe h une K-
forme hermitienne sur V telle que ad, = 7x,. Comme e; est supposé étre de
Milnor, e;(ady) = .ef (h). Il existe ay, ..., azmy1 dans F tels que

h={ay,...,a2m+1)
ce qui donne
qn = (a1, oy @am1){(O)-
Comme ¢, est de dimension paire, g;, est dans I'F. Mais
c€1(qn) =ce1 ((a1, a2, ..., Aam—1, 2m, G2m+1){(6))
=(9)-

Maintenant, si L ne déploie pas B, soit L’ le corps des fonctions transfert de
Weil de K, a L de la variété de Severi-Brauer de By,. Alors By est déployée

donc e1(7r/) = (8). Par fonctorialité, on a e1(7)r = (§), donc ey (1) = (J)
puisque I'homomorphisme de restriction My, (L) = Mp 5 (L') est injectif vu
que L est algébriquement clos dans L. O

Ceci entraine le

Corollaire 1.1.38. — Soit B une K-algébre simple centrale de degré impair,
toute chaine d’invariants de Milnor est triviale en m pour tout m > 2.

Démonstration. — Soit B une K-algebre simple centrale de degré impair, pour
tout L € Fielosy, e1(7) = (0) pour toute involution Ky, /L-unitaire T sur By.
Deux cas se présentent.

Si (§)r est non nul, I'invariant e; pour toute involution K, /L-unitaire 7 sur
By, est non nul et Unith(L) est vide.

Si (0) 1, est nul, K7, n’est pas un corps. Dans ce cas Unit% (L) est un singleton.

En conclusion, la chaine d’invariants de Milnor sur Unitg est triviale en m
pour > 2. O

D’un autre coté,

Proposition 1.1.39. — Si B est une K -algébre simple centrale de degré pair,
une chaine d’invariants de Milnor de degré d > 1 est triviale en 0 et 1.

Démonstration. — Soit [r] € Unitg(F) et L € Fieldsy déployant B alors
e1(tr) = 0 car la forme ¢, associée est dans I?F. La chaine d’invariants coho-
mologiques triviale en 0 et 1 est dés lors la chaine de Milnor de degré 1. O



1.1. CHAINE D’INVARIANTS COHOMOLOGIQUES D’ALGEBRES A INVOLUTION 25

1.1.6.5. L’invariant es. — A présent, le degré de B est n = 2m. Pour met-
tre la main sur le second invariant cohomologique de fagon explicite, on étudie
une suite de cohomologie. Comme le groupe PGU,, i n’est pas simplement con-
nexe, contrairement a PGSp,,, il existe un revétement par le groupe simplement
connexe

SU, i = {u € Uy, k|det(u) = 1}.

Son centre est alors un twist du groupe des racines n-iémes de 1'unité
pingc = {2 € K*|Ng/p(2) =1=2"}.

On suppose que la caractéristique de F' ne divise pas n, ceci permet & p,
d’étre un groupe algébrique lisse. Son groupe des points rationnels sur Fy est
isomorphe au groupe des racines n-iemes de l'unité sur F;. On déduit de la
suite exacte suivante

1 Hn, K SUn,K — PGUmK — 1

le morphisme
0: Hl(FaPGUn,K) - Hz(Fv,u'n,K)

qui permet d’extraire un invariant de degré 2. Il est a noter que le comportement
de 0 differe selon la parité du degré n, bien qu’ici on ne considere que le cas ou
le degré est pair.

Par [CTGPO04, Proposition 2.10], il existe une injection

(resK/F,m) : HQ(FMU’TL,K) - HQ(Kmun) X H2(F7N2)a

telle que I'image d’un élément de H?(F, yi,, i) soit un couple (£,7) tel que
&M = resg/r(n) et corg p(§) = 0. Afin de mieux cerner cette application et
pouvoir en déduire un invariant cohomologique, il existe une correspondance
1 —1 entre

H'(F,PGU,, k) ¢ [ [ Unitp(F)

B

ol B parcourt ’ensemble des algebres simples centrales de degré n a isomor-
phisme pres. Autrement dit, pour B une K-algebre centrale simple donnée, de
degré n (que n soit pair ou non), il existe une injection [KMRT98, Chap VII,
p.400]

in : Unitg(F) — H'(F,PCU, k).
Soit (B, ) une algebre simple centrale de degré n & involution K/F-unitaire
et A(B,7) dans H?(F, i, i) I'image sous 9 de la classe cohomologique corre-
spondante dans H'(F,PGU,, k). Un calcul montre

I‘BSK/FA(B,T) = [BL

ceci donne une information uniquement sur ’algebre et non sur l'involution

elle-méme. Par contre, Pautre composante de A(B,7) qui est A(B, 7)™, est
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en fait Brauer-équivalente & ’algeébre discriminante D(B,7) construite dans
[KMRT98, §10]. Lorsque B est déployée, A(B,ady) = (d,disc(h)) qui est
Iinvariant défini pour les formes hermitiennes. Soit pour toute extension de
corps L sur F' I'application

ez : Unit(L) —= H'(L,PGU, k) —== H(L, 1) —= M3} (L) .

Elle forme la chaine d’invariants de Milnor de degré 2 pour les involutions
unitaires.

Cette chaine d’invariants de Milnor permet de déceler quelques propriétés
intéressantes.

Proposition 1.1.40. — [KQMO0O0, Théoreme 3.1] Soit B une K -algébre sim-
ple centrale et L une extension de corps de F.

1. Si le degré de B est 2, alors deuz involutions K, /K -unitaires 7' et T sur
By, sont conjuguées si et seuelement si ex(T) = ea(7’).

2. Si le degré de B est 4, pour toute involution Kp, /L-unitaire T sur By,
ea(7r) =0 si et seulement si

(Br,7r) = (Q1,can) ®r, (Q2,can); @, (K1)

ot (Q;,can)y, sont des algébres de quaternions sur L munies de leur in-
volution symplectique.

Autrement dit, la chaine d’invariants cohomologiques construite permet de
classifier toutes les involutions unitaires de degré 2 et de donner un critere
nécessaire et suffisant de décomposition en algebres de quaternions pour le degré
4, comme l'invariant ez pour les involutions symplectiques en degré 8 détecte
la décomposabilité via le Théoreme 1.1.30 et I'invariant e; pour les involutions
orthogonales en degré 4 classifie les involutions orthogonales par la Proposi-
tion 1.1.18 et, en degré 8, détecte la décomposabilité via le Théoreme 1.1.19.

Conclusion. — Les chaines d’invariants de Milnor permettent de déceler des
propriétés de décompositions des involutions associées aux algebres en termes
d’involutions sur des algebres de quaternions tout comme ils détectent qu’une
forme quadratique est une n-forme de Pfister. Ils permettent aussi de classifier
quelques involutions suivant le degré de ’algebre associée. Mais leur construc-
tion impose néanmoins des restrictions parfois trop lourdes, par exemple la
non-existence d’une chaine de degré 3 pour les involutions symplectiques de
degré 4 mod 8. Pour cette raison, on introduit une notion plus faible de chaine
d’invariants, a savoir les chaines d’invariants dits relatifs.
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1.2. Chaine d’invariants cohomologiques relatifs d’algebres & involu-
tion

La premieére chaine d’invariants cohomologiques de degré 3 fut une chaine
d’invariants de Milnor dit relatifs pour les involutions symplectiques. L’idée
principale de ce type de chaines d’invariants est la suivante. Lorsqu’il est im-
possible d’exprimer un invariant classique, en d’autres termes d’étudier les in-
volutions données sans référenciel, impliquant une étude absolue, on se donne
une involution et I'on tente plutét de comparer toutes les involutions a I'invo-
lution fixée. Il s’agit des lors d’une étude relative des involutions. Ceci permet
de contourner I’absence d’invariant dit absolu pour le cas ou le degré de A est
4 mod 8 par exemple.

1.2.1. Chaine d’invariants cohomologiques relatifs. — L’idée princi-
pale des invariants dit relatifs étant de comparer tous les objets a un objet
fixé, il convient de travailler avec la catégorie Gets™ a la place de Gets.

Définition 1.2.1. — Un chaine d’invariants cohomologiques relatifs de degré
d sur un foncteur Baser : Fieldsp — Gets™ est la donnée de foncteurs, pour
0<i<d,

Base’. : Fieldsy — Gets”™
Coeff’ : Fieldsp — Gets*

ot Coeffr(L)* est un groupe quotient de H*(L,Q/Z(i — 1)) vu comme en-
semble, ’élément pointé étant ’élément nul. Si &, désigne I’élément pointé de
Basep(F'), on se donne aussi une suite de transformations naturelles de fonc-
teurs

efo : Base’, — Coeff’,
tels que Base’. := Basep et Base’, := Ker(¢$° ) pour tout 0 < i < d. On le

note e°. Les transformations naturelles efO sont appelées des invariants relatifs
de degré 1.

De facon similaire aux chaines d’invariants cohomologiques, on définit les
chaines d’invariants cohomologiques relatifs triviales en dy et les invariants
cohomologiques relatifs triviauz.

1.2.2. Chaine d’invariants cohomologiques relatifs pour les formes
quadratiques et hermitiennes. — Comme pour le cadre absolu, on intro-
duit une chaine d’invariants cohomologiques relatifs pour les formes quadra-
tiques et hermitiennes. On se fixe pour la suite gg une F-forme quadratique de
dimension n.
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Soit
Quad, : Ficldsp — Gets”

tels que pour toute extension de corps L de F,

Quad, (L) = Quad,, (L)

muni de I’élément pointé [qo, ].

Définition 1.2.2. — Soit donnée gy une F-forme quadratique de dimension
n. La chaine d’invariants de Milnor canoniques relatifs a qo de degré d notée
€% est la donnée d’une suite de transformations naturelles

cell Quadfi0 — H'
telle que pour toute extension de corps L de F,

cego(q) = cei(q - qOL)

ol e est la chaine d’invariants cohomologiques canoniques sur Quad,,, , pour
0<i<d.

De méme il est possible de définir un invariant pour les formes hermitiennes
pour K une extension quadratique de F' munie de son F-automorphisme non
trivial (resp. @ une algeébre de quaternions sur F munie de son involution
symplectique canonique).

Soit fixée hg une (K, ¢)-forme hermitienne (resp. (@, can)-forme hermitienne)
de dimension n.

On pose

Hermy, : Fieldsp — Gets™
tel que pour toute extension de corps L sur F,
Herm,, (L) = Herm,, x/r(L)

(resp.HeI‘th (L) = Hermn,Q/F)

muni de 1’élément pointé [hq, ].

Définition 1.2.3. — Soit donnée une K-forme hermitienne hg (resp. d’une
Q@-forme hermitienne ) de dimension n. La chaine d’invariants de Milnor canon-
iques relatifs a hg de degré d est une suite de transformations naturelles

K _ho
c €

(resp. el : Hermﬁw — HY,
telle que pour toute extension de corps L de F

Ke}-“’(h) = (Ifei(h — ho, ) (resp. ?eh(’ (h) = ?ei(h —ho,))-

c K3 7

ot Ke (resp. Ye) est la chaine d’invariants cohomologiques canoniques sur

Hermy,, x/r (resp. sur Hermy,, o/r), pour 0 <i < d.
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L’introduction de ces invariants présente un intérét non négligeable en termes
de classification. Par la théorie des formes de Pfister, on a le

Théoréme 1.2.4. — [LamO05, Hauptsatz 5.1] Soit ¢ une F-forme quadra-
tique de dimension n sur F et d tel que n < 2%. Si CegOL (q) = 0 pour tout
0 <i < d alors les formes qr. et qo, sont isométriques.

Autrement dit les chalnes d’invariants cohomologiques relatifs canoniques
sur Quad,, p pour un entier d bien choisi classifient les formes quadratiques ¢
sur F.

Remarque. — Si[qo] € Quadfll,F(F)7 [ho] € Hermi’K/F(F) ou encore [ho] €
HermZ’Q / #(F), les chaines d’invariants cohomologiques relatifs canoniques de
degré d précédentes se construisent a partir de la chaine d’invariants coho-
mologiques canoniques. Ce procédé peut se généraliser de la fagon suivante.

Définition 1.2.5. — A partir de toute chaine d’invariants cohomologiques
e sur Basep a valeurs dans Coeffiﬂ, il est possible de construire une chaine
d’invariants cohomologiques relatifs comme suit. Fixons un élément &, dans
Baser (F). Pour toute extension de corps L et tout élément ¢ de Base’ (L),
définissons les applications

€5 (€) = ei(€) — eslo.r)-

qui forment une chaine d’invariants cohomologiques relatifs. Cette chaine d’in-
variants est appelée la chaine d’invariants cohomologiques relatifs a &y issue de
e et elle est notée e,

1.2.3. Chaine d’invariants cohomologiques relatifs d’algebres a invo-
lution orthogonale. — On se fixe (4, 0() une F-algebre simple centrale de
degré n munie d’une involution orthogonale. L’objectif de cette section est de
construire une chaine d’invariants de Milnor relatifs a og de degré 2 a valeurs
dans M. Pour que les invariants cohomologiques successifs soient compatibles
avec les invariants .e, on demandera que 'involution oy vérifie la condition
suivante :

Pour tout L € Fieldsg déployant A et toute L-forme quadratique qo telle
que (A, 00)1, = Ady,, on a [qo] € Quadth(L).

1.2.8.1. D¢éfinition de Orth,,. — Soit le foncteur
Orth,, : Fieldsp — Gets™

qui & tout élément L de Fieldsr associe 'ensemble Orth 4 (L) muni de ’élément
pointé [og, ], la classe de L-isomorphisme de oy, .
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Définition 1.2.6. — Soit donnée oy une involution orthogonale sur A. Une
chaine d’invariants de Milnor relatifs a oy de degré d est la donnée d’une chaine
d’invariants cohomologiques relatifs sur Orth,, de degré d vérifiant la condition
suivante. Pour tout 0 < i < d, toute extension L du corps F' qui déploie A,
Coeff’-(L) = H%.(L). De plus pour toutes les L-formes quadratiques go telles
que (Ar,00,1.) = Ad(qo), le diagramme suivant

i ad i
Quad;, Orth,
cefo ejo
i
Hj,
est commutatif.
Remarqgue (Condition sur oy). — A priori, la condition sur 'involution oy

peut sembler tres restrictive mais elle s’avere nécessaire si ’on souhaite s’as-
surer d’une bonne définition des invariants de Milnor relatifs. En effet, pour
tout o € Orth’.(F), soit L un corps déployant A, il existe gy et ¢ dans
Quad e 4y, r (L) tels que op, = ad(yy.q et 00, = ad(yy).q, POUr toutes valeurs
A et A\g € L. L’invariant est bien défini si et seulement si pour tout choix de A
et Ao, €2 ((A) - q) = e (q). Ceci entraine

i

ceﬁ-/\O)'qo(()\) -q) — ¢’ (q) = cei((N) - ¢ = (Mo) - q0) — c€i(q — qo)

“qo)

Autrement dit la valeur de I'invariant ne dépend pas du choix de A et Ag si et
seulement si .e;,_1(go) = 0. Et donc [go] € Quadfieg(A%F(L).

Il est possible dans certain cas d’éviter ces restrictions en modifiant le fonc-
teur Basep. On évoquera des exemples dans 1.2.3.4 et 1.4.1.

Une autre facon de contourner le probleme serait de quotienter Coeff?. (L)
par e;(og, ) - L™, mais j’ignore la pertinence de ce genre d’invariants.

Proposition 1.2.7. — Pour d = 0,1,2, les chaines d’invariants de Milnor
relatifs a une involution orthogonale de degré d a valeurs dans MYy sont uniques.

Démonstration. — On peut reprendre le raisonnement du cas des chaines d’in-
variants de Milnor pour les involutions orthogonales. O
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1.2.3.2. Les invariants e}, e]°, et e3°. — Comme les chaines d’invariants de
Milnor relatifs a o de degré 0, 1 et 2 sont uniques, soit e la chalne d’invariants
de Milnor pour les involutions orthogonales définie précédemment. La chaine
d’invariants cohomologiques relative a o( issue de e est I'unique chaine d’in-
variants de Milnor relatifs a og.
Ceci donne comme chaine d’invariants de Milnor relatifs
eg°(0) :=dim(A) — dim(A) mod 2 =0,
e7° (o) :=disc(o) — disc(oyp) et

e3’(0) :=[C(A, 0)] = [C(A, 00)].

1.2.3.3. Invariant relatif e3°. — Quéguiner-Mathieu et Tignol ont construit
un invariant de Milnor relatif pour les involutions orthogonales de degré 3 sur
une algebre simple centrale de degré 8 en utilisant la trialité [QMT12] de la
facon suivante.

Soit gy et o deux involutions orthogonales sur une F-algebre simple centrale
A représentant des éléments de Orthi0 (F). Cela signifie que leurs discrimi-
nants sont triviaux et que leurs algebres de Clifford C'(A, og) et C(A4, o) sont le
produit cartésien C™ x C~ ot CT ~ 0 et C~ ~ A. Sil’on considere Iinvolution
canonique sur C(A, 0p), elle peut s’écrire

(C(A,00),can) = (A, 00) x Adg,
pour une F-forme quadratique représentant un élément de Quad%(F) définie
a similitude pres. De méme
C(A,0),can) = (A,0) x Ad,.
Alors

Proposition 1.2.8. — [QMT12, Définition 1.4] Soit o, og, q et go comme
ci-dessus. L’application

es(o/00) = ce5(q)

définit un invariant de Milnor relatif de degré 3.

Alors qu’il était naturel d’espérer que cet invariant classifie les involutions
orthogonales sur A de second invariant trivial, les deux auteurs ont construit
deux involutions o et o vérifiant 1'égalité es(o/0¢) = 0 mais non-isomorphes.

Remarque. — Quéguiner-Mathieu et Tignol ont aussi construit un invariant
relatif pour les involutions orthogonales dans [QMT] que I'on peut déduire
de linvariant de Rost sur H!(F,Spin(4,0p)) généralisant le procédé de
Garibaldi [Gar09]. Dans le cas ou l’algBre A est de degré 8, cet invariant
coincide avec I'invariant relatif construit dans [QMT12].
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1.2.3.4. Cas particulier ot eg(og) # 0. — Si o est une involution telle que
eo(o) # 0, lalgebre A est de degré n impair et se trouve étre déployée par
[KMRT98, Corollaire 2.8]. Autrement dit il existe une F-forme quadratique
q' représentant un élément de Quad,, x(F) et (A,0) = Ady. A priori on ne
peut construire de chaine d’invariants de Milnor relatifs de degré supérieur.
Mais il existe une unique F-forme quadratique ¢ telle que disc(g — qo) = F x?
et (A,0) = Ady (prendre n’importe quelle forme ¢’ telle que ady = o et poser
_ [ disc(d) /

7= <diSC(lIo)> ).

On peut alors construire une chaine d’invariants cohomologiques relatifs
ayant presque les caractéristiques d’une chaine d’invariants de Milnor relatifs
(on appellera ce genre de chaines une chaine d’invariants de Milnor faiblement
relatifs).

Pour cela, on considere la chaine d’invariants de Milnor canoniques relatifs
a go en remplagant Quad,, par Quadio.

La chaine d’invariants de Milnor faiblement relatifs a o est alors définie
comme suit. Les invariants fJ° et f7° seront les transformations naturelles

nulles.

Soit g 'unique F-forme quadratique telle que Adg, = (A, 0¢) et disc(go) =
F**, pour i < 2 et toute involution o telle que [o] € Orthf70 (L), on pose

[0 (o) = cef(q)

ou ¢ est 'unique F-forme quadratique telle que q € Quadz0 (L) et Ady, =
(AL, O').

Cette chaine n’est donc pas une chaine d’invariants de Milnor relatifs car
pour i = 0,1, les invariants relatifs n’ont pas les propriétés souhaitées. Par
contre pour ¢ > 2, les invariants relatifs coincident avec les invariants de Milnor

canoniques relatifs pour les formes quadratiques. D’ou I'appellation faiblement
relatif.

Corollaire 1.2.9. — [LamO05, Hauptsatz 5.1] Soit deg(A) =2k + 1 et d un
entier tel que 2% < 2k + 1 < 2%, Alors o et o deuz involutions orthogonales
sur A sont conjuguées si et seulement si f{°(c) =0 pour tout i € {2,...,d}.

Remarque. — Ce corollaire et le Corollaire 1.4.3 expliquent pourquoi ’on
introduit ces chaines d’invariants cohomologiques qui ne sont pas des chaines
d’invariants de Milnor.

1.2.4. Chaine d’invariants cohomologiques relatifs pour les involu-
tions symplectiques. — Voici a présent la construction du premier invari-
ant de degré 3 dans la littérature concernant les involutions symplectiques. Soit
fixé (A,~) une F-algebre simple centrale de degré 2m munie d’une involution
symplectique, ce qui entraine que A est de degré pair. Le but de la section est
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de construire une chaine d’invariants de Milnor relatifs a vy de degré 3 a valeurs
dans H%..

Pour construire une chaine d’invariants de Milnor relatifs de degré d, on part
d’une involution symplectique 7y respectant la condition suivante :

Pour tout corps L € Fieldsgp tel que Ap est d’indice 2, pour toute
L-algébre de quaternions @ et toute forme @Q-hermitienne hgy telles que
(A, ’YO)L = Adho,(Q,can)y on a [ho] € Hermi,Q/F(L).

1.2.4.1. Définition de Symp., . — Soit
Symp, : Fieldsp — Gets”

le foncteur tel que pour tout L dans §ieldsp, 'ensemble pointé Symp., (L)
soit ensemble Symp 4 (L) muni de ’élément pointé [y, ] qui est la classe de
L-isomorphisme de vy, .

Définition 1.2.10. — Une chaine d’invariants de Milnor relatifs a ~yy de
degré d est la donnée d’une chaine d’invariants cohomologiques relatifs sur
Symp,, de degré d vérifiant la condition suivante. Pour 0 <4 < d et pour toute
extension L du corps F telle que Ay, est Brauer-équivalente a @, Coeff%(L) =
H.(L). De plus, pour toute (@, can)-forme hermitienne hg telle que oy, = adp,),
le diagramme suivant

ad

HerminﬁQ SympiYOL
H}

est commutatif.

Comme dans le cadre des chaines d’invariants de Milnor pour les involutions
symplectiques, on a la

Proposition 1.2.11. — Pour d = 0,1 les chaines dnvariants de Milnor
relatifs pour les involutions symplectiques de degré da valeurs dans Hi sont
uniques.

1.2.4.2. Les invariants e° et e]°. — Soit e la chaine d’invariants de Milnor
définie précédemment pour les involutions symplectiques. Comme les chaines
d’invariants de Milnor relatifs a v sont uniques en degré 0 et 1, ces chaines
sont les chaines d’invariants cohomologiques relatifs & [yo] issues de e, triviales
en 0 et 1.
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1.2.4.3. L’invariant e}°. — Une chaine d’invariants de Milnor relatifs & o de
degré 2 est définie par son image dans le cas déployé modulo la classe de A. Or
qh—qn, est dans I*F dans le cas déployé. La chaine est des lors soit triviale en 2
soit définie par ea(y) = [A]. Comme c’est aussi une chaine de Milnor, pour tout
L tel que indA = 2, €0°(v) = S (h) — ce$(ho), ont (4,70)1 = Adp, (@ can)
et (A,7)r = Adp,(Q.can)- Or ce2 dépend uniquement de la classe de A et est
constante. Donc e° () = 0. De [A] = [Q] qui est non nulle en général, on en
déduit la trivialitée en 0, 1 et 2 des chaines d’invariants de Milnor relatifs & 7
de degré d > 2.
1.2.4.4. L’invariant e}°. — A présent, voici un exemple oli la notion de chaine
d’invariants de Milnor relatifs a vy permet de combler une lacune de la chaine
d’invariants de Milnor. On considere le discriminant des involutions symplec-
tiques créé dans [BMTO03| dont voici un résumé de la construction et de ses
propriétés.

Dans le cadre des involutions symplectiques, le schéma en groupe Sp(A4, o)
est défini par

Sp(A,70)(E) = {z € Aplog(v)z =1}

pour n’importe quelle F-algebre F commutative. De plus étant donnée I’égalité
suivante [KMRT98, 29.23]

H'(L,GSp(A, 7)) = Symp,, (L)

en tant qu’ensemble pointé, pour toute F-algebre simple centrale A et toute
extension de corps L de F, définir e3 sur Symp, (L) revient & le faire sur
HY(L,GSp(A,70)). L'utilisation de la suite exacte de groupes algébriques suiv-
antes
1 —Sp(4,70) —= GSp(4,7) =—G,, —= 1

permet de lier Inv®(GSp(A4,70), Q/Z(2)) et Inv?(GSp(4,v0), Q/Z(2)). De cette
maniére, on définit Vinvariant sur H'(L, Sp(A,~0)). Soit Nrp., la norme Pfaffi-
enne de vy définie dans [KMRT98, 2.10] par exemple, ainsi que

Sym(A,v9) = {s € A|yo(s) = s}.
On pose alors Sym(A4,v9)* = Sym(A,~p) N A*. On a [KMRT98, 29.24]
H'(L,Sp(A,70)) = Sym(A,~0)*/ ~

ot s ~ s §'il existe b dans F'* tel que = bsyy(b). L'invariant relatif e® est
défini comme étant

€3’ (7) == (Nrp,,(s)).[A]
ou s appartient & Sym(A4,p)* tel que v = int(s) o 7.

Remarque 1.2.12. — L’invariant est noté A,, dans [BMTO03].
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Il est démontré que cet invariant est bien un invariant de Milnor relatif a
o de degré 3 a la condition que le degré de A soit divisible par 4. Comme le
second invariant de Milnor est non nul pour A de degré non divisible par 4,
cette restriction n’en est pas une.

Cet invariant possede des propriétés naturelles tel que la relation de Chasles
suivante e3°(y1) = e3*(71) + €3°(72) pour toute extension L de corps de F et
tout triplet ; d’involutions symplectiques sur Ay et permet de classifier les
involutions symplectiques de degré 4 sur une algebre A; donnée.

Proposition 1.2.13. — [GPTO09, Théoreme A] Soit A une algébre de degré
2m, L une extension de corps de F et vy et v deux involutions symplectiques
sur Arp. Sim est divisible par 4,

e3’(7) = es(y) — e3(70).

Proposition 1.2.14. — [KMRT98, Théoréme 16.19] Si A est de degré 4, v

et yo sont conjuguées si et seulement si e3’(y) = 0.

1.2.5. Chaine d’invariants cohomologiques relatifs d’algebres a invo-
lution unitaire. — Soit fixée B une K-algebre simple centrale et 79 une
involution K/F-unitaire sur B. On construit durant cette section une chaine
d’invariants de Milnor relatifs a 7 de degré 2 a valeurs dans Mfgy K-

Pour construire une chaine d’invariants de Milnor relatifs de degré d, on part
d’une involution K/F-unitaire 79 qui respecte la condition suivante :

Pour tout corps L € Fieldsp tel que Ay soit déployée, pour toute K -forme
hermitienne hg telle que (B, 7o)r = Adp, (k,.), on a [ho] € Herm‘iyK/F(L).

1.2.5.1. Définition de Unit,,. — Soit le foncteur
Unit,, : Fieldsp — Sets™

tel que pour toute extension de corps L de F,

Unit,, (L) = Les involutions K,/ L-unitaires sur By,
o a L isomorphisme pres

avec pour élément pointé la classe d’isomorphisme de 7.

Définition 1.2.15. — Une chaine d’invariants de Milnor relatifs a 19 de
degré d est la donnée d’une chaine d’invariants cohomologiques e; : UnitlTO —
Coeff’; vérifiant la condition suivante. Pour 0 < ¢ < d et pour tout corps L
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déployant B, Coeff:.(L) = MY i (L). De plus, pour toute Lx-forme hermiti-
enne hg telle que 79, = ady,, le diagramme suivant

ad

% R
Hermye,p . /1 Unit(p ),

est commutatif.

Proposition 1.2.16. — Pour d = 0,1,2, les chaines d’invariants de Milnor
relatifs & une involution unitaire de degré d a valeurs dans MYy g sont uniques.

Démonstration. — On peut reprendre le raisonnement du cas des chaines d’in-
variants de Milnor pour les involutions unitaires. O

1.2.5.2. Les invariants e et e]°. — Ces invariants étant définis par leur valeur
dans FRK/F(SB(B)), on regarde ce qu’il se passe sur les formes hermitiennes. Soit
h et hg deux formes hermitiennes adjointes & 7 et 79. La forme ¢, — qn, s’écrit
alors

qdh — qh() = <a17 ceny Gy _al,OJ eeey _an,0><<6>>
Donc la forme gz, — qn, est dans I2FRK/F(SB(B)). Autrement dit
e;°(7) = cei(qn — qn,) =0

pour ¢ = 0, 1. Les chalnes d’invariants de Milnor sont par conséquent triviales
en 0 et 1.

1.2.5.3. L’invariant e3*. —

Proposition 1.2.17. — Si B est une K -algébre simple centrale de degré pair,
la chaine d’invariants de Milnor relatifs a pour second invariant

ey’ (1) = [D(Br,7)] = [D(BL, 70, )]

Démonstration. — La chaine d’invariants de Milnor relatifs & 79 de degré 2
étant unique, elle est la chaine d’invariants relatifs a 7y issue de la chaine
d’invariants de Milnor pour les involutions unitaires. Autrement dit

€3’ (1) =e2(7) — ea(70,)
=[D(Br,7)] = [D(BL, 7o)
O
Proposition 1.2.18. — Si B est une K-algebre simple centrale de degré im-

pair, la chaine d’invariants de Milnor relatifs a 79 de degré d est triviale en dy
pour tout dy < d si K n’est pas un corps, n’existe pas sinon.
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Démonstration. — Comme la chalne d’invariants de Milnor relatifs a 75 de
degré 2 n’existe que lorsque 7y est ’adjoint d’une forme hermitienne hy sur un
corps L déployant B telle que [ho] € Herm}(/F(L), on doit avoir Xe;(hg) =
(6) = 0. Si ceci est vrai pour tout corps déployant L, K n’est pas un corps et
la chaine d’invariants de Milnor relatifs & 7y est triviale. O

Cette chaine d’invariants de Milnor relatifs a 7y hérite des propriétés de la
chaine d’invariants de Milnor pour les involutions unitaires.

Proposition 1.2.19. — [LT99, Proposition 3] Soit B une K-algébre simple
centrale de degré 2, T une involution K/ F-unitaire sur B. Alors T est conjuguée

a 1o si et seulement si ex’(1) = 0.

1.3. Quelques rappels sur ’invariant de Rost

Dans [GMSO03], on construit un invariant pour certains groupes algébriques
nommé l'invariant de Rost. Le but de cette section n’est pas de rappeler sa
(longue) construction, le lecteur intéressé pourra consulter [GMSO03], mais
d’énoncer brievement ses propriétés. L’importance de I'invariant de Rost résulte
du fait qu’il permet de construire des invariants relatifs de degré 3 pour les in-
volutions symplectiques [BMT03], orthogonales [QMT] et unitaires, Propo-
sition 2.2.3 ou Proposition 4.2.1.

Pour tout groupe algébrique G, on note Inv?(G, Q/Z(d — 1)) 'ensemble de
toutes les transformations naturelles de H!(x,G) vers Hé(x,Q/Z(d — 1)), ou
H!(x,G) et H(x,Q/Z(d — 1)) sont vus comme des foncteurs Fieldsp — Sets™.
Comme H?(x,Q/Z(d — 1)) peut étre vu comme un foncteur de Fieldsr —
AbelianGroups, I'ensemble Inv? (G, Q/Z(d — 1)) est naturellement muni d’une
structure de groupes abéliens. De plus

Théoréme 1.3.1. — [GMS03, Théoreme 9.11] Pour tout groupe absolument
simple simplement connexe G, il existe un générateur canonique du groupe
Inv? (G, Q/Z(2)) appelé Iinvariant de Rost. En outre, l'ordre du groupe est

fini.

Soit noté Rg linvariant de Rost de H!(x,G) et L € Fieldsp. Tout mor-
phisme de groupes algébriques « : G — G’ induit une tranformation naturelle
a*(Rg)(L) : HY(L,G") — H3(L,Q/Z(2)). Par le Théoréme précédent, il existe
un entier n, (L) tel que a*(Rg/)(L) = na(L) - Rg(L). On a alors le résultat
suivant [GMS03, Proposition 7.9]

Proposition 1.3.2. — L’entier ny (L) est indépendant du corps L € Fieldsp.

Cet entier n, est alors appelé le multiplicateur de Rost de a.
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Remarque. — Pour toute forme quadratique qo, le groupe algébrique Spin,,
est absolument simple simplement connexe et ’on notera R, I'invariant de
Rost de Spin,, .

Pour toute involution orthogonale o sur une F-algebre simple centrale A,
le groupe algébrique Spin(A4, og) est absolument simple simplement connexe et
lon notera R, U'invariant de Rost de Spin(A4, oy).

Pour toute involution symplectique g sur une F-algeébre simple centrale A,
le groupe algébrique Sp(A, 7o) est absolument simple simplement connexe et
I'on notera R, I'invariant de Rost de Sp(4, gy).

Pour toute involution K/F-unitaire 7y sur une K-algebre simple centrale B,
le groupe algébrique SU(B, 7p) est absolument simple simplement connexe et
lon notera R, U'invariant de Rost de SU(B, 7).

Proposition 1.3.3. — Pour toute F-forme quadratique qo, Ry, = c€5°.

On a aussi les résultats suivants concernant ’ordre des invariants de Rost
R,,, Ry, et R, en fonction des algebres simples centrales A et B [GMS03,
Appendice BJ.

Proposition 1.3.4. — Pour o représentant un élément de Orth? (F), lor-
dre de Ry, est

- 2 si A est déployée;

- 2 sideg(A) =8 et ex(op) =0;

- 4 dans les autres cas.

Proposition 1.3.5. — Pour vy représentant un élément de Sympi‘(F), lor-
dre de R, est

- 1 si A est déployée;

- 2 dans les autres cas.

Proposition 1.3.6. — Pour Ty représentant un élément de Unit% (F), Uordre
de R, est
- exp(B) si exp(B) = deg(B) =2";

)
- exp(B) si 2exp(B) = deg(B) = 2" et [ry] € Unit%(F) ;

- 2exp(B) dans les autres cas.

1.4. Chaine d’invariants de Milnor faiblement relatifs pour les alge-
bres a involution unitaire de degré impair

Dans le cadre des algebres de degré impair, il n’existe pas de chaine d’in-
variants de Milnor relatifs car la forme hermitienne associée a une involution
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unitaire dans le cas déployé n’est en général pas dans I2F. Par contre, on peut
construire une chaine d’invariants de Milnor faiblement relatifs. On entend par
faiblement relatifs, une chaine d’invariants cohomologiques relatifs qui coincide
dans le cas déployé avec la chaine d’invariants de Milnor relatifs canoniques sur
Hermz0 pour un certain i > 1 et certaine forme hermitienne hg.

1.4.1. Chaine d’invariants de Milnor faiblement relatifs issue de ’in-
variant de Rost. — [KMRT98, Exemple 31.45] L’invariant de Rost sur
PGU(D, 6y) permet de construire une chaine d’invariants de Milnor de degré
2m + 1 faiblement relatifs a 6y de la facon suivante.

Soit fixée une involution K/F-unitaire 6y sur D, une K-algebre de degré
2m + 1. On pose T fJ0, B ff0 et B £ les invariants triviaux sur Unitg,. Pour le
troisieme invariant, soit # une involution unitaire sur D. Il existe s € Sym(B, )
et A € F* tels que Int(s) o 6y = 6 et Nrdp(s) = A. Alors Nrdp(As) =
A2 HINTdp (s) = A2™+2, Donce (Nrdp(s)s, Nrd7 ™! (s)) représente un élément
& de HY(F,SU(D, 6))) tel que 'image de & par le morphisme

H'(F,SU(D,6)) — H'(F,PGU(D, ,))
soit la classe représentée par 6. Alors en posant
Rf5°(0) = Ray (&) + corre/p (K™ - [D))

on obtient un invariant relatif de degré 3, indépendant du choix de & (pour
des raisons similaires a celles mentionnées dans la démonstration de la Propo-
sition 2.2.3).

La chaine d’invariants cohomologiques relatifs ainsi construite coincide sur
tout corps L déployant D avec la chaine d’invariants relatifs de Minor canon-
iques sur Herm; , avec hg la seule (Lk,t)-forme hermitienne telle que 6y, =
ady, représentant un élément de Herm +1,5/r(L) (cette forme est unique

car elle est de dimension impaire et de second invariant trivial).

1.4.2. Chaine d’invariants de Milnor faiblement relatifs pour les alge-
bres a involution unitaire de degré 3. — Voici une autre chaine d’in-
variants de Milnor faiblement relatifs de degré 3 digne d’étre mentionnée qui
classifie les involutions unitaires sur les algebres de degré 3 et qui peut aussi se
déduire de 'invariant de Rost.

Définition 1.4.1. — Soit D une K-algebre simple centrale de degré 3 et 7
une involution K/F-unitaire sur D. La forme quadratique @, sur Sym(D,T)
est définie par

Q,(z) = Trd(z?) pour = € Sym(D, 7).
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Par [KMRT98, Proposition 11.22]
QT = <1a 1, 1> 1 <2> : <<6>> “dr

ou ¢, est une F-forme quadratique de dimension 3 et de déterminant 1. La
forme

m(7) = {6) - ¢ L ()
est uniquement définie par 7 et est une 3-forme de Pfister.

Si (D, 7) une K-algebre simple centrale déployée munie d’une involution
K /F-unitaire, il existe h une (K,:)-forme hermitienne de dimension 3 telle
que Adp, = (D, 7). Soit ai, az et ag € F* tels que h = (a1,a2,a3) . Par
[KMRT98, Propositions 11.14 et 11.13]

Q- =(1,1,1) L 2 {(0)) - (a1a2,aza3,aas)
et
m(1) = (6)) - {—a1a2, —a1a3).
Soit 7/ une autre involution K/F-unitaire sur D telle que 7(7') = n(7). Il
existe donc af,ah, a5 € F* tels que pour ' = (a},a},as), ady = 7'. Par le
meéme calcul énoncé ci-dessus,

m(7') = (9) - (—alay, —a}dy)).
Donc
() - (—aras, —araz)) = (0)) - (—alay, —ajaz)).

Ceci entraine ((—ajah, —a’al)) , = (—aia2, —a1a3)) et donc
aiazaz - h = (a2a3, a1a3, a2a1) ;o = (ayay, aiay, ayay) ;e = ajasas - .

Autrement dit, les formes h et h’ sont similaires et 7 = ady, = ady, = 7'.

Le degD étant impair, lorsque D n’est pas déployé, il est possible de se
ramener au cas déployé et de redescendre sur D sans perdre d’informations.
D’ou

Proposition 1.4.2. — [KMRT98, Théoreme 19.6] Soit T et 79 deux involu-
tions K/F-unitaires sur D, alors T = 19 si et seulement si w(7) = w(79).

Corollaire 1.4.3. — Soit f3° : Unit,, — M?’D,K linvariant cohomologique
relatif de degré 3 défini par

5 (1) = ces(n(1) — 7(10,))

pour tout corps L € Fieldsp et toute involution K, /L-unitaire 7 sur Dy,. Les
involutions T et 1y, sont conjuguées si et seulement si f3°(1) = 0. Si de plus D
est déployée, pour toute forme hermitienne h et hg représentant des éléments

adho

de Herms o (F), 3" (ady,) = Kel (1),
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Démonstration. — C’est une conséquence directe de la Proposition précédente
et du Théoreme 1.2.4.

Reste a vérifier 1’égalité f;dh")(adh) = Kelo(h) dans le cas déployée. Soit
7o = adp, et 7 = ady. Si h = (a,b,c) représente un élément de Hermg’F(F),
alors ’algebre de F-quaternions (K, abc)r est déployée. Donc abe = ¢(1)l, avec
le L*. Dou h = {a,b,ab) (de méme hy = (ag, bo, agbo)) et

fg(adh) :((5, —ab, —b) — ((5, —aobo, —bo)

:Ced(<<5>> : <ab7 b; a, _a0b07 _b07 _a0>)

=ce3((0)) - ({a, b, ab) — (ao, bo, aobo)))

=55 (h).

O

Remarque 1.4.4. — La démonstration montre que 1’égalité f;dh"(adh) =
Kelo(h) n'est plus vraie en général si on ne travaille pas sur Hermio. En
d’autres termes, f3° est un invariant de Milnor faiblement relatif (en rem-
placant Hermy,, par Hermio dans la Définition 1.2.15) qui classifie toutes les
involutions unitaires sur D.

Cet invariant peut aussi se reconstruire a partir de I'invariant de Rost.

Proposition 1.4.5. — [KMRT98, Exemple 31.45] Soit 7 et 19 deux involu-
tions K/F-unitaires sur D. On a ’égalité suivante

Rf50 (&) = f3°(7) + corgyp (K - [D)).






CHAPITRE 2

UN INVARIANT COHOMOLOGIQUE RELATIF DE
DEGRE 3 POUR LES INVOLUTIONS UNITAIRES

Résumé. — La section 2.1 montre tout d’abord l'incapacité d’avoir un in-
variant de Milnor absolu de degré 3 pour les involutions unitaires pour cer-
taines algebres. La section 2.2 décrit la création d’un invariant de Milnor re-
latif & une involution unitaire 7y de degré 3 a partir de 'invariant de Rost de
H'(F,SU(B, 7)) et détaille certaines propriétés générales relativement indé-
pendantes du degré de B, telles que l'ordre de l'invariant, sa propriété de
Chasles. Enfin, dans la section 2.3, on y trouve une mise en relation des in-
variants de Milnor relatifs pour les involutions unitaires, symplectiques ou or-
thogonales liées entre elles, soit par extension quadratique, soit par descente.

Notations

Dans ce chapitre, F' est un corps commutatif fixé de caractéristique ne di-
visant pas le degré de B, § un élément non nul de F — F? et K est I’extension
quadratique de F' définie par K = F[X]/(X? — §).

Pour toute involution orthogonale o, on notera par e£(-/og) invariant de
Milnor relatif & og de degré 3 construit dans [QMT]. Pour toute involution
symplectique 7o, on notera par A, I'invariant de Milnor relatif a vy de degré
3 construit dans [BMTO03] et par A 'invariant de Milnor de degré 3 construit
dans [GPT09].

2.1. Invariant cohomologique absolu d’algebres a involution unitaire

Pour construire un systeme d’invariants de Milnor de degré 3, il faut pro-
longer le systeme de degré 2 précédent en créant une transformation naturelle
ez définie sur Unit%, & valeurs dans H?(F,Q/Z(2))/M pour un certain sous-
groupe M. Cela n’est cependant pas toujours possible.
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Proposition 2.1.1. — Il n’existe pas de chaine d’invariants de Milnor de

degré 3 pour les involutions K/F-unitaires sur une K-algébre simple centrale
B telle deg(B) = 4 mod 8 et ind(B) = 4.

La démonstration suit celle du [QMT, Théoreéme 1.2] concernant les chai-
nes d’invariants de Milnor de degré 3 pour les involutions orthogonales. La
principale difficulté est d’adapter les arguments portant sur F' en arguments
sur K.

Démonstration. — Pour démontrer ce résultat, on suppose qu’il existe
es : Unit} — Coeff..

Soit Q1 et (Y2 deux algebres de quaternions sur F' telles que
D=Q1®rQ20r K

soit & division et B = Ma,+1(D). Soit alors 6 I'involution K/F-unitaire (non
hyperbolique) (D, 0) = (Q1,can) @ (Q2, can) @ (K, ). La Proposition 1.1.40,
donne

€9 (9) =0.

L’involution 6 représente donc un élément de Unit? (F) et il est possible de
calculer eg(6). Soit 7 I'involution sur B adjointe & la (D, #)-forme hermitienne h
d’écriture diagonale (1,—1,...,1 — 1,1). Comme la dimension de h est impaire,
ea(7) = e2(d) = 0 [BFTO07, Lemme 3.8].

Dans un premier temps, on construit un corps sur lequel l'invariant s’annule
et sur lequel l'involution 7 reste non-hyperbolique. On suit la procédure de
Merkurjev dans la démonstration du [Mer91, Théoreme 4].

Soit ez(7) = Zé:l(ai) - (i) - (¢5) +corgp(K* - [B]) et pour tout i = 1, ..., [,
©; = (1, —a;, —b;, a;b;, —¢;). Si L est la composition des corps de fonctions F,,
pour i = 1,....1, alors e3(r1,) = 0.

De l'autre c6té, D ® p L est a division. En effet, D ®p L = D ®k (K ®p L)
et le corps K ®p L est la composition des F,, ® K = K,,. Comme D est a
division, par le Corollaire 3 de [Mer92], D ® x (L ®F K) est encore a division.

Enfin, on étend (D, 7)r, & M, ou M est le corps des fonctions sur L du
transfert de Weil Rg, ,(SB(Dr)) de la variété de Severi-Brauer de Dy. On
sait par le [KT10, Théoreme A.2] que ) est non-hyperbolique car Dy, est a
division.

De lautre coté, e;(1as) = respr/r(ei(72)) = 0 pour tout ¢ de 1 a 3 par
fonctorialité. Comme Dy, est déployée, il existe hy une Mg -forme hermitienne
telle que adp, = 0. En posant

hy =hg L —hg L ... Lhg L —hg L hg
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on a ad,_ = 7. Comme e3(7pr) = 0, gn, € I*M. Or 0 = e3(qn,) = e3(qn,) et
la dimension de g, est 8, donc g¢p, est hyperbolique. L’involution 85, devrait
étre hyperbolique. Ceci ameéne une contradiction. O

2.2. Invariant cohomologique relatif d’algeébres a involution unitaire

Il n’est des lors pas possible de compléter la chaine d’invariants de Milnor
de degré 2 en général. Néanmoins, la chaine d’invariants de Milnor relatifs a
7o de degré 2, définie dans le chapitre précédent, peut étre complétée par une
transformation naturelle déduite de I'invariant de Rost

R'ro : Hl(Fa SU(B,TO)) - HS(Fa Q/Z(2))
Pour cela, soit une involution K/F-unitaire 7o sur B.
Proposition 2.2.1. — Si g est telle que pour tout corps L € Fieldsp déplo-

yant A et toute Kp,-forme hermitienne hq telle que (B, 7o), = Adp, (k,.), on a
[ho] € Herm?hK/F(L). Alors Ty représente un élément de Unit™ (F).

Démonstration. — En effet, soit L le corps des fonctions de la restriction K/F
de la variété de Severi-Brauer associée & B, alors par [M'T], 'application

resr/p M2B7K(F) - M2B7K(L)

est injective. De I'autre coté, By, est déployée. Donc ex (79, ) = 0 par hypothese.
Par Dinjectivité de la restriction, es(79) = 0 et 79 représente un élément de
Unit% (F). O

En conséquence, on supposera par la suite que [rg] est dans Unit%(F ),
autrement dit que son algebre discriminante est triviale.

2.2.1. Constuction de Fe}’. — La méthode pour créer la transformation
naturelle

R_ 10 . 243 3
ez’ : Unity — Mip,
pour les involutions sur une algebre simple centrale donnée B est similaire a

celle de [Gar09].
A cette fin, on considere la suite exacte suivante

1 — pn,xk = SU(B,19) - PGU(B, 19) = 1
dont on déduit la suite exacte de cohomologie
HYL, pin.5) — HY(L,SU(B, 10)) — H'(L,PGU(B, 10)) —° H*(L, pin.1c)-

Pour rappel, le second invariant e’ est construit & partir de I'application 4.
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Proposition 2.2.2. — L’action de H'(L, pin i) sur H*(L,SU(B,10)) induit
une bijection

{ Les orbites de H(L,SU(B, 1))

Unit}, (L).
sous laction de H(L, ) } — Unit, (L)

Démonstration. — Par fonctorialité, on peut supposer L = F' sans perdre de
généralité. L’action de H'(F, u, k) sur H'(F,SU(B, 7)) induit une injection

{ Les orbites de H'(F,SU(B, 19))

1
sous 'action de H'(F, i rc) } — H (L,PGU(B, 7).

De l'autre coté, il existe une correspondance 1 — 1 entre

H'(F,PGU(B, 1)) ¢ [ [ Unitp (F)
B

ot B’ parcourt l'’ensemble des algeébres simples centrales de degré n a iso-
morphisme pres. Donc tout élément de H'(F,PGU(B, 1)) peut s’interpréter
comme la classe de F-isomorphisme d’une F-algebre simple centrale munie
d’une involution K/F-unitaire (B, 7").

Le groupe H?(F, ju, i) s'injecte dans H?(K, u,) X H?(F, us) en envoyant
A(B',7") sur ([B'|—[B],[D(B’,7")] - [D(B, 19)]) [CTGPO04, Proposition 2.10].
La suite étant exacte, les éléments de 'image de

H'(F,SU(B, 7)) — H*(F,PGU(B, 7))

forment exactement le noyau de §. Ces éléments sont des classes représentées
par des involutions sur B. De plus, la seconde transformation naturelle e3° est
définie par

3’ (1) = [A(B,7)] — [A(B, 0)].

Par déduction, le noyau de ¢ est en bijection avec les éléments de Unitiﬂ.

Il reste a voir si ces éléments sont en bijection avec les orbites de ’action
de H'(F, pn i) sur H'(F,SU(B,7)). Soit & un élément de H'(F,SU g )
antécédent de la classe de [r]. L’action de H(F,u, k) sur H'(F,SU(B, 1))
étant stable par twist [KMRT98, Proposition 27.10], on peut regarder cette
action sur

H'(L,SU(B, 7))o = H'(L,SU(B, 7)).

L’antécédent de [7] devient alors I’élément pointé.

Ceci permet de se ramener au cas ou 'antécédent de &0 est 1'élément pointé
de H'(F,SU(B, 79)). L’orbite de I'élément pointé &2 forme exactement 'ensem-
ble des antécédents de la classe [r9] € H*(F, PGU g, r,)) car la suite est exacte.
D’ou la bijection. O
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Proposition 2.2.3. — L’application
Relo . Unit? (L) —» MY (L)

définie par
Rel (1) := Rry(€) + corg, (K[ - [BL])

est un invariant relatif pour les involutions unitaires sur B.

Démonstration. — Si L = L x L, alors %e}’ () doit étre nul car Unit‘:’0 (L)
est un singleton. Mais dans ce cas, (B, 1) = (A x A% €) et SU(B,79)r =
SLy(A). Linvariant de Rost d’un couple (s,z) représentant un élément de
HY(F,SU(B, 1)) devient alors R, (s, z) = () - [A] [KMRT98, p. 438]. Par la
formule de projection,

corge, /L(Kf - [Br]) = (Nk,.(K7)) - [A] = L™ - [A].

Et donc R, (§) 4 corg, )k (K[ - [Br]) = 0.

Sans perdre de généralité, par fonctorialité, on peut donc se restreindre au
casou L = F et K est un corps.

L’image de H'(F, jin, i) sous U'invariant de Rost est corg,p(K*.[B]) 4+ F* -
[D(B,79)] [MPTO02, Théoreme 1.11]. Or, le second invariant de [7p] est nul si
et seulement si [D(B,79)] est nul. De plus, l'invariant de Rost est compatible
avec l'action du centre de la fagon suivante, pour ¢ dans H'(F,SU(B, 1)) et
dans H'(F, pun ) [Gar09],

R‘ro (C&) = R‘ro (C) + R‘ro (6)

Comme deux éléments ¢ et ¢ de H'(F,SU(B, 7)) dont I'image est [(B,7)]
different par un élément central, la transformation naturelle proposée tantot
est bien définie car elle ne dépend pas du choix de &. O

Proposition 2.2.4. — L’invariant %el® compléte la chaine d’invariants de
Milnor relatifs pour les involutions unitaires.

Démonstration. — 11 suffit de considérer le cas ou B est déployée, ceci est
vérifié dans [KMRT98, Exemple 31.44]. O
2.2.2. Relation de Chasles. — L’invariant Rego possede les bonnes pro-

priétés lorsque 'on souhaite modifier I'involution 7.

Proposition 2.2.5. — Pour toute extension L de F et toute involution g, Ty
et T représentant des éléments de Unit% (L)

ez (r) = ez (r) + e ().
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Démonstration. — Par fonctorialité, on peut supposer L = F. Soit [r1] dans
Unitz vu comme un élément de H'(F,PGU(B, 1)) et un 1-cocycle &2 dans
H'(F,SU(B, 7)) antécédent de [r1]. Alors la multiplication & droite par 2,

]

.57_1
HY(F,SU(B, 7)) —> H'(F,SU(B, 7))

définit une bijection qui envoie I’élément pointé de H'(F,SU(B, 7)) sur 521.
Soit €2 € HY(F,SU(B, 1)) (resp. £ € HY(F,SU(B,71))) un antécédent de la
classe de 7 dans H'(F,PGU(B, 7)) (resp. un antécédent de la classe de 7 dans
HY(F,PGU(B,1))). De Iégalité w - £ = €L il suit que le diagramme suivant

0

H'(F,SU(B, 7)) N H(F, (B, 1))

lemB,fo) lemB,m
f
H?(F,Q/Z(2)) — H*(F,Q/Z(2))
est commutatif [Gil00, Lemme 7], ou f est l'addition par RSU(BJO)({%).
Autrement dit

RSU(B,TO)(&?’) = RSU(B,Tl)(g"l') + RSU(B’TO)(ggl)-
Or
R@gi (T) = RSU(B,Ti)(f‘Il') + COI‘K/F(I(>< ' B)

pour tout ¢ = 0,1 et toute involution 7 représentant un élément de Unitp(F).
L'égalité Fel’ (1) =2 eJ' (1) +2 eI’ (1) en est une simple réécriture. O

2.2.3. Ordre de Rego. — Une autre propriété importante a dégager est
I'indépendance de l'invariant fel® vis-a-vis du choix du générateur du groupe
Inv?(SU(B, 70), Q/Z(2)). En effet, ce groupe est engendré par linvariant de
Rost R.,, mais il peut exister d’autres générateurs. On va montrer que 1'on au-

rait pu tout a fait définir I'invariant Zel® & partir d'un générateur quelconque.

Pour cela, on va donner une définition alternative de Rego.

Soit 79 (resp. 7) une involution K/F-unitaire sur B représentant un élément
de Unit%(F) (resp. de Unitio (F)). On va former une involution unitaire py
sur lalgebre de matrices My(B) de la maniere suivante. Comme il existe u €

Sym(B, 79) tel que Int(u) o179 = 7, pour tout A € F'*, on définit I'involution py

sur My (B)
(T )= (e T e,

Bien entendu, I'involution py est dépendante du choix de u.
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Proposition 2.2.6. — Soit B une K-algebre simple centrale de degré pair,
To (resp. T) une involution K/F-unitaire sur B représentant un élément de
Unit% (F) (resp. de Uniti0 (F)). Pour tout A € F, Uinvolution py représente
un élément de Unit?\b(B)(F) et

Re(r) = el (o).

Remarque. — Ce résultat est le pendant unitaire de [QMT, Proposition
1.10].
Démonstration. — On considére 'involution sur Ma(B) :

p( Ty ) _ ( To(z) —70(2) )
z ~7o(y)  7o(t)
Comme la matrice e = £ (} 1) est idempotente et que p(e) = 1 — e, 'involution
p est hyperbolique et représente un élément de Unit?wg( B) (F). On constate
aussi que py = Int((} ) o p. Puisque 7 et 7 représentent des éléments
de Unit%(F), Nrdp(u) = Nk /r(l) pour un certain I € K*. Ceci entraine
Nrdg ((§ X)) = NK/F()\deg(B)/2l) et donc [py] € Unit:}wZ(B)(F).

A présent, on considere I'inclusion standard

i: SU(B,109) = SU(Ma(B),p),ur (§2)

qui induit une application i, : H*(F,SU(B,79)) — H'(F,SU(M2(B), p)) ren-
dant le diagramme suivant commutatif [GMS03, Exemple §7.10] :

T

HY(F,SU(B, 1)) HY(F,SU(Mz(B), p))

RTO /

H*(F,Q/Z(2))
De l'autre c6té, soit la classe de 7 dans H'(F,PGU(B, 1)) et un antécédent
&, dans HY(F,SU(B, 79)). Puisque &, peut étre représenté par (Au, \48(B)/2]),
i+(&;) est représenté par ((§ 0,), A4ee(B)/2]) et donc i, (&) = &,,. De p = hyp,
on déduit

e (1) = Rry (&) + corgeyp (K - [B])
= Rhyp o Z*(ST) + COTK/F(,K'>< . [BD

= Ruyp(&py) + corg/p (K - [Ma(B)])

h
= Resyp(P/\)-

O

Remarque. — 11 est important de souligner que pour différentes valeurs A

les involutions p) ne sont pas nécessairement isomorphes mais ont le méme

) . h
invariant fey*?.
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Si l’on échange les réles de 7 et 79, on peut définir p, pour tout A € F'*,

(oY) 7(x) A7 (2)u B uro(x)u=t  —A"lurg(2)
P\z t)~ “uTlr(y) wlru ) \~Ar(y)uT? 7o(t) ’
L’isomorphisme d’algebres Int ((9§)) de M>(B) donne un isomorphisme
(Ma(B), py) —— (Mz(B), px-1) -
Ceci entraine le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.7. — Soit B une K-algebre simple centrale de degré pair.
Pour toutes involutions K/ F-unitaires 7o et 7 sur B représentant des éléments
de Unit(F),

Relo (1) = Bef(ro) et 28e (1) = 0 dans M%K(F).

Démonstration. — La premiere égalité est une conséquence de la symétrie de
la construction de py. La seconde se déduit de la relation de Chasles,

2Re§° (r) = Reg" (1) + Reg(To) = Regf’ (10) = 0.

2.3. Comparaison des invariants cohomologiques

Il existe plusieurs constructions permettant d’obtenir une involution unitaire
T a partir d’une involution de premiere espéce o sur une F-algebre simple
centrale A.

En effet, 'involution o ® ¢ sur A ® K est une involution K/F-unitaire. On
dit que l'involution unitaire a une descente (orthogonale ou symplectique).

Un autre procédé, développé dans [GQMO9], consiste a supposer que A
contienne K. Si K est stable par o et ox est automorphisme non trivial,
on munit la K-algebre simple centrale B = C'x A de 'involution 7 qui est la
restriction de o a C'x A. On dit alors que o est une extension quadratique de 7.

Cela amene naturellement la question suivante .

Quel est le lien entre les invariants de Milnor relatifs associés dans ces deux
constructions ?

2.3.1. Extension quadratique d’une involution unitaire. — Soit une
F-algebre simple centrale a involution de premiere espece (A, o) contenant K
une extension quadratique de F stable sous o telle que 0|k ne soit pas I'identité.
On munit la K-algebre simple centrale B = Cx A de l'involution 7 qui est la
restriction de o a C'i A.

On peut comparer les chaines d’invariants de Milnor relatifs respectives dans
le cas ou l'involution ¢ est orthogonale ou symplecique.
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2.8.1.1. Cas orthogonal. — Pour appréhender le probleme, voici ce qu’il se
passe dans le cas ou A est déployée.

Proposition 2.3.1. — [Tigl0, Lemme 6] Soit (B, 7o) (resp. (B,T)) une F'-
algébre simple centrale munie d’une involution K/F-unitaire telle que [19] €
Unit%(F) (resp. [1] € Unit?;O(F)). Soit (A,00) (resp. (A,0)) une exten-
sion quadratique orthogonale déployée de (B, 7o) (resp. de (B, 7)) alors [og] €
Orth 4 (F) (resp. [o] € Orth,,(F)) et

el (1) = ez (a/o0).
Afin d’établir le cas général, on peut utiliser I'inclusion suivante

U(B, 1) — O"(A,00),
qui entraine une application

SU(B,79) — OT (A4, 00).
La suite exacte de groupes algébriques

1 — po — Spin(A, 0¢) — O1(A,00) — 1
permet 'existence d’une application
a : SU(B, 19) — Spin(4, gg)
par [BT65] car SU(B, 79) est simplement connexe. Ceci donne une application
a, : H'(F,SU(B, 1y)) — H'(F,Spin(A, 0¢)).

qui induit un homomorphisme

IHVS(SpiH(A7 00)7 @/2(2)) - IHVS(SU(B7 7—0)) Q/Z(2))

Proposition 2.3.2. — Soit un corps L € Fieldsp, (B, 1) (resp. (Br, 7)) une
F-algébre simple centrale d involution K/F-unitaire et (A, o) (resp. (Ap,o))
une extension quadratique orthogonale de (B, 1p) (resp. de (B, T)). On suppose
en outre que [oo] € Orth?(F), [ro] € Unit}(F) et [7] € Unit? (L). Alors

eg(0/o0) = e’ (r) + L™ - [AL].

Remarque. — La proposition indique que l'invariant ez de l'involution or-
thogonale est uniquement déterminé par l'invariant de 7. Ce résultat est na-
turel en raison de l'existence d’une unique extension quadratique de 7 sur A
qui soit orthogonale [GQMO09, Lemme 1.6].
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Démonstration. — Par fonctorialité, on peut supposer L = F. Les formules
ont un sens car corg,/p(K* - [B]) est inclus dans F'* - [A]. En effet, [Ax] est
isomorphe & [B] [GQMO09, 1.1]. Soit [ € K*, la formule de projection donne

corre/ (1) [B)) = corre/ (D) [Axc)
= corg/p(l) - [A].

Donc corg/p((1) - [B]) se trouve dans F* - [A] et 'on peut passer au quotient
MY o — M.

Il reste a établir la relation entre les invariants de Rost. Les groupes d’invariants
cohomologiques Inv®(Spin(4, og), Q/Z(2)) et Inv*(SU(B, 79), Q/Z(2)) sont en-
gendrés par leur invariant de Rost respectif R,, et R;,. L’ordre de I'invariant
de Rost Ry, est 2 si A est déployée ou si A est de degré 8 et ea(0g) = 0. Sinon il
vaut 4. De I'autre coté, I’ordre de l'invariant de Rost R, est 2 si B est de degré
2,4 ou si B est déployée. Dans les autres cas, il vaut 4 par les Propositions 1.3.6
et 1.3.4.

L’application induite par « étant un morphisme de groupes, il existe un
entier n, qui est invariant quelque soit I'extension de corps L sur F' par la
Proposition 1.3.2 tel que Ry, o &, = noRy,. Soit L un corps déployant B et A,
la Proposition 2.3.1 dit

Ry oo = Ry

En d’autres termes, n, peut uniquement valoir 1 ou 3 et R,, oy = £R,,. Par
conséquent,

ef(o/og) = £ (1) + F* - [A].

Mais [ry] € Unit% (F) implique que deg(B) = 2k et donc par le Corollaire 2.2.7
ef(o)og) = Belo (1) + F* - [A].

O

2.8.1.2. Cas symplectique. — Soit A une F-algebre simple centrale de degré
2m munie d’une involution symplectique contenant une sous-algebre (K, ¢) de
dimension 2 munie d’une involution non triviale. Si 'on considére (B,7) le
centralisateur de K muni de la restriction de 'involution -y, qui est degré m sur
K, il est possible de comparer les invariants respectifs.

Proposition 2.3.3. — Il existe (B, 1) une F-algébre simple centrale déployée
munie d’une involution K /F-unitaire et (A,~y) une extension quadratique sym-
plectique de (B, T) tels que

Apyp(y) = 0 tandis que ReE‘YP(T) £0.
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Démonstration. — 11 suffit de considérer une (K, ¢)-forme hermitienne h €
Herm3K,n telle que .e3(gp) est non nul et de poser (B,7) = Ady. Dans ce
cas BelP () est non nul.

De l'autre coté, I’algebre simple centrale munie d’une involution orthogo-
nale (A4,0) = Ad,, est une extension quadratique orthogonale de (B, 7). D’ol
(A, int(v/6)oo) est une extension quadratique symplectique de (B, 7). L’algebre
A étant déployée, int(\/g) o ¢ est une involution hyperbolique et l'invariant

Apyp(int(vd) o o) = 0. O

Proposition 2.8.4. — Soit (B, 1) (resp. (B, 7)) une F-algébre simple cen-
trale o involution K/F-unitaire et (A,vo) (resp. (A,7)) une extension quadra-
tique symplectique de (B, 7o) (resp. (B,T)) telles que [rg] et [r] € Unit(F).
Alors

Asy (7) € corge/p (K™ - [B]).
Remarque. — Contrairement a la Proposition 2.3.2, 'absence de lien explicite

entre les deux invariants est surprenant car, toujours par [GQMO09, Lemme
1.6], I'involution 7 définit totalement Iinvolution v sur A.

Démonstration. — Soit I'application naturelle suivante,
a: SU(B,7) = Sp(4,7),
qui induit un morphisme
Inv®(Sp(A, v), Q/Z(2)) — Inv®(SU(B, 1), Q/Z(2)).

L’invariant de Rost R, de H'(F, Sp(A,7o)) engendre Inv®(Sp(4, 70), Q/Z(2))
et est d’ordre 2 par la Proposition 1.3.4. L’image de cette application étant
nulle dans le cas déployé, alors que R,, peut étre non nul, le multiplicateur de
Rost n, = 4 soit 2. Or n, est invariant sous une extension de corps, ce qui
donne

Ry, oca=0o0u?2R,
Si ng = 4, alors A, () + corg/p(K* - [B]) = 0. Si ng = 2, alors
Any (7) + corgeyp (K™ - [B]) = 2Ry, (&) + corge/p (K™ - [B]) = 2%e3* (1) = 0

car deg(B) est pair. O

2.3.2. Descente orthogonale et symplectique d’une involution uni-
taire. — Dans cette section, (B, 7y) (resp. (B, 7)) est une F-algebre simple
centrale munie d’une involution K/F-unitaire d’algebre discriminante triviale
(i.e. représentant un élément de Unit%(F)), (A, 00) (resp. (A,0)) une F-
algebre simple centrale munie d’une involution orthogonale et (A,~y) (resp.
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(A,7)) une F-algebre simple centrale munie d’une involution symplectique

telles que
(B,70) = (4,00) ® (K,1) et (B,7) =(4,0)® (K,1)
ou
(B,70) = (A,7%) @ (K,1) et (B,7) =(A,7) @ (K,¢).
2.8.2.1. Cas orthogonal. — Dans cette section, on considere le cas ou o et oy

sont des involutions orthogonales.

Proposition 2.3.5. — Soit A et B déployées. Si oy et o représentent des
éléments de Orth® (F), alors T et 1y représentent des éléments de Unit%(F)
et

e (r) = (0) - e3°(0).

Démonstration. — 1l existe qg et ¢ deux F-formes quadratiques représentant
des éléments de Quad%’deg( a) tels que og = ady, et o = ad,. On vérifie alors
si 7= ady, et 7o = adp,, ol hy et hgy, sont définis comme suit :
hey: VK)x (V®K)— K
(v @k, v @K") = kby(v,v")(k).

On constate ensuite 1'égalité gn, = ((J)) - ¢. En effet,

hy( @140 @ V6,001 +v @ V6) = by(v,v) — dby(v,v")
=qn,(0®1) L (=6)q(v' ®9).
Ceci permet de dire que

T0 hQO
R63 (1) = ce3™ (hy)

= S0 (o) - q)
ces((8) - ¢ — (8) - qo)
= ces((8) - (a— q0))-

Par conséquent,

Fegr(r) = ces((8) - (4 = q0)) = (8) - ce2(q — q0) = (9) - €5 (q) = () - €5°(0).

On suppose a présent A quelconque, o et 0p deux involutions orthogonales
sur A représentant des éléments de Orth? (F) et telles que 7 = 0@t et 79 = 0p®
¢ sont deux involutions K /F-unitaires sur B = Ak représentant des éléments
de Unit®(F).
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Proposition 2.3.6. — Si le degré de B est un multiple de 4 et si oy et o
représentent des éléments de Orth? (F), alors T et 7o représentent des éléments

de Unit®(F) et
Remo(r) + F* - [A] = (6) - 5 (0) + F* - [A],

Remarque. — Le Théoreme 4.3.8 montre qu’il est nécessaire de quotienter
par F* - [A] pour conserver I’égalité.

Démonstration. — Par la [KMRT98, Proposition 10.33], l'algebre discrimi-
nante de 7y est Brauer équivalente a

degB

A2 A® (K, discoyp).

Or, o représente un élement de Orth?% (F), donc son discriminant est trivial.
De plus, degB est un mutliple de 4 donc A5 A4 ~ 0. Dot [D(B,79)] =0 et
7o représente un élément de Unit%(F). De méme, 7 représente un élément de
Unit% (F).

Par [QMT, Proposition 1.10], on sait

(9) - e2(00) + F* - [A] = Fep® (adysy,(4,00))

et
(0) -ea(o) + F* - [A] = Regyp (ad<<5>>)(A7U)) .
Donc
o ad (Ao
(5) . 620(0) L Fx. [A] — Re3 (8)),(A,00) (ad«(;»,(A’g)) )
De Tautre coté [GQMO09, Exemple 1.13], comme (B, 75) = (A,00) ® (K,¢)
(resp. (B,7) = (A,0) ® (K,1)), 'involution orthogonale ad sy, (a,s,) (resp.
adysy,(A,00)) Sur Mz(A) est une extension quadratique de 79 (resp. 7). Par
la Proposition 2.3.2,
T ad (Ao
e (r) + F - [A] = Tey™ M (ad 5y, (4.0)
= (0) - e5°(0) + F™ - [A].
O

2.8.2.2. Cas symplectique. — Dans cette sous-section, on considere le cas ou
il existe une involution symplectique v sur A telle que (B,7) = (A,7) ® (K, ¢).

Proposition 2.3.7. — Soit (B, ) une K-algébre simple centrale déployée de
degré au moins 4 munie d’une involution K/F-unitaire telle que
(BaT) - (Aafy) QF (Ka L)

ot il existe X\ € F* tel que A est Brauer-équivalent a une F-algébre de quater-
nions (K, \) et v soit une involution symplectique sur A. Alors

Regyp (1) = Anyp(7)-
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Démonstration. — On peut représenter A comme
A= End(KJ\)V

pour un (K, \)-espace vectoriel a droite V' avec dimg y)V = degA/2. Toute
involution symplectique sur A est alors adjointe & une forme hermitienne h
sur V par rapport & l'involution canonique sur (K, ). De l'autre coté, soit
I'involution K/F-unitaire 7 = adp ® ¢ sur B = Ag. On note que (B,7) =
(EndkV,ad,«) avec h¥ qui est la forme hermitienne h sur V' vu comme K-
espace vectoriel par rapport & (K,¢). Si h = <a1,...,an/2>, on a hf = ((\) -
<a1, e an/2> et le troisiéme invariant s’écrit

h h
(K’A)Ce3yp(h) = .e3 ((()\, 5 - <a1, s an/2>) = §e3yp(hK).
Ce qui entraine
h h
R€3yp(7') = Regyp(adhK) = Anyp(adp) = Anyp (7).
O
A présent, on considere le cas plus général des involutions symplectiques
sur une algebre A pour laquelle il existe une extension L € Fieldsp telle que

(Lk,\) ~ A pour un certain A € L*.
On a l'inclusion suivante

a : Sp(A,70) = SU((4,70) ® (K, 1))
Ceci donne une application
a. s HY(F,Sp(A,70)) = H'(F,SU((4,7) ® (K,1))).

A la vue du comportement dans le cas précédent, on va établir la relation
suivante entre les différentes transformations naturelles,

e (1) = Ay (7) + corge/p (K - [B]).
L’application «a, induit un morphisme de groupes

Inv®(SU((4,70) @ (K, 1)), Q/Z(2)) — Inv*(Sp(4, 70), Q/Z(2)).

Comme le groupe Inv3(Sp(A,'yo),u2) est d’ordre 2 par la Proposition 1.3.5,
I'invariant de Rost de H(F,SU((A, ) ® (K,t))) est envoyé soit sur I'invariant
trivial, soit sur Pinvariant de Rost de H'(F,Sp(A,70)). On a vu dans le cas
précédent que I'image par « est non triviale et 'invariant de Rost est fonctoriel
par extension de corps. D’otu la

Proposition 2.3.8. — Soit A une F-algébre simple centrale telle qu’il existe
une extension de corps L € Fieldsp et A € L™ tels que (Kp,\) ~ Ap soit
d’indice 2 . Soit vy (resp. v) une involution symplectique sur A et (B, 7o) =
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(A,70) ® (K, 1) (resp (B,7) = (A,7) @ (K,t)) une F-algébre munie d’une in-
volution K /F-unitaire telle que [19] € Unit}(F). Alors 1] € Unitio (F) et

el (1) = Ay (7) + corge/r (K - [B]).

Démonstration. — 1l reste & vérifier si [7] € UnitiO (F). Comme il existe s €
Sym(A, o) tel que v = Int(s) o vy et Nrda(s) € F** | alors Int(s®1l)org =7
et Nrdg(s®1) = Nrda(s) € F*° C Ng/p(K*). On en déduit que 7 représente
un élément de UnitiO(F). O

L’hypothese de Pexistence d'un corps L tel que (K, \) ~ Ay, soit d’indice
2 de la proposition précédente peut sembler restrictive. Elle est néanmoins
toujours vérifiée.

Proposition 2.3.9. — Pour toute F-algebre simple centrale A non déployée,
il existe un corps L € Fieldsp tel que (K, \) ~ A soit d’indice 2.

Démonstration. — Soit A une F-algebre simple centrale non déployée. On con-
sidere ¢ une indéterminée sur F' et on pose

A= Ap@yy @ (K, t)p).

Soit L le corps des fonctions de la variété de Severi-Brauer de A’ sur F(¢).
Des lors A7 est déployée et Ay ~ (K,t)r. Comme le noyau de I'application
resy/p@) @ Br(F(t)) — Br(L) est {0,[A’]}, si (K,t) est déployée alors soit
(K, t) p(s) est déployée, ce qui est impossible ; soit (K, t) py ~ A’ et Apy ~ 0ce
qui est impossible car A n’est pas déployée et 'application resp(),/p : Br(F) —
Br(F'(t)) est injective. Donc (K,t)r, ~ Ay, est d’indice 2. O

On peut donc en conclure le

Corollaire 2.3.10. — Soit A une F-algébre simple centrale, v (resp. v) une
involution symplectique sur A et (B,70) = (A,v) ® (K,t) (resp (B,7) =
(A,7) ® (K, 1)) une F-algébre munie d’une involution K/F-unitaire telle que
[70] € Unit(F). Alors [7] € Unitio (F) et

i (1) = Ay (7) + corge/p (K™ - [B]).






CHAPITRE 3

SUR L’INVARIANT COHOMOLOGIQUE DE DEGRE
3 POUR LES INVOLUTIONS UNITAIRES DE
DEGRE 2(2m + 1)

Résumé. — L’invariant de Milnor relatif & une involution unitaire créé dans
le Chapitre II est ici étudié dans le cas ol le degré de I’algebre B est 2 mod 4.
On démontre l'existence d’un invariant de Milnor absolu de degré 3 dans la
section 3.1 ainsi qu'une nouvelle écriture de Regyp a l'aide de l'invariant de
Milnor relativement faible de degré 3 durant la section 3.2. L’équivalence entre
hyperbolicité et décomposabilité lorsqu’une involution unitaire a une algebre
discriminante triviale est établie lors de la section 3.3. Les sections 3.4 et 3.5
concernent le cas particulier ou l'algebre est de degré 6. Dans la section 3.4,
il est mis en évidence le lien entre la nullité de I'invariant de Milnor Regyp
d’une involution unitaire et la décomposabilité totale de cette derniere. Enfin

la section 3.5 voit 'amorce d’un travail concernant un critere d’isomorphisme.

Notations

Dans ce chapitre, F' est un corps commutatif fixé de caractéristique ne di-
visant pas le degré de B, § un élément non nul de F — F? et K est extension
quadratique de F' définie par K = F[X]/(X? —§).

Pour (D, fy) une F-algébre & involution unitaire de degré 3, on notera fg"
I'invariant de Milnor faiblement relatif & 6y décrit dans le Corollaire 1.4.3.

Pour (D, 6y) une F-algebre & involution unitaire de degré (2m+1), on notera
R f?? ° Iinvariant de Milnor faiblement relatif a 7y déduit de 'invariant de Rost,
décrit dans la sous-section 1.4.1.

3.1. Invariant absolu en degré 2(2m + 1)

Dans le cadre d'une K-algebre simple centrale de degré 2(2m + 1), on peut
construire un invariant de Milnor absolu.
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Proposition 3.1.1. — Si B est une K-algébre simple centrale de degré 2 mod-
ulo 4 telle que Unit(F) est non vide, alors ind(B) divise 2m + 1.

Démonstration. — Soit (B, T) une F-algebre simple centrale de degré 2(2m+-1)
munie d’une involution K/F-unitaire représentant un élément de Unit®(F),
autrement dit Palgebre discriminante D(B,7) est déployée. Il existe D une
K-algebre simple centrale de degré 2m + 1 et @@ une K-algebre de degré 2
telles que B = D ®k Q. Comme invariant es(7) est nul, cela signifie que la
classe de Brauer de D(B, 7) est nulle. Par [KMRT98, Proposition 10.33], on
obtient [D(B,7)x] = [B®""] = [Q¥"""] + [D®"""'] = [Q]. Sachant que
[D(B,7)k] =0, Q est déployée. O

Comme ind(B) divise 1deg(B), il existe une involution hyperbolique que
I’on notera hyp. On a alors le

Corollaire 3.1.2. — Pour B une K-algébre simple centrale de degré 2(2m +
1) avec m > 1, telle que Unit%(F) est non vide, il existe une chaine d’invari-
ants de Milnor de degré 3 non triviale.

Démonstration. — Ceci découle de la Proposition précédente et de la corre-
spondance dans le cas déployé entre I'invariant de Rost R,q, et I'invariant de
Rost Ry, sur Spin(gp). La non-trivialité vient du fait qu’il existe une forme
hermitienne de dimension 2(2m + 1) telle que g, € I3F mais e3(q) #0. O

3.2. Réinterprétation de l'invariant fel’P

Comme T représente un élément de Unitz;’\/b( p)(F), il existe D une algebre
simple centrale de degré (2m + 1), une involution K/F-unitaire ¢ sur D et
B’ = (a,b) une (D, #")-forme hermitienne tels que

(B7 T) = Adh/.
On définit alors 6 = Int(a~! o §') et, par un simple calcul, on constate que
(B, ’7') = Adh

avec h une forme hermitienne sur (D, 0) telle que h = {(s)) pour un élément s
inversible et symétrique dans (D, 6).

Dans la sous-section 1.4.1, on présente un invariant cohomologique de degré
3 pour les algebres de degré 2m + 1 munie d’une involution unitaire. Il est
possible d’interpréter cet invariant en termes de 'invariant Regyp de la fagon
suivante. Soit D une K-algebre simple centrale de degré 2m + 1, 6y et 6 deux
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involutions K /F-unitaires sur D. Soit s € Sym(D, ) tel que Int(s) o 6y = 6.
Soit les involutions sur Mz (D)

n(l )= (G ).

T@ Zt/) - <—S%)1(go)(y) fg(()(i))

De facon analogue a la démonstration de la Proposition 2.2.6, 79 est hyper-
bolique et 7 =1Int ((§9)) o 7o.

Ceci étant, on peut interpréter invariant e’ sur Unit}o’wz( p) comme un
invariant cohomologique relatif de degré 3 sur Unitp.

et

Proposition 3.2.1. — Soit 7, 19, 0y et 8 comme ci-dessus. On suppose de
plus que T représente un élément de Unit}g\/[z(D)(F). Alors

ey’ (r) = " £8°(0) + corge /(K - [B)).

Démonstration. — Comme [r] € Unit},, (py(F), Nrdar,py ((§2)) = Niyr(l)
pour un certain [ € K* et Nrdz,py ((§2)) = Nrdp(s), le couple (s,1) repré-
sente un élément de H*(F,SU(D, f)).

De l'autre c6té, I'injection standard i : SU(D, 8y) — SU(M> (D), hyp), définie
par s — (§9) induit une application

H'(F,SU(D,6y)) — H'(F,SU(My(D), 1)).

Soit & = [(s,1)] un antécédent de la classe de 6 dans H'(F,SU(D,6)) alors
& =ix(&) = [((§Y),1)] est un antécédent de T et i, induit de plus un mor-
phisme de groupes

Inv® (SU(Ms(D), hyp), Q/Z(2)) = Tnv®(SU(D, 6y), Q/Z(2)).

Sachant que l'invariant de Rost Ry, (resp. Ruyp) engendre Inv?(F,SU(D, 6,))
(resp. engendre Inv®(F, SU(My, hyp))), il existe n;, tel que Riyp 0 = n, Ry,
invariant par extension de corps par la Proposition 1.3.2. Dans ce cas, 'ordre
des invariants de Rost vaut 2e ol e est ’exposant de D, il est d’ordre 2(2m+1).
En injectant H?(F, pio(2m+1),(k]) < H?(F, p2) x H*(F, /J’2m+1 K ]) on obtient
Iécriture suivante de Ry,

Ry, ([(s,2)]) = (ces(m(Int(s) 0 0) — m(6)), %COIK/F(K - [D]))-

Dans le cas ot D est déployée, on sait que Ry, coincide avec 'invariant de Mil-

yp _ K

. . h
nor canonique pour les formes hermitiennes .eq ~egsur Hermg(Zm F1),K/F

qui est non nul en général. La composante dans H3(F, u2) est alors non nulle,
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donc n;, doit étre impair et il existe k;, tel que Rpyp 0 i = ki, (2Rg,) + Ra,-
Le calcul suivant
2R, ([(s, 2)]) =(2ce5 " (n(Int(s) © 0)), cor ) (K - [D]))
=(O,corK/F(K>< -[D)))

indique que k;, (2Rqg,) € corg/p (K> - [D]) et par conséquent

Rhyp o i* + COI‘K/F(I(>< . [D]) = (2]%* + 1)R90 + COI‘K/F(KX . [D])
= Ry, + corg/p(K™ - [D]).

En conclusion,

ReP (1) = Ruyp(&:) + corg p(K* - [D)])
= Riyp 04(89) + core/p (K> - [D])
= Ry, (&) + corK/F(KX - [D])
= " 150 (0).
O

. . h A~ . N
L’invariant fe;”? peut étre vu comme une transformation naturelle & valeurs

dans H3(x, uz).

3.3. Décomposabilité et hyperbolicité

L’objet de cette section est de démontrer le caractére nécessairement hyper-
bolique de toute involution K/F-unitaire d’algeébre discriminante triviale sur
une K-algebre simple centrale de degré 2(2m + 1).

Proposition 3.3.1. — Soit une F-algébre simple centrale a involution K/F -
unitaire (D, 0) de degré 2(2m + 1) et A € F*. Si linvolution 0 @ adyy a une
algébre discriminante triviale, elle est hyperbolique.

Démonstration. — Soit A € F* et (D,60) une F-algebre simple centrale de
degré 2m + 1 munie d’une involution K/F-unitaire et (B,7) = Ad ) ® (D, 0).
En posant hyp = ad1y ® 6 et s = (§3) € Ma(K),

Int(s ® 1) o hyp = ad«,\» ® 0.

Comme [7] € Unit}(F), Nrdp(s ® 1) = Ng,p(l) pour un certain [ € K*. Le
degré de D étant 2m + 1, Nrdg(s ® 1) = Nrdpg, k)(s)*™ ! = A2 on en
déduit A = Ny, p(l') = (')l pour I’ = IN"1. En posant b = () ® 1 on
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obtient ’égalité

10
sel= (0 Z/L(l/)> @l

(0o (6 ) )
=b- (ady1y ® 0) (b).

On en conclut

T = Int(b) o (ad«1)> ® 9) o Int(bil) = ad«1>> ® 6 = hyp.

3.4. Décomposabilité en degré 6

On se donne (Q, ) (resp. (D, 8)) une F-algebre simple centrale munie d’une
involution K/F-unitaire de degré 2 (resp. de degré 3). Pour les involutions
unitaires sur des F-algebres simples centrales de degré 3, 'invariant de Milnor
faiblement relatif fg” classifie les involutions. De méme, I'invariant de Milnor
e5° relatif & une involution orthogonale de degré 2 sur A une F-algebres de
degré 4 classifie les involutions orthogonales sur A. Lorsque (A, o) est une F-
algebre de degré 8 munie d’une involution orthogonale, ce méme invariant e3°
détermine il existe (D’,¢’) une involution orthogonale sur une algebre de
biquaternions sur F' et A € F* tels que (4,0) = Adgy @ (D',0'). D’ot la
question suivante,

A-t-on RelP (1) = 0 si et seulement si (B, T) = Adyyy ® (D, 0) ?

Par conséquent, 'invariant de Milnor de degré 3 pour les involutions unitaires
sur des K-algebres de degré 6 possede la propriété suivante.

Théoréme 3.4.1. — Soit B une K-algébre simple centrale de degré 6 et
d’indice 3 et T une involution K /F-unitaire sur B représentant un élément de
Unit% (F). Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Il existe une F-algébre simple centrale a involution K/F-unitaire (D, 0)
et A € F* tels que

(Bﬂ') = (D,Q) RK (Ad<<>\>> Rp (K, L)) ;
2. L’involution T est hyperbolique ;

3. ey’ (r) = 0.

Remarque. — Cette démonstration reprend un raisonnement similaire a celui
développé dans la démonstration du Théoreme 6.1.1.
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Démonstration. — La preuve est décomposée en trois étapes.

Par la Proposition 3.3.1, on a l'implication 1) = 2).

L’implication 2) = 3) est relativement triviale car toutes les involutions
unitaires hyperboliques sur une méme algebre simple centrale sont conjuguées.

Enfin, il reste 'implication 3) = 1). Soit # une involution K/F-unitaire
sur D, s € Sym(D,6) et h = {(s)) une (D, §p)-forme hermitienne tels que
(B, 7) = Adj,. Par hypothese et par la Proposition 3.2.1,

R f9o (Int(s) 0 ) = e’ (1) = 0.

Par le Corollaire 1.4.3, les involutions unitaires Int(s) o 8 et 6 sont conjuguées.
1 existe des lors u € B* tel que 6 = Int(u)oInt(s)ofoInt(u~?). Cela implique
0 = Int(us) o § o Int(u=!) = 0 o Int(f(u)~ts~lu~1). Par conséquent, il existe
A € K tel que O(u)~tstu=! = ), donc a = A0(u)u. D’ott la forme hermitienne
h = {(s)) est isométrique a ((A)) et (B,7) = Adyy @ (D,0) est totalement
décomposable. O

3.5. Vers une classification en degré 6

Le troisieme invariant permet aussi de classifier certaines algebres simples
centrales munies d’une involution unitaire de degré 6. En effet, dans le cas ou
B est déployée on a la Proposition suivante.

Proposition 3.5.1. — Soit B une K-algébre simple centrale déployée de de-

gré 6, T et 79 deux involutions K/F-unitaires sur B représentant des éléments

de Unit(F). Alors 7o et T sont conjuguées si et seulement si Fel* (1) = 0.

Démonstration. — En effet, comme B est déployée, il existe deux (K, ¢)-formes
hermitiennes h et hg telles que [h], [ho] € HermgK(F), adp, = 7 et adp, = 79.
Etant donné que e est un invariant de Milnor, e (1) = Heho(h) = Heg(h—
ho). Si el (1) =0, 0 = Heg(h — ho) = Hes(qn — qny)-

Les K-formes hermitiennes h et hy peuvent s’écrire h = (—a,—b,ab) —

<NK/F(Z)> . <—C7 —d, Cd> et <—a0, —bo, a0b0> — <NK/F(Z())> . <—CQ, —do, Cod0>. En
effet, comme [h] € HermgﬁK/F7 il existe a,b,c,d,e € F et | € K* tels que

h= <a, b,c,d, e, abcdeNK/F(l)>
= (abc) - <bc7 ac, ab, abed, abce,deNK/F(l)>
En posant a’ = —bc, o’ = —ca, ¢/ Nk p(l) = —abed et d' Nk p(l) = —abee,
h = (abc)(—a', =V ,a'V,—c' Ny, p(l), —d' N p (1), ¢'d' Ny (1))
On calcule a présent
qn = {(5)) - (<*aa —b,ab) — <*NK/F(Z)> “(—c,—d, Cd>)
= (6) - ({a, b)) = (¢, d)).
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De méme,

any = (0)) - ({ao, bo)) — (co, do))-
Comme .e3(qn — qn,) = 0, on a g, = qn, mod I*F, et par [Hof99] les deux
formes sont similaires. Donc h ~ hg et 7o = adp, = adp, = 7. O

Il reste maintenant a établir le résultat dans le cas général. On a déja montré
que toute involution qui annule © hyp est conjuguée a I'involution hyperbolique.
On constate aussi la
Proposition 3.5.2. — Soit (D,0) une F-algébre simple centrale de degré 6
munie d’une involution K/F-unitaire et s,s9 € Sym(D, 8). On pose les (D, 0)-
formes hermitiennes h = ((s)) et hg = {(so)) et les F-algebres da involution
K/F-unitaire (B, 79) = Ady, (p,g) et (B,7) = Ady (p,g). On suppose de plus
que T et Ty représentent des éléments de Unit(F). Alors Rel’ (1) = 0 si et
seulement si T et Tg sont conjuguées.

Démonstration. — La condition suffisante est évidente. Il reste donc & montrer
la condition nécessaire. Soit T et 79 comme dans I’énoncé et telles que Fel’(7) =
0. Par le Theoreme 3.2.1,

0 ="ef (7)

="e5" (1) + Fe3 (byp)
=f§(Int(s) o 0) — f5 (Int(s0) o 6)
=150 (nt(s) 0 0).

Par le Corollaire 1.4.3, Int(sg) o6 et Int(s)o# sont conjuguées. Il existe A € K*
et u € Sym(D,Int(s) o 0) tels que sps~! = Au (Int(s) o §) (u). En prenant la
norme réduite de part et d’autre de ’égalité on obtient

Nrd(sgs™1) = A3Nrdp (u)e(Nrdp(u)).

Comme T et 7y représentent des éléments de Units(F), il existe [ et lg € K*
tels que Nrdp(s) = Ng/p(l) et Nrdp(sg) = Nk /r(lo). D'ou

A= (A" Nrdp (u) ™) ¢ (AT M oNrdp (u) )
Et en posant v = A~ oNrdp, (u) ™1, on a sps7 = v (Int(s) 0 0) (v) et

(0 ) =6 vimeen @) =6 )76 )

d’ou l'involution 79 = Int (0 s E 1) o T est conjuguée a T. O

Question : Deuz involutions ad sy (p,e) €t ad sy, (D,6,) telles que Oy et 6 ne
; s S _ R hyp Re yp
sont pas conjuguées vérifient-elles ey (ad« o) (D, 90)) (ad 1.(D, 9))

st seulement si elles sont conjuguées ¢






CHAPITRE 4

SUR L’INVARIANT COHOMOLOGIQUE DE DEGRE
3 POUR LES INVOLUTIONS UNITAIRES DE
DEGRE 4

Résumé. — La section 4.1 vise a démontrer 'unicité de I'invariant de Milnor
relatif de degré 3 dans le cas ol le degré de B est 4. Ce résultat permet de donner
une nouvelle écriture de I'invariant de Milnor relatif £el° en termes de formes
quadratiques liées aux involutions unitaires via leurs algebres de Clifford par
le Théoreme 4.2.1. Cette écriture, plus explicite, permet de donner un critere
d’isomorphisme pour les involutions unitaires d’algebre discriminante triviale
dans le Théoreme 4.2.5. Ce sera ’'objet de la section®™**. Dans la section 4.3, on
établit ensuite une autre expression de 'invariant, dans le cadre des involutions
unitaires ayant une descente orthogonale. Pour cela, on précise un résultat de
Jacobson (Proposition 4.3.5) puis I'image du morphisme

d:HYF,0%(A,0)) = H*(F, 1)

lorque A est une algébre de biquaternions (Proposition 4.3.7). Tout cela permet
de préciser le lien entre les invariants de Milnor relatifs lors d’une descente or-
thogonale via le Théoreme 4.3.8. Enfin, la section 4.4 donne une démonstration
élémentaire du lien entre I'invariant de Milnor relatif pour les involutions uni-
taires et l'invariant de Milnor relatif pour les involutions symplectiques, lors
d’une descente symplectique.

Notations

Dans ce chapitre, F' est un corps commutatif fixé de caractéristique différent
de 2, § un élément non nul de F — F? et K est 'extension quadratique de F
définie par K = F[X]/(X? —§).

Pour toute involution orthogonale ¢, on notera par e£(-/aq) I'invariant de
Milnor relatif & op de degré 3 construit dans [QMT]. Pour toute involution
symplectique 7o, on notera par A, U'invariant de Milnor relatif & v, de degré
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3 construit dans [BMTO03] et par A 'invariant de Milnor de degré 3 construit
dans [GPT09].

4.1. Unicité de ’'invariant de Milnor relatif de degré 3

Soit (B, Tp) une F-algebre simple centrale de degré 4 munie d’une involution
K/ F-unitaire représentant un élément de Unit (F). Par la Proposition 1.1.40,
il existe @ et @2 deux F-algebres de quaternions telles que B = Q1 ® Q2 ® K.
On pose A = Q1 ®Q2® (K, 1) p((+)) une F'((t))-algebre simple centrale de degré
8 totalement décomposable. Par [GS06, Théoréme 4.1], en posant L le corps
des fonctions de la variété de Severi-Brauer associée a ’algebre A, le noyau de
I’application

resr p(e)) : HY(F((t),Q/Z(2)) — H*(L,Q/Z(2))
est F((t))* - [A] car A est totalement décomposable. On va montrer la

Proposition 4.1.1 (Tignol). — Avec les notations ci-dessus, soit
resp(uy/r : H (F,Q/Z(2)) — H*(F((1)), Q/Z(2))

et on suppose de plus que B n’est pas déployée. Alors
ker (resL/F((t)) o reSF((t))/F) = COI‘K/F<KX : [B])

Démonstration. — Soit £ € ker (IESL/F((t)) oreSF((t))/F). Par ce qui est dit
précédemment, resp )y r(§) = X - [A] pour A € F((t))*. Comme [LamO05],

F(0)*/F((0) = {uF ()", P () |u € F*/F*"

deux cas se présentent.
Si A€ F* alors

resg((1))/F(€) = A+ [A] = A+ ([Q1] + [Q=2] + [(6,2)]) -

En appliquant 0; I'application résiduelle pour la valuation t-adique a ’égalité
précédente, on obtient [GMS03, p.19]

0 = Oi(resp((1))/r(§)) = (A, 0).

Ceci entraine I'existence de I € K* tel que A = N ,p(l). De I'autre coté, si on
applique lévaluation en t = 0 [GMSO03, p.19]

Ao(resp((t))/r(€)) =& =A- ([Q1] +[Q2]) -
Dot £ = Ng /(1) - [A] qui vit dans corg /g (K> - [B]).
Si A = pt pour p € F*, alors - [A] = (ut) - ([Q1] + [Q2]) + (ut, 6,t). Comme
(ut,0,t) = (—p, d,t), la valuation 9, donne

0 = Oi(resp(()),r(§)) = [@1] + [Q2] + (—p,0).
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Donc B =Q18Q20K ~ (—p,0)r@K et est donc déployée. Contradiction. [
Ceci entraine le

Corollaire 4.1.2. — Soit (B,719) une F-algébre simple centrale de degré 4
munie d’'une involution K/F-unitaire représentant un élément de Unit’(F).
1l existe une unique chaine d’invariants de Milnor relatifs a 7o de degré 3.

Démonstration. — En effet, si B est déployée, le résultat est évident. Sinon,
soit e3 et f3 deux invariants de Milnor relatifs & 7 de degré 3. Comme [rg] €
Unit% (F), par la Proposition 1.1.40 il existe A une F-algebre de biquaternions
telle que B = Ay ® K. En posant A = Ay ® (4,t) et L le corps des fonctions de
la variété de Severi-Brauer de Ap (), l'algebre By, est déployée donc f3 = e3
sur Unit%(L). Or, ker (ves,p) = corg,p(K* - [B]) par la Proposition 4.1.1.
En conséquence, f3 = ez mod corg,p(K* - [B]). Or, les chaines d’invariants
considérées sont a coefficients dans M7, . En particulier, les invariants e; et
f3 sont dans M}, ;o = H*(F,Q/Z(2))/corg/r(K* - [B]) et donc f3 = e3. En

R

conclusion, ““ez® est 'unique invariant de Milnor relatif de degré 3. O

4.2. Interprétation de l’invariant en termes de formes quadratiques

Soit fixée une K-algebre simple centrale B de degré 4 munie d’une involution
K/ F-unitaire 7y telle que [79] € Unit’(F). Cette section a pour but de donner
une expression concréte de 'invariant e}’ en termes de formes quadratiques.

D’apres la Proposition 1.1.40, comme U'involution K /F-unitaire 7y représente
un élément de Unit%(F), elle peut se réécrire sous la forme

(B,19) = (((ao,bo)p,can) QF ((co,do)p,can)) ® (K, ).
Soit la F-forme quadratique ¢, = (—co, —do, codo, dag, dby, —dagbo), alors
(B,70) = (Co(gr, ), can).
Remarque. — La notation ¢, est abusive car la forme dépend d’un choix de
Pécriture de (B, 7). Mais toutes les formes ¢, construites selon ce procédé

sont similaires. En effet, soit une autre forme ¢, telle que (Co(q;,),can) est
isomorphe & (B, 79). Par le [KMRT98, Théoréme 15.24], on sait que

D(B, 1), can) = Adg, = Adg, .
Ceci permet de dire que ¢, est similaire a q'T0 et donc que ¢, est bien définie
a similitude pres.

Soit I’égalité suivante

SQuad; (F) = {

Les F- formes quadratiques de dimension 6
et de discriminant § & similitude pres
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il existe une correspondance 1 — 1

[ Uit} (F) < SQuad;_ (F)
B/

ot B’ parcourt les K-algebres simples centrales de degré 4 & isomorphisme pres.
D’apres [Kar-QM], elle est définie par les applications

SQuad; (F)— ][ Unitj (F)
5
[qg] = [(Co(q), can)];

[1 Unit, (F) - Quad;, (F)
B/
[7] = [ar]-

De cette correspondance découle le résultat suivant.

Théoréme 4.2.1. — Soit L € Fieldsp, 7 une involution K, /L-unitaire sur
By, telle que [1] € Unitio (L), qo une F-forme quadratique et q une L-forme
quadratique, telle que [q] € Quadz0 (L), telles que (Co(qo),can) = (B,7) et
(Co(q),can) = (Br, 7). Alors il existe x € L tel que [C(q)] = [C(qo)r] + (6, )

dans Br(L). De plus, la transformation naturelle suivante
@l : Unit] — Mp ,

définie par Qe (1) = .e3({x)qo, —q) est un invariant relatif a 7o qui compléte
la chaine d’invariants cohomologiques relatifs de degré 3.

Démonstration. — Sans perdre de généralité, on peut supposer L = F. Les
classes des involutions 7 et 79 ayant un second invariant trivial, on pose a, b,
¢, d, ag, by, co et dy des éléments de F' tels que

(B,7) = ((a,b)p,can) ® ((¢,d)r, can) @ (K, )
et (B,79) = ((ag,bo)r,can) ® ((co,do)F,can) @ (K,¢).

Soit ¢ = (—a,—b,ab,dc,dd,—dcd) et qo = {(—ag, —bo, agbo,dco, ddy, —dcodp),
alors (B, 7) = (Co(q),can) et gB,TQ) = (Co(qo), can). Comme Cy(q) ~ Co(qo)
et disc(q) = dise(qo) = 6 - F*", on a K = F(y/disc(q)) et C(¢)x = C(q0)k-
D’ot C(q) ~ C(qo) ® (disc(q), x)  pour un certain x dans F. Comme disc(q) =
disc(go), on a [C(q)] + [C(q0)] = [C(q — qo)] dans Br(F') par [LamO05, (3.13) et
(3.16)] et

[(0,2)F] = [C(q — qo0)] = ce2(q — qo) € HQ(F, p2)-
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De lautre c6té [LamO05, (3.13) et (3.16)], on sait que C({z)q) et (disc(q), z)r
(= (0, z)F) sont Brauer-équivalents, donc

ce2((x)q — qo) =ce2((x)q — ¢+ q — qo)
=ce2(—(2)q + q) + ce2(q — qo)
=[C((xha)] + [(0,2) F]
=[(d,z)r] + [(6,2)F]
=0 € H*(F, p).

Lemme 4.2.2. — La valeur de ce3((x)q — qo) est indépendante du choix de x

tel que [C(q)] = [C(qo)L] + (6, ).

Démonstration. — Par fonctorialité, il est suffisant de le faire pour L = F. Soit
x’ tel que ce2({2’)q — qo) = 0. Comme [{(x)q — (z')q] est dans QuadiQVF(F), il
est possible de calculer .es({x)q — (z')q). D’olt
ce2((x)g — (2)q) =ce2((x)q — g0 + g0 — (2')q)
=ce2((2)q — q0) — ce2({2')q — q0)
=0.
Ceci entraine [(z')q — (z)q] € Quad?Q,F(F). De lautre coté,

ce2((z)q — (2')q) =[C((xz")q)] = [(x2’, 6)F].

Donc [(z2', )] € Quadi’F(F). Par [LamO05, Hauptsatz 1.5], la forme quadra-
tique ((zz’,d)) est hyperbolique. D’ou le calcul suivant

ce3((z')q — q0) =ces((z')q — (2)q) + ces((z)q — o)
Reste alors & calculer ces3({z')q — (x)q).

ces((z')q — (2)q) =ces((zz")q)

D’ou
ce3((z')q — q0) = ces(()q — qo0) + (z2”) - [C(q)]
ot [C(q)] est telle que [C(q) k] = [B]. Sachant que (x2’,0)) =0, § = Ng/p ()
pour un certain [ € K*, on obtient
ce3((z")g — qo) = ces((x)q — qo) + (Ngr (1)) - [C(q)]
= ce3({x)q — qo) + corg/p (K™ - [B]).
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Suite de la démonstration du Théoréme 4.2.1. — Pour finir la démonstration,
il reste a vérifier si ’écriture est indépendante du choix de g et ¢o. On a
(Co(q),can) = (Co(q'),can) si et seulement si ¢ et ¢’ sont similaires. Il suf-
fit donc de vérifier si

ces(()Ag — Xoqo) = ce3((xz)q — qo) + corg p (K™ - [B])

pour tout A, Ag tels que cea((z)A\g — Aogo) = 0. Or

ce3((z)Aq — Xogo) = ces3((zAXo)q — qo)

et cea({xAoA)q — qo) = 0, donc par le lemme 4.2.2
ce3({(xAo)q — qo) + COl"K/F(KX - [B]) = ces({r)q — qo) + COIVK/F(KX -[B]).

Ceci permet de conclure que I'invariant est bien défini. O

Proposition 4.2.3. — L’invariant Qegﬂ est un invariant de Milnor relatif a
To et complete la chaine d’invariants de Milnor relatifs a 79 de degré 3.

Démonstration. — Pour montrer cela, il suffit de considérer le cas ou B est
déployée. Alors 1y et 7 sont adjointes & des (K, ¢)-formes hermitiennes hg et h
représentant des éléments de Hermi x ().

En supposant premierement que 7y est 'involution hyperbolique, hg est sim-
ilaire & ((1,1)). Comme [h] € HermiK(F), h ~ {(a,b) avec a et b dans F*.
D’ou

(B,7) = Adga,py,(x0) = Adgay,(x0) @ Adgay (x0)-

Pour trouver l'algebre @y telle que (Qx,can) ® (K1) = Adyay,(k.), on va
reprendre la démonstration de la [KMRT98, Proposition 2.22].

On peut voir que adyry (k) (5 Y) = (f)ff()y) ;Etz));\—l ) Soit I'involution
symplectique canonique sur Ms(K). Elle est définie par can (IY) = (*, ).

D’ou la composition

T _ o(t) L(Z))\_l
ad, k. 0 can (7 1) = (My) Mm)xl.)

Soit alors @\ = Sym(Ms(K),ad ), (k) © can). On a
A =((9. (7 %) Q0. (5 77)) = Ao
La F-algebre de quaternions Q) est stable par 7 et est ’algebre recherchée.

Donc (B,7) = ((a,0)p,can) ® ((b,d)r,can) ® (K,t). Les deux algebres
(a,0)F ® (b,0)F et (ab,0)F étant Brauer équivalentes, I'invariant vaut

Qegyp(T) = 063(<a’b> : (<_a7 _67 a57 5b7 17 _b>) - <_17 _6a 67 57 17 _1>)
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On en déduit
Qez™(r) = ces({ab) - ((a,6) — (8) - (b, ) — () + (o))
= .e3({ab, —b, —abd, bd, ab, —a, —abd, ad, —ab, abd, 1, —3))
= .e3((1,—a,—b,adb) + (—9d) - (1, —a, —b, ab))
= (8,a,b) = ce§" (h).
Dans le cas ou 1y n’est pas hyperbolique. On pose q et gp deux formes quadra-
tiques telles que (Co(qo), can) = (B, 19) et (Co(q),can) = (B, 7). A l'instar du

cas précédent, hg = ((ag, bo)) et (B, 70) = ((ag, ) r,can)®((bg, d) r, can) (K, ¢).
Comme

(a,9) ® (b,6) ® (ag,d) ® (by,d) = (abapby, ),
il s’ensuit 1’égalité souhaitée

Qei (1) = ces((abaobo) - 4 — qo)
= ce3({abaobo) - ¢ — (aobo) - () + (aobo) - {4)) — qo)
= ces({abaobo) - ¢ — (aobo) - (0))) + ces({aobo) - (J)) — qo)
= cez({ab) - ¢ — (5))) — ces({aobo) - g0 — (0)))
= A7) + %eP(r)
= cef " (h) = cef (ho) = el (n).

]

Par le Corollaire 4.1.2, I'invariant explicité ici est I'invariant déduit de I'in-
variant de Rost. Et donc on a la

Proposition 4.2.4. — Pour toute algébre simple centrale de degré 4 a invo-
lution unitaire totalement décomposable (B, 1),

R_ 10 _ Q_7o
es’ = “ei’.

Cette description de I'invariant relatif fe® permet de montrer un critere
d’isomorphisme pour toutes les involutions unitaires totalement décomposables
sur B.

Théoréme 4.2.5. — Soit B une algébre simple centrale sur K de degré 4, T
une involution K /L-unitaire telle que [r] € Unit? (L) pour un certain corps
L € Fieldsp. Alors T est conjuguée a 1o, si et seulement si fel’ (1) = 0.

Démonstration. — 11 suffit de le prouver pour L = F. Soit g et qo deux
formes de dimension 6 et de discriminant § telles que (Cy(q),can) = (B, 1)
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et (Co(qo), can) = (B, 7). L'invariant e}’ (1) vaut .e3(q — (x)qo) pour un cer-
tain x tel que ¢ — (x)qo € I*F. Si (B, 7) = ((a,b)r,can) ® ((¢,d)r, can) @ (K, ¢)
et (B,70) = ((ag, bo)r,can) & ((co,do)r,can) @ (K, ), on peut prendre
q = (—a,—=b,ab,dc,dd, —dcd)
et qo = <7CL0, 71)07 aobo, 600, 6d0, 7660d0>
Comme Rego (1) =0, il existe I € K tel que .es(q — (z)qo) = (NK/F(Z)).[A]. Or
[A] = cea({a, b)) + (c,d))

= ce2({(a, b)) + (=6)(c,d))

= ce2(q + ((9))-
D’ou

ce3(q — (x)q0) = ces((Nx/r(1))) - (a+ (6)))
= ce3((Nr/r()) - @)

Ceci permet de dire que (N, r(1))q — (x)qo € I*F. Mais la dimension de cette
forme quadratique est 12, la forme est donc hyperbolique et (Ng,p(l))q =
(x)qo [LamO05, Hauptsatz]. Les formes q et gy étant similaires, (Cy(g),can) =
(Co(qo),can) et T est conjuguée & 7g. O

4.3. Cas d’une descente orthogonale sur une algébre A

Définition 4.3.1. — Une F-algebre simple centrale a involution K/F-uni-
taire (B, T) a une descente orthogonale (resp. une descente symplectique) s’il
existe une F-algebre a involution (A,0) munie d’une involution orthogonale
o telle que 0 ® ¢ = 7 (resp. symplectique 7 telle que vy ® ¢ = 7). On dit que
Uinvolution T descend sur A.

Dans cette section, on étudie le comportement de I'invariant relatif Zel’(7)
lorsque 7 et 79, descendent sur une méme L-algebre simple centrale A.

4.3.1. Théoréme de Jacobson. — Pour obtenir une écriture particuliere
de l'invariant Reg‘), on va préciser un résultat de Jacobson.

Théoréme 4.3.2 (Jacobson). — Soit Q1, Q2, Q3 et Q4 quatre algébres de
quaternions sur F telles que Q1 ® Q2 = Q3 ® Q4. Alors il existe A dans F' tel
que

Nrdg, — Nrdg, = A(Nrdg, — Nrdg,) dans W (F').

La précision porte sur la valeur de A qui lie les deux formes quadratiques
(Witt-équivalentes & des formes de Albert). Pour cela, on va utiliser une métho-
de pour retrouver toutes les formes de Albert de A & partir d’une involution
orthogonale totalement décomposable o.
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Soit (A, 0g) une F-algebre simple centrale de degré 4 munie d’une involution
orthogonale totalement décomposable. Il existe @)1 et Q2 deux F-algebres de
quaternions telles que

(A,00) = (Q1,can) ® (Q2,can).

Avec ces notations, Skew(A, a¢) peut s’écrire QY ® 1+ 1 ® QY. Soit alors I'ap-
plication

po : Skew (A4, o) — Skew(A, o)

zR1+1Qy—2z1-1®y.
On constate que I’application
qo : Skew (A4, 09) — F*
a+ apo(a)(= po(a)a)

est une forme quadratique de dimension 6, Witt-équivalente & Nrdg, — Nrdg, .
On retrouve ainsi une forme de Albert qui ”correspond” a la décomposition de
I'involution oyg.

Soit ¢ une seconde involution orthogonale totalement décomposable sur A
et Q3 et Q4 deux F-algebres de quaternions telles que

(A,0) = (Q3,can) @ (Q4, can).

On sait qu’il existe (s, \) € Sym(A, o) x F* tel que 0 = Int(s)oog et Nrd4(s) =
A2. Le but est de montrer que ’'on peut retrouver la décomposition de o par la
seule connaissance de (s, \).

Pour cela on pose 'application linéaire suivante

P(s,n) : Skew (A, 0) — Skew(A, o)

1 -1

a— Apo(s~ a)s

qui vérifie les conditions de la
Proposition 4.3.3. — [KMRT98, Proposition 16.22] Soit (A,0) une F-al-

gebre simple centrale de degré 4 munie d’une involution orthogonale totalement
décomposable. Il existe une application linéaire

Do : Skew (A, o) — Skew(A, o)
telle que
1. aps(a) = ps(a)a € F pour tout a € Skew(A, o)
2. a € Skew(A, o) est inversible si et seulement si ap,(a) # 0.

L’application linéaire est définie de maniére unique a scalaire prés.
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En remplacant dans la construction précédente oy par o, la proposition
indique que ps (T ®@1+1®y) =pur®1-1®y) pour z € Q3, y € Q4 et
@ € F*. Or, on peut vérifier si p%s,/\) =1d. En effet, (s ta)po(s~ta) € F et

ap(s,n (@) = apo (sta)s™!

As(s™ra)po(s™?

a)s™t.

Par [KMRT98, Proposition 16.22], on a

p(sy)\)Q(a) = )\po(s_l)\po(s_la)s_l)s_l

= ANpo(s 'po(s~ta)s™)s™!
= A°Nrd(s™")o(s™) 'po(po(s™ta)) (s ) tsT!
= A2\ 2sp2(sta).

la = a. De Pautre c6té, en utilisant cette

Or, p§ = 1d, d’on p(s)\)z(a) = 85~
expression p; \) (z®1+1®y) = p(r®1—-1®y), on obtient Iégalité pfs’)\) (a) =
p?a. Ceci permet de dire que p = 1.

Pour remettre la main sur les algebres de quaternions décomposant o, on
remarque que dans la construction de pg, @)1 est 'algebre engendrée par les
éléments symétriques de pg et Qo est celle engendrée par les éléments anti-

symétriques de pg. Ainsi, on pose Q1 = QT, Q2 = Q™ et

L’algebre de quaternions engendrée par a € Skew(A4, o)

Qi =
(5,0) tels que p(,.x)(a) = a

Q. = L’algebre de quaternions engendrée par a € Skew(4, o)
(s,A) — tels que p(s x)(a) = —a .

En utilisant la définition de py lorsque l'on remplace oy par o et I'égalité
P, (r®1+1®y) = £(x®1—-1®y), on obtient I’égalité suivante d’ensembles

{QB» Q4} = {Qé’)\y Q(;,,\)} .
D’ou la
Proposition 4.3.4. — Pour toute involution orthogonale totalement décom-

posable o et o¢ sur une F-algébre A de degré 4, soit (s,\) € Sym(A, o) x F*
tel que Int(s) o og = o et Nrda(s) = A\2. Alors

(A7 U) = (Qz;’)\)’ Can) ® (Q(;‘)\), Can).

On obtient également

O - + -
Psp) Qs @T+1RQ ) = Q) ®1+10Q,,
TR1+1Qy—zR1-1Qy.
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En conséquence, poura =x® 1+ 1®y, on a

q(s,0)(a) = p(spy(a)a = Nrdg- (y) = Nrdge  (2).

(s,2)

Tout ceci permet la réécriture suivante

Proposition 4.3.5. — Soit une involution totalement décomposable g sur A
telle que (A, 0q) = (QT,can)® (Q~,can) et un couple (s, \) € Sym(A4, gg) x F*
tel que Nrd4(s) = A2, alors

A(Nrdg+ — Nrdg-) = Nrdg+  — NrdQ(f‘ .

[ES)
Démonstration. — Comme p(s x)(a) = Apo(s~ta)s™! et, pour a = 2@14+1®y,
po(s 'a)s™'a = Nrdg_(s™'y) — Nrdg+ (s~ 'z),

on obtient p(s x)(a)a = Apo(s~ta)s~'a = A(Nrdg- (s™'y) — Nrdg+ (s~'2)). De
lautre coté, pes z)(a)a = (NrdQ; N (y) — NrdQ(+w N (2)). O

4.3.2. L’homorphisme de connexion 0 : H'(F,0"(A,00)) — H?(F, u2)
pour deg(A) = 4, disc(og) = 1. — En gardant les notations de la section
4.3.1, on sait [Ta095, Théoreme 4.12] que C(A,09) ~ Q1 X Q2 et g est hy-
perbolique si et seulement si Q1 ou Q2 est déployée.

Pour (A,0) = (Q3,can) ® (Q4,can) avec o = Int(s) o op et Nrd(s) = A2,
alors d’apres [Dej98, 3.1] et [GTWO07, Théoreme MI] on a

{0(5,1),0(s, =\ } = {[Q1 ® Q3], [Q1 ® Qu]} = {[Q2 ® Q3],[Q2 ® Q4]} .

On va préciser quel élément est J(s, A).

Proposition 4.3.6. — Soit (A,00) et (s,A) € Sym(A4,09) x F' comme ci-
dessus tels que (A, o) = (A, 00), alors

As,\) = QL © Q1 (=[5, 2 Q7).

Démonstration. — Si A est déployée, il n’y a rien & faire car [(s, \)] = [(s, —\)]
dans H(F,07 (A, 0p)). On peut donc supposer que [A] est non nulle. Comme
o et op sont conjugués, la classe de (s,)\) dans H(F,O7(A,0g)) est soit la
classe représentée par (1,—1) soit par (1,1). Par définition, p(1,1) = Apo = po
et pa1,-1) = —po. Donc Q(+1,1) =Q" = Qi et Q(+1,71) =@ =(Q2etona
I’égalité suivante d’ensembles

{8(5, )‘)7 8(37 7>‘)} = {Oa [A]}

De l'autre c6té, 'application 0 étant un morphisme d’ensemble pointé, la classe
de (1,1) est des lors envoyée sur 0 dans H?(F, ug) et la classe de (1,—1) sur
[A]. Ceci permet de conclure la démonstration. O

A présent, on va montrer cette égalité dans le cas général.
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Proposition 4.3.7. — Soit (A,00), (A,0) et (s,\) tels que Nrd(s) = A2 et
Int(s) o og = 0. Alors

0, ) = Q5 © Q"1 (=[5, 2 Q7))
Démonstration. — Par 'absurde, on suppose

(sv)‘) = [Q(;)\) ® Q+] # [Q?;’)\) ® Qﬂ

Alors ’algebre A n’est pas déployée et o n’est pas conjuguée a o par la Propo-
sition 4.3.6.

Si Q?‘S,)\) est déployée, alors QT et Q~ ne sont pas déployées, sinon o et
oo seraient toutes deux hyperboliques et donc conjuguées. Soit L un corps
de déploiement de QT, alors o et og sont conjugués sur L. Autrement dit
(s, N = | z;/\)L ® Q7] = 0. De l'autre coté, par la fonctorialité de 0,
A(s,\) = [Q@,A)L ® QF] et Qi © Q7 est déployée sur L. Or, Q" est
déployée sur L donc Q(_S,A) est déployée sur L. Comme QE; ) ost déployée
et A= Q?‘s 3 ® Q(_S A on a A déployée sur L. Donc @~ est aussi déployée sur
L.Si Q™ = QT, A est déployée, contradiction. Si Q~ est déployée, o et oo sont
conjuguées, contradiction. Donc Q(t N n’est pas déployée. Par un raisonnement
identique Q(_s, ") n’est pas déployée

Reste alors & considérer le cas ou Q(_s ) €t Q?; ») he sont pas déployées. Soit
L un corps de déploiement de Qz;,/\ﬁ par ce qui est fait au-dessus, 9(s, ) =
[(Q?—S,A) ® Q7)) De lautre coté, par fonctorialité d(s, \) = [(Q ® Q)]
Ceci entraine que Q(_s, 5 est déployée sur L. Comme Q(; N n’est pas déployée,
Q(;/\) = Qé))\). Mais alors A est déployée, contradiction. O

4.3.3. Relation entre J et el’.— Soit fixée 7 une involution K/F-unitaire
sur B telle que [1p] € Unit}(F). Il existe donc Q; et Qy deux algebres de
quaternions sur F telles que (B, 7y) = (Q1,can) ® (Q2,can) ® (K,¢). On pose
(A,00) = (Q1,can) ® (Q2,can) et soit fixé (s,\) € Sym(A4,0q) x F, Nrd(s) =
A2 € F* et o0 = Int(s) o 0g. Comme mentionné dans la Proposition 4.3.4,

(A7 U) = (Q(t,)\y Can) & (Q(;,)\)’ can)

et on note 7 'involution o ® ¢ qui, par construction, vit dans Uniti0 (F).

Par ce qui est fait précédemment, il est possible d’avoir une nouvelle écriture
de linvariant qui dépend uniquement d’une classe (s, \) représentant o dans
HI(F, O+(A, U())).

Théoréme 4.3.8. — Pour (B,7g) (resp (B, 7)) une F-algébre simple centrale
de degré 4 munie d’une involution K /F-unitaire avec une descente orthogonale
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oo (resp Int(s) o ag) sur A telle que Nrd 4(s) = A2,
e (1) = [A]- (\) +9(s, ) - (8) + corge/p (K - [B]).

Démonstration. — Si K = F x F, alors l'invariant £el°(7) = 0 car 7 et 79 sont
conjuguées. De I'autre c¢6té, Convention 1.1.33, il existe A une F-algebre simple
centrale de degré 4 telle que (B, 7) = (A x A% ¢). Comme A est de degré 4, il
existe Q1 et Q2 deux F-algebres de quaternions telles que A = Q1 ® Qs.

Soit 1,4, j; dans @, tels que 47,7 € F* et i;j; = —jii;. Alors 'application
qui envoie ;"
01 : Q1 — Q7 et pa: Q2 — Q5 ces isomorphismes. Par conséquent,

sur g, 7,7 sur j; et ji)” sur 4;5; est un isomorphisme. Soit

(p:gp1®(p22A—>A0p

est un isomorphisme. De plus, si on considére I’anti-isomorphisme trivial °P :
Qi — @7, x — z°P, application ¢;0% : Q; — Q; est une involution orthog-
onale sur @; que l'on notera o; (il suffit de vérifier cela sur les générateurs i,
Ji et 45;). Ceci permet de dire que 0 = 01 ® g3(= o) est une involution
orthogonale sur A.

On constate alors que ’application

P AXA? 5 AR (F x F)
(z,y%) = 2 ® (1,0) + ¢(y™) ® (0,1)
est un isomorphisme d’algebres. De plus
o(e(x,y)) =o(y, z)
=y © (1,0) + (z") @ (0,1)
=0 ®@(o(y) ®(0,1)) +o(x) @ (0,1)
=0 @ 1(p(y?) ®(0,1)) + 0 ®1(z ® (1,0))
=0 @ u(d(x,y*")).
Donc (B,7) = (A,0) ® (K, 1) avec o une involution orthogonale décompo-

sable. D’ou corg/p (K> -[B]) = F* -[A]. Comme (s, \)-(0) = d(s,A)- (1) =0,
la formule donne

[A] - (A) + (s, A) - (8) + cor/p (K™ - [B]) = corg/p (K™ - [B])

qui est bien trivial dans M% . et I'on a bien I'égalité souhaitée.
On se place a présent dans le cas ou K est un corps. Comme 7 et 7y descen-
dent sur la méme algebre A, alors

(@] + [Q2] + QW]+ Q] =0.

En reprenant la démonstration de la proposition 4.2.1, on constate que .ea(q —
qo) = 0 ol1 ¢ et gg sont telles que (Co(q),can) = (B, 1) et (Co(qo),can) = (B, 7o)
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et par 4.3.5,
Nrdg, — Nrdg, = A(Nrdgy ~ —Nrdg- ).

Donc
el (1) =ces(q — qo) + corge/r (K - [B])
:Ce3(Nranm - <5>NrdQ(—M) — Nrdg, + (0)Nrdg,)

+ COI'K/F(.KV>< . [B])

—ces(Nrdg: = (6)Nrdy )7<)\>(Nrd ¢ ~Nrdg- )
—NrdQ2+<5>NrdQ2)+corK/F( - [B ])

=[QF ] ) +1Qp ]+ (A) + Q2] - (8) + corgr (K™ - [B])

=[QG]- N +1Qp ] - () + Q)] - (6) +[Q2] - (8)

+ COI‘K/F(KX . [B])
AT () + (1Q7, 5, ® Qal) - (6) + correyp (K™ - [B]).
Or la Proposition 4.3.7, donne [Q(S’)\) ® Q2] = (s, \). O

Remarque. — Le résultat du Théoreme 4.3.8 peut se réécrire autrement. Le
morphisme de groupes algébriques ¢ : OT(A,0¢) — SL;1(A4) induit un mor-
phisme d’ensembles de cohomologie
HY(F,0%(A,00)) = H*(F,SL;(A)) ~ F* /Nrd 4(F*)
(s,\) = A
Soit R4 linvariant de Rost de SLj(A), on a R4 0i1(s,A) = X - [4]. D’ou
Reo (1) = Raoiy(s,\) + (0) - O(s, \) + corg (K - [B]).

D’ou les questions suivantes :

Question 1 : La formule ®el’ (1) = Raoi1(s, A) +(8) - O(s, \) + corg p (K™
[B]) est-elle vraie pour des K-algébres simples centrales B de degré 2™ ¢

Question 2 : En notant iy : H'(F,0"(A,00)) — H(F,SU(B, 7)), a-t-on
R, 0ia(s,A) = Ra0i1(s,\)+(8)-0(s, ) pour des K -algébres simples centrales
B de degré 2™ ¢

4.4. Cas d’une descente symplectique sur une algébre A

On considere a présent le cas d’une descente symplectique. Soit 7 et 79 deux
involutions K/F-unitaires fixées sur B telles que [r] et [ro] appartiennent &
Unit3B (F) et 7, o deux involutions symplectiques sur A telles que 7 descende
sur v et 7y descende sur .

On peut établir une relation via la nouvelle description de I'invariant unitaire
et la relation By = Cs. En effet, si (A4, 7) est une F-algebre de biquaternions
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munie d’une involution symplectique, il existe ¢ une forme quadratique de di-
mension 5 et de discriminant trivial telle que (Cy(q), can) = (A, ). Dans ce cas,
si g et ¢ sont deux formes quadratiques définissant (A, 7o) et (4, ) Pinvariant
relatif associé

Ay (7) = €5 (q)-
Ceci est une conséquence de I'unicité de invariant de Milnor et de [KMRT98,
Exemple 16.15 et Proposition 16.18]. Or

Proposition 4.4.1. — Si (B,7) = (A,7) ® (K,¢.) et (A,7) = (Co(q),can)
pour une forme quadratique q de dimension 5 et de discriminant trivial,

(B, 1) = (Co(q L (=6)), can).

Démonstration. — Soit {ey, ...e5} une base orthogonale de ¢ et {e], ..., e} une
base orthogonale de ¢ L —4§. On construit le morphisme d’algebres
¢ : Co(q L —6),can) — (Co(q),can) @ (K,¢)

défini par ¢(eje’;) = eje; ® 1 pour tout i, j < 5 et ¢(e]...e5) =1 ® /6. L’algebre
engendrée par ¢(eje;) pour tout 7, j < 5 est Co(g). De plus, I'image est stable
pour l'involution canonique induite par (Co(¢ L —4),can), qui coincide avec
Iinvolution sur (Cy(g),can). De Pautre c6té, l'algebre engendré par ¢(e;...eq)
est le centre de Cy(q) ® K qui vaut K, et est stable pour 'involution induite qui
coincide avec ¢. L’image de ¢ contient Cy(q)® K, c’est une surjection. Par raison
de dimension, c’est une bijection. Comme les involutions correspondent sous ¢,
on obtient un isomorphisme d’algebre a involutions, d’ou la proposition. O

Proposition 4.4.2. — Soit (B,19) une F-algébre simple centrale de degré 4
munie d’une involution K/F-unitaire telle que [ro] € Unity(F). Soit T une
involution K/ F-unitaire telle que [r] € Unith(F) et soit vy et v deus involu-

tions symplectiques sur une F-algébre simple centrale A telle que 1o descende
sur og et T descende sur o. Alors

Rego (1) = Ay () + corgyp (K - [B]).
Démonstration. — Ceci découle de
el (1) = ces(q — (6) — qo + (8)) + corgyp (K - [B])
= ce3(q — qo) + corg ) p (K™ - [B])
= Ay (7) + corg p(K - [B)).

Exemple 4.4.3. — Soit s € Sym(A,~g) tel que Int(s) o vy = v alors
Rego (r) = (Nrp,m(s)) - [A] + corg/p (K™ - [B]).






CHAPITRE 5

SUR L’INVARIANT COHOMOLOGIQUE DE DEGRE
3 POUR LES INVOLUTIONS UNITAIRES DE
DEGRE 8

Résumé. — Lorsque l'algebre B est de degré 8 et d’indice divisant 4, il
est possible de créer un invariant de Milnor absolu de degré 3 pour les invo-
lutions unitaires d’algebre discriminante triviale en considérant l'invariant de
Milnor relatif a I'involution hyperbolique. Dans la section 5.1, on montre que
cet invariant Regyp, lorsque l'involution est totalement décomposable, détecte
I’écriture de B sous la forme Dy pour D une F-algebre de biquaternions. En
se restreignant a une algebre ayant cette écriture dans la section 5.2, on en-
tame un critere de décomposabilité totale, dans le cas déployé par la Proposi-
tion 5.2.2 et pour certaines involutions dans le cas ou I'indice de B vaut 4 par la
Proposition 5.2.3. Enfin, dans la section 5.3, on élabore une involution unitaire
d’algebre discriminante triviale, totalement décomposable ayant un invariant
de Milnor de degré 3 non trivial.

Notations

Dans ce chapitre, F' est un corps commutatif fixé de caractéristique différente
de 2, § un élément non nul de F — F? et K est 'extension quadratique de F
définie par K = F[X]/(X? — ).

On dira que (B, 7) est totalement décomposable si (B,7) = ®§=1(Qi,'yi),
ou (Q;,7:) sont des algebres de quaternions munie d’involution unitaire.

Pour toute involution symplectique 79, on notera par A, linvariant de
Milnor relatif & vy de degré 3 construit dans [BMTO03] et par A l'invariant de
Milnor de degré 3 construit dans [GPTO09].
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5.1. Condition nécessaire telle que Zeb”® = 0

Soit B une K-algebre simple centrale de degré 8 et d’indice divisant 4.
A la vue du comportement des invariants pour les involutions orthogonales
(Théoreme 4.3.4) ou symplectiques (Théoréme 1.1.30), il était naturel d’espérer
que l'invariant Regyp détecte la décomposition des involutions unitaires. Mais
ce n’est pas le cas.

Théoréme 5.1.1. — Soit (B,T) une F-algébre simple centrale de degré 8 et
d’indice divisant 4 & involution K/F-unitaire totalement décomposable. Alors
Regyp(r) = 0 si et seulement si B ~ Dk pour une certaine F-algébre de bi-

quaternions D.

Démonstration. — Soit 7 un involution K/F-unitaire totalement décompo-
sable sur B. Donc il existe (Q;, 7;) des K-algebres de quaternions munies d’une
involution K/F-unitaire pour i = 1,..,3 telles que (B,7) = ®?:1(QZ-, Ti)-
Comme toute involution K/F-unitaire sur une K-algébre de quaternions peut
s'écrire (QF', can) ® (K, 1), il existe des F-algebres de quaternions QI telles que

(B,7) = <®( f,can)) ® (K,1).

i=1
Do, en posant (A,~) = ®?:1(Qf,can), qui est une F-algebre & involution
symplectique totalement décomposable, (B,7) = (4,7) ®r (K, ).

En posant (Q},01) une F-algébre de quaternions munie d’une involution
orthogonale telle que (Q1,can) ® (K,:) = (Q},01) ® (K,.) et en appelant
(A,0) = (Q),0)®(Q2,can) ® (Q3,can), on a (B, 7) = (4’,0) ® (K, ¢). Puisque
o est décomposable, son discriminant est nul et par la [KMRT98, Proposi-
tion 10.33],

[D(B,7)] = [MA] + [(K,disco)] = 0.

L’involution 7 représente donc bien un élément de Unit® (F).

On suppose a présent que Regyp(r) = 0. Si A n’est pas a division, A ~
D ®p M3(F) pour D une algebre de biquaternions sur F et le résultat est
évident. On peut donc supposer que A est d’indice 8.

Comme Ax = B est d’indice 4, K est un sous-corps de A. Il existe dés lors
un élément u € A tel que u? = §. On sait par [KMRT98, Théoréme 4.14],
que lon peut trouver une involution symplectique v telle que yo(u) = u.
Soit l'involution K/F-unitaire 7o ® ¢ sur B. On constate que I’élément e =
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%(1 + 6724 ® V/9) est un idempotent et de plus

7(e) = 31+ 8 90(u) ©1(V5)

:%u—é*u®¢®

1
1—§u+6*u®¢®
=1l-—e

L’involution vy ® ¢ est alors hyperbolique.

Par le Corollaire 2.3.10, Bel™ (1) = A, (7) + corg/p(K* - [B]). Comme
v est totalement décomposable sur une algebre de degré 8 par construction,
A(7) = 0. De plus 2ef¥(7) = 0, on a donc A, (7) = A(y)—=A(y) = —A(7) €
corg (K> - [B]) et il existe p € K* tel que A(yo) = (Nk/r(1)) -[A].

Par la [GPTO09, Section §7], A,, = es(s«(¢)) ot ¢ est une forme d’Albert
telle que ex(p) = [CaK]| = [Ak]. La [Barl, Proposition 3.1] démontre que
es(s.(p) = (Ng,/p(p)) - [A] implique que A = (K, \)® D avec D une F-algebre
de biquaternions et B = A ~ Dg.

On montre a présent la réciproque en supposant que B ~ Dy avec D une
F-algebre de biquaternions et (B, 7) = (4,v) ®F (K, ) ol v est une involution
symplectique totalement décomposable. Alors [Ax| = [Dk] dans Bra(K) d’ou
A~ D®p (K,\) pour un certain A € F. Soit D = Q¥ ® Qf’, o1 une involution
orthogonale sur QI", 45 I'involution symplectique sur Q% et o3 une involution
orthogonale sur (K, \) telle que o3, = Idg. On pose

(A7) = (QF ,01) ®r (@5 ,72) ®F (K, \F,03),

qui devient hyperbolique (4, v9)®r (K,¢) = (B, hyp). L’involution orthogonale
o1 ®@p o3 sur QF @ (K, \)r peut se réécrire 1 ® 3 ol les y; sont des involu-
tions symplectiques sur Q;F et Q;F telles que Q1 ®p (K, \)p ~ QllF QF Q;F
L’involution symplectique g est donc v; ® 2 ® y3, son troisieme invariant est
nul. D’ou

e5" (1) =84, (7) + corre/p([B] - K*)
=A(y) — A(y) + corgp([B] - K*)
=corgp([B] - K*).

5.2. Cas ou [B] = [Dg]

On se place dans le cas ou B est Brauer-équivalent a Dy, ou D est une
F-algebre de biquaternions.
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Corollaire 5.2.1. — Soit 7 une involution K/F-unitaire totalement décom-
posable sur B, alors Regyp(T) =0

Démonstration. — Ceci est une conséquence du Théoreme 5.1.1. O

Dans le cadre choisi, on peut se poser la question suivante.

Question : Une involution unitaire T est-elle totalement décomposable si et
seulement si RefP (1) =02

Je n’ai pour le moment qu’une réponse positive partielle a cette question.

Proposition 5.2.2. — Si B est déployée, une involution K/F-unitaire T re-

présentant un élément de Unity(F) est totalement décomposable si et seule-
. R hyp

ment si "e3”P (1) = 0.

Démonstration. — La condition suffisante est ’objet du Corollaire précédent.
Reste la condition nécessaire.

Soit B déployée et une involution sur B adjointe & une forme hermitienne
h telle que [ad,] € Unith(F), autrement dit [h] € HermgﬁK(F). Comme
0= Regyp(adh) = e3(qn) et que g est de dimension 16, g;, est similaire a
4-forme de Pfister ¢. De plus, ¢, contient la sous-forme ((§)), ¢ est isotrope.
Etant une forme de Pfister, ¢k est hyperbolique et, par [Lam05, Théoreme
4.5], la partie pure de ¢ représente —4. Ceci permet de dire que ¢ est une 4-
forme de Pfister de la forme ({0, a, b, ¢)) pour a, b et ¢ dans F [Lam05, Théoréme
1.5]. Par conséquent, h ~ {(a,b, c)) et

Adp = Ad(ap,ey = Adgay ® Adey @ Adey

qui est bien totalement décomposable.

On remarque ensuite la

Proposition 5.2.3. — Soit B = My(Dk) ot D est une F-algébre de
biquaternions et indB = 4. Soit 6 une involution K/F-unitaire sur Dy
représentant un élément de Unit}, (F) et s € Sym(Dg,6). Alors l'invo-
lution ad sy (Dx,0) Sur B est totalement décomposable si et seulement si
feg (ad (o (Drc ) = 0.

Démonstration. — 1l reste & montrer la réciproque. Par la Proposition 2.2.6,
on a

Ref(Int(s) 0 0) = Regyp(adS,(DK}g)) = 0.

Par le Théoreme 4.2.5, les involutions 0 et Int(s) o § sont conjuguées et, par
un raisonnement similaire a celui de la démonstration du Théoreme 6.1.1 ou
de la démonstration de la Théoréme 3.4.1, pour un certain A € F*, I'invo-
lution ad, (p,g) = adgay ® (D,0). Etant donné que 6 représente un élément
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de Unit?b « (F), il existe deux K-algebres de quaternions munies d’involutions
K /F-unitaires (Q;, ;) telles que (Dg,0) = (Q1,71) ® (Q2,72) par la Propos-
tion 1.1.40. En conséquence

(B,7) = Ady @ (Q1,71) ® (Q2,72)

est totalement décomposable. O

Question : Le résultat est-il vrai lorsque 0 ne représente pas un élément de
Unit?, (F) ou lorsque indDg =2 ?
En attendant, voici une derniere proposition dans le cas considéré.

Proposition 5.2.4. — Soit B une K-algébre simple centrale telle que [B] =
[Dk] pour D une F-algébre de biquaternions et Tg une involution K /F-unitaire
sur B représentant un élément de Unit(F). Alors Uinvariant de Milnor relatif
a 1y de degré 3 est unique.

Remarque. — La démonstration de ce résultat est une généralisation de la
Proposition 4.1.1.

Démonstration. — Soit es et f3 deux invariants de Milnor relatifs sur Unitio.
Soit A = D ® (K,t)p(s) et L le corps des fonctions de la variété de Severi-
Brauer de la F((t))-algebre A. On constate

M i (F) =H?(F,Q/Z(2))/corg/r (K™ - [B))
=H’(F,Q/Z(2))/corgp(K* - [Dk])).
Par la Proposition 4.1.1, 'application
vesy /p : H*(F,Q/Z(2))/cory/p(K* - [Dk]) — H*(L,Q/Z(2))
est injective, ceci entraine 'injectivité de ’application
res p : My i (F) — H*(L,Q/Z(2)).

Les invariants ez et f3 étant des invariants de Milnor relatifs, ils coincident sur
tout corps déployant B et resy /g oe3 = resy p o f3. Par 'injectivité de resy /p,
on démontre e3 = f3. O

Ce résultat permet de montrer I'unicité de 'invariant de Milnor relatif de
degré 3 dans le cas considéré dans cette section. Ceci, je I’espere, permettra de
donner une nouvelle expression de I'invariant...
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5.3. Exemple d’involution unitaire totalement décomposable d’in-

. h
variant fe;” non nul

Pour la présente section, la majorité des résultats se trouve dans [Bar2,
§2.4]. Pour que le texte se suffise & lui-méme, ces résultats, de méme que leurs
démonstrations, sont donnés ici bas.

On construit un exemple d’algebre simple centrale de degré 8 munie d’une
involution unitaire totalement décomposable et de troisiéme invariant Regyp
non nul. Comme ’annonce la Proposition 5.1.1, il suffit de construire une F-
algeébre A d’indice 8 contenant K mais telle que [Ax] # [Dx] pour toute algébre
D de biquaternions sur F. Pour cela on se base sur un résultat de Tignol et de
Merkurjev.

Proposition 5.3.1. — 1l existe A une F-algébre simple centrale de degré 8
totalement décomposable, qui ne contient aucune sous algebre de quaternions
contenant K et telle que K C A.

Démonstration. — Soit A une F-algebre simple centrale de degré 8 et d’indice
8 indécomposable. Un résultat de Rowen permet de dire qu’il existe trois ex-
tensions quadratiques E; de F telles que 1 @ Eo @ F3 = E1EsFE3 C A. On pose
E;, = K. La démonstration du [Jac96, Théoreme 5.6.38] permet de dire qu’il
existe @; pour i = 1,...,4 des F-algebres de quaternions telles que My(A) =
Ql ®Q2 ®Q3 ®Q4 et que K C Q4. On pose Ao = Ql ®Q2 ®Q3 C’est une F-
algebre a division. Sinon [Ag] = [Q1@Q%] et [Ax] = [(Q1 @ Q2 ® Q3 ® Qu4) | =
[Ao.] = [(QF ® Q) k] et donc il existe p € F* tel que [A] = [Q] @ Q5 (K, p)].
Comme A et Q) ® Q) ® (K, 1) sont de méme degré et sont Brauer-équivalents,
ils sont isomorphes et I’algebre A est totalement décomposable ce qui n’est pas
le cas. Donc Ag est d’indice 8.

Comme K C A, [Ak] est d’indice 4. Ceci étant, 1’égalité [Ag, | = [Ax] assure
que Ay, est d’'indice 4 et K C Ap. S'il existe A € F'* tel que (K, A) C Ay, alorsil
existe Q) et Q) deux F-algebres de quaternions telles que Ay = Q1 RQ5LR (K, A).
Des lors, [Ag, ] = [(Q] ® Q) ] = [Ak]. Autrement dit, il existe 4 € F* tel que
[A] = [Q] ® Q) ® (K, )] et A est totalement décomposable, ce qui n’est pas le
cas. Ceci démontre que (K, A) n’est pas inclus dans Ay pour tout A € K*. O

Soit Ay = Q1 ® Q2 ® Q3 une telle algebre munie de 'involution symplectique
v =can ® can ® can et (B,7) = (Ag,7) ® (K,t). Alors on a le

Corollaire 5.3.2. — L’involution T est totalement décomposable et Regyp(T)

est non nul.

Démonstration. — Soit I'involution vy sur A telle que 79 = 79 ® ¢ soit hy-
perbolique sur B comme dans la démonstration du Théoreéme 5.1.1. Alors il
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existe s € Sym(4, o) tel que v = Int(s) ovg. Par [KMRT98, Proposition 2.9],
Nrda(s) € F** Donc 7 = Int(s®1)om et Nrdg(s®1) € F**. Ceci démontre
que [7] € Unit(F).

On suppose par 'absurde que Regyp(T) = 0. Alors l'involution vérifie les
conditions du Théoreme 5.1.1 et [B] = [Dg| pour D une F-algebre de bi-
quaternions. Ceci contredit la construction de B. O

Corollaire 5.3.3. — Soit F un corps tel que H3.(F) = 0, alors toute F-algé-
bre simple centrale de degré 8 et d’exposant 2 est totalement décomposable.

Remarque. — Ce résultat est a rapprocher du théoreme de Merkurjev qui
établit que sur un corps de dimension cohomologique au plus 2, toute algebre
a division d’exposant 2 est totalement décomposable.

Démonstration. — S’il existe A une F-algebre simple centrale de degré 8 in-
décomposable, on peut construire Ay, B et une involution K/F-unitaire 7 sur
B comme ci-dessus. Sachant que H%(F) = 0, el (r) = 0. 1l existe par
conséquent D une algebre de biquaternions sur F' telle que [B] = [Dg]. D’ou,
[Dk] = [Aok] = [Ak] et il existe A € F* tel que [D ® (K, A)] = [A]. L’algebre
A devient totalement décomposable, contradiction. O






CHAPITRE 6

ON QUADRATIC FORMS OF DIMENSION 8, WITH
CLIFFORD ALGEBRAS OF INDEX 4

Résumé. — Ce chapitre est le fruit d’un travail en collaboration avec Quégui-
ner-Mathieu et Tignol, qui a fait 'objet de la publication [MQMT09]. On y
donne un critere de décomposabilité pour les involutions orthogonales dans
la section 6.3 ainsi quune description concrete de 'algebre de Clifford d’un
transfert de forme quadratique dans la section 6.2. Enfin une démonstration
plus élémentaire, jouant sur le lien entre les formes quadratiques et les algebres
a involution via les algebres de Clifford, d’un résultat de Izhboldin et Karpenko
concernant ’écriture d’une forme quadratique de dimension 8, de discriminant
trivial et dont 'algébre de Clifford est d’indice 4 [IK0O, Théoréme 16.10], est
présentée dans la section 6.4.

Izhboldin and Karpenko proved in [IK00, Thm 16.10] that any quadratic
form of dimension 8 with trivial discriminant and Clifford algebra of index 4 is
isometric to the transfer, with respect to some quadratic étale extension, of a
quadratic form similar to a two-fold Pfister form. We give a new proof of this
result, based on a theorem of decomposability for degree 8 and index 4 algebras
with orthogonal involution.

Let W F denote the Witt ring of a field F of characteristic different from 2. As
explained in [LamO05, X.5 and XII.2], one would like to describe those quadratic
forms whose Witt class belongs to the nth power I F of the fundamental ideal
IF of WF. By the Arason-Pfister Hauptsatz, such a form is hyperbolic if it
has dimension < 2" and similar to a Pfister form if it has dimension 2. More
generally, Vishik’s Gap Theorem gives the possible dimensions of anisotropic
forms in I"F.

In addition, one may describe explicitly, for some small values of n, low
dimensional anisotropic quadratic forms in I™F. This is the case, in particular,
for n = 2, that is for even-dimensional quadratic forms with trivial discriminant.
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In dimension 6, it is well known that such a form is similar to an Albert form,
and uniquely determined up to similarity by its Clifford invariant. In dimension
8, if the index of the Clifford algebra is < 4, Izhboldin and Karpenko proved
in [IK0O, Thm 16.10] that it is isometric to the transfer, with respect to some
quadratic étale extension, of a quadratic form similar to a two-fold Pfister form.

The purpose of this paper is to give a new proof of Izhboldin and Karpenko’s
result. Our proof is in the framework of algebras with involution, and does
not use Rost’s description of 14-dimensional forms in I3F (see [IK0O, Rmk
16.11.2]). More precisely, we use triality [KMRT98, (42.3)] to translate the
question into a question on algebras of degree 8 and index 4 with orthogonal
involution. Our main tool then is a decomposability theorem (Thm. 6.1.1),
proven in § 6.3. We also use a refinement of a statement of Arason [Ara75, 4.18]
describing the even part of the Clifford algebra of a transfer (see Prop. 6.2.1
below).

6.1. Notations and statement of the theorem

Throughout the paper, we work over a base field F' of characteristic differ-
ent from 2. We refer the reader to [KMRT98] and [LamO05] for background
information on algebras with involution and on quadratic forms. However, we
depart from the notation in [LamO05] by using ((a1,...,a,)) to denote the n-
fold Pfister form ®7' (1, —a;). For any quadratic space (V, ) over F, we let
Ady be the algebra with involution (Endr(V'),ady), where ady is the adjoint
involution with respect to ¢, denoted by o4 in [KMRT98].

For any field extension L/F, we denote by GP,, (L) the set of quadratic forms
that are similar to n-fold Pfister forms. This notation extends to the quadratic
étale extension F' x F' by GP,(F x F) = GP,(F') x GP,(F). For any quadratic
form 1 over L, let C(¢)) be its full Clifford algebra, with even part Co()).
Both C(3) and Cy(%)) are endowed with a canonical involution, which is the
identity on the underlying vector space, denoted by v (see [KMRT98, p.89]).
If ) has even dimension and trivial discriminant, then its even Clifford algebra
splits as a direct product C4(¢) x C_(v), for some isomorphic central simple
algebras C4(¢) and C_(3) over F (see [LamO05, V, Thm 2.5]). Those algebras
are Brauer-equivalent to the full Clifford algebra of i) and their Brauer class
is the Clifford invariant of . Assume moreover that dim(y)) = 0 mod 4. As
explained in [KMRT98, (8.4)], the involution v then induces an involution on
each factor of Cy(v)), and one may easily check that the isomorphism between
the two factors described in the proof of [Lam05, V, Thm 2.5] preserves the
involution, so that we actually get a decomposition (Co(%), ) =~ (C4+ (), v4+) X

(C-(¥),7-), with (C1(¥), 74) = (C-(¥),7-).



6.1. NOTATIONS AND STATEMENT OF THE THEOREM 93

Let L/F be a quadratic field extension. For any quadratic form ¢ over L,
we let tr,(v)) be the transfer of 1, associated to the trace map tr : L — F,
as defined in [Lam05, VII.1.2]. This definition extends to the split étale case
L = F x F and leads to tr,(v,?’) = ¢ + ¢'. On the other hand, for any
algebra A over L, we let Ni,/p(A) be its norm, as defined in [KMRT98, §3.B].
Recall that the Brauer class of Nz, /p(A) is the corestriction of the Brauer class
of A. Moreover, if A is endowed with an involution of the first kind o, then
the tensor product o ® o restricts to an involution Ny p(0) on Np,p(A). We
use the following notation : Ny p(A,0) = (Np/p(A), Np/r(0)). In the split
étale case, we get Npyp/p((A,0),(A',0")) = (A,0)® (A", 0’) (see KMRT9S,
§15.B]).

Let (A, 0) be a degree 8 algebra with orthogonal involution. We assume that
(A, o) is totally decomposable, that is, isomorphic to a tensor product of three
quaternion algebras with involution,

(Aa U) = ®?:1(Qia Ui)'

If A is split (resp. has index 2), then (A, o) admits a decomposition as above
in which each quaternion algebra (resp. each but one) is split (see [Bec08]).
Our main result is the following theorem :

Theorem 6.1.1. — Let (A,0) be a degree 8 totally decomposable algebra with
orthogonal involution. If the index of A is < 4, then there exists A € F* and a
biquaternion algebra with orthogonal involution (D, ) such that

(A, O’) =~ (D, 0) & Ad«)\» .

The theorem readily follows from Becher’s results mentioned above if A has
index 1 or 2; it is proven in § 6.3 for algebras of index 4. For algebras of index
< 2, we may even assume that (D, ) decomposes as a tensor product of two
quaternion algebras with involution ; this is not the case anymore if A has index
4, as was shown by Sivatski [Siv05, Prop. 5].

Using triality, we easily deduce the following from Theorem 6.1.1 :

Theorem 6.1.2 (Izhboldin-Karpenko). — Let ¢ be an 8-dimensional
quadratic form over F'. The following are equivalent :

(i) ¢ has trivial discriminant and Clifford invariant of index < 4 ;

(i1) there exists a quadratic étale extension L/F and a form ¢ € GPy(L)
such that ¢ = tre(¥).

If ¢ = tr, (v) for some ¢ € GPy(L), it follows from some direct computation
made in [IKO0O, §16] that ¢ has trivial discriminant and Clifford invariant of
index < 4.
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Assume conversely that ¢ has trivial discriminant. By the Arason-Pfister
Hauptsatz, ¢ is in GP3(F) if and only if it has trivial Clifford invariant. More
generally, it is well-known that ¢ decomposes as ¢ = ((a))q for some a € F* and
some 4-dimensional quadratic form g over F' if and only if its Clifford invariant
has index < 2 (see for instance [Kne77, Ex 9.12]). Hence, in both cases, ¢
decomposes as a sum ¢ = m; + w2 of two forms 1,72 € GPy(F'). This proves
that condition (ii) holds with L = F' x F.

In section 6.4 below, we finish this proof by treating the index 4 case. This
part of the proof differs from the argument given in [IKO00]. In particular, we
do not use Rost’s description of 14-dimensional forms in I3F.

6.2. Clifford algebra of the transfer of a quadratic form

Let L/F be a quadratic field extension. By Arason [Ara75, 4.18], for any
quadratic form ¢ € GP5(L), the Clifford invariant of the transfer tr, () coin-
cides with the corestriction of the Clifford invariant of 1. In this section, we
extend this result, taking into account the algebras with involution rather than
just the Brauer classes. More precisely, we prove :

Proposition 6.2.1. — Let L = F[X]/(X?—d) be a quadratic étale extension
of F. Consider a quadratic form ¢ over L with dim(¢) = 0 mod 4 and d+(¢) =
1, so that its even Clifford algebra decomposes as

(Co(¥),7) = (C1 (), 7+) x (C-(),7-), with (C1(¥),74) = (C-(¥),7-).

For any A € L* represented by 1, the two components of the even Clifford
algebra of the transfer of 1 are both isomorphic to

(Co(tre(®))s v4) = Ad—an,,, »(\)) ONL/P(C(¥), 74).

Proof. — In the split étale case L = F' x F', the quadratic form v is a couple
(¢, ') of two quadratic forms over F with

dim(¢) = dim(¢/) =0mod 4 and du(¢) =ds(¢/) =1€ F*/F* .

Pick A and )\ in F respectively represented by ¢ and ¢'; the norm
Npwp/p(AN) is AN. So the following lemma proves the proposition in
that case :

Lemma 6.2.2. — Let ¢ and ¢' be two quadratic forms over F of the same
dimension n = 0 mod 4 and trivial discriminant. For any A and N € F*,
respectively represented by ¢ and @', the components of the even Clifford algebra
of the orthogonal sum ¢ + ¢’ are isomorphic to

(Co(@+ "), 74) = Ady_any @(C1(0),14) @ (C4(d),74).
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Proof of Lemma 6.2.2. — Denote by V and V’ the underlying quadratic
spaces. The natural embeddings V < V & V' and V' — V & V' induce F-
algebra homomorphisms

C(¢) = C(¢ + ¢') and C(¢) — C(¢+ ¢).

One may easily check that the images of the even parts centralize each other,
so that we get an F-algebra homomorphism

(Co(),7) @ (Co(¢),7) = (Co(d+ ¢'),7)-

Pick orthogonal bases (e1,...,e,) of (V,¢) and (e},...,el) of (V',¢'). The
basis of Cy(¢ + ¢') consisting of products of an even number of vectors of the
set {e1,...,en,€l,..., e} as described in [LamO05, V, cor 1.9] clearly contains
the image of a basis of Cy(¢) ® Co(¢'), so that the homomorphism above is
injective. In the sequel, we will identify Co(¢) and Cy(¢’) with their images in
Co(9 + ¢').

Consider the element z = e;...e, € Co(¢). As explained in [Lam05, V,
Thm?2.2], for any v € V, one has vz = —zv € C(¢) and z generates the center
of Co(¢). Since ¢ has dimension 0 mod 4 and trivial discriminant, this element
z is y-symmetric, and multiplying e; by a scalar if necessary, we may assume
z% = 1. The two components of Co(¢) are C4(¢) = Co(¢)1E= and C_(¢) =
Co(¢)15%. Consider similarly 2’ = ¢} ... ¢}, with v(2’) = 2’ and assume 2> = 1.
The product 2z’ also has square 1 and generates the center of Co(¢ + ¢'). We
denote by e the idempotent & = H‘QZZ/, so that C1 (¢ + ¢') = Co(é + ¢')e and
C(p+¢)=Co(¢p+¢)1—e).

Let us now fix two vectors v € V and v/ € V' such that ¢(v) = X and
¢'(v') = N. Since H2v~1 = v~ 12 we have vav =1 € C_(¢) for any z € C(9).
Using this identification between the two components, we may diagonally em-
bed C4 (¢) in Co(¢) by considering x € C1(¢) — = + vrv~=! € Cy(¢). Similarly,
we may embed C;(¢') in Co(¢) by 2/ € Ci(¢) — 2/ + v'2'v'=1 € Co(¢)).
Combining those two maps with the morphism

Co(¢) @ Co(¢') — Co(d + ¢'),

and the projection

yeCo(p+¢) —yeeCi(p+¢),

we get an algebra homomorphism

Ci(d) ®Ci(d) — Ci(op+¢'),

r@a = (2 +vov (2 + vz e,

One may easily check on generators that this map is not trivial ; hence it is

injective. To conclude the proof, it only remains to identify the centralizer of

!
2 e and

the image, which by dimension count has degree 2. It clearly contains
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vv’e. Moreover, these two elements anticommute, have square € and —A\Ne, and
are respectively symmetric and skew-symmetric under . Hence they generate
a split quaternion algebra, with orthogonal involution of discriminant —A\,
which is isomorphic to Adg_xxy- O

This concludes the proof in the split étale case. Until the end of this sec-
tion, we assume L is a quadratic field extension of F, with non-trivial F-
automorphism denoted by ¢. To prove the proposition in this case, we will use
the following description of the transfer of a quadratic form and its Clifford
algebra.

Let ¥ be any quadratic form over L, defined on the vector space V. We
consider its conjugate ‘V = {*v, v € V} with the following operations ‘v; +
'vg = “(v1 +v2) and A -tv = *(1(N) - v), for any vy,v2 and v in V and A € L.
Clearly, “¢)(*v) = t(¢(v)) is a quadratic form on *V. One may easily check
from the definition given in [Lam05, VII §1] that the quadratic form tr, (1))
is nothing but the restriction of ¥ + “¥ to the F-vector space of fixed points
(V@'V)*®, where s is the switch semi-linear automorphism defined on the direct
sum V @V by s(vy + ‘ve) = va + ‘v1.

Moreover, s induces a semi-linear automorphism of order 2 of the tensor
algebra T(V @ V') which preserves the ideal generated by the elements

(v1 4 “v2) ® (v1 + ‘v2) — (P(v1) + “Y(‘v2)).

Hence, we get a semi-linear automorphism s of order 2 on the Clifford algebra
C(v 4+ ), which commutes with the canonical involution. The set of fixed
points (C(w + L’L/)))S is an F-algebra; the involution 7 restricts to an F-linear
involution which we denote by ~s. We then have :

Lemma 6.2.3. — The natural embedding (V & V) — C(¢ + “9), restricted
to (V4 *V)*, induces an isomorphism of graded algebras

(Clere(¥)).7) = ((CY + )%, 7).

Proof of Lemma 6.2.3. — The natural embedding (V @ V) — C(¢ + ")) re-
stricts to an injective map i : (V 4 “V)® — C(¢ 4+ “¢b)*, which clearly satisfies
i(w)? = (¢ +“Y)(w) for any w € (V@ ‘V)*.

By the universal property of Clifford algebras, it extends to a non-trivial algebra
homomorphism C(tr,(¢)) — C(¥ + “¢»)*, which clearly preserves the grading.

Since C(try(¢)) is simple, and both algebras have the same dimension, it is an
isomorphism. Clearly, « coincides with v, under this isomorphism. O

Hence, we want to describe one component of Co(tr, (1)) =~ (Co(v) + “9))*.
We proceed as in the split étale case. Fix an orthogonal basis eq,...e, of V
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over L such that v (e,) = A. The elements ‘eq,...,"e, are an orthogonal basis
of *V and “¢p(*e,) = ¢t(N\). We may moreover assume that z =e;...e, and *z =
ey ..."e, have square 1. Since the idempotent € = % € Co(v + 1) satisfies
s(e) = €, the semilinear automorphism s preserves each factor C4 (¢ + *¢) and
C_(¢ + *9). Hence, the components of Cy(trs (1)) are

Co(tr(¥)) = (C+ (¥ + )" x (C- (¢ + )"

Moreover, by Lemma 6.2.2, we have

Cr(+ ") ~ Ady—xnnyy @(Co(¥),7) @ (C+ ("), ),

and it remains to understand the action of the switch automorphism on this
tensor product. First, one may identify C (“¢)) with the algebra “‘C () defined
by

‘Cr() ={"z, z € CL ()},

with the operations
‘r4+ty="(r+y), ‘ay="(zy) and ‘(A\z) = t(\)‘z,

for all z,y € C4(¢) and X\ € L. Clearly, the switch automorphism acts on the
tensor product

Cr(9) @Cy("Y) = Ci(¥) ® Cy (),
by
s(x@'y) =y,
and by definition of the corestriction (see [KMRT98, 3.B]), the F-subalgebra
of fixed points is

((C+(¥),7) ® (“C4(¥),7)" = Niyr(C(¥),7)-

It remains to understand the action of the switch on the centralizer, which
is the split quaternion algebra over L generated by x = %5 and y = e, 'ene.
The element x clearly is s-symmetric, while y satisfies s(y) = —y. Let 0 be a
generator of the quadratic extension L/F, so that t(§) = —4 and § = d. Since
the switch map s is L/ F' semi-linear, we may replace y by dy which now satisfies
s(dy) = dy. Hence, the set of fixed points under s is the split quaternion algebra
over F' generated by x and &y. Since (dy)? = —dNp,p()), it is isomorphic to

Ady—any, r () O

6.3. Proof of the decomposability theorem

In this section, we finish the proof of Theorem 6.1.1. Let (4,0) =
®3_,(Qi,0;) be a product of three quaternion algebras with orthogonal
involution. We assume that A has index 4, so that it is Brauer-equivalent to a
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biquaternion division algebra D. We have to prove that (4, o) is isomorphic
to (D, 0) @ Adyy for a well chosen involution § on D and some A € F'*.

The algebra D is endowed with an orthogonal involution 7, and we may
represent

(A, 0') = (EndD(M), adh)7

for some 2-dimensional hermitian module (M, h) over (D, 7). Let us consider a
diagonalisation (a1, as) of h, and define

6 = Int(a;') o
With respect to this new involution, we get another representation
(A, 0') = (EndD(M), adh/),

where h’ is a hermitian form over (D,#) which diagonalises as h' = (1, —a)
for some f-symmetric element a € D*. The theorem now follows from the
following lemma :

Lemma 6.3.1. — The involutions 0 and ' = Int(a=') o0 of the biquaternion
algebra D are conjugate.

Indeed, assume there exists u € A* such that § = Int(u) 0 6’ o Int(u~1). We
then have 6 = Int(ua™!) o 6 o Int(u~?!) = 6 o Int(f(u)tau~!). Hence, there
exists A\ € F* such that 0(u) tau™! = A, that is @ = A0(u)u. This implies
that the hermitian form A’ = (1, —a) over (D, 0) is isometric to (1, —\). Since
A€ F*, we get (A,0) = (Endp(M),ad(;,—xy) = (D,0) ® Ad,y, and it only

remains to prove the lemma.

Proof of Lemma 6.3.1. — We want to compare the orthogonal involutions 6
and 6’ of the biquaternion algebra D. By [LT99, Prop. 2], they are conjugate if
and only if their Clifford algebras C and C’ are isomorphic as F-algebras. This
can be proven as follows.

Since (A, o) is a product of three quaternion algebras with involution, we
know from [KMRT98, (42.11)] that the discriminant of o is 1 and its Clifford
algebra has one split component.

On the other hand, the representation (A, o) = (Endp(M),ad; _qy) tells us
that (A, o) is an orthogonal sum, as in [Dej98], of (D, 0) and (D, #"). Hence its
invariants can be computed in terms of those of (D, 6) and (D, §"). By [Dej98,
Prop. 2.3.3], the discriminant of ¢ is the product of the discriminants of 6 and
0'. So 6 and #’ have the same discriminant, and we may identify the centers Z
and Z’ of their Clifford algebras in two different ways. We are in the situation
described in [LT99, p. 265], where the Clifford algebra of such an orthogonal
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sum is computed. In particular, since one component of the Clifford algebra of
(A, o) is split, it follows from [LT99, Lem 1] that

C~(C or C~'C,

depending on the chosen identification between Z and Z’. In both cases, C and
C’ are isomorphic as F-algebras, and this concludes the proof. O

6.4. A new proof of Izhboldin and Karpenko’s theorem

Let ¢ be an 8-dimensional quadratic form over F' with trivial discriminant
and Clifford invariant of index 4. We denote by (A, o) one component of its
even Clifford algebra, so that

(CO((ZS)/V) = (Aa U) X (Av 0)7

where A is an index 4 central simple algebra over F', with orthogonal involution
.

By triality [KMRT98, (42.3)], the involution ¢ has trivial discriminant and
its Clifford algebra is

C(A,0) = Ady (A, 0).

In particular, it has a split component, so that the algebra with involution
(A, o) is isomorphic to a tensor product of three quaternion algebras with
involution (see [KMRT98, (42.11)]). Hence we can apply our decomposability
theorem 6.1.1, and write (A, o) = (D, 0)®Ad .y for some biquaternion division
algebra with orthogonal involution (D, 8) and some A € F*.

Let us denote by d the discriminant of #, and let L = F[X]/(X? — d) be
the corresponding quadratic étale extension. Consider the image J of X in
L. By Tao’s computation of the Clifford algebra of a tensor product [Tao95,
Thm. 4.12], the components of C(A, o) are Brauer-equivalent to the quaternion
algebra (d, \) over F' and the tensor product (d, \) ® A. Since A has index 4, the
split component has to be (d, A), so that X is a norm of L/F, say A = N/ p(i).

Consider now the Clifford algebra of (D, 6). It is a quaternion algebra @
over L, endowed with its canonical (symplectic) involution 7. Denote by ng
the norm form of @, that is ng = (@, 8) if @ = (o, 8) . It is a 2-fold Pfister
form and for any ¢ € L*, (C4+({({)ng),v+) =~ (Q,7). Moreover, by the equiva-
lence of categories A? = Dy described in [KMRT98, (15.7)], the algebra with
involution (D, ) is canonically isomorphic to Nz /¢ (Q,7).

Hence we get that (A,0) = Np/p(Q,7) ® Ad<<_dNL/F(5#)>>. By Proposi-
tion 6.2.1, this implies that

(4,0) x (4,0) = (Co(tr(¢)),7),



100 CHAPITRE 6. ON QUADRATIC FORMS OF DIMENSION 8

where ¢ = (dp)ng. Applying again triality [KMRT98, (42.3)], we get that
the split component Ad, of the Clifford algebra of (A4, ) also is isomorphic to
Ady,, (), 50 that the quadratic forms ¢ and tr,(¢) are similar. This concludes
the proof since 1 belongs to GP5(L).

Remark. — Let ¢ and (A4,0) be as above, and let L = F[X]/(X? — d)
be a fixed quadratic étale extension of F. It follows from the proof that the
quadratic form ¢ is isometric to the transfer of a form ¢ € GP»(L) if and only
if (A,0) admits a decomposition (A,o) = Adyyy ®(D,0), with di.(0) = d. In
particular, the quadratic form ¢ is a sum of two forms similar to 2-fold Pfister
forms exactly when the algebra with involution (A, ) admits a decomposition
as (D,0) ® Adyy with 6 of discriminant 1, that is when it decomposes as
a tensor product of three quaternion algebras with involution, with one split
factor.

Such a decomposition does not always exist, as was shown by Si-
vatski [Siv05, Prop 5]. This reflects the fact that 8-dimensional quadratic
forms ¢ with trivial discriminant and Clifford algebra of index < 4 do not
always decompose as a sum of two forms similar to two-fold Pfister forms
(see [IKOO, §16] and [HT98] for explicit examples).
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