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INTRODUCTION

Au cours des deux derniéres décades, les améliorations
les plus marquantes dans l1a conception d'étages de turbine ont
€té réalis@es grdace a 1a mise au point de méthodes numériques
de plus en plus sophistiquées de résolution de 1'écoulement
méridien. Les approches actuellement tes plus répandues sont
basées sur les méthodes de courbure des lignes de courant et sur
les méthodes par différences finies ou par &léments finis.
Aucune de celles-ci ne possé&de un réel avantage sur les autres
et Ta qualité des résultats obtenus est principalement fonction
du choix des corrélations expérimentales de pertes et de défle-
xion introduites dans le modéle mathématique.

"La grande majorité de ces approches posséde un carac-
tére quasi-tridimensionnel : les paramé&tres de 1'écoulement sont
en effet déterminés alternativement dans le plan méridien et
dans le plan inter-aubes au cours d'un processus itératif. Le
résultat du calcul dans le plan méridien fournit les conditions
aux limites & appliquer pour le calcul dans le plan inter-aubes
et vice-versa. Dans le plan méridien, 1'écoulement se développe
le long d'un ensemble de canaux, empilés radialement; dans chacun
de ceux-ci, 1'écoulement est totalement indépendant de celui
qui se développe dans le canal adjacent. On comprend dés lors
aisément que cette approche ne peut pas prendre en compte les
effets aérodynamiques tridimensionnels telsque le blocage sonique,
les ondes de choc, les ph&noménes de séparation, les &coulements
de paroi et de coin, etc.

L'usage d'une approche réellement tridimensionnelle
permet de se libérer d'une partie de ces contraintes. Deux
possibilités sont offertes : le calcul d'écoulements visqueux
ou non visqueux. L'accés & la premiére possibilité est extré-
mement 1imité et le restera encore quelques années; la résolu-
tion tridimensionnelle des équations de Navier-Stokes nécessite
en effet d'énonmes moyens de calcul aussi bien au point de vue
du temps d'exécution que de la capacité en mémoire; elle est
bien entendu inabordable dans le cas d'une application indus-




trielle. En ce qui concerne la deuxiéme possibilité, on choisit
de traiter un écoulement non visqueux, mais dont le caractére
rotationnel existant dans le plan d'entrée peut éventuellement
gtre conservé au moyen d'un gradienf de pression totale imposé
au droit de ce plan.

Une approche tridimensionnelle non visqueuse est
beaucoup plus abordable du point de vue pratique et posséde des
avantages'certains. En effet, la validité des hypothéses & 1la
base des méthodes quasi-tridimensionnelies n'est pas totalement
établie; de b]us, ces hypothé&ses sont difficiles & respecter lors
de comparaisons avec des résultats de mesures effectuées en
souffierie. Contrairement & ces approches, la démarche tridi-
mensionnelle n'impose absolument aucune contrainte de symétrie
i 1'ensemblie du probléme. Elle est également pleine d'ensei-
gnements : les effets tridimensionnels en écoulements transso-
niques sont aujourd'hui encore mal compris. On connait en
effet peu de choses au sujet des ondes de choc tridimensionnel-
les et la condition d'établissement du débit critique ne semble
pas &tre clairement définie dans le cas d'une grille d'aubes
annulaire. L'approche est é&galement intéressante en ce sens
que ces phénoménes peuvent &tre &tudiés par voie théorique

EvS

plutdt qu'expérimentale.

Lors de la conception d'un étage de turbine, les cons-
tructeurs ignorent généralement dans leur démarche les influen-
ces relatives & T1'interaction de deux rangées d'aubes entre elles

(stator et rotor). Un exemple typique de cette interaction est
i'écoulement dans les derniers étages d'une turbine & vapeur;

le blocage sonique partiel existant dans le rotor en régime a
charge partielle introduit des &coulements radiaux intenses et
influence 1'écoulement dans le stator correspondant de maniére non
négligeable.

Bien que la capacité requise en mémoire d'ordinateur
et le temps de calcul total nécessaire restent fort importants,
ne permettant pas encore une utilisation intensive de cette meé-
thode tridimensionnelle de calcul, cette démarche peut &tre con-




sidérée comme la phase finale de la mise au point aérodynamique
d'un_profil d'aube ou d'un étage de turbomachine. La conception
et 1'optimisafion des différentes sections des aubages sont réa-
lisées au moyen de méthodes bidimensionnelles relativement rapi-
des; la vérification finale est effectuée gréce a 1'approche
tridimensionnelTé. Au vu des résultats obtenus, la géométrie

de certaines sections est éventuellement corrigée puis réopti-
misée au moyen de méthodes bidimensionnelles avant de refaire
une vérification globale au moyen du calcul tridimensionnel.

Ayant ainsi présenté le cadre général de notre travail
de recherche, nous allons décrire les étapes principales de
notre démarche.

Dans Te premier chapitre nous étabTirons les principes
généraux de notre travail en décrivant les différents problémes
1iés au calcul de 1'écoulement transsonique adiabatique d'un
fluide parfait non visqueux dans une turbine, un de ses étages
ou une de ses rangées d'aubes et en recherchant dans la 1itté-
rature technique différentes méthodes disponibles pour les ré-
soudre. Cette analyse nous permettra de choisir 1'approche que
nous croyons é&tre la plus apte & traiter notre probléme d'écou-
lement; nous la décrirons de maniére détaillée. Nous termine-
rons le chapitre par le rappel de quelques définitions importan-

e

tes liées & 1a notion de schéma numérique de discrétisation.

Afin d'effectuer une démarche aussi compléte que pos-
sible, nous traiterons ensuite successivement les trois points
suivants

- les &coulements unidimensionnels en tuyére convergente-diver-
gente non adaptée (Chapitre 2); '

les écoulements bidimensionnels et quasi-tridimensionnels en
grille d'aubes et en é&tage de turbine (Chapitre 3);

lTes écoulements tridimensionnels en grille d'aubes annulaire
et en étage de turbine (Chapitre 4).




La résolution d'écoulements unidimensionnels en tuy-
ére (Chapitre 2) nous perﬁettra d'établir et de développer les
différents concepts théoriques utilisés tout au Tong de ce tra-
vail. Nous étudierons la mise en équation du probléme ainsi que
Jes différentes conditions aux Timites, tant physiques que aumé-
riques, & appliquer le long des frontiéres du domaine de 1'écou-
lement afin d'obtenir un probléme bien posé. La notion de sta-
bilité mathématique d'un schéma numérique sera &tablie et une
démarche classique (analyse de von Neumann) permettant de défi-
nir les conditions d'existence de cette stabilité sera présentée.
Nous considérerons ensuite différents schémas numé&riques expli-
cites aux différences finies : nous les comparerons au point
de vue de leur stabilité, de leur vitesse de convergence asymp-
totique et de Teur précision. Pour chaque schéma, nous propo-
serons une ou plusieurs applications numériques en comparant
la solution obtenue & la solution analytique, facilement déter-
minable. Nous étudierons différentes maniéres d'augmenter la
vitesse de convergence asymptotique du processus numérique et
de diminuer le temps total de calcul : choix des conditions
initidales, influence d'un pas temporel variable et utilisation
d'une technique de raffinement du maillage. Cette dé&marche
nous permettra de choisir un schéma numérique de résolution
que nous utiliserons dans la suite de ce travail.

Les différentes conclusions qualitatives tirées de la
démarche réalisée au chapitre 2, nous permettront d'entreprendre
1'atude des écoulements bidimensionnels (Chapitre 3). L'écou-
lement dans une grille d'aubes retiendra d'abord notre atten-
tion. Aprés avoir é&tabli correctement le systéme d'équations
aux dérivées partielles & résoudre, nous &tudierons de maniére
approfondie différentes possibilités de discrétisation du de-
maine physique de 1'écoulement afin de pouvoir appliquer la
méthode des volumes finis (ou des aires finies pour les probié-
mes bidimensionnels); les éventuelles conditions de consistance
de la discrétisation devant &tre vérifiées pour chacune des sur-
faces de contrdle considérées, seront établies. Cette analyse
nous conduira a la définition de la surface &lémentaire de




contrdle que nous utiliserons dans la suite de ce travail.

Nous décrirons ensuite de maniére détaillée la mise en oeuvre
pratique du schéma numérique & viscosité corrigée dans le cas
d'une géométrie bidimensionnelle; tous les cas particuliers
(paroi impermé&able, frontiére périodique, bords d'attaque et

de fuite) seront considérés. Nous.consacrerons é§a1ement une
partie de ce chapitre au choix de la nature des différentes
conditions aux limites numériques & appliquer au droit des plans
d'entrée et de sortie de la grille d'aubes et & leur influence
sur Ta stabilité du processus de résolution. Plusieurs appli-
cations numériques seront enfin proposées : les résultats obtenus
au moyen de notre méthode seront comparés & ceux obtenus par

des mesures en soufflerie ainsi que par d'autres mé&thodes numé-
riques. Cette comparaison portera tant sur la qualité du résul-
tat final que, du moins en ce qui concerne les approches théo-

riques, sur le temps total de calcul nécessaire.

A partir de la démarche effectuée pour résoudre 1'é@cou-
lement en grille d'aubes, nous é&tudierons 1'@coulement bidimen-
sionnel dans un étage de turbine (stator + rotor). - Aprés avoir
examiné les différentes possibilités d'aborder le probléme
et eu égard aux limitations de temps de calcul dictées par le
désir de conserver un caractére industriel au programme de
calcul, nous résoudrons ce probiéme en admettant 1'hypothése
d'écoulement stationnaire dans 1'étage étudié. La méthode pro-
posée consiste a résoudre cet écoulement i partir de deux cal-
culs en grille d'aubes (grille statorique et grille rotorique)
couplés par leurs conditions aux limites. La maniére dont ce
couplage est réalis@ ainsi que sa mise en oeuvre pratique seront
décrites de maniére détaillée. L'influence des différents
paramétres numériques de ce couplage .sera également é&tudiée.
Nous considérerons ensuite deux géométries d'étages en guise
d'application numérique. La géométrie du premier d'entre eux,
dans Tequel 1'écoulement est subsonique, nous a &6té fournie
par les A.C.E.C. (Division de Gand); celle du second, dans
Tequel 1'écoulement est transsonique, provient de T1a N.A.S.A.
et nous permettra de comparer certains de nos résultats & des

mesures effectuées en soufflerije.




Nous terminerons ce troisiéme chapitre par 1'exten-
sion de la démarche’aux problémes d'écoulements quasi-fridimen-
sionnels, c'est-d-dire tenant compte de 1'existence d'une varia-
tion de 1'épaisseur du tube de courant dans la direction axiale
mais ne considérant que deux composantes de vitesse : axiale
et tangentielle. Aprés avoir apporté les modifications néces-
saires au systéme d'équations aux dérivées partielles et a la
mise en oeuvre pratique de la discrétisation, nous présenterons
deux applications numériques relatives & une aube statorique de
turbine @ gaz. Une comparaison sera effectuée avec les résul-
tats de mesures en soufflerie et ceux obtenus par une autre
méthode numérique. Nous montrerons é&galement comment la présence
de pdrois contournées modifie complétement 1'@coulement et dans
quelle mesure la démarche quasi-tridimensionnelle parvient a

en tenir compte.

Dans le quatriéme chapitre, nous présenterons la dé-
marche tridimensionneile. Le calcul en grille d'aubes annulaire
sera traité dans la premigre partie de ce chapitre. Aprés avoir
défini, dans un systéme de coordonnées cylindriques (r,e,z)
1'ensemble des &quations aux dérivées partielles a résoudre, o
nous nous attacherons aux problémes 1iés a la discrétisation
du domaine physique de 1'écoulement. Les &léments de contrdle,
nécessités par 1'application de la méthode des volumes finis,
résultent d'une généralisation a trois dimensions de 1'&lément
utilisé dans la résojution des problémes bidimensionnels. Leur
définition sera effectuée de maniére trés rigoureuse et nous
décrirons, & partir d'un simple changement de coordonnées, la
maniédre de calculer 1'aire des différentes faces et le volume
de chaque &lément. Les expressions algébriques discrétisant
le systéme d'équations aux dérivées partiellies seront également
établies pas & pas. De maniére analogue & ce qui a été fait pour
les problémes uni- et bidimensionnels, nous consacrerons une
partie de ce chapitre au choix de Ta nature des conditions aux
limites physiques et numériques & appliquer au droit des plans
d'entrée et de sortie; la maniére d'établir ces conditions et

lTeur influence sur la stabilité du processus de résolution




seront discutées. En guise d'application numérique, nous résou-
drons 1'écoulement dans le stator de la soufflerie annulaire
basse vitesse Tl de 1'Institut von Karman, et ce pour les deux
configurations géométriques de la paroi extérieure : contournée
et cylindrique. Les résultats obtenus seront comparés afin
d'é@tudier 1'effet du changement de configuration.

A ce stade de notre démarche, nous serons en posses-
sion de tous les éléments nécessaires & la réalisation de la
phase finale de notre travail.: la mise au point d'un programme
de calcul permettant de résoudre 1'écoulement tridimensionnel,
adiabatique d'un fluide parfait, non visqueux dans un étage de
turbine. Le principe du couplage, exposé pour les problémes
d'écoulements bidimensionnels en étage, sera généralisé d trois
dimensions. La démarche sera décrite de maniére détaillée.

Les temps importants de calcul qu'elle nécessite, nous améneront
& ne présenter qu'un nombre restreint d'applications numériques.




CHAPITRE 1 PRINCIPES GENERAUX

CHOIX D'UNE METHODE DE RESOLUTION

1.1 DEFINITION DU PROBLEME

1.1.1 Problémes 1iés au calcul de 1'&coulement

dans une turbomachine

L'écoulement réel existant au sein d'une turbomachine
est trés complexe. Il est par définition tridimensionnel et
instationnaire, faisant intervenir des phé&noménes visqueux tels
que couches Timites, sillages et décollements. I1 est soumis
i des gradients dans trois directions : axiale, circonférentiel-
le et radiale. La modé&lisation par voie numérique exige de ce
fait 1'établissement d'une série d'hypothéses simplificatrices
dont 1'importance est fonction du temps de calcul et de la com-
plexité des algorithmes de résolution admissibles pour cette
modélisation. Le calcul exact exige en effet la résolution des
édquations de Navier-Stokes pour une géométrie tridimensionnelle.
Considérant le niveau des vitesses atteintes dans les turbo -
machines actuelles, le nombre de Reynolds est le plus souvent’
bien supérieur & 10° dans la majeure partie de 1'écoulement.
Pour de tels nombres de Reynolds, la résolution des équations
de Navier-Stokes avec une précision raisonnable, dans le cas
d'une géométrie aussi complexe que celle d'une turbomachine,
pose encore actuellement d'é&normes problémes : elle nécessite
1'emploi d'ordinateurs dont la capacité de mémoire est de loin
supérieure & celle généralement offerte dans les centres de
calcul auxquels nous avons accés et dont la vitesse d'exécution
devrait &tre beaucoup plus rapide.

Lorsque le nombre de Reynolds est tellement élevé,
on peut envisager de considérer le fluide comme non visqueux
et 1'écoulement comme adiabatique dans la plus grande partie
du domaine &tudié : les termes de "tensions visqueuses" et de
transfert de chaleur apparaissant dans les &quations de Navier-
Stokes sont en effet plus petits, négligeables vis-a-vis des




termes convectifs (ou de flux) de ces mémes é&quations. Nous
ferons donc 1'hypothése dans ce travail que le fluide obéit &

la 10f des gaz parfaits et que les équations décrivant 1'écou-
lement sont les équations d'Euler. Dans le cas des aubages de
turbomachines, les zones viéqueuses se réduisent pratiquement
aux couches limites, sillages et décollements. Comme toute con-
vection disparait dans ces zones, le modéle proposé n'y est plus
représentatif de la réalité, Le calcul de T1'écoulement y est
effectué sé@parément par une autre méthode, puis couplé avec le

-

calcul non visqueux de la partie principale de 1'écoulement.

Jusqu'il y a peu de temps encore, la description d'un
écoulement tridimensionnel se faisait au moyen des surfaces de
courant dans les plans méridiens et inter-aubes (surfaces S1 et
S2 (Fig. 1) introduits par Wu (Réf. 1). Cette méthode permet-
tait de scinder le probléme tridimensionnel en deux problémes
bidimensionnels ou quasi-tridimensionnels (par &coulement quasi-
tridimensionnel, nous désignons un &coulement inter-aubes prenant
en compte une varjation, dans la direction axiale, de 1'épais~-
seur du tube de courant),d savoir celui de 1'écoulement relatif
8 la surface S1 (&coulement inter-aubes) et celui de 1'écoulement
relatif a la surface S2 (8coulement méridien). L'é@coulement
tridimensionnel réel étdit approché& par une succession de sur -
faces S1 & différents rayons : le couplage &tait obtenu au
travers d'un processus itératif entre les calculs de 1‘'é&coule-~
ment méridien et de 1'écoulement inter-aubes.

Comme nous le verrons plus loin, la validité des hypo-
théses 4 la base de ces méthodes quasi-tridimensionnelles n'est
cependant pas totalement &tablie; de plus, ces hypothéses sont
difficiles & respecter Tors de comparaisons avec des résultats
de mesures effectuées en soufflerie. Contrairement & cette ap-
proche qui impose notamment la limitation de considérer les
surfaces de courant dans le plan inter-aubes comme étant axi-
symétriques, la démarche tridimensionnelle que nous proposons

a

n'impose absolument aucune contrainte de symétrie & T'ensemble
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du probléme. Elle est de plus pleine d'enseignements : les ef-
fets tridimensionnels en écoulements transsoniques sont actuel-
lement encore mal compris. On connait en effet peu de choses
au sujet des ondes de choc tridimensionnelles et dans le cas
d'une grille d'aubes annulaire, la condition d'établissement du
débit critique ne semble pas étre clairement définie.

1.1.2 Problémes liés au calcul de 1'écoulement
dans un étage de turbine

L'objet de ce travail est le calcul de 1'écoulement
tridimensionnel complet dans un étage de turbine transsonique.
Le calcul aérodynamique d'un étage de turbine permet d'étudier
1'influence entre deux rangées d'aubes dont 1'une est fixe et
T'autre mobile. La géométrie du probléme, simplifiée au cas
d'un espace bidimensionnel dans un plan inter-aubes, est pré-
sentée a la figure 2. La difficulté principale du probiéme de
1'interaction entre le stator et le rotor correspondant réside
au niveau de 1'espace situé entre ces deux rangées d'aubes.
L'écoulement réel, vu par un observateur fixe par rapport au
stator, est fondamentalement instationnaire : c'est d'ailleurs
Ta raison pour laquelle la turbine fournit du travail moteur.
Le caractére instationnaire du probléme découle du fait que,
en un point fixe de 1'espace en amont du rotor, Tles valeurs des

paramétres décrivant 1'&coulement changent & chaque instant
suite au mouvement des aubes rotorigues.

La grande majorité des méthodes qui calculent 1'&cou-
Jement dans une turbomachine font cependant 1'hypothése que
1'écoulement absolu dans le stator et 1'&coulement relatif dans
Te rotor sont stationnaires. A cet effet, les conditions thermo-
dynamiques régnant en amont des deux rangées d'aubes et parti-
cuiiégrement en amont du rotor doivent étre stationnaires. Pour
pouvoir faire cette hypothése, deux possibilités sont offertes.

La premiére consiste & considérer que les positions
relatives dans 1'espace des deux rangées d'qubes sont figées
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pour toute valeur du temps. Dans ce cas, un champ de conditions
thermodynamiques non uniforme dans la direction tangentielle
peut exister en amont du rotor. L'inconvénient majeur de cette
approche est que la solution ainsi obtenue n'est valable que
pour la configuration géométrique imposée. Pouf avoir une idée
globale de 1'écoulement, i1 faudra répéter le calcul pour plu-
sieurs positions relatives du rotor par rapport au stator. Ce
processus exige un temps de calcul fort important.

La seconde hypothése que 1'on peut faire pour rendre
le probléme stationnaire est d'imposer 1'existence d'une dis-
tribution des conditions thermodynamiques uniforme ‘dans la di-
rection tangentielle en amont du rotor. Quelles que soient les
positions relatives des deux rangées d'aubes 1'une par rapport
& T'autre, celles-ci n'influencent alors pas la distribution
des paramétres décrivant 1'écoulement. I1 faut donc définir
quelque part entre les deux rangé@es d'aubes un plan fictif dans
lequel les pressions, vitesses, températures, etc. obtenues en
aval du stator sont moyennées le long du pas. Pour des raisons
facilement compréhensibles de limitation du temps de calcul,
surtout dans le cas d'une géométrie tridimensionnelle, nous
avons choisi la seconde approche.

1.1.3 Problémes 1iés au calcul
d'écoulements transsoniques

— e e e hm e e e A 4 e e — — — — — —— —

Un E&coulement tFanssonique est caractérisé par la
présence simultanée de zones ol 1'écoulement est subsonique et
de régions supersoniques. La vitesse périphérique des turboma-
chines actuelles est de plus en plus &levée pour permettre des
transferts d'énergie de plus en plus importants. Cette situa-
tion conduit les machines tournantes & opérer localement ou
totalement dans le domaine transsonique. La définition que nous
en avons donnée a un sens beaucoup plus large que celui généra-
Tement admis d'un point de vue mathématique et correspondant &
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un nombre de Mach proche de 1'unité. Un aubage transsonique
peut présenter simultanément des zones & nombre de Mach tres
faible (0.2 ... 0.3) et des zones & nombre de Mach trés gleve
(1.7 ... 1.8); des exemples typiques en sont les aubages des
derniers étages d'une grande turbine & vapeur, de turbo-souf-

=~ =

flantes a double flux ou de turbines a gaz récentes.

Dans le cas des écoulements sub- et supersoniques,
1'existence d'analogies physiques facilite 1'interprétation des

phénoménes observés (analogies rhéoélectriques, table & eau, ...).

D'autre part, 1'analogie mathématique étroite entre les équations
différentielles décrivant un &coulement subsonique (équations

de nature elliptique) et 1'équation de Laplace, de méme que celle
qui existe entre Tes &quations d'un écoulement supersonique
(équations de nature hyperbolique) et 1'équation des ondes, est
d'une aide précieuse pour le traitement numérique. De telles
analogies physiques ou mathématiques n'existent plus dans le cas
des écoulements transsoniques et la résolution des &quations Tes
décrivant (équations elliptico-hyperboliques ou hybrides) néces-
site le plus souvent une approche plus rigoureuse du point de

vue mathématique (Réf. 2).

Des corrélations expérimentales permettent d'obtenir
les performances (déflexions, pertes, ...) de "familles" d'au-
bages qu'on qualifie de subsoniques, et cela parfois méme sans
connaitre Ta forme exacte du profil é&tudié (exemples aux réfé-
rences 3 et 4). Au confraire,’dans-le cas d'écoulements trans-
soniques, nous sommes confrontés aux probl&mes 1iés & la présence
d'ondes de chog, des pertes par choc et des interactions choc -
couche Timite. La conception d’une aube est critique pour 1'ob-
tention de la performance souhaitée : des profils tout a fait
satisfaisants en régime subsonique peuvent s'avérer trés mauvais
Torsque 1'écoulement devient transsonique; 1'apparition d'ondes
de choc de forte intensité ou de décollements importants fait:
chuter Teur rendement. Nous avons donc di tenir compté de 1'exis-
tence de ces discontinuités Tors de 1'élaboration d'une méthode
de calcul : le paragraphe suivant synthétise les deux grandes
approches classiques du traitement des ondes de choc.
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1.1.3.2 Traitement des ondes de choc

Deux approches sont généralement proposées afin de
résoudre numériquement un écoulement aux alentours d'une onde
de choc (Réf. 5). Dans la premiére (méthode d'ajustement des
chocs ou "shock fitting"), on considére le choc comme une véri-
table discontinuité : le systéme d'équations aux dérivées par-
tielles décrivant 1'écoulement est appliqué de chaque cdté de
1'onde de choc et T'unicité de la solution est forcée par 1'ap-
plication d'une condition "limite" au droit de la discontinuite.
Les équations exprimant la conservation de la masse, de la quan-
tité de mouvement et de ]1'énergie sont appliquées au travers du
choc : on obtient les relations de Rankine-Hugoniot. ETlles
permettent de déterminer ‘1a valeur des inconnues de part et
d'autre de la discontinuité et, indirectement, de définir par
un processus itératif la position de cette discontinuité. Cette
méthode présente 1'avantage de permettre une excellente précision
dans Te calcul du choc. La position et la forme de 1'onde ne
sont cependant pas toujours facilement prévisibles et doivent
alors &tre déterminées itérativement. C'est la raison pour
laquelle cette approche n'est que rarement employée dans la
résolution de problémes d'écoulements en turbomachines.

Pour résoudre ces derniers problémes, on préfére uti-
liser uhe méthode dite de capture ("shock capturing”) : le choc
n'apparait plus comme une discontinuité mais comme la Timite
d'un écoulement continu. La transition s'effectue au travers
d’une structure numérique artificielle qui s'étale sur une dis-
tance finie, elle est obtenue en introduisant une viscosité
numérique importante dans les équations décrivant 1'écoulement
dans la zone autour du choc. Le systéme est alors résolu comme
si le choc n'existait pas mais ce dernier apparait spontanément
lors du calcul. La précision des résultats est par contre un
peu moins bonne, fonction du contrdle de 1'effet dissipatif in-
troduit dans le schéma numérique. L'utilisation d'une forme
conservative du systéme d'équations décrivant 1'écoulement est
indispensable (Ré&f. 6). Considérons, par exemple, 1'équation

=

de conservation de la masse, @ une dimension spatiale




Forme conservative : 22 + L (ou) =0 (1.1)
At ax

Forme quasi-linéaire: 3, B 2 (1.2)
ot ax X

A 1'état stationnaire, seule 1'équation (1.1) conduit

en régime permanent a 1la relation
pu = cte o (1.3)

c'est-a-dire, & une des relations de Rankine-Hugoniot. L'emploi
d'une représentation conservative conduit de plus d une erreur
sur ces relations et sur la position du choc qui est d'un ordre

équivalent 3 celui de la précision du schéma numérique de réso-
Tution employé.

Une derniére remarque s'impose au sujet des relations
de passage au travers d'une discontinuité. 1I1 est biem connu
que les relations de Rankine-Hugoniot sont compatibles avec
1'existence de chocs de compression et d'expansion. Ces dernjers
sont accompagnés d'une diminution d'entropiéfqui viole le deuxié-
me principe de la thermodynamique et doivent donc &tre rejetés.
Cette distinction n'apparait pas dans les équations stationnai-
res de 1'écoulement d'un fluide parfait et on peut se demander
comment un calcul d'écoulement non visqueux permettrait d'ef-
fectuer cette discrimination. Toutefois, lorsque le calcul est
basé sur une approche instationnaire naturelle, comme nous Te
proposons au paragraphe (1.3), ce probléme ne se pose pas. En
effet, les équations instationnaires d'Euler montrent qu'un
paquet d'ondes de compression tend & se regrouper pour former
une onde de choc tandis qu‘un paquet d'ondes d‘expanéion ne peut
gue se disperser.
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1.2 APERCU DES METHODES UTILISEES PROUR

LE CALCUL DE L'ECOULEMENT DANS UNE TURBOMACHINE

1.2.1 Revue de quelques méthodes classiques
de résolution en grille d'aubes

Les analyses d'écoulements en grille d'aubes ont été
développées en premier lieu pour des écoulements subsoniques dans
les années 1950-1960 : ce furent les méthodes de singularités
utilisées pour Tes écoulements potentiels incompressibles et
compressibles (Martensen, Schlichting, transformation conforme,
etc.) (Réf. 7,8), les méthodes basées sur 1'emploi de la fonc-
tion de courant (mé&thode de relaxation) (R&f. 9) et les méthodes
de courbure des lignes de courant (Réf. 10). Aucune d'elles
n'est cependant applicable de fagon générale en régime transso-
nique.

Dans le cas d'écoulements sunerspniques potentiels ou
tourbillonnaires, les équations de 1'&coulement stationnaire
(équation du potentiel ou équations d'Euler), de par leur carac-
tére hyperbolique, sont résolues par des méthodes de caractéris-
tiques ou par des techniques rapideé de différences finies (Réf,
11,12). Ces méthodes sont relativement rapides et bien au point
et 1'approche par différences finies permet un calcul relative-
ment simple et systématique.

Pour résoudre les problémes transsoniques, on dispose
principalement de trois grandes familles d'approches. La pre-
miére consiste & traiter séparément les différentes zones de
1'écoulement par des méthodes classiques, adaptées a& chaque ré-
gime. Une application concréte est proposée par Decuypere
(Réf. 13) (méthode de courbure des lignes de courant, de déve-
loppement en séries de Sauer et de caractéristiques), mais n'est

1 =

applicable qu'a des aubages supercritiques dont le canal est

bien défini. Cette approche ne convient que pour des &coule-

ments accélérés et n'est pas apte & traiter le cas d'une décé-
Tération brutale au travers d'une onde de choc par exemple.
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Une deuxié&me approche, basée sur les travaux de Murman
et Cole (R&f. 14), consiste & résoudre 1'équation du potentiel
par une technique de relaxation. Cette méthode permet de se
Tibérer de 1'ambiguTté sur la double solution, subsonique et
supersonique, obtenue lorsqu'on emploie la fonction de courant
pour résoudre un écoulement transsonique. Des discrétisations
différentes de 1'é&quation du potentiel par une technique de
différences finies sont utilisées dans les zones sub- et super-
soniques. Une application en grille d'aubes est proposée par
Dodge {R&f. 15). Elle n'est cependant applicable qu'aux &coulements
ne possédant qu'une poche supersonique; Tes résultats sont net-
tement moins bons:dans les cas ol apparaissent de larges zones
supersoniques. La méthode est Timitée aux &coulements isentro-
piques, au traitement de chocs droits et nécessite un réseau
quasi-orthogonal de pseudo-lignes de courant; de plus, elle
n'‘est pas conservative. Cependant, dans la limite de ses hypo-
théses de validité, elle est rapide et relativement précise.

La troisiéme approche consiste 3 employer une méthode
jnstationnaire ou dépendante du temps; 1'emploi d'un systéme
d'équations faisant intervenir la variable temporelle supprime
Je double caractére elliptico-hyperbolique de celui-ci pour les
édcoulements sub- et supersoniques : il demeure de nature hyper-
bolique par rapport au temps quel que soit le régime. Pour les
écoulements en grilles d'aubes, cette méthode a d'abord &té ap-
pliquée par Gopalakrishnan et Bozzola (Ré&f. 16) dans le cas d'une
discrétisation par différences finies. Elle ne fait cependant
preuve que d'une précisian relative : les flux de masse et de
quantité de mouvement ne sont pas complétement conservés, ce
qui peut avoir de larges effets aux alentours d'une frontiére
sonique. De plus, elle nécessite un changement de coordonnées,
transformant le domaine physique en un domaine numérique rectan-
gulaire. Parallélement, McDonald (Réf. 17) proposa sa méthode
des "aires finies™ dont le principa1 avantage est de ne pas
nécessiter de transformation de coordonnées mais d'appliquer
les équations de conservation sous forme intégrale & un ensemble
de petites surfaces &lémentaires discrétisant le domaine physi-
que de 1'écoulement. Cette méthode a été améliorée par Couston
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et al. (Réf, 18,19), notamment par la suppression de T'hypothése
d'écoulement isentropique, une analyse de stabilité du échéma
numérique et la prise en compte d'effets dus.a la rotation. Une
autre approche instationnaire est celle de Delaney et Kavanagh
(Réf. 20) qui, se basant sur la nature hyperbolique des équations,
proposent une méthode de caractéristiques dans le temps. Son
avantage est d'effectuer un traitement rigoureux du domaine dif-
férentiel de dépendance d'un noeud du maillage de discrétisation
ainsi qu'un traitement numérique précis des conditions aux
limites. En contrepartie, elle a Te désavantage de nécessiter
un traitement des chocs par une méthode d'ajustement : pour des
chocs de forme complexe, comme ceux rencontrés en grilles d'au-
bes ou enturbomachines, cette contrainte nous semble difficile-
ment justifiable. La derniére approche instationnaire que nous
mentionnerons est due & Essers (R&f. 21); elle est basée sur

la résolution, par la méthode des aires finies, d'un écoulement
potentiel isentropique au moyen d'équations instationnaires ar-
tificielles créées de toutes piéces et établies dans le but
d'accélérer 1'@limination des ondes de perturbation par inter-
action avec les frontiéres du domaine de 1'écoulement. Son
avantage est d'étre plus rapide que Ta plupart des autres métho-
des disponibles pour calculer un écoulement transsonique dans
une grille d'aubes de turbine mais elle n'est actuellement capa-
ble de traiter avec précision que des chocs de fafb]e intensité

du fait de son caractére isentropique.

Considérant les avantages et inconvénients des diffé-
rentes méthodes que nous venons de présenter, notre choix s'est
porté sur la méthode des aires finies (groupe des méthodes dé-
pendantes du temps) développ&e par McDonald. Nous la décrirons
de maniére détaillée dans les paragraphes 1.3.1 et 1.3.2.

1.2.2 Revue de quelques méthodes de résolution
d'écoulements tridimensionnels

La modélisation bidimensionnelle ou quasi-tridimen-
sionnelle dans un plan inter-aubes des écoulements rencontrés
en turbomachines est, dans de nombreux cas, insuffisante pour
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décrire correctement les phénoménes physiqués observés. Pour
ces méthodes, on admet en effet que les surfaces de courant
demeurent des surfaces de révolution. Leur distorsion, qui ap-
parait dans la plupart des aubes tridimensionnelles, est né&gli-
gée. Nous avons représenté schématiquement a la figure 3, une
surface de courant réelle dans un passage inter-aubes et nous
1'avons comparée a la surface de courant employée dans la méthode
de Wu. Cette hypothése sur les surfaces de courant induit deux
approximations dans Tle calcul : en premier lieu on néglige, dans
le bilan de masse, la variation circonférentielle de ]'épaisseur
du tube de courant que 1'on observe généralement prés des parois
et en second lieu, on ne tient pas compte de 1'accélération con-
vective circonférentielle provenant des vitesses normales aux
surfaces de courant choisies. Ces approximations peuvent pro-
voquer des erreurs non négligeables et nécessiter un véritable
calcul tridimensionnel. De plus, comme nous 1'avons dé&jd men-
tionné, les effets tridimensionnels en écoulements transsoniques
(ondes de choc, condition de blocage sonique, ...) sont encore
mal connus & 1'heure actuelle.

Les méthodes de résolution par singularités sont
d'abord apparues (Ré&f. 22) pour le calcul d'écoulements tridi-
mensionnels en turbomachines. Basées sur une simulation de
1'écoulement au moyen de sources et de tourbillans, elles ne
sont cependant valables que pour des écoulements incompressibles
de fluides non visqueux. Leur grosse Timitation est de devoir
résoudre des systémes de plusieurs centaines d'équations (300 &
400 typiquement). Sé basant sur la nature hyperbolique des
équations d'Euler en régime supersonique, Martinon (Réf. 23)
propose une méthode tridimensionnelle de. caractéristiques. Les
équations sont combinées de maniére & construire les relations
de compatibilité qui sont résolues par différences finies.

Cette méthode n'a &té appliquée qu'd des aubages de compresseurs;
comme elle ne permet pas le traitement d'ondes de choc, elle
n"est valable que pour des &coulements compl&tement supersoni-
ques. Si 1'on désire calculer un &coulement transsonique, il

faudra la coupler avec une autre apprache numérique. La partie
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supersonique de 1'@coulement est calculée par cette méthode des
caractéristiques, tandis que le reste du domaine doit &tre cal-
culé par 1'autre méthode.

Les méthodes actuellement les plus utilisées pour 1le
calcul d'écoulements tridimensionnels, et plus particuliérement
en régime transsonique, sont basées sur la résolution du syste-
me d'équations d'Euler écrit sous forme instationnaire.
Denton (Réf, 24,25) propose une approche instationnaire et par
"volumes finis" en généralisant les principes qu'il avait appli-
qués au cas bidimensionnel, semblables & ceux utilisés dans la
méthode proposée par McDonald, Couston; ... La méthode ne
semble cependant pas encore avoir été appliquée a& la résolution
d'écoulements fortement tridimensionnels (aubages trés vrillés
par exemple) mais est capable de traiter un é&coulement trans-
sonique. Bosman et Highton (R&f. 26) proposent un calcul tri-
dimensionnel 1imité au cas de 1'écoulement subsonique d'un
fluide non visqueux au moyen d'une approche instationnaire de
résojution des é&quations d'Euler. Afin d'éviter les difficultés
dans 1'évaluation des intégrales de surface intervenant dans
son calcul, un systéme de coordonnées cartésiennes est employé;
1'application au cas d'un rotor de turbine radiale est présen-
tée. Brochet (R&f. 27), se basant sur les travaux effectués
& 1'ONERA, propose &galement une méthode pseudo-instationnaire
pour la résolution des équations d'Euler en écoulements tri-
dimensionnels transsoniques; i1 développe également une méthode
générale de traitement des conditions aux frontiéres, basée sur
1'utilisation de relations de compatibilité.

L'approche que nous comptons appliquer fait suite aux
travaux entrepris & 1'Institut von Karman dans ce domaine (Réf.
28,29) : elle consiste en une approche instationnaire dans la
résolution par une méthode de "volumes finis" des équations
d'Euler. Elle nous semble &tre 1a maniére la plus correcte, &
ce niveau, de simuler 1'écoulement existant dans une turboma-
chine. Ses avantages et inconvénients sont décrits dans les

paragraphes suivants.
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1.2.3 Apercu des méthodes de résolution de
1'acoulement dans un étage de turbomachine

La grande majorité des méthodes utilisées pour étudier
1'écoulement. dans une turbomachine compléte (compresseur ou
turbine) ou dans un de ses é&tages, se limitent:généralement &
la considération d'une géométrie bidimensionnelle dans un plan
méridien ou dans un plan inter-aubes. Nous donnerons dans ce
paragraphe un bref aper¢u des méthodes disponibles ou des prin-
cipes généraux a leur base pour les deux grandes catégories qué
nous avons mentionnées.

Dans le groupe des méthodes effectuant 1'analyse dans
Je plan méridien de 1'écoulement dans une machine ou dans un

de ses &tages, la maniére de résoudre le probléme est basée sur
une méthode numérigue (méthode de courbure des lignes de courant,
méthodes matricielles, ...) combinée & certaines corrélations
expérimentales (Réf. 4,30,31); cet ensemble permet de définir
les triangles de, vitesses et les paramétres thermodynamiques en
amont du stator, entre stator et rotor et en aval du rotor d'une
turbine par exemple. Ces méthodes sont encore largement utili-
sées aujourd'hui. Hirsch (Réf. 32) propose une méthode de ré-
solution d'écoulement méridien dans une machine compléte par
61énments finis, sujette selon Tui & moins de problémes mathéma-
tiques que les deux méthodes numériques mentionnées ci-dessus.
La précision de la méthode est cependant encore toujours fonc-
tion du choix des corrélations de pertes. Couplée itérativement
da un calcul de grille dans 1e plan inter-aubes, elle permet de
définir un écoulement quasi-tridimensionnel dans un é&tage de
turbomachine (compresseur ou turbine). Le désavantage de la
plupart de ces méthodes est de ne pas fournir de représentation
détaillée de 1'écoulement & 1'intérieur du stator ou du rotor.
En vue de pallijer cet inconvénient, les constructeurs de turbo-
machines ont abordé le probléme de maniére différente, soit par
la résolution des équations d'Euler, soit par résolution de
1'équation instationnaire des petites perturbations.
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. Ceci nous améne a la deuxiéme grande famille de réso-
Tution d'écoulements en étage de turbomachine : celle qui con-
siste & 8tudier le probléme dans le plan inter-aubes. Pendant
une longue période, les constructeurs se sont principalement

intéressés aux forces exercées sur les aubes par suite des in-
'teractions existant entre deux ou plusieurs rangées de profils,
1'aspect dérodynamique du profil ayant a ce moment beaucoup
moins d'importance. '

Les premiéres tentatives de résolution du probléme de
T'interaction entre deux rangées d'aubes furent basé@es sur la
théorie des écoulements bidimensionnels instationnaires autour
d'ailes minces (R&éf. 33). Les principes & la base de la réso-
Tution de 1'interaction stator-rotor par la méthode des petites
perturbations furent développés par Kemp et Sears (Réf. 34),
qui généralisérent la théorie qu'ils avaient établie pour résou-.
dre 1'écouTement autour d'une aile mfnce en régimé*incompressi-
ble. Les approximations introduites dans leur modé&le sont les
suivantes : le fluide est non visqueux, 1'écoulement est bi-
dimensionnel et incompressible, 1a cambrure des profils (et
donc leur charge) est trés faible. La géométrie de 1'@tage
.considéré est présentée & la figure 4. Les équations'décrivant
un &coulement non visqueux sont.utilisées; les effets visqueux
ne sont cependant pas totalement négligés en ce sens que le
sillage des aubes est modélisé par des lignes de cisaillement.
L'hypothése principale de la démarche est la suivante :

Ttotal - T stationnaire t rt) (1.4)

()] < ITstationnaire ! (1.5)

On considére que chaque profil est soumis & un champ
de vitesses créé par son propre sillage, les tourbillons origi-
naires des aubes de la méme rangée ainsi que leur 5111agg, les
tourbillons originaires des aubes de 1'autre rangée et leur
sillage. .Cette approche conduisant & une formulation mathémas
tique trés complexe du prob1éme,f1es auteurs ont préféré 1'abor-
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der padr une m&thode itérative. On admet, en premiére approxima-
tion, que pour calculer les effets instationnaires sur une aube
statorique, soit rs(t), la seuleé contribution significative vient
de la composante stationnaire de la circulatiqh autodr des aubes
rotoriques; autrement dit, on néglige les composantes instation-
naires de la circulation autolur de tous les autres profils. Le
méme raisonnement est appliqué pour une aube rotorique & la seule
exception que 1'on considére en outre Teur passage au travers

des tourbillons de sillages issus du stator. Ce principe peut
servir de base & une méthode d‘approximations successives : la
deuxiéme approximation de rs(t) tient compte de la composante
sgationnaire F:tahonnan@ majs aussi de la premiére approximation
r°(t) et ainsi de suite. Remarquons cependant que la complexité
de la formulation mathématique croit avec le nombre d'itérations.

Connaissant la valeur de la circulation "instation-
naire", on peut calculer les forces et pressions exercées sur
1'aube : les expressions ne sont plus les mémes que dans le cas
d'un écoulement stationnaire; le théoréme de Joukowski

L = pVr : | (1.6)

n'est plus valable. La portance et Te moment sont donnés par
des expressions plus complexes qui sont généralement composées
de trois termes : - '

- un terme quasi-stationnaire, fonction de 1'état instantané de
]'écoulement et négligeant 1'influence des tourbilions du
sillage;

- un terme qui tient compte de la variation de la masse appa-
rente de 1'aube (fonction du temps);

- un terme qui tient compte des effets de sillages (fonction du
temps); celui-ci nécessite la connaissance de leur configu-
‘ration et donc de 1'histoire de 1'é&coulement.

Les deux derniéres contributions peuvent &tre expri-
mées sous la forme de fonctions spéciales (Theodorsen et Bessel).
De la valeur de la circulation on déduit le champ de vitesses
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et les forces exercées sur les aubes. Osborne (R&f. 35) a éten-
du 1la méthode de Kemp.et Sears au cas d'un é&coulement compres-
sible en régime subsonique. Des résultéts valables ont &té ob-
tenus pour des nombres de Mach allant jusqu'd 0.8. Remarquons
enfin que suite & 1'hypothése de faible cambrure des profils,

la méthode que nous venons de décrire n'est principalement ap-
plicable qu'aux &tages de compresseurs.

Au cours des derniéres années, les constructéars ont
attaché de plus en plus d'importance & 1'aspect aérodynamique
des profils utilisés dans Teurs machines. Ce fait a provoqué
le développement de la deuxiéme approche de résolution de 1'écou-
lement dans un étage de turbomachine & savoir, celle qui utilise
le systéme complet des équations d'Euler. Cette méthode est
la seule qui, pour un fluide non visqueux, permet de simuler
correctement 1'écoulement au travers d'ondes de choc ou de
Tignes de cisaillement (ou de glissement). Denton (R&f. 24)
suggére, sans entrer dans les détails, une méthode stationnaire
de résolution dans un &tage complet. Comme c'est une méthode
semblable que ﬁous avons choisi d'utiliser et d'étendre & trois
dimensions, nous la décrirons de maniére détaillée Torsque nous
entamerons de fagon concréte le calcul de cet écoulement
(Chapitres 3 et 4). Ses principes de base ont déji été éta-

blis au paragraphe 1.1.2.

Erdos et Alzner (R&f. 36) proposent une méthode de
résolution de 1'écoulement instationnaire bidimensionnel dans
un étage de turbomachine. La complexité et le temps de calcul
nécessaire rendent la méthode inapplicable & une géométrie tri-
dimensionnelle, ce qui est notre but final. Pour mémoire, cette

méthode a cependant &té décrite & 1'Annexe 1.

Considérant d'une.part toutes les approches numériques
que nous avons décrites et d'autre part les problémes de temps
de calcul et de capacité de mémoire d' ordinateur 1iés a la
résolution d'écoulements tridimensionnels, nous avons choisi de
modéliser le probléme de 1'écoulement transsonique dans un é&tage
de turbine au moyen du systéme d'équations d'Euler. Pour une
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géométrie tridimensionnelle, celles-ci sont exprimées dans un
systéme de coordonnées cylindriques (r, 8, z). L'hypothése de
base est d'admettre que 1'écoulement est stationnaire, ce qui
revient a imposer, comme nous 1'avons montré, des distributions
uniformes des grandeurs thermodynamiques de base dans la direc-
tion tangentielle en des plans fictifs situés & différentes hau-
teurs entre les aubages statoriques et rotoriques. Les équations,
écrites sous forme instationnaire, sont résolues par une appro-
che de type "volumes finis" au moyen d'une mé&thode de calcul
dépendante du temps.

1.3 EXPOSE DE LA METHODE DE RESOLUTION CHOISIE

1.3.1 Méthode de résolution par voie instationnaire

Le principe de base d'une méthode de résolution par
voie instationnaire est de considérer la solution d'un probléme
d'écoulement stationnaire comme la solution asymptotique, aprés
un temps suffisamment long de calcul, des &quations instation-
naires le décrivant, les conditions aux limites restant inva-
riables dans le temps. Ceci revient mathématjqﬁement a résoudre
un probléme de Cauchy, c'est-d-dire, & rechercher Ta solution
d'un systéme d'équations aux dérivées partielles obéissant aux
conditions aux limites suivantes

- ay temps (t=0), on se donne un champ initia],.arbitraire ou
non, des inconnues {(conditions initiales);

- pour chaque temps (t>0), la sofution doit satisfaire & certaines
conditions le long des frontiérés physiques contenant le
domaine &tudié. La nature de ces conditions est un des
facteurs primordiaux influengant la stabilité du processus
numérique de résolution.

L'interprétation physique de 1la ﬁéthpde peut s'énoncer
de la maniére suivante : on commence le calcul & partir d'une
approximation plus ou moins bonne de 1'&coulement; celle-ci est
considérée comme une perturbation relativement importante de la

solution finale. On laisse alors évoluer le processus dans le
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temps sous certaines conditions aux frontiéres jusqu'a sa stabi-
lisation. Cette stabilisation est réalisée au moment ol toutes

les ondes de perturbation créées lors du choix du champ initial

des inconnues ont quitté le domaine physique étudié.

Le grand avantage de cette approche instationnaire est
qu'elle conserve le caractére hyperbolique (que nous définirons
rigoureusement au chapitre suivant) par rapport au temps des
équations instationnaires décrivant 1'écoulement (équations
d'Euler)

at
-
2 (pV) + V(pV-V) = -Tp (1.7)
ot
3 -+ -+ +>
— (pE) + V-(pEV) = -p v-V
3t

pour les régimes subsoniques et supersoniques par opposition au
cas de ces &quations écrites sous forme stationnaire, ellipti-
ques en régime subsonique et hyperboliques en régime supersoni--
que. Comme les méthodes numériques permettant de résoudre les
systémes hyperboliques et elliptiques sont fort différentes,

le probléme doit alors étre traité en deux parties distinctes.
Dans le cas de 1'approche instationnaire, il ne faut développer
gu'un seul algorithme de résolution, quelle que soit la valeur
locale du nombre de Mach, ce qui présente un grand avantage
lorsque la position de 1a ligne sonique n'est pas connue a
priori ou lorsque cette ligne a une géométrie complexe.

Le désavantage de cette méthode est de nécessiter un
long temps de calcul avant de voir converger Ta solution, sur-
tout si 1'on désire représenter correctement le comportement
instationnaire réel de 1'écoulement. Dans ce cas, le seul
amortissement des perturbations admpissible dans le processus
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numérique est celui introduit lors de la discrétisation des équa-
tions. Si par contre on n'est intéressé que par la solution
finale, on essayera d'augmenter artificiellement le plus possible
la vitesse de convergence du processus par 1'introduction de
termes d'amortissement purement numériques. Il est important

de se rendre compte que les équations d'Euler que nous utilise-
rons dans la suite, ne contiennent en elles-mémes aucun effet
dissipatif. C'est donc uniquement la discrétisation des équa-
tions, %a nature des conditions aux frontiéres et 1'introduction
éventuelle de termes additionnels qui permettent d'amortir les
différentes perturbations présentes dans le domaine de calcul.

Nous avons mentionné au début de ce paragraphe que
1'écoulement 3 résoudre devait &tre stationnaire. Cette condi-
tion n'est cependant pas restrictive.  La démarche instationnaire
décrite ci-dessus peut en effet é&tre appliquée &galement & des
écoulements soumis & des conditions aux limites instationnaires,
périodiques par exemple (Réf. 24, 37). Des temps de calcul
beaucoup plus longs sont cependant nécessaires avant d'obtenir
une solution périodique. La possibilité de résolution de tels
problémes d'écoulements est donc fortement liée a Ta disponibi-
1ité de moyens de calcul les plus performants tant au point de
vue de capacité en mémoire que de vitesse d'exécution.

1.3.2 Résolution par la méthode des volumes finis

~

La méthode des aires finies (&tendue & des volumes
dans le cas d'une géométrie tridimensionnelld développée par
McDonald (R&f. 17) et améliorée par Couston et al. (Réf. 18 et
19) consiste en une représentation numérique des équations tran-
sitoires de conservation écrites sous forme intégrale. La por-
tion de 1'espace dans laquelle T'é&coulement est étudié est par-
tagée en une série de petits é&léments de surface (de volume)
plus ou moins réguliers qui échangent de la masse, de la quantité
de mouvement et de 1'énergie. Une formulation intégrale est
uUtilisée : comme on le verra.ci-dessous, des intégrales de ligne
(de surface) sont calculées en lieu et place d'intégrales de
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surface (de volume), ce qui permet d'@viter le calcul de termes
dérivés. Les équations sont écrites sous forme conservative,
condition nécessaire & la capture correcte des ondes de choc de
méme qu'au maintien d'une précision suffisante : de faibles
variations de débit, négligeables en-régime subsonique, peuvent
en effet influencer fortement la nature d'un Ecoulement aux

alentours d'une frontiére sonique.
Soit & résoudre 1'équation suivante

> >
B_U+v.2 = (0 (1'8)

3

(a2

que nous allons intégrer sur 1'espace et Te temps; cette équation
est représentative du systéme d'équgtions d'Euler que nous aurons
i résoudre par la suite. Nous appellerons V un des volumes é&lé-
mentaires définis ci~dessus, 8V la frontiére de ce volume et n

la normale sortante & cette frontiére. L'intégration de (1.8)
sur le volume et sur le temps fournit les résultats suivants

t+at
| (2% 4 7.Z) dt dV = 0 (1.9)
at , |
vt
teat teat
30 _ . + >
JI 39 4t dv = -j J v.3dV dt (1.10)
at
vt £

Cette derniére égalité est justifiée par le théoréme de Schwarz.
L'intégration sur 1e‘temps dans le membre de gauche et 1'appli-
cation du théoréme de la divergence au membre de droite permet-
tent d'écrire, en admettant que ¢ a une valeur uniforme dans V¥

J (6 -o ) dV = - J j 5.7 ds| dt (1.11)

) t 3V

L'emploi d'un algorithme explicite permet d'approximer le membre
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de droite de (1.11) par :

J (¢ =g ) dV = - I Ton dS| &t (1.12)

Y aV t

ou encore, puisque nous faisons 1'hypothése de la constance de ¢
dans un volume V.:

t+at t

- >
(o -0 ) V= - I Z.n dS At (1.13)
LBV "t
t+at t At (¢ 5> >
G =g - — I Zen dS (1.14)
v
v
¥ t
t+at t At
o =g + — Z (termes de transport) (1.15)
v

Cette derniére équation exprime la loi de conservation
suivante : 1'accroissement de ¢ dans V est &gal & la somme des
flux z (c'est-d-dire des flux convectifs ou transports par
convection de o) au travers de la surface 3V, frontiére de V,
Jes flux étant positifs lorsqu'ils entrent dans le volume élé-
mentaire et négatifs lorsqu'ils en sortent. Le flux sortant
d'un &1é8ment entre automatiquement dans un des éléments adja-
cents de telle mani&re qu'aucun terme de source ou de puits
n'est créé : la procédure est conservative. Remarquons égale-
ment que la démarche est explicite, nécessitant de ce fait un
minimum de place en mémoire d'ordinateur et simplifiant un peu
le travail de programmation.

L'avantage de cette représentation sous forme de vo-
lumes finis réside dans le fait que la géométrie du probleme
(des aubages de turbomachines) peut &tre représentée assez fa-

cilement contrairement 34 une méthode de différences finies qui
nécessite une transformation, devenant extrémement lourde pour
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une application tridimensionnelle, de 1'espace physique en un
domaine de calcul orthogonal. De plus, on reste trés proche de
la physique du probléme, contrairement & une méthode d'éléments
finis dont le traitement, plus élaboré, s'éloigne un peu de
celle-ci. '

1.4 DEFINITIONS IMPORTANTES LIEES A LA NOTION
DE SCHEMA NUMERIQUE DE DISCRETISATION

La discrétisation d'une é&quation est consistante lors-
que 1'erreur qu'elie induit sur la solution exacte, évaluée par
un développement en sé&rie de Taylor en un noeud du maillage,
tend vers zéro lorsque le maillage est raffiné indéfiniment.

La convergence est la propr%été de la solution numéri-
que de tendre vers la solution exacte lorsque le maillage est
raffinég indéfiniment. La consistance de la discrétisation est
bien entendu une condition nécessaire mais non suffisante de

sa convergence.

La précision de la solution numérique obtenue est
fonction de la discrétisation et du processus numérique.employés.
Elle est définie comme 1'écart entre Tla solution exacte et la
solution obtenue.

Un processus de résolution par une méthode d'évolution
dans le. temps est stable au sens de Lax et Richtmyer s'il existe
une limite & la maniére dont peut &tre amplifiée toute compo-
sante d'une approximation initiale de la solution.
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CHAPITRE 2 ECOULEMENT UNIDIMENSTONNEL DANS

UNE TUYERE CONVERGENTE-DIVERGENTE

2.1 INTRODUCTION

Dans le but de nous familiariser aux différentes tech-
niques de résolution d'un systéme d'équations aux dérivées par-
tielles par une méthode instationnaire explicite basée sur 1'ap-
proche par volumes finis, nous avons choisi comme exemple type
1'écoulement unidimensionnel et adiabatique d'un fluide parfait
non visqueux dans une tuyére convergente-divergenté.

Cette application, purement académique, présente ce-
pendant 1'avantage de pouvoir comparer les résultats obtenus
au moyen de différentes méthodes numériques avec la solution

analytique connue du problé&me de maniére 4 répondre & une pre-
miére série de questions sur les points suivants:

- la maniere de discrétiser correctement le systéme d'équations
aux dérivées partielles,

- les schémas numériques & utiliser pour résoudre le systéme
discret, leuk stabilité, la comparaison des vitesses de conver-
gence pour une précision finale du résultat demandée,

- les moyens d'augmenter la vitesse de convergence du processus
numérique, '

- les différentes conditions aux limites & appliquer sur les
frontiéres du domaine de calcul de fagon & ce que le probléme
soit posé correctement au sens d'Hadamard (la solution existe,
est unique et varie continiment avec les conditions initiales
et aux limites).

Nous décrirons également de fagon compléte dans ce
chapitre les différents concepts théoriques que nous avons 8té
amends & utiliser. C'est dans le cas unidimensionnel que cet
exposé se fait de la fagon la plus claire. L'extension & deux
et trois dimensions ne fait appel & aucun principe nouveau,
mais la mise en oeuvre est beaucoup plus lourde.
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2.2 DEFINITION DU SYSTEME D'EQUATIONS

AUX DERIVEES PARTIELLES

Les équations que nous nous proposons de résoudre soﬁt
les équations d'Euler écrites sous forme instationnaire. Elles
décrivent 1'écoulement adiabatique d'un flujde paffait non visqueux
et résument les lois de bonservation de la masse, de la quantité
de mouvement et de 1'¢énergie. Pour justifier 1'emploi de ces équa-

-

tions, on peut dire que les effets dus & 1a viscosité et & ta con-

ductivité thermique sont limités & une couche mince le long des
parois de la veine fluide et des profils. Appliquées au cas de

—

T'écoulement unidimensionnel dans une tuyédre de section A, ces équa-
tions s’'écrivent sous forme dimensionnelle de la maniére suivante

2 (pR) + X (gUA) =0 - (2.1a)

2 (FRi) + 2 [(5+;ﬁz)i] L (2.1b)

2 (pER) + X [ﬁ(5+5E)A] =0 (2.1c)

Le systéme est complété par les €quations constitutives d'un
gaz parfait :

=)
[}

oRT

e =cT > (2.2)

mi
(]
1
+
NIN
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Ta vitesse locale du son &tant égale a

a = +/yRT (2.3)

c
P

Cv

Ces équations sont adimensionnalisées par les grandeurs
thermodynamiques totales (ppy» To1 et poy) régnant a 1'entrée
de la tuyére, par sa longueur L et 1a section ﬁc mesurde au col

X=-)_£ A=:ﬂ t=—f: RTOI

L AC L
p.—.'.:_p._. p=:_L. T:.:_T_.._

Po1 Pol Toy

(2.4)
U = u a = a
RTOl RTOl

e = _e E = _E

RTo1 RTo1

Nous en déduisons le systéme adimensionnel suivant, présenté
sous forme quasi-conservative :

-
> > >
30 4 3 ggl = b(;) (2.5)
at X
oA N pAu - D
> PEX T
= A v o= 2 = dA
g pAU flo} = |(ptpu“)A b(c) P Ix
p AE ) (p+pE)Au . 0

ainsi qie les équations d'état :

.




2
p=oT . L +.%;. u (2.6)

la vitesse locale du son &tant exprimée par :

r

2= VAT - e

Le systéme d'é&quations (2.5) peut éga1emeﬁt s'écrire sous forme
quasi-linéajre (c'est-a-dire wune formulation o0 les dérivées
d'ordre le plus &levé interviennent sous forme lindaire mais

ol Tes coefficients de ces dérjvées dépendent des inconnues),
plus adéquate aux développemeénts théoriques

30 > 80 _ .

— + A{s) — = b{o) (2.8)

at 3
r . - ( 1
L - R &

3 - AG) = |5 w1 B@® = o
0 (v-1)T u (-0

Le type des é&quations décrivant un phénoméne n'est
pas -seulement une notion mathématique fondamentale; il est
également en relation profonde avec le comportement du phéno-
méne physique. Sa détermination préalable est indispensable-
au choix d'une méthode numérjque de résolution. Afin de déter-
miner le type du systéme d'équations que nous désirons résou~"
dre, nous allons nous servir de la forme quas1-11nea1re (2.8).
Remarquons que n'entrent en considération dans cette détermina-
tion que les dérivées d'ordre le plus élevé : aucune influence
ne vient donc du terme indépendant E(;), Sojent A les valeurs
propres de Ta matrice A(3).de (2.8). Si nous nous rapportons
d la classification des &quations aux dérivées partielles selon
la nature des Va]eurs.propreé'de la matrice du systéme quasi-
Tinéaire (Ré&f. 38), nous apprhnons que '
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- si tous Tles Aj sont réels et différents, le systéme est stric-
tement et complétement hyperbolique. 31 certains des Aj sont
égaux, on aura, suivant le nombre de relations caractéristiques
indépendantes, divers types de dégénérescence dont un exemple
particulier fort connu est le type paraboliques; ;

- si tous les Aj sont complexes (ce qui implique .un nombre pair
d'equations), Te systéme est du type elliptique;

- si certains Aj sont réels et d'autres complexes, le systéme
est dit hybride. .

Dans le cas du systéme (2.8), nous obtenons les valeurs propres

suivantes pour A(?)

Ay = U
Ay = U+ VYT = u + a (2.9)
)\3=U-VYT=U-a

Nous sommes donc bien en présence d'un systéme hyperbolique par
rapport au temps, quel que soit le régime de 1'écoulement
subsonique ou supersonique. Nous pouvons définir dans le plan
(x,t) tfois familles de courbes, appelées caractéristiques, de
pente Tocale '

ax _ 5. (j = 1,2,3) . (2.10)

Ces pentes représentent les vitesses de propagatioh des ondes

de perturbation présentes dans 1'espace étudié. Une des pro-
priétés essentielles des courbes caractéristiques est que le

long de celles-ci le systéme d'équations aux dérivées partielles
se raméne & une équation différentielle ordinaire appelée rela-
tion caractéristique, dont la variable indépendante est la coor-
donnée curviligne s mesurée le long de la caractéristique. Une
méthode permettant de déterminer 1'&quation de ces courbes carac-
téristiques est décrite & la référence 39 et fournit les résui-
tats suivants
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Ay = ou = -(y-1) T do 0 a7 0 (2.11)
ds ds
Ay = U+ VYT = 188 4o 4T T du g deuT dAVdE (2.12)
ds ds ds A dx ds
g = u - vyT => 1424, 4T o7 du yeuT dAydE _ 5 (5 g3
' ds ds ds A dx ds

2.3 DEFINITION DES CONDITIONS AUX LIMITES

Afin d'obtenir un probléme "bien posé" au sens
d'Hadamard, i1 faut adjoindre au systéme d'équations aux déri-
vées partielles que nous venons de définir une série de condi-
tions aux Timites. Rappelons que le caractére bien posé d'un
probléme implique les conditions suivantes

- une solution existe,

- cette solution est unique,

- toute perturbation bornée des conditions initiales et aux
frontiéres doit conduire & une perturbation bornée de 1la
solution en tout point du domaine situé a distance finie
(condition de continuité de Hadamard).

Les conditions aux frontiéres influencent le plus
souvent de fagon prépondérante la stabilité d'un calcul. Leur
effet peut &tre étudié analytiquement au moyen du théoréme de
Kreiss (R&f. 40) qui n'est pratiquement exploitable que dans des
cas trés simples car il conduit rapidement a des développements

| mathématiques trés lourds.

A 1'instant initial (t = 0), un champ initial des in-
connues doit é@tre défini. :Cette détermination donne naissance
d des ondes de perturbation qui se propagent dans le domaine
étudié. L'influence du choix de cette premiére approximation
sera décrite dans un des paragraphes suivants.
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Pour chaque temps (t>0) des conditions doivent égale-
ment étre imposées le long des frontiéres physiques de 1'espace
étudié,c'est-a-dire & 1'entrée et & Ta sortie de la tuyére.

Le long des parois, c'est bien sfr la condition d'imperméabiliteé
qui est appliquée. Ces conditions d'entrée et de sortie se
divisent en deux catégories : les conditions aux frontiéres phy-
siques ou naturelles et les conditions aux frontiéres addition-
nelles purement numériques. Les conditions aux frontiéres
physiques sont celles qu'il faut adjoindre au systéme d'équations
aux dérivees partielles pour que le probléme soit bien posé.

Afin de connaitre le nombre de conditions aux frontie-
res naturelles, nous faisons usage de la théorie des caracté-
ristiques. Les trois directions caractéristiques de notre pro-
bléme ont été données en (2.9). Si le régime de 1'écoulement
est subsonique dans le plan d'entrée (u<a), deux des caracté-
ristiques .passant par cette fronti&re ont une pente positive
(u et u+a) (Fig. 5a); 1'information qu'elles transportent vient
de 1'extdrieur du domaine étudié : i1 faut donc imposer deux
conditions aux frontiéres. Si 1'écoulement est supersonique
dans le plan d'entrée (u>a), la caractéristique 3 (Fig. 5a)
présente également une pente positive; trois conditions aux
frontiéres doivent &tre imposées. A la sortie de la tuyére, un
raisonnement analogue peut &tre tenu:: la présence de carac-
téristiques de pente négative, transportant une information
issue de 1'extérieur du domaine é&tudié, nécessite 1'imposition
d'autant de conditions aux frontiéres. Dans le cas d'une vi-
tesse de sortie subsonique (Fig. 5b) (u<a), une condition
doit &tre imposée tandis que pour un‘régime supersonique (u>a)
aucune condition aux frontidres ne doit étre spécifiée. Le
tableau suivant résume le nombre de conditions naturelles a
appliquer le long des fronti&res pour différents régimes d'écou-
lement afin que les problémes (2.5) ou (2.8) soient correcte- |
ment posés. : |
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Régime Plan d'entrée | Plan de sortie
Subsonique 2 1
Supersonique 3 0

Les considérations précédentes ne fournissent aucun renseigne-

ment sur la nature de ces conditions. Le probléme est trivial
lorsque 1'é@coulement est supersonique au droit des frontiéres

les 3 inconnues (masse volumique, vitesse, énergie) sont fixées

& 1'entrée de la tuyére tandis qu'elles restent libres dans 1le

plan de sortie. Lla vitesse de convergence (gque nous définirons
exactement plus Toin} du processus numérique de résolution est
avantagée dans cette situation : comme aucune condition n'est
imposée dans le plan de sortie, les ondes de perturbation peuvent
quitter 1ibrement 1e domaine de calcul. Ceci n'est plus le

cas pour un régime subsonique : toutes les frontiéres sont for-
cées. Elles réfléchissent les ondes de perturbation, cette
réflexion pouvant avoir un effet amortissant, neutre ou ampli-
ficateur. Essers (Ra&f. 41) a eétudié de fagon extensive T1'inter-
action entre une frontiére et une onde de perturbation : le
choix le plus favorable selon lui est de fixer la pression to-
tale et la température totale dans le plan d'entrée et d'imposer
la pression statique dans le plan de sortie;: il i‘remarque
cependant que méme pour ces conditions optimales 1'amortissement
des ondes de perturbation reste faible.

Les conditions aux l1imites physiques sont le plus
souvent en nombre insuffisant pour résoudre numériquement le
systéme d'équations proposé : il faut en effet disposer d'un
nombre d'équations égal & celui d'inconnues. I1 faut donc im-
poser en plus des conditions aux limites physiques un certain
nombre de conditions additionnelles purement numériques afin
de pouvoir déterminer algébriquement toutes les inconnues sur
la frontiére considérée. Le choix de ces conditions aura une
influence prépondérante sur: la stabilité du processus numérique
de résolution; i1 fera pour cette raison 1'objet d'un paragraphe
spécial en fin de chapitre.




- 38 -

2.4 CONDITIONS DE STABILITE

Une détermination correcte des conditions aux fron-
tiédres d'un probléme aux dérivées partielles n'est pas une con-
dition suffisante de stabilité d'un processus de résolution.

En effet, pour résoudre numériquement un systéme aux dérivées
partielles, on recherche d'abord une valeur approchée des in-
connues en une série de points, appelés noeuds, du domaine de
calcul. En chacun de ceux-ci, les équations sont approximées
par des relations algébriques : c'est la discrétisation. Les
diverses méthodes numériques se différencient par Te type de
discrétisation utilisé. Le choix d'une mauvaise discré&tisation
peut conduire 3 une divergence explosive de la solution. La
relation existant entre convergence et stabjlité est donnée

par le théoréme d'équivalence de Lax (Réf. 6)

"Pour un probléme d'évolution linéaire bien posé et
discrétisé de maniére consistante, la stabilité numérique est
la condition nécessaire et suffisante de convergence".

Autrement dit, seule 1'instabilité numérique conduit
a une divergence du processus de résolution. Bien que le théo-
réme ne s'applique en toute rigueur qu'aux problémes linéaires,
la plupart des auteurs le généralisent aux problémes non linéai-
res. C'est dans cette optique que nous allons décrire briéve-
ment les deux méthodes les plus répandues d'analyse de stabilité
d'un systéme discret.

2.4.1 Critére de stabilité de
Courant-Friedrichs-~Lewy (condition CFL)Réf. 42)

Le critére CFL est une condition nécessaire mais non
suffisante de stabilité d'une discrétisation explicite d'un
systéme hyperbolique d'équations aux dérivées partielles.
Considérons (Fig. 6) dans le plan espace-temps (X,t) Te point Q
& 1'instant (t+at) et tragons par ce point les différentes ca-
ractéristiques du systé@me hyperbolique, soient les droites a, b
et ¢. Repérons les intersections de celles-ci avec la droite
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MN joignant Tes noeuds correspondant & 1'étape temporelle précé-
dente. Les droites QA' et QC' représentent respectivement la
vitesse de propagation physique la plus élevée et la plus faible
en valeur algébrique d'une perturbation. De par les propriétés
des caractéristiques, le point Q ne peut &tre influencé physi-
quement que par la région située entre les droites QA' et QC',
appelée pour cette raison le domaine de dépendance physique.

Soit un schéma numérique de discrétisation du systéme
d'équations tel que le calcul des inconnues en Q fasse inter-
venir leur valeur aux noeuds situés entre A et C. Les pentes
QA et QC représentent alors 1a plus petite et Ta plus grande
vitesse de propagation numérique d'une perturbation; la région
située entre QA et QC est appelée domaine de dépendance numé-,
rique.

Il est facile de comprendre que la discrétisation ne
sera 'convergente, et donc stable en vertu du théoréme d'équiva-
lence, que pour autant que toute perturbation qui influence Q
physiquement 1'influence &galement mathématiquement, ou autre-
ment dit que le domaine de dépendance physique soit contenu
dans le domaine de dépendance numérique. Mathématiquement,
le critére s'exprime sous la forme suivante

|25] < &X (2.14)
max At
est la valeur propre maximale de la matrice A(3) de

ol [,
%3] pax
(2.8), c'est~d~dire la.vitesse la plus élevée de propagation
physique d'une perturbation et %% est la valeur de la vitesse de
propagation numérique, ax et At é&tant respectivement les pas

spatiaux et temporels de discrétisation.

Comme le systéme (2.8} n'est pas linéaire, ce critére
ne pourra étre appliqué que localement : il devra étre vérifié
en chaque noeud du maillage. En pratique, on utilise le pas
temporel Te plus restrictif. Pour notre probléme, le critére -
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de stabilité CFL prend la forme bien connue

At
(u+a)max Z; < 1. (2.15)

2.4.2 Analyse de stabilité de von Neumann

Ce critédre de stabilité permet d'obtenir 1a condition
nécessaire, et souvent suffisante, de stabilité interne d'un
schéma de discrétisation par différences finies, a pas spatial
uniforme, d'un systéme linédire a coefficients constants, pour
un domaine de calcul spatialement i11imité ou périodique. 11

est basé sur le développement en séries finies de Fourier
d'une solution périodique sur 1'espace du probléme discret :

L Jn X
o (x) =%z (o) e 00 w est le nombre d'onde(2'16)
w du mode de Fourier correspondant
n+l n+l Jwx ! ‘
T (x) =T (u) e (2.17)
w

$i nous introduisons ces expressions dans les équations discré-i
tisées de 1'é@coulement, nous obtenons aprés simplification des
facteurs communs

LN+l LN
4 (w) = G(ax,At.w) T (w) (2.18)

G(Ax,At,w) est appelée matrice d'amplification de Fourier et
dépend du réseau de discrétisation, du pas temporel, du pas
spatial et de 1'ensemble des nombres d'onde. L'&quation (2.18)
dtant une formule de récurrence, nous pouvons écrire la relation

+n+1
t  (w)

"

[G(Ax,At,w)]n Tl (2.19)

Appelons gj les différentes valeurs propres de G; le rayon spec-.
tral de G est défini comme suit :
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ri(at, Ax,w0) = max |g; 2.20)

- J |
J

et sa valeur maximale pour tout nombre d'onde w est égale a

Ry(At,ax) = max ry(at,AX,u) (2.21)

w

La condition nécessaire de stabilité interne de von Neumann
s'é@nonce de la facon suivante

Ri(at) < 1.+ 0(at) (2.22)

avec 0(At) demeurant une valeur finie lorsque At + 0 et
Ax = g(at) + 0.

IT est & noter (R&f. 43) que le terme 0(at) représente
la possibilité qu'a le systéme d'équations aux dérivées partiel-
les d'avoir une solution croissant exponentiellement dans le
temps, ce qui équivaut & dire que la "divergence" du calcul
peut étre due a un phénoméne physique. Nous retiendrons donc

comme condition mécessaire de stabilité
Ry(at) <1 (2.23)

On dit qu'il y a stabilité asymptotique ou stabilité marginale
selon que R;{at) < 1 ou R;(at) = 1. Si G est une matrice nor-
male (G-G = G.6G), Ta.condition est nécessaire et suffisante.
Dans T'application dde nous traitons, les coefficients de la
matrice A{o) de (2.8) ne sont pas constants et le domaine n'est
pas illimité ou pé@riodique. Le critére n'est plus que local et
n‘est ni nécessaire, ni suffisant; 7'expérience pratique montre
cependant qu'il fournit des conditions trés satisfaisantes.
Remarquons enfin que ce critére ne donne aucune information

sur 1'#nfluence qu'ont les conditions aux frontiéres sur la
stabilité du processus numérique.
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Dans une application pratique; il est impossible de
discrétiser un domaine R infiniment grand. Considérons un
intervalle R = [Xp.xyl : nous pouvons distribuer uniformément
un maillage en employant un pas spatial ax tel que

Xy=Xg
AX = N

(2.24)
N

Toute fonction disciréte satisfaisant les conditidns de pério-
dicité sur les limites de R peut étre développée sous forme d'une

combinaison linéaire de W modes de Fourier. La gamnme des -nombres
d'ondes :

= 23y v o= 21,22,23,...,+ N (2.25)
Na x 2
possibles pour ce maillage est maximisée dans ce cas par f%

(Fig. 7). Le spectre de Fourier & considérer est donc fini,
limité par les valeurs suivantes

0< o< ™ (2.26)
AX

-

conduisant & deux genres de modes

- les modes corrects : wax < 1. Ce sont les modes de longueur
d'onde beaucoup plus grande que Ax(Fig. 7), dont 1'évolution
instationnaire est calculée correctement & une faible erreur
de discrétisation prés, tendant vers zdéro lorsqu'on raffine le
maillage. I1s ne provoquent pas d'instabilités numériques et

représentent correctement la solution du probléme.

- les _modes _numériques : wAx = m. Ce sont les modes dont les
Tongueurs caractéristiques de variation sont de 1'ordre de ax
(Fig. 7).et qui provoquent les instabilités numériques. Ils
sont introduits par les équations discrétisées et leur évolu-
tion instationnaire ne peut pas étre prédite & partir des équa-
tions aux dérjvées partielles. Si. le probléme satisfait les

critéres de stabiljté, ces modes disparaitront plus rapidement
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que les modes corrects. Cette derniére proprié&té nous permet
de définir ce qui est appelé effet dissipatif d'une discréti-
sation.
Si wax € 1 et si le rapport %; est maintenu constant, on peut
montrer (Réf. 41) que les valeurs propres de la matrice d'am-
plification G sont strictement inférieures &8 1 et peuvent
s'écrire

n n+1l

9; =1 - o(ax) + 0(ax ) (2.27)

ol 0 est fonctiog.de w et %;. On dit que la discrétisation.est
dissipative au n®M® ordre. Les ondes de perturbation seront
amorties d'autant plus énergiquement que n sera faible et la
méthode numérique convergera vers une solution stationnaire.

La relation (2.27) montre enfin que dans le cas de la stabilité
marginale (9j=1)’ la discrétisation proposée n'est pas dissipa-
tive; elle est donc inacceptable car elle ne présente pas de
garanties suffisantes de sécurité vis-a-vis de 1'apparition

d'instabilités non lin&aires.

2.5 ELABORATION PRATIQUE DE LA DISCRETISATION

DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Nous allons é@tudier maintenant quelques-uns des schémas
numériques de discrétisation Tes plus employés. Les différents
résultats obtenus sont décrits et comparés du point de vue de
leur stabilité, de Teur précision et de leur vitesse de conver-
gence. Les tests numérigues sont effectués sur les tuyéres de
la figure 8. La premiére est dessinée de maniére & présenter
une variation linéaire du nombre de Mach en amont du choc aéro-
dynamique, la seconde est composée de deux parties rectilignes
(Reéf. 44). Les deux tuyéres sont discrétisées de maniére uni-
forme (ax = constante) en 46 noeuds (Tableaux 1 et 2). La
"molécule" de base est représentée a la figure 9. Les inconnues
sont calculées au noeud i, les différents flux entrant et sor-
tant sont calculés respectivement aux noeuds (i-1) et (i+l), la
pression statique régnant sur les parois de la tuyére est calculée

au noeud 1.
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La pression totale et la température totale sont don-
nées comme conditions aux limites physiques dans le plan d'entrée
tandis que la pression statique est imposée dans le plan de sor-
tie. Un grand nombre de conditions additionnelles purement nu-
mériques ont &té essayées dans les plans d'entrée et de sortie
de la tuyére. Ceci a &té fait dans le but d'obtenir la meil-
leure connaissance possible des effets de différentes sortes de
conditions ainsi que de leurs combinaisons. Ces conditions sont
généralement basées sur des principes de conservation, d'appli-
cations de schémas excentrés, 'de discrétisation des relations
caractéristiques venant de 1'intérieur du domaine de calcul,
etc. Elles feront 1'objet du paragraphe (2.10).

Les conditions initiales sont basées sur une é&volu-
tion parabolique de Ta pression le long de 1'axe de la tuyére,
les autres inconnues étant calculées au moyen des relations
caractérisant la transformation isentropique. Il est & remarquer
que ces conditions ne satisfont pas le systéme d'é&quations de
départ : les solutions transitoires n'ont donc rien de physique.
Le calcul numérique est arrété au moment ol 1'erreur de conver-
gence est inférieure & 0.2%. Nous définissons cette erreur de
convergence de 1a maniére suivante

n+l n )n+1 n n+l n
_ P35 'Oi (Du i '(Du)i pi "pi
£ = l{lax n ’ n L] n (2'28)
i=1,N { P 3 (pu)i P

Notons enfin que les différents schémas numériques sont présentés
sous forme quasi-linéaire et sous forme quasi-conservative.

Dans les applications pratiques,seule la deuxiéme forme est
employée car elle assure une capture correcte des chocs. La
premié&re forme nous permet d'étudier théoriquement les proprié-
tés du schéma numérique utilisé.
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2.6.ETUDE DE QUELQUES SCHEMAS NUMERIQUES

DE DISCRETISATION

2.6.1 Schéma d'Eiuler

La fagon la plus directe de discrétiser les systémes
(2.8) et (2.5) est probablement la suivante

forme quasi-linédaire

S+l n At - LD Y TPLUN |

O'_i = (J'_i ZT‘X- 01+17'Ui_1') + —E' (b1+1 b 1) (2'29)
forme quasi-conservative

LN+l LN At >N N At sn »N

i 7% oy P fian) + = (biggthyy) (2.30)

-~

Une discrétisation excentréy§$t appliquée a la dérivée temporelle
et une discrétisation a8 différences centrées 4 la dérivée spatiale.
Si nous appliquons 1'analyse de stabilité de von Neumann au
schéma (2.29) (en ne considérant que les termes dérivés puisque
ce sont eux qui conditionnent cette stabilité), la relation sui-
vante est obtenue entre les inconnues pour deux pas temporels
consécutifs.

n+l n
G = G(bx,At,w) O = (2.31)

o0 la matrice d'ampTification G est &gale & (I étant la matrice
unité) ‘
At

G@x,At,w) = I - iA =% sin (wAx) (2.32)
Ax

et dont les vateurs propres gJ et leur norme s'écrivent sous la
forme suivante :
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gy = 1 - iy At oin (wax) (2.33)
J AX
2 . 2 2
ER R S (A7 sin®(uax) | (2.34)
max max AX

Comme (2.34) est toujours strictement supérieur a 1, le critére
de stabilité de von Neumann n'est jamais satisfait, quelles que
soient les valeurs du triplet (w,AXx,At) : le schéma d‘Euler est
donc inconditionnellement instable. ’

2.6.2 Schéma de Lax

Une fagon simple de stabiliser le schéma d'Euler est
de remplacer le premier terme du membre de droite des expres-
sions (2.29) et (2.30) par une moyenne sur les noeuds environ-
nants. Les équations discrétes suivantes sont obtenues

forme quasi-linéaire

LN+l 3?+1+3?_1 At N At AN 4D
of 2 T AL L) (bjyp*bj.q)  (2.35)
forme quasi-conservative
1 +n ->n
n+ 0s, 1t0: n +N n n
+ _ %i+1779-1 At 3T At 7 4
oy = > oy (i Tin) — (bgatbyog) (2.36)

L'application de 1'analyse de stabilité de von Neumann aux
termes dérivés de degré le plus élevé de (2.35) conduit a la
relation suivante

Ln+l Ny '
o = G{ax,At,0) o (2.37)

La matrice d'amplification G est égale a
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G(ax,At,w) = I cos(wAx) - iA At sin{wax) (2.38)
AX

dont les valeurs propres 9 et leur norme sont données ci-aprés:

95 = cos(wax) = 1A At sin(wax) (2.39)
Joax
2 9 5 A2 ., . .
]le = cos”(waX) + Ay (=) sin®{waAX) : (2440)
max Ymax ax ,

Le critére de stabilité de von Neumann se réduit ainsi au cri-
tére CFL (2.14). Nous pouvons également rechercher la valeur
du facteur d'amplification g5 pour les modes corrects (wAx <1)

2

lg.

. 2 At 2
Jl = [1-s1n2(max)] + X (—) sin2(wAX) (2.41)

max AX

En développant cette expression en séries pour des valeurs
petites de (wAXx), nous obtenons

2 Aty
-y ) 2 4
lgsl =1 - ma: A% (wax)” + 0(ax )

1 - 0(ax2) ' (2.42)

ce qui nous indique que, pour autant que Ta condition CFL soif
satisfaite, le schéma de Lax est dissipatif au deuxiéme ordre.
I1 est cependant & noter que les systémes discrets (2.35) et
(2.36) ne sont pas consistants avec les équations de départ
(2.8) et {(2.5) qu'ils sont censés représenter. L'équation
(2.35) peut en effet s'écrire

n+l n n n n n
-+ _ At > > At T -+
oy . =0y AT (O44to5ay) * TR (bygthyg)
AX
Y ; | -‘)-n =N )
L Gi+17%%4%95y (2.43)

2
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. +n+1 S
Lorsque le processus-numérique a converge, a3 = 0s3 si nous
n n n n

remplagons les autres termes (;i+1’ 31_1, Ei+1’ 31-1) par des

séries de Taylor jusqu'd 1'ordre 2, nous remarquons que le
systéme discret tend vers le systéme stationnaire suivant :

+ 2 427 :
A9 o p oy AXZ BT9 L giax2) (2.44)
X 2at 3x2

Nous savons d'aprés Tla condition CFL (2.14) que Ax et At sont
du méme ordre de grandeur. La discrétisation des équations
d"Euler par le schéma de Lax engendre donc un terme de dérijvée
seconde des inconnues d'ordré ax : le schéma n'est précis qu'au
premier ordre dans 1'espace. Par analogie avec les équations
de Navier-Stokes, cette dérivée seconde est considérée comme
une viscosité numérique. L'influence prépondérante de cette
viscosité est trés bien montrée dans une application numérique
(Fig. 10). Par comparaison avec la solution exacte, 1'onde

de choc est complétement amortie dans le cas d'une résolution
par le schéma de Lax.

Remarquons enfin que le terme indépendant des équa-
tions (3.35) et (3.36) est approximé par une moyenne sur les
noeuds environnants. Essers (R&f. 41) a montré que cette
maniére d'agir prévient 1'apparition d'instabilités non linéaires
et garantit Ta stabijlité du processus numérique.

2.6.3 Schéma de Lax-Wendroff & deux pas

Le principal inconvénient du schéma de Lax ré&side dans
le fait qu‘il n'est précis qu'au premier ordre. Afin d'obtenir
une précision du second ordre sur le temps et 1'espace, on
pourrait utiliser Te schéma suivant
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forme quasi-linéaire :

n+l n-1 LN LN >N N
-+ _ _A'['.
o . =0y " A(Gy,17951) * At(b1+1“b1-1) (2.45)

forme quasi-conservative

n+1 n-1 N *n SN 4n
ie1-Fio) At(bi+1+bi-1) (2.46)

=3, At (%,

G
1 1 AX

Une analyse. de stabilité appliquée a (2.45) fournit les résul-
tats suivants

n+l n n-1

4 = G(AX,6t,u) & + o (2.47)
At _.

G(ax,at,w) = -2i1A == sin(wax) (2.48)
AX

Afin d'atudier la stabilité du schéma complet, (2.47) peut &tre
écrit sous 1la forme

(o) TN L)
3 -2iA A sin (wax) 1 |3
- (2.49)
n : n-1
I3 1 ) OJ b
\ J \ \ J

Suivant la théorie de von Neumann, la discrétisation proposée
est stable pour autant que la norme de toutes les valeurs pro-
pres de la matrice d'amplification soit inférieure & 1. Pour
le systéme (2.49), ces valeurs propres sont égales &

g, = % = S1n(mAX) v/l =y ( ) sinz(max)] (2.50)

-ia.
J [ Jmax AX Imax

Si Ta condition CFL (2.14) est satisfaite (assurant un radicant
positif dans (2.50)), la condition se réduit a
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indiquant que la stabilité de ce schéma n'est que marginale.
D'aprés (2.27), une telle discrgtisation n'est pas dissipative:
elle est donc inacceptable pour &tre appliquée au systéme d'équa-
tions que nous voulons résoudre car elle ne présente pas de
sécurités suffisantes face & 1'apparition d'instabilités non
Tingaires.

Les auteurs ont alors &té amenés 4 développer d'autres
schémas EtéEiE_§!_§§EEE§_9E§59_§!E_19_§§@E§_QE-llEEEEEQ; Un
des plus connus est le classique schéma de Lax-Wendroff & deux
pas temporels. Une des versions de ce schéma est présentée par

Richtmyer (Réf. 45). Les équations discré@tes suivantes sont
proposées

forme quasi-linéaire

n .
LY 54407940 at 2" o0 at 2020
ler pas : o.i = ——E—— - A n (°i+1'"°-i..1) +.‘E" '(b'i+1+b'i-'1)
(2.52)
Ln+2  ,n At ,»N+1 N+l »n+l ,n+l
2me pas 1 0y = 6y = A {0,705 q) F ARyt

forme quasij-conservative

>0 S0
e 3:+1 ) Ui+1:01-1 ) iﬁx(?2+1-?:-1) + AL (E:+1+E?-1)
(2.53)
2me pas é?+2 = 3? - A£(¥?+1-??+1) + At (§?+1+§?+1)
! T, 1¥li-l 14170 4-1

Le premier pas est une discrétisation suivant le schéma de lLax
(2.35), (2.36), stable pour la condition CFL, Te second pas,
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décrit en (2.45) et (2.46) est marginalement stable pour 1a
méme condition. Une analyse de stabilité de von Neumann appli-
quée 3 1'ensemble des deux pas (uniquement pour les termes
dérivés de degré le plus &levé) fournit les résultats suivants

;n+2 . L0 :
g = G(ax,At,w) o : | (2.54)
2
- 2 At . oy ca ALy | :
G{Ax,At,u) = I-2A (—) sin4(wax)-21A (==)sin(wax)cos(wax) (2.55)
AX . AX
2 2 t
g: = 1-2x: (&Y sin%(wax)-2in;  (AY)sin(wix)cos(wax)  (2.56)
J Imax ax Jmax ax
2 . 2
2 2 2
g, =1-4x; (&Y sin*(eax) 1927 (&Y - (2.57)
Jlmax max Ax Imax ax

Cette derniére é&galité nous apprend que, & nouveau, le schéma
complet est asymptotiquement stable pour la condition CFL (2.14).
Pour les modes corrects (wax <1), le facteur d'amplification
devient :

2 2
2 2
g; = 1 - LS Ay 1-a (AY [leax)® + 0(ax®)  (2.58)
2 Imax ax ‘ '

Cette expression montre que, si la condition CFL-est-satisfaite,
Te schéma est d}ssipatif au quatriéme ordre. Remarquons encore
que le schéma perd son effet dissipatif et n'est donc plus que
marginalement stable lorsqu'une des valeurs propres Ay s'annule
(par exemple sur une frontiére sonique ou en un point de 1'&cou-
lement ot la vitesse s'annule). Si dans cette région les incon--
nues subissent des variations importantes (gradients &levés)
ondes de choc,...) des instabilités non linéaires peuvent ap-
paraitre. Afin d'éviter ces problémes, un terme de viscosité
artificielle est introduit dans le schéma permettant de garder
"un effet dissipatif; i1 prend la forme d'un troisiéme pas

(R&f. 18 et 46) '
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n+2 n+2
=g +
1cor'r 1 2

n+2 n+2 n+?2
-+ - -+ ‘
(ci+l—201 +ai_1) , (2.59)

l-a

>
o)

Un développement en série dq'Tay1or montre que le terme suivant
est introduit dans le systéme discret & la limite de raffinement
du maillage

2 - 2 - i
At 2 ax2 '

Afin de garder une précision du second ordre sur
1'espace, il importe donc que (l-o) reste d'erdre ax. Le coef-
ficient de viscosité o sera généralement choisi comme fonction
du gradient d'une des inconnues'fondamenta1es de maniére & ce
que (l-a)freste de 1'ordre de ax dans les zones a faibles gra-
dients et prenne une valeur d'autant plus grande (pouvant méme
atteindre 1'ordre 1) au droit d'une discontinuité; que cette
discontinuité est importante':'ceci sous~entend que la préci-~
sion du deuxiéme ordre peut éventuellement étre perdue dans une
telle région. Pratﬁquement; on adoptera pour o« une forme du type

n+2 n+2 n+2
0517205 *piyql
2

(2.61)

ol VC est un coefficient numérique déterminé empiriquement
en fonction de 1'importance du choc,

Une autre version de ce schéma 4 deux pas a &té pro-
posée par Rubin et Burstein (Réf. 45). Ces auteurs discrétisent
le systéme d'@quations de départ pour des demi-incréments spa-
tiaux et temporels. Les équations discrétes suivantes sont
obtenues '




forme quasi-linéaire :
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n+:> n n n n n n
. : 2 1,> > At = + at,> -+
ler pas : @ = 2(0;,440:)-A 220, ,-0.)+ ==(b. ,+b,)
i+% 2 i+1°71 2AX i+] T i+l 74
: .
n+- n n n .n n .n
3> 2 -+ > At > —» At,+N o
o = =(g,_«+0;)-A —=—(o:-0._,)* —=({b.+b, ) (2.62
1_% i=1""1 oax 1 1 1 g 1 7i-1 )
n+l n n+1 n+% n+% N+5
. 5 - >UT2
Zme pas : ¢, = §i-A A3 f-? oL lE(b b )
AX i+§ == 2 i+; i-~
forme quasi-conservative
v
n+= n n : n n W N n
ler pas : 6 2 = =(g. q+04)- == (fi ,-f.)+ 22(h. .+b,)
i i+1 71 2Ax% i+l i 4 T+1 71
1
n+— n n n n.n
> 2 1,7, » at % At > ,
p = Z(g,+0; )~ —(f;-f. )+ ==(h.+b, ) (2.63)
n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1
Z z i I L
2me pas : 31 = 31 - -E(¥ 1-? )+ Al:*(b 1)
AX i+3 0 i-3 2 43 -3 :

Une analyse de stabilité de von Neumann fournit les mémes résul-
tats que ceux que nous avons obtenus pour les schémas (2.52) et

(2.53)

dition CFL et sont dissipatifs au quatriéme ordre.

les schémas (2.62) et (2.63) sont stables pour la con-

Un troisiéme

pas de viscosité est ajouté pour les mémes raisons que celles
expliquées ci~dessus; il garde la forme donnée en (2.59).

Nous avons appliqué le schéma de Lax-Wendroff a deux

pas au cas des tuyéres 1 et 2.
obtenus sont décrits aux figures 11, 12 et 13.

Quelques exemples des résultats

A la figure 11,

la distribution du nombre de Mach isentropique est représentée
pour deux contrepressions-de la tuyére TUl (P,/P,, = 0.85;
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P,/Pgy = 0.804) et comparée d@ la solution analytique correspon-
dante. Il est & noter que ce sont les valeurs obtenues aprés
le premier pas temporel qui ont &té prises en compte dans ce
résultat. Nous avons en effet fait & la figure 12 la compa-
raison avec les valeurs gbtenues aprés le pas visqueux pour
P,/Pg; = 0.85. Si le méme coefficient VC est employé (0.98
dans le cas présent), une bonne précision est observée i la
figure 11 tandis que d'importantes oscillations apparaissent

" autour du choc & la figure 12. La seule maniére de réduire ces
oscillations est d'augmenter la viscosité@ numérique; une solu-
tion plus douce a &té& obtenue pour VC = 0.)90 mais on observe
que la résolution du choc est nettement moins bonne que pour

le cas correspondant de la figure 11. Remarquons enfin que la
distribution de vitesses obtenue ne change pas si on augmente
encore le nombre d'étapes temporelles.

2.6.4 Schéma & viscosité corrigée

Nous avons vu au paragraphe 2.6.2 que dans le schéma
de Lax apparaissait un terme important de viscosité numérique,
di a4 la discrétisation, et qui pénalisait fortement la préci-
sion des résultats. Afin d'améliorer cette précision, Couston,
McDonald et Smolderen (Réf. 18) ont &té amenés & proposer le
schéma suivant ' '

forme quasi-linéaire

n+1 n n n n n T
B T N AUV PP s
oj = oi7A zhx(°i+1 oj-1)* z(bi+l+bi-1)+ 2‘°1+1 203%04.1)
o,k _o¥k ok , .
- E(ci'l"l 20’1'*'0{_1) (2-64)




forme quasi-conservative

n+l n n n
> -z oAt
5 =% 7 5 (i Fp -
a % =% 5%
"5 9441720,

Les termes surniontés d'un astérisque sont mis & jour toutes les
Nv itérations puis tenus constants pendant les Nvlitérations
suivantes et ainsi de suite. Pendant Nv itérations, ce schéma

a les caractéristiques d'un schéma de Lax : il est stable pour
la condition CFL maijs 1a précision obtenue est médiocre. Toutes
les Nv itérations une correction importante du terme visqueux
est introduite, permettant d'améliorer cette précision. Lorsque
le processus numérique a convergé (3?+1 = *? =:§:), chaque terme
de (2.64) peut étre développé en séries de Taylor jusqu'a 1'ordre

2; le résultat suivant est obtenu @ Ta 1limite de raffinement |

du maillage (c'est-d-dire lorsque ax + 0)

Pt - 2 422 : _
A% - F e (Azmy AXZ 370 L gax2) (2.66)
ax 2 At 9x? :

Le facteur o est un terme de .viscosité artificielle que nous
sommes amenés a4 introduire dans le schéma afin d'éviter les
instabilités (si « = 1, on revient au schéma d'Euler dont nous
avons vu qu'il é&tait inconditionnellement instable) et d'assurer

une capture correcte des chocs. L'expression (2.66) nous mon-

- AR e wm owm e - - - - - e e S e .y G Gm e BN N MR M At ey e mE W M G B e wm B

effet par (2.15) que At et AXx sont du méme ordre). Le choix
de o repose sur les mémes critéres que ceux que nous avons
exposés dans le paragraphe (2:6.3)} Pratiquement, sa valeur est
calculée comme suit
o 2% o |
i-1""°i"Pi+1 (2.67) |
:
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oll VC est un coefficient numérique dont la valeur est choisie
empiriquement d'aprés le tableau 3. La discrétisation de 1la
dérivée temporelle (Bquation (2,64) ou (2.65)) est effectuée de
telle maniére qu'une précisioﬁ du premier ordre est obtenue
dans le temps. “

La stabilité du schéma & viscosité corrigée est
étudiée au moyen de 1'analyse de stabilité de von Neumann. La
relation sujvante est obtenue entre les inconnues pour deux
pas ‘temporels consécutifs

n+1 n
= Gy (8X,At,e) O - do - (2.68)
Gy (AX,At,w) = I cos(wax) - iA At sin{wAXx) ' (2.69)
. " ,
d = a(cos(uax) - 1) - . . (2.70)

Si nous recherchons Ta relation existant entre les valeurs des
inconnues au temps ft) et au temps (t+Nvat), nous obtenons

_}YH'NV . : +n . .
o = G(AX,At,w) © . (2.71)
Nv

G(Ax,AtgﬂJ) = Gl -

: d : (2.72)
G~ 1 :

Les valeurs propres de la matrice d'amplification G sont données
par

Nv_1 _ ‘
Nv g, :
9; = Gy - J d - (2.73)
J g;.-1
13
915 = cos{wAX) - iAj At sin{wax) _ (2.74)

AX
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Cous ton (Réf. 19) et Lehthaus (Réf. 47) montrent que
si toutes les valeurs de (wAx) sont considérées, le critére de
von Neumann (2.23) n'est jamais satisfait. Les conclusions de
Smolderen (Réf. 18) et de Couston (R&f. 19) sont que, premiére-
ment, le critére CFL est une condition nécessairé de stabiliteé
et, deuxiémement, le nombre d'itérations entre deux mises &
jour des termes de viscosité numérique doit &tre é&gal au moins
au nombre de noeuds du maillage. Il est & noter que 1'analyse
effectuée par Smolderen ne prend en compte que les modes cor-
rects (wa<<1);_rien n'est dit au sujet des modes numérigues.

Nous avons donné & 1'expression (2.25) les nombres
d'onde devant &tre retenus pour réaliser une analyse de Fourier
dans Te cas d'un probléme Tinéaire, d'un maillage uniforme et
de frontiéres périodiques. Nous avons calculé, par (2.73), la
norme maximale de 95 pour tous ces nombres d'onde en admettant
un maillage uniforme de 41 noeuds de discrétisation; nous avons
fait varier suécessivement le coefficient CFL, 1e nombre d‘'ité-
rations effectuées entre deux mises & jour des termes visqueux
et le coefficient de viscosité numérique a«. Les résultats ob-
tenus sont présentés aux tableaux 4a, 4b, 4c et 4d. Rappelons
que Te critére de von Neumann (2.23) impose pour garantir 1la
stabilité d'un schéma numérique que

R;{(at) = max [qu(gj(w,At,Ax)]} <1
W J

Au vu des valeurs numériques de R;(at), et méme dans
Ta ldimite de validité des hypothéses de 1'analyse de von Neumann,
une condition de stabilité du schéma numérique proposé ne semble
pas si aisée & définir. L'application du schéma (2.65) au pro-
biéme unidimensionnel d'un &coulement én tuyére a de plus posé
un cerfain nombre de problémes de convergence et de stabilité.

En vue de faire face & ces problémes, les équations
(2.64) et (2.65) ont été légérement modifiées. Cette nouvelle
version était déja utilisée par Couston lui-méme mais il n'en
a jamais fait état; on ne trouve aucune publication sur la grande
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amélioration apportée par 1'emploi de cette nouvelle version du
point de vue de Ta stabilité. Toutes les analyses théoriques
du schéma 8 viscosité corrigée ont toujours &té appliquées &

sa version explicite. Le'schéma suivant est proposé

forme quasi-linéaire

n+1 LN At
c: =oa; - A— (o _q) + A (b +b )
i i 24 % i+l Yi-1 i+l -1
1,0 SN +n+1 o, k e ;* . _
* 2 (0541720440 4.1) - E( j417204%05 1) (2.75)

n+1 n n n n >N
-+ At * = At o
P = g; =~ =—— (fy ,-f. ) + == (b +b )
i i 2Ax% i+l "i-1 2 i+l -1
i +n +n +n+1 a ;% +* +*

Nous appe%]eﬁohs dans la suite du texte cette version

du schéma, 1a version semi-implicite (& cause du terme §"+1)

par opposition & la premiére version appelée, elle, exp1ic1te.
Une analyse de consistance, semblable & celle que nous avons
effectuée pour la version explicite, réalisée en déVe]oppant
chaque terme en séries de Taylor, permet de montrer que la
version semi-implicite du schéma est également précise au deu-
xiéme ordre dans 1'espace et au premier ordre dans le temps.
L'algorithme de calcul n'est pas modifié en ce sens que, comme
nous progressons d'amont en aval, les valeurs de g au temps
(t+at) au noeud (i-1) sont connues au moment oG 5 est calculé

au noeud (i). L'analyse de stabilité de von Neumann appliquée
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d ce schéma (entre les temps (t) et (t+Nv.at)) fournit les ré-
sultats suivants pour les valeurs propres de la matrice d'ampli-

fication
_ Nv
Nv glj—l
g: = g1 - — (2.77)
J I g 1
* 13
1 cos(mAx)+i(l--Aj AE)sin(max)
__2 2 : AX ) 8
glj‘ (2.7 )

1- 1 cos(wAX)+ 1 sin{wax)
2 2

a{cos{wax)-1)
d = — (2.79)
1- 1 cos(wax)+ L sin(wax)
2 2

Les tests numériques effectués sur la norme maximale de (2.77)
démontrent que la condition nécessaire et suffisante de stabi-
1ité de ce schéma est la condition CFL (2.24), quelle que soit
la valeur de Nv et de a. Un exemple comparatif entre les deux
versions du schéma est donné au tableau 5, montrant le net
avantage de la seconde version sur le plan de la stabilité.

En fait, le probléme de tuyére unidimensionnelle que

nous avons choisi comme exemple n'est pas linéaire et le domaine
de calcul n'est pas & frontiéres périodiques. La stabilité du
schéma 3 viscosité corrigée semi-implicite dans le cas d'un
probléme quasi-linéaire a alors été étudiée empiriquement.
Cette étude (Réf. 44) a conduit & 1'établissement de 1a figure
14 et a permis de conclure que pour tous les cas que nous avons
traités, une valeur de Nv &gale & 20...30 était toujours accep-
table. Enfin, les figures 15 et 16 donnent un apercu de la

précision obtenue au moyen de ce schéma.
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2.6.5 Schéma & amortissement corrijgé

Comme les équations d'Euler ne contiennent en elles-
mémes aucun effet amortissant, Smolderen et Essers (Réf. 41)
ont été amenés d proposer une méthode dans Taquelle un impor-
tant amortissement artificiel est généré. Cette méthode con-
siste & introduire un terme non dérivé dans le systéme d'équa-
tions aux dérivées partielles puis & le corriger périodiquement
de fagon 3 ce que le systéme résolu soit consistant avec les

équations de départ. Le systéme transformé suivant est proposé :

forme quasi-linéaire

3> >
30 4 K (3-3*") + A(D) BC - (3 (2.80)
at . ax

forme gquasi-conservative

X + kK a¥g§; -
— + k{o-o ) + = b(cg) (2.81)
ot Ix

Dans les expressions (2.80) et (2.81), le facteur $** est main-
tenu constant, égal au champ initial de g pendant les Nd'pre-
miéres étapes du calcul. 11 est ensuite modifié et &galé au
champ de ¢ obtenu & la fin de ces Nd premiéres &tapes et main-
tenu censtant pendant les Nd itérations suivantes selon un
processus analogue & celui du schéma & viscosité corrigée.

IT est clair que si les solutions de (2.80) et (2.81)
convergent asymptotiquement vers un &tat stationnaire (c'est-
= . L +% % . . . . o .
i-dire ot 0 = o ), celui-ci sera bien solution des équations
décrivant 1'écoulement : le schéma proposé est consistant avec

les &quations stationnaires de départ.

Essers (Réf. 41) démontre 1'existence d'un amortis-
sement interne par la méthode des exposants de Cauchy. Dans
les limites de validité des hypothéses de cette analyse, la
condition d'existence de cet amortissement est de choisir une
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valeur positive pour le facteur k. De maniére & assurer une
continuité avec les paragraphes précédents, nous avons effectué
une analyse de stabilité de von Neumann pour 1‘équation-modéle

suivante

- -
LLA k(g-g**) + 29 - ¢ (2.82)
ot , X

Nous savons en Effet que la stabilité n'est pas affectée
" par la présence du terme b(c) de (2.80) et (2.81). Nous avons
discrétisé 1'équation (2.82) au moyen du schéma & viscosité
corrigée (version semi-implicite (2.75) et (2.76)) dont nous
savons qu'il garantit une .précision du deuxiéme ordre dans
1'espace, pour autant que o soit d'ordre 0(Ax), et une précision

- du premier ordre dans le temps

6’?“ = a’rj . At fz;'.’ -E’r.l ) - kat (gn +3‘n )
i i 2 A X i+l Yi-1 5 i+l Yi-1
+ l (+n+,1+2—>-n++ ) .o (+* 2-_*5:_'_-)* )
2 04.17°93704+1 2 Oi-17°%i70{+1
kAt ,»%%x kn (2.83)

e (a441%95-1)

Le terme non dérivé est discrétisé par une moyenne sur les deux
noeuds adjacents au noeud calculé afin d'éviter 1'apparition
d'instabilités non-linéaires. Nous avons décidé d'étudier la
stabilité de (2.83) entre les pas temporels (t) et
(t+max(Nd,Nv)at). Dans le cas ol Nd est supérieur & Nv,
1'analyse de stabilité de von Neumann fournit les résultats

suivants

¢n+Nd ,h
g = G(aX,At,w) o (2.84)

Les valeurs propres de la matrice d'amplification s'écrivent
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5! 2!
Lt 19y -1 gy -1
g{ax,At,w) = g9, -d + f {2.85a)
gi -1 g; -1
1 cos(mA><)+1'(-1~ - AE)sin(wax)—katcos(mx)
g, = & 2 Ax (2.85b)
1 - L cos(wAX)+ + sin(wax)
_ ' -1
Ny |
- & Nv g, -1
Nv Ny 94 -d -1
Nv g; -1 9, -1 [ gy - 1)
g, = {g; ~-d + F - — (2.85c)
- - g, -d -1
91 —1,
af{cos(wax)-1) )
d = . (2.85d)
1- = cos{wAx}+ 1 sin(waAx)
2 2
£ = kAtcos(m%x) 3 (2.85e)
1- = cos(wax)+ 1 sin(wax)
2 2
% = partie entiére de Nd/Nv
g' = Nd - 2-Nv

Pour les fréquences
calculé la norme maximale de
un maillage uniforme de 41
coefficients k et Nd. Les
ont été figées (o 1 Nv
quelles nous savons que le
semi-implicite) est stable.

no
va

SC

définies en (2.25), nous avons
a
euds et fait varier cette fois les
leurs des paramétres d, Nv et CFL
156, CFL

héma a viscosité corrigée (version

(2.85a); nous avons

1.), valeurs pour les-

Les résultats obtenus sont présen-

nouveau utilisé
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tés au tableau 6. Rappelons encore une fois que la condition
de stabilité de von Neumann implique que

Rl(At).= max [&qx(gj(w,At,Ax){} < 1.
w J

.Au vu des valeurs numériques de R,{at) que nous avons
obtenues, nous remarquons que, dans la limite des hypothéses de
1'analyse de von Neumann, la stabilité du processus de résolution
peut également &tre assurée pour certaines valeurs négatives de
k; d'autre part, comme nous nous y attendions, Ta stabilité est
toujours garantie pour des valeurs positives de k. Nous avons
également remarqué que lorsque la valeur de R;(at), calculée
pour une valeur négative de k, devenait strictement plus grande
que 1, c'était d'abord pour des (waXx) petits; ceci revient & dire
que ce sont les modes corrects {wAX €1) qui conditionnent la
stabilité du schémé numérique pour les valeurs de k les plus
faibles.

Afin d'examiner si ces valeurs négatives de k pouvaient éga-
lement &tre des valeurs optimales de ce paramétre, nous avons
appliqué la méthode au calcul de 1'écoulement dans une tuyére
d section constante : une grosse perturbation est introduite
au départ et Ta solution est obtenue au moment o0 1'écoulement
redevient uniforme. Un exemple de résultat est présenté au
tableau 7 ot nous observons 1'apparition de deux optima : le
premier pour (k = -0.6) (8% de gain réalisé par rapport au
nombre d'itérations effectuées au moyen du schéma & viscosité
corrigée (= k = 0)); le second pour (k = 1.8) (11% de gain).
La combinaison entre les schémas & amortissement corrigé et a
viscosité corrigée semi-implicite méne donc & des conclusions
' 1égérement différentes de celles d'Essers. Nous avons voulu
étudier également 1'influence du schéma de discrétisation : le
systéme d'@quations a &té discrétisé au moyen du schéma de
Lax-Wendroff & deux pas. Les résultats obtenus sont résumés
au tableau 8. Un gain de + 30% est obtenu par le schéma 3
viscosité corrigée tandis qu'un gain de + 25% est obtenu avec
le schéma de Lax-Wendroff pour lequel plusieurs opt{ma ont
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gté trouvés, conduisant également & certaines valeurs négatives
de k.

Le gain en nombre d'itérations obtenu par 1'utilisa-
tion du schéma 3 amortissement corrigé est malheureusement
largement contrebalancé par le temps nécessaire a réaliser
1'optimisation. De plus, pour son emploi en combinaison avec
le schéma 4 viscosité corrigée, 1'occupation en mémoire d'or-
dinateur devient trop importante.

2.7 INFLUENCE DU CHOIX DES CONDITIONS INITIALES

On pourrait penser intuitivement gu'une meilleure
approximation des conditions initiales de 1'&coulement permet
d'obtenir plus rapidement la solution du probléme. En fait,
augmenter la précision des conditions initiales n'a pas un
effet proportionnel sur le temps nécessaire pour obtenir une
solution convergée et n'a aucune influence sur la vitesse de
convergence asymptotique du processus numérique.

La méthode des modes propres permet en effet de mon-
trer que sous certaines conditions, la solution du probléme in-
stationnajre homogénéisé peut s'écrire de la maniére suivante
(Ref. 41)

S(x,t) = .
J

n 8

. .rj(t)-sj(x) (2.86)

ou les rj(t) s'expriment comme une superposition de modes du
type

Re(ﬁj’n)t
Pj’n(t)-e ' cos[Im(cj;n)t) (2.87a)

Re(z nlt

Py () e ' Sin(Im(Cj,n)tj (2.87b)
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les (cj n) étant des constantes complexes, La condition néces-
saire et suffisante d'amortissement dans le temps s'é&nonce na-
turellement :

| Re(zp) < O (2.88)

ol z, désigne la valeur de ;j n'dont la partie réelle est la
plus grande en valeur algébrigue. Nous pouvons alors définir

la vitesse de convergence asymptotique Vc comme

V. = -Re|zg| ot (2.89)
Elle est inversément proportionnelle au nombre d'étapes tempo-
relles nécessaires pour gagner une décimale en précision dans

1'évolution vers l1a solution stationnaire. A cause du carac-

tére asymptotique de sa définition, elle est donc indépendante
d'une excitation initiale des perturbations.

Le processus de convergence peut &étre divisé grossie-
rement en deux étapes. Au cours de la premiére, on assiste-d
1'"élimination des grosses erreurs initiales; ce processus dépend
fortement des conditions de départ. Au contraire, dans la se-
conde étape, lorsque 1'écoulement est plus ou moins établi, la
convergence est uniquement fonction de 1'effet dissipatif du
schéma, ce dernier effet devant étre faible si 1'on veut garder
une bonne précision. Cette seconde &tape est caractérisée par
une décroissance exponentielle comme nous venons de le voir et
dépend du sché&ma numérique employé et non pas des conditions
initiales. '

De fagon a illustrer ces différentes notions, nous
avons appliqué différentes conditions initiales au méme problé-
me : 1'écoulement dans la tuyére TULl, pa/po1 = 0.85, discréti-
sation des équations par le schéma & viscosité corrigée
(VC = .98, Nv = 20). Les conditions initiales que nous avons

choisies sont les suivantes
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CI1.: solution subsonique exacte du probléme.
CI2 : distribution parabolique de la pression statique le long
de 1'axe de la tuyére et application des relations carac-

térisant la transformation isentropique pour les autres
variables.

- CI3 : distribution constante du nombre de Mach Te long.de 1'axe de la
tuyére et application des relations caractérisant la
transformation isentropique pour les autres variables.

- CI4 : solution de 1'écoulement considéré comme incompressible.

Les résultats obtenus sont donnés aux figures 17
(échelles linéajres) et 18 (échelles semi-logarithmiques); nous
y avons représenté 1'évolution de 1'erreur de convergence ¢ dé-
finie en (2.28) en fonction du nombre d'étapes temporelles. A
la figure 18, les pentes des différentes courbes représentent
la vitesse de convergence : on vérifie bien qu'aprés quelques
centaines d'itérations, cette derniére n'est plus influencée
par la nature des conditions initiales. Une mise au point
s'impose & ce stade : nous venons de voir que la vitesse de

convergence asymptotique n'est pas fonction de la nature des

conditions initiales; i1 est évident qu'il n'en va pas de méme
du temps total de calcul. Si on commence le calcul avec un

champ initial des inconnues proche de la solution finale, il

est évident que le temps total de calcul nécessaire pour obte-
nir une solution d'une précision donnée sera plus faible que

si le champ initial avait &té quelconque. Si on ne dispose

au départ d'aucun renseignement sur 1'allure de 1'écoulement &
résoudre, il ne vaut pas la peine de perdre du temps & imaginer
des conditions initiales sophistiquées, mais il est bien plus
important d'imposer une évolution spatiale réguliére de ces
conditions : une variation brutale dans les conditions initiales

est bien souvent génératrice d'instabilités.

Pour terminer ce paragraphe, nous rappellerons enfin
que le choix de conditions initiales purement quelconques a pour
effet de ne donner aucune signification physique & toutes les
solutions intermédiaires obtenues avant convergence. Par contre,
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dans le cas ol les conditions initiales peuvent exister réelle-
ment, les solutions intermédiaires seront de véritables solu -
tions transitoires du probléme.

2.8 CHOIX D'UN PAS TEMPOREL VARIABLE

Les équations d'Euler {(2.5) ou {(2.8) sont des équations
quasi-linéaires. Les conditions de stabilité découlant du
critére CFL (2.14) ou de 1'analyse de von Neumann (paragraphe
2.4.2) ne sont donc que locales et doivent &tre vérifiées en
chaque noeud du maillage : la valeur du pas temporel de stabi-
1ité varie d'un noeud & T'autre et le calcul doit normalement
étre effectué en utilisant le plus petit de tous les pas tempo-
rels calculés. Ceci revient 4 dire qu'en de nombreux points,
le pas temporel utilisé est 1e plus souvent de loin inférieur
a sa valeur Timite de stabilité en ce noeud : la vitesse de
propagation des ondes de perturbation numériques est de ce fait

réduite et la convergence du processus de résolution est ralentie.

Comme nous ne sommes intéressés que par la solution
stationnaire du probléme; nous pouvons é&viter 1'inconvénient
que nous venons de décrire, en transformant le systéme d'équa-
tions & résoudre de la maniére suivante (R&f. 44, 47, 48, 49)

forme quasi-linéaire

> + .
%5 26+ A(F) 22 = b(3) (2.90)
max st X
forme quasi-conservative
S, at(3) _ 7
4] 20 4 3f(e) - 53 (2.91)

max 3t X

Seule 1'évolution transitoire différencie ces systémes de(2.5)
et (2.8) : ils ont Ta méme solution stationnaire. Le systéme
(2.90) peut encore s'écrire sous la forme
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39 a3y 29 - B () (2.92)

=
Qi
(]
rf
ot

Pour ce dernier systéme, la valeur propre maximale de A'(3) est
1 et 1a condition de stabilité CFL (2.14) devient tout simple-
ment :

At < (2.93)

AX

Pour autant que le maillage soit uniforme, Te pas temporel est
maximum en chaque point et ne dépend plus de la variablie spa-
tiale. Pratiquement, la relation (2.93) est utilisde lors des
calculs numériques et un pas temporel variable est introduit
dans les schémas que nous awons décrits auparavant. La figure
19 montre un exemple de T'amélioration obtenue dans Ta conver-
gence du processus numérique : un gain de + 20% est réalisé

~

grice & 1'utilisation d'un pas temporel variable.

2.9 INFLUENCE DU RAFFINEMENT DU MAILLAGE

Le temps nécessaire & 1'obtention d'une solution
convergée au moyen d'une méthode dépendante du temps est fonc-
tion du temps nécessaire 3 1'@limination des ondes de pertur-
bation engendrées par le choix d'un champ initial des incon-
nues, considéré comme une grosseperturbation de la solution
finale. Cette élimination se fait d'une part par les frontiéres
du domaine selon la nature des &quations et des conditions aux
Timites et d'autre part 8 1'intérieur du domaine par un effet
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d'amortissement interne (effet dissipatif du schéma numérique ou
viscosité numérique artificielle introduite dans le processus

de résolution); pour autant que la stabilité numérique soit
assurée, cette @limination ne dépend pas du pas temporel At.

Le nombre d'itérations nécessaire pour obtenir une solution con-
vergée est donc inversement proportionnel au pas temporel at;

de par (2.14) il est également inversement proporticnnel au pas
spatial ax et donc¢ directement proportionnel au nombre de noeuds
du maillage. Le temps total de calcul varie donc avec le carré
du nombre de peints de discrétisation. Nous avons également vu
que le niveau de précision que 1'on peut obtenir est inversement
proportionnel a la valeur de ax et don¢ proportionnel au nombre
de noeuds.

Ces considérations, de méme que le désir d'obtenir
un temps total de ¢alcul minimum, suggérent de scinder le pro-
cessus numérique en plusieurs parties : un maillage grossier
est d'abord utilisé permettant 1'élimination de grosses pertur-
bations. Le résultat obtenu au moyen du maillage grossier est
alors utilisé comme champ initial pour un calcul plus précis dans
un maillage plus fin (généralement avec un nombre de noeuds
doublé). Ce processus peut &tre répété plusieurs fois si le
niveau de précision demandé est trés sévére, nécessitant un
pas spatial ax trés faible. Remarquons cependant que pour uyne
précision requise, i1 ne faut jamais utiliser un maillage plus
fin que nécessaire si 1'on ne veut pas augmenter inconsidérément
le temps de calcul. Cette méthode est utilisée par Couston
(R&f. 19), Lehthaus (R&f. 47) et Van Hove et Arts (R&f. 44).
La figure 20 donne 1'évolution de 1'erreur de convergence pour
deux calcuils appliqués & la méme tuyére (TUl), avec les mémes
conditions aux limites, mais dans un cas avec un réseau grossier
et dans 1'autre avec un réseau fin. La relation entre N et ax
est évidente. A la figure 21, T1'évolution de 1'erreur e est
donnée pour un changement du réseau grossier au réseau fin se
faisant aprés 800, 1300 et 1800 itérations correspondant respec-
tivement & une solution du réseau grossier non convergée, a peine
convergée et complétement convergée (pointé A,B et C de 1a Fig.21).
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Le changement de maillage introduit clairement de
nouvelles perturbations qui doivent s'é@liminer. L'expérience
montre également qu'il ne faut pas attendre que le calcul ait
convergé avec le réseau grossier avant de passer au réseau fin.
Cette procédure n'est en fait véritablement intéressante que
pour les cas bi- et tridimensionnels, pour lesquels les temps
de calcul sont trés importahts d cause du grand'nombre de points
du maillage : grdce a 1'emploi d'un réseau grossier, on ne
calcule respectivement que 1/4 et 1/8 des noeuds pendant la
premiére partie du processus. Le gain sur le témps'de calcul total

est estimé a 20 ... 25%.

La figure 22 permet enfin de se faire une idée du

-

niveau de précision que 1'on peut obtenir grdce & 1'introduction

d'un maillage fin. Ce résultat est & comparer a ceux des figures
11 et 15, obtenus avec un réseau grossier.

2.10 INFLUENCE DES CONDITIONS ADDITIONNELLES

PUREMENT NUMERIQUES SUR LA STABILITE

L'expérience nous a montré 1'influence prépondérante
que le choix de la nature des conditions aux limites addition-
nelles purement numériques amont et aval peut avoir sur la
stabiTité. I1 est é&galement un fait que toutes Tles publications
traitant de problémes de calcul d'@coulements restent générale-
ment silencieuses sur la détermination et la stabilité de ces
conditions additionnelles. Dans le but d'effectuer une mise au
point & ce sujet, nous avons considéré un grand nombre de ces
conditions, ainsi que Teurs différentes combinaisons, et exa-
miné leur comportement en vue de 1'extension aux problémes bi-
et tridimensionnels. Les conditions physiques, en accord avec
ce qui est généralement utilisé pour les applications en turbo-
machines, ont toujours é&té les suivantes
en amont : pression totale (pg1)

température totale (Tgq1)
en aval : pression statique (ps)
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conservation de 1'énergie dans le demi-élément de sortie

[(proE)u] oy oy = [(oeoE)uly -y

application du schéma numérique de résolution pour 1'équa-
tion de conservation de la masse au demi-&lé&ment d'entrée
ou de sortie

application du schéma numérique de résolution pour 1'équa-
tion de conservation de la quantité de mouvement au demi-
é1ément d'entrée ou de sortie

application du schéma numérique de résolution pour 1'équa-
tion de conservatjon de 1'énergie au demi-é&lément d'entrée
ou de sortie

discrétisation de la relation caractéristique (2.11)
entre (t) et (t+at)

discrétisation de 1la 1m_mﬁmo=.nm1mnﬁm1mmﬁAn=m (2.12)
entre (t) et (t+at)

discrétisation de Ta relation caractéristique (2.13)
entre (t) et (t+at)
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La stabilité de ces conditions aux l}imites numériques
a 6té étudiée dans le cas d'une tuyére & section constante avec
écouTement uniforme (M=0.8 pour le cas choisi). De plus, le
champ initial des inconnues a &té choisi comme &tant la solution
exacte. Le schéma numérique que nous avons utilisé est le
schéma a viscosité corrigée dans sa version semi-implicite.
Une condition numérique dojt étre imposée sur Ta frontiére
amont et deux conditions sur la fronti&re aval. Le critere
d'acceptation d'une combinaison de conditions aux Timites est
Ja conservation d'une erreur de convergence de 1'ordre de
T'erreur d'arrondi de 1'ordinateur (DEC VAX 11/780) sur Tequel
les calculs ont été effectués, et cela quel que soit le nombre
d'itérations (nous avons fixé 5000 itérations pour chaque test)
pour un ‘maillage' (unidimensionnel) composé de 46 noeuds de
discrétisation. Le tableau 9 résume les résultats les plus
importants que nous avons obtenus. Pour une combinaison stable
de conditions aux limites, la précision du résultat final n'est
pas influencée par le choix de ces conditions.

Le temps de calcul varie trés légérement selon 1a
nature des conditions appliquées. I1 est évident que 1'utili-
sation des relations CL1, CL2 et CL3 permet de calculer trés
rapidement les inconnues dans les plans d'entrée et de sortie
puisqu'il s'agit de résoudre de simples équations algébriques.
Au contraire, les conditions CL4, CL5 et CL6 imposent 1'appli-
cation du schéma numérique de résolution pour le calcul de ces
mémes inconnues. Rappelons enfin que 1'utilisateur intéressé
par le calcul d'écoulements instationnaires devra utiliser les
conditions CL7, CL8 et CL9 puisque ce sont les éeu]es qui
représentent physiquemant 1'évolution correcte de 1'écoulement.

2.11 COMPARAISON DES DIFFERENTS SCHEMAS NUMERIQUES

CHOIX D'UN SCHEMA NUMERIQUE DE RESOLUTION

L'étude et la comparaison des différents schémas
numériques que nous avons présentés dans ce chapitre a eu pour
but principal de choisir un de ceux-ci sur base de critéres
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de stabilité, de convergence et de pré&cision, afin de 1'appli-
quer & des problémes bi- et tridimensionnels d'écoulement en
grille d'aubes et en étage de turbine

Bien qu'il soit trés simple & programmer, le schéma de
Lax a &té rejeté pour des problémes évidents de consistance et
de précision. Le schéma 3@ amortissement corrigé proposé par
Essers et Smolderen a été abandonné pour des raisons de diffi-
culté d'optimisation des coefficients k et Nd : comme Tes optima
varient d'une application & 1'autre, le temps gagné en nombre
d'itérations grdce 3 la méthode est largement contrebalancé
par le temps nécessaire a réaliser 1'optimisation. De plus,
si cette méthode est combinée avec le schéma a viscosité cor-
rigée, 1'occupation en mémoire d'ordinateur devient prohibitive

pour des applications bi- et tridimensionnelles.

De nombreuses comparaisons ont été effectuées entre
le schéma de Lax-Wendroff & deux pas et le schéma & viscosité
corrigée proposé par McDonald et al.. Couston (Réf. 18, 19)
montre que les deux sché&mas donnent la méme précision finale,
ce qui ressort &galement des résultats que nous avons présentés,
mais que le schéma de Lax-Wendroff converge plus lentement.
Nous avons effectué de nombreux calculs avec Tes deux schémas
il en ressort que le nombre d'itérations a effectuer avec le
schéma de Lax~Wendroff (une itération = deux pas temporels +
un pas de viscosité) avant d'obtenir une solution convergée est
inférieur 8 celli requis par le sché&ma & viscosité corrigée
pour le méme probléme mais, du fait de sa complexité, on con-
state que le sché&ma de Lax-Wendroff exige un temps de calcul

plus long : nous avons chiffré ces comparaisons & la référence
44,

C'est pour cette raison que le schéma & viscosité
carrigée, dans sa version semi-implicite, a &té& sé&lectionné pour
Ta résolution d'écoulements bi-et tridimensionnels. I1 est aisé
d programmer et moins de problémes se posent lors de la capture
des chocs; il faut en effet &tre beaucoup plus prudent dans le
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cas du-‘schéma de Lax-Wendroff Tlors de 1'application du pas de
viscosité artificielle afin d'éviter d'importantes oscillations
de la solution dans la zone du choc. Remarquons cependant que
le schéma & viscosité corrigée n'est précis qu'au premier ordre
dans le temps alors que celui de Lax-Wendroff 1'est au second
ordre. Comme nous ne-sommes intéressés a priori que par des
solutions stationnaires, cette éventuelle limitation ne Joue
pas en défaveur du premier schéma. Rappelons enfin qu'il est

précis au deuxiéme ordre dans T'espace.

En terminant ce chapitre, nous voulons insister sur
le fait que les différentes conclusions quantitatives tirées
de cette étude unidimensionnelle, ne sont pas automatiquement
transposables & des problémes bi- et tridimensiennels. Elles
nous ont cependant permis d'acquérir suffisamment de connais-
sances de base pour aborder 1'étude de ces problémes d'écou-
Tements plus complexes.
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CHAPITRE 3  ECOULEMENT BIDIMENSPONNE&‘ N
3.1 ECOULEMENT BIDIMENSIONNEL EN 5
GRILLE D'AUBES RECTILIGNE B
R ("\‘“'
O o
3.1.1 Introduction - Hypothéses de travail W
L

Aprés avoir étudié de facon approfondie dans le chapitre
2, tant au point de vue théorique qu'au point de vue pratique, .
différents schémas numériques permettant de résoudre un &coulement
unidimensionnel décrit par les équations d'Euler, nous avons abor-
dé 1'étude de 1'écoulement bidimensionnel dans une grille d'aubes
rectiligne et dans un étage isolé de turbine tel que celui que
nous avons représenté & Ta figure 2. L'écoulement que nous
désirons résoudre est appelé écoulement inter-aubes et est 1ié &
la surface S1 du premier genre de Wu (Fig. 1). Les hypothéses 4
la base de cette approche sont de considérer les surfaces S1 comme
des surfaces axisymétriques, ce qui en fait n'est vrai que pour un
&coulement incompressible dans des aubages radiaux (Ré&f. 30), de
les considérer comme cylindriques, ce qui permet de négliger tous
les effets des forces de Coriolis et centrifuge puisque ces for-
ces ont alors une résultante perpendiculaire a S1, et de supposer
que 1'épaisseur des tubes de courant le long de S1 est constante
depuis 1'entrée jusqu'd la sortie de la grille. De plus, nous
n'étudions qué les écoulements stationnaires : cette derniére
hypothése est généralement posée pour 1'écoulement absolu dans un
stator comme pour 1'écoulement relatif dans un rotor lorsque la
machine travaille en régime continu.

3.1.2 Définition du systéme d'équations
aux dérivées partielles

Le systéme d'équations aux dérivées partielles modéli-
sant 1'écoulement inter-aubes que nous désirons résoudre par une
méthode dépendante du temps et une approche par "aires finies"
est le systéme d'équations d'Euler écrip sous forme instation-
naire. Si nous adimensionnalisons ces équations au moyen des
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relations {(2.4) en utilisant cette fois la corde du profil étudié
comme longueur caractéristique et les conditions totales régnant
en amont de la grille comme grandeurs thermodynamiques de réfé-
rence, nous obtenons le systéme adimensionnel suivant, &crit

sous forme conservative

- > >
3c , af(s) , 39(0) . ¢ (3.1)
at 3X 3y
w )
[0 pu ) (pv |
pu 2
3 Hg) =[eute 53 = |
pv puv pV2+p
ok E+ P R
\PE) \pu( + O)J ;pV(E+ D)J

Nous disposons de plus de 1'équation d'état du fluide parfait et
de 1'é&quation définissant 1'énergie totale, également écrites
sous forme adimensionnelle

p = pT

Eo T, u2+y? (3-2)
vy-1 2

La vitesse locale du son est exprimée par la relation

a =\/ﬁ (3.3)

Les équations (3.1) expriment sous forme différentielle
les 1ois de conservation de la masse, de la quantité de mouvement
dans les directions axiale et tangentielle et de 1'énergie. Si nous
considérons le cas d'un écoulement absolu dans une grille stato-
rique ou celui d'un é&coulement relatif dans une grille rotorique,
une simplification non négligeable, permettant de ré&duire le nom-
bre d'inconnues est possible : 1'équation exprimant la conserva-
tion de 1'énergie peut étre remplacée par une relation exprimant

que 1'enthalpie totale (respectivement absolue et relative) est
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constante dans 1'écoulement &tudié. Cette hypothése n'est ce-
pendant valable que pour autant que 1'on ne soit intéressé que
par la solution asymptotique (ou stationnaire) du probléme. Les
so]utidns transitoires de ce systéme d'équations, obtenues au
cours de la démarche instationnaire, n'ont en effet aucune réa-
1ité physique. Cette hypothése n'est de plus valable que pour
un écoulement suivant une surface de courant S1 cylindrique.
Sous ces limitations, le systéme adimensionnel conservatif ré-
duit suivant est défini '

-
5 >, > >
22 4y 2%le) , 29(0) . g | (3.4)
ot 2 X Jy
P pu pV
7 = |pu ?(3) = [pu2+p a(s) = puv
pVv ’ puv pv2+p

L'&quation exprimant que 1'écoulement est homo-enthalpique et

1'équation définissant la vitesse locale du son s'écrivent
respectivement

- 2442
p=o-Ylp”;V (3.5)
Y
-1 u2+v2
a2 =y (1 - y-1 E_gl_) ' (3.6)
Y

Les formes quasi-linéaires (définies au paragraphe 2.2) des sys-
témes «conservatifs (3.1) et (3.4) sont respectivement les sui-
vantes

Systéme (3.1)

-+ - 3+ + a+
84+ aE) 2 +8(3)2 =0 (3-7)
ot Ix oy
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at Ix 3y
p u p 0
> - S N et |
c u A{a) i v
v 0 0 u
v 0 p
B(g) _ |0 ' 0
azZ _y-lov
YP Y Y
: L (A
J—valeurs propres de A{oc) ’1,2,3
N (B)
valeurs propres de B(o) Ay 5 3 =

0]
I
0
uJ
07
0
1
vd
= y,u,u+a,u-a
= y,v,v+a,v-a
(3.8)
+1 J/ 1} aZ?
Y y=Lly 2, 8%
u,@;—ui [§$—) u“+ y
! / N2, a2
v+ Y- 2, 2%
Yoy VA [’ZT] M
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Afin de déterminer le type (cfr paragraphe 2.2) des
systemes d'équations (3.7) et (3.8), nous construisons dans le
plan (x,y) de 1'écoulement, un vecteur u réel, appelé vecteur
d'onde, de composantes w, et wy» Qui nous permet de définir la

matrice W(g) suivante

X

A g W B(o)-w .
W(z) = () 0y * Blo) oy (3.9)

0ol

Les systémes (3.1) et (3.4) (ou (3.7) et (3.8)) sont,
par définition, hyperboliques par rapport au temps si pour tout
vecteur u, toutes les valeurs propres ws de W(c) sont réelles
et que la matrice W(E) posséde un ensemble de vecteurs propres
indépendants en nombre &gal & la multiplicité des valeurs propres

Wj (REFf. 41). Pour le systéme (3.7) nous obtenons

(
wa+wa pu, pwy 0 1
I
" o, +Ya, 0 e
W(E) = = |q (3.10)
fl wil ; @y 0 Umx+wa Wy,
0 (Y-l)me (Y-l)Tmy wa+meJ

\

Les quatre valeurs propres de cette matrice sont respectivement :

Wy = Upp + Vi

> (3.11)

n

Jroa
Wy Up; + vy, + YT(U1+u2)

2 2
Upy + Vuy - -JQT(u1+u2)

Wy

-

p; et u, sont les cosinus directeurs du vecteur d'onde . Nous
avons vu au chapitre 2-que les normes de ces valeurs propres re-
présentent les vitesses de phase de propagation d'ondes planes
dans la direction du vecteur . Dans le cas du systéme & en-
thalpie totale constante (3.8), nous obtenons les résultats




suivants
'ufw,x";wa Pwy Poy W
a? 1w +vu, -zl v
w(s) = -1 |35 “x L Ty Y X (3.12)
> ‘
II'all
2 -1 v
a - X Un, + — ®
—_— Uw
L‘Yp Y Y M Y yj
W; = Upp + vuz
—
2 2 2 2 2
-1} - a
Wp = Y+l (upp+vuz) + /:L—1 (uumr+vua) + =— (uy+up)
> (3.13)
T2
- 2 a2 2 2
Wy = y+l (Uupq+vuz) -V//i;_l (Up1tVuz) + — (uy+pg)
2y . 2y Y B

Nous vérifions donc bien grdce aux expressions (3.11) et (3.13)
que toutes les valeurs propres sont réelles. Les systémes (3.7)
et (3.8) sont hyperboliques par rapport au temps. Dans la suite,
nous ne nous servirons plus que des formulations (3.1) et (3.4) :
J'utilisation d'un systéme conservatif assure en effet, comme
nous 1'avons montré au chapitre 1, une capture correcte des chocs.

3.1.3 Discrétisation du domaine physique de 1'écoulement

—_— e e e - e — o m— o e aml oM LT L e e e et e e e —

Le domaine physique dans lequel nous désirons étudier
1'écoulement inter-aubes est représenté & la figure 23. 11 est
constitué du canal formé par le passage entre deux aubes adja-
centes et est &tendu en .amont et en aval de celui-ci, approxima-
tivement dans la direction de 1'écoulement, de la longueur d'en-
viron une corde ou un pas. Nous appellerons les frontiéres AB,
EF, CD et GH des frontiéres périodiques; ‘le long de celles-ci,

Ta périodicité de 1‘&coulement doit &tre vérifiée. Les fron-
tiéres BC et FG sont des parois imperméables : au travers d'elles
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il n'y a ni transfert de masse, ni transfert d'énergie (1'écou-
lement est adiabatique) et le seul transfert de quantité de mou-
vement possible est di & la pression statique régnant le long

de cette paroi. Les frontiéres AE et DH sont appelées réspec-
tivement plans d'entrée et de sortie; les conditions & y appli-
quer feront 1'objet du paragraphe 3.1.5, La convention de signe

des angles de 1'écoulement est &galement &tablie & la figure 23.

Ce domaine physique est généralement Timité de maniére
assez arbitraire & plus ou moins la Tongueur d'une corde ou
d'un pas en amont et en aval de la grille d'aubes. Au droit
des plans d'entrée et de sortie ainsi définis, certaines condi-
tions aux frontiéres physiques doivent étre satisfaites afin
de poser correctement le probléme du point de vue mathématique.
Ces conditions, qui font généralement appel & des hypothéses
d'uniformité de 1'écoulement le long du pas ne sont réalisées,
en théorie, qu'ad une distance infinie. Nous allons montrer que
dans le cas d'une grille d'aubes, cette restriction n'est pas
aussi forte.

En régime. subsonique, une grille d'aubes peut étre
représentée par une rangée de tourbijllons. La vitesse de per-
turbation qu'elle introduit dans 1'écoulement non perturbé ne
s'annule pas & 1'infini comme c'est le cas pour un profil isolé
(ol elle varie de fagon inversement proportionnelle & la dis~
tance). Pour la grille d'aubes, les vitesses & 1'infini amont
et aval différent en direction et en intensité (Réf. 50) mais
un écoulement quasi-uniforme y est cependant obtenu. En régime
compressibie, la vitesse de perturbation induite par ces tour-
billons peut s'écrire (R&f. 19)

Vp = 2V_ exp (- ——335—;) (3.14)
g+v1-M

oll X représente la direction axiale, g le pas de la grille d'aubes
et M le nombre de Mach de 1'écoulement de référence. La decrois-
sance de Ta vitesse de perturbation est de caractére exponentiel;
c'est ainsi que pour un nofbre de Mach égal a 0.5, 1a perturba-
tion sera de 1'ordre de 1% & une distance axiale correspondant
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d moins d'un pas.

Dans le cas d'un écoulement supersonique, comme on en
rencontre fréquemment en aval d'aubages de turbine , cette ana-
lyse purement elliptique au moyen de singularités n'est plus
applicable car les équations sont de nature hyperbolique.
Plusieurs ondes de choc sont présentes dans la partie aval de
1'écoulement. Pour s'en convaincre, nous présentons a la figure
24 deux visualisations (strioscopies) de 1'écouiement dans une
grille d'aubes en régime transsonique. La présence de ces dis-
continuités semble é&tre en opposition avec le fait d'imposer
une condition d'uniformité & 1'écoulement en un pilan situé &
une courte distance axiale en aval de la grille d'aubes. Cette
contradiction peut étre levée de maniére qualitative grace au
phénoméne d'atténuation auquel sont soumises les ondes de choc.
Supposons en effet que leur intensité soit constante et dépla-
cons-nous vers 1'infini aval dans la direction axiale : un nombre
infini d'ondes de choc, provenant des canaux adjacents, est
rencontré et un niveau infini de pertes par chocs serait compta-
bilisé; cette situation est évidemment absurde. 11 faut donc
que les chocs aérodynamigues soient atténués : 1'écoulement tend
bien @ s'uniformiser. Une justification quantitative de cette
uniformisation est proposée a la référence 19.

_— e — — e e e e e oi—m o e — — - — o a — —

Le domaine numérique dans lequel nous appliquons le
processus de résolution est représenté & la figure 25. 1) est
constitué par un ensemble de pseudo-Tignes de courant et de
Tignes paralléles & la direction du pas. L'écartement des
pseudo~lignes de courant est uniforme dans la direction tangen-
tielle. L'espacement entre les lignes paralléles a l1a direction
du pas décroit réguliérement entre le plan d'entrée et celui
du bord d'attaque tandis qu'il croit régu]iérement entre les
plans du bord de fuite et de sortie dans le double but d'éviter
la présence d'un trop grand nombre de ces lignes dans les do-
maines en amont et en aval de la grille d'aubes et de ne pas
augmenter inconsidérément le temps total de calcul. Entre les
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plans du bord d'attaque et du bord de fuite, 1'écartement de
ces lignes est variable en fonction de 1a résolution que 1'on
désire obtenir en un endroit donné ainsi que des gradients de
vitesse que 1'on s'attend & voir apparaitre : un maillage plus
serré est employé 1a ol 1'on exige une solution plus détaillée.

Afin de pouvoir appliquer la mé&thode des "aires finies"
décrite de fagon générale au chapitre 1, 1'ensemble des surfaces
de contrdle élémentaires doit é&tre défini dans le maillage que
nous venons de construire. Différentes poésibi]ités sont preé-
sentées aux figures 26a, 26b, 26c et 26d.

—_— e e e e A e e e e e o e e R e

(McDonald - Couston)

Un &l&ment hexagonal (Fig. 26a) est utilisé par Mc
Donald (Réf., 17), de méme que par Couston (Réf. 19, 51) et
Lehthaus (Réf. 47). Les sommets des hexagones (noeuds de 1la
discrétisation) sont placés aux intersections des lignes dé&fi-
nissant le maillage. Les trois auteurs font 1'hypothése d'une
varjation 1inéaire des paramétres décrivant 1'é&coulement entre
deux noeuds adjacents afin de pouvoir calculer les composantes
axiale et tangentielle des termes de transport de masse, de
quantité de mouvement et d'énergie au travers des différentes
frontiéres de la maille hexagonale. Ces surfaces élémentaires
se chevauchent dans les directions axiale et tangentielle.

Afin d'étudier, d'une maniére semblable & celle utilisée
par Dick (Ref. 52), la consistance et 1'ordre de précision de la
discrétisation du domaine physique réalisée par cet é&lément,
nous nous baserons sur le systéme stationnaire des équations
d résoudre, soit :

+ -+ > - !
af(e) , 39(s) _ (3.15)
X ay

e - > . . -
ol f(g) et g{o) ont été définis en (3.1) pour le systéme complet
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et en (3.4) pour le systéme & enthalpie totale constante. Les
différents paramé@tres géométriques nécessités par cette étude
sont définis a Tla figure 27 ol Axy, Axy, Ay;, Ay, et Ay; sont des
valeurs absolues alors que Ay, et Ays sont des valeurs algébri-
ques, définies comme étant positives pour 1'exemple de la surface
de contrdlie présentée & la figure 27. Les valeurs des inconnues
au noeud d'indices (i,k) sont calculées en fonction des valeurs
correspondantes aux noeuds A, B, C, D, E, et F qui définissent

également la surface &lémentaire de la discrétisation.

Afin de vérifier Ta relation (3.15), comme nous 1'avons
montré au paragraphe 1.3.2, la somme des flux entrant et sortant
de 1'élément hexagonal doit étre nulle. En tenant compte de
1'hypothése de variation linéaire des valeurs des termes de
transport entre deux noeuds adjacenfs, elle peut s'écrire sous
ta forme discréte suivante (la convention de signe choisie est
de considérer un signe négatif pour un flux entrant et un signe

positif pour un flux sortant)

FACE
1 | | (AB
"3 [fi-l,k-1+f1-1,k] AN (AB)

|
L ¢ +f +A 1 r9- +g. ] AX) l(BC)
- — i1,k i, k+1 AYo Yu o L i~1,k *i,k+l l
2
- ] v 1
_ : -A + = |qg. +g. ]Ax CD
2 [fi,k+1+f1+1,k+1j[Ay3+Ay5 2] 75 [ k19141, ka1 ) 242 (O0)
|
1 | DE
*s (fi+l,k+l+fi+l,kl bY3 [{0)
|
1 1 ’g. +g. AX |(EF)
+ E [fi,k-1+f1+1,k][éy2+Ay5 5\ i,k=1"7i+1,k 2 l

[N

. . 1 l
’ + "Ay?_ - - [g' - +g._ - ]Ax]_ (FA)
S [fi,k-l+fi—1,k-1}(AY1 bYy ) o U 1sk-17%i-1,k-1 |

(3.16)

—

= 0
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Les différents termes de flux sont ensuite développés en séries
de Taylor aux alentours du noeud d'indices (i,k); les expres-
sions de ces séries sont données & 1'annéxe (2.1). Si nous
introduisons ces développements en série dans (3.16), nous

obtenons 1'équation suivante

[Ef + 33}[AxlAy1+Ax2Aya+2Ayz(AX1+Ax2)]
X Yy

+ — r" (AXpAY3~8X1AYy)+AY2 (AXa-AXy)

ax2 |2

32f
aXay

[ZAYz(AXszs-Axlayq)+Ay2(szay3—AxlAy1)]

2 2 .2 2 2 1 2 -
g 2°F [l (AY]AY,~0Y3aYs) + 1 (Ay, oY, -bYsaY3) *+ > AY,(aY1-8Y3)
2 2

2 2 2 2
+Ay, (Aygs-Ayy) + 1 Ayz(Aya-Ayl)+M2(M3M5“M1”~)]
2

229 (1 (avZax.-ay? SAy AX1AYY)
+ (AYaaXo-8Y18X%) )+(AXoAY3AYg-AY1AX1AYY
ay2 LZ . )
2 2 2 -
+ 229 (ax5ays-axjay;) + 0 (a%) = 0 (3.17)
9X3Yy

. : I - la
Cette &quation peut s'é&crire de maniére plus condensée sSOUS

forme suivante
_ai + 39 [Axlﬁyl+AX2Ay3+2Ay2(AX1+AX2)]
ax ay

+ 0(a3) - dérivées secondes + 0(a%) = 0 (3.182)
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L'examen de. 1a relation (3.18a) nous indique que, au
passage a Ta limite, lorsque les ij et les ij tendent unifor-
mément vers zéro, la discrétisation obtenue au moyen d'une sur-
face de contrdle hexagonale est inconditionnellement consistante.
avec (3.15). En effet, (3.18a) peut également s'écrire sous la

forme

3Yedérive
af | 3g + 0(a%)-dérivées secondes _ 0(A2) = 0 (3.18b)
ax Ay 0(a?2)

Nous retrouvons 1'équation (3.15), plus un terme du
premier ordre; la discrétisation proposée est consistante avec
(3.15) et est précise au premier ordre. Afin d'obtenir une
précision du deuxiéme ordre, les conditions suivantes doivent
gtre satisfaites

py; = AYo = AY3
AX] = AXgy (3.19a)
Ayy = AYs

Cette condition revient & imposer un nmaillage régulier,
sans aucune variation d'inclinaison des pseudo-Tignes de cou-~
rant et présentant un écartement constant entre les lignes pa-
ralléles & la direction du pas. Remarquons cependant que des
variations du deuxiéme ordre dans (3.1%a) peuvent &tre suffi-
santes pour obtenir une précision du deuxiéme ordre

‘o

syy - 8Yz = 0(82) t
(3.19b)
ayy = B8Ys = 0(s2)
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(Denton)

Dans le but de réduire le nombre de noeuds par surface
élémentaire et de diminuer ainsi le temps de calcul par élément,
Denton (Réf. 24, 53) utilise des &léments trapézoidaux (Fig.
26b). Ces éléments se chevauchent dans la direction tangentielle
mais non dans la direction axiale; les noeuds de la discrétisa-
tion sont situés sur les pseudo-lignes de courant, & mi-distance
entre deux lignes paralléles & la direction du pas.

Les différents paramétres géométriques nécessaires &
1'étude de la consistance et de 1'ordre de précision de la dis-
crétisation obtenue au moyen de cette surface élémentaire sont
définis a la figure 28 ol AX;, AXy, AXy, AY1, AYs, Ay; et Ay,
sont des valeurs absolues alors que Ays, Aygs Ay7; et ayg sont
des valeurs algébriques, définies comme étant positives pour.
1'exemple de la figure 28. Les valeurs des inconnues au noeud
d'indices (i,k) sont calculées en fonction des valeurs corres-
pondantes aux noeuds d'indices (i,k+1), (i+l,k), {(i,k-1) et
(i-1,k); Ta surface de contrdle est définie par ses quatre som-
mets A, B, C et D. Nous admettons des valeurs uniformes des
flux au travers des faces AB, BC, CD et DA. Sur les faces AB
et CD, Tes valeurs des termes de transport sont calculées comme
la moyenne entre leurs valeurs aux noeuds situés de part et
d'autre de chacune de ces faces; sur les faces BC et AD, les
valeurs des flux sont celles au noeud situé sur la face considérée.

Afin de vérifier la relation (3.15), la somme des flux
entrant et sortant de 1'élément doit &tre nulle; sous forme
discréte, elle s'écrit de 1a maniére suivante (en conservant
les conventions de signe du paragraphe précédent)
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1

" [fi-l,k+fi,k] AY, | (face AB)
|

- f (ay.- : l .

i,k+l \BY3TAY,*AY7) + 95 poq X, ‘ (face BC)

+ l f. +f A I (fa CD
|

+ f_i,k_l.ﬂ_Y']"g-i’k_l AXZ I (fQCe DA)

=0 (3.20)

Les différents termes de flux sont ensuite développés
en séries de Taylor aux alentours du noeud d'indices (i,k); les
expressions de .ces séries sont données & 1'annexe (2.2). Si
nous introduisons ces développements en série dans (3.20), nous
obtenons 1'équation suivante

ag {1
af [}- AY¥, (AX1+AX,) + E] AY 3 (Ax2+Ax3)l ¢ = I— AX2 (Ay2+A_y3)]

5% 3 4 ) oy \2

s 2 {l bya (28ys-By7-bys) * % Y3 (ZAyS-Ay7-Ay8)]
j

ay 4
2 27
P 22 (L ayy (axgraxs) - o vz (axieaxs) |
ax2 {16 16 *

. 32f [l Ay3Ayg(Axo+tAxy) - 1 AY28Ys {Ax1+sz)}
- ; P

axdy (2

2 2 1 2
b [' L (sysaya-tyssys) * 32 (byztbys) ‘Ay2-Ay3)]
: 3
4

VAR !

o(sa") = 0 (3.21)
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Si la condition suivante, relativement sévére, est satisfaite:
AXy = A%y = AX3, (3.22)

1'équation (3.21) peut s'écrire de maniére plus condensée sous
la forme

f 3 1
[é— + -g][— AXo(Ayotays)
oxX Ay 2

af (1
+ [Z Ay,(20yg-Ay7-0Yg) + % AYa(ZAYG"AJ’?"AyB)]

3y

+ 0(a3) - dérivées secondes + 0(a"*) = 0 (3.23a)

L'examen de cette derniére &quation nous indigue que,
au passage & la limite, lorsque Tles ij et les ij tendent
uniformément vers zéro, la discrétisation obtenue au moyen
d'une surface de contrdle trapézoidale n'est que conditionnel-
lement consistante avec (3.15). En effet, (3.23a) peut égale-
ment s'é&crire sous la forme

[gf + ag] . X 3f , 0(a%).dérivées secondes , 5,2y .

aX Ay 0(a2) ay 0(a2)

avec (3.23b)

X = % AYo(280ygs-by;-b0Yyg) + % AY3{28yg-0y7-AYg)

Nous ne retrouvons 1'équation (3.15), plus un terme du
premier ordre, que si X est au moins du troisiéme ordre, ce qui
implique les conditions suivantes

20Yg5 = 2Ayg = Ay7 * AYg
(3.24a)

ﬁxl = AXy = AX3

QU encore
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24ys - (Ayg+dyg) = 0(a2)
20yg - (Ayz+byg) = 0(a2)
- (3.24b)
AXy ~ &X, = 0(62)
Axpz ~ AXz = 0(a2)

Dans ce cas, la discrétisation est consistante avec le
systéme aux dérivées partielles (3.1) ou (3.4) et est précise
au premier ordre. La condition (3.24) permettrait aussi d'ex-
pliquer théoriquement une des raisons pour lesquelies Denton
(Réf. 24, 53), dans sa.méthode de calcul d'un écoulement inter-
aubes, utilise des triangles pro]dhgeant la discrétisation du
bord d'attaque et du bord de fuite (Fig. 29) afin d'obtenir une
variation plus douce dans 1'inclinaison du maillage, dans une
zone ol ces variations sont justement fort importantes. L'uti-
lisation de cet &lément de discrétisation est donc bien adaptée
au calcul d'aubages tels que ceux d'une section de téte d'un
rotor transsonique de turbine & vapeur comme celle de la figure
40 par exemple, du fait de la faible cambrure de ce profil.

Pour obtenir une discrétisation précise au deuxiéme
ordre, les conditions suivantes doivent é&tre satisfaites

AY, = Ay, = AY3 = AY,y
Ays = AYye = AY7 = AYs ' (3.25a)
AXI = AXZ = Ax3~

=

" Cette condition implique & nouveau-l'existence d'un
maillage strictement régulier, sans aucune variation d'incli-
naison des pseudo-lignes de courant et présentant un écartement
constant entre les lignes paralléles a la direction du pas.
Remarquons cependant que des variations du deuxiéme ou du troi-
sidme ordre dans (3.25a) peuvent &tre suffisantes pour obtenir
une précision du second ordre '




Axq
AX,
Ay,
Aya

Ays

20ays - (Ay;+Ayg)

2Ay6 - (Ay7+Ay8)

- AX3
- Ay,
- AYys

-;ﬂyq

0(s%)

0(a3)

0(a2)

0(a?)

0(a2)
= 0(a?)
= 0(a3)
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(3.25b)

Pour calculer les termes de flux au travers des faces

AB et CD (Fig. 28), nous avons utilisé une moyenne arithmétique

de ces flux aux noeuds situés de part et d'autre de chacune de

ces faces.

Si nous utilisons une moyenne pondérée, les équa-

tions équivalentes & (3.20), (3.21) et (3.23) s'écrivent comme

suit :

f.

-1,k

+1.,
A¥»p f1 kﬂxl

2 Ay, +

AX1+AX,

fi,kAx3+fi+1,kAx2

Ays
AX2+&X3

90 k194 ,k-1) BXe g gAYy

- fi’k+1(Ay3-Ay2+Ay7) =0

(3.26)
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. f \ l 1
[3— + 28 [— A%, (Ayz'”\ya)]
3X  3y) (2 )
o f AXyAYs AY7+AYg AXpAYg Ay7+ﬁya]
+ — AY, - t AYs -
3y AX1taxy 4 AXztAX 3 4 J
4 asf 1
e { = = A%y | aYa (X FAX,)-AYz{aX,tAXg)
%2 8
2f 1
+ 2 - = aX,(aY,bys ~Ayshye)
IXIY 2
AY Ayz AY Ayz
52 f 1 28Ys 3876 1 2
+ — - = AX, - - — (ay,+ays) (ay,-ays)
ay? | 2 AXy+AX, AXp+AXs3 32
+ 0(a%) = 0 (3.27)
3f 9 1 -
a8 [— AXo (MY, +AY3)
9X 3y} 12

AX,AY AY;TAY AX, MY AYtAY
3f 28Js 7 8 2876 7 8
+ [Ayz - ' + AY; -
N | AXy+AX, 4 AXpHAX3 4

+ 0(A%) . darivées secondes. + 0(a%) = O (3.28)

“ La condition & remplir pour éviter 1'erreur de consistance

devient :
AXpAY5 bXohYg AY7+AYg
AX1+AXo AXptAXs 4 (3.23a)
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et est, en fait, Equivalente aux conditions (3.24a). .Dans ce
cas, la discrétisation est consistante avec le systéme aux dé-
rivées partielies (3.1) ou (3.4) et est précise au premier
ordre. Remarquons que des variations du second ordre dans
(3.29a) peuvent étre suffisantes pour obtenir une précision du
premier ordre

AXoAYg Ay7+4Yg
- = O(AZ)
AX1+AX, 4 (3.29b)
AXZAyG Ay7+Ay8
- = O(AZ)
AX2+AX3 4

Ces conditions sont équivalentes aux conditions (3.24b). Pour
obtenir une discrétisation précise au deuxiéme ordre, les con-
ditions (3.25a) ou (3.25b) doivent étre satisfaites. Nous
voyans que 1'introduction d'une moyenne pondérée dans le calcul
des termes de flux n'apporte aucune amélioration dans la dis-
crétisation obtenue au moyen de cet &l1ément trapézoidal.

(Van Hove - Arts)

Pour les mémes raisons d'optimisation du temps de calcul
par noeud, Van Hove (Ré&f. 54) utilise un &lément bitrapézoidal
(Fig. 26c). Les surfaces de contrdle se chevauchent cette fois
dans la direction axiale majs non dans la direction tangentielle.
Les noeuds de la discrétisation sont situés sur les lignes pa-
ralléles a4 la direction du pas & mi-distance entre deux pseudo-
lignes de courant.

Les différents paramétres géométriques nécessaires &
1'8tude de la consistance et de 1'ordre de précision de cet
€l1ément sont définis & Ta figure 30 ol AX;, AXy, AY;, Ay, et
Ay3 sont des valeurs absolues alors que Ay, et Ays sont des
valeurs algébriques, définies comme &tant positives pour
1'exemple de la figure 30. Les valeurs des inconnues au noeud
d'indices (i,k) sont calculées en fonction des valeurs corres-
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pondantes aux noeuds d'indices (i,k+1), (i+l,k), (i,k-1) et
(i-1,k). La surface de contrdle est définie par ses sommets
A, B, C, D, E et F. Nous décrirons au paragraphe 3.1.4 1la
maniére de calculer Tes composantes des termes de flux au tra-
vers des différentes faces de la maille ABCDEF.

Afin de vérifier la relation (3.15), Ta somme des flux
entrant et sortant de 1‘@lément doit &tre nulle; sous forme
discréte, celle-ci s'écrit de la maniére suivante (en conservant
Tes conventions de signe du paragraphe précédent)

“Filk - BV | ( face AB)
I
1 ;e AYs AY, 1 |
T Uit ken) |5 HYsT o v (Gt ) (axgexs)
(face BCD)
|
+ Fii1 K - bY3 |(face DE)

+

1 AY, AY3 1 |
E (Fi e+ Fi k1) 'y tayy- > +ayg| - E (95 k*94 k-1) (8X3+ax%5)
{face EFA)

- 0 - (3.30)

Les termes de flux sont ensuite développés en séries
de Taylor aux alentours du noeud d'indices (i,k); les expressions
en sont données a T'annexe (2.3). Si nous introduisons ces
développements en série dans (3.30), nous obtenons 1'équation
suivante




-~ g5 -~

.39 |,
of (Ay3hxp+AX AYY) + T [Ayz(Ax1+Ax2)]
3y

IxX
of - )"A
+ == [ays(ays-aY2) AYu(ay,-py,)
dy
2 2 2 2 2
+ E_ﬁ l (Ayanz—Aylﬂxl)] + ﬁiﬁ l (ﬁy3AYS—Ay1AyH)
axZ (2 ay? (2
3 2f -
+ (AXZAy3A,V5 AxlAylﬁy“) + O(A‘-}) =0 (3-31)
aX3Y
Si la condition suivante est satisfaite
AY1 =AY, = AYyj3 _ (3.32a)

1'equation (3.31) peut s'écrire de maniére un peu plus conden-
sée sous la forme sujvante

if + 39 Ay, {(AX{+AX5)
X oy

+ 0(aA3) - dérivées secondes + 0(a") = 0O (3.33)

L'examen de cette derniére équation nous indique que,

au passage & la limite, lorsque les ij et ay. tendent unifor-
mément vers z&ro, la discrétisation obtenue au moyen d'une sur-
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deuxiéme -ordre dans (3.32a) peuvent étre suffisantes pour garan-
tir la consistance et une précision du premier ordre

A1 ~ Ay,= 0(a?)
(3.32b)
AYs - Ay3z= 0({a?)

La condition (3.32b) est généralement satisfaite dans
Ta plupart des applications, surtout si, comme nous le verrons
au paragraphe 3.1.3.8, les bords d'attaque et de fuite des
aubes sont discrétisés de maniére tronquée. Pour obtenir une
discrétisation précise au deuxiéme ordre, les conditions sui-
vantes doivent étre satisfaites

Ayy = bys = Ayj3
byy = AYs . (3.35a)
AXq1 = AXZ

Cette condition implique & nouveau 1'existence d'un
maillage strictement régulier, sans aucune variation d'incli-
ﬁaison des pseudo-lignes de courant et présentant un &cartement
constant entre les lignes paralléles et la direction du pas.
Remarquons cependant que des variations du deuxiéme ou du troi-
siéme ordre dans (3.35a) peuvent étre suffisantes pour obtenir
upe précision du deuxiéme ordre

AYy - byp = 0(a3)
Ay, = AY3 = 0(a3)

(3.35b)
AX, - Axp = 0(42)

AYy = AYs = 0(a2)
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(Essers - Kafyeke)

Dans le maillage que nous avons construit, Essers et
Kafyeke (Réf. 21, 48) ont imaginé une quatriéme possibilité de
surface de contrdle (Fig. 26d). Les é&léments ne se chevauchent
ni dans la direction axjale, ni dans la direction tangentielle.
Les noeuds de la discrétisation sont situés au centre des
diverses surfaces de contrdle.

Les différents paramétres géométriques nécessaires a
1'étude de la consistance et de 1'ordre de précision de la dis-
crétisation obtenue au moyen de cet &1é&ment sont définis a la
figure 31 ol AX;, AXp, AX3, AY;, AYy, Ays et Ay, sont des va-
leurs absolues alors que Ays, Ayg, Ays; et ayg sont des valeurs
algébriques, définies comme &tant positives pour 1'exemple de la
figure 31. Les valeurs desinconnues au noeud d'indices (i,k)
sont calculées en fonction des valeurs correspondantes aux noeuds
d'indices (i,k+1},{(i+1,k), (i,k-1), (i-1,k). La surface de
contrdle est définie par ses quatre sommets A, B, C, D. Au
travers des faces AB, BC, CD et DA, les deux composantes des
termes de flux sont calculées comme la moyenne arithmétique
entre leurs valeurs aux noeuds situés de part et d'autre de
chacune de ces faces; sur chacune d'élles, ces flux sont de
plus supposés uniformes.

Afin de vérifier la relation (3.15), la somme des flux
entrant et sortant de 1'élément doit &tre nulle; sous forme dis-
créte, elle s'écrit de la maniére suivante (en conservant les
conventions de signe du paragraphe précédent)
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- % (Fio1, ity i) Y2 : (face A%)
Uy ety ) Y 2 (94,k"91,ke1) X2 | (face BC)
2 d i,k 2 l
l
) % [fi,k*fm,k bY3 | (Tace D)
l
+ % (fi,kﬁfi’k_l)(Ayz-Ay3+AY7) - % (gi,k+gi,k-1) sz: (face DA)
= 0 (3.38)

Les termes de flux sont ensuite développés en séries

de Taylor aux alentours du noeud d'indices (i,k); les expressions
de ces séries sont données a 1'annexe (2.4). Si nous introdui-

sons ces développements en série dans (3.36), nous obtenons

1'équation suivante

af [l [Ayz(AX1+AX2)+Ay3(sz+Ax3)]] + ﬁﬂ'[ﬁxz(ay2+ay3)]
ax 1.2 2y
of [1 (2 - _ 1
o 30 1= ayo(28y5-ay7-8Yg) * = ay;(28ys-8Y7-0Yg)
sy L2 2
22f [ L{ays (ax,+ax4)’ 2
4 — - 3 a AXB) ‘A.yz(ﬂxl-i-sz) }
axz l-.8

1t
2 .
a2f [~ [Aysays(Ax2+Ax3)-Ayszs(Axl+Ax2)]]
g X3y

2f (1 2 2 2
- ["(Ay3AyG'Ay2Ays) + X (ay,+2¥;) (Ayg’Ays)]
ay? (2 8 ° ,

y = 0 (3.37)
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S la condition suivante, relativement sévére, est
satisfaite

Xy = 8X; = Axg, (3.38)

T'équation (3.37) peut s'écrire de maniére un peu plus condensée
sous la forme

of 3
[“‘ —g][ﬂxz(ﬁyz+AY3)]
X 3y

1 1
" [E 8Y2(28y5-by7-8ys) + - By3(28Y6m0Y7-4Ys)

+ 0(a3) - dérivées secondes + 0(a%) =0 (3.39)

L'examen de cette derniére &quation nous indique que,
au passage & la limite, lorsque les ij et ij tendent unifor-
mément vers zéro, la discrétisation obtenue au moyen d'une
surface de contrdle quadrangulaire n'est que conditionnellement
corisistante avec (3.15). En effet, (3.39) ‘peut également

s'écrire sous Jla forme

3).dériva '
af 39} , X af 0(A°)-dérivées secondes + 0(82) = 0
3X oy 0(a2) sy 0(a2)

avec (3.40)

1
X = % Ays (2ays-bys-Ayg) + E Ay3(2Aayg-ay,-ayg)

Nous ne retrouvons 1'équation (3.15), plus un terme du
premier ordre, que si X est au moins du troisiéme ordre, ce qui
impiique les conditions suivantes

2rys = 20ye = Ay7 + AYsg
(3.41a)
AXy = Axp = AX3

ou encore
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20ys - (Ayz+ayg) = 0(a?)

20y - (Ays+dyg) = 0(a?) -
(3.41b)

AX1 - BXp = 0(a2)

Xy = Axz = 0(a2)

Dans ce cas la discrétisation est consistante avec le
systéme aux dérivées partielles (3.1) ou (3.4) et est précise
au premier ordre. Nous sommes face aux mémes avantages et in-
convénients que ceux qui ont été décrits dans le cas de 1'é1é-
ment trap&zoidal de Denton.

Pour obtenir une discrétisation précise au deuxiéme
ordre, les conditions suivantes doivent étre satisfaites

Ayy = Ay, = Ays = Ayy

il
1]

AYs = AYyg = Ay7 = Ayg (3.42a)

AX1 = BXg = AXg

Cette condition implique & nouveau 1'existence d'un
maillage strictement régulier, sans aucune variation d'incli-
naison des pseudo-lignes de courant et présentant un écartement
constant entre les Tlignes paralléles & la direction du pas.
Remarquons cependant que des variations du deuxiame ou du troi-
siéme ordre dans (3.42a) peuvent &tre suffisantes pour obtenir
une précision du second ordre

AXy - Axp = 0(a®) Ays ~ Ayy = 0(a?)

Axp - Axz = 0(a3) 28y5 ~ (Ays+0yg) = 0(a®)

JAy1 - dyp = 0(a?) 280y - (by7+byg) = 0(a%)

ayp - bys = 0(a?) | - (3.42b)
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Une approche différente de construction d'un maillage
doit également &tre signalée. De maniére & aligner le mieux
possible les "aires finies" (ou les lignes du maillage) avec
1'écoulement, ce qui conditionneen grande partie la précision
de la solution, Younis et Camarero (R&f. 55) proposent un mail-
lage curvilinéaire construit en fonction de l1a forme du profil
étudié. Dans ce maillage, des surfaces de contrdle semblables
d celles utilisées par Denton sont définies. Un avantage indé-
niable de cette approche concerne la discrétisation des bords
d'attaque et de fuite; ces deux zones sont toujours parfaite-
ment définies, indépendamment des dimensions du maillage. VUne
méthode semblable est utilisée par Deconinck et Hirsch (Réf. 56)
qui calculent un écoulement transsonique inter-aubes au moyen
d'une approche par éléments finis.

3.1.3.8 Choix d'un élément de discrétisation

Les différentes analyses que nous avons effectuées
dans les paragraphes précédents nous ont permis d'évaluer la
consistance et 1'ordre de précision des discrétisations propo-
sées par certains auteurs. L'é@lément hexagonal permet d'obtenir
une discrétisation inconditionnellement consistante et précise
au premier ordre. La consistance des discrétisations obtenues
au moyen des trois autres éléments n'est que conditidonnelle;
nous avons en effet montré qu'une erreur de consistance non né-
gligeable peut apparaitre dans le cas d'aubages possédant une
cambrure importante Torsque la discrétisation est effectuée au
moyen de 1'&lément trapé&zoidal de Denton ou de 1'élément qua-
drangulaire de Essers et Kafyeke. La condition de consistance
de la discrétisation obtenue au moyen de 1'élément bitrapézoidal
proposé@ par Van Hove et Arts est moins sévére et est réalisée
dans la grande majorité des applications; elle n'est de plus
pas fonction de 1a cambrure du profil étudié&. Pour chacun
de ces trois derniers é&léments, la discrétisation est précise
au premier ordre; elle posséde 1'avantage sur 1'élé-
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ment hexagonal de ne nécessjter JTa connaissance des inconnues
qu'en quatre noeuds au Tieu de six pour appliquer le schéma
numérique de résolution; cet avantage sera loin d'étre négli-
geable Torsque nous traiterons les &coulements tridimensionnels.

Les surfaces de contrdle que nous avons employées
{Fig. 33) sont semblables & celles utilisées par Van Hove; nous
avons vu que pour cet élément bitrapézoidal, les noeuds du
réseau, ol les valeurs des différentes inconnues sont calculées,
se situent sur les lignes paralléles a la direction du pas &
mi-distance entre deux pseudo-lignes de'couraﬁt. La position
de ces noeuds est telle que les valeurs des inconnues (vitesse,
masse volumique, pression, température) sur 1'intrados et 1'ex-
trados (qui sont aussi des pseudo-lignes de courant) de 1'aubage
sont obtenues par extrapolation parabolique ou linéaire 1e long
d'une ligne paralléle au pas, des valeurs obtenues aux diffé-
rents noeuds situés & 1'intérieur du canal. Ce processus d'ex-
trapolation conduit parfois au paradoxe d'obtenir sur la paroi,
dans une région d'intenses gradients tangentiels, une pression
statique locale supérieure &8 la pression totale d'entrée. Des
imprécisions peuvent d'autre part apparaitre Tors du calcul de
1'angle de 1'écoulement & Ta paroi : cette grandeur est en effet
égé]ement obtenue par extrapolation des valeurs calculées a
1'intérieur du canal. Dans une région de forte cambrure de
1'aube; 1'expérience montre que des oscillations plus ou moins
importantes autour de la valeur exacte apparaissent.

C'est principalement pour ces raisons que nous avons
modifié la position des noeuds de Tla discrétisation : ils sont
situés maintenant 8 1'intersection des Tignes paralléles d la
direction du pas et des pseudo-lignes de courant (Fig. 33). Cette
configuration a &té choisie de maniére & obtenir directement par
le schéma numérique et non plus par extrapolation, la valeur des
différentes inconnues de 1'é@coulement sur 1'intrados et 1'extra-
dos de 1'aubage; cette facon de procéder nous a paru plus rigou-

reuse.
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de turbomachine, est discrétisée de fagon relativement simple
sans utiliser de transformation de coordonnées. En cela, 1'ap-
proche par "aires' finies" posséde la méme flexibilité qu'une
méthode par &léments finis mais préserve une démarche plus proche
de la physique du probléme que cette derniére.

Soit S la surface d'un des éléments bitrapézoidaux de
contrdle que nous avons dé&finis au paragraphe précédent, 35S le
contour de cet &lément et N, de composantes n, et n,, le vecteur
normal sortant a8 cette frontiére 3S. L'intégration sur Ja sur-
face des systémes d'équations (3.1) ou (3.4) selon le processus
que nous avons décrit au paragraphe 1.3.2 et avec les mémes

hypothéses, fournit le résultat suivant

ad

3
3t

-~ 5> e
S = - J (f-nx+g-ny) da (3.43)
as

Dans chaque é&lément de ‘contrdle, les valeurs des in-
connues (3) restent uniformes. Cette équation exprime mathéma-
tiquement 1'égalité qui existe entre la variation de S & 1'inté-
rieur de la surface élémentaire S et la résultantedes différents
transports par convection de ¢ au travers de la frontiére 3S de
S. Puisque nous utilisons des &léments polygonaux plus ou moins
réguliers, 1'intégrale des flux sur le contour 23S (membre de
droite de (3.43)) peut &tre calculée par la somme de ces flux
au travers des différents segments du contour polygonal entourant
1a surface de contrdle.

La dérivée temporelle intervenant dans (3.43) est
discrétisée au moyen du schéma numérique a viscosité corrigée
dans sa version que nous avons appelée semi-implicite. Nous
avons décrit ce schéma au paragraphe 2.6.4 et avons montré qu'il
possédait, pour une application & une géométrie unidimensionnelle,
de trés bonnes qualités de convergence et de stabilité. Appli-
qué au cas d'une géométrie bidimensionnelle, le schéma & viscosité
corrigée nous permet de construire le systéme discret suivant ou

n est 1'indice temporel de discrétisation, i et k sont les indices
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Les surfaces &lémentaires de la discrétisation, définijes
au moyen de ces noeuds, semblables & celles utilisées par Van Hove
pour la partie intérieure du canal, sont décrites & Ta figure 33.
Les conditions nécessaires a4 1'obtention d'une discrétisation
consistante ont &té établies au paragraphe 3.1.3.5. Dans le cas
Te plus général, cette discrétisation est précise au premier
ordre. Comme 1'indique la figure 33, des demi-&léments doivent
étre construits le long des frontiéres imperméables ainsi qu'aux
bords d'attaque et de fuite. Ces derniers peuvent &tre discré-
tisés de maniére pointue ou tronquée; si cette derniére option
est choisie, une surface @lémentaire un peu spéciale est définie.

Dans le souci de présenter une &tude compléte, nous
avons également effectué une analyse de la consistance et de
1'ordre de précision de la discrétisation obtenue au moyen des
"demi-&léments" utilisés le long des parois imperméables. Les
conclusions de cette &tude sont présentées de maniére détaillée

a T'annexe 3. En bref, elles sont analogues & celles que nous
avions obtenues au paragraphe 3.1.3.5.

Mentionnons enfin que 1'usage de cette nouvelle dis-
crétisation permet 1'établissement de solutions doublement défi-
nies le long des frontiéres périodiques en amont et en aval de
la grille d'aubes par 1'utilisation du concept de ligne de glis-
sement (définie comme une ligne au travers de laquelle Ta pres-
sion statique et Ta vitesse normale & cette ligne sont conservées
tandis que les autres paramétres peuvent présenter des discon-
tinuités) si 1'on désire généraliser la méthode & un calcul
d'écoulement réellement instationnaire selon une approche semblable

=

3 celle qui a été exposée & 1'annexe 1.

3.1.4 Description du schéma numérique
a viscosité corrigée

L'application & 1'écoulement existant dans une grille
d'aubes bidimensionnelle démontre clairement 1'avantage que
1'approche par "aires finies" posséde sur une méthode de diffé-
rences finies; une géométrie complexe, comme celle d'un aubage

-—
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de discrétisation spatiale dans les directions axiale et tangen-
tielle

N+l At n L+l o .n N ,n
95k = _g_ £ (termes de transport) + Z(Ui-l,k+°i,Io+1+oi-k1,k+°i ,k—l)

->¥

o5, k)

-k +% - +%

*
(oi-1,k%9 k1t %541,k 01, k-17"

(3.44)

2
4

Les termes surmontés d'un astérisque sont mis a jou}
toutes les Nv itérations et maintenus constants pendant les Nv
jtérations suivantes selon le principe du schéma d& viscosité
corrigée; At est le pas temporel Timite de stabilité dont nous
parlérons dans le paragraphe 3.1.7 et « est un coefficient de
viscosité purement numérique, fonction du gradient des inconnues,
de fagon 4 n'introduire une viscosité importante que dans les
zones & gradients importants et & ne pas altérer la précision
dans le reste du domaine de 1'écoulement; sa valeur est déter-

minée classiquement par 1'expression

* * b g * ®
Cledog ke kerteia, kPR, k-1 %0k
4

(3.45)

a = VC 11

VC est un coefficient numérique, l1égérement inférieur
ou méme &gal a 1 (V€ = 1-0(a)), choisi de maniére empirique. Le
caractére "semi-implicite" (cette dénomination vient de Ta pré-

sence du terme g?f% , dans le membre de droite de (3.44)) du

schéma numérique ne pose & nouveau aucun probléme particulier
comme nous progressons d'amont en aval, toutes les valeurs de o
dans le plan (i-1), au temps (t+at), sont connues au moment ol
o est calculé au noeud (i,k). Les termes de transport sont dé-
finis positifs lorsqu'il s'agit de flux entrant dans 1'é&lément

de surface S et négatifs lorsqu'il s'agit de flux qui en sortent.

A la figure 34a est représentée une maille &lémentaire,
soit ACDEGHA, représentative de la discrétisation. Le noeud
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d'indices (i,k) est situé au centre de cette maille et les va-
leurs des différentes inconnues y sont calculées en fonction de
leurs valeurs au pas temporel précédent aux noeuds d'indices
(i-1,k), (i,k+1), (i,k-1) et (i+l,k). De fagon & expliciter les
différents termes de transport, nous définissons les paramétres

géométriques suivants dans cette maille

L . T
by;.q = AC ay; =D Ayy,; - EG
ax; = projection de GA (ou CE) sur 1'axe x
bxx;_q = projection de AH (ou CD) sur 1'axe X
AXX, = projection de HG (ou DE) sur 1'axe x > (3.46)
AXY§ k-1 = projection de GA sur 1'axe y
AXYj k= projection de ET sur 1'axe y

(définis positifs sur la figure)—

Au travers de la face AC, seul un terme de transport
'dans Ta direction axiale doit é&tre retenu; on convient d'admettre
une valeur uniforme de ce flux (entrant) sur AC, égale & sa
valeur au noeud d'indices (i-1,k). Le raisonnement est analogue
pour la face EG, sauf qu'il s'agit d'un flux sortant de 1%élé-
ment: une valeur uniforme, égale & la valeur du flux au noeud
d*indices {i+l,k) est adoptée. Au travers des faces CE et AG,
les deux composantes, axiale et tangentielle, des termes de
transport doivent &tre prises en compte. En ce qui concerne la
face CE, les termes de flux sont approximés par la moyenne de
leurs valeurs aux noeuds d'indices (i,k) et (i,k+1); 1ils sont
supposés uniformes le long de CE. Dans la direction axiale les
flux entrent dans 1'élement de surface; dans la direction tan:-
gentielle, des flux sortant sont observés. Pour la face AG, on
considére les moyennes des valeurs des flux aux noeuds d'indices
(i,k) et (i,k-1); Tes flux sont également supposés uniformes sur
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cette face. La composante axiale des termes de transport est un
flux sortant tandis que la composante tangentielle est un flux

rentrant, Mathématiquement, ces considérations permettent d'ex-
pliciter (3.44) de maniére a obtenir 1'expression discréte sui-

vante
n+l n+l n n n
p -1z +3 +3 43,
Pi,k T 7 [Ti-1,k7%41,k7 %4, k-17 01, k41
o . - +* o »¥
T LKk k10 1T
F.n n n n
t | 3 1 ( 3
F o MY e Mt L?1,k+fi,k+1}ﬁxyi,k
1 ol <N \ 1 ->.-n ->-n
P AN S I LI NS A LN AN ST L
U (3.47)
T UK ke A '

La surface S est calculée par 1'expression suivante

1
S = E [Axxi_l(ayi_1+Ayi) + Axxi(Ayi+Ayi+1)] ' (3.48)

Si la pseudo-ligne de courant joignant les noeuds d'indice k est
une des frontiéres périodiques inférieures amont cu aval (ligne
Kk = 1), Te méme principe de calcul peut étre appliqué grdce a la
condition de périodicité de 1'écoulement. En admettant que le
maillage comporte (k = KM) pseudo-lignes de courant, la surface
€l1émentaire est construite en décalant d'une distance égale &

un pas la ligne {k = KM-1) (Fig. 34b). Le raisonnement est ana-
logue s'i1 s'agit d'une des frontiéres périodiques supérieures,
mais c'est la ligne (k = 2) qui est décalée d'un pas. On remar-
quera qu'ainsi les variables sur les lignes (k = 1) et (k = KM)
sont calculées exactement de la méme maniére, vérifiant ainsi la
condition de périodicité de 1'écoulement.
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Si la pseudo-ligne de courant sur laquelle se trouvent
les noeuds pour lesquels on désire calculer les différentes in-
connues de 1'écoulement se confond avec 1'intrados ou 1'extrados
de 1'aubage étudié, la situation est celle de la figure 34c. Un
demi-é1ément de surface est considéré. Le long de la face ABC,
c'est la pression statique régnant en B qui détermine le seul
terme de flux non nul. Au travers des autres faces de cet élé-
ment, les termes de transport sont calculés de la méme maniére
que celle employée dans le cas d'un élément général. L'équation
(3.47) devient

+n+1 21 —->n+1 ++n +4+n _2+n
Yi,1 7, |%1-1,179941,177%4,2 °i,3
ol . >k ok >k
- Z{Ui-l‘,1+°i+l,l+4°‘i,2 201.,3 405’1]
At n
+ =— Z (termes de transport) - (3.49)
S

Pour la ligne (k = KM), Te raisonnement est identique,
faisant cette fois intervenir les lignes (k = KM-1) et (k = KM-2).
Sur une paroi solide, nous ne pouvons plus définir un domaine de

dépendance numérique semblable & celui qui est utilisé au centre
du passage inter~aubes (Fig. 34a). De maniére @ conserver un
schéma numérique analogue au cas général, nous construisons intui-
tivement un domaine de dépendance excentré dans la direction tan-
gentielle (Fig. 34c¢). Les coefficients (+4) et (-2) intervenant
dans le membre de droite de (3.49) sont les coefficients de pon-
dération, fonctions de la distance entreles différents noeuds du
maillage. Ces valeurs numériques peuvent également &€tre établies
grice & une analyse de consjstance rigoureuse faisant intervenir

les termes instationnaires.

L'élément décrit & la figure 34d est employé pour le
traitement du bord d'attaque de 1'aubage. Au travers de AD, les
termes de transport sant calculés comme étant la moyenne entre
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les valeurs des flux aux noeuds B et C. Sur la face AB, seul

un terme de quantité de mouvement sous forme de pression statique
(paroi imperméable) est considéré : la valeur de ce terme de
transport est proportionnelle & une moyenne pondérée des valeurs
de la pression statique aux noeuds B et C. De méme, sur la face
BE, i1 n'existe qu'un terme de transport de pression statique,
calculé en B. Au travers des autres faces de ce demi-élément

de surface, les termes de flux sont calculés de la méme maniére
que dans le cas d'un é&lément général. L'tguation (3.47) devient

LN+l 1 +n+1 LN LN L
3,1 % 7 |91-1,170441,17%94,279%5 3
R e . 2% B >% 3%
" [”i-1,1+°i+1,1+4“i,2'2°1,3‘4°1,11
At n
+ — Z (termes de transport) (3.50)
S .

Le raisonnement est identique pour 1'élément se trou-
vant sur la ligne (k = KM). Pour le traitement du bord de fuite,
discrétisé de maniére tronquée, il en va de méme. L'é&l€ment de
surface concerné est décrit dala figure 34e. '

3.1.5 Dé&finition des conditions aux frontiéres

Afin de construire un probléme aux dérivées partielles
correctement posé au sens d'Hadamard, i1 nous faut adjoindre au
systéme d'équations aux dérivées partielles que nous avons défini
une série de conditions aux limites physiques le long des fron-
tiéres du domaine étudié (Fig: 25). Nous avons vu que le long
des frontiéres AB, EF, CD et GH {(appelées frontiéres périodiques),
une condition de péricdicité doit étre appliquée : les flux de
masse, de quantité de mouvement et d'énergie au travers de AB
sont, en valeur absolue, #gaux & ceux qui traversent EF; 11 en
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va de méme pour les frontiéres CD ét GH. Le long des parois
solides BC et FG, une condition d'imperméabilité doit &tre véri-
fiée. Comme la méthode que nous employons fajit apparafitre ex-
plicitement les termes de transport, la condition est remplie par
la mise & zéro des flux de masse et d‘énergie au travers de ces
parois et par la présence d'un flux de quantité de mouvement
réduit & un terme de pression statique exercée sur 1'intrados

et 1'extrados. De cette fagon, 1'angle de 1'é&coulement le long
du profil est obtenu comme un résultat du calcul et n'est pas

une donnéde d introduire. Le caractére globalement conservatif
des équations est ainsi préservé et une accumulation d'erreurs
sur les variables de base au travers de la grille est évitée,
surtout dans les zones autour des bords d'attaque et de fuite,

14 ol les différentes inconnues subissent d'importantes variations.

La détermination du nombre de conditions aux limites
& appliquer au droit du plan d'entrée AE et du plan de sortie
DH se fait de maniére semblable 3 celle utilisée dans le cas
unidimensionnel, 4 savoir par la méthode des caractéristiques.
On convient généralement, dans le cas d'une grille d'aubes, de
choisir des conditions d'entrée et de sortie uniformes le long
du pas; comme nous 1‘avons montré, 1'extension en amont et en
aval du domaine de calcul est une conséquence de cette hypothése.
Une deuxiéme conséquence est que 1'on peut négliger tous les gra-
dients dans la direction tangentielle au droit des plans d'entrée
et de sortie (3% = 0). Dans le cas du systéme (3.1) (ou (3.7)},
le probliéme a résoudre devient, au droit de ces plans, sous forme
quasi-Tinéaire (Réf. 57)

> -+
29 4 A(3) 22 =0 (3.51)
3t ax
Q (U P 0 0)
u T
3 = A = [p " o 1
v 0 0 u 0
L) 0 ('Y"l)T 9] UJ
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A

Les valeurs propres Aj (3 = 1,2,3,4) de 1a matrice A(g) ont éte

calculées en (3.7). A ces valeurs propres correspondent les

>A L A A LA
vecteurs propres Aj (3 = 1,2,3,4) suivants A(U)-Aj = Aj-Aj]
[x; = U] [A; = ul [Xs = u+a] [x, = u-a]
4 11' r 1\ r 1 3 r 1 3
A 0 A |0 A a A |2
By = 1, = Fa=| ° Foo= | P (3.52)
0 1 0 0
T T T T,..
\_EJ \—EJ kE(Y l)d \p(Y 1)J

Nous pouvons maintenant remplacer le systéme aux dérivées par-
tielles (3.51) & résoudre dans les plans d'entrée et de sortie
par le systéme des relations caractéristiques (relations diffé-
rentielles ofdinaires) tel que nous 1'avons défini au chapitre

2. Les équations différentielles suivantes sont obtenues, s
étant une coordonnée mesurée le long des courbes caractéristiques

(rq=u) => Y22 ¥ _ 24 .9 (3.53)

(}\zzu) = —d— =0 - (3'54)
[ .

(rg=u+a) => & de 1 du 1 dT _ (3.55)
YP ds a ds aZ ds

[1—=
o
=

(ay=u-a) => L do . L aT g (3.56)

vp ds a ds aZ ds

d 3
ol —/— = —==—= (— + X, —
ds 2 ‘ot L
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Géométriquement, nous sommes ramenés & la figure 35. 31 la com-
posante axiale de la vitesse de T'écoulement est subsonique dans
le plan d'entrée (u<a), trois des caractéristiques passant par
cette frontiére ont une pente positive (u, u, u+a) (Fig. 35a);
1'information qu'elles transportent vient de 1'extérieur du do-
maine étudié : i1 faut donc imposer trois conditions aux fron-
tiéres. Si 1'écoulement axial est supersonique dans le plan
d'entrée (u>a), la quatriéme caractéristique aura &galement une
pente positive : quatre conditions aux frontiéres doivent alors
&tre imposées. Dans le plan de sortie, un raisonnement analogue
peut étre effectué : la présence de caractéristiques de pente
négative, transportant une information issue de 1'extérieur du
domaine étudié, nécessite 1'imposition d'autant de conditions
aux frontiéres. Si 1'écoulement axial est subsonique (Fig. 35b)
(u<a), une seule condition doit &tre imposée tandis que dans le
cas supersonique (u >a) aucune condition aux frontiéres ne doit

étre spécifiée.

Dans le cas du systéme simplifié (3.4) (ou (3.8)), le
raisonnement est semblable. Le tableau suivant résume le nombre
de conditions aux limites naturelles & appliquer le long des fron-
tiéres pour différents régimes d'écoulement afin que le probléme
aux dérivées partielles avec ses conditions aux limites soit
posé correctement (entre parenthéses est noté le nombre de con-
ditions dans le cas du systé@me d'équations a8 enthalpie totale

constante).

Régime Plan d'entrée Plan de sortie
(axial)

Subsonique 3 (2) i 1 (1)
Supersonique 4 (3) 0 (0)

En ce qui concerne la nature de ces conditions, en
accord avec l'analyse théorique d'Essers (Ref. 41) .déja mention-
née au paragraphe 2.3, le choix suivant a été effectué dans le
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cas du systéme (3.1),eq faisant 1'hypothése d'une composante
axiale de vitesse inférieure & la vitesse du son {ce qui est

pratiquement toujours veéerifié dans une grille d'aubes de turbine).

Plan d'entrée

pression totale p,y, donnée (uniforme sur le pas) (3.57)
température totale Ty; donnée (uniforme sur le pas) (3.58)

angle d'entrée g, donné (uniforme sur le pas) (3.59)

Plan de sortie

pression statique p, donnée (uniforme sur le pas) (3.60).

Dans Te cas d'une vitesse d'entrée supérieure & 1la
vitesse du son, la composante axiale de 1'écoulement restant
cependant subsonique, Te nombre de Mach d'entrée est imposé a 1la
place de 1'angle d'entrée. La condition d'incidence unique est
alors obtenue comme partie de la solution. Cette condition
d'incidence unique exprime la dépendance étroite qui existe entre
le nombre de Mach supersonique d'entrée et 1'angle de 1'écoule-
ment dans ce méme plan; elle est le fait, pour ce régime, d'ondes
de compression ou d'expansion se développant sur le bord d'atta-
que de la premiére aube d'une grille d'aubes semi-infinie. Si
le systéme & enthalpie totale constante (3.4) est utilisé, seules
les conditions (3.57) et (3.59) sont imposées dans le plan
d'entrée.

Pour les rares applications dans lesqueliles un é&coulement
axial supersonique est rencontré dans les plans d'entrée ou-de
sortie, le probléme est é&vident : les quatre (trois) variables
sont jimposées dans le plan d'entrée tandis qu'aucune d'elles
n'‘est spécifiée dans le plan de sortie.

Certaines conditions aux limites additionnelles doivent
également étre construites afin de pouvoir résoudre numériquement
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le probléme. Comme leukr choix a également une influence déter-
minante sur la stabilité du processus de résojution, les dif-~
férents essais que nous avons effectués dans ce domaine, ainsi
que les résultats obtenus, seront décrits en détail dans le pa-
ragraphe suivant.

3.1.5.2 Conditions aux_frontiéres numériques

Nous avons montré précédemment 1'influence prépondé-
rante que le choix des conditions aux limites purement numériques
avait sur la stabilité du processus de résolution. Comme Tes
différentes publications traitant du probléme de calculs d'écou-
lements inter-aubes ne parlent généralement jamais du choix et
de 1'influence de ces condifions, nous avons, de maniére analogue
a8 ce qui a été entrepris au paragraphe 2.11, considéré un certain
nombre de ces conditions nécessaires & la résolution numérique
de 1'écoulement dans les plans d'entrée et de sortie du passage

inter-aubes

- CL1 : ggalité entre les débits massiques passant dans les
plans (i = 1} et (i = 2)

- CL2 : égalité des termes de quantité de mouvement dans 1la
direction axiale (pu?+p) entre les plans (i = IM-1) et
(i = IM) (en supposant que le maillage comporte IM

lignes paralléles & la direction du pas)

- CL3 : égalité des termes de quantité de mouvement dans la
direction tangentielle (puv) entre les plans (i = IM-1)
et (i = IM)

- CL4 : &galité des termes d'énergie [pU(E +%)) entre les plans
(i = IM-1) et (i = IM)

- CL5 : discrétisation de la relation caractéristique (3.56)
entre les temps (t) et (t+at) dans le plan d'entrée
de Ta grille d'aubes

- CL6 : discrétisation de Ta relation caractéristique (3.53)
entre les temps (t) et (t+at) dans le plan de sortie
de la grille d'aubes
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- CL7 : discrétisation de la relation caractéristique (3.54)
entre les temps (t) et (t+at) dans le plan de sortie
de la grille d'aubes

- CL8 : discrétisation de .1a relation caractéristique (3.55)
entre les temps (t) et (t+at) dans le plan de sortie
de la grille d'aubes

- CL9 : application du schéma numérique de résolution a un

demi-&Tément & 1'entrée ou & la sortie de la grille
d'aubes pour 1'équation de conservation de la masse

- CL10 : application du schéma numérique de résolution & un
demi-&lément & 1'entrée ou & la sortie de la grilie
d'aubes pour 1'équation de conservation de la quantité
de mouvement dans la direction axiale

-~ CL11 : application du sché&ma numérique de résolution & un
demi-&lément 8 1'entrée ou & Ta sortie de la grille
d'aubes pour 1'équation de conservation de la quantité

de mouvement dans la direction tangentielle

- CL12 : application du schéma numérique de résolution & un
demi-&lément @ 1'entrée ou & Ta sortie de la grilie
d'aubes pour 1'équation de conservation de 1'énergie

La stabilité de ces conditions numériques a &té étudiée
pour la géométrie d'une grille d'aubes rectilignes sans épaisseur,
dont 1'angle de calage est nul. L'écoulement y est uniforme
(nous avons choisi le cas M = 0.8). De plus, le champ initial
des inconnues a é&té choisi comme étant T1a solution exacte. Les
"calculs ont &té effectués a partir du systéme (3.1). Une condi-
tion numérique doit donc étre imposée sur Ja frontiére amont et
trois conditions sur la frontiére aval. Les différents para-
métres du processus numérique de résolution étaient

VC = 1. (coefficient numérique de viscosité)

Nv = 20 (nombre d'itérations entre deux mises & jour des
termes visqueux)

CFL = 1. (coefficient de sécurité du pas temporel).
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Le critére d'acceptation d'une combinaison de condi-
tions aux limites est & nouveau la conservation d'une erreur de
convergence de 1'ordre de 1'erreur d'arrondi de 1'ordinateur
(DEC VAX 11/780) sur lequel les calculs ont &té effectués, et
cela quel que soit le nombre d'itérations (nous avons fixé 6000

"itérations pour chaque test) pour un maillage composé de
(41x21 noeuds) de discrétisation. Le tableau 10 résume les

résultats les plus importants que nous avons obtenus.

Considérons maintenant un Ealcu1 réel d'écoulement.
Pour une combinaison stable de conditions aux limites, la pré-
cision du résultat final n'est pratiquement pas influencée par
le choix de ces conditions. Par contre, le temps de calcul total
change un peu suivant la nature des conditions appliquées. 11
est évident que T1'utilisation des conditions CL1, CL2, CL3 et
CL4 permet de calculer trés rapidement les valeurs des inconnues
aux noeuds formant les plans d'entrée et de sortie puisqu'il
suffit, en pratique, d'égaler les valeurs des inconnues en
chacun de ces noeuds & Ta moyenne massique de leurs valeurs en
les noeuds formant le plan adjacent. Cette meoyenne massique
est définie numériquement par Ta relation suivante

KM
Z A(k) pu(k)
A = k=l 1
KM KM
Z ou(k)
k=1

avec KM = nombre de noeuds dans Ja direction tangentielle.

Au contraire, les conditions CL9, CL10, CL11 et CL12
imposent 1‘'application du schéma numérique de résolution pour Te
calcul des inconnues en chaque noeud, permettant de miéux con-
server le caractére évolutif de la procédure. Rappelons enfin
que 1'utilisateur intéressé par le calcul d'écoulements insta-

. tionnaires ne peut employer que les conditions CL5, CL6, CL7
et CL8 puisque ce sont les seules qui représentent correctement
1'évolution physique de 1'écoulement.
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Dans la suite des calculs, nous nous sommes servis de
la condition CL1O0 au droit du plan d'entrée et des conditions
CL9, CL10 et CL1l au droit du plan de sortie. Ce choix n'est
siirement pas optimal au point de vue du temps total de calcul;
i1l a été conditionné par les conclusions que nous avons tirges
de 1'étude de 1'écoulement dans un étage de turbine et qui seront
présentées dans la section suivante. Cet ensemble de conditions
aux limites numériques est en effet le seul pour lequel nous
avons pu assurer la stabilité du processus de résolution dans
le cas du calcul de 1'é&coulement dans 1'étage complet.

3.1.6 Description des conditions initiales

Afin d'obtenir un probléme "correctement posé" au sens
d'Hadamard, le champ des inconnues doit de plus é&tre déterminé
& 1'instant initial (t = 0). A cette fin, nous faisons 1'hypo-
thése d'une variation linéaire des paramétres décrivant 1'écou-
lement entre 1'intrados et 1'extrados depuis les conditions
d'entrée jusqu'aux conditions de sortie. Comme nous T1'avons
vu au paragraphe 2.7, la recherche de conditions initiales plus
sophistiquées ne se justifie pas, surtout si un raffinement du
maillage est introduit aprés un certain nombre d'itérations
le résultat obtenu avec un réseau grossier est utilisé comme
champ initial des inconnues pour le calcul au moyen d'un réseau
fin aprés un simple processus d'interpolation. '

3.1.7 Condition de stabilité de
Courant-Friedrichs-Lewy

La condition nécessaire de stabilité de Courant-
Friedrichs-Lewy (Réf. 42) (paragraphe 1.3.1) impose, pour garan-
tir 1a stabilité d'un processus numérique explicite, que le domaine
de dépendance physique d'un noeud de la discrétisation soit in-
clus dans le domaine de dépendance numérique de celui-ci afin
que toute perturbation qui influence physiquement le noeud con-
sidéré 1'influence également numériquement.
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Nous avons montré au début de ce chapitre que le sys-
téme d'équations aux dérivées partielles de trois variables in-
dépendantes (x,y,t) & résoudre (syﬁtéme (3.1) ou systéme (3.4))
est un systéme hyperbolique par rapport au temps quel que soit
le régime de 1'écoulement. Le concept de courbes caractéris-
tiques défini lors de 1'é&tude d'un écoulement unidimensionnel
est généralisé 4 celuji de surfaces ou conoides caractéristiques
pour un probléme d deux dimensions spatiales. De maniére géné-
rale, un systéme hyperbolique de m équations a m conoides carac-
téristiques (R&f. 58).

Considérons (Fig. 36) une perturbation prenant nais-
sance au temps t; au point Q; par définition des conovdes carac-
téristiques, cette perturbation ne peut se faire sentir pour
des temps (t>ty) qu'a 1'intérieur d'un conoTde caractéristique
de sommet Q. De méme, pour des temps (t<tp), Q ne peut étre
influencé que par des perturbations ayant pris naissance a
T'intérieur de cette méme surface caractéristique; nous généra-
lisons de cette maniére les notions de domaine d'influence et de
domaine de dépendance physique du point Q. L'intersection entre
le cdne caractéristique et le plan (x,y) au temps (t) est une
courbe fermée qui Timite ta région influencée par Q (t, <t) ou
qui peut {nf1uencer le point Q@ (t<ty). Les valeurs des incon-
nues au point Q sont calculées en fonction des valeurs corres-
pondantes aux quatre points A, B, C et D3 une perturbation apparue
en Q au temps t, ne peut donc atteindre que les noeuds A, B, C
et D au temps (ty+at). Le quadrilatére ABCD détermine le domaine
qui est influencé numériquement aprés un pas temporel par la
perturbation présente au point Q. Dans le cas des équations
d'Euler, le conovde caractéristique est un cdne dont 1'inter-
section avec le plan (x,y) & 1'instant (t,+at) est un cercle
centré en Q' (Q' est 1'extrémité du vecteur vitesse ayant son
origine en Q) et de rayon aat. Le critére CFL revient donc 3
imposer que ce cercle soit contenu complétement & 1'intérieur
du quadrilatére ABCD.
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Dans le cas du systéme (3.1}, la condition CFL s'ex-
prime de la maniére suivante

(v+a) 2t < 1 (3.61)

AR

ot V (=<JEE:;E) est la norme du vecteur vitesse du fluide en Q
et A2 la plus courte distance entre le point Q et les cotés du
quadrilatére ABCD. Si le maillage est orthogonal et si les pas
de discrétisation Ax et Ay sont é&gaux, on retrouve la condition
bien connue :

st < —82% (3.62)
(V+a) V2

Si Te systéme (3.4) est utilisé, le critéreCFL s'énonce

2
- 2 2 .
xtl oy, [l_iJ yé oy | At o (3.63)
2y Y

L'inéquation (3.63) peut s'écrire de maniére simplifiée sous la
forme suivante :

(v¢a) £(M) At < 1
AL

2, '
y+l M + [L'_.] M+ .l
_ 2y 12y Y (3.64)

La fonction f(M) est représentée @ 1a figure 37; elle
peut &tre raisonnablement approximée par la valeur (1/vy) pour
Tes nombres de Mach qui sont généralement rencontrés en turbo-

avec

machines.

Les conditions (3.61) et (3.64) supposent implicite-
ment que la direction du vecteur [1 est quelconque. La fagon dont
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nous avons construit le maillage implique cependant que cette
direction est toujours plus ou moins alignée avec les pseudo-
lignes de courant; cette situation permet 1'utilisation d'un
pas temporel plus important comme nous le montrons a la figu%e
38.

) L'utilisation d'un élément hexagonal aurait permis
1'emploi d'un pas temporel encore supérieur mais uniquement a
la condition que 1'élément soit orienté de facon optimale (Fig.
39). La discrétisation du domaine de calcul au moyen d'un élé&-
ment hexagonal est donc fonction de 1'orientation de 1'aubage
étudié; cette limitation ne joue pas lorsqu'un élément bitrapé-
zoTdal est utilisé.

3.1.8 Description de queiques résuitats pratiques -
Comparaison avec des résultats expérimentaux et
ceux obtenus avec d'autres méthodes numérigues

Afin de présenter quelques exemples d'applications
numériques, nous avons considéré les profils des figures 40 et 41l.
L'aubage -de la figure 40 est la section de téte d'une aube roto-
rique de dernier &tage d'une turbine a vapeur de grande puissance
(Aube 1). Les coordonnées de ce profil (Ré&f. 59, 60) sont rap-
pelées au tableau 11. L'aubage de la figure 41 est la section
moyenne d'une aube rotorique de turbine & gaz transsonique
(Aube 2). Les coordonnées de cette section (Ré&f. 61) sont,
guant a4 elles, rappelées au tableau 12. Tous nos calculs sont

effectués sur un ordinateur DEC VAX 11/780.

Nous avons vu (paragraphe 1.3.1) que 1a solution d'un
probléme stationnaire traité par voie instationnaire est atteint
aprés un temps suffisamment long de calcul. Afin de quantifier
ce temps, un param@tre représentatif de 1'évolution de 1a conver-
gence a été établi : la varjation maximale de la vitesse pour
tous Tes noeuds du maillage entre deux niveaux temporels consécu-
tifs est calcuiée (R&f. 62), c'est-a-dire
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2 2
R A (3.65)

(1,k) I

S1 cette erreur de converdence était calculée apreés
chaque pas temporel, le temps de calcul total serait multiplie
par un facteur 1.22. Dans le but de réduire un peu ce temps de
calcul, la détermination de € n'est effectuée que toutes les Nv
itérations, entre deux cycles de mise & jour des termes de
viscosité numérique. Si, par exemple, Nv est €gal & 20, le
temps de calcul total n'est multiplié que par un facteur 1.01.
L'évolution de 1'angle aérodynamique de sortie est également
considérée toutes les Nv itérations; elle permet de se faire
une idée plus précise des niveaux de convergence et de précision
atteints au moyen de la procédure numérique.

Les résultats de calcul de T'écoulement d'un fluide
parfait en grille d'aubes sont généralement représentés sous
forme de T1'évolution du nombre de Mach isentropique le long du
profil en fonction de l1a coordonnée mesurée le long de la corde
ou de sa projection dans la direction axiale. Le nombre de Mach
isentropique est défini en fonction de la pression statique lo-
cale, de 1a pression totale d'entrée et de 1‘exp0§ant isentro-
pique par 1'expression suivante

_ _1/2

- ( 1 ) .
M, = 1] (3.66)

—— —

établie & partir des relations adimensionnelles suivantes
~1

Ju2ay2
TOl = T + Y= (u2+v2) M = MuT+v®e
2y ' VT

-0 A o
Po1 To1
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Son emploi se justifie par le fait que nous calculons
des écoulements non visqueux. Les pertes en pression totale ne
proviennent dans ce cas que de phénomé&nes purement numériques
qui,si la méthode est bonne, sont réduits & un minimum. Dlautre
part, 1'utilisation d'un paramétre adimensionnel tel que le
nombre de Mach isentropique permet de comparer entre elles plu-
sieurs distributions obtenues dans des conditions pouvant étre
fort différentes.

Les figures 42, 43 et 44 présentent une comparaison
des distributions du nombre de Mach isentropique le long de
1'intrados et de 1'extrados de 1'Aube 1 obtenues par mesures
(R&f. 60), par le programme de calcul de Couston (Réf. 19) et
par la présente méthode pour trois nombres- de Mach isentropiques
(correspondant & trois pressions statiques) de sortie. Le mail-
lage de discrétisation consiste en 61 lignes paralléles a la
direction du pas, dont 29 sont situées entre Tes bords d'attaque
et de fuite, et en 15 pseudo-lignes de courant. Afin d'éliminer
rapidement les erreurs importantes dues au choix des conditions
initiales, le calcul de 1'écoulement est commencé au moyen d'un
maillage grossier constitué de (31x8) noeuds de discrétisation
500 itérations sont effectuées. Le calcul est alors poursuivi
au moyen du maillage fin constitué de (61x15) noeuds de discré-
tisation et pour lequel 2000 itérations sont effectuées. Le
temps total de calcul nécessaire pour notre méthode est de 2400 s
CPU, ce qui revient & un temps de 1.2 103 s par pas temporel et
par noeud. Pour le programme de calcul de Couston, 500 itérations
sont effectuées dans le réseau grossier et 500 dans Te réseau
fin. Le temps total de calcul est de 1105 s CPU, ce qui revient
g un temps de 1.9 1073 s par pas temporel et par noeud.

La figqure 45 donne 1'évolution de l'erreur de conver-
gence {3.65) et de 1'angle aérodynamique de sortie en fonction
du nombre d'itérations pour le calcul correspondant a la figure
44 (Mz,is = 1.58), réalisé au moyen de notre mé&thode de calcul.
De maniére a& se faire une meilleure idée du niveau de précision
obtenu sur l1a distribution du nombre de Mach, nous avons repré-
senté aux figures 46a, 46b, 46¢, les résultats infermédiaires
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obtenus respectivement aprés 500, 1000, 1500 pas temporels au
moyen du réseau fin.

Aprés 500 itérations (CPU = 714 s) (Fig. 46a), la
distribution du nombre de Mach obtenue est dé&ja satisfaisante,
méme si le deuxiéme choc aérodynamique est l&gérement amorti.
Par contre, 1'évolution de 1'angle aérodynamique de sortie est
Toin d'étre stabilisée (Fig. 45b). Cette situation s'améliore
un peu aprés 1000 itérations (CPU = 1276 s) (Fig. 46b). Aprés
1500 itérations (CPU = 1838 s) (Fig. 46c), 1'évolution du nombre
de Mach isentropique est pratiquement semblable & celle obtenue
aprés 2000 itérations; de plus, 1'évolution de 1'ancle de sortie

est pratiquement stabilisée.

Les résultats présentés aux figures 42, 43 et 44
présentent généralement une bonne concordance entre les valeurs
mesurées et calculées, indiquant le bon comportement de notre
é1ément bitrapézoTdal par comparaison & 1'élément hexagonal uti-
lisé par Couston. La figure 47 présente enfin la comparaison
des valeurs de 1'angle aérodynamique de sortie obtenues par me-

sures ainsi que par différentes méthodes numériques.

Afin d'obtenir un résultat plus détajllé dans la région
du premier choc aérodynamique, nous avons rendu le maillage de
discrétisation plus dense; 71 Tignes paralléles a la direction
du pas, dont 43 entre les bords d'attaque et de fuite, et 25 pseudo-
lignes de courant ont &té utilisées. A nouveau, on commence le
calcul au moyen d'un réseau grossier (36x13 noeuds de discréti-
sation) avant de passer au maillage final (71x25 noeuds de dis-
crétisation). Les figures 48, 49 et 50 présentent Tes distri-
butions du nombre de Mach isentropique le Tong de 1'intrados et
. de 1'extrados pour les pressions statiques de sortie correspon-
dant respectivement aux figures 42, 43 et 44, Une meilleure
définition du premier choc est manifestement réalisée. L'amélio-
ration des résultats se fait naturellement au détriment du temps
de calcul total.
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Une application & 1'aube 2 est également présentée.
Le maillage de la discrétisation comporte 63 lignes paralléles
a la direction du pas, dont 37 entre les bords d'attaque et de
fuite, et 21 pseudo~lignes de courant. A nouveau, le calcul est
débuté au moyen d'un maillage grossier (1000 itérations) avant
de passer au maillage final (3000 itérations). Les figures 51
et 52 présentent la comparaison des distributions du nombre de
Mach isentropique le long de 1'intrados et de 1'extrados de ce
profil, cbtenues par mesures en soufflerie (R&f. 61) et par notre
programme de calcul pour deux pressians statiques de sortie.
La figure 53 résume, pour 1'exemple de la figure 51 (Mz,is = 1.},
1'évolution de 1'erreur de convergence et de 1'angle de sortie
en fonction du nombre d'itérations.

Les oscillations observées dans les distributions du
nombre de Mach isentropique le long de 1'intrados jusqu'a
(x/c = 0.2) proviennent des problémes rencontrés lors de Ta
résolution d'écoulements présentant des zones & trés faibles
nombres de Mach. I1 est en effet important de remarquer gque
tous les systémes d'équations de la dynamique des fluides écrits
sous forme instationnaire (Navier-Stokes, Euler) sont du type
évolutif sauf dans le cas incompressible. Pour un &coulement
d'un tel type, la masse volumique, constante, disparait de
1'ensemble des inconnues : c'est la pression qui devient une
inconnue fondamentale. I1 n'existe cependant dans aucune des
équations décrivant 1'écoulement, un terme en ( ) L'équation
de conservation de Ta masse ne contient plus aucune dérivée
temporelle : le caractére évolutif du probléme n'existe plus.
La méthode que nous proposons n'est donc pas adaptée au calcul
d'écoulements incompressibles; ceci explique les phénoménes
d'oscillations observés dans les résultats.

La netteté de la résolution du choc observé sur la dis-
tribution du nombre de Mach isentropique le long de 1'extrados
est fonction de la densité du maillage en cet endroit. Comme
1'angle de sortie est assez &levé (= 72°), les surfaces de con-
trdle sont fort allongées dans cette région. Une résolution plus
fine serait obtenue en augmentant le nombre de lignes paralléles

g——d
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i la direction du pas mais au détriment du temps de calcul total.

Nous terminons ce paragraphe en mentionnant qu'd la
référence 63, une comparaison a &té effectuée entre la méthode
que nous proposons et d'autres approches numériques. Les con-
clusions de cette comparaison montrent & suffisance le bon
'comportement de notre démarche.

3.2 ECOULEMENT BIDIMENSIONNEL DANSc

UN ETAGE DE TURBINE

3.2.1;Introduction - Hypothéses de travail

Aprés avoir résolu le probléme de 1'@coulement dans
une grille d'aubes rectiligne, hous avons entrepris 1'étude du
calcul aérodynamique d'un &tage complet de turbine (stator +
rotor). Nous nous limitons pour 1'instant au cas d'un &coule-
ment bidimensionnel inter-aubes dont les différents paramétres
sont exprimés dans un systé&me d'axes cartésien (Fig. 2); de
cette maniére, les forces centrifuge et de Coriolws n'inter-
viennent pas dans les équations du mouvement du fluide évoluant
dans le stator et le rotor : la projection de leurs résultantes,
perpendiculaires au plan inter-aubes considéré, est nulle dans
ce plan. '

Nous avons é&tabli au chapitre 1, les raisons pour
Tesquelles nous avons choisi d'imposer une condition de solution
stationnaire au probléme de 1'@couiement en étage. Nous avons
montré que cette condition n'est réalisable que pour autant gque
spit défini entre le stator et le rotor un plan fictif dans
lequel les inconnues de base (p, pU, pv, pE) possédent une dis~
tribution uniforme le long du pas. Le fait de satisfaire a cette
hypothése permet de découpler le probléme général de 1'écoulement
dans un étage en deux problémes d'é&coéulement en grille d'aubes
1iés par leurs conditions aux limites. Cette hypothese fondamen-
tale est & 1a base de notre démarche; la maniére de 1'appliquer

fera 1'objet principal des paragraphes suivants.
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3.2.2 Principe général de la méthode de résolution

Eu égard aux hypothé&ses que nous avons posées, la
maniére qui nous semble é&tre la plus directe de traiter le pro-
bléme de 1'écoulement dans un étage complet de turbine est de
considérer séparément les &coulements dans chacune des deux
rangées d'aubes constituant cet étage (écoulement absolu dans
le stator et relatif dans le rotor) et de les résoudre tous les
deux par la méme méthode que celle qui a été employée au para-
graphe 3.1 pour calculer 1'écoulement dans une grille d'aubes
rectiligne.

I1 importe alors, afin de préserver 1'interaction
existant entre le stator et le rotor, de déterminer correctement
les conditions aux frontiéres physiques {nature, nombre et valeur
numérique) & appliquer au droit des plans d'entrée et de sortie
de ces deux rangées d'aubes, en respectant la démarche générale
suivante. MNous avons défini au paragraphe 1.3 la méthode numé-
rique de calcul que nous employons comme une méthode ol 1'on part
d'un écoulement fortement perturbé (champ initial des inconnues)
par rapport & son état d'équilibre (ou solution du probiéme) et
qu'on laisse évoluer dans le temps, sous certaines conditions
aux l1imites, jusqu'a ce que toutes les ondes de perturbation géné-
rées par la premiére approximation disparaissent du domaine
étudié. I1 faut donc laisser & ces ondes de perturbation la
possibilité de se propager dans toutes les directions, vers
1'amont comme vers 1'aval : une perturbation présente dans 1le
rotor doit éventuellement pouvoir influencer 1'é&couliement dans
le stator et vice-versa. Autrement dit, ces ondes de pertur-
bation doivent pouvoir "passer” d'une rangée d'aubes a 1'autre;
ceci ne peut se faire que par 1'entremise des conditions aux

frontiéres.

Nous décrirons au paragrabhe 3.2.5 comment nous avons
construit les conditions aux frontiéres assurant ce "transfert"
de 1'information d'une grille a 1'autre. La mé&thode que nous
avons employée garantit 1'existence de conditions uniformes le
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long du pas dans le plan d'entrée du rotor et permet ainsi au

probléme de satisfaire & la condition d’écoulement stationnaire.

3.2.3 Discrétisation du domaine physique
de 1'écoulement

La discrétisation du domaine physique de 1'écoulement
est effectuée de facon identique & celle qui a ét& exposée pour
une grille d'aubes (paragraphe 3.1.3). Les éléments bitrapé-
zoidaux de surface décrits au paragraphe 3.1.3.8 sont conser-
vés. Puisque nous effectuons le calcul de 1'étage en considé-
rant deux domaines de calcul distincts, lesmaillages relatifs
au stator et au rotor peuvent étre construits de maniéres tota-
lement indépendantes. Comme dans le cas d'une grille d'aubes,
ils sont étendus de la longueur d'une corde ou d'un pas environ,
dans la direction approximative de 1'écoulement (respectivement
absolu et relatif), en amont et en aval de chaque rangée d'aubes
afin de pouvoir imposer correctement des conditions naturelles
d'entrée et de sortie uniformes le long du pas. Toutes les
définitions et considérations des paragraphes 3.1.3.1 et
3.1.3.2 restent donc valables pour 1'application présente.

Nous définissons de plus les trois plans particuliers
suivants

- plan 1 : plan d'entrée du stator
(= plan d'entrée -de 1'étage)

- plan 2 : plan de sortie du stat?r
(= plan d'entrée du rotor)

- plan 3 : plan de sortie du rotor
(= plan de sortie de 1'étage).

IT est bien entendu que 1'espace existant réellement
entre le stator et le rotor d'un étage de turbine est le plus
souvent inférieur & celui que nous obtenons par la construction
des maillages de la discrétisation. I1 est cependant important
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de garder & 1'esprit que 1'extension de ces domaines numériques
en amont et en aval de chaque grille d'aubes résulte du fait
que 1'on désire considérer des conditions aux Timites uniformes
le long du pas et que, dans le calcul d'un &tage, on ne tient
donc pas compte des effets instationnaires; la taille de 1'es-
pace physique situé entre le rotor et le stator n'a alors pas
une grande jmportance.

3.2.4 Définition du systéme d'équations

aux dérivées partielles

Aprés avoir &noncé le principe général & la base de
la méthode de résolution, nous allons maintenant définir et
adimensionnaliser correctement le systéme d'é&quations d'Euler
modélisant 1'écoulement qui nous est proposé. Dans la limiteé
des hypothéses générales de ce travail, les écoulements dans les
grilles d'aubes statorique et rotorique doivent satisfaire aux
équations (3.1), (3.2) et (3.3), pour lesquelles u et v sont
les composantes de la vitesse absolue et E 1'énergie totale
absolue dans le cas du stator, tandis que ces mémes inconnues
sont des grandeurs relatives dans le cas du rotor. Ces équa-
tions sont adimensionnalis&es au moyen des relations (2.4) en
utilisant, pour la grille fixe, la corde du profil statorique
comme longueur de référence, et les conditions totales absolues
(p°1a’ T01a= pOla) régnant en amont de l1a grille comme grandeurs
thermodynamiques de référence, tandis que dans le cas de la
grille mobile, la corde du profil rotorique est utilisée comme
longueur de référence et les conditions totales relatives
(Po2yp> Tozps po2p) régnant en amont de la grille sont utilisées
comme grandeurs thermodynamiques de référence.

Ecrites sous forme conservative, ces équations
prennent la forme suivante
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Ecoulement dans le stator :

- + > -
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~Ecoulement dans le rotor.:
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Nous définirons dans la suite du texte, le systéme
d'équations (3.67) comme &tant le systéme complet. Dans le plan
de sortie du stator (qui se confond avec le plan d'entrée du
rotor), les relations suivantes, exprimant les égalités existant
dans les triangles de vitesses sont également applicables (U
étant la vitesse circonférentiellie de la grille rotorique)

(3.75)

Une simplification non négligeable permettant de
réduire le nombre d'inconnues est a nouveau possible. Pour une
géométrie bidimensionnelle telle que nous la considérons ici,

-

nous pouvons, pour 1'écoulement dans la grille d'aubes stato-
rique, remplacer 1'équation de conservation de 1'énergie par

une équation exprimant que 1'enthalpie totale absolue est con-
stante, tandis que pour 1'écoulement dans Ta grille d'aubes
rotorique, cette méme équation peut &tre remplacée par une rela-
tion expriman; 1'uniformité de 1a rothalipie, définie par 1la
somme ¢ T + %? .

Ecrites sous forme conservative et adimensionnalisées
d'une maniére identique & celle qui a été utilisée dans le cas
du systéme complet,ces &quations prennent la forme ci-dessous,
que nous définirons dans la suite du texte comme étant le sys-

téme réduit :

Ecoulement dans 1é stator

> + - > >
g , af(s) L 39{9) _ 4 (3.76a)
at X Yy
P plU pV
: 2
7 = |ou T(E) = {pu+p §(3) = |ouv
PV : puv : pV2+P
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' 1 2 2
p=p (1 -X2 UV, (3.77)
¥ 2
2 2
S s e (3.78)
Y 2 '

Ecoulement dans le rotor

r

> o> > > .
30, 3f(s) , 34(d) _ (3.76b)
at B X oy
o] pwx Dwy
- -;+_. 2+ T hd
g = |pW, (c) = pW, +p g(o) = pWXWy
2
pw.y gwxwy pwy+P
w2iw?
b= o (1 - y-1 "X Yy (3.79)
Y 2 '
2 W W
a =y (1- X2 XY (3.80)
i ¥ 2

Dans le plan de sortie du stator (ou le plan d'entrée
du rotor), les équations (3.75) restent bien entendu valables.

3.2.5 Determination des conditions aux frontiéres

Le nombre et la nature des conditions aux frontiéres
physiques & imposer au droit du plan d'entrée de l1a grille sta-
torique et du plan de sortie de la grille rotorique se déter-
minent de la méme maniére que celle exposée au paragraphe 3.1.5.1.
Suivant le systéme d'équations employé (systéme complet ou
systéme réduit), il faudra fixer respectivement trois conditions
(pression totale absolue pg;,, température totale absolue Tgla

et direction de 1'écoulement absolu Bla) ou deux conditions
(pression totale absolue Po1; et direction de 1'écoulement ab-
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solu g,,) au droit du plan d'entrée de 1a grille d'aubes stato-
rique (c'est-a-dire &galement de 1'étage étudié) si 1'écoulement
absolu est subsonique en cet endroit; ces conditions sont sup-
posées &tre uniformes le long du pas. Si T'écoulement est
supersonique (mais de composante axiale de vitesse inférieure

& la vitesse du son), le nombre de Mach d'entrée est fix& plutdt
que la direction de 1'écoulement; Ta condition d'incidence unique
est obtenue comme une partie de Ta solution. La pression statique
Py, uniforme le long du pas, est imposée au droit du plan de
sortie du rotor, ce qui revient & fixer 1a'contrepression de
"1'E8tage.

-

La mé&thode que nous appliquons consiste & calculer
1'écoulement dans 1'étage & partir de deux écoulements en grille
d'aubes. I1 faut donc définir les conditions aux limites phy-
siques d appliquer dans le plan de sortie du stator et dans le
plan d'entrée du rotor. Ces conditions ne peuvent bien entendu
pas &tre des données du probléme, puisque 1'&tat du fluide entre
le stator et Te rotor n'‘est pas connu de prime abord; Teur va-
leur numérique doit &tre adaptée au fur et & mesure de 1'évolu-
tion du calcul. I1 faut évidemment veiller @ imposer au droit
de ces deux plans une distribution uniforme de ces conditions
dans 1a direction tangentielle afin de garder au probléme une
solution stationnaire. Finalement, la fagon de calculer ces
conditions doit garantir la propagation des ondes de perturba-
tion dans toutes les directions de 1'espace dans lequel 1'&cou-
lement est étudié.

Nous avons montré & 1'aide de la théorie des carac-
téristiques (paragraphe 3.1.5.1) que, pour autant que la compo-
sante axiale de la vitesse soit inférieure & 1a vitesse du son,
une condition aux limites naturelle fournissant une information
issue de 1'extérieur du domaine de calcul, doit étre imposée dans
le plan de sortie d'une grille d'aubes (dans le cas présent
le stator) tandis que trois ou deux conditions naturelles (sui-
vant qu'on utilise le systéme d'équations complet ou réduit),

fournissant des informations venant également de 1'extérieur
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du domaine de calcul, sont fixées dans le plan d'entrée de la
grille d'aubes (dans le cas présent : le rotor)._

I1 faut donc, en résumé, imposer ou calculer 1'en-
semble suivant des conditions aux limites physiques (les condi-
tions données ci-aprés sont relatives au systéme d'équations
complet) :

-~ plan d'entrée du stator :

pola

T01a > données du probléme (3.81a)

B1, (ou M)

- plan de sortie du stator :

Po a calculer (3.81b)

- plan d'entrée du rotor

p02r- 1
Toz, L d calculer (3.81c)
p (0u M) ]

- plan de sortie du rotor

Pa donnée du probléme (3.81d)

Toutes ces conditions présentent une distribution
uniforme dans la direction tangeﬁtie11e. Si le systéme réduit
est employé&, la condition faisant intervenir la température
totale n'est plus prise en considération.
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La détermination de ces conditions est effectuée

selon Te processus suivant
(I) Les conditions aux frontiéres naturelles a 1'entrée

(Po1g> To1as Biy OU My,) et & la sortie (p3) de 1'étage étant
imposées, on détermine a 1'instant (t = 0) une premiére valeur
approximative de la pression statique intermédiaire p,, comprise
entre poj, et pz. On,peut alors déterminer une premiére appro-
ximation des différentes dinconnues de 1'@coulement et calculer
une premiére valeur approchée de pgz,.s Tg2, €t B, (0U Mo ).
La mise en oeuvre pratique de ces principes sera décrite un peu
plus loin dans le texte. Comme nous 1'avons montré auparavant
(paragraphe 2.7), Ta précision avec laquelle cette premiére ap-
proximation est effectuée, n'a pas d'influence sur Ta vitesse de
convergence asymptotique du processus numérique.

(II) Deux calculs de grille peuvent alors &tre entrepris;
dans la grille statorique, on calcule 1'écoulement absolu, dont
les conditions aux Timites naturelles dans les plans d'entrée
et de sortie sont pg,,. To1gs B1, (ou Mla) et p, tandis que
dans la grille rotorique, on résout 1'écoulement relatif, soumis
aux conditions aux frontieéres physiques pga.» T02r’ Bap (ou M2r)
et py. Ces calculs sont menés parallzlement de la maniére expo-
sée dans la premiére partie de ce chapitre. 1Ils sont poursuivis
pendant un certain nombre d'étapes }empore]les, soit depuis le
temps (t = 0) jusqu'au temps (t =t ).

1 . -

(II11) Au temps (t = t'), Tes inconnues de 1'é&coulement sont
donc supposées connues en tous les noeuds du domaine de calcul.
Cette connaissance permet .de déterminer un nouvel ensemble de
valeurs de pys Poops Tga, € By, (0U My}, Comme ces informa-
tions doivent venir de 1'extérieur du domaine de calcul du sta-
tor pour la condition p, et de 1'extérieur du domaine du calcul
du rotor pour les conditions pgy.» Tgp,. €t Bz, (OU My}, nous
les obtenons de la maniére suivante : p, est déterminé a partir
d'une moyenne des valeurs des inconnues aux noeuds situés dans
Te plan d'entrée du rotor tandis que pg,.» Top, €t 85, (OU Mér)
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sont obtenus & partir d'une moyenne des inconnues aux noeuds
définissant le plan de sortie du stator. Le passage des ondes
de perturbation et de 1'information d'une grille & 1'autre est
ainsi assuré. Ce raisonnement est schématisé a la figure 54,

(IV) Ayant déterminé une nouvelle approximation numérique pour
chacune des conditions aux frontiéres, le processus est repris

au point (II), et ce jusqu'a stabilisation du calecul.

3.2.6 Mise en oeuvre pratique de

la méthode de résolution

3.2.6.1 Choix des conditions initiales
. Comme nous 1'avons expliqué au paragraphe 3.2.5, une
premiére valeur approchée de la pression statique régnant entre
0) du
calcul afin de pouvoir construire un champ initial des inconnues

)

Te stator et 1e rotor doit &tre déterminée au temps (t

nécessaire & ]'application de la démarche instationnaire de ré-
solution. MNous avons essayé d'obtenir cette premiére valeur aussi
proche que possible de la solutionexacte afin de maintenir &
notre méthode de résolution un caractére d'applicabilité indus-’
trielle,.

Dans les premiéres versions du programme de calcul,
nous nous contentions, comme premiére approximation de la pres-
sion intermédiaire, de la valeur moyenne entre les pressions
d'entrée et de sortie de 1'é&tage, ce qui revient a admettre, pour
une hypothése d'écoulement incompressible, un degré de réaction
égal & 0.5. Afin d'améliorer un peu cette premiére approximation
de la pression intermédiaire, nous appliquons, au début du calcul,
une analyse unidimensionnelle simplifiée de 1'&coulement en
itérant sur cette pression intermédiaire de maniére a obtenir,
en négligeant les pertes, 1'égalité entre les débits-masse spé-
cifiques (pup = puz) au droit des plans de sortie du stator et
du rotor. Ces débits-masse spécifiques sont calculés & partir
de la pression statique, de 1'angle de sortie, fixé en premiére

approximation par la régle du sinus, et des relations caracté- .
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risant 1a transformation isentropique qui sont appliquées entre
les différentes grandeurs thermodynamiques. Cette démarche
permet d'obtenir une bonne approximation de p, au prix d'un
investissement négligeable en temps de calcul. Au contraire,
le temps de calcul total est amé@lioré (gain de 10 ... 15%).

Un exemple de T1'amé&lioration obtenue est donné au tableau 13 ,
pour le cas de 1'étage 1 (é&tage A.C.E.C.- cfr paragraphe 3.2.7). |
A partir de-la valeur approchée de p, et en appli-
quant les relations (3.75) existant dans les triangles de vi- ‘

tesses lors du passage de l1a grille statorique & la grille
rotorique, un champ initial complet des inconnues est déter-

miné & partir des mémes principes que ceux exposés au para-
graphe 3.1.6.

3.2.6.2 Nombre d'itérations entre deux mises

— — — me— = e dtm o ——— e e e e mmn = ——— ——
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Nous avons montré comment les conditions aux frontié-
res physiques appliquées entre les rangées d'aubes statoriques
et rotoriques devaient étre adaptées aprés un certain nombre
d'étapes temporelles, afin d'obtenir la solution du probléme
de 1'écoulement dans un étage de turbine. Pour déterminer la
fréquence optimale de cette mise & jour, nous avons appliqué
le méme raisonnement que Smolderen, Couston et McDonald ont
utilisé pour leur schéma numérique & viscosité corrigée (Réf.
18). Pour autant que le processus numérique converge, chaque
fois qu'une correction est apportée aux valeurs de pjp, Poz2y>

'Toa, et Bz, (0u Mz.), nous nous rapprochons en principe de Ta
solution exacte du probléme. Si un trop grand nombre d'itéra-
tions est effectué entre deux mises & jour de ces conditions
aux frontiéres, le temps de calcul nécessaire avant d'obtenir
la solution convergée va rapidement devenir incompatible avec
une utilisation industrielle de cette méthode de calcul. Si,
d'autre part, Ta mise a jour de ces conditions est trop fré-.
quente (n'oublions pas que 1'état de 1'écoulement au début du
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calcul est une grosse perturbation, le plus souvent non physique,
de 1'atat final), les corrections introduites deviennent tellement
importantes qu'elles peuvent conduire & 1'instabilité numérique.
De plus, la vitesse de convergence de la méthode numérique que
nous employons est telle qu'une détermination trop fréquente de
nouvelles conditions intermédiaires ne se justifie pas du point
de vue du temps de calcul. Un optimum doit donc étre déterminé
entre ces deux cas extrémes. L'expérience d'autres auteurs
(Kreiss, Essers, ...) nous ayant appris qu'une analyse théorique
de stabilité faisant intervenir 1'influence des conditions aux
frontiéres conduisait trés rapidement & des formulations mathé-
matiques Jourdes et complexes, nous avons utilisé une méthode

purement empirique pour essayer de déterminer cet optimum.

Cette analyse expérimentale nous a conduit & une
observation importante :on a tout avantage & ce que le nombre
d'itérations entre deux mises & jour des conditions aux limites
physiques soit un muitiple entier du nombre d'itérations entre
deux mises & jour des termes visqueux intervenant dans le schéma
numérique & viscosité corrigée que nous employons. Ceci revient
d dire qu'il vaut mieux introduire au méme moment une correction
sur les termes visqueux et sur les conditions aux limites plutét
que de 1'introduire & des pas temporels différents : le systéme

converge alors de maniére plus réguliére entre deux mises a Jjour
successives.

Afin d'illustrer les principes que nous venons d'énon-
cer, nous avons utilisé la géométrie de 1'étage 1 comme exemple
d'application. Soient Nv (= 20) le nombre d'itérations entre
deux mises & jour des termes de viscosité numérique et Nv,

(= 20, 60 et 100) le nombre d'itérations entre deux mises &

jour des conditions aux limites physiques intermédiaires. La
figure 55 représente 1'évolution de la pression statique inter-
médiaire adimensionnelle p, en fonction du nombre d'étapes tem-
porelles pour ces trois fréquences de mise d& jour des conditions
aux limites physiques intermédiaires. On remarquera que pour

la frégquence la plus basse (Nv, = 100), les osci]]atidns ont
1'amplitude la moins importante. Cette évolution plus douce
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des conditions aux limites intermédiaires permet une convergence
plus rapide des calculs de griille.

Au vu des nombreux résultats obtenus, nous avons fixé
de maniére générale & 3Nv le nombre d'itérations & effectuer entre
deux mises & jour des conditions intermédiaires.

3.2.6.3 Amortissement des conditions aux

— et m—r e e amm e e mam E—y e a e e oem w—
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L'd1lure de 1'2volution des valeurs numériques des
conditions aux limites intermédiaires au fur et & mesure de
‘T'avancement du calcul montre-qu'elles convergent de maniére
oscillante vers la solution asymptotique. Pour cette raison,
nous avons essayé d'amortir un peu cette solution au moyen d'une
relation classique de la forme générale suivante

CLPI = C,CLPI (3.82)

nouveau t (1-Cg)-CLPI

ancien nouveau
dans laquelle CLPI désigne une des conditions aux Timites physi-
ques intermédiaires et C, un coefficient d'amortissement compris
entre 0 et 1. L'influence de ce facteur d'amortissement est

bien montrée & la figure 56 pour laquelle nous avons & nouveau
utilisé la géométrié de 1'étage 1 comme exemple d'application.

Suite aux nombreux tests numériques effectués dans
ce domaine, nous avons décidé d'adopter, de maniére générale,
une valeur de Ca égale & 0.6 pour les applications ultérieures.
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Nous donnerons dans ce paragraphe les équations per-
mettant de calculer les valeurs numériques des conditions aux.
limites intermédiaires. Nous appellerons pgs DU, PV, et pES
les valeurs adimensionnelles moyennes des inconnues de base
dans le plan de sortie du stator et Pps pwxr, PWy . et pEr les
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valeurs adimensionnelles moyennes des inconnues de base dans Te

plan d'entrée du rotor.

Pour le systéme réduit, nous obtenons les conditions
suivantes & appliquer dans le plan d'entrée du rotor

y-1 (pus)2+(pvs)2

P = pe = -
S 2y Ps
l 1
— - X
2 ; v=1
P, ¥l (oug) X [pvS —U]
Py 2y pz P i
Po2, = Ps > (3.83)
P
Ps
PV pUg
Ba. = arc tg||l— - U —_— (3.84)
Ps Pg

On, remarque bien que toutes ces valeurs sont calculées
a pantir des valeurs des inconnues aux noeuds formant le plan
de sortie du-stator. Dans ce plan, on peut &écrire la relation :

2
P2 _ o - v-1 (pwx,.) +(pwy,)
r

(3.85)

Connaissant la valeur de pg,,., 11 est possible de calculer 1la
valeur de la pression statique p,. A nouveau 1'information
gqu'elle fournit vient de 1'extérieur du domaine de calcul con-

cerné, a8 savoir le stator.

Pour le systéme complet, les équations s'écrivent

comme suit
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o1 (oug) (ov)

p={y-1) ok, -

]
(ou)’ :
ou pV )
Toz2p = L2y xd =+ > - v (3.86)
pg  2Y Pg Pg
1
Toa,)” k
Po2, = P ; (3.87)
p/og
pv u
Bz, = arc tg —3 _y s {3.88)
P o
P2 (pwWyx,.) +(oWy.)
o (- - x-1 r r 3.89
Po2,. (v-1} oE, ; ( )
r

e —— — o —— — — —— = — = e mm e e e =
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Le choix des conditions additionnelles purement numé-
riques & appliquer au droit du plan d'entrée du rotor et du
plan de sortie du stator afin de préserver la stabiiité numé-
rique du processus de résolution, nous a DPOSé un certain nombre
de problémes.

Nous basant sur les conclusions du paragraphe 3.1.5.2
au sujet de la stabilité d'une série de conditions aux limites
numériques, nous avons commencé par utiliser, dans le cas du
systédme réduit, la condition CL]1 (égalité des débits massiques
entre Tes deux premiers plans) au droiit du plan d'entrée du rotor
et les conditions CL2 et CL3 (&galité des composantes axiale
et tangentielle de la quantité de mouvement entre les deux
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derniérs plans) au droit du plan de sortie du stator; si le
systéme complet est utilisé&, on ajoute au droit de ce dernier
plan, ,1a condition CL4 (Egalité des termes d'énergie entre les
deux derniers plans). L'application de cet ensemble de condi-
tions, que nous avons reconnu étre stable pour un calcul de
grille d'aubes, garantit en effet 1'obtention immédiate d'une
distribution uniforme de toutes les inconnues de base dans la
direction tangentielle.

Cet ensemble de conditijons aux frontiéres (conditions
physiques + conditions numériques) ne préserve malheureusement
pas toujours la stabilité du processus de résolution dans Te
cas du calcul d'un étage. Afin de garantir cette stabilité,
nous avons di introduire un caractére semi-implicite dans le
calcul des conditions aux limites physiques intermédiaires;

il est & remarquer d& quel point les deux genres de conditions,
physigques et numériques, sont 1iés. Nous allons nous expliquer

sur ce point.

La pression statique intermédiaire, condition aux
limites pour le calcul de grille du stator, est déterminée 3
partir des valeurs des inconnues aux noeuds formant le plan
d'entrée du rotor [équations (3.85) ou (3.89)). Deux possibi-
1Tités sont offertes : utiliser ces inconnues soit au temps (t)
soit au temps (t + at) (auquel se fait la mise 3 jour des con-
ditions aux limites intermédiaires), La deuxiéme possibiliteé
est réalisable si on effectue en premier lieu le calcul de
grille du rotor. Le méme raisonnement est applicable pour Tles
conditions a appliquer au droit du ptan d'entrée du rotor
(Bquations (3.83) et (3.84) ou (3.86), (3.87) et (3.88)).
Plusieurs possibilités nous sont donc offertes d'introduire un
certain caractére implicite dans le calcul des conditions aux
limites, le cas extréme é&tant, au cours d'un pas temporel,
d'itérer sur les conditions aux frontiéres afin de n'employer
que des valeurs au temps (t + at) et de rendre le calcul de ces
conditions aux limites purement implicite. Les différentes
possibilités ont &té envisagées et la stabilité n'a &té assuree
que pour la combinaison suivante
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- calculer pgans T2, €t By (ou Mzr) & partir des valeurs des
inconnues au temps (t) et aux noeuds formant le plan de
sortie du stator;

- calculer p, a partir des valeurs des inconnues au temps
(t + At) et aux noeuds formant le plan d'entrée du rotor,

Dans le but de construire un processus numérique de
résolution un peu moins contraignant, nous avons alors essayé
d'appliquer d'autres conditions aux limites numériques. Une
solution stable a été obtenue'dans le cas du systéme complet
sans introduire aucun caractére semi-implicite ni aucun arti-
fice pour la combinaison suivante :

- e e ED = s RS S G Em e ED o o Em = & e

# condition CL10. (équation de conservation de la quantité
de mouvement dans la direction axiale)

e e e s Pt mm ey el e e e v b EE G B v A e

* condition CL9 (équation de conservation de la masse).

# condition CL10 (é&quation de conservation de la quantité de
mouvement dans la direction axiale)

& condition CL1l (équation de conservation de la quantité de
mouvement dans la direction tangentielle)

- plan_de_sortie _du_rotor :

- e e Gm s D Em e D v ED SR Ae W s e e -

# condition CLO
# condition CL10D
% condition CL11

Nous retiendrons dans la sui%e des applications cette maniére
de procéder. Dans Je cas du systéme réduit, la condition CLS
n'est pas retenue. Comme ces différentes conditions sont appli-
quées demi-élément par demi-élément, les distributions des in-
connues de base que nous obtenons dans ‘les plans de sortie et
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d'entrée ne sont pas nécessairement uniformes dans la direction
tangentielle. Pour cette raison, les paramétres utilisés dans
les &quations (3.83) a (3.89) sont Te résultat de moyennes mas-
siques des valeurs des différentes inconnues aux noeuds formant
le plan de sortie du stator et le plan d'entrée du rotor.

3.2.7 Description de quelques résultats pratiques
Comparajison avec des résultats expérfmentaux

'

Deuxigéométries d'étages de turbine ont &té sélection-
nées comme exemples d'application pratique de notre programme
de calcul. 'La premiére de ces configurations (&tage 1) nous a
gracieusement été fournie par les Ateliers de Constructions Elec-
triques de Charleroi (Division de Gand) (Réf. 64) dans e cadre de
la justification de 1'intérét industriel de notre travail. L'al-
Ture des profils statoriques et rotoriques de cet étage est
présentée 4 la figure 57. La deuxieme configquration (étage 2)
provient d'une des rares publications fournissant quelques ré-
sultats de mesure en &tage complet (Réf. 65), permettant de
vérifier 1a crédibiiité de 1'approche que nous avons proposée.
L'allure des profils statoriques et rotoriques est présentée &
la figure 58 et Teurs %oordonnées sont données au tableau 14.

Avant d'entamer la description des résultats numériques
obtenus, nous commencerons par définir les différents paramétres
utilisés poﬁr résoudre numériquement les systémes d'équations
modélisant 1'écoulement dans un é&tage complet de turbine. Ces
paramétres peuvent étre classés en deux catégories

(version semi-impligite)

Nv : nombre d'itérations entre deux mises & jour des termes
visqueux
VC : coefficient numérique de viscosité

CFL : coefficient de sécurité du pas temporel

— e e o e s e e ) e e e o e e . e e e amem — amm
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Nv; : nombre d'itérations entre deux mises 3 jour des
condttions aux frontiéres
C : coefficient d'amortissement des conditions aux frontiéres

En vue de justifier 1'intérét industriel de ce tra-
vail, nous avons effectué la mise au point du programme dg cal-
cul en nous servant de la géométrie de 1'étage 1. Nous avons
présenté aux paragraphes. 3.2.6.2 et 3.2.6.3 certains résultats
paiktiels de calcul montrant 1'évolution de la pression statique
intermédiaire en fonction de différents paramétres de la méthode
numérique. Avant de présenter d'autres résultats, nous nous
attarderons briévement sur la maniére dont la géométrie des
aubages statoriques et rotoriques a &té discrétisée.

Les domaines physiques de 1'écoulement dans le stator
et le rotor ont été discrétisés au moyen des éléments bitrapé-
zoTdaux (décrits au-.paragraphe 3.1.3.8) construits dans deux
maillages formés chacun de 71 Tignes paralléles & la direction
du pas, dont 45 étaient situées entre les bords d'attaque et
de fuite de 1'aubage considéré, et de 15 pseudo-lignes de
courant. Comme pour les calculs d'&coulement en grille d'au-
bes, on débute. le processus numérique dans un maillage grossier
(36x8 noeuds de discrétisation) avant de passer au maillage fin.

Les figures 55 et 56 permettent de mieux saisir 1'évo-
lution de Ta valeur numérique adimensionnelle de Ta pression
statique intermédiaire p, lorsqu'on effectue le calcul unique-
ment au moyen du maillage grossier (36x8). Un grand nombre
d'itérations a été effectué & dessein afin de vérifier 1'évo-
lution temporelle des conditions aux limites physiques inter-
médiaires. L'expérience numérique que nous avons acquise par
de nombreux calculs d'écoulement en &tage de turbine montre
généralement que lorsque les valeurs des conditions aux limites
intermédiaires se sont stabilitées pour le calcul dans le mail-
lage grossier, elles ne varient plus que de 1 ... 2% lorsqu'on
passe & la résolution dans un maillage fin. On remarquera, au
vu des figures 55 et 56, qu'il n'est pas nécessaire d'effectuer
Tes 6000 itérations gque nous nous étions imposées; un résuitat
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satisfaisant est déja obtenu aprés ... 4000 ...&tapes temporel-
les. Ce nombre d'itérations peut sembler &levé, mais il ne
faut pas perdre de vue la difficulté du probléme auquel nous
sommes confrontés : & savoir un calcul d'écoulement dont on

ne connait a priori pas la valeur des conditions & appliquer
sur une des ses frontiéres.

i Les figures 59 et 60 présentent respectivement Tes
distributions de pression statique et de nombre de Mach isentro-
pique (absolu dans le stator et relatif dans le rotor) le long
de T'intrados et de 1'extrados des aubes du stator et du rotor
de 1'8tage 1. Les calculs ont été effectués a partir du systéme
complet (3.67) et (3.71). Les valeurs des paramétres numériques
utilisés sont données ci-dessous pour le maillage grossier et le
maillage fin. Le rapport de pression (ps/pg;,) réalisé dans

1'étage est de 0.7 et la vitesse de rotation est de 9000 tr/min.

Maillage grossier (36x8) | Maillage fin (71x15)
‘Nv 20 20
5 Ve 0.98 0.995
CFL | 1. ‘ 1.
Nv, 60 60
C, 0.6 0.6

La solution obtenue montre que le régime reste subsoniqie dans
tout le domaine de 1'écoulement. D'autre part,les distributions
de pression et de vitesse observées sont bien représentatives
d'aubages concus a partir de différents arcs de cercle

la distribution de vitesse le long de 1'extrados du stator aux
alentours de (X/Cax = 0.65) en est un exemple typique.
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Les figures 6la et b présentent enfin 1'évolution
de 1'angle absolu de sortie du stator et de 1'angle relatif
de sortie du rotor. Nous lesavons données pour que le lecteur
puisse vérifier, comme nous 1'avons fait au paragraphe 3.1.8,
la qualité du niveau de convergence atteint au moyen de la
méthode numérique..

L

Nous avons égaTement &tudié le comportement,de cet .
étage de turbine lorsqu'on fait varier la contrepression. Nous
présentons & la figure 62 1'évolution de la presstpn statique
intermédiaire et de 1'angle relatif de 1%écoulement dans le
plan d'entrée du rotor pour six valeurs différentes du rapport
p3/p01a; la vitesse de rotation du rotor a été maintenue cons-
tante, ¢&gale & 9000 tr/min. On remarquera que dans la zone
P3/Po1y > 0.6, de faibles variations dans la pression de sortie
de 1'é@tage provoquent des variations importantes d'incidence &
1'entrée du rotor. Ce phénoméne a &té confirmé par les rapports
de certains essais effectués aux A.C.E.C. sur ces profils
(REf. 64).

Afin de vérifier la validité des résultats numériques
obtenus par notre méthode de calcul, nous 1'avons également
appliquée a8 la géométrie de 1'étage 2. Cet étage de turbine a
été congu pour &tre soumis 3 des &coulements & température
&levée. Cependant, grdce aux lois de similitude de la mécanique
des fluides, les essais ont pu étre réalisés en air et & basse
température. Dans cette derniére situation, les conditions
nominales de fonctionnement de cet étage de turbine sont les

suivantes

Bpy = 1.013 105 N/m2

T 288.2 K

01

P3/Fp, = 0.225

vitesse de rotation : 8081 tr/min.
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Le calcul de 1'écoulement a é&té effectué pour trois
valeurs différentes de la contrepression (p3 = 0.225 (condition
nominale), 0.358 et 0.462); la vitesse de rotation a &té main-
tenue constante (8081 tr/min).

Les domaines physiques de 1'écoulement dans le stator
et le rotorgont été discrétisés au moyen des élements bitrapé- -
zoTdaux {décrits au paragraphe 3.1.3.8) construits dans deux
maillages constitués chacun de 67 lignes paralléles a la direc-
tion du pas, dont 37 étaient situées entre les bords d'attaque
et de fuite, et de 17 pseudo-lignes de courant. Comme nous
1'dvons déja mentionné lors des applications en grille d'aubes,
on débute le calcul de 1'écoulement dans un maillage grossier
(34x9 noeuds de discrétisation) avant de passer au maillage fin.

Les figures 63, 64, 65, 66, 67 et 68 donnent les dis-
tributions respectives de pression statique et de nombre de
Mach isentropique (absolu dans le stator et relatif dans le
rotor) le long de 1'intrados et de 1'extrados des aubes du
stator et du rotor de 1'étage 2 pour les trois contrepressiong
mentionnées ci-dessus. Les valeurs des paramé@tres numériques
utilisés sont données ci-dessous pour le maillage grossier et .
le maillage fin. ’

Maillage grossier (34x9) | Maillage fin (67x17)
Nv 20 20 f
Ve 0.98 0.99 |
| CFL 1. 1. f
| Ny, 60 60
3 Ca 0.6 0.6 é

Les .différents résultats obtenus sont résumés i la
figure 69 sous forme de distributions du nombre de Mach isen-
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tropique. On remarque le blocage sonique existant dans le sta-
tor ainsi que dans le rotor pour les contrepressions égales a
0.225 et 0.358. Lorsque la contrepression de 1'@tage augmente,
en passant de 0.225 a 0.358, 1'effet de cette augmentation ne

se fait d'abord sentir que dans la partie aval du rotor; 1'&cou-
lement dans le stator n'est pratiquement pas influencé. Cect

se remarque &galement & la figure 70, ol sont représentés les
trijangles de vitesses en aval du stator et du rotor; pour p;

= 0.358, on observe une variation importante par rapport aux
résultats obtenus pour les conditions nominales, de 1'angle de
1'écoulement absolu en aval du rotor, tandis qu'en aval du
stator la valeur de cet angle est pratiquement inchangée. Si

on augmente encore la contrepression, diminuant ainsi encore
plus la charge de 1'étage (p3z = 0.462), 1'influence de cette
variation est ressentie dans le rotor tout entier ainsi que dans
Ta partie aval du stator comme on le voit clairement 3 la figure
69. A la figure 70, on remarque 1'importante varjation de
1'angle de 1'&coulement absoTu en aval du rotor ainsi qu'un
changement non négligeable de cet angle en aval du stator.

Pour Tes conditions nominales de fonctionnement,
certains résultats de mesure sont présentés a la référence 65.
Nous avons d'abord comparé les valeurs calculées des triangles
de vitesses avec les valeurs'mesurées. Cette comparaison est
faite sous forme numérique au tableau 15 et sous forme graphigue
d la figure 70. On observe généralement une bonne concordance
entre les valeurs calculées et celles mesurées sauf peut-étre
en aval du rotor, ce qui peut réstlter, soit d'une mauvaise
définition de la contrepression de 1'étage (nous n'avions pas
directement accés 3 cette valeur mais avons di T'interpoler
sur une figure), soit éventuellement d'effets tridimensionnels.
La comparaison reste néanmoins trés acceptable,

Dans un deuxiéme temps, nous avons comparé les dif-
férentes distributions de vitesse le long de 1'intrados et
de 1'extrados du stator pour les conditions nominales de fonc-
tionnement. Nous disposons en effet des valeurs prévues lors

¥
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de la conception de ce profil, de celles mesurées lors d'essais
en soufflerie ainsi que de celles résultant de 1'application
de notre méthode de calcul. Ces différents résultats sont
comparés a la figure 71 pour laguelle nous avons cette fois

utilisé le rapport de la vitesse & la vitesse critique comme
paramétre représentatif de 1'@coulement afin de présenter des
distributions de vitesse compatibles avec celles de la réfé-
rence 65,

Les figures 72a et b représentent enfin 1'évolution
de T'angle absolu de sortie du sta%or et de T1'angle relatif de
sortie du rotor afin de‘vérifier, comme nous 1'avons fait au
paragraphe 3.1.8, la qualité du niveau de convergence atteint
au moyen de la méthode numérique, pour le cas ol la contrepres-
sion p3 est &gale & 0.225 (conditions nominales de fonctionne-
ment). Poyr ces mémes conditions, la figure 73 résume 1'évo-
Tution de Ta pression statique intermédiaire. Des résultats
analogues sont obtenus pour les deux autres applications numé-
riques.

Nous terminerons ce paragraphe par quelques considé-
rations au sujet des temps de calcul nécessaires avant de voir
converger ce probléme d'écoulemen; en étage. Les calculs ont
été effectués sur 1'ordinateur DEC VAX 11/780 de T1'Institut von
Karman. Lorsque le systéme & enthalpie totale constante (3.76
a et b) est utilisé, le temps de calcul est de 0.9 10-3 s par
noeud et par pas temporel. Si nous résolvons également 1'é&qua-
tion de conservation de 1'énergie (3.67 et 3.71), ce temps de
calcul s'éléve & 2.25 10-° s par noeud et par pas temporel.
Mentionnons cependant que cette derniére version du programme
est prévue pour la résolution d'écoulements quasi-tridimension-
nels. Ces &coulements, ainsi que 1'approche utilisée pour les
résoudre, seront décrits au paragraphe 3.3. Ajoutons également
que nous disposons d'une capacité de 131 K-octets en mémoire
centrale d'ordinateur. Ce paramé&tre influence le temps de cal-
cul de maniére non négligeable en ce sens que, lorsque 1'exé-
cution des programmes nécessite un espace plus important en mé-
moire centrale, par exemple lors de la résolution de 1'écoule-
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ment dans un maillage fin (650 ... 800 K-octets peuvent étre
requis), le temps de calcul est artificiellement augmenté par
suite des nombreuses &critures et lTectures intermédiaires sur
disque.

Le nombre d'itérations a effectuer est fonction du
probléme & résoudre : nous ne pouvons pas, de maniére générale,
fixer un nombre d'étapes temporelles suffisant pour assurer la
convergence de chaque application numéridue. C'est pour cette
raison qﬁe les programmes de calcul possédent 1'option suivante
tous Tes paramétres, tant géométriques que cinéﬁatiques et
thermodynamiques sont conservés aprés une exécution du programme,
ce qui permet, si 1'utilisateur le juge nécessaire, d'éventuel-
lement poursuivre la démarche numérique si le résultat n'a pas
suffisamment convergé. Les différents résultats que nous avons
présentés permettemt, au vu des temps "é@lémentaires" cités
ci-dessus, de se faire une idée de 1'effort de calcul demandé
en fonction de la précision finale requise.

3.3 ECOULEMENT QUASI-TRIDIMENSIONNEL

3.3.1 Introduction - Hypothéses de travail

En posant les hypothéses & la base des calculs d'écou-
lements bidimensijonnels en grille d'aubes ou en étage de‘tur-
bine, nous avons admis que 1'@paisseur des tubes de courant
devait &tre constante dans Ta géométrie considérée. Ceci est
loin d'étre vérifé lorsque les machines sont quelque peu
chargées (Ré&f. 31, 66). Afin d'améliorer un peu la modélisa-
tion de 1'écoulement réel, nous allons introduire ce nouveau
paramétre qu'est la variation axiale de 1'épaisseur du tube de
courant. Nous qualifions ces écoulements de quasi -tridimen-
sionnels car, s'ils tiennent bien compte d'effets géométriques
tridimensionnels, il ne considérent que les composantes de
vitesse dans les directions tangentielle et axiale; la compo-
sante radiale, ainsi que tous les gradients radiaux restant
nuls, le calcul proprement dit est bidimensionnel.
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Parmi les nombreuses contraintes aérodynamiques im-
posées lors de la conception d'une turbine ou d'un compresseur,
i1 en est deux que nous pouvons introduire dans le calcul théo-
rique au moyen de cette'approche quasi-tridimensionnelle : Tle
contrdle de la vitesse et la réduction des effets secondaires.

Dans le cas des machines ol les phé&noménes de com-
pressibilité jouent un rdle important, le dessin d'un compres-
seur ou d'une turbine est fortement tributaire d'une convergence
ou d'une divergence du canal dans lequel se produit 1'écoulement.
Ce paramétre permet de maintenir le niveau de la vitesse axiale
d une valeur acceptable pour la charge de 1'aubage. La variation
de la section de passage entre 1'entrée et Ta sortie d'une
machine devient donc un paramétre important lors de sa concep+
tion. Dés lors, aussi bien dans les essais expérimentaux en
grille d'aubes que dans les calculs théoriques, il est impor-
tant de tenir compte de la variation de la section du tube de
courant entre 1'entrée et la sortie de la machine étudiée.

Ce paramétre, appelé AVDR (axial velocity density ratio), est
défini de la maniére suivante :

pals .
AVDR = (3.90)

p1U;

od les indices 1 et 2 représentent respectivement les plans d'en-
trée et de sortie de la machine. 11 représente un degré de
liberté supplémentaire, au méme titre que 1'incidence ou le
nombre de Mach et est utilisé de maniére systématique dans la
conception d'une machine. D'autre part, 1'utilisation de parois
contournées afin de Timiter les effets secoridaires trouve de
nombreuses applications dans les turbines @ gaz et & vapeur
(REf. 66) : elle permet de réduire les gradients de pression
transversal et radial, ce qui limite le transport des couches

Timites et diminue donc le niveau des pertes.

L'importance de ces écoulements quasi-tridimension-

nels est donc indéniable, tant au point de vue de la conception
]
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que de 1'analyse d'une aube. Ce paragraphe présente une démar-
che permettant de résoudre ces écoulements de maniére relative-
ment rapide, sans passer par un calcul tridimensionnel complet.
L'hypothése de base reste cependant le fait d'admettre que ces
écoulements se développent le long de surfaces axisymétriques.

3.3.2 Définition du systéme d'équations

P

¢ aux dérivées partielles

Le systéme d'&quations (3.1) doit étre modifié si
1'on désire calculer un écoulement quasi-tridimensionnel. Un
terme supplémentaire, provenant des forces de pression agissant
sur les parois du tube de courant apparait dans 1'équation ex-
primant la conservation de la quantité de mouvement dans la
direction axiale; les contributions dans la direction perpen-
diculaire au plan de 1'écoulement s'&quilibrent mutuellement
(Fig. 74). On tient également compte, dans le calcul des dif-
férents termes de flux, de la variable Ar représentant la hau-
teur locale du tube de courant. Insistons cependant sur le
‘fait que la composante de vitesse dans la direction r est nulle

il n'y a aucun transport, mis & part un transport de pression
statique, ‘au travers de la paroi du tube de courant.

L'équation (3.43), résultant de 1'intégration sur Te
"volume" de la relation (3.1), devient :

p ., 1 (pu ny, + pv 1 ) ar dg = 0 (3.91a)
ot AV ¢ J
2 {pu) + A J [(pu2+p)nx+puvn ]Ar dg+2f pn, dS| =0 (3.91b)
at AV Y ) X

as

L. Sc _
3 1 2
— (pVv) + — [puvnx+(pv +p)n ]Ar de = 0 (3.91c)
at AV y

35S
2 (pE) + _1_J [pU(E-i- B) n +pv(E+ 2) n ]Ar ds = 0 (3.91d)
3t AV P pr

as
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oll AV est Te "volume" d'un &l1ément de contrdle, 3S la surface
latérale de cet élément et S, la surface supérieure (et inférieu-
re) de cet élément. Notons que 1'équation de conservation de
1'énergie (3.91d). peut éventuellement &tre remplacée par une
équation exprimant 1'uniformité de 1'enthalpie totale (absolue
ou relative) pour autant que 1'on ne soit intéressé que par la
solution asymptotique du probléme et par un &coulement & rayon
constant.

3.3.3 Mise en oeuvre pratique de la discrétisation

Le domaine physique de 1'écoulement est discrétisé
au moyen des éléments bitrapézoTdaux décrits au paragraphe
3.1.3.8 qui définissent ce que 1'on pourrait appeler une sur-
face inter-aubes moyenne et auxquels on superpose une épaisseur
de tube de courant. Nous obtenons ainsi des "volumes" de con-
trole tels que celui. de Ta figure 75, o0l nous avons représenté,
en perspective, la position des différents noeuds intervenant
dans le calcul des inconnues de 1'écoulement & 1'intérieur de
1'un de .ces volumes élémentaires,

Les équations (3.91la, b, c et d) sont discrétisées
au moyen de la version semi-implicite du schéma & viscosité
corrigée. Les différents cas qggrits au paragraphe 3.1.4
restent bien entendu valables pour 1'application présente. La
seule modification provient du calcul des différentes faces
que nous avons dé&finies en (3.46) : i1 importe de tenir compte
dans ce calcul de 1'épaisseur locale ar du tube de courant. 11
en va de méme pour Te calcul du "volume" de 1'élément de con-

-

trole. A titre d'exemple, 1'équation (3.48) devient
S = [}(ZAri_1+Ari)Ay1_1+(2Ari+Ari_1)Ay1) Axxy +

A

[(ZAri+Ari+1)Ayi+(26r1+1+6ri)Ay1+1] Axxi+;1//6 (3.92)

Les paramétres géométriques utilisés sont définis a la figure 75.
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Le nombre et Ta nature des conditions physiques et
numériques d& appliquer le long des différentes frontigres du
domaine numérique de 1'écoulement se déterminent selon les
principes exposés au paragraphe 3.1.5. La démarche effectuée
et les résultats obtenus sont intégralement transposabies a
1'application présente. I1 en va de méme pour le calcul du pas
temporel limite de stabilité.

f

3.3.4 Description de quelques résultats pratiques-

Comparaison avec des résultats expérimentaux
et ceux obtenus par d'autres méthodes numériques

Quelques applications numériques ont été effectuées
dans le cas d'une aube statorique de turbine & gaz transsonique
(Fig. 76a et b). Les coordonnées du profil (Réf. 19) sont
données aux tableaux 16 et 17. Le domaine physique de 1'écou-
Tement est discrétisé au moyen d'un maillage formé par 75.1ignes
paralléles a la direction du pas, dont 53 sont situdes entre
les plans des bords d'attaque et de fuite, et 21 pseudo-lignes
de courant. On commence le calcul avec un réseau grossier
(38x11 noeuds de discrétisation) avant de passer au maillage

" fin (75x21 nocuds).

Aux figures 77 et 78 sont représentées les distribu-
tions du nombre de Mach isentropique obtenues le long de 1'in-
trados et de 1'extrados de 1'aubage par des mesures en souffle-
rie, 1'application du programme quasi-tridimensionnel de calcul
de Couston et enfin notre méthode. Pour un nombre de Mach
isentropique de sortie égal & 0.73, Tes différentes courbes de
la figure 77 donnent une idée de la bonne qualité des résultats
obtenus au moyen de notre programme de calcul. On remarque
toutefois la présence d'oscillations dans la distribution de
vitesse le long de la premié&re partie de 1'intrados; nous avons
montré au paragraphe 3.1.8 que ces oscillations étaient'prati—
quement inévitables lors du calcul d'écoulements & basse vitesse
(M =.1, ..., .15). Pour 1'exemple relatif au nombre de Mach
isentropique de sortie é&gal & 0.9 (Fig. 78), on observe, dans

<
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le calcul, un pic de vitesse qui atteint un nombre de Mach local
de 1'ordre de 1.2 aux environs de 80% de la corde. Ce pic de
vitesse est suivi d'une décélération brutale jusqu'ada des valeurs
subsoniques au travers d'un choc droit. Or, d'aprés les résul-
tats expérimentaux (Réf. 19), ce pic n'existe pas. La décélér
ration au travers de ce choc se caractérise par une valeur du
rapport M_/M_ de 1'ordré de 0.7 ce qui est inférieur au critére
de séparation que 1'on considére généralement, soit M_/M = 0.78
(Réf.. 19). Nous sommes donc en droit dé nous attendre & obser-

" ver un décollement de la couche limite dans 1'&coulement réel.
L'existence de ce décollement a été mise en évidence expérimen-
talement (R&f. 19) et permet donc d'expliquer les écarts des
valeurs mesurées avec Te calcul théorique, essentiellement non
visqueux. I1 est é&galement important de garder & 1'esprit que
Te calcul tridimensiornel ne tient pas compte de T'existence
possible de vitesses et de transferts radiaux, influengant

aussi la qualité de 1a comparaison,

Dans 1e but de démontrer clairement, au moyen d'un
calcul quasi-tridimensionnel, 1'influence de la présence de
parois contournées sur le comportement de 1'écoulement, nous
avons effectué la comparaison suivante : nous avons résolu d'une
part 1'écoulement purement bidimensionnel, présentant donc une
épaisseur constante du tube de courant entre les plans d'entrée
et de sortie de Ta grille d'aube%, et dfautre part 1'écoulement
quasi-tridimensionnel présentant la variation de 1'épaisseur
du tube de courant définie au tableau 17 et a la figure 76b.

La comparaison entre les distributions du nombre de Mach isen-
tropique, calculées le long'de la projection axiale de la corde,
est effectuge 4 1a figure 79a. On remarque de quelle maniére

la présence de parois contournées modifie complétement la char-
ge de 1'aubage en diminuant notamment le gradient de vitesse
transversal. Nous avons indiqué & Ta figure 79a 1'importance

et la position relative de la valeur maximale de ce gradient;
dans le cas de la présence de parois contournées, il est moins
important et déplacé vers 1'aval tandis que Ta distribution de
vitesse le long de 1'aubage &volue de fagon plus réguliére que
dans le cas de parois paralléles. Puisque la charge de 1'aubage
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.est modifiée, la déflexion de 1'écoulement doit également varier.
Cette variation est représentée & la figure 79b ol 1'on compte,
suivant la valeur du nombre de Mach isentropique de sortie, des
différences de 2.5 3@ 3 degrés entre les valeurs de 1'angle aéro-
dynamique de sortie obtenues pour chacune des deux géométries.

, Au vu de ces deux derniéres figures, la raison d'étre
d'un calcul quasi-tridimensionnel ne fait, & notre avis, plus
de doute. Cette démarche permet de prendre en compte un effet
géométrique tridimensionnel tel que la variation axiale de la
hauteur de 1'aubage et d'obtenir; de maniére beaucoup plus
rapide que par un calcul tridimensionnel complet, des informa-
tions au sujet de 1'influence de ce paramétre sur les caracté-
ristiques aérodynamiques de la grille d'aubes (distribution de
vitesse, angle de sortie, ...). Couplée & un calcul d'écoule-
ment méridien, pouvant mé&me se réduire & un simple calcul
d'équilibre radial, cette approche gquasi-tridimensionnelle est
utilisée de fagon systématique pour la conception de géométries

nouvelles de turbomachines.

3.3.5 Ecoulement quasi-tridimensionnel
en &tage de turbine

Puisque nous avons développé uﬁ programme de calcul
permettant le calcul d'un é&coulement quasi-tridimensionnel en
grille d'aubes, nous pouvons, en apgpliquant les principes
généraux énoncés précédemment, compléter notre démarche par
la mise au point d'un programme de calcul permettant d'étudier
1'écoulement quasi-tridimensionnel dans un &tage de turbine.
Aucun concept nouveau n'intervient dans cette application;
toutes les conclusions tirées au sujet de la discrétisation,
des conditions aux limites et de leur traitement, des critéres
de stabilité, etc., restent valables.
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En guise d'exemple numérique, nous avons choisi la
géométrie de 1'étage 1 pour laquelle une trés 1&gére conver-
gence du canal est observée dans la grille statorique. Les
différences observées par rapport aux résultats obtenus pré-
cédemment (Fig. 59 et 60) sont minimes et ne justifient pas
une figure particuliére. Les temps de calcul nécessaires ont
été mentionnés au paragraphe 3.2.7.
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CHAPITRE 4  ECOULEMENT TRIDIMENSIONNEL

4.1 ECOULEMENT TRIDIMENSIONNEL EN

GRILLE D'AUBES ANNULAIRE

4.1.1 Introduction

Aprés avoir-étudié de fagon approfondije, tant du
point de vue théorique que du point de vue pratique, les écou-
lTements unidimensionnels en tuyére convergente-divergente et
les écoulements bidimensionnels et quasi-tridimensionnels en
grille d'aubes ainsi qu'en &tage complet de turbine (ensemble
stator+rotor), nous pouvons maintenant aborder 1'étape finale
de notre travail de recherche : le calcul aérodynamique tri-
dimensionnel de 1'écoulement dans un étage de turbine.

Nous avons montré au début de ce travail l1a néces-
sité de développer des programmes de calcul tridimensionnel
d'écoulement en turbomachine . Bien que la capacité requise
en mémoire d'ordinateur et le temps de calcul total nécessaire
restent fort importants, ne permettant pas encore une utilisa-
tion intensive de cette méthode de calcul, cette démarche peut
dtre considérée comme la phase finale de la mise au point aéro-.
dynamique d'un profil d'aube ou d'un &tage de turbomachine.

La conception et 1'optimisation des différentes sections des
profils sont réalisées au moyen de méthodes bidimensionnelles
relativement rapides, telles que celles que nous avons dévelop-
pées au chapitre 3; la vérification finale est effectuée grace ]
& 1'approche tridimensionnelle. Au vu des résultats obtenus,

la géométrie de certaines sections est éventuellement corrigéé J
puis réoptimisée au moyen de méthodes bidimensionnelles avant

de refaire une vérification globale au moyen du calcul tri- |
dimensionnel,

Dans les chapitres précédents, nous avons traité les
différents aspects des problémes 1iés & 1'application pratique
de la méthode numérique de résolution. Les conclusions que
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nous avons tirées de cette étude, tant au point de vue de 1la
mise en oeuvre de la méthode des volumes finis que du choix
des conditions aux limites physiques et numériques ou d'un
critére de stabilité, permettent d'espérer raisonnablement que
1'extension & une géométrie tridimensionnelle ne posera plus
que des difficultés nouvelles propres au caractére tridimen-
sionnel du probléme proposé. L'écoulement est étudié dans un
systéme de coordonnées cylindriques (r, 6, z) afin de nous
rapprocher le plus possible de la situation existant dans une
machine réelle. De plus, et contrairement aux applications
bidimensionnelies, nous devons maintenant tenir compte dans
les équations du mouvement de la présence des forces centri-
fuge - et de Coriolis.

4,1.2 Définition du systéme d'équations
aux dérivées partielles '

Le systéme d'équations aux dérivées partielles modé-
Tisant 1'écoulement que nous désirons étudier par une méthode
dépendante du temps et une approche par volumes finis, est le
systéme d'équations d'Euler écrit sous forme instationnaire.
Comme nous 1'avons montré au chapitre 1, une formulation con-
servative des équations doit &tre utilisée afin d'assurer une
capture correcte des chocs. Exprimées dans un systéme d'axes
relatif (c'est-da~dire immobile par rapport a la grille d'aubes
éﬁudiée), les équations d'Euler (1.7) s'@crivent de Ta maniére
suivante lorsqu'on tient compte de 1'action des forces centri-
fuge et de Coriolis

Conservation de 1a masse

3p * x
20 4+ 7.(pl) = 0 (4.1a)
at

Conservation de la quantité de mouvement

-5
> > >
% + V(pW-ﬁ) = =2pQ xﬁ + por 1. .- Vp (4.1b)
8 — — e = e e —— e
Ceriolis) Lentrifuge)
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Conservation de 1'énergie

apEr -> -> _
W) = 0 (4.1c)
at

Ces équations sont adimensionnalisées d'une maniére analogue
a celle utilisée au paragraphe 3.1.2; on admet également que
toutes les valeurs de référence sont définies pour une valeur
fixée du rayon que nous appellerons rayon de référence. Les
différentes inconnues des équations (4.la, b et c¢) sont défi-
nies de la maniére suivante

-5
W : vitesse relative

N
_ _ WZ ’52?;'2 E
Ep énergie totale relative (E, = ¢ T+ — - ) r
v 2 2 :
H. : enthalpie totale relative (rothalpie) L (4.2)
—_ I
(}Tr = E-r + ‘-E-) :
p .
-
@ : vitesse angulaire du systéme d'axes de
+
coordonnges (8 = |o| = ZFAT) g
60 E
p =T |

Si on exprime les équations du systéme (4.1) dans un
systéme relatif d'axes de coordonnées cylindriques (r, 8, z)
correspondant a la géométrie annulaire de la grille d'aubes
qu'on désire étudier, on obtient les cing lois de conservatien
suivantes

Conservation de 1la masse

. — o e i e o — e a—

p 418 (row,) + 12 (owy) + 2 (ow,) = 0 (4.3a)
at r ar r ae Az
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_— e e e e o e e e o e m— — e —— ot bt e mmm e e mem e

— — — oy w— e w— o —

2
5 2 1 3 3 PWq
(pw,) + = — (row,) + = (pw wWg) + — (pw,W,)} - —
3t ' roar " orae o TF 3z % r
2 P
- pre° - 2ps‘zwe + = — (rp) - - =10 (4.3b)
r oar r
Conservation de la_quantité de_mouvement dans la
direction tangentielle_:
3 3 3 2 )
— (pw,) + = — (rpw w_) + = — (pw,) + (oW, w.)
st ° r oar re rooe 0 3 0z
oW W
+ ro . 2pOW,. + 1ap 0 (4.3c)
r r o6
Conservation de la _quantité de mouvement dans la
direction axiale
— (ow,) + 1.3 (rew,w,) + L3 (pWoW,) + 2 wi) + 2P
ot r ar r 99 8z 3z
(4.3d)

Conservation de 1'énergie

— — — — . m— et e — w— e g

1=

2 o(eEp) + 22 (row Hyp) v 2 (owHp) ¢ 2 (0w Hy) = 0
at r oar r 8 . 32
(4.3e)

Afin de pouvoir appliquer la méthode des volumes finis
sefon la démarche que nous avons décrite au paragraphe 1.3.2,
il faut écrire 1'ensemble des dérivées spatiales des &quations
(4.3a,b,c,d,e) sous forme de divergence. En utilisant un sys-
téme de coordonnées cylindriques, nous obtenons 1'expression
suivante
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20, ;-F(a) + blo) =0 (4.4)

ot

> -+

Flo) = f(o) 1, + 9(0) 1, + h(e) 1,

Le développement de 1'équation (4.4) restitue bien
le systéme d'équations (4.3). Ce dernier est synthétisé de la
maniére suivante

- > - + >
39 1.8 (r-f(;)] + 1.3 ('6(-;)) + 2 [h(&’)) + b(c) = 0 (4.5)
3t r ar r a6 ¥4
(0] fovy ) vy |
2
- e _ >, > _ 2
. oW, fla) = |ow,¥, g(o) = [pwg+p
pW,, pW W, PWoW,
By prrHr |P¥elly
r \ 8
oW, 0 2 W
P 2
OW W, = —Fﬂ -rplT-2oGwg- %
+ ¥ : pPwW W
h{os) = PWoW ., 3(3) = : 8 +2p9wr
DW§+P d
pw_H
"z LO )

-

Une deuxiéme possibilité est de ne considérer que les
vitesses absolues, méme si les aubages sont animés d'une vitesse
de rotation, mais en exprimant les équations dans un systéme
d'axes relatif 4 la grille d'aubes étudiée. Cette maniére de
travailler peut se justifier par le fait de vouloir résoudre
1'écoulement absolu dans um étage complet (stator+rotor) de
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turbine au lieu de résoudre 1'écoulement absolu dans le stator
et 1'écoulement relatif dans le rotor de 1'étage., Le systeme
(4.5) s'écrit alors de la fagon suivante

= + - > -
2412 (o)) + L G@) + L (@) +be) =0 (A6
at roor r ae 3z
(o6 ) (0¥ W (0 (V. ~ar) )
Py AR
2 ' -
PV, R pVi+p pvr(ve ar)
7= |oV, f(s) = [oV,¥, §(3) = [oVg(Vy-0r)+P
oV, oV,.V, oV, (Vg-ar)
[pEq | Y (pEy*D))] k(ve-nr)(pEa’fP{
r r 3
% | zvz
oV, V i _ P
. rz -+ " r
h{c) = |pV_ V > .
: ° b(s) = oV, Ve
pV,tp -
+
LVz(p% p), 0
10
— - ¥?
E;= énergie totale absolue (Eg= ¢, T + —)
2
> (4.7)

p = pT J

En généralisant les principes &noncés au paragraphe
3.1.2, on peut montrer que les systémes (4.5) et (4.6) sont
bien de nature hyperbolique par rapport & la variable tempo-
relle quel que soit le régime de 1'écoulement. Toutes les
conditions sont donc réunies pour résoudre les systémes (4.5)
oy (4.6) par une méthode dépendante du temps et une approche

par volumes finis.
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4.1.3 Discrétisation du domaine
physique de 1'écoulement

Le domaine physique dans lequel nous désirons étudier
1'écoulement est représenté & la figure 80. I1 est constitué
du canal formé par le passage entre deux aubes adjacentes et

est &tendu en amont et en aval de celui-ci de la longueur d'une

dimension caractéristique de 1'aubage (corde ou corde axiale)
pour les raisons que nous avons déja expos€es au paragraphe
3.1.3.1 et qui concernent la définition de conditions aux Tli-
mites physiques (naturelles) unjformes dans la direction tan-
gentielle au droit des plans d'entrée et de sortie du canal
étudié. La frontiére ABCD suit la géométrie du carter de la
machine ou de 1a grille d'aubes étudiée (Fig. 80a) tandis que
la frontiére HGFE suit le tracé de son moyeu. Ces deux fron-
tiéres sont bien entendu considérées’ comme des parois solides
le Jong desquelles une condition d'imperméabilité doit étre
imposée. Nous convenons de considérer que les plans d'entrée
AH et de sortie DE soient construits perpendiculairement a la
direction axiale. Dans le plan inter-aubes développé d'une
section de 1'aubage étudié (Fig. 80b), toutes les définitions
restent 1identiques d& celles que nous avons &tablies pour les
problémes d'écoulement dans une géométrie bidimensionnelle.

Les frontiéres KL, MN, RQ et PO sont des frontiéres périodiques

tandis que les frontiéres LM et PQ sont des parois solides.
Les 1imites KR et NO sont respectivement les plans d'entrée et

de sortie, construits parallélement & la direction tangentielle

pour'une simple raison de périodicité géométrique. Les con-
ventions d'angles et de signes sont &galement semblables a
celles &tablies pour les problémes d'écoulement dans une géo-
métrie bidimensionnelle.
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Le domaine numérique, dans lequel on applique le pro-
cessus de résoiution, est décrit & Ta figure 81. Dans le plan
inter-aubes (Fig. 81b), un ensemble de pseudo-lignes de courant
et de lignes paralléles & Ta direction du pas est construit
d'une maniére analogue & celle qui a &té présentée auparagraphe
3.1.3.2 pour les applications bidimerisionnelles. L'&cartement
entre les pseudo-lignes de courant est uniforme dans la direc-
tion tangentielle tandis que 1'espacement entre les lignes pa-
ralléles & la direction du pas est variable, fonction de la
résolution que 1'on désire obtenir en un endroit donné ainsi

que des gradients de vitesse que 1'on s'attend & y voir appa-
raitre.

La discrétisation dans le plan (r,z) est présentée
ad 1a figure 8la. Un ensemble de pseudo-lignes de courant est
construit pour différentes valeurs intermédiaires du rayon.
Si 1'utilisateur est intéressé par le calcul d'écoulements se-
condaires, il concentrera la plus grandepartie de ces pseudo-
lignes de courant prés du carter et du moyeu. Dans le cas
contraire, une distribution uniforme est généralement admise.
Dans la direction axiale, le maillage est complété par une série
de lignes que nous appellerons quasi-radiales dont la position
est étroitement l1iée & Ta discrétisation effectuée dans le plan
inter-aubes. Remarquons que les bords d'attaque et de fuite
de 1'aubage sont confondus avec deux quasi-radiales et gue seuls
les plans d'entrée et de sortie sont nécessairement de vraies
lignes radiales.

Afin de pouvoir appliquer la méthode des volumes finis,
décrite de facon générale au chapitre 1, 1'ensemble des volumes
de contrdle doit é€tre défini dans le maillage tridimensionnel
que nous venons de construire.
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C'est sur la base des résultats obtenus lorsque nous
avons effectué les analyses de consistance de différentes dis-
crétisations spatiales d'un domaine bidimensionnel, que nous
avons choisi la forme des volumes élémentaires & utiliser pour
résoudre des problémes d'écoulements tridimensionnels. Le
volume de contrdle que nous utilisons découle directement de
1'é1ément bitrapézoidal décrit au paragraphe 3.1.3.5. Il est
formé de deux polyédres plus ou moins réguliers dont les dif-.
férentes faces sont définjes au moyen des lignes du maillage
décrit dans le paragraphe précédent. Afin de simplifier le
travail de programmation déjad fort Tourd et de limiter au
maximum le temps de caicul, nous avons choisi la position des
noeuds de la discrétisation telle qu'elle est décrite aux
figures 8la et 81b. Les valeurs des inconnues le long des
différentes frontiéres imperméables et périodiques sont donc
obtenues par extrapolation linéaire ou parabolique des valeurs
correspondantes obtenues & 1fintérieur du canal. Une dé&marche
ultérieure pourrait &tre la construction de demi-&léments le
Tong des différentes parois, d'une maniére semblable & celle
utilisée au paragraphe 3.1.3.8 pour les écoulements bidimen-
sionnels. Cette modification n'implique aucun changement fon-
damental dans le processus numérique de base mais alourdit le
travail de programmation ainsi que le temps de calcul.

Les différentes vues ou projections d'un volume de
contrdle ainsi que la position des noeuds de la discrétisation
intervenant dans le calcul des valeurs des inconnues au noeud
situé au centre de ce volume élémentaire sont présentées aux
figures 82a, b et ¢. Les valeurs des inconnues au noeud d'in-
dices (i, k, 2) sont calculées en fonction de leurs valeurs
correspondantes aux noeuds d'indices (i+1l,k,2),{(i-1,k,2),
(i,k+1,2), (i,k-1,2), (i,k,2+1l) et (i,k,2~1), Tes indices i, k
et g désignant respectivement les directions axiale (z), tan-
gentielle (o) et radiale (r). Le volume ayant ces six noeuds
pour sommets, forme, & 1'instant (t), le domaine de dépendance
numérique du noeud d'indices (i,k,2) au temps (t+at).
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Au vu des figures 82a, b et ¢, nous pouvons définir
trois catégories de faces qui délimitent le volume de contrdle:

- les faces avant (AV) et arriére (AR) (Fig. 82a)
- les faces supérieure (SUP) et inférieure (INF)

(Fig. 82a)
- les faces latérales gauche (LAT;) et droite (LATp)
(Fig. 82b)

La face supérieure (SUP) et Ta face inférieure (INF)
de T1'élément sont formées de portions de surfaces coniques de
révolution. I1 en va de méme des faces avant (AV) et arriére
(AR). Au contraire, les faces latérales (LATG) et (LATp) sont
absolument quelconques; les quatre points définissant une demi-
surface latérale ne sont méme pas nécessairement situés dans
un méme plan.

Afin de pouvoir calculer pratiquement Tes valeurs des
flux convectifs des différentes inconnues au travers du volume
élémentaire, nous admettons que les valeurs des différents
termes de transport sont uniformes sur chaque face de 1'@lément
de volume considéré., Ces termes de flux sont calculés de 1la
maniére suivante (Fig. 82)

N -
- face (AV) fi-l K,s
-
- face (AR) fi+1 koo
1 = * '
- face (LATG) E (fi,ksl+f13k'1:2)
1,7 P
- face (LAT) Vi (fi,k,m+fi,k+1,2) }(4.8)
- face (SUP) fik,g * - e (Fi T k!
iskog+l "i,ksyg
‘ - r. -r > >
. _ i,k,2 B -
= face (INF) . fi,k,z r _; (fi,k,l f.i,k’g'—l)
sk, i,k 21 A
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Nous n'avons repris ici que la seule expression de la composante

3 .

f(g) de (4.5) ou (4.6); des expressions sembiables sont obtenues
+ i

pour les composantes g{o) et h(o).

4.1.4 Description du schéma numérique

& viscosité corrigée

— e s e e e o e e o e o = — m— ——

Considérons, dans le systéme d'axes (r,0,z) un petit
"é1ément de volume V plus ou moins régulier, de surface exté-
rieure S, sur lequel nous allons intégrer les termes spatiaux
de 1'équation (4.5) ou (4.6). Cette intégration conduit & 1la
relation suivante

T.S. = JJJ 1.2 (vF)dv + JJI 19 (3)dv + JJJ 2 (h)ydv  (4.9)

VI“BT' VY‘BG V32

dans laquelile T.S. désigne 1'intégrale des termes spatiaux sur
le volume. Le volume dV est exprimé sous la forme suivante :

dV = dr rde dz (4.10)

En substituant la valeur dV dans (4.9), nous obtenons 1'expres-
sion suivante

T.S. = Jjjv;% (r¥)drdedz +J[J ;% (§)drdedz

s ”j ;3; (h)rdedrdz (4.11)
v

Si nous appelons 1 (= "rTr+"bTe¥"sz) (Fig. 83) la
normale sortante & 1a frontiére S de V, et si nous appliquons
le théoréme de la divergence a 1‘'équation (4.11), nous obtenons
la relation suivante
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T.5. = JJ ?nrrdedz + JJ Enedrdz + JI Enzrdedr (4.12)
S S S

Dans le cas qui nous occupe, puisque les volumes é&lé-
" mentaires sont constitués par des polyé&dres plus ou moins régu-
liers, cette équation peut encore s'écrire de la maniére sui-
vante :

6 6

+ > +
IJ Fn ds + = IJ Gn ds + II in_ds  (4.13)
1 m=1 =1

m S HE S HEd s

m . m m

T.5. =

nh o

Dans cette expression, les surfaces Sm ( m=1,6) représentent les
six faces que nous avons définies précédemment

v

+ S + S (4.14)

sup ¥ SinF t SiaT

3
E Sm = SAV + SAR + S

q LATD

Comme nous avons admis que les valeurs des différents
termes de transport sont uniformes sur chacune des faces Sm
(m=1,6) constituant la frontiére S du volume é&lémentaire,
1'équation (4.13) est approximée par la relation suivante

N

= ; f ds T g
T.5. = Z T JJ n. + 2 9 JI nedS
m Sm

6 -
+ 2 ohy JJ n,ds (4.15)

-
g. .S +
1 m~mg -

_{
w
4
n o
w
+
nwo
[T o 3

.
, hmsmz (4.16)

Dans cette derniére éqdation, 1'emploi des indices r,
g et z éignifie que ce sont les surfaces des projections des
différentes faces dans les directions radiale, tangentielle et
axiale qui interviennent dans le calcul des intégrales dé sur-
face. L'équation (4.16) exprime le calcul du transport net
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par convection au travers du volume V, des différentes incon-
nues fondamentales définies en (4.5) ou (4.6).
>

L'intégration sur le volume du terme temporel (%%)
intervenant dans 1'équation (4.5) ou (4.6) ne pose aucun pro-
bléme .particulier. Nous admettons en effet, dans les hypothéses
générales d'application de Ta méthode des volumes finis (Cha-
pitre 1), que les valeurs des inconnues de 1'&coulement sont
uniformes dans chaque volume de contrdle. IT suffit donc de
multiplier le terme dériveé (%%) par Te volume de 1'él1ément
considéré.

e e e fm e ww v m—— et o m— e m— o am | — —— —

La résolution du systéme d'équations au moyen d'une
méthode instationnaire implique également 1'intégration de ce
systéme par rapport au temps. Comme nous nous limitons aux
processus numériques purement explicites (du mpins en ce qui
concerne les termes spatiaux), 1'intégration des termes spa-
tiaux par rapport au temps est immédiate.

La dérivée temporelle intervenant dans les équations
(4.5) ou (4.6) est, quant & elle, discrétisée au moyen du
schéma numérique & viscosité corrigée, dans sa version que nous
avons appelée semi-implicite. Nous avons utilisé fréquemment
ce schéma auparavant et avons montré, théoriquement pour les
applications unidimensionnelles et par 1'usage pratique pour
les applications bidimensionnelles, qu'il possé&dait de trés
bonnes qualités de convergence et de stabilité. Appliqué au
cas d'une géométrie tridimensionnelle, le schéma & viscosité
corrigée semi~implicite nous permet de construire le systéme
discret suivant, dans lequel n est 1'indice temporel de discré-
tisation tandis que i, k et g sont les indices de discrétisation

spatiale dans les directions axiale, tangentielle et radiale
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(4.17)

Les termes surmontéﬁ d'un astérisque sont mis a jour
toutes 1Tes Nv itérationset maintenus constants pendant les Nv
itérations suivantes, selon le principe du schéma a viscositeé
corrigée; At est le pas temporel de stabilité dont nous par-
lerons dans un paragraphe ultérieur et a un coefficient de vis-
cosité purement numérique calculé de maniére classique au moyen
de 1'expression suivante (qui est une simple extension & trois
dimensions de 1'expression (3.45) utilisée pour les problémes

bidimensionnels)

I * £ * + * + * + * + * -6 * |
o = VC 1 - pi_l’k"q‘lpi_l_l’k’»‘a.p-i’k_l"% pi,k+13£ ,pi’k!g‘—l) piﬁk’n-"l p-i,k’g
6 .

. (4.18)

dans laquelle VC est un coefficient numérique (VC = 1-0(a)),
choisi de maniére empirique. Le caractére "sémi-implicite" du
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schéma ne pose 4 nouveau aucun probléme particulier; comme

nous progressons d'amont en aval, toutes les valeurs de s

dans e "plan" (i-1) au temps (t+at) sont connues au moment

oil ¢ est calculé au noeud d'indices (i,k,2). Remarquons enfin
que le terme indépendant b(3) des &quations (4.5) ou (4.6) est
approximé par une moyenne pondérée sur les noeuds environnants.
Essers (Réf. 41) a montré que cette maniére d'agir prévient
1'apparition d'instabilités non linéaires et garantit la sta-
bilité du processué numérique de résolution. NéEanmoins, dans
le but de réduire un peu le temps de calcul, nous avons égale-
ment essayé d'approximer Je terme indépendant 3(3) par sa
valeur au noeud d'indices (i,k,2) pour lequel les valeurs des
inconnues sont calculées. Pour les applications numériques que
nous avons traitées, nous n'avons jamais observé de divergence
du processus de résolution. C'est:-pour cette raison que dans
la version proposée du programme de calcul, cette derniére
option a été choisie.

Lorsqu'on calcule les inconnues de 1'écoulement en
des noeuds situés au voisinage immédiat d'une paroi solide,
la discrétisation de la dérivée temporelle doit étre 1égére-
ment modifiée. Nous n'obtenons en effet plus un domaine de
dépendance numérique du noeud considéré semblable 3@ celui qui
est observé au centre du passage, ou autrement dit, le noeud
central du volume é&lémentaire n'est plus entouré de six noeuds
comme au milijeu du canal (Fig. 83). De maniére 3 conserver le
caractére général du schéma numérique, ce cas particulier est
traité d'une maniére analogue 3 celle utilisée au paragraphe
3.1.4 pour les probliémes d'écoulements bidimensionnels. On
construit intuitivement un domaine de dépendance excentré vers
1'intérieur du canal. Ceci se traduit par 1'apparition dans
1'&quation (4.17) de coefficients de pondération des différents
gi,k’z calculés en fonction de la distance entre les nroeuds du
maillage dans la direction ol cet excentrement est effectué.
On retrouve ainsi les coefficients (+4) et (-2) déja mention-
nés au paragraphe 3.1.4 (équations (3.49) et (3.50)). Les
valeurs de ces coefficients de pondération pourraient également
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8tre déterminées au moyen d'une analyse de consistance de la
discrétisation, semblable a celles que nous avons effectuées
pour les problémes d'écoulements bidimensionnels.

4.1.4.3 Calcul_du yolume des_é€léments de contrdle

Chacun des éléments de contrdle définis au paragraphe
4.1,3.3 est constitué de deux polyédres plus ou moins régulieﬁs.
La détermination du volume de T'élément et de 1'aire de ses
différentes faces (sauf les faces AV et AR) sera donc chaque
fois effectuéé a partir d'une somme de deux termes, chacun de
ceux-ci é&tant relatif a 1'un de ces polyédres. Nous ne con-
najssons de chaque polyédre que les coordonnées (rm,em,zm) de
ses huit sommets; afin de pouvoir calculer de maniére exacte
son volume et donc, par la suite, le volume des éléments de
contrdle, nous établissons la définition suivante

nous définissons comme étant le volume du polyédre
considéré dans 1'espace (r,6,z), le volume transformé
dans 1'espace (£,n,z) en un cube d'aréte et donc de
volume unitaire, par les relations suivantes (Fig. 84) :

8 .

r o= mil Ko Tm (4.19a)
8

o = mfl Kn on (4.19b)
8

z = mfl Ko z (4.19¢c)

oll les coefficients Km (m=1,8) sont exprimés en fonction des
coordonnées (Z,n,g) par les relations suivantes
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Ki = (1-g)(1-n)(1-1)
Ko = g(1-n){1-z)
Ks = gn(1-¢)

Ky = (1-g)n(1l-z)

> (4.20)
Kg = {1-&)(1l-n)z
Ke = £(1-n)z
K7 = &ng
Ke = (1-g)nc¢
—

=

31 nous nous rapportons & la maniére dont nous avons construit
le majllage de discrétisation, nous savons que les coordonnées
suivantes sont liées entre elles

ry = ry Z; = Zy
rg = Pg Zo, = Z3
(4.21)
rg = s Zg = Z7
rs = g Zs = Lg

En introduisant les égalités (4.21) dans les équations
(4.19a) et (4.19¢c), nous obtenons la forme simplifiée des équa-
tions de la transformation :

ro= (l-g)(l-g)r; + g(l-g)r, + (l-g)grg + £zTg (4.22a)

8 )

8 = T K o (4.22b
mey Mmom

z = (1-g)(l-¢g)zy + E(l~g)z, + (l-&)gzg + ELZg (4.22c)
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Le volume du polyédre dans 1'espace (r,8,z) est calculé au
moyen de la relation suivante:

V = JJJV(PSB’Z)ndrdedz (4.23)

Si nous écrivons cette &quation en utilisant les coordonnées
(e,n,z) du systéme transformé, nous pouvons calculer le volume
du polyédre par 1'expression suivante

V = JJJV ragsdndc - (4.24)

dans laquelle J est le jacobien de la transformation de coor-
données, exprimé par le déterminant suivant :

ar 28 3z
Y3 9 aE
= |or 26 az

J = 3 ™ 5m (4.25)
ar 20 2z
3c ac ag

Nous savons, par les relations (4.22a) et (4.22c) que
les variables r et z sont indépendantes de la variable n. Le
volume du polyédre est donc calculé par 1'expression suivante,
déduite de (4.24) et (4.25)

111
v o= J [ J r(28y (20 22 | 3T 82y 4nqzde (4.26)
dn 3 3z  3g 2E
0 0 0
dans laquelle les variables r, 6 et z sont exprimées en fonc-
tion des variables &, n et ¢ par les équations (4.22a), (4.22b) et

(4.22c). Appliquée au cas du polyédre (12345678) de la figure
84, cette derniére expression devient :
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V = (._A_+_B_+£)RG+ (.&.{.E.q.g)pf-'.}. (A+E+£)NE

12 12 9 6 4 3 i 6 3

(AL By e+ A+ By E)(PG+RF) PRTLY £) (N&+RE)
2 2 9 8 6 ., 8 9 6

+ G By Synommey + R4+ By Lypouwry
3 4 2 4 3 2

+ @+ By Ly (RospE+NFMG) (4.27)
6 6 4

expression dans Jlaquelle les différents coefficients (A,B,C,D,
E,F,G,M,N,P,R) sont exprimés en fonction des coordonnées (r, .o .,
zm) des huit sommets du polyé&dre par les relations suivantes

—

A= (zg-25)(ra-r1) - (rg-rs)(Z2"21)
B = (rg-ra2)(z5-2;) - (zg-22)("s~"1)
C = (rp-ri )(zs-21) = (z,-2, ){rs=11)
D = (64 -67)

E = (65-09 - (84 - o)

F=(0g-€5) - (Oy-9,) > (4.28)

G = (01"'91) + (97-66) - (63'62) - (98-95)

=
I

ri

N=rz-r,

P =rg-nr,

=
]

Y'l-r‘2+r‘6-r'5
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.'4.1.4.4 Calcul de la surface extérieure

Si,'dans 1'espace transformé (£,n,z) défini au para-
graphe précédent, on impose successivement une valeur 0 et 1 aux
variables £, n et r, il est possible d'établir, & 1'aide des
équations de la transformation, les expressions des aires des
différentes faces d'un demi-élément de contréle sous forme para-

métrique de la maniére suivante :

r = r(G’B) .
o = 0(q,8) - (4-29)
Z = Z(G,B)

dans lesquelles les paramétres o« et B sont respectivement les cou-
ples (n,z), (z,&) et {(E,n). Soit P un vecteur dont 1'origine est

confondue avec 1'origine du systéme d'axes (r,0.z) et dont 1'extra-
mité aboutit en un point de coordonnées (r,6,z) de la face considé-
rée. Soit n le vecteur unité normal & cette face en ce point (Fig.
85y. Le vecteur n est défini de maniére analytique par 1'équation

suivante dans le systéme transformé (x désigne le produit vectoriel):

3p . ap
;. B 98 (4.30)
n =-— > .
P 12‘
o o8

tandis qu'un élément de surface dS de la face &tudiée est dé-
fini, également dans Te systéme transformé&, de la maniére sui-

vante

ds =

gl
X
2

l da dB (4.31)

d

Les équations (4.30) et (4.31) permettent d'effectuer
le calcul des intégrales de surface contenues dans 1'expres-
sion (4.15). Ces intégrales s'écrivent successivement
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7 1 1 -> ->
.%E x %% 2 a3
. - _ I o __E_
JJ ndS—IJ —3—_6——-—3':5—‘ a(lx asl da dB
Sm 00 |35 % ggl
1.1 -+ > :
9 9
- J J (35 x 3%) do dg (4.32)
0 0

Les termes dérivés intervenant dans le produit vecto-
riel] effectué dans 1‘'équation (4.32) peuvent &tre exprimés en
fonction des variables r,o et z. Nous obtenons 1'expression
suivante pour le premier de ces termes

B _ a8 ar , 2B 38 , 3B 2z (4.33)
sa ar 3a 36 Ju 3Z 3Ja

Si, & ce stade, nous introduisons les composantes du vecteur R

-

la refation (4.33) se raméne finalement & 1'égalité suivante

- > -> ) > .
AP - Br 7 4 p 387 4+ 22 (4.34a)
da Ja r " da o da z

3>
Le calcul du deuxiéme terme dérivé (%%) est effectué
de maniére analogue et fournit le résultat suivant

$ad
@

N

r

|

|
l

<>
1, (4.34b)

-
9 00 9
+ £2 +
r r 16

98 ° 9B 2B 98

Compte tenu des égalités (4.34a) et (4.34b), nous
pouvons 3 présent effectuer le produit vectoriel de 1'équation
(4.32). Nous obtenons 1a relation suivante

o —n e a —— —

4 .
¢op (L2838 37 4 (4.35)
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qui nous permet d'écrire les équations conduisant au calcul des
surfaces des projections des différentes faces d'un demi-&lément
de contrdle dans les directions radiale, tangentielle et axiale.
En conservant les notations définies en (4.16), nous obtenons
les trois relations suivantes

1 1
S, = ” n. ds = J J p(28 32 _ BZ 38,4, 4g (4.36)
r S da 9B da 3B
m 0 0
.11
s = ” n, ds - J J (BZ Br _ 3Y dZy4. gq (4.37)
] Sm b 0 do0. 38 do. 0B
11
Sm = JJ nz dS = I J r(ﬂ. .ﬂ. - .a_i ﬂ)du dB (4-38)
z 3 : Jo. 98 da 3B
m 0 0

Comme .1a surface extérieure.d'un é&lément de contrdle
est composée de 6 faces (m = 6), la résolution pour chaque élé-
ment des équations (4.36), (4.37) et (4.38) fournit 18 valeurs
d conserver en mémoire d'ordinateur afin de calculer, au moyen
de la relation (4.16) le transport net par convection des in-
connues de base au travers du volume &lémentaire. Nous savons
cependant que les faces avant, arriére, supérieure et infériéure
sont des surfaces coniques : la normale 4 ces surfaces n'a donc
pas de composante dans la direction tangentielle. Ceci réduit
un péu la place nécessaire en mémoire d'ordinateur en ce sens
que seules les faces Tatérales présentent une projection non
nulle dans la direction tangentielle. Les autres faces (AV,
ARy SUP, INF) ne présentent des projections non nulles que dans
le§ directions radiale et axiale.

-

Nous pouvons & présent développer les équations (4.36),
(4.37) et (4.38) afin de calculer la surface des projections
dans les direttions radiale, tangentielle et axiale des diffé-
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rentes faces du demi-é&lément de contrdle (12345678) défini a
la figure 84.

a. Face AV (1234) (Fig. 84, 86)

Les &guations paramétrigues de cette face sont les suivantes

r = (l-a)(l-8)r; + af{l-g)ry, + aBry + (l-a)Br,

|
6 = (1-a)(1l-a)8; + a(l-B)6, + aBBy + (l-a)BO, (4.39a)
z = (1-a)(1-B)z; + a(l-B)zy + aBzs + (l-a)BZ,

De par la construction du maillage, nous savons que les coor-
données suivantes sont 1iées entre elles par les relations
ci-dessous

ry = 1y Z]_:zq 1
(4.40)

.

Si nous #ntroduisons ces relations dans les équations (4.39a),
celles-ci se simplifient sous la forme suivante

n
M

ry = T Z,

r=ry + a(r,-ry)

(4.39b)

@
n
T

(l1-a)(l-gle; + a{l-g)o, + agsy *+ (1-a)Be,

N
1}

2z, + a(2,-2q)

Le calcul des différentes projections est effectué
en substituant dans les équations (4.36), (4.37) et (4.38) les
valeurs de r, g et z par les relations établies en (4.3%b).
Aprés intégration, on obtient successivement les résultats
suivants
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3

2ri+r, 2rotry |
S = = (Z9-21)|(084y-8y) —— + (83-0,) —— (4.41a)
AV
r 6 6
sAVe =0 (4.41b)
2r,+r, 2r 41y
S = (ro-ri)j(84-01) —— + (83-85) —— (4.41c)
AVZ 6 e

Un raisonnement identique est appliqué pour le calcul
des projections radiale et axiale de 1a face AR (5678) (la pro-
jection tangentielle est nulle)(Fig. 84).

b. Face INF (1485) (Fig. 84, 87)

Le raisonnement est analogue & celui développé pour le calcul
des faces AV etAR. Seules les valeurs des indices sont modi-
fiées, conduisant aux expressions suivantes

B 2r +rg 2rg+r
SINF = "(7-5'21) (9:,'61) _ ¢ (98'65) _ (4.42&)
r ~ 6 6
SINFe =0 (4.42b)
. 2r1+r5' 2r'5+rl .
SINFZ = (rg=ry) [(e,-6y) -—-?;-— + (8g=6g) -—};—— (4.42c)

Un calcul identique conduit & 1'expression des pro-
jections radiale et axiale de la face SUP (2376) (la projec-
tion tangentielle est nulle) (Fig. 84).

c. Face LAT, (1562) (Fig. 84, 88)

Les faces latérales du demi-&lément de contrdle sont absolument
guelcongues. Il nous faut donc considérer les équations para-
métriques dans leur forme la plus générale, donnée en (4.39a).
En substituant dans les équations (4.36), (4.37) et (4.38) les
valeurs de r, g et z par leurs expressions en fonction de g4

et g, données en (4,39a), on obtient 1'expression générale des
trois projections de cette face
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4 6
S ar - (ri-retrg-r,) (2B¥2A+3Cy (. _y, ) (4B23A46C,
r 12 - .

Les coefficients A, B et C sont exprimés par les relations

suivantes

A= (8g-8,)(25~2;) = (Z25-2,)(a5-0,)
B = (zg-2z5)(6,-0,) - (05-05)(Z,-2;)
C = (8,-0){25-2,) - (Z,-2;)(65-6;)

retre-2r, (26-25)(r2—r1) (ze~zz)(r5-r1)
Siar. = (2272, ) (———) - :

8 2 2 2
ry+re-2r,
+ (25-21)(————5———-) (4.43b)
_ 2B+2A+3C 4B+3A+6C,
S = (rytrg-re-ro, ) (—————=) + (r,-r;)(—="2"2~
LAT, 1*rg~r5-Tp 12 2" 71)( I )
B

+ (rs_rl)(w) + r; (_ﬂﬂ.g) (4'43(:)

Les coefficients A, B et C sont exprimés par les relations
suivantes :

A= (rg-r,)(85-0,) = (85-85)(rs-ry)
B = (66'65)(r2'r1) - (reg-rs)(e,-e,)

C = (ro-ry)(eg-6,) = (8,-6;)(rg-ry)
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Un calcul identique conduit @ 1'expression des projec-
tions radiale, tangentielle et axiale de la face LAT (4378)
(Fig. 84). Remarquons enfin que, selon la direction des dif-
férentes composantes de la normale N, i1 faudra &tre trés atten-
tif & imposer le signe correct dans les expressions (4.41),
(4.42) et (4.43).

o+

4.1.5 Description des conditions aux limites

— . em e e o o et e e o e ™ o S

4.1.5.1 Conditions_aux Timites physiques

Afin d'obtenir un probliéme correctement posé au sens
d'Hadamard (cfr paragraphe 2.3), nous devons adjoindre au
systéme d'équations aux dérivées partielles défini au para-
graphe 4.1.2, certaines conditions aux limites physiques le
long des frontiéres du domaine de 1'@coulement (Fig. 81). Le
long des parois solides ABCD, HGFE, LM et QP, une condition
d'imperméabilité doit &tre vérifiée; les flux de masse et
d'énergie sont nuls au travers de ces frontiéres et Te seul
flux de quantité de mouvement provient de 1'action des forces
exercées sur ces parois par la pression statique du fluide,

Le long des frontiéres KL, MN, RQ et PO (appelées frontiéres
périodiques), une condition de périodicité doit étre appliquée.
Les flux de masse, de quantité de mouvement et d'énergie au
travers de Ta face KL sont, en valeur absolue, égauk & ceux

qui traversent Ta face RQ; il en va de méme des frontiéres

MN et PO. Comme la méthode des volumes finis que nous utili-
sons, fait apparaitre explicitement tous les termes de flux,
ces différentes conditions sont relativement simples & imposer.

Considérons enfin les conditions aux limites physiques

d appliquer au droit des plans d'entrée (AH-KR) et de sartie
(DE-NO). La détermination de leur nombre se fait encore une
fois par la méthode des caractéristiques. Cependant, contrai-
rement & la démarche effectuée au paragraphe 3.1.5.1, nous ne
pouvons plus réduire le systéme d'équations & une seule dimen-
sion spatiale au droit de ces deux plans. Si on convient tou-
jours de considérer comme nuls tous les gradients dans la
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direction tangentielle et d'imposer des conditions aux limites
uniformes dans cette direction, i1 n'en va cependant pas de
méme dans la direction radiale ol i1 faut tenir compte de
]'existence possible de gradients de différentes variables
d'état afin de conserver, par exemple, le caractére rotationnel
d'un &écoulement dans une grille d'aubes. Les relations carac-
téristiques sont dé&s lors loin d'étre aisées & établir puis-
qu'elles sont & présent fonction de deux variables indépendan-
tes s; et s, mesurées le long des différentes surfaces carac-

téristiques du systéme.

Pour chagque "niveau” KR du plan d'entrée ou NO
du plan de sortie, les conclusions de la démarche sont cependant
ana]ogues i celles obtenues lors de 1'étude des &coulements
bidimensionnels. Si la composante axiale de la vitesse est
inférieure a4 la ~vitesse du son, quatre conditions aux Timites
physiques doivent &tre imposées au droit de KR (Fig. 81) tandis
qu'une seule condition est imposée au droit de NO. Si la com-
posante axjale de la vitesse est supérieure & la vitesse du son,
cing conditions aux limites physiques doivent étre imposées au
droit de KR et aucune condition ne peut étre imposée au droit
de NO. Ce raisonnement n'est évidemment valable que pour une
seule pseudo-ligne de courant dans le plan (r,z). Afin d'ob-
tenir le nombre total de conditions aux Timites, i1 faut multi-
plier les valeurs obtenues. ci-dessus par le nombre de noeuds
de discrétisation dans la direction radiale. Pour un probléme
d'écou]emept tridimensionnel on parlera donc plutdt de distri-
butions radiales de conditions d'entrée et de sortie. En dé-
signant par LM 1e nombre de noeuds de discrétisation dans Ta
direction radiale, le tableau suivant donne le nombre de con-
ditions @ imposer au droit des plans d'entrée et de sortie en
fonction du régime axial de 1'écoulement
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Régime Plan d'entrée Plan de sortie
(composante axiale)

Subsonique 4 LM LM
Supersonique 5 LM 0

En ce qui concerne la nature de ces conditions, nous
basant sur le choix effectué pour les problémes d'écoulements
bidimensionnels, nous avons résolu d'imposer les conditions
suivantes dans le cas, le plus fréquent, d'un écoulement axial
subsonique

Plan d'entrée

pour chaque niveau KR (Fig. 81), on donne les grandeurs
suivantes
- pression totale p,; (uniforme dans Ta direction (4.44)
tangentielle) :

température totale Ty; (uniforme dans 1a (4.45)
direction tangentielle) ’

angle g, formé entre les composantes tangentielle

et axiale de la vitesse (uniforme dans Ta (4.46)
direction tangentielle) )

angle y, formé& entre les composantes radiale et

axiale de la vitesse (uniforme dans 1la (4.47)
direction tangentielle) )

Plan de sortie

pour le niveau NO (Fig. 81) correspondant au rayon de
référence (défini au paragraphe 4.1.2), on donne la grandeur
suivante

pression statique p, (uniforme dans la direction’ (4.48)
tangentielle) )

Comme nous désirons imposer la pression statique
comme condition aux limites naturelle pour tous les niveaux
du plan de sortie, deux possibilités s'offrent & nous : soit
on impose la distribution radiale de pression en valeur abso-

lue, soit on impose la loi de variation de cette distribution.




- 186 -

Dans le premier cas, i1 faut évidemment &tre sir que la distri-
bution choisie soit compatible avec le systéme d'équations modé-
Tisant 1'écoulement, ce qui revient & imposer que cette distri-
bution conduise & une solution physiguement possible (pour un
écoulement non visqueux). Si ce n'est pas le cas, la solution
obtenue n'a aucun sens bien que, nhmériquement, le programme

-~

de calcul méne a une solution stable et convergée.

Afin d'éviter cet écueil, nous préférons la deuxiéme
possibilité : la distribution radiale de pression statique dans
le plande sortie est déterminée de fagon & satisfaire 1'équation
de conservation de la quantité de mouvement dans la direction
radiale, exprimant 1'équilibre radial qui doit étre vérifié
.dans le plan de sortie. Ccnnaissant la pression statique rég-
nant au niveau de référence, il est dé&s lors possible de recal-
culer la distribution compléte de pression. Puisque le calcul
de 1'@coulement est basé sur une approche instationnaire, cette

distribution devra étre recalculée périodiquement.

Comme nous admettons que tous les gradients tangen-

. tiels sont nuls au droit du plan de sortie, 1'équation de con-
servation de la quantité de mouvement dans la direction radiale
s'écrit de la maniére suivante sous forme stationnaire

|

R 2
2 — = pV

2 (pV,.) * 3 (pV,.V,) + 8p L, __r__ 98

ar 52 ar r r

©
-2
D N
n
Q

(4.49)

et est obtenue directement & partir de la relation (4.6).

Dans cette équation, les valeurs doublement surbar-
rées indiquent qu'elles ont été calculées comme moyennes sur
le pas pour chaque valeur du rayon en utilisant une relation

classique
2w
Ny
= Nb 1 KM
A = — A do & — z Ay (4.50)
2w KM k=1
0
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dans Taquelle Ny désigne le nombre d'aubes de la grille et KM
le nombre de noeuds dans la direction tangentielle.

Soit & 1'dandice de discrétisation corresporndant au
rayon de référence; la valeur de la pression statique pp est
calculée de maniére progressive pour les autres niveaux (&+1,
2+2, .., &-1, 2-2, .,.) en intégrant 1'équation (4.49) de Ila
maniére suivante

r r

r 2 2 r —_—
L+1 ) 1+1 pve 2+1 pvr 2+1 ) )
2P gy = —= dr - — dr - — (er)'dr
ar r r ar
"2 ) "y )
r£+1
- 2 (pV V. ) dr (4.51)
P -
32 r Z
)

Les différentes intégrales sont résolues de maniére
trés simple et fournissent le résultat suivant

f: _— 1
2 r
p = p + |pV + pVe 1 &n 2+1
L+l 2 h L+1 2l 2 r
) £
- eV, + oV = &n - eV, - oV,
2+1 o| 2 ) o+1 %
r -r
3 ] 2+1 T8
- 1= (pV_V,) + —= (pV_V.) —== (4.52)
[az rz a+1 3z roz [ 2

Les dérivées partielles par rapport & la variable z°
sont calculées en utilisant les valeurs des inconnues aux
noeuds constituant les deux derniers "plans" de discrétisation
dans la direction axiale.
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Connaissant Ta pression au niveau (g2+1), on peut la calculer au
moyen du méme algorithme au niveau {(2+2), etc. On obtient ainsi,
de proche en proche, la distribution de pression statique rég-
nant dans le plan de sortie de la grille d'aubes. De maniére a
économiser le temps total de calcul, Ta détermination de cette
distribution radiale n'est effectuée que toutes les Nv itérations,
Nv étant le nombre d'itérations entre deux mises & jaur des

termes visqueux intervenant dans le schéma numérique & viscosité
corrigée.

Pour Tes rares applications dans lesquelles une vitesse
axiale supérieure & Ta vitesse du son est rencontrée au droit
des plans d'entrée ou de sortie, le probléme est é&vident :
1'ensemble des 5 LM variables est imposé dans le plan d'entrée

tandis qu'aucune d'elles n'est spécifiée dans le plan de sortie.

Afin de pouvoir calculer numériquement les valeurs
des différentes inconnues au droit des plans d'entrée et de
sortie de 1a grille d'aubes étudiée, nous devons également cons-
truire un certain nombre de conditijons aux limites addition-
nelles purement numériques. Elles feront 1'objet du paragraphe
suivant. '

Les conclusions tirées de la démarche effectuée au
paragraphe 3.1.5.2 concernant la stabilité des conditions aux
limites additionnelles @ appliquer aux calculs d'@coulements
bidimensionnels, nous permettent de limiter un peu le nombre
de possibilités applicables aux problémes d'écoulements tri-
dimensionnels. Une autre limitation vient du fait que nous ne
pouvons plus réduire le systéme d'équations d'Euler & une seule
dimension spatiale au droit des plans d'entrée et de sortie de
1a grille comme nous 1'avions fait pour les problémes bidimen-
sionnels; nous admettons & présent 1'existence de gradients
dans les directions radiale et axiale. Les relations caracté-
ristiques deviennent donc des équations de surfaces, fonctions

de deux variables indépendantes, et sont fort lourdes et dif-
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ficiles a &tablir. Nous ne nous servirons donc plus de condi-
tions aux 1imites basées sur la résolution des relations carac-
téristiques. L'existence de gradients radiaux nous empéche
également d'utiliser des conditions aux limites numériques
basées sur un processus d'uniformisation. Nous avons donc
uniquement conservé les conditions basées sur Ta résolution
d'une ou de plusieurs équations de conservation dans un demi-
volume de contrdle adjacent au plan d'entrée ou de sortie.

Les différentes possibilités sont les suivantes

- CL1 : application du schéma numérique de résolution a tous
les demi-é&léments de volume compris entre les "plans”
(i=1) et (i=2) ou (i=IM-1) et (i=IM) pour 1'équation
de conservation de 1a masse
(IM est le nombre de "plans" de discrétisation dans
Ta direction axiale).

- CL2 : application du schéma numérique de ré&solution & tous
les demi-éléments de volume compris entre les "plans”
(i=1) et (i=2) ou (i=IM-1) et (i=IM} pour T'équation
de conservation de la quantité de mouvement dans la
direction radiale.

- CL3 : application du schéma numérigue de résolution a tous
les demi-é&léments de volume compris entre les "plans
(i=1) et (i=2) ou (i=IM-1) et (i=IM) pour 1"&quation
de conservation de la quantité de mouvement dans 1la

u

direction tangentielle.

- CL4 : application du schéma numérique de résolution 3 tous
les demi-éléments de volume compris entre les "plans"
(i=1) et (i=2) ou (i=IM-1) et (i=IM) pour 1'équation
de conservation de la quantité de mouvement dans 1a
direction axiale.

- CL5 : application du schéma numérique de résolution & tous
les demi-&léments de volume compris entre les "plans”
(i=1) et (i=2) ou (i=IM-1) et (i=IM) pour 1'dquation
de conservation de 1'énergie.
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Ainsi que nbous 1'avions fait pour les problémes d'écou-
lements unidimensionnels et bidimensionnels, nous avons recher-
ché quelles étaient les combinaisons de ces conditions aux fron-
tiéres additionnelles assurant la stabilité numérique du proces-
sus de résolution. Nous avons considéré 1'exemple de 1'écoulenm
ment dans une grille d'aubes constituée de profils rectilignes
d'épaisseur nulle, et dans Taquelle 1'écoulement est uniforme
(M=0.8 pour le cas choisi). Le champ initial des inconnues est
de plus choisi comme é&tant la solution exacte. Une condition
additionnelle doit donc &tre imposée au droit de la frontiére
amont (plan d'entrée) et quatre conditions additionnelles doi-
vent &tre imposées au droit de la frontiére aval (plan de sor-
tie). Les différents paramétres numériques du schéma a visco-
sité corrigée utilisés pour cette application ont été fixés
comme suit

ve = 1. (coefficient numérique de viscosité)

Nv = 20 (nombre d'itérations entre deux mises d jodr des
termes visqueux)

CFL = 1. (coefficient de sécurité idu pas temporel},

Le critére d'acceptation d'une combinaison de condi-
tions aux limites est la conservation d'une erreur de conver-
gence de 1'ordre de 1'erreur d'arrondi de 1'ordinateur (DEC
VAX 11/780) & 1'aide duquel les calculs ont été effectués, et
cela quel que soit le nombre d'itérations imposé (nous avons
fixé une limite de 5000 itérations pour chaque test) pour un
maillage uniforme composé de

- 21 noeuds de discrétisation dans la direction agia]e,
- 10 noeuds de discrétisation dans la direction radiale,
- 10 noeuds de discrétisation dans la direction tangentielle.

Le tableau 18 résume les résultats obtenus. Nous
remarquons qu'une seule combinaison des conditions aux limites
permet de garantir la stabjlité du processus numérique de ré-
solution, d savoir :
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plan d'entrée : condition CL4 (4.53)

plan de sortie : conditions : CL1, CL2, CL3, CL4 (4.54)

C'est donc cette combinaison de conditions addition-
nelles qui, jointe aux conditions aux limites physiques défi-
nies dans le paragraphe précédent, forme 1'ensemble des con-
ditions aux frontiéres devant €tre imposé afin de garantir
le caractére bien posé du probléme aux dérivées partielles
qui nous est proposé.

4.1.6 Description des conditions initiales

Afin d'obtenir un probléme "correctement posé" au
sens d'Hadamard, le champ des inconnues doit é&galement E&tre

=

déterminé & 1'instant initial (t=0). Pour ce faire, nous impo-
'sons, de maniére identique & ce qui a été fait pour les pro-
blémes bidimensionnels, une variation linéaire des paramétres
décrivant 1'écoulement entre 1'intrados et 1'extrados du pro-
fil étudié depuis les conditions d'entrée jusqu'aux conditions
de sortie et cela, pour chacune des pseudo-lignes de courant

définies dans le plan (r,z) (Fig. 81).

On débute généralement le calcul dans un maillage
grossier, permettant d'éliminer plus ou moins rapidement les
erreurs importantes dues au choix des conditions initiales.
Le résultat obtenu est, aprés un processus d'interpolation,
utilisé comme champ initial des inconnues pour le calcul de
1'écoulement dans un mailliage plus fin permettant d'obtenir
un résdlat plus détailleé.

4.1.7 Condition de stabilité de
Courant-Friedrichs-Lewy

Nous avons montré& au chapitre 2 que le schéma numé-
rique & viscosité corrigée est stable pour autant que soit
respecté le critére de stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy
(C.F.L.). Dans le cas d'un probléme d'écoulement dans une
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géométrie tridimensionnelle, le domaine de dépendance numérique
d'un noeud Q de la discrétisation est formé par le polyédre
construit a4 partir des six noeuds entourant le point Q@ (Fig. 89).
Le critére CFL, condition nécessaire de stabilité, peut alors
s'écrire mathématiquement sous la forme suivante

(v+a) At < g, | (4.55)

o V est 1a norme du vecteur vitesse, calculée au point Q, a

la vitesse localedu son, At le has temporel de discrétisation

et At la plus courte distance entre le point Q et les faces (126),
(236), (346), (416), (125), (235), (345) et (415). L'équation
(4.55) exprime mathématiquement le fait que le domaine de dépen-
dance physique doit demeurer contenu & 1'intérieur du domaine de
dépendance numérique : toute perturbation naissant en Q en peut
pas se faire sentir au dehors du volume (123456) aprés un inter-

valle de temps At vérifiant 1a relation (4.55).

Comme ce critére n'‘exprime qu'une condition locale,
il doit é€tre vérifié en chaque noeud du maillage. De maniére
d ne pas occuper une place. exagérée en mémoire de 1'ordinateur,
. nous calculons le pas temporel limite de stabilité pour chaque
noeud du maillage puis nous conservons la valeur minimale de
tous ceux-ci comme valeur unique du pas temporel at. Afin de
Timiter un peu le temps total de calcul, la détermination de
1'incrément temporel n'est effectuée que toutes les Nv itéra-
tions, Nv étant Te nombre d'étapes de calcul entre deux mises
& jour des termes de viscosité numérique du schéma a viscosité
corrigée,

4.1.8 Mise en oeuvre pratique

Description de quelques résultats numériques

Nous possé&dons & présent toutes tes indications théo-
riques nécessaires d& la mise en oceuvre pratique du calcul tri-
dimensionnel de T1'écoulement adiabatique d'un fluide parfait
non visqueux dans une grille d'aubes annulaire. La géométrie
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d Taquelle nous avons choisi d'appliquer notre programme de
calcul est celle du stator de Ta soufflerie annulaire basse
vitesse T-1 de 1'Institut von Karman de Dynamique des Fluides
(Ref. 67). Une coupe de cette soufflerie est représentée a

Ta figure 90. Dans la configuration actuellement utilisée,
seul le stator est installé. La géométrie des aubages stato-
riques, provenant de la référence 68, est représentée & la
figure 91; les coordonnées de ces aubages sont données au ta-
bleau 19. Dans ce tableau, un facteur multiplicatif de 0.00012
doit étre appliqué pour transformer les coordonnées utilisées
en métres. La forme de 1'aube ne varie pas en fonction du
rayon et 1'aubage n'est pas vrillé.. Les coordonnées mention-
nées au tableau 19 sont celles d'une section dans un plan per-
pendiculaire @ Ta ligne radiale passant par le point A (Fig.
91). Nous avons résolu 1'écoulement pour les deux configura-
tions géométriques possibles de Ta paroi extérieure de la
soufflerie. Dans la premiére configuration, la paroi cylin-
drique extérieure est remplacée par une paroi contournée dont
1'allure est représentée a 1a figure 92 par le trait plein et
dont les coordonnées sont résumées au tableau 20; les valeurs
des rayons du moyeu et du carter y sont données en métres
tandis que la coordonnée axiale est exprimée dans les mémes
unités que celles utilisées au tableau 19. Dans la deuxiéme
configuration, Ta paroi extérieure est cylindrique (r = 355 mm);
elle est représentée par un trait interrompu & la figure 92.

L'emploi de T'erreur de convergence définie a la
relation (3.65) fait intervenir le calcul d'une racine carrée,
ce qui nécessite un temps de calcul relativement long sur 1'or-
dinateur que nous utilisons; de plus, ce calcul est effectué
chaque fois en tous les noeuds du maillage. C'est pour cette
raison que nous avons préféré nous baser sur 1'erreur de con-
vergence définie @ 1a relation (2.28) pour les problémes d'écou-
lements unidimensionnels et dont le calcul ne faitiinterveninr
que les opérations arjthmétiques fondamentales, trés rapidement
exécutables par 1'ordinateur. Nous avons donc adopté la défi-
nition suivante pour 1'erreur de convergence du calcul d'écou-
lements tridimensionnels : '
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I_ n+1 n W
Pi,koe Pk, gl

£ = max (4.56)
i,k,2 n
Pi,k,2

D'autre part, nous avons considéré 1'évolution de
1'angle de sortie pour une valeur fixée du rayon en fonction
du nombre d'étapes temporelles. Nous pouvons en effet conclure
des résolutions de problémes d'écoulements bidimensionnels que
1'allure de cette évolution représente un test de convergence
trés ;acceptable. Afin de Timiter un peu le temps de calcul,
la détermination de ces deux paramétres n'est effectuée que

toutes les Nv itérations, au moment de la mise & jour des ter-
mes visqueux du schéma numérique a8 visco$ité corrigée.

Le domaine numérique de 1'écoulement, dé&fini au
paragraphe 4.1.3.2, est constitué de 65 "plans" de discrétisa-
. tion dans la direction axiale, dont 41 sont situés entre les
bords d'attaque et de fuite, de 23 "plans" de discrétisation
dans la direction radiale et de 21 "plans" de discrétisation
dans la direction tangentielle. Dans les directions radiale
et tangentielle nous avons admis un espacement uniforme entre
les "plans" de discrétisation tandis que dans la direction
axiale, cet espacement est variable, fonction de la précision
souhaitée. I1 est & noter que 1'utilisateur intéressé par
1'étude des écoulements secondaires devra utiliser un espace-
ment variable dans la direction radiale afin de concentrer les
"plans" de discrétisation prés du moyeu et du carter, 1& od
ces écoulements secondaires sont les plus intenses. Dans le
maillage que nous avons construit, et que nous appellerons le
mailiage fin dans la suite du texte, les différents paramétres
de 1'écoulement sont donc définis en (65x22x20 =) 28600 noeuds

de discrétisation.
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Comme nous 1'avons fait pour les problémes d'écoule-
ments bidimensionnels, de maniére & €liminer plus rapidement
les erreurs importantes dues au choix des conditions initiqTes,
on débute le calcul dans un réseau constitué d'un nombre de
"nlans" de discrétisation dans chacune des trois directions r,
5 et z égal & la moitié, par excés, des valeurs données ci-des-
sus; les différents paramétres de 1'écoulement sont alors défi-
nis en (33x11x10 =) 3630 noeuds de discrétisation. Aprés un
certain nombre d'itérations (généralement 2000 ... 3000),
lorsqu'une solution relativement bien convergée est obtenue au
moyen du réseau grossier, le calcul est poursuivi dans Te mail-
lage fin. Dans ce maillage, les valeurs initiales des inconnues
aux différents noeuds sont calculées 3 partir des valeurs obte-
nues dans le réseau grossier au moyen d'interpolations lingaires.

Nous avons choisi de résoudre un écoulement soumis &
des conditions thermodynamiques et cinématiques d'entrée uni-
formes le long du rayon

To1(2)

=1, (¢ = 1, LM-1) (4.57a)
Torras

Pol(l) '

- = 1. (¢ = 1, LM-1) (4.57b)
Po1paf

Bp(2) = 0F (¢ = 1,LM-1) (4.57¢)
vi(2) = 02 (¢ =

1, LM-1) (4.57d)

Au droit du plan de sortie, on impose la pression sta-
tique au pied de 1'aubage : elle correspond & un nombre de Mach
isentropique égal & 0.5. La distribution radiale de la pres-.
sion statique au droit du plan de sortie est déterminée de ma-
niére itérative au cours du processus numérique au moyen de

1'équation (4.52).
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Pour 1'écoulement dans ia premiére configuration géo-
métrique (paroi extérieure contournée), le calcul a &té effectué
successivement dans le maillage grossier puis dans le maillage
fin en utilisant les coefficients numériques du tableau suivant

Nombre d'itérations | v Ve CFL
Maillage grossier 0-1000 20 0.98
(33x11x10) 1000~3000 20 0.99
Maillage fin p-1000 20 0.59 0.8
(65x22x20) 1000-2500 20 .0,995

Le choix de la valeur du coefficient de sécurité du
pas temporel (CFL) provient du fait que 1'on calcule la longueur
A% intervenant dans 1'équation (4.55) de maniére approximative.
En utilisant un coefficient égal & 0.8, nous évitons tout risque
d'obtenir un pas temporel instable. La figure 93a représente
1'évolution de 1'erreur de convergence (4.56) et de 1'angle
aérodynamique de sortie au rayon moyen en fonction du nombre
d'itérations pour le calcul réalisé en utilisant le réseau
grossier (3000 premiéres itérations) tandis que la figure 93b
représente 1'évolution de ces mémes paramétres pour le calcul
effectué dans le maillage fin (2500 itérations suivantes).

Pour 1'é&coulement dans la deuxiéme configuration
géométrique (paroi extérieure cylindrique), nous n'avons, pour
des raisons de limitation de temps de calcul, pris en compte
que le maillage grossier en utilisant les coefficients numéri-
ques du tableau suivant
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Nombre d'itérations Ny Ve CFL
0-2000 20 0.98 0.8
2000-30400 20 0.99 0.8

La figure 94 représente 1'évolution de 1'erreur de
convergence (4.56) et de 1'angle aérodynamique de sortie au
rayon moyen en fonction du nombre d'itérations.

Nous commencerons par décrire qguelques résultats
obtenus dans la premiére configuration géométrique (parois
contournées). Ncus avons représenté & la figure 95 la distri-
bution du nombre de Mach isentrobique le long de 1'intrados et
de 1’'extrados en fonction de la coordonnée mesuré&e le long de
la projection axiale de la corde de 1'aubage. Cette distribu-
tion est donnée pour trois hauteurs d'aubes différentes : prés
de la paroi intérieure, @ mi-hauteur de 1'aubage et prés de
1la paroi extérieure. On remarque la variation de la distribu-
tion selon la hauteur d'aube considérée : des tendances analogues
d celles observées dans le cas d'un calcul quasi-tridimension-
nel (paragraphe 3.3) apparaissent. La charge aérodynamique en
téte d'aube est inférieure a celle réalisée au pied. L'usage
des parois contounnées permet de modifier localement les gra-
dients de pression, de vitesse et angulaires afin d'obtenir
la configuration souhaitée de 1'écoulement avant d'aborder 1la
rangée d'aubes suivante.

Afin de montrer la modification de ces différents gra-
dients en présence de parois extérieures contournées ou paral-
1éTes, nous allons comparer les distributions radiales de la
pression statique et de 1'angle B de 1'écoulement dans le plan
(z,8). Les valeurs numériques portées dans les différents gra-

phiques sont obtenues & partir d'une moyenne massique sur un
pas des valeurs de ces paramétres ([é&quation (4.50)).
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Nous avons représenté aux figures 96 et 97 Tes distri-
butions radiales de la pression statique et de 1'angle g dans Tle
blan z/Cax = 0.407, c'est-§-dire & 1'endroit ol débute la con-
traction dans le cas de l1a paroi extérieure contournée (Fig. 92).
L'effet de la courbure se marque déjd de fagon trés nette en
téte d'aube sous la forme d'une inversion de 1'allure des deux
distributions. La méme comparaison est effectuée aux figures
98 et 99, dans le plan z/Cax = 0.912, c'est-a~dire un peu en
amont du bord de fuite de 1'aubage (Fig. 92). L'effet di a Ta
présence des parois contournées est indéniable : une nette dimi-
"nution du gradient de pression radial est observée 3 la figure
98 tandis qu'une diminution de la déflexion anguiaire subie par

1'8coulement est observée 3 la figure 99,

Nous avons ensuite considéré les valeurs obtenues en
trois plans en aval du bord de fuite : z/Cax = 1.043, 2/Cy =
1.174 et z/Cax = 1.702. Dans le cas de la paroi extérieure
cylindrique, la comparaison des gradients de pression radiaux
en ces trois plans est effectuée & la figure 100 : Ta variation
est pratiquement nuile. Au contraire, dans le cas de la paroi
extérieure contournée, on remarque comment ce gradient de pres-
sion varie encore en aval du bord de fuite (Fig. 101). Ceci
est do a la disparitton. de toute courbure de la paroi exté-
rieure dans le sens axial et également & la condition d'équi-
libre radial que 1'on impose au droit du plan de sortie. On
"observe cependant encore dans le plan de sortie (z/Cax = 1.702)
Ta diminution du gradient de pression radial due & la présence
de la paroi contournée. Les mémes commentaires sont valables
pour la distribution de 1'angle B8 (Fig. 102). Dans le cas
d'une paroi extérieure cylindrique, la variation entre les
trois plans est limitée. Dans le cas d'une paroi extérieure
contournéde, le passage entre les plans z/Cax = 1.043 et Z/Cax =
1.174 est représentatif de la disparition de la courbure dans
le sens axial tandis que cette variation est beaucoup plus
faible entre les plans z/Cax = 1.174 et z/Cax = 1.702. 11 est
également important de ne pas perdre de vue Ta différence de
déflexion angulaire (prés de 4°) qui existe au pied de 1'aubage
entre les deux configurations; elle montre bien 1'influence
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que la présence de parois contournées a sur le profil de vitesse
au droit du plan de sortie de Ta grille d'aubes.

Eu égard aux résultats que nous venons de présenter,
nous constatons que les différences observées entre les deux
canfigurations (paroi extérieure contournée ou cylindrique)
sont relativement réduites. Il est vrai que la varijation de la
hauteur de T'aubage entre les plans d'entréei et de sortie est
faible pour le cas de la paroi extérieure contournée. Cette
limitation est due uniquement & des contraintes technologiques.
La variation de hauteur de 1'aube est égale &

r'l"r’z .
Ar = 0.062 - - (4.58)
ro ra

ot les indices 1 et 2 représentent respectivement les plans
d'entrée et de sortie. Des chercheurs soviétiques (Réf. 66)
ont montré expérimentalement qu'il faut atfeindre des valeurs
de ce paramétre de 1'ordre de 0.5 pour que l'usage de parois
contournées démontre une différence sensible dans 1'écoulement
ainsi qu'une nette amélioration de celui-ci par la diminution
du coefficient de pertes, de la surdéflexion en téte et au
pied de 1'aube, des gradients de pression tangentiels et radiaux.

Les inconvénients majeurs de la démarche que nous
venons de présenter sont bien entendu 1'espace important requis
en mémoire d'ordinateur et le temps de calcul nécessaire d& 1'ob-
tention d'un résultat suffisamment convergé. Pour effectuer nos
calculs, nous ne disposons en effet que d'un espace de 131 K-
octets en mémoire centrale d'un DEC VAX 11/780 alors que 1'exé-
cution du programme dans le cas d'un maillage (65x22x20) néces-
siterait un espace de 1675 K-octets. L'usage de la mémoire
virtuelle est donc 4névitable et entraine une augmentation im-
portante du temps de calcul par suite de lectures et écritures
successives sur disque. Toutes ces considérations font que le
temps de calcul est de 2.36 10°% s CPU par noeud et par pas
temporel; ce temps résulte d'une moyenne observée pour 1'ap-
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plication décrite dans ce paragraphe. Le temps de calcul total
nécessité par le calcul de 1'é&coulement tridimensionnel dans la
grille annulaire se répartit donc de la maniére suivante

Nombre Nombre Temps total CPU

d'itérations | de noeuds
Réseauigrossier 3000 3630 25700 s = 7h 038m 20s
Réseau fin 2500 28600 168740 s = 46h 52m 20s
Total 194440 s = 54h Om 40s

Eu égard & ce temps de calcul, le programme a été
écrit de maniére modulaire, comme pour le cas du calcul b1d1men-
sionnel de 1'écoulement dansuun é&tage de turbine. Tous les
résyitats, tant intermédiaires que finaux, sont conservés sur
disque aprés une exécution, permettant de poursuivre ta procé-
dure numérique si l'utilisateur le juge nécessaire. Ceci per-
met, d'une part, de ne pas bloquer 1'accés a 1'ordinateur pen-
dant une pérjode trop longue et, d'autre part, de ne pas devoir
imposer de prime abord un nombre d'itérations exagéré pour

étre sr d'obtenir une solution convergée.
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4.2 ECOULEMENT TRIDIMENSIONNEL EN ETAGE DE TURBINE

4.2.1 Introduction

Nous possédons a présent tous les éléments nécessaires
d la réalisation de la derniére etape de notre démarche : le
calcul de 1'écoulement adiabatique tr1d1mens1onne1 d'un fluide
parfait non visqueux dans un étage de turbine. Nous avons
établi précédemment (Chapitre 1) les raisons pour lesquelies
nous avons choisi d'imposer une condition de solution station-
naire & ce probléme. C'est dans le cas d'une géométrie tri-
dimensionnelle que T'on comprend le mieux le bien-fondé de cette
restriction : les temps de calcul élevés déja mécessaires en
grille d'aubes et mentionnés au paragraphe 4.1.8 ainsi que
1'espace trés important requis en mémoire d'ordinateur ne per-
mettent pas, & notre ;iveau, la résolution d'un écoulement

réellement instationnaire.

Comme nous 1'avons montré au paragraphe 3.2.1 pour les
problémes d'@coulements bidimensionnels, nous devons donc, afin
de vérifier mathématiquement cette hypothése d'écoulement sta-
tionnaire, définir entre le stator et le rotor, le long de la
direction radiale, une série de "plans" dans lesquels les dif-
férentes inconnues de base (p, er, PVgs pVZ et pE) possédent
une distribution uniforme dans la direction tangentielle. De
cette maniére, nous pouvons & nouveau scinder le probléme de
1'8coulement dans un étage en deux problémes d'écoulement en
grille d'aubes, couplés par Teurs conditions aux frontiéres.

4.2.2 Principe général de la méthode de résolution

Le principe général de la mé&thode de résolution découle
de 1'extension & une géométrie tridimensionnelle de la démarche
réalisée au paragraphe 3.2 pour Te calcul bidimensionnel de

1'&coulement dans un étage de turbine : 1'écoulement dans
1'étage est déterminé a partir de deux calculs d'écoulement
en grilie d'aubes, couplés par leurs conditions aux limites.
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Un couplage correct permet de tenir compte de 1'interaction
existant entre le stator et le rotor. Le nombre de conditions

d imposer au droit de la frontiére commune aux deux rangées
d'aubes (plan de sortie du stator = plan d'entrée du rotor)
ainsi que la maniére utilisée pour les déterminer doit, non
seulement garantir le caractére "bien posé&" du probléme mathé-
matique, mais &galement assurer la possibilité d'un passaga cor-
rect des ondes de perturbation d'une rangée d'aubes & 1'autre
afin de ne pas entraver le processus d'amortissement et d'&li-
mination de ces ondes; leur entassement, au droit de la frontiére
commune dojt étre &vité & tout prix car il finit par provoquer
1'instabilité numérique.

Nous décrirons. aux paragraphes 4.2.5 et 4.2.6.2
comment nous avons construit ces différentes conditions aux
Timites afin d'assurer le passage correct de 1'information
d'une rangée d'aubes & 1'autre.

4.2.3 Discrétisation du domaine physique
de T'écoulement

La discrétisation du domaine physique de 1'écoulement
est effectuée de fagon absolument semblable & celle qui a &té
exposée au paragraphe 4.1.3 pour les calculs tridimensionnels
d'&coulement en grille d'aubes annulaire. La démarche géné-
rale de résolution que nous avons adoptée est telle que les
maillages relatifs au stator et au rotor peuvent étre construits
de maniéres tctalement indépendantes. La seule restriction
est d'utiliser le méme nombre de nceuds dans les deux rangées
d'aubes. Les domaines statorique et rotorique sant étendus
en amont et en aval; approximativement dans la direction de
1'écoulement (absolu pour Te stator et relatif pour le rotor),
de la longueur d'une dimension caractéristique de 1'aubage
concerné, afin de permettre 1'imposition de conditions aux Timi=«
tes physiques uniformes dans Ta direction tangentielle au droit
des plans d'entrée et de sortie et de pouvoir vérifier ainsi
la condition d'écoulement stationnaire. Nous avons discuté
au paragraphe 3.2.3 1'influence de l1'espace créé entre les




- 203 -

deux rangées d'aubes. I1 ressort également des résultats numé-
riques présentés au paragraphe 4.1.8 (Fig. 100, 101 et 102) que
les valeurs des paramétres dé&crivant 1'@coulement évoluent rela-
tivement peu en aval du bord de fuite, au-delda d'une distance

=

&gale & environ 20% de la corde axiale.

Dans le maillage tridimensionnel, les &léments de
contrdle définis au paragraphe 4.1.3.1 ont été utilisés (Fig.
82 et 83). Le changement de coordonnées défini au paragraphe
4.1.4.3 (Fig. 84) est conservé pour calculer le volume et
1'aire des projections dans les directions r, ¢ et z, des dif-
férentes faces de cet élément. Nous conservons également Ta
notation suivante

- plan 1 : plan d'entrée du stator
= plan d'entrée de 1'étage

- plan 2 ¢ plan de sortie du stator
= plan d'entrée du rotor

- plan 3 : plan de sortie du rotor
= plan de sortie de 1'étage

4.2.4 Définition du systéme d'équations
aux dérivées partielles

Le systéme d'équations aux dérivées partielles modé-
lTisant 1'écoulement que nous désirons étudier est le systéme
d'équations d'Euler, &crit sous forme instationnaire. Pour
résoudre 1'écoulement tridimensionnel dand un &tage de turbine,
nous avons procédé d'une maniére un peu différente de celle
utilisée pour résoudre les é&coulements bidimensionnels; au lieu
de traiter un écoulement absolu dans le stator et un écoulement
relatif dans le rotor, nous avons décidé de considérer 1'écou-
lement absolu dans Te stator et le rotor. La principale raison
de cette modification est d“¢rdre purement pratique : le méme
systéme d'équatidns peut étre appliqué & 1'écoulement dans les
deux rangées d'aubes (avec g = 0 dans le stator). Nous allé-
geons ainsi le travail de programmation et nous réduisons
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également le risque d'erreur dans un programme d&jd extrémement
complexe. D'autre part, les valeurs numériques des conditions
aux frontiéres intermédiaires, dont nous parlerons dans la suite,
sont immédiatement disponibles et n'exigent plus 1'application
des relations existant dans les triangles de vitesses.

Les équations & résoudre sont dérivées du systéme
(4.6) et s'écrivent, dans un systéme d'axes (r,8,z) relatif &
chaque rangée d'aubes considérée, de l1a maniére suivante

Ecoulement dans le stator

30, L2 53y + L2 (3@ + 2 (R3) +B(E) =0 (4.59)
ot r ar r a8 3z
(p ) (Dvr ) FpVe 1
er pVi+p erVe
Pe v T = pony, 33 = oVier
pV, pV,.V, PV, V,
pE \Vr(hE+P)J LVe(pE+p)J
pv, ) (0 , }
erVZ -EEE P
. >, r r
h{o) = pVeVZ b(e) = erVe
DV2+P “ r
\Vz(pE+P)J 0
\0 J
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Ecoulement dans le rotor :

§+;;;hﬂ)]+;gﬂaa]+£4ma)+ua=o 4.60)
(0 ) oV, | (0 (V,-0r) )
PV, N pVi+P . er(Ve-ﬂr)
g = [oV,|. £(3) = [eV,V, g{3) = oV, (V -ar)+p
pV, PV VY, PV, (V -ar)
loE | V. (pE+p)) L(PE+p) (Vg =8ir))
PV, ) 0 7
) oV .V o ] EEE T
h(3) = [oV,V, b(c) = T
oV +p Pvﬁve
\Vz(pE+p)J 0
50 J

Ces systémes sont compliétés payr 1'équation d'état d'un
gaz parfait et 1'équation définissant 1'énergie tota]e, édgale-
ment écrites sous forme adimensionnelle

(4.61)

Les systémes d'@quations (4.59) et (4.60) sont de
nature hyperbolique par rapport a 1a variable temporelle, quel
que soit le régime de 1'écoulement. Toutes les conditjons sont
donc réunies pour les résoudre par une méthode dépendante du

temps et une approche par volumes finis.
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4.2.5 Détermination des conditions aux frontiéres

La méthode que nous avons choisi d'utiliser consiste
d résoudre 1'@coulement dans un étage a partir de deux calculs
d'écoulement en grille d'aubes; nous devons donc déterminer
correctement le nombre et la nature des conditions aux limites
physiques & appliquer au droit‘des plans d'entrée et de sortie
de ces deux rangées d'aubes. Pour chaque grille, ces conditions
se déterminent selon la démarche exposée au paragraphe 4.1.5.1;
nous allons briévement Ta résumer. Si on désigne par LM le nom-
bre de noeuds de discrétisation utilisés dans la direction ra-
diale, un ensemble de 4LM conditions aux Timites physiques doit
&tre imposé au droit du plan d'entrée (distributions radiales
de pression totale absalue, de température totale absolue et
des deux angles de 1'écoulement absolu) tandis qu'un ensemble
de LM conditions doit é&tre spécifié au droit du plan de sortie
{(pression statique au pied de 1'aube et distribution radiale
de cette pression é&tablie de maniére & vérifier 1'équilibre
radial, ou définition compléte de la distribution radiale de
pression statique); toutes ces conditions présentent une dis-
tribution unifdrme dans la direction tangentielle. Elles ne
sont, de plus, applicables que lorsque la composante axiale de
la vitesse est inférieure 4 Ta vitesse du son, ce qui est Te
cas dans la majorité des turbines actuelles.

Si 1la composante axiale de 1'écoulement est super-
sonique au droit des plans d'entrée et de sortie, 5LM conditions
doivent étre imposées en amont et aucune condition n'est spé-
cifiée en aval.

En amoent du stator et en aval du rotor, c'est-d-dire
en amont et en aval de 1'étage, la détermination des valeurs
numériques & imposer aux conditions aux Timites naturelles est
triviale : elles proviennent des données du probléme. En aval
du rotor, la premiére option décrite ci-dessus est utilisée
la distribution radiale de pression statique est corrigée pé-

riodiduement au moyen de 1'&quation (4.52). Au droit du plan

[}
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intermédiaire (sortie du stator, entrée du rotor), les valeurs
numériques & appliquer ne peuvent pas é&tre des données du pro-
bléme puisque 1'écoulement n'y est pas connu a priori. Elles
doivent donc é&tre adaptées au fur et a mesure de 1'évolution du
calcul, jusqu'a stabilisation compléte. Nous montrerons au
paragraphe 4.2.6.2 comment procéder de maniére pratique.

I1 faut donc imposer ou calculer 1'ensemble des
conditions aux limites physiques suivant :

- Plan d'entrée du stator :

Po1al2) (¢ = 1,LM)
TOla(!') (2, = l’LM)
X données du
probléme 6

B1ale) ou M () (2 = 1,LM) (4.62a)
Yla(g) (2 = lsLM) |
- Plan de sortie du stator
Py(2) (¢ = 1,LM) & calculer (4.62b)
- Plan d'entrée du rotor
Pozale) (2 = 1,LM) ]
Toga(z) (2 = 1,LM)

' > & calculer (4.62c)
Bag(2) ou Mo (2) (2 = 1,LM)
Y25(%) (2 = 1,LM) ]
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-Plan de sortie du rotor

donr
ps(2) (¢ = 1,LM) p$22$gmgu (4.62d)

Toutes ces conditions possédent, pour chaque valeur intermédiaire
du rayon, une distribution uniforme dans la direction tangen-
tielle.

Le processus permettant la détermination de ces con-
ditions aux limites physiques a &té décrit de fagon détaillée au
paragraphe 3.2.5. Nous pouvons le résumer briévement de la
maniére suivante

(I) On détermine une approximation initiale des valeurs
numériques des conditions aux limites intermédiaires ainsi que
de toutes Tes inconnues de 1'écoulement aux différents noeuds

du maillage.

(II) Connaissant les conditions aux Timites (provisoires) a
appliquer au droit des plans d'entrée et de sortie du stator et
du rotor, on entreprend deux calculs en grille d'aubes annulaire
selon la méthode décrite au paragraphe 4.1 (schéma a viscosité
corrigée}.

(IIT) Aprés un certain nombre (que nous désignons par Nv,)
d'itérations, on détermine une nouvelle approximation des va-
leurs des conditions intermédiaires. Puisque les conditions aux
Timites naturelles représentent physiquement des informations
jssues de 1'extérieur du domaine de calcul, la distribution ra-
diale de pression statique en aval du stator est établie & par-
tir des valeurs des inconnues aux noeuds formant le plan d‘en-
trée du rotor tandis que les distributions radiales de pression
et température totales et des angles de 1'é&coulement en amont
du rotor sont déterminées a partir des valeurs des inconnues aux
noeuds formant le plan de sortie du stator.

(1v). On reprend la démarche au point (II) jusqu'ad stabilisa-
tion des conditions intermédiaires et convergence de la procédure

numérique.
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4.2.6 Mise en oeuvre pratique de
la méthode de résolution

4.2.6.1 Choix des conditions_initiales

Pour garantir 1'existence d'un probléme mathématique-
ment bien posé au sens d'Hadamard (cfr paragraphe 2.3), un champ
initial des inconnues doit encore étre déterminé. Afin de pou-
voir appliquer, pour chaque valeur intermédiaire du rayon, une
démarche analogue & celle exposée au paragraphe 3.2.6.1 pour
les &coulements bidimensionnels en étage, nous devons disposer
de la distribution radiale de pression statique au droit du
plan de sortie du rotor. Malheureusement, dans Ta majorité des
applications traitées, nous ne possédons aucun renseignement: !
au sujet de celle-ci. L'approche décrite au paragraphe 4.1.5.1,
basée sur la vérification de 1'@quilibre radial au droit de ce
plan, n'est pas applicable puisque le champ de vitesses n'est
pas encore connu. Nous sommes donc forcés d'imposer une dis-
tribution initiale  de manié&re arbitraire. La conséquence en
est que la distribution radiale de pression obtenue au droit
du plan intermédiaire (en aval du stator) est fort imprécise
et n'a qu'une vague ressemblance avec la situation réelle. Si,
par exemple, on impose une distribution radiale de pression
uniforme en aval du rotor, ce qui est une bonne approximation
de ce qui est généralement rencontré dans un étage de turbine,
la distribution obtenue en aval du stator est également uniforme,
ce qui n'a plus rien & voir avec la réalité&. Comme nous Tle
verrons dans le paragraphe suivant, cette situation a une in-
fluence déterminante sur la maniére de calculer numériquement
les valeurs des conditions aux limites en aval du stator.

A partir de la distribution radiale approchée de la
pression statique intermédiaire, ainsi qu'en utilisant les rela-
‘tions caractérisant la transformation isentropique, un champ
initial des inconnues est déterminé dans les deux rangées
d'aubes d'une maniére analogue & celle exposée au paragraphe
4.1.6.
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Nous avons montré& au paragraphe 4.1.5.1 que deux op-
tions étaient disponibles pour définir la distribution de pres-
sion statique au droit du plan de sortie d'une grille d'aubes
annulaire. La premiére option consiste a imposer la valeur de
la pression statique au pied de 1'aubage ainsi qu'une loi de
variation de cette pression le long du rayon, &tablie de maniére
& vérifier 1'équilibre radial; la deuxiéme consiste a imposer
la pression statique pour toutes les valeurs intermédiaires du
rayon. Au droit du plan de sortie du rotor (ou de 1'é&tage),
notre choix s'est porté sur la premiére possibilité. En effet,
au stade de la conception d'un &tage de turbine, la distribution
radiale de pression statique régnant en aval de cet étage n'est
généralement pas connue a priori;le fait d'imposer la vérifica-
tion de 1'équilibre radial au droit du plan de sortie de 1'é&tage
garantit 1'existence d'une solution physiquement acceptable
(... pour un écoulement non visqueux).

Lors des premiéres tentatives du calcul de 1'écoule-
ment dans un &tage de turbine, nous avons voulu appliquer la
deuxiéme option pour définir la distribution radiale de pression
statique au droit du plan intermédiaire. Ceci revient & dire
que, au droit du plan de sortie du stator, pour chaque valeur
intermédiaire du rayon, la valeur de la pression statique &tait
‘calculée partir des valeurs des inconnues au rayon correspon-
dant dans le plan d'entrée du rotor. Nous pensions, de cette
maniére, conserver la plus grande généralité possible au trai-
tement de la frontiére intermédiaire et assurer un passage
maximum des ondes de perturbation d‘une rangée d'aubes a 1'autre.
Nous avons appliqué ce raisonnement & 1'étude de 1'écoulement
dans 1'étage de turbine qui sera installé dan la soufflerie Tl
(Fig: 90); la géométrie de cet &tage sera décrite au paragraphe
4.2.7. Pour 1'exemple proposé, un rapport de pression
(pS/pDIa,ref) égal a 0.7 a é&t& imposé au moyeu. Nous avons
représenté aux figures 103, 104 et 105 1'&volution de Ja pression




- 211 -

statique intermédiaire, de T'angle absolu de sortie du stator et
de 1'angle absolu de sortie du rotor en fonction du nombre d'ité-
rations; les valeurs représentées sont celles obtenues au rayon
moyen. La procédure numérique est stable mais la solution obte-
nue n'est manifestement pas convefgée, méme aprés un nombre aussi
important d'itérations.

Ce comportement trouve, & notre avis, son origine
dans la difficulté d'établir une premiére approximation de la
distribution radiale de pression statique en aval du stator.
Comme nous 1'avonsmontré dans le paragraphe précédent, cette
premiére approximation n'a généralement rien de physique; des
perturbations importantes apparaissent donc dans le domaine numé-
ridue de 1'dcoulement. Un examen attentif des résultats obtenus
montre qu'elles se concentrent aux alentours du plan intermédiaire
et qu'elTes ne s'amortissent que trés lentement. Le nombre d'ité-
rations qu'il faudrait effectuer pour obtenir une solution accep-
table est bien entendu beaucoup trop élevé.

Afin d'améliorer cette situation, nous avons modifié
le principe du calcul de la distribution radiale de pression au
droit du plan intermédiaire. La valeur de la pression régnant
au moyeu est calculée & partir des valeurs des inconnues au
rayon correspondant dans le plan d'entrée du rotor et le reste
de la distribution est déterminé au moyen de la relation (4.52),
de maniére @ vérifier 1'équilibre radial au droit du plan de
sortie du stator. Appliquée au méme exemple numérique que ci-
dessus, cette approche permet d'obtenir les résultats décrits
aux figures 106, 107 et 108. Elles représentent 1'évolution de
la pression statigue intermédiaire, de 1'angle absolu de sortie
du stator et de l'angle absolu de sortie du rotor en fonction
du nombre d'itérations. Les valeurs portées dans ces graphiques
sont celles obtenues au rayon moyen. O0On remarque que la stabi-
lisation des valeurs intermédiaires nécessite beaucoup moins
d'itérations que dans le cas précédent : elle est obtenue aprés
4000 ... 5000 itérations. Le probléme posé par la premiére
approximation de la distribution radiale de ia pression inter-
médiaire disparajt donc puisque, dés les premiéres étapes tempo-
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relles, on impose une loi de variation correcte de cette distri-
bution, ce qui n'était pas le cas dans la démarche précédente.

Le calcul des valeurs des conditions aux limites
physiques a& appliquer au droit du plan d'entrée du rotor est
effectué, pour chaque valeur intermédiaire du rayon, & partir
des valeurs des inconnues au rayon correspondant dans le plan

de sortie du stator.

Les &quations algébriques permettant de calculer les
valeurs numériques des conditions aux limites physiques inter-
médiaires s'écrivent de la maniére suivante

- Plan de sortie du stator

2 2 2

v +(pV v ~

P2(2) = (y-1) pE(s) - I;l (e¥rlr)) *lo 3(§)) MGAFALE) (4.63)
pif

(2 = 1)

Dans cette &quation, les valeurs des paramétres intervenant dans
Te membre de droite résultent d'une moyenne massique sur un pas
(équation (4.50)) des valeurs au rayon correspondant, c'est-a-dire
Ta valeur la plus proche du rayon du moyeu, dans le plan d'entrée
du rotor. Connaissant la pression statique au premier rayon

(2 = 1), Ta distribution compléte (£ = 2,LM) est calculée au
moyen de 1'&quation (4.52).

- Plan d'entrée du rotor :

— e et e e ke mw e —a m—

p oV, (2) (o () + ey, (00)

p(&) = (v-1) pE(2)

p(2)
(2 = 1,LM)
Top(e) = Y21 pE(2)+p(2) (¢ = 1,LM) (4.64)
Y p(2)
1
Toa(e) )
Po2(2) = p{r) [BTE%;ETET] (g = 1,LM) (4.65)
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1,LM) (4.66)

"

Bo(L)= arc tg [pVe(z)/sz(z)] (2

]

v2(2)= arc tg (pV,.(2)+oV,(2)) (2 = 1,LM) (4.67)
Les valeurs des inconnues intervenant dans le membre de droite
résultent d'une moyenne massique sur un pas (&quation (4.50)) des
valeurs au rayon correspondant dans le plan de sortie du stator.

4.2.6.3 Nombre d'itérations entre deux mises a jour

-_— s e e e o o v trw = = mm e e e e e— — A e eme
-— e e—— — —— M et o mm ma mm mm e o " — — —

—_— e —— s — . e

Au paragraphe 4.2.5, nous avons expliqué que les valeurs
numériques des conditions aux Timites physiques intermédiaires
devaient étre adaptées toutes les Nv, itérations afin d'obtenir,
aprés un certain nombre de ces adapiations, des valeurs numéri-
ques stapilisées. Nous avons étudié
1'influence du paramétre Nv; dans le cas de la résolution d'é-
coulements bidimensionnels en é&tage (paragraphe 3.2.6.2) et
avons montré que, pour ceux-ci, la valeur optimale de ce para-
métre était de 1'ordre de 3Nv, Nv Etant le nombre d'itérations
entre deux mises & jour successives des termes visqueux du
schéma @ viscosité corrigée. Nous avons voulu généraliser cette
conclusion aux problé&mes d'écoulements tridimensionnels en &tage,
mais, & notre grande surprise, de sérieux problémes d'instabi-
1ité numérique se sont posé&s. Pour une valeur du rapport
(Nv,/Nv) égale a 3, une solution stable n'était obtenue que pour
des valeurs relativement basses du coefficient de viscosité
numérique VYC, de 1'ordre de 0.9,et du coefficient de sécurité du
pas temporel, de 1'ordre de 0.2 ... 0.3. I1 en va de méme pour
des valeurs du rapport (Nvi;/Nv) égales & 2 et méme 1. I est
' évident que de telles limitations pénalisent fortement la pré-
cision du résultat obtenu et la vitesse de convergence du pro-
cessus numérique.

La seule maniére d'éviter ce probléme et d'obtenir
une solution stable pour des valeurs courantes des cocfficients
numériques VC et CFL est d'imposer une valeur du paramétre Nv, .

/
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ggale a 1. Nous ne prétendons pas qu'une valeur plus éle-

vée ne puisse pas é&tre acceptable dans certains cas particuliers;
nous disons simplement que, de maniére générale, une valeur égale
d 1'unité assure la stabilité duipfocessus numérique, ce qui, &
notre avis, est un argument suffisant lorsqu'on sait que la durée
d'un calcul se chiffre en plusieurs dizaines d'heures et qu'une
optimisation est donc impensable. I1 est également important

de noter qu'une valeur de Nv, égale @ 1 n'introduit aucune in-
stabjlité et est parfaitement utilisable dans le cas de problé-
mes bidimensionnels.

4.2.6.4 Choix des conditions aux T1imites

— - mm— a— e mm —t e w— e = e m— = = e

e o ww— et  mm e o — —
'

Le choix de la nature des conditions aux limites numé-
riques préservant la stabilité du processus de résolution est
basé sur les conclusions tirées des études réalisées aux para-
graphes 3.2.6.5 (écoulement bidimensionnel en é&tage de turbine)
et 4.1.5.2 (écoulement tridimensionnel en grille d'aubes).
L'extension aux problémes tridimensjonnels des conditions addi-
tionnelles utilisées dans le cas d'écoulements bidimensionnels
a pu étre réalisée sans trop de difficultés. Nous avons cons-

truit des conditions aux frontiéres numériques basées sur la

résolution, par le schéma 8 viscosité corrigée, des équations

de conservation intégrées sur un demi-volume &lémentaire adja-
cent au plan d'entrée ou de sortie. Si nous conservons la no-
tation utilisée au paragraphe 4.1.5.2, la combinaison utilisée
est la suivante : :

Plan d'entrée du stator :

—_— e mm — m— % A e e e e— —

(équation de conservation de la quantité

* condition CL4 %4 ", uvement dans la direction axiale)

- Plande sortie du stator

—_— —— e —— b m e - — — —

*» condition CL1 (équation de conservation de la masse)

(équation de conservation de la quantité

* condition CL2 de mouvement dans la direction radiale)
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(équation de conservation de la quantité de

* condition CL3  * . ement dans 1a direction tangentielle)

(équation de conservation de la quantité de

* condition CL4 mouvement dans la direction axiale)

- Plan d'entrée du rotor

— — ma e mE e m— e v —

* condition CL4

- Plan de sortie du rotor

condition CL1
condition CL2
condition CL3
condition CL4.

O

On remarque donc que, comme précédemment, 1'équation
de conservation de 1'énergie n'est pas utilisée. Notre expérien-
ce est qu'elle provoque 1'apparition d'instabilités dans la
démarche numérique lorsqu'elle intervient dans la définition
de conditions aux frontiéres.

L'application de ces différentes conditions, demi-
élément par demi-é&lément, ne permet pasd'obtenir des distribu-
tions uniformes des différentes inconnues de base dans la direc-
tion tangentieile. C'est pour cette raison que Tes paramétres
utilisés dans les équations (4.63) & (4.67) résultent, pour
chaque rayon intermédiaire, d'une moyenne massique sur un pas des
valeurs aux noeuds formant les plans de sortie du stator et
d'entrée du rotor.

4.2.7 Description de quelques résultats numériques

Afin de mettre en pratique notre programme de calcul,
nous avons étudié 1'écoulement dans 1'étage de turbine construit
i partir des aubages installés dans la soufflerie Tl de 1'Ins-

titut von Karman de Dynamique des Fluides (Fig. 90); nous le
désignerons sous le nom d'étage 3. Les aubes statoriques et
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rotoriques ont la méme forme géométrique et Te méme angle de
calage. Leurs caractéristiques sont décrites au tableau 19 et

a4 la figure 91. Nous avons considéré le méme nombre d'aubages,
i savoir 21, dans le stator et le rotor et avons choisi d'uti-
liser la paroi cylindrique comme configuration géométrique du
carter,’ La raison du choix de cette application provient du
fait que cette configuration sera bientdt installée & 1'Institut
von Karman et que les résultats obtenus par notre méthode pour-
ront étre comparés,dd moins gualitativement, @ ceux provenant
des mesures.

La discrétisation du domaine de 1'@coulement a été
réalisée au moyen des volumes de contrdle décrits au paragraphe
4.1.3.3. Ces éléements sont construits dans deux maillages (un
pour chaque rangée d'aubes) constitués de 33 "plans® de discré-
tisation dans 1a direction axiale, dont 21 sont situés entre
les bords d'attaque et de fuite et de 9 "plans" de discrétisa-
tion dans Tles directions tangentielle et radiale. Pour chacun
de ces deux domaines numériques, les valeurs des différéntes
inconnues de 1'écoulement sont donc définies en (33x8x8=) 2112
noeuds de discrétisation. Nous avons choisi d'utiliser ce mail-
lage relativement grossier pour des raisons de limitation du
temps de calcul. Les conditions de fonctionnement de 1'étage
sont les suivantes

P3/Po1 = 0.7 au rayon de pied
Nr = 3000 tr/min

.TOI = 288 X

Po1 = 105 N/m?

Pour cette application, nous avons choisi les valeurs
suivantes des paramétres numériques du schéma & viscosité
corrigée
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Nv = 20

VC = 0.98
C.F.L. = 0.8
Nv, = 1.

De maniére analogue & ce qui a été fait au paragra-
phe 3.2.7 pour Tes problémes d'écoulement bidimensionnel en
étage, nous avons vérjfié la gualité de la convergence de la
procédure numérique en considérant 1'évolution temporelle des
trois paramétres suivants

- la pression statique intermédiaire au rayon moyen
- 1T'angle absolu de sortie du stator au rayon moyen

(“2,Pmoyen)
- T'angle absolu de sortie du rotor au rayon moyen

(“3,Tmoyen)'

L'évolution des valeurs de ces trois paramétres en
fonction du nombre d'itérations effectuées a &té représenteée
aux figures 106, 107 et 108; on constate bien leui compléte
stabilisation. et nous avons montré, tout au long de ce travail,
que 1'évolution de la valeur de 1'angle de sortie &tait une
bonne mesure du niveau de convergence atteint. Un grand nombre
d'itérations (8000) a é&té imposé a dessein afin
de vérijfier la stabilité de la procédure numérique. En réalité,
i1 suffit d'effectuer 4000 ... 5000 jitérations pour obtenir
un résultat acceptable. Finalement; nous avons représenté, a
la figure 109, une nouvelle fois 1'évolution de la valeur de la
pression statique intermédiaire, au rayon moyen, mais en utili-
sant une autre échelle temporelle, afin de mieux se rendre
compte de 1'évolution temporelle de ce paramétre.
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Nous allons maintenant décrire quelques-uns des résul-
tats obtenus. A la figure 110, nous avons représenté les dis-
tributions radiales de la preséion statique en amont, au droit
du plan intermédiaire et en aval de 1'étage. Nous obtenons des
distributions quasi-uniformes au droit des plans d'entrée et de
sortie de 1'étage, ce qui n'est plus 1e cas au droit du plan
intermédiaire. Les distributions radiales de 1'angle absolu de
sortie du stator et de 1'angle relatif d'entrée du rotor ont
. été représentées aux figures 111 et1l2. Comme les aubages que
nous &tudions ne présentent aucun vrillage, nous devons nous
attendre & observer de grandes variations d'incidence le long
de leur hauteur, & 1'entrée du rotor; 1'existence de ces varia-
tions est bienh mise en évidence @ 1a figure 112. Nous avons
également représenté les distributions radiales des angles ab-
solu et relatif de sortie du rotor (Fig. 113 et 114). Une varia-
tion d'environ 15° est observée entre les valeurs de 1'angle '
absolu de sortie au rayon de téte et au rayon de pied. \Une
comparaison des triangles de vitesses en aval du stator et du
rotor a également été effectuée pour différentes valeurs inter-
médiaires du rayon (Fig. 115a et b); nous avons calculé ces
triangles de vitesses aux rayons de pied, moyen et de téte.

Ici encore on observe les importantes variations d'angles le
long de la hauteur, dues & T'utilisation d'aubes droites.
Finalement, nous avons comparé & la figure 116 les distributions
du nombre de Mach isentropique, absolu dans le stator et relatif
dans Tg rotor, obtenues pour les trois valeurs intermédiaires

du rayon mentionnées ci-dessus. On remarque également de ma-
niére trés nette 1'importante incidence, particuliérement en
téte d'aube, & laquelle sont soumis les aubabes rotoriques.

Nous terminerons ce paragraphe par quelques considéra-
tions au sujet des temps de calcul nécessaires. Dans le cas de
1'application présentée ci-dessus, le programme complet néces-
site une place en mémoire de 1'ordre de 570 K-octets. Comme nous
ne disposons que de -131 K-octets en mémoire centrale d'un DEC VAX
11/780, nous devons & nouveau utiliser le principe de la mémoire
virtuelle, ralentissant 1'exécution du programme par des lectures

et dcritures intermédiaires sur disque. ' Le temps de calcul
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observé est de 2.13 1077 s par noeud et par pas temporel ce qui,
pour 8000 itérations et 4224 noeuds nous méne & un temps total
de 71977 s, soit 19 h 59 m 37 s. Si seulement 5000 jtérations
sont effectuées, le temps total de calcul est de 1'ordre d'une
douzaine d'heures. Comme dans le cas des écoulements bidimen-
sionnels en étage, le nombre d'itérations nécessaire est varia-
ble d'une appiication @ 1'autre. C'est pour cette raison, en
plus de celles déja mentionnées au paragraphe 4.1.8, que nous

avons & nouveau écrit nos programmes de fag¢on modulaire, per-
mettant de réaliser Te calcul complet en plusieurs étapes.
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CONCLUSIONS

L'étude de 1'écoulement adiabatique unidimensionnel
d'un fluide parfait non visqueux dans une tuyére convergente-
divergente nous a permis de comparer plusieurs schémas numériques
explicites aux différences finies du point de vue de leur sta-
bilité, de leur vitesse de convergence et de leur précision.
Dans le cadre des applications qui nous é&taient proposées, nous
avons établi la supériorité du schéma numérique a viscosité
corrigée développé par McDonald et al. et avons démontré la
grande amélioration apportée, sur le plan de la stabilité, par
1'introduction d'un caractére semi-implicite dans Te terme de
viscosité numérique. Nous avons également considéré différents

moyens d'augmenter la vitesse de convergence.

L'expérience nous ayant montré 1'influence importante
des conditions aux Timites additionnelles sur la stabilité du pro-
cessus numérique de résolution, nous avons entrepris une étude
systématique des différentes conditions applicables ainsi que
de leurs combinaisons. Comme la plupart des publications restent
silencieuses dans ce domaine, nous avons ainsi pu effectuer une

mise au point 3 ce sujet.

L'étude de 1'écoulement adiabatique bidimensionnel
d'un fluide 'parfait non visqueux dans une grille d'aubes nous
a donné 1'occasion d'effectuer une comparaison originale détail-
1ée de 1a consistance et de 1'ordre de précision des discréti-
sations obtenues au moyen de différents &léments de contrdle.
Aprés avoir &tabli les avantages et inconvénients de ces élé-
ments, nous avons proposé une discrétisation basée sur 1'emploi
d'une surface de contrdle bitrapézoidale, utilisée par Van Hove
et al.

Comme dans le cas des problémes unidimensionnels,
une analyse approfondie de 1'influence de la nature des condi~-
tions aux limites additionnelles sur la stabilité a été réalisée.
Plusieurs applications numériques ont ensuite été présentées;
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les résultats obtenus, comparés & ceux obtenus par des mesures
en soufflerie et par d'autres méthodes numériques, démontrent
clairement le bon comportement de notre démarche.

Une méthode de résolution de 1'@coulement bidimen-
sionnel dans un étage de turbine a &té présentée; elle est baseée
sur une hypothése d'écoulement stationnaire pour des raisons de
limitation du temps de calcul en vue de 1'extension & une géo-
métrie tridimensionnelle. Elle consiste & résoudre 1'é&coulement
dans 1'étage a partir de deux calculs d'écoulement en grille
d'aubes, couplés par leurs conditions aux Timites. Aprés avoir
étudié de facon approfondie la maniére d'appliiquer les conditions
aux limites régnant entre le stator et le rotor, deux applica-
tions numériques ont &té présentées et comparées & des résultats
de mesure : une bonne concordance des résultats a &té observée,

L'étude de 1'écoulement adiabatique tridimensionnel
d'un fluide parfait non visqueux dans une grille d'aubes annu-
laire nous a permis d'effectuer un traitement géométrique rigou-
reux de la discrétisation du domaine physique de 1'@coulement.
Une étude approfondie des conditions aux frontiéres a &galement
été réaliseée, démontrant notamment la nécessité de vérifier
1'équilibre radial au droit du plan de sortie de la grille
d'aubes. Les conditions additionnelles ont &galement &té con-
sidérées; nous avons montré qu'‘une seule combinaison de ces con-
ditions présentait des garanties suffisanhes de stabilité. Le
grand désavantage de la démarche demeure &videmment le temps de
calcul nécessaire (plusieurs dizaines d'heures) et la place
requise en mémoire d'ordinateur (plus de 1500 K-octets).

Finalement, la démarche utilisée pour calculer un
écoulement bidimensionnel dans un étage de turbine a é&té é&ten-
due @ une géométrie tridimensionnelle. Toutes Tes conclusions
précédentes n'ont pas été retrouvées en ce sens que la mise &
jour des conditions aux limites intermédiaires doit étre effec-
tuée aprés chaque itération. A cette condition, la procédure
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numérique est stable., Une comparaison des résultats obtenus

en utilisant divers types de conditions aux frontiéres physiques
nous a amené & la conclusion d'imposer une loi vérifiant 1'équi-
libre radial au droit du plan intermédiaire entre le stator et
le rotor. Dans ce cas, la procédure numérique se stabilise
aprés un nombre raisonnable d'itérations. L'inconvénient majeur
de 1a méthode est & nouveau le temps de calcul et 1'espace
requis en mémoire.
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ANNEXE 1 - DESCRIPTION DE LA METHODE UTILISEE PAR

ERDOS ET ALZNER (R&f. 36) POUR RESOUDRE

L'ECOULEMENT BIDIMENSIONNEL INSTATION-

NAIRE DANS UN ETAGE DE TURBOMACHINE

La grande majorité des méthodes bas&es sur une tech-
nique de résolution dépéndante du temps décrivent des écoule-
ments stationnaires : les équations sont résolues sous forme
instationnaire mais les conditions aux limites du probléme sont
invariables dans le temps. Cette technique peut également étre
utilisée pour résoudre des écoulements que nous qualifierons de
périodiques. Si on admet en effet la présence d'un modéle de
sillage ou d'un gradient élevé & la sortie du stator, on peut
considérer la solution du probléme de 1'E&coulement dans 1'@tage
comme périodique : le rotor "voit" périodiquement les mémes
conditions d'entrée. La fréquence du phénoméne dépend du nom-
bre d'aubes de chaque roue. Les conditions aux frontiéres ap-

pliquées a 1'entrée et & la sortie de 1'étage sont, elles, uni-
formes et stationnaires.

Afin d'éviter des phénoménes de résonance, les cons-
‘tructeurs évitent de placer le méme nombre d'aubes dans le
stator et le rotor d'un é&tage de turbomachine : ceci signifie
que le "pas" du sillage modélisé & la sortie du stator est dif-
férent du pas du rotor. Si ces pas étaient les mémes (Fig.Al.a),
les écoulements seraient identiques dans chacun des canaux. Les
conditions le long des frontiéres périodiques des canaux XY et
YZ sont alors identiques et appliquées comme dans un calcul en
grille d'aubes (paragraphe 3.1.3). Dans le cas, plus réaliste,
de pas différents (Fig. Al.b), on remarque que les conditions
appliquées le long de la frontiére périodique inférieure du
canal YZ sont identiques d celles appliquées le long de la fron-
tiére périodique supérieure du canal XC; autrement.dit, Te canal
XC refléte 1'écoulement du canal YZ. Comme tous les canaux sont
identiques au point de vue de leur géométrie, on peut également
admettre que ces deux écoulements ont lieu dans le méme passage
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mais 3 des temps différents : au lieu de décrire 1'écoulement

.

dans un repére fixe, on reste attaché & un canal bien défini.

Selaon le schéma numérique et la discrétisation utili-
sés, les inconnues au noeud A (Fig. A2), sur une frontiére pé-
riodique, sont calculées en fonction deés inconnues aux noeuds
B, C, Det E ol C, C' et C" sont des noeuds de la pseudo-Tigne
de courant (k = 2). Dans le cas qui nous occupe, ce n'est plus
tout & fait exact; les valeurs des inconnues en les noeuds C,
C' et C" sont bien celles de la pseudo-ligne de courant (k = 2),
mais & un temps t différent de celui considéré aux lignes
(k = KM-1) et (k = KM) comme nous 1'avons montré intuitivement
ci-dessus pour un cas simple : on applique donc une condition
de périodicité mais elle est déphasée dans Te temps.

Si on désire,par la suite, introduire un couplage de.
1'écoulement non visqueux avec un modéle de couche limite et de
sillage, les frontiéres périodiques doivent &tre remplacées par
des lignes de glissement en aval du stator et du rotor de maniére
i pouvoir modéliser de véritables sillages dans un stade ulté-
rieur. Nous allons montrer comment obtenir 1'équation de ces
lignes de glissement.

Considérons & la figure A3, un systéme d'axes (X,¥)
1ié & la ligne de glissement que nous étudions. Ce systéme
d'axes est défini de la fagon suivante

2. CoS¢ -%é - sing —%
X ax 3y
(A.1)
3 = sing 4% + cos¢-%%
ay X oy

X &tant une coordonnée curvilinéaire le long de la ligne de
glissement, y la distance normale 3 cette ligne et ¢ 1'angle
formé localement par les directions x et X. Les composantes de
vitesse, exprimées dans le repére (X,y) s'écrivent de la maniére

sujvante
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cosé ~ V sing

=
n
|

(A.2)

Vv = Using + V Cosé

En remplagant les composantes de vitesse en fonction des gran-
deurs U et v dans le systéme d'équations d'Euler, nous obtenons
successivement

- conservation de la masse

—_— e e — m— ewm = mar . e —

— et e a— At o e - s (m e e e i e et o e e

cosp (¥ - v 2, 3'3% + V’ﬁg - uv 3% . 1 38 -
at ot 9 X 3y 3X p 93X
- v -2 — a2V — sV
sing (U022 +3Y 4 % 3% + U 3: + v 3% v L 2By . g (A.4)
at ot 3x X 3y p oy
- conservation_de la quantité de mouvement
dans_la direction tangentielie
_ v =2 — Y v
cosg (U2 + 2 gl gy, gav ., 1 AN
at ot 39X aX 3y o 8y
. u = — 3l _ — au  -=-
sing (24 -v2 .yl yau gy ae,lapy (A.5)
at at ax oy ax P IX
- Conservation_de 1'énergie
3 ] P
= (pE) + =& fpu(E + B)[ + 2 [ov(E + 2y] = 0 (A.6)
at ox p dy p
y (S/c,)

p =Kk p e
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BDLTB Ly (A.7)

Les équations (A.4) et (A.5) doivent étre vérifiées quelle gue
soit Ta valeur de ¢. On peut donc les écrire également sous
la forme suivante

Mg, g,y gy, 130 (A-8)
at 3t X 3y 3x p 8xX

oY — .2 —~ 3V = 3V

BV o, G gt gAY,y A, 18 (A.9)
at at Ix X ay o dYy

Si nous combinons les équations (A.3), (A.8) et (A.9), auxquelles

nous ajoutons 1'équation d'état des gaz parfaits et la définition
de la vitesse locale du son, nous obtenons les relations de

compatibilité suivantes

2 |2R g 2R 4 (V+a) P 4 | L TR (Vea) &Y
at 83X 5y at ax 2y

~a(RU L g By (gt 28 L g d¢, " (A.10)

2 [EB s TR, (v-2a) QEJ - [EE f T, (V-a) 2¥

Yp (st X XY ot 9 X 3y
-a(2 - v A (g2 2L g 2, - (A.11)
ax ax X ot

En combinant (A.3) et (A.6) nous obtenons encore dans Te systéme
transformé

LEe Ry s v 2 e+ v 2 E ey --Lap (A.12)
p p

3
3t X o 3y p at
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Nous possédons maintenant un systéme de quatre équations aux
dérivées partielles (A.7), (A.10), (A.11) et (A.12) que nous
pouvons transformer en équations différentielles ordinaires le
long de certaines directions privilégiées (directions caracté-
ristiques). Nous obtenons

S = constante <= dx . 4y . g¢ (A.13)

_a_.iEq..gE:_a(_a_E—v_a_@.) + (_ﬁzﬂ-ﬁ_a__)
ax

yp dt dt X 3xX at
<> 4% . dY gy (A.14)
u v+a
2 dp L dv G2y 2 L (72 T
yp dt  dt axX 3 X 3t
ST (A.15)
u =-a
E + 2 - constante + L3P gt <=> dx . 4y dt (A.l6)
P p 3t u v

Dans la suite des calculs nous appellerons

0 = (= - v 28
ax 3 X

Qz (TEZ a0 u Aﬁ)

L'algorithme de solution le long d'une ligne de glis-
sement se présente maintenant de la fagon suivante. Nous sup-
poserons connue la géométrie de la Tigne de glissement au temps
t, de méme que tous les paramétres de T'é@coulement aux différents
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noeuds du maillage; celui-ci se présente comme indiqué a la fi-
gure A4. Par définition, on connait les relations suivantes le

Tong de la ligne de glissement :

(A.17)
p‘q‘:pu -

Aprés intégration des relations (A.14) et (A.15), on obtient

log Py = Tog Py = log p = [?A log Pp * ap log Pp - Y(VA"VD)

o000y + G002y o] (A.18)
' (aA+ab)

Si on intégre les mémes relations mais cette fois par rapport a
la vitesse, on obtient :

a

- — 1 (— - aA‘a a
Vo = Vy = = VA+VD+( D)1og p - _A log Pa + 0 log Pp
2 Y Y Y
+[(aQ1+Q2)A - (aql'Qz)D]Ag} (A.19)

En utilisant les relations (A.13) et (A.16), on peut écrire
successivement :

1/y
SR. = Sp <= p,= PB [_B.] (A.20)
l/y
Sy TS <=> oy "o [Ji] | (A.21)
PE




| p, P
E +R] + 2Rl (A.22)
B

e
m
+
- |
—
=
n
——
h=)

(A.23)

—
m
+
=
—
c
Il
o
m
+
(=]
| —
m
-+
o
-+
>
oH
ro

On peut enfin déduire de ces grandeurs la norme g du vecteur

vitesse ainsi que sa composante dans la direction Xx

1/2
g, - g[E s B] .Y P (A.24)
o), ¥-1 oy
— /—2 _2
u, = q, = VY, (A.25)
1/2
q, = |2 [E + R] - X P (A.26)
efy, Y-Lloey .
- 2 2
u, =/ 9, - Yy, (A.27)

Finalement, la nouvelle position des Tignes de glissement est
donnée par :

t+at t _
X = x =~ (v sing) at ,
: (A.28),
trat t .
y - (v cos¢) at

n

Y

13

Remarquons enfin que les paramétres de 1'&coulement aux points

A, B, E, D intervenant dans le calcul doivent bien entendu étre
choisis avec la relation de phase correcte; la notation indiciel-
le (t) utilisée est donc un abus d'écriture.
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ANNEXE 2

2.1 ANALYSE DE CONSISTANCE DE L'ELEMENT HEXAGONAL UTILISE PAR
McDONALD, COUSTON et LEHTHAUS POUR DISCRETISER LE DOMAINE

DE CALCUL D'UN ECOULEMENT BIDIMENSIONNEL - INTER~AUBES

Les différents paramétres géométriques sont définis a
la figure 27. Les développements en série des différents termes
de flux autour du noeud (i,k) nécessités par ce calcul de con-
sistance sont Tes suivants

Z
: T AX
f.i_l k-1 = f_i k"AX]_ ﬁ - (A‘y1+qu) -B-—f- + —-—l-ﬁ
! ’ : LI X 3y 2 3)(2
(Ayr+oyy)
Yitayy 2
34f 2
+ p +AX1(Ay1+Ay;+) s f + 0(A3)
2 3y X dy
A 2
X1
Fio1,e = Tyt KL - S L il L
> ’ Ix Y 2 3x2 2 ayz
f
+ AX18Yy + 0(a3)
IXay
Ayz
of 2 2f
f. . =F Ay, — + —— 21 (a3
i, k-1 i,k 2y 2 su2 (a°)
. 2
of | 2Y2 52
fy = f.  thyy = 4 —— °°f 3
i,k+l i,k 3y 2 a2 + 0(a°)




SKve
(¢V)0 + % Avexv +
zAe 2 zXe 2 Ke Xe ‘ .
5 e 5 ¢ + 5g SAV+ gg Sxve T EE = TS
¢ SRy ¢r Zxy ¢ °
(4 Z
Aexe

4+ = L9~ — Ixy- 1ty °1-1g

zke Z £e z 5< L
v _— = CLY. B =
(E )0 + ﬁze ZKV he

4

I"H‘!ﬁ

Zﬁe e Ae

v P — Oy ﬂ‘§5 = I+H‘L6
2

Aexe . zAe PA
v)o + SAV+EAV)OxV + +
¢
zXe 7 Ae X€ ¢ ¢
L tgTaSAYY + — Txgse AL, L THACTHL
o€ Ty tge CATEA) 4 g ’ d
z
AexXe
(¢v)0 + SAyixy +
z @
Ae 2 Xe 2 Ae Xe ‘
Z Z ‘
+ 4 — SAy+ — Txgs 1y o ATHE
Jze SKy Jze Zxy Je 4¢€ -
z z




99-1,k-1 = 91,k

9941, k+1

0(a3)

2
AXy 2
3 3 3
-ax; <L - (ayy+ayr) e
IX ay 2 ax?
)2
(Ayu+hdy: 2 52
+ Lkt +AX, (By+aYy) & 4
2 ay? IX3Y
2
5 5 bXz2 42
g; i HoXo 23 & (ays+ays) 22+ — 28
? IX Y 2 ax?
(Ays+ays)
YathYs 2 2
+ 979 +AX5 (AY3+AYs) 979 0(a3)

2

ay?2 aXay
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2.2 ANALYSE DE CONSISTANCE DE L'ELEMENT TRAPEZOIDAL UTILISE PAR

DENTON POUR DISCRETISER LE DOMAINE DE CALCUL B'UN ECOULEMENT

BIDIMENSIONNEL INTER-AUBES

Les différents paramétres géométriques sont définis-a
la figure 28. Les développements en série des différents termes
de flux autour du noeud (i;k) nécessités par ce calcul de con-
sistance sont les suijvants

1 3 2 42 :
Fier = T = = (ayarays) 2s 2 (ayprays)” 24 043
2 42
fower = Fik? 1 (y2+hys) CLE (dyo+ays) 3TF 0(a3)
’ ’ 4 3y 32 ‘ ay2
2 42 .
fiork ™ Fiokm o (axaeaxg) 2 D (axeax,)” 2Ly oF
’ ? 2 3x 8 ax2 3y
2 2 2
+ AYs af,d Ayys (BAX1+AX5) 2°f 4 0(a3)
sy? 2 X3y
2 ~o
ook = Fix* L oaxptaxs) A+ 1 (axpeaxy)” EF oy OF
2
AYe 2 2
g 2F 1 Ayeg (Axp+AXxg3) 2°F 0(a3)
2 3y 2 X3y

J—=

d 1, 32
(aya+ays) =L+ 2= (ayp+ays) 228 4 g(ad)

9: o1 = 9:
i, k-1 i,k 3y 39 3y2

1 . 52
9i.k+1 = Yi,k T Z (Bya+ays) == + == (ay,+ay3) =3 4 g(a3)




- 240 -

2.3 ANALYSE DE CONSISTANCE'DE L'ELEMENT BITRAPEZOIDAL UTILISE

PAR VAN HOVE ET ARTS POUR DISCRETISER LE DOMAINE DE CALCUL

D'UN ELEMENT BIDIMENSIONNEL INTER-AUBES

Les différents paramétres géométriques sont définis a
la figure 30. Les développements en série des différents termes
de flux autour du noeud (i,k) nécessités par ce calcul de con-
sistance sont les suivants

2
AXo n2 2
Fiol,k = Tik +ox2 20 ways 200 2 20 gy o 27T
’ ’ ax . dy 2 ax2 X BY
2
Ays5 o2
P — 21, 0(a?)
2 ay2?
j 2
. : AXy .2 2
fi-l,k = f'i,k "AXl —a—f—- "qu E . S [ -§_f. +Ax1Ayu -ai__
) X 3y 2 3x2 3X sy
. ‘
AYy oa:
y— 2T, 0(a%)
2 ay2
A 2
~ Y2 n2
= of o4f
fike1 = Ti,c *0Y2 w2 o 0(a3)
Y
A 2
Yz 2
. 2
Y2 42
- 3 d
99,k T 9,k vz 234 — 24 4 0(a3)
dy 2 ay?
- - ) 2 32
95,k-1 7 94,k Y2 =2 +ay; =24 0(a3)
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2.4 ANALYSE DE CONSISTANCE DE L'ELEMENT QUADRANGULAIRE UTILISE
PAR ESSERS ET KAFYEKE POUR DISCRETISER LE DOMAINE DE CALCUL

D'UN ECOULEMENT BIDIMENSIONNEL INTER-AUBES

Les différénts paramétres géométriques sont définis a
la figure 31. Les dé&veloppements en série des différents termes
de flux autour du noeud (i,k) nécessités par ce calcul de con-
sistance sont les suivants :

2
(ax,+ax,)
f = fs o= 2 (ax+MX,) LI M AL K ATV
i-1,k i,k _ 5
2 X 8 axe . 3y
AX 4 AX
2 o2 1 2 a2
+ ays 25y, 3°T 4 0(a3)
ay? 2 X Y

: 2
of | (axp+ax ;) S 2f

_ 1 . 3 f
) = f. = AX ) 21 T
f1+1’k f”k ' 2 %2 ) X 8 3x2 *AYs Jy
2
BYG ga¢ BXo+AX3 o
— —— +A¥Yg T + 0(a3)
2 ay2 2 Xy
AY,+0Y3 5f  (AY,+Ay5)
Fike1 = Fig = ~—— A LA L3 S TOE)
5 3 2 3y 8 ayz
Ay, +AY  (ay,tay,)’
Yo+2Y3 of 2TAY4
H H] 2 2y 8 ayz
Ay2+A)’3 3g (Ay2+AY3)2 32
95 k-1 - 94,k - — __ * 3 4 0(a3)
] [ 2 3y 8 ayz Y
AY,+BY (Ay,+ay )2
2 3 3g 2 3) a2
Gy, k41 - 4 gk +t — " ¢t 379 4 0(a3)
'..h ? 2 Ay 8 ay2
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ANNEXE 3 - ANALYSE DE LA CONSISTANCE ET DE L'ORDRE DE

PRECISION DE LA DISCRETISATION OBTENUE AU

MOYEN DU DEMI-ELEMENT UTILISE LE LONG

D'UNE PAROI IMPERMEABLE

|

Les différents paraméqres géométriques nécessaires 3
T'étude de la consistance et de l'ordre de précision de Ta dis-
crétisation obtenue au moyen d'un demi-&lément le iong d'une
paroi imperméable, sont définis & la figure A5 ol AXy, AXp, AY:,
Ay, et Ay; sont des valeurs absolues tandis que sy, et ayg sont
des valeurs algébriques, définies comme &tant positives pour
T'exemple de la figure A5. Les valeurs des inconnues au noeud
d'indices (i,k) sont calculées en fonction de leurs valeurs aux
noeuds d'indices (i-1,k), (i+l,k) et (i.k+1) (ou (i,k-1) si on
considére 1'autre paroi imperméable du canal). Lla surface de.
contrgle est définie par ses sommets A, B, C, D, E et F.

' Afin de satisfaire 1'équation (3.15), 1la somme des
flux entrant et sortant de 1'élément doit &tre nulle; sous
forme discrére, elle s'écrit de la fagon suivante :

Ayl Ay3
"fi-l,k _E_ + fi+1’k _° , {faces AB,DE)
. 2
+fi,k(Ayh+Ay5) - gi,k(Axl+Ax2) ' (face AFE)
' AY AY,
Sy ) (5 asm = )
2 ’ ’ 2 2 (face BCD)
+ 2 (95 t9y,k14) (8X1+axy)
= 0 : (A.29)

Les termes de flux sont ensuite développées en séries de Taylor
aux alentours du noeud d'indices (i.k)3 les expressions de ces

séries sont respectivement
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2 2
AXp ~2¢  AYu g2 82f "
fi‘l K = f, k—Axl .gi _qu _a_f_ + _a_-f— -§--f- +AX1A_Y1+ _""""' + O(As)
R 2
sz 2 Y5 o2 32f
a1 k = i toxa 3 thygs — 3f ——9—-{ _“u"'AxZA.VS ==+ 0(2%)
’ i ax sy 2 ax? 2 ay? X3y

2
Yy oze
fi,k'l‘l = f. k + Ayz a—f +—-§-—i+ O(AS)

Ts oy 2 ay?
R ay > 5% +0(2%)

Si nous sintroduisons ces daveloppements en série dans (A.29),

nous obtenons 1'équation suivante :

af [l (AxlAy1+szAy3)} + 2 [l-ayz(Ax1+Ax2)]
2

93X 2 ay
f{l
L = Ayy(Ayy-ay,) + "'AY5(AY3“A¥2) + -'Ayz(AY1‘AY3)
ay 2 2 2
2¢ 2 2 2f

+ a2f 1 (Ay34X,=pY 8%, ) | + 9 l-(Ax2Ay53y3—Ax1Ay1Ayu)
ax2 |4 axXay

2f (1 2 2y o 1,2 ,
, 22t " (8y38y5-0y18Y4) + 8Y2(8y,-8y3) + %Mz(ﬂyu‘%)}

,

32g (1 4y =
+200 MZ(AXIH-\XZ)] +0(a%) =0 (A.30)

.

5i la condition suivante est verifiae

py1 = 4¥2 = AYs (A.31)
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]'équation (A.30) peut s'écrire de maniére un peu plus conden-
sée sous la forme' suivante

[Ai + 331[— Ay (AXy+AX,)
X N

+ 0(A3) - dérivées secondes + 0(a*) =0 (A.32)

L'examen de cette dernié&re é&quation nous indique que, au passage
d la Timite, lorsque les ij et ij tendent uniformément vers
zéro, la discrétisation obtenue au moyen de cette surface de con-
trole n'est que conditionnellement consistante avec (3.15). En
effet, pour autant que (A.31) soit satisfait, (A.32) peut
également s'é@crire

3y . i .
af | 3g) . 0(a°) .dérivees secondes 0(a2) = 0 _ (A.33)
ax 8y 0(a2)

Nous retrouvons 1'équaLion (3.25), plus un terme du
premier ordre. La discrétisation proposée est consistante avec
e systéme aux dérivaes partielles (3.1) ou (3.4) et est ‘précise
au premier ordre. Remarquons cependant que des variations du
deuxiéme ordre dans (A.31) peuvent &tre suffisantes pour garan-
tir la consistance et une précision du premier cordre

0{a2)

1

|
AY1 - AYe ;

(A.34)

LYs = AYs 0(42)

Nous retrouvons en fait les mémes conditions que celles
qui ont été établies au paragraphe 3.1.3.5.




TABLEAUX
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GEOMETRIE DE LA TUYERE 1

1 X(I) AL D)
1 |o. 1.03823
2 |0.022 1.02966
3 |0.044 1.02232
4 10.067 1.01613
5 10.089 1.01103
6 |0.111 1.00695
7 |o0.133 1.00385
8 |0.156 1.00169
9 10.178 1.00042

10 (0.2 1.

11 |0.222 1.00041

12 |0.244 1.00161

13 |0.267 1.00358

14 |0.289 1.00629

15 |0.311 1.00974

16 [0.333 1.01389

17 |0.356 1.01873

18 ]0.378 1.02425

19 |0.4 1.03044

20 |0.422 1.03729

21 |0.444 1.04478

22 {0.467 1.05291

23 |0.489 1.06168

TABLEAU 1

(TU1)-

I x(D) A(T)
p4 |0.511 |1.07108
28 |0.533  |1.08111
26 |0.556 |1.09176
27 (0.578 |1.10303
28 0.6 1.11493
29 |0.622 |1.12744
30 |0.644 |1.14058
31 |0.667 |1.15434
32 |0.689 |1.16874
33 |0.711 |1.18376
34 10.733  |1.19941
35 [0.756 |1.21571
36 (0.778  |1.23265
37 0.8 1.25023
38 |0.822 |1.26848
39 |0.844 |1.28739
40 |0.867 |1.30697
41 |o.889 |1.32722
42 [0.911 |1.34816
43 |0.933  |1.36980
44 |0.956  |1.39214"
45 lo.978  |1.41520
46 |[1.0 1.43898
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GEOMETRIE DE LA TUYERE 2 (TUZ)

X(1)

A(L)

T B T N T e e e e i = I T
W M = O W 0~ 0O lm W = O W

M ~ G G W N

.022
.044
.067
.089
.111
.133
.156
.178

.222
.244
.267
.289
.311
.333
.356
.378

422
444
467

o O o O O O o0 O 0O oo 0O O O o0 O O O o0 O o o o O

489

I T T S T R A e O T = = T N T Sy S S S e
» - »

.37333
34667
.32

.29333
.26667
.24

.21333
. 18667
.16

.13333
.10667
.08

.05333
.02667

.00667
.01333
.02

.02667
.03333
.04

.04667

TABLEAU 2

X(I)

A(I)

24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46

511
.533
.556
.578

.622
.644
.667
.689
711
.733
.756
.778

.822
.844
.867
.889
911
.933
.956
.978

- O O O 0O © O 0O O O O O O o O O O O O 0 o o O

— b e S e e = e b b b e R 2 D e e ped e e e R

.06333
.06
.06667
.07333
.08
.08667
.09333
.10
.10667
.11333
.12
.12667
.13333
.14
.14667
.15333
.16
.16667
.17333
.18
.18667
.19333
.20
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COEFFICIENT DE ViSCOSITE NUMERIQUE DANS

LE SCHEMA A VISCOSITE CORRIGEE

MRS l Sans choc 1.5 1.8 1.95 2.10

2.40

vC ‘ 0.99 0.98 0.96 0.95 0.94

0.93

MRS : vrapport des nombres de Mach en amont et en aval du choc

Ve : coefficient numérique de viscosité (équation 2.67)

TABLEAU 3




- 248 -

. ~ |
SCHEMA A VISCOSITE CORRIGEE PUREMENT EXPLICITE

ANALYSE DE STABILITE DE VON NEUMANN

41 noeuds de discrétisation

a = 1.

(stabilité marginale)

Condition de stabilité : R;(At) = max

i w

|

TABLEAU 4a

|

max (g
J

J

CFL |Nv=10 { Nv=15|{Nv=20 ) Nv=30 [ Nv=40 | Nv=50 |Nv=60 | Nv=70 | Nv=380
0.05 | 1.00016 | 1.00088 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.

0.1 | 1.00065 | 1.00342z | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.

0.15 | 1.00146 | 1.00735 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.00004
0.2 | 1.00260 | 1.01226 | i. 1. 1. 1. 1.00071 | 1.00058 | 1.00010
0.25 | 1.00408 | 1.01760 | 1. 1. 1. 1.00222 | 1.00156 | 1.00007 | 1.00003
0.3 | 1.00891 | 1.02272 | 1. 1.00056 | 1.00411 | 1.00371 | 1.00024 ! 1.00172 | 1.00560
0.35 1.00808. ] 1.02695 1.00085 1.00233 1.00792 1.00209 1.00231 1.00830 1.01072
0.4 | 1.01062 | 1.02958 | 1.00647 | 1.01012 | 1.00867 | 1.00009 | 1.00987 | 1.01412 | 1.01240
0.45 | 1.01354 | 1,02995 | 1.01168 | 1.01780 | 1.00423 | 1.00831 | 1.01711 | 1.01650 | 1.00843
0.5 | 1.01684 | 1.03102 | 1.01427 | 1.02260 | 1.00012 | 1.01729 | 1.02177 | 1.01337 | 1.

0.55 | 1.02054 | 1,03577 | 1.01379 | 1.02197 | 1.00953 | 1.02536 | 1.02177 | 1.00405 | 1.

0.6 | 1.02722 | 1.04034 | 1.02901 | 1.01386 | 1.02003 | 1.03067 | 1.01573 | 1, 1.

0.65 | 1.04348 | 1.04459 | 1.04470 | 1. 1.03046 | 1.03152 | 1.00349 | 1. 1.00333
0.7 | 1.05924.| 1.04837 | 1.059 1.00998 | 1.03949 | 1.02665 | 1. 1. 1.00619
0.75 {1.07232 | 1.05156 | 1.06984 [ 1,02707 | 1.04577 | 1.01697 | 1. 1.01574 | 1.00030
0.8 | 1.08020 | 1.06066 | 1.07504 | 1.03181 | 1.04798 | 1. 1. 1.02425 | 1.02559
0.85 | 1.10402 | 1.07812 | 1.07247 | 1.04467 | 1.08734 | 1. 1.01892 | 1. 1.04657
0.9 ]1.13799 | 1.08054 | 1.08123 | 1.06076 | 1.08133 | 1. 1.06983 | 1.02805 | 1.05311
0.95 | 1.19516 | 1.15193 | 1.06909 { 1.08068 | 1.08776 | 1.07357 | 1.07825 | 1.05658 | 1.08424
l. 1.40985 | 1.34500 | 1.(Ms)* | 1.40985 | 1.(mus)* | 1.40885 | 1.¢ms)* | 1.40985 | 1.(ms)*

*(MS) : toutes les valeurs propres sont &gales a 1

(w,At,Ax))] < 1.
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SCHEMA A VISCOSITE CORRIGEE PUREMENT EXPLICITE

ANALYSE DE STABILITE DE VON NEUMANN

41 noeuds de discrétisation

a = 0.95

CFL Nv=10Nv=15 § Nv=20 | Nv=30 | Nv=40 | Ny =50 | Nv=60 | Nv =70 | Nv=80
0.05 1. 0.99157 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.

0.1 1. 0.99170 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.

0.15 1. 0.99194 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.

0.2 1. 0.99229 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1,

0.25 1. 0.99278 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.

0.3 1.00027 0.99344 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.

0.35 1.00251 0.99430 1. 1. 1. 1. 1, 1. 1.

0.4 1.00512 0.99540 1. 1. 1, 1. 1, 1. 1.

0.45 1.00812 0.99679 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.

0.5 1.01152 0.99853 1. 1. 1., 1. 1 1. 1.

0.55 1.01533 1.000686 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.

D.6 1.01957 1.00327 1. 1. 1. 1. 1 1. 1.

0.65 1.02426 1.00641 1. 1. 1, 1. 1. 1. 1.

0.7 1.02941 1.01017 1.00305 1. 1. 1.00270 1. 1. 1.

0.75 '1.03506 1.01463 1.02274 1. 1. 1.00062 1 1, 1.

0.8 1.04379 1.01989 1.03771 1. 1.01170 1. 1. 1. 1.

0.85 1.05129 1.03885 1.04531 1. 1.02060 1. 1. 1. 1.

0.9 1.07618 1.05195 1.04547 1.01439 1.04408 1. 1.01526 1. 1.01675
0.95 1.14808 1.09977 1,04895 1.05227 1.05935 1.03236 1.05093 1. 1.04705
1. 1,37776 1.32249% 1. 1.37236 1.(MS)* 1.37777 1. 1.37236 1.(MS)

- - — - - = . »

*{MS) : toutes les valeurs propres sont égales & 1
(stabiTité marginale)

Condition de stabilité : R;(at) = max[qu[gj(w,At,Ax))

W J

TABLEAU 4b

J<1.
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SCHEMA A VISCOSITE CORRIGEE PUREMENT EXPLICITE

ANALYSE DE STABILITE DE VON NEUMANN

41 noeuds de discrétisation

a = 0.9
CFL Nv=10 | Nv=15| Nv=20 |[Nv=30 | Nv=40 |Nv=50 | Nv=60 | Nv=70]Nv=80
0.05 | 1. 0.98310 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.1 1. 0.98329 { 1 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.15 | 1. 0.98360 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.2 1. 0.98407 | 1. 1. 1. 1. 1. 1, 1.
0.25 | 1. 0.98470 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.3 1. 0.98553 § 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.35 | 1. 0,98659 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.4 1, 0.98792 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.45 | 1.00272 | 0.98957 | 1 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.5 1.00621 | 0.99159 | 1. 1. i, 1. 1. 1, 1.
0.55 | 1.01013 | 0.,99403 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.6 1.01448 | 0,99697 | 1. 1. 1. 1, 1. 1. 1.
0.65 | 1.01929 | 1.00045 | 1 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.7 1.02458 | 1,00460 | 1 1, 1. 1. 1. 1. 1.
0.75 | 1.03036 | 1.00945 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.8 1.03666 | 1.ul511 | 1.00141 { 1. 1. 1. 1. 1. L,
g.85 | 1.04351 | 1.02167 | 1.01893 | 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.9 1.05092 ! 1.02921 | 1.02632 | 1. 1.00911 | 1. 1. 1. - 1.
0.95 ] 1.1019) | 1.04851 | 1.02896 | 1.02411 | 1.03139 | 1.00827 | 1.02435 [ 1. 1.01078
1. 1.36648 | 1.30039 | 1.(ms)" | 1.33598 | 1.(ms)" | 1.34648 1.(ms)* | 1.33598 1.(ms)*
* (MS) toutes les valeurs propres sont égales & 1
(stabilité marginale)
maX(gj(wsAtaﬂ.x))] < 1.

.Condition de stabilité : R,(at) = max[

[

TABLEAU 4c

J
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SCHEMA A VISCOSITE CORRIGEE PUREMENT EXPLICITE

ANALYSE DE STABILITE DE VON NEUMANN

41 noeuds de discrétisation
a = 0.8

CFL [ Nv =10 |Nv =15 | Ny =20 { Nv=30| Nv=40 | Nv=50[Nv=60 INv=70 | Nv=80
0.05 | 1 0.96618 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.1 1 0.96646 | 1. 1.. 1. 1. 1. 1. 1.
0.15 | 1 0.96694 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.2 |1 0.96762 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.25 | 1 0.96855 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.3 |1 0.96973 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.35 | 1 0.97120 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.4 1 0.97300 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.45 | 1 0.97517 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.5 1 0.97776 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.55 | 1. 0.98083 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.6 1,00432 | 0.98444 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.65 | 1.00938 | 0.98866 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.7 1.01493 | 0.99355 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.75 | 1.02099 | 0.99919 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.8 | 1.02759 | 1.00567 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.85 | 1.03474 | 1.01306 | 1. 1. 1. 1, 1. 1. 1.
0.9 1.04248 | 1.02147 | 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
0.95 { 1.05082 | 1.03098 | 1,00581 | 1. 1.00057 | 1.00080 | 1. 1. Lo
1. 1.28654 | 1.25748 | 1. 1.27493 | 1. 1.28654 | 1. 1.27493 | 1.(ms)

*(MS) : toutes les valeurs propres sont égales & 1
(stabilité marginale)

Condition de stabilite : R;(at) = max{qu(gj(w,At,Ax))] < 1.
w '

4

TABLEAU 4d
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COMPARAISON ENTRE LES SCHEMAS A VISCOSITE CORRIGEE

EXPLICITE ET SEMI-IMPLICITE DU POINT DE VUE

DE LA STABILITE

Norme des différents gj(w,Ax,At) pour les modes de
Fourier considérés dans le cas d'un maillage constitué de 41 .

noeuds.
a = 0.99 CFL = 1.
wh  * cas A cas B cas C cas D
/20 1.05323 { 0.61761 1.07459 0.32332
/10 0.83282 0.35056 0.99952 0.14378
3n/20 1.14782 0.25943 0.74126 0.23102
/5 0.99811 0.29856 1. 0.30593
n/4 0.71004 0.38004 1.30274 | 0.37886
3n/10 1.34047 | 0,44948 | 0.99591 | 0.44945
7n/20 0.60583 0.51717 0.33541 0.51727
2n/5 1. 0.58195 1. 0.58191
9n/20 1.29505 0.64295 1.40338 , 0.64295
/2 0.01 0.70003 | 0.99005 | 0.70004
11w/20 1.29926 0.75280 0.10363 0.75280
6n/10 0.98696 0.80093 1. 0.80093
13n/20 0.60996 0.84411 1.36664 i 0.84411
7n/10 1.33612 0.88210 0.98415 | 0.88210
3n/4 | 0.69004 | 0.91464 | 0.53204 | 0.91464
dn/5 1, 0.94155 1. 0.94155
177/20 1.13395 0.96265 1.19613 0.96265
9w/10 0.82144 {-0.97781 0.98049 0.97781
19w/20 1.05059 0.98695 0.90854 0.98695
T 0.98 0.99 1. 0.99
cas A : Nv = 15 (explicite) cas C : Nv = 50
cas B : Nv = 15 ( semi-implicite) cas D : Nv = 50
TABLEAU 5

(expiicite)

(semi-implicite)




- 253 -

SCHEMA A AMORTISSEMENT CORRIGE -

ANALYSE DE STABILITE DE VON NEUMANN

Les équations sont discrétisées par le schéma & vis-
cosité corrigée semi-implicite

N=41
a=1.
CFL=1.
Nv=15
k Nd = 20 Nd = 30 Nd = 40 Nd = 45 Nd = 60 Nd = 80
-1 1.56301 1.76486 2.21685 2.39964 3.55590 4.90945
-0.9 1.43583 1.52005 1.82600 1.90202 2.65139 3.35683
-0.8 1.31655 1.30782 1.50182 1.50317 1.97233 2.29197
-0.7 1.20467 1.12406 1.23340 1.18471 1.46311 1.56329
-0.6 1.09974 1 1.01156 1. 1.08161 1.06550
-0.5 1.00133 1. 1. 1.
=0.4 1.
~0.3
J STABLE STﬁBLE STABLE STAéLE STABLE STABLE

Condition de stabilite :

Ry(at) = max [max(gj(m,at,Ax)] <1,
w J

TABLEAU 6
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SCHEMA A AMORTISSEMENT CORRIGE

APPLICATION NUMERIQUE

Nombre d'itérations nécessaire

ayant d'arriver @ convergence.

Tuyére de section uniforme A = 1.0382
M=0.8

Nd = 30

k | -1. -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.2 0. 0.2 0.4
NI l 1219 929 875 869 871 877 909 942 967 951

k | 0.6 0.8 1. 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4
N1 I 947 927 951 926 870 868 840 868 867 869

k J 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 4.0
NI ‘ 895 899 926 954 957 985 1013 1015

TABLEAU 7
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SCHEMA A AMORTISSEMENT CORRIGE :

INFLUENCE DE LA DISCRETISATION

TUYERE 1

Résolution par le schéma & viscosité corrigée CFL =

MRS = 1.58 VC = 0.97

Nd k 0 0.4 0.8 1.2 1.6 1.8 2. 2.2 2.4
40 _ 706 721 721

50 871 796 736 691 721 646 646 676 691
60 661 661 , 661

70 691

Résolution par le schéma de Lax-Wendroff :

sans amortissement : 1288 itérations

k Nd NI
5.4 10 1023
-2.6 20 1033
-0.8 50 1012

TABLEAU 8

valeurs optimales
obtenues
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INFLUENCE DES CONDITIONS ADDITIONNELLES PUREMENT
NUMERIQUES SUR LA STABILITE (probléme unidimensionnel)

TEST AMONT (1) AVAL (1) AVAL (2) NATURE DE

LA SOLUTION
1 CL1 CL2 CL3 STABLE
2 CL4 CLS CL6 INSTABLE
3 CLS CL4 CL6 INSTABLE
4 CL6 CL5 CL4 STABLE
5 CL6 CL7 cL8 STABLE
6 CL4 CL7 CL8 STABLE
7 CL9 CL7 CL8 STABLE

Remarque : chacune de ces combinaisons a également &té essayée

avec la version explicite du schéma & viscosité
corrigée. Pour les mémes coefficients numériques
(v€ = 1., CFL = 1., Ny = 20) tous les calculs se
sont trouvés étre instables.

TABLEAU 9
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INFLUENCE DES CONDITIONS ADDITIONNELLES

PUREMENT NUMERIQUES SUR LA STABILITE

(probléme bidimensionnel)

TEST | AMONT (1) | AVAL (1) | AVAL (2) | AVAL (3) NATURE DE
LA SOLUTION
1 cL1 cL2 cL3 cL4 STABLE
2 cLl cL10 cL11 CcL12 INSTABLE
3 cL12 CLY cL10 CL11 STABLE
4 CL10 CLY CL11 cL12 INSTABLE
5 cL9 CL10 L1l CL12 INSTABLE
6 CL10 cL9 CL10 cL1l STABLE
7 CL5 L6 cL7 cLe STABLE

TABLEAU 10
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AUBE 1

SECTION DE TETE D'UN AUBAGE ROTORIQUE DE DERNIER ETAGE

D'UNE TURBINE A VAPEUR DE GRANDE PUISSANCE

COORDONNEES DU PROFIL (Réf. 59, &0)

EXTRADOS IRTRADOS

Y X Y X Y X
0.88 20.  1.350 0. 0.88 25.
1.49 21, 1.306 0.4 0.482 26.
1.623 22.  1.268 1.4 0.410 27.
1.874 23.  1.238 2. 0.300 28.
2,334 24.  1.218 3. 0.210 29.
2.578 25. 1,206 4. 0.134 30.
2.784 26.  1.200 5. 0.076 31.
2.896 27.  1.204 6. 0.034 32.
2.936 28.  1.212 7. 0.010 33.
2.946 29.  1.226 8. 0. 34.
2.936 30,  1.244 9. 0. 35.
2.896 3. 1.270 10. 0. 36.
2.846 32.  1.298 11 0. 37.
2.668 33.  1.336 12, 0. 38
2.536 34,  1.378 13, 0. 39.
2.412 35.  1.426 14. 0. 40.
2.274 3.  1.478 15. 0.
2.142 37.  1.536 16. 0-
2.020 38, 1.6 17. 0.
1.906 39.  1.668 18. 0.
1.8 39.4 1.698 19, "o,
1.708 40.  1.143 20. 0.
1.618 21. 0.
1.538 22. 0.
1.468 23. 0.
1.406 24. 0.

TABLEAU 11

| <

= OO O 0 0 00 0 O oo O 0o

.004
014
.030
.054
.084
.108
.162
.214
.270
. 334
.404
.480
.564
. 148
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.944
.993
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.276
.512
.810
.170

mmmu-lmmmmp-h-bwwmml\)mr-»—-»—‘n—c‘oooooOo

AUBE 2

- 259 -

SECTION MOYENNE D'UN AUBAGE ROTORIQUE DE TURBINE
A GAZ TRANSSONIQUE

INTRADOS

Y

19.
.043 21
.178 22
.363 24,
.550 25.
.735 27
.919 29.
.101 30
.281 32.
.459 34.
.635 36.
.066 38
.484 39
.885 41
.268 43.
.630 44
.970 45
.285 45.
.572 46.
.829 a7.
.052 48.
.240 48
.389 48
.483 49,
.567 49 .
.595 50
.581 50.
.527 '

589

.064
.550

164
782

.439

132

.857

610
389
190

.011
.850
.706

575

.327
.080°

835
593
352
112

.440
.874

134
638

.057

336

TABLEAU 12

Y
.434
.305 -0
.143 -0
.948 -0
. 125 -0
.477 -1
.205 -1
.912 -1
.600 -1
272 -1
.929 -1
.573 -1
.205 -0
.827 -0
.439 -0
.281 -0.
.123 0
.963 0
.801 1
.639 1
.476 2
.405 3
.311 3
.260 4
.146 5
.063 6
7

.473
.865
.927
.379
.019
.049
067
.075
.071
.057
.032
.923
.747
.503

193

.183
.629
.143
.726
. 380
.105
.904
.778
.730
.762
.877

10.
10,
10.

10

W W0 w e @~ -2 5 s W NN N RO OO
»

EXTRADOS

Y
9
.165 10.
.75 11
.133 13.
.502 14.
.863 16
.217 18.
.564 20
.903 22
.236 24.
.561 26.
.880 28.
645 31.
.366 33.
.044 35.
.677 38.
.267 40
.812 a1.
312 42
.767 43.
.175 43.
537 aa.
.850 13
114 46..
328 47
489 48
.595 49.

COORDONNEES DU PROFIL (Réf.

X

.078

370

.757

244
839

.348

379

.339
.404

547
740
967
215
478
751
032

.318

233

.150

066
984

901
.819

738

.657
.539

540

61)

—_ e e =
o O o0 oo

C V= R YN N WL W ROy ) 0w O W

Y

.645
636
.564
.427
.219
.937
574
.128
611
.045
.445
.823
.188
.542
.809
.233
572
.308
.042
777
.510
244
977
.710
.443
176
.879
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APPROXIMATION INITIALE DES CONDITIONS AUX LIMI#ES

INTERMEDIAIRES DANS LE CALCUL D'UN ETAGE DE TURBINE

Approximation initiale | Approximation corrigée
/ ey (p2/Pory) (p2/Poy)
P3/Po1, + P2/Pot Pa/Por
2 Po1g % approché exact

0.55 0.775 0.553 0.583
0.60 0.8 0.624 0.632
0.65 0.825 0.687 0.680
0.70 0.850 0.744 0.727
0.75 0.875 0.797 0.780
0.80 0.9 0.844 : 0.831

Lle calcul de T'écoulement est effectué au moyen du systéme
réduit (@ enthalpie totale constante) appliqué & la géométrie
de 1'étage 1

TABLEAU 13
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COORDONMNEES DES AUBAGES STATORIQUES ET ROTORIQUES (Réf. g5)

Aube statorique

X Yintr Yextr
0. 0.254 0.254

127 .033 .925

.254 0. 1171

.381 .033 1.336

.508 127 1.455

.635 .208 | 1.542

.762 .277 1.608
1.01e6 .384 1.684
1.270 462 1.717
1.524 .516 1.717
1.778 .551 1.692
2.032 .574 1.648
2.286 .582 1.593
2.540 .579 1.527
2.794 .566 1.321
3.048 .549 1.369
3.302 .h21 1.278
3.556 .488 1.181
3.810 447 1.080
4.064 404 .970
4.318 .352 .856
4.572 .300 .737
4.826 .241 .615
5.080 .178 .488
5.334 .114 .358
5.588 .043 .226
5.715 .008 . 157
5.819 .064 .064

TABLEAU 14

W W W MR N N PR N NN e = e

Aube rotorique

X Yintr Yextr
0. 0.1880 | 0.1880
.0254 .0838 | .3505
.0508 .0483 .4470
.0762 0254 5283
.1016 .0127 5944
.127 .0051 .6528
.1905 .0051 .7849
.254 .0305 .8865
.3175 .0762 .9779
.381 .1397 | 1.0541
.508 L2718 | 1.1938
.635 4623 | 1.3005
.762 .4826 | 1.3868
.889 .5613 | 1.4580
.016 .6274 | 1.5138
.143 .6833 | 1.5519
.270 .7239 | 1.5748
.397 .7518 | 1.5824
.524 .7696 | 1.5773
.651 .7798 | 1.5621
.778 7772 | 1.5291
.905 .7671 | 1.4859
.032 .7442 | 1.4326
.159 .7163 | 1.3665
.286 .6782 | 1.2903
.413 .6350 | 1.2040
.540 .5817 | 1.1074
.667 .5237 | 1.0033
794 .9804 .8890
921 .3861 L7947
.048 .3073 6502
.175 . 2235 5207
.302 .1321 .3861
.429 .0330 .2438
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COMPARAISON DES VALEURS PREVUES (REF. 65), MESUREES EN
SOUFFLERIE ET CALCULEES PAR LE PROGRAMME DE CALCUL
DE L'ECOULEMENT DANS UN ETAGE DE TURBINE

Valeur prévue Valeur mesurée Valeur calculée.

\Iy2 311.2 m/s 310.1 m/s 310.2 m/s

X 94.8 m/s 99.3 m/s 101.7 m/s

2
Vo 325.3 m/s 325.6 m/s 326.5 m/s
Wo 147.0 m/s 149.1 m/s 149.8 m/s
Wa 320.6 m/s 330 m/s 316.6 m/s
VP 73.05° 72.25° 71.83°
Bo 49 .83° : 48 .26° 47.78°
B3 -b8.65° -56.40° -55.97°
a3 -24.20° -22.60° -19.8°
Vs, 166.8 m/s ' 182.6 m/s 177.1 m/s
Vs 182.9 m/s 197.8 m/s 188.2 m/s

p3/Por, = 0.225

Nr = 8081 tr/min
Etage 2 (N.A.S.A)

TABLEAU 15
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AUBE 3

SECTION MOYENNE D'UNE AUBE STATORIQUE DE TURBINE A

GAZ TRANSSONIQUE : COORDONNEES DU PROFIL (Réf. 19)

QO O O O 0O O O O O O 0 2 O O O O O O OO0 O O o o 0o o oo

X/C | /€ | Yo, t/C X/C | Vine/C| Yort/©

0.064 | 0.064 0.520 | 0.096 | 0.239
.010 | 0.031 | 0.103 0.540 | 0.094 | 0.232
.018 | 0.022 | 0.118 0.560 | 0.092 | 0.225
020 | 0.019 0.122 0.580 | 0.090 | 0.218
.040 |- 0.005 | 0.153 0.600 | 0.087 | 0.211
060 | 0. 0.181 0.620 | 0.084 | 0.204
.080 | 0. 0.206 0.640 | 0.081 | 0.196
.100 | 0.006 0.226 0.660 | 0.078 | 0.187
120 | 0.013 | 0.243 0.680 | 0.075 | 0.179
.140 | 0.024 | 0.257 - 0.700 | 0.071 | 0.170
.160 | 0.033 | 0.268 0.720 | 0.066 | 0.162
.180 | 0.042 | 0.276 0.740 | 0.062 | 0.153
.200 | 0.050 0.283 0.760 | 0.057 | 0.144
.220 | 0.058 | 0.288 0.780 | 0.053 | 0.135
.240 | 0.065 0.291 0.800 | 0.048 | 0.125
.260 | 0.071 | 0.292 0.820 | 0.043 | 0.115
.280 | 0.076 0.292 0.840 | 0.038 | 0.105
.300 | 0.081 | 0.291 0.860 | 0.032 | 0.094
.320 | 0.085 0.288 0.880 | 0.027 | 0.084
.340 | 0.089 0.285 0.900 | 0.022 | 0.073
.360 | 0.092 | 0.281 0.920 | 0.016 | 0.062
.380 | 0.094 | 0.277 0.940 | 01011 | 0.051
.400 | 0.096 0.273 0.960 | 0.006 | 0.039
.420 | 0.097 | 0.268 0.980 | 0.001 | 0.028
.440 | 0.098 | 0.263 0.990 | O. 0.022
460 | 0.098 0.258 0.998 | 0.004 | 0.017
.480 | 0.098 | 0.252 1. 0.011 | 0.011
.500 | 0.097 0.245

TABLEAU 16
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AUBE 3

SECTION MOYENNE D'UNE AUBE STATORIQUE DE TURBINE A

GAZ TRANSSONIQUE : PROFIL DES PAROIS CONTOURNEES (Réf.19)

X r X r
(mm) (mm) (mm) (mm)
0. 20. 17.50 14 .55
5. 20. 18.50 13.94
5.50 19.99 19.50 13144
6. 19.96 20.50 12.63
6.50 19.91 : 21.50 12.13
7. 19.84 22. 11.82
7.50 19.75 22.50 | 11.53
8. 19.63 23. 11.27
8.50 19.50 23.50 11.04
9, 19.44 24. 10.84
9.50 19.16 24 .50 10.66
10. 18.96 25. 10.50
10.50 18.72 25.50 10.36
11. 18.47 26. 10.25
11.50 18.18 ' 26.50 10.16

12. 17.87 27. 10.09
13. 17.27 27 .50 10.04
14. 16.76 : 28. 10.01
15. 16.06 28.50 10.
16. 15.45 29. 10.
16.75 15.

Ja coordonnée x est mesurée dans la direction axiale

la coordonnée r est une mesure de la demi-hauteur

du canal

TABLEAU 17
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INFLUENCE DES CONDITIONS ADDITIONNELLES

PUREMENT NUMERIQUES SUR LA STABILITE

(probléme tridimensionnel)

TEST | AMONT (1) | AVAL (1) | AVAL (2) | AVAL (3) | AVAL (4) | NATURE DE

LA SOLUTION

1 cL1 cL2 CL3 CL4 CL5 INSTABLE
2 CL5 cL1 cL? CL3 cL4 INSTABLE
3 cL4 cL1 cL2 CL3 CL5 INSTABLE
4 CL5 cL2 cL3 cL4 CL5 INSTABLE
5 cL4 cL1 cL2 L3 cL4 STABLE

TABLEAU 18
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COORDONNEES DU PROFIL STATORIQUE (Fig. 91)(Réf. 67)

extr. intr.
0. 0. 0.
9. 34 . -34,
20. 48. -48.
35, 59.5 -59.5
55. 70. -67.
75. 78. -72.
95. 85. -78.
115. 90. -84,
135. 93.5 -91
158. 96.5 -99.5
175. 97.5 -106.
195 . 97.5 -115.
235, 93. -134.5
255, 88. -146.
275. 82. -158.
295, 74, -171.
315 64.5 -185.
335. 53, -199.5
355. 39, -215.
375. 24, -232,

TABLEAU 19

extr. Yintr.
390. 10.5 -245 .,
405. -4. -259.5
423, -23. -278.
440, ~42.5 -295.
460. -68.5 -317.5
480. ~96.5 -341.
500. -127. -367
517. -153. -389.5
534. -180.5 -413.5
550. -207.5 -436.
565. -234 -458.5
600. -302. -512.
620. -345. -543,
642. -397.5 -579.
660. -441. -608.
680. ~-496.5 -641.
695. ~542.5 -667.
710. -595.5 -674.
724. -658. -658.
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GRILLE D'AUBES ANNULAIRE T1

GEOMETRIE DES PAROLS CONTOURNEES DU CARTER (Réf. 67)

z Rmoyeu Rcarter
(m) (m)
0. 0.283 0.377
275.52 - 0.377
300.57 - 0.37682
325.62 - 0.37632
350.67 - 0.37553
375.71 - 0.37449
400.76 - - 0.37323
425 .81 - .0.37180
450 .86 - 0.37024
475.90 - 0.36858
500.95 - 0.36687
526.00 - 0.36513
551.05 - 0.36342
576 .10 - 0.36176
601.14 - 0.36020
626.19 -  0.35877
651.24 - 0.35751
676.29 - 0.35647
701.33 - 0.35568
726 .38 - 0.35518
751.43 0.283 0.355

TABLEAY 20
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FIG. 4 — GEOMETRIE D'UN ETAGE DE
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(Méthode de KEMP et SEARS)
(Réf. 34)
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FIG.34c —SCHEMA A VISCOSITE CORRIGEE :
TRAITEMENT DES FRONTIERES IMPERMEABLES

FIG.-34.d - SCHEMA A VISCOSITE CORRIGEE :
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FIG. 84 — TRANSFORMATION DE COORDONNEES
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FIG. 85 — DEFINITION D'UNE FACE DU VOLUME
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