
CHAPITRE 1Homotopie et homotopie rationnelle des espa
eset des appli
ationsCe premier 
hapitre réalise deux obje
tifs.Premièrement, il 
ontient une brève introdu
tion à la théorie de l'homo-topie rationnelle. Celle-
i ne peut être présentée dans sa totalité en unseul 
hapitre. Par 
onséquent, nous nous limitons aux 
on
epts et auxoutils spé
i�ques, indispensables à notre travail.Deuxièmement, il rassemble la plupart des lemmes te
hniques utilisésdans les trois derniers 
hapitres, où sont exposés les arguments plus fon-damentaux.Dans la première se
tion, nous introduisons la 
lasse des espa
es nilpo-tents, qui étend 
elle des espa
es simplement 
onnexes.La deuxième se
tion est 
onsa
rée aux modèles de Sullivan. Nous re-voyons en détail les notions de modèle minimal et de modèle minimalrelatif, et les propriétés prin
ipales dont nous ferons usage.Les deux se
tions suivantes sont 
onsa
rées aux algèbres de Lie graduées.Nous rappelons la dé�nition d'une telle algèbre et 
onstruisons l'algèbrede Lie d'homotopie rationnelle d'un espa
e X. En parti
ulier, nous mon-trons 
omment retrouver 
ette algèbre de Lie graduée à partir du modèleminimal de Sullivan de X.La se
tion 5 présente su

essivement les espa
es formels, dont le typed'homotopie rationnel peut se déduire formellement de l'algèbre de 
o-homologie, et les espa
es 
oformels, dont le modèle minimal admet unedi�érentielle quadratique.La sixième se
tion est 
onsa
rée à l'étude de l'opération d'holonomied'une �bration. Nous en rappelons la dé�nition, nous faisons le lien ave
la longue suite exa
te en homotopie, et nous dé
rivons 
ette opérationau niveau des modèles de Sullivan.Dans la septième se
tion, nous étudions les �brations dont la �bre estun bouquet de sphères. Nous démontrons en parti
ulier que le modèleminimal relatif d'une telle �bration est le modèle minimal de l'espa
etotal. 1



2 1. HOMOTOPIE ET HOMOTOPIE RATIONNELLEEn�n, les notions de 
atégorie de Lusternik-S
hnirelmann et de 
atégorierationnelle sont rappelées dans la huitième se
tion, et dans la dernièrese
tion, nous expliquons les raisons qui nous poussent à limiter notreétude aux variétés simplement 
onnexes.1.1. Espa
es nilpotentsLes espa
es nilpotents forment la famille naturelle d'espa
es généra-lisant les espa
es simplement 
onnexes, et à laquelle s'applique la théoriede Sullivan. Pour pouvoir les dé�nir, 
ommençons par rappeler l'a
tiondu groupe fondamental d'un espa
e sur ses groupes d'homotopie d'ordresupérieur.Désignons par Dn le disque unitaire de Rn, dont le bord, noté ∂Dn esthoméomorphe à Sn−1, n ≥ 1, et par I l'intervalle fermé [0, 1].Soient (X, ∗) un espa
e topologique pointé et f : (D1, ∂D1) → (X, ∗) et
g : (Dn, ∂Dn) → (X, ∗) deux appli
ations 
ontinues.La 
lasse d'homotopie de l'appli
ation f ⋆g : (Dn, ∂Dn) → (X, ∗), dé�niepar

f ⋆ g(v) =

{
g(2v) si |v| ≤ 1

2 ,

f(2(1 − |v|)) si 1
2 ≤ |v|,ne dépend que des 
lasses d'homotopie de f et de g. On peut véri�er que

f ⋆ [g1 +g2] = f ⋆ [g1]+f ⋆ [g2]. Par 
onséquent, 
ette 
onstru
tion dé�nitune a
tion du groupe π1(X) sur les groupes πn(X), n ≥ 1. Cette a
tionest dite triviale sur πn(X), si [f ⋆ g] = [g], pour 
haque g ∈ πn(X).Notons
πn(X)(2) := {[f ⋆ g − g]|g ∈ πn(X)}.Par ré
urren
e, on dé�nit

πn(X)(r) := {[f ⋆ g − g]|g ∈ πn(X)(r−1)}.Dé�nition 1.1. L'a
tion ⋆ est dite nilpotente sur πn(X) s'il existe r ≥ 2tel que πn(X)(r) = 0.Dé�nition 1.2. Un espa
e nilpotent est un espa
e pointé (X, ∗) tel que
π1(X) est un groupe nilpotent, agissant de manière nilpotente sur 
ha
undes πn(X).Parmi les espa
es nilpotents, on trouve les espa
es simplement 
onnexeset les espa
es d'Eilenberg-Ma
lane K(G, 1) dont le groupe fondamental
G, est nilpotent.



1.2. MODÈLES DE SULLIVAN 31.2. Modèles de SullivanA 
haque espa
e topologique X nilpotent, nous asso
ions un objetalgébrique, appelé son modèle de Sullivan, à partir duquel nous pouvons
al
uler expli
itement le 
ro
het de Lie de π∗ΩX ⊗ Q. Cette se
tionintroduit les 
on
epts essentiels. Le le
teur désireux d'en savoir plus,pourra 
onsulter [8℄. 1.2.1. Modèles minimauxSoit V un Q-espa
e ve
toriel gradué. Nous noterons ΛV = TV/I,l'algèbre graduée 
ommutative obtenue en quotientant l'algèbre tenso-rielle sur V, par l'idéal I engendré par les éléments du type x ⊗ y −
(−1)|x||y|y ⊗ x, x, y ∈ V. Par 
onvention, Λ(x1, . . . , xk) désigne l'algèbregraduée 
ommutative asso
iée à l'espa
e ve
toriel engendré par les xi.Dé�nition 1.3. Une algèbre de Sullivan est une Q-algèbre de 
o
haines
ommutative de la forme (ΛV, d) où� V = ⊕p≥1V

p� V =
⋃∞
k=0 V (k), où V (0) ⊂ V (1) ⊂ ... est une suite 
roissanted'espa
es ve
toriels gradués telle que

d = 0 sur V (0), et d(V (k)) ⊂ ΛV (k − 1), k ≥ 1.Une telle algèbre est minimale si d(V ) ⊂ Λ≥2V.Notons Λ(t, dt) l'algèbre de Sullivan 
ontra
tible telle que |t| = 0,et ǫ0, ǫ1 : Λ(t, dt) → Q les augmentations dé�nies respe
tivement par
ǫ0(t) = 0 et ǫ1(t) = 1. Deux morphismes d'algèbres de 
o
haines 
om-mutatives ϕ0, ϕ1 : (ΛV, d) → (A, d) sont dits homotopes s'il existe unmorphisme d'algèbres di�érentielles graduées 
ommutatives

φ : (ΛV, d) → (A, d) ⊗ Λ(t, dt)tel que (Id.ǫi)φ = ϕi, i = 0, 1.Une propriété 
lé des modèles de Sullivan est 
ontenue dans la proposi-tion suivante :Proposition 1.4. (Lemme de relèvement) ( [8℄, Prop 12.9)Supposons avoir des morphismes d'algèbres de 
o
haînes 
ommutatives
(A, d)

≃ η

��
(ΛV, d)

ψ
// (C, d)



4 1. HOMOTOPIE ET HOMOTOPIE RATIONNELLEtels que η soit un quasi-isomorphisme et (ΛV, d) une algèbre de Sulli-van. Alors il existe un morphisme d'algèbres de 
o
haines 
ommutatives
ϕ : (ΛV, d) → (A, d), unique à homotopie près, tel que le diagramme
ommute à homotopie près. En parti
ulier, 
e
i implique qu'il 
ommuteen homologie.Dans [21℄, D.Sullivan dé�nit le fon
teur

APL : TOP −→ ADGCde la 
atégorie des espa
es topologiques dans la 
atégorie des algèbresdi�érentielles graduées 
ommutatives. Celui-
i asso
ie à 
haque espa
etopologique X une algèbre de 
o
haines 
ommutative APL(X) telle que
H∗(X; Q) ∼= H(APL(X)). L'algèbre di�érentielle APL(X) est un ana-logue rationnel de l'algèbre des formes de de Rham sur une variété.Dé�nition 1.5. Un modèle de Sullivan d'une Q-algèbre de 
o
haines
ommutative (A, d), 
ohomologiquement 
onnexe (
.à.d. H0(A, d) = Q),est une algèbre de Sullivan munie d'un quasi-isomorphisme

ϕ : (ΛV, d) → (A, d).Un modèle de Sullivan est dit minimal si l'algèbre (ΛV, d) est minimale.Toute Q-algèbre de 
o
haines 
ommutative 
ohomologiquement 
onnexeadmet un modèle de Sullivan minimal unique à isomorphisme près [8℄.Un modèle de Sullivan d'un espa
e X est une algèbre de Sullivan munied'un quasi-isomorphisme
ϕ : (ΛV, d) → APL(X).Chaque espa
e topologique 
onnexe X, possède un modèle minimal deSullivan, unique à isomorphisme près [8℄. Nous le noterons mX .Remarque 1.6. (Voir [8℄, se
tion 17)Sullivan établit dans [21℄ une bije
tion entre les types d'homotopies ra-tionnels d'une part et les 
lasses d'isomorphismes d'algèbres minimalesde Sullivan sur Q d'autre part. Il 
onstruit pour 
ela un fon
teur de réa-lisation |.|, qui asso
ie à 
haque algèbre de Sullivan minimale (ΛV, d), unCW-
omplexe |(ΛV, d)| tel que m|(ΛV,d)|

∼= (ΛV, d).Exemple 1.7. Le modèle minimal des sphères.Si k ≥ 1 est impair, le modèle minimal de Sk est donné par (Λe, 0) ave

|e| = k.Si k ≥ 1 est pair, alors le modèle minimal de Sk est donné par (Λ(e, t), d)ave
 d(e) = 0, d(t) = e2 et |e| = k.



1.2. MODÈLES DE SULLIVAN 5Exemple 1.8. [8℄ Tout H-espa
e admet un modèle minimal de Sullivande la forme (ΛV, 0).Soit f : Y → X une appli
ation 
ontinue entre deux espa
es 
onnexeset
mX : (ΛV, d) → APL(X) , mY : (ΛW,d) → APL(Y )deux modèles minimaux de Sullivan, respe
tivement de X et de Y. Onpeut modéliser le morphisme APL(f) : APL(X) → APL(Y ) en 
hoisis-sant, par la Proposition 1.4, un morphisme ϕf : (ΛV, d) → (ΛW,d) telque le diagramme suivant 
ommute à homotopie près

APL(X)
APL(f)

// APL(Y )

(ΛV, d)

mX

OO

ϕf

// (ΛW,d).

mY

OOL'appli
ation ϕf étant la seule, à homotopie près, à véri�er 
ette pro-priété, la partie linéaire Q(ϕf ) : V →W ne dépend pas du 
hoix de ϕf .Elle dépend uniquement de la 
lasse d'homotopie de f. Dans la suite de
e texte, nous la noterons Q(f).Lemme 1.9. Si Q(f) est inje
tif, alors ϕf est inje
tif, et si ϕf est sur-je
tif, alors Q(f) est surje
tif.PreuveRemarquons tout d'abord que si ψ : V → W est inje
tif, alors son ex-tension multipli
ative ψ : ΛV → ΛW, est également inje
tive. Supposonsensuite que
w =

∑

i≥k

wi ave
 wi ∈ ΛiVsoit tel que ϕf (w) = 0. Clairement, ϕf (w) − Q(f)(wk) ∈ Λ>kW. Dèslors, wk = 0 et en répétant l'argument, on obtient w = 0. La deuxièmea�rmation est évidente. �Soit (ΛV, d) le modèle minimal de X et (ΛW,d) le modèle minimal de
Sk ave
 W k = Q · e, 
omme dé
rit dans l'Exemple 1.7. Pour 
haque
[a : Sk → X] ∈ πk(X) et 
haque v ∈ V k, il existe un unique r ∈ Q telque Q(a)(v) = r · e.Proposition 1.10. L'appli
ation 〈, 〉 : πk(X) × V k → Q dé�nie par(1.1) 〈[a], v〉 =

{
r si |v| = k , [a] ∈ πk(X) ⊗ Q et Q(a)(v) = r · e

0 sinon



6 1. HOMOTOPIE ET HOMOTOPIE RATIONNELLEest bilinéaire.Si l'espa
e X est nilpotent et si sa 
ohomologie rationnelle est detype �ni, alors 
ette appli
ation bilinéaire est non-dégénérée. (Dans [8℄,les auteurs font la preuve dans le 
as simplement 
onnexe.) En d'autrestermes, 
ette appli
ation bilinéaire induit un isomorphisme(1.2) V k ∼= Hom(πk(X),Q),qui est naturel dans le sens suivant :Pour toute appli
ation 
ontinue f : Y → X de modèle minimal ϕf :
(ΛV, d) → (ΛW,d), le diagramme suivant est 
ommutatif

V k
∼= //

Q(f)

��

Hom(πk(X); Q)

ˇπk(f)
��

W k
∼=

// Hom(πk(Y ); Q).Lemme 1.11. Soit p : E → B une appli
ation 
ontinue telle que l'ho-momorphisme
π∗(Ωp) : π∗(ΩE) ⊗ Q → π∗(ΩB) ⊗ Qsoit surje
tif, alors l'appli
ation rationnalisée (Ωp)0 admet une se
tion.PreuveSuivant l'Exemple 1.8, le modèle de l'appli
ation Ωp est donné par unmorphisme d'adg


(ΛV, 0)
ϕ // (ΛW, 0).La naturalité de l'isomorphisme 1.2 permet de déduire de la surje
tivitéde π∗(Ωp) que l'appli
ation linéaire Q(ϕ) est inje
tive. On peut don
dé
omposer W 
omme W ∼= I ⊕ S ave
 I = Q(ϕ)(V ) et dé�nir le mor-phisme d'adg


(ΛW, 0)
ρ

11
∼= // (ΛI ⊗ ΛS, 0) // (ΛV, 0)par ρ(s) = 0 et ρ(x) = Q(ϕ)−1(x) pour s ∈ S et x ∈ I. Par 
onstru
tion,on obtient ρ ◦ϕ = IdΛV . En réalisant ρ, on obtient don
 une appli
ation

ρ̃ : (ΩB)0 → (ΩE)0 telle que (Ωp)0 ◦ ρ̃ ∼ Id(ΩB)0 . �



1.3. ALGÈBRES DE LIE GRADUÉES 71.2.2. Modèles minimaux relatifsSoit f : (A, dA) → (B, dB) un morphisme d'algèbres di�érentiellesgraduées 
ommutatives. Supposons que H0(A, dA) = H0(B, dB) = Q, etque H1(f) soit inje
tif, alors il existe un diagramme 
ommutatif
(A, dA)

f //

i ''NNNNNNNNNNN
(B, dB)

(A⊗ ΛW,D)

ϕ

OOoù i désigne l'inje
tion naturelle, où ϕ est un quasi-isomorphisme et où
(A⊗ ΛW,D) véri�e les propriétés suivantes :� D(W ) ⊂ (A+ ⊗ ΛW ) ⊕ Λ≥2W� Il existe une �ltration

W = ∪nW (n) , W (0) ⊂W (1) ⊂ · · ·ave
 D(W (0)) ⊂ A+ et D(W (n)) ⊂ A⊗ ΛW (n− 1).Notons que l'algèbre quotient (ΛW,D) est une algèbre de Sullivan mini-male. L'algèbre di�érentielle (A ⊗ ΛW,D) s'appelle un modèle minimalrelatif de f. L'intérêt premier de 
ette notion réside dans le théorèmesuivant de Halperin [11℄, dé
rivant une propriété essentielle des �brationsnilpotentes.Dé�nition 1.12. Une �bration p : E → B de �bre F est nilpotente sil'a
tion de π1(B) sur les groupes d'homotopie de F, induite par l'holo-nomie, dé�nie dans la se
tion 1.6, est nilpotente.Théorème 1.13. Soit p : E → B une �bration de �bre F. Supposonsque la �bration soit nilpotente et que la 
ohomologie de B soit de type�ni. Prenons un modèle minimal relatif de APL(p),

APL(B) // APL(E)

(ΛV, d)

∼=

OO

// (ΛV ⊗ ΛW,D),

∼=

OOalors l'algèbre quotient (ΛW,D) est un modèle minimal de Sullivan de
F. 1.3. Algèbres de Lie graduéesDé�nition 1.14. Une algèbre de Lie graduée est un espa
e ve
torielgradué L = {Li}i∈Z muni d'une appli
ation linéaire de degré zero, L ⊗



8 1. HOMOTOPIE ET HOMOTOPIE RATIONNELLE
L → L : x ⊗ y 7→ [x, y] telle que [a, b] = −(−1)|a||b|[b, a], pour tous leséléments a, b ∈ L, et satisfaisant l'identité de Ja
obi :

(−1)|a||c|[a, [b, c]] + (−1)|b||a|[b, [c, a]] + (−1)|c||b|[c, [a, b]] = 0.Soit V un espa
e ve
toriel gradué, et TV l'algèbre tensorielle sur
V. Le 
ommutateur usuel [a, b] = ab − (−1)|a||b|ba dé�nit une stru
tured'algèbre de Lie sur TV. Par dé�nition, l'algèbre de Lie libre sur V, notée
L(V ), est la sous-algèbre de Lie de TV engendrée par V. Par ailleurs, àtoute algèbre de Lie graduée L, on peut asso
ier une algèbre UL, appeléel'algèbre enveloppante de L, et dé�nie 
omme le quotient UL = TL/I,où I désigne l'idéal engendré par les éléments ab − (−1)|a||b|ba − [a, b]pour a, b ∈ L.Lemme 1.15. Dans une algèbre de Lie libre L(V ), tout mot de longueursupérieure à deux s'é
rit 
omme une somme de mots de la forme [v, l]ave
 v ∈ V et l ∈ L(V ).PreuveLa preuve se fait par ré
urren
e sur la longueur des mots de L(V ). Pourles mots de longueur 2, 
'est 
lair. Supposons ensuite que 
e soit vraipour les éléments de L≤k(V ), et 
onsidérons l = [lr, lk−r+1] ∈ Lk+1(V ),ave
 lr ∈ Lr(V ) et lk−r+1 ∈ Lk−r+1(V ). Si r = 1 ou k, il n'y a rien àdémontrer. Si 1 < r < k, alors, par l'hypothèse de ré
urren
e,

lr =
∑

j

[vj , l
j
r−1]pour 
ertains vj ∈ V et ljr−1 ∈ Lr−1(V ). Grâ
e à l'identité de Ja
obi, onpeut en
ore é
rire

[[vj , l
j
r−1], lk−r+1] = [vj , [l

j
r−1, lk−r+1]] − (−1)|vj ||l

j
r−1|[ljr−1, [vj , lk−r+1]],et on 
on
lut par ré
urren
e sur r. �Soient L1 et L2 deux algèbres de Lie graduées. Notons i1 et i2 les in
lu-sions de L1 et L2 dans l'algèbre de Lie libre engendrée par L1 ⊕ L2. Leproduit libre

L1 ∐ L2,est l'algèbre de Lie graduée obtenue en quotientant l'algèbre de Lie libre
L(L1 ⊕L2) par l'idéal engendré par les éléments ik([x, y])− [ik(x), ik(y)]pour tous les x, y ∈ Lk, 1 ≤ k ≤ 2. Le produit libre est le 
oproduit dansla 
atégorie des algèbres de Lie graduées.



1.4. L'ALGÈBRE DE LIE π∗ΩX ⊗ Q 9Toute 
ourte suite exa
te d'algèbres de Lie graduées de la forme
0 // I

i // L
p // K // 0dé�nit une a
tion de l'algèbre enveloppante UK sur l'algèbre de Liegraduée I/I2. En e�et, prenons une se
tion linéaire σ : K → L de p.Celle-
i dé�nit une a
tion de K sur I/I2 de la manière suivante. Pour
haque k ∈ K, et 
haque 
lasse [y] ∈ I/I2, on dé�nit k∗[y] := [[σ(k), y]] ∈

I/I2. Cette a
tion est bien dé�nie et de plus, elle ne dépend pas de lase
tion σ. En e�et, pour 
haque α ∈ I, [σ(k) + α, y] = [σ(k), y] + [α, y].Par 
onséquent, dans I/I2, [σ(k) + α, y] = [σ(k), y]. Cette a
tion peutêtre étendue linéairement à UK en dé�nissant
(k1 · · · kn) ∗ [y] := [σ(k1), [σ(k2), [. . . [σ(kn), y] . . .]pour 
haque 
lasse (k1 · · · kn) ∈ UK. Cette extension est bien une a
tiond'algèbre 
ar en vertu de l'identité de Ja
obi,

k1 ∗ (k2 ∗ [y]) − (−1)|k1||k2|k2 ∗ (k1 ∗ [y]) − [k1, k2] ∗ [y] = 0,pour tous les k1, k2 ∈ K. L'a
tion ainsi dé�nie, asso
iée à la 
ourte suiteexa
te
0 // I

i // L
p // K // 0sera notée(1.3)

Ad : UL⊗I/I2 → I/I2 : (k1 · · · kn)⊗[y] 7→ [σ(k1), [σ(k2), [. . . [σ(kn), y] . . .].Remarquons que lorsque I est une algèbre de Lie libre L(V ), 
e
i dé�nitune a
tion de UK sur V = L(V )/[L(V ),L(V )].1.4. L'algèbre de Lie π∗ΩX ⊗ QL'espa
e ve
toriel gradué π∗ΩX ⊗ Q est muni d'une stru
ture d'al-gèbre de Lie graduée dé�nie de la manière suivante.Soient [f ] ∈ πnΩX, [g] ∈ πmΩX. On forme l'appli
ation
h : Sn × Sm → ΩX : (x, t) 7→ f(x) ∗ g(t) ∗ f(x) ∗ g(t)oú ∗ désigne la 
omposition des la
ets dans ΩX et c le la
et inverse dula
et c.La restri
tion de h au bouquet Sn ∨ Sm est homotopiquement triviale.



10 1. HOMOTOPIE ET HOMOTOPIE RATIONNELLECe
i a pour 
onséquen
e que h passe au quotient à homotopie près.
Sn × Sm

h //

��

ΩX

Sn+m = Sn ∧ Sm

eh

99sssssssssssssssssssssL'appli
ation h̃ : Sn+m → ΩX ainsi 
onstruite s'appelle le 
ro
het deWhitehead de f et g et se note [f, g]. Sa 
lasse d'homotopie ne dépendque des 
lasses d'homotopie de f et g.Dans [8℄, on trouve une preuve duThéorème 1.16. (Milnor-Moore) Si X est un espa
e topologique sim-plement 
onnexe, alors(1) L'espa
e ve
toriel π∗ΩX⊗Q muni du 
ro
het de Whitehead estune algèbre de Lie graduée ;(2) L'homomorphisme de Hurewi
z Hur∗ ⊗ Q : π∗ΩX ⊗ Q →
H∗(ΩX; Q) induit un isomorphisme d'algèbres de Lie graduéesde π∗ΩX ⊗ Q vers PH∗(ΩX; Q), l'algèbre de Lie des élémentsprimitifs de H∗(ΩX; Q);(3) Cet isomorphisme s'étend en un isomorphisme d'algèbres deHopf,

∪π∗ΩX ⊗ Q → H∗(ΩX; Q).Dé�nition 1.17. L'algèbre de Lie graduée LX = π∗ΩX ⊗ Q s'appellel'algèbre de Lie d'homotopie rationnelle de X.Proposition 1.18. [8℄ Soient X et Y deux espa
es topologiques sim-plement 
onnexes, alors LX∨Y
∼= LX ∐ LY .Cal
ul de LX à partir du modèle minimalFixons le modèle minimal de Sullivan de l'espa
e nilpotent X,

(ΛV, d)
m // APL(X).Nous allons donner une stru
ture naturelle d'algèbre de Lie graduée àl'espa
e ve
toriel gradué L dé�ni par

sL = Hom(V,Q),



1.4. L'ALGÈBRE DE LIE π∗ΩX ⊗ Q 11
sL désignant la suspension de L. Dans 
e but, remarquons le simple faitsuivant. La di�érentielle d peut s'é
rire sous la forme

d = d2 + d3 + ...,
ha
un des di désignant la partie de d telle que di(V ) ⊂ ΛiV. Un 
al
uldire
t montre que l'appli
ation linéaire d2 véri�e l'équation d2
2 = 0, etdésigne don
 une di�érentielle. De plus, on véri�e aussi que d2d3+d3d2 =

0. On en déduit l'existen
e d'un 
ro
het de Lie sur L dé�ni par l'égalitésuivante :(1.4) 〈s([x, y]), v〉 = (−1)|y|+1
∑

α(〈s(y), vα〉〈s(x), wα〉
+ (−1)|s(x)||wα|〈s(x), wα〉〈s(y), vα〉),pour tout x, y ∈ L et v ∈ V, ave
 d2(v) =

∑
α vαwα.Remarque 1.19. Supposons que l'algèbre minimale de Sullivan (ΛV, d)soit bigraduée, 
'est-à-dire munie d'une graduation 
omplémentaire

ΛV = ⊕r(ΛV )(r),telle que d : (ΛV )(r) → (ΛV )(r+1). Cette graduation induit alors unenouvelle graduation sur L dé�nie par sLr = Hom(V (r); Q), telle que
[, ] : Lr × Lp → Lr+p−1.Exemple 1.20. Considérons la variété M = CP (n) × S2m+1 , n ≥ 2.Le modèle minimal de Sullivan de M est donné par le produit tensorieldes modèles de CP (n) et de S2m+1. Dans l'Exemple 1.7, nous avonsvu que l'algèbre (Λ(z), 0) ave
 |z| = 2m + 1 est le modèle minimal deSullivan de S2m+1 et il est aussi fa
ile de voir que (Λ(x, y), d) ave
 |x| =

2, d(x) = 0 et d(y) = xn+1 est le modèle minimal de Sullivan de CP (n).Par 
onséquent, l'algèbre de Sullivan (Λ(x, y, z), d) est le modèle minimalde M. Comme n ≥ 2, la partie quadratique de la di�érentielle est nulle,et L est don
 une algèbre de Lie abélienne Ab(a, b, c) ave
 |a| = 1, |b| =
2n et |c| = 2m.Notons Σ∗ : π∗(ΩX) → π∗+1(X) le morphisme de suspension obtenu parl'adjon
tion [S∗,ΩX] ∼= [S∗+1,X]. Notons x0 le point de base de X et c0le la
et 
onstant en x0. L'appli
ation Σ∗ asso
ie à la 
lasse d'homotopied'une appli
ation g : (In, ∂In) → (ΩX, c0), la 
lasse d'homotopie del'appli
ation h : (In+1, ∂In+1) → (X,x0) dé�nie par h(x, t) = g(x)(t).Dans [8℄ les auteurs démontrent leThéorème 1.21. L'appli
ation linéaire

̺X : π∗(ΩX) ⊗ Q → L



12 1. HOMOTOPIE ET HOMOTOPIE RATIONNELLEtelle que s(̺X(α)) est l'élément de sL = Hom(V ; Q) véri�ant
s(̺X(α))(v) = (−1)|α|+1〈Σn(α), v〉 , α ∈ πn(ΩX) ⊗ Q , v ∈ V n+1,est un isomorphisme d'algèbres de Lie graduées.Autrement dit, la formule 1.4 dé�nit entièrement le 
ro
het sur LX .Exemple 1.22. Dans le 
as de la variété M = CPn×S2m+1 , n ≥ 2, leThéorème 1.21 indique que

π∗(ΩM) ⊗ Q ∼= Ab(a, b, c).1.5. Espa
es formels et 
oformels1.5.1. Espa
es formelsDé�nition 1.23. Un espa
eX est formel s'il existe un quasi-isomorphisme
fX : mX

≃ // (H∗(X,Q), 0) .Les sphères sont évidemment des variétés formelles. Parmi 
es varié-tés, on trouve aussi les variétés proje
tives 
omplexes et en parti
ulier lesvariétés Kähleriennes 1-
onnexes [4℄. Les propriétés suivantes se révèlenttrès utiles pour 
onstruire des espa
es formels.Proposition 1.24. (1) Soient X et Y deux espa
es formels. Alorsle bouquet X ∨ Y et le produit X × Y sont formels.(2) Tout retra
t par déformation d'un espa
e formel, est formel.Preuve 1. Voir [20℄, Lemme 4.1.
2. Soit Y →֒ X un retra
t de l'espa
e formel X et notons i l'in
lusion et
r la rétra
tion telles que i◦r ∼ idX . On en déduit le quasi-isomorphisme

(ΛVY , dY )
r∗ // (ΛVX , dX)

fX // (H∗(X,Q), 0)
i∗ // (H∗(Y,Q), 0).

�(a) Modèles bigraduésSoit A une algèbre graduée 
ommutative 
onnexe (A0 = Q). Onpeut 
onstruire un espa
e ve
toriel bigradué Z =
⊕

q≥1,p≥0 Z
q
p et unedi�érentielle d sur ΛZ telle que(1) d(Zqp) ⊂ (Λ≥2Z)q+1

p−1(2) Hq
0(ΛZ, d) ∼= Aq et Hq

p(ΛZ, d) = 0 si p 6= 0,



1.5. ESPACES FORMELS ET COFORMELS 13et pour lequel on a un quasi-isomorphisme ϕ : (ΛZ, d) → (A, 0), véri�ant
ϕ(Zp) = 0 si p ≥ 1.Ce modèle (ΛZ, d) s'appelle le modèle minimal bigradué de (A, 0).Construisons-le pas à pas. On pose tout d'abord Z0 = A+/(A+ · A+)et d = 0 sur Z0. De 
ette façon on a un morphisme d'algèbre surje
tif
ϕ0 : ΛZ0 → A.On 
onsidère ensuite Kerϕ0 et on pose V0 = Ker(ϕ0)/(Z0 · Ker(ϕ0)).Prenons une se
tion

Ker(ϕ0)
−// V0

σ
nnet posons en�n

Zp1
∼=

θ
// V p+1

0
et d(z) = σ(θ(z)) pour 
haque z ∈ Z1.Dès lors, on 
onstate que H0(ΛZ0 ⊗ ΛZ1, d) = A.Il nous reste à "tuer" tous les nouveaux 
o
y
les 
rées par l'introdu
tionde Z1. On regarde une se
tion σ de la proje
tion

ker(d) ∩ (Λ(Z0 ⊕ Z1)1)
−// H1(Λ(Z0 ⊕ Z1)) ,on pose

Zp2
∼=

θ
// Hp+1

1 (Λ(Z0 ⊕ Z1)) et d(z) = σ(θ(z)) pour 
haque z ∈ Z2et ainsi de suite.Il est 
lair que pour 
haque espa
e formel X, le modèle bigradué asso
iéà H∗(X,Q) est le modèle minimal de Sullivan de 
et espa
e. Toutefois,l'utilisation de 
ette 
onsru
tion est bien plus étendue. Dans [13℄, Hal-perin et Stashe� démontrent leThéorème 1.25. Soit X un espa
e topologique nilpotent, et (ΛZ, d)le modèle bigradué asso
ié à H∗(X; Q). Il existe une dérivation D =
d + d2 + d3 + · · · de 
arré nul, telle que di : Zk → (ΛZ)k−i et telle que
(ΛZ,D) soit un modèle de Sullivan de X.Remarque 1.26. Ce théorème implique l'inégalité

dim(πn(X) ⊗ Q) ≤ dim(Zn)pour 
haque X et 
haque n.(b) Appli
ationsSoit A une algèbre n-
onnexe, i.e. telle que A0 = Q , Ai = 0 pour
1 ≤ i ≤ n. Le modèle bigradué asso
ié à A est tel que Zp0 = 0 , p ≤ n.



14 1. HOMOTOPIE ET HOMOTOPIE RATIONNELLEComme d(Zp1 ) ⊂ (Λ2Z)p+1
0 , il s'en suit que Zq1 = 0 pour q ≤ 2n. Plusgénéralement, on 
onstate que Zqr = 0 pour q ≤ (r + 1)n. Ce 
onstatentraine l'assertion suivante :Proposition 1.27. Les espa
es n-
onnexes de dimension inférieure à

3n+ 1 sont formels.PreuveSoit (ΛZ, d) le modèle bigradué asso
ié à (H∗(X), 0). Le 
onstat pré-
édent et les hypothèses permettent d'a�rmer que pour 
haque r ≥
0 , Zqr = 0 si q ≤ (r + 1)n et que de plus, Zq0 = 0 si q > 3n+ 1.Par ailleurs, le théorème pré
édent assure l'existen
e d'une dérivation D,telle que (ΛZ,D) soit un modèle de X.Montrons par ré
urren
e que pour 
haque r > 1, on peut modi�er lesdérivations dk pour k ≤ r de telle sorte D = d sur Z≤r.Tout d'abord, remarquons que 
omme d2(Z2) ⊂ (ΛZ0)

≥3n+2, l'image de
Z2 par d2 est in
lue dans l'image de d. Dès lors il existe une appli
ationlinéaire ϕ telle que le diagramme suivant 
ommute

Z2
d2 //

ϕ
  A

AA
AA

AA
A

ΛZ0

Z1

d

==zzzzzzzz

.Etendons ϕ à ΛZ 
omme l'unique dérivation telle que ϕ(Zi) = 0 pour i 6=
2. On remarque que ϕ : ΛZ → ΛZ est lo
alement nilpotente, 
.à.d quepour 
haque x ∈ ΛZ, il existe n ∈ N tel que ϕn(x) = 0. On peut don
dé�nir eϕ : ΛZ → ΛZ par

eϕ(x) = x+ ϕ(x) +
ϕ2(x)

2
+
ϕ3(x)

3!
+ · · · +

ϕn(x)

n!
+ · · ·Cet automorphisme de ΛZ nous permet de dé�nir la dérivation

D′ : ΛZ → ΛZ : x 7→ eϕ(D(e−ϕ(x))).Celle-
i permet d'obtenir un nouveau modèle de Sullivan noté (ΛZ,D′)tel que
D′(z) =





eϕ(D(e−ϕ(z))) = d(z) si z ∈ Z1,

eϕ(D(z − ϕ(z))) = d(z) si z ∈ Z2,

eϕ(d(z) + · · · ) = d(z) + d′2(z) + d′3(z) + · · · si z ∈ Zr≥3.Comme eϕ : (ΛZ,D) → (ΛZ,D′) est un isomorphisme d'algèbres deSullivan, (ΛZ,D′) est un modèle de Sullivan de X pour lequel D = d sur
Z≤2. On 
ontinue de manière similaire pour les autres degrés. �
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es 
oformelsDé�nition 1.28. Un espa
e X est 
oformel si son modèle minimal estisomorphe à l'algèbre des 
o
haînes sur l'algèbre de Lie graduée LX [8℄,(1.5) (ΛV, d) ∼= C∗(LX).De manière équivalente, l'espa
e X est 
oformel si la di�érentielle d deson modèle minimal est quadratique, d : V → Λ2V.Soit M une variété 
oformelle de dimension m et de modèle minimal
(ΛV, d). La di�érentielle est de degré 1 pour la nouvelle graduation surl'algèbre ΛV dé�nie par

(ΛV )(p) := (ΛpV ),et 
elle-
i induit don
 une nouvelle graduation en 
ohomologie. Soit rl'entier maximal tel queH(r)(ΛV, d) 6= 0 et [M̌ ] ∈ Hm(ΛrV, d). La dualitéde Poin
aré met alors en dualité les espa
es ve
toriels Hp(ΛqV, d) et
Hm−p(Λr−qV, d).Parmi les espa
es 
oformels, on trouve les groupes de Lie, les sphères, lesbouquets de sphères ∨iS

ni , ni ≥ 2, et les produits d'espa
es 
oformels.En parti
ulier, le joint de deux espa
es X et Y, dé�ni par
X ⋆ Y = CX × Y ∪X×Y X × CYest un espa
e 
oformel en vertu de l'équivalen
e d'homotopie
X ⋆ Y

≈ // Σ(X ∧ Y ) ∼= (ΣX) ∧ Yétablie dans [8℄, (Proposition 1.17.).En�n, J.Neisendorfer et T.Miller ont déterminé une 
ondition su�santepour qu'une "petite" variété soit 
oformelle :Théorème 1.29. ( [20℄) Toute variété 
ompa
te n-
onnexe de dimension
m dont la 
ohomologie est de rang k > 3 et telle que m ≤ 3n + 1, n ≥ 1est formelle et 
oformelle.1.6. L'opération d'holonomieDans 
ette se
tion, désignons par p : (E, x0) → (B, b0) une �brationde �bre F = p−1(b0) et i : (F, x0) → (E, x0) l'in
lusion de la �bre audessus de b0.Lorsque B a le type d'homotopie d'un CW-
omplexe, 
e qui est le 
asd'une variété fermée, alors par un théorème de Milnor, ( [10℄, Proposition5.4.1.), ΩB a aussi le type d'homotopie d'un CW-
omplexe, et l'inje
tion
{c0} →֒ ΩB est une 
o�bration, c0 désignant le la
et 
onstant. De plus,si B et E ont le type d'homotopie de CW-
omplexes, alors il en est de



16 1. HOMOTOPIE ET HOMOTOPIE RATIONNELLEmême pour F, [10℄. Nous supposerons dans la suite que E et B ont letype d'homotopie de CW-
omplexes.On 
onsidère alors le diagramme 
ommutatif
Ω(B, b0) × F × {0} ∪ {c0} × F × I

i0
��

j // E

p

��
Ω(B, b0) × F × I

l
// Boù j(c0, x, t) = x , j(w, x, 0) = x et l(w, x, t) = w(t). La dé�nition de�bration assure l'existen
e d'un relèvement

K : Ω(B, b0) × F × I → Evéri�ant p ◦K = l et K ◦ i0 = j. Ce
i nous permet de dé�nir une appli-
ation 
ontinue(1.6) h : Ω(B, b0) × F → F : (ω, x) 7→ K(ω, x, 1),appelée l'holonomie de la �bration. Celle-
i véri�e h(c0, x) = x. Dans
ette se
tion, nous dis
utons les propriétés de h, mais aussi de l'appli-
ation δ : Ω(B, b0) → F : ω 7→ K(ω, x0, 1), désignant la restri
tion del'holonomie h à Ω(B, b0) × {x0}.1.6.1. Relation ave
 le 
onne
tant en homotopieNous voulons i
i 
omparer l'homomorphisme
πn(δ) : πn(Ω(B, b0), c0) → πn(F, x0)ave
 le 
onne
tant de la longue suite exa
te en homotopie de la �bration

p : E → B.Rappelons pour 
ela la dé�nition de 
e 
onne
tant.Soit f : (In+1, ∂In+1) → (B, b0) une appli
ation 
ontinue représentantun élément [f ] de πn+1(B, b0). Le diagrame 
ommutatif suivant
(∂In × I) ∪ (In × {0})

x0 //

��

E

p

��
In × I

f
// Bimplique l'existen
e d'un relèvement H : In × I → E dont la restri
tionà In × {1} est une appli
ation (In × {1}, ∂In × {1}) → (F, x0). Celui-
inous permet de dé�nir un homomorphisme ∂n : πn+1(B, b0) → πn(F, x0)en posant

(∂n(f))(x) = H(x, 1).



1.6. L'OPÉRATION D'HOLONOMIE 17On a alors le résultat suivant bien 
onnuThéorème 1.30. La suite
// πn+1(B, b0)

∂n // πn(F, x0)
πn(i) // πn(E, x0)

πn(p) // πn(B, b0) //est exa
te.Notons maintenant θ : π∗+1(B) → π∗(ΩB) l'isomorphisme inverse del'isomorphisme Σ∗ dé�ni dans la se
tion 1.4. Plus pré
isément, θ([f ]) = foù f : (In, ∂In) → (Ω(B, b0), c0) est l'appli
ation 
ontinue dé�nie par
f(x)(t) = f(x, t) pour x ∈ In et t ∈ I. En parti
ulier, f = l ◦ (f × 1)

In × I
f×1// Ω(B, b0) × I

l // Bave
 l(c, t) = c(t). La 
ommutativité du diagramme
(∂In × I) ∪ (In × {0})

��

f×1 // (ΩB × {0}) ∪ (c0 × I)

��

j // E

p

��
In × I

f×1

// ΩB × I
l

// Bmontre que l'on peut dé�nirH à partir deK en posantH = K(−, x0,−)◦
f × 1. Ce
i prouve leLemme 1.31. ∂n = πn(δ) ◦ θ.Par sou
i de simpli
ité, nous omettrons désormais les points de basequand 
eux-
i sont 
lairs au vu du 
ontexte.1.6.2. Conne
tant et 
entre de π∗(ΩF ) ⊗ QProposition 1.32. L'image de π∗(Ω(δ)) ⊗ Q est in
lue dans le 
entrede l'algèbre de Lie π∗(ΩF ) ⊗ Q.PreuveSoient x ∈ πn(Ω

2(B)) et y ∈ πk(ΩF ). L'appli
ation h : ΩB × F → Finduit le morphisme d'algèbres de Lie graduées
π∗(Ωh) : π∗(Ω

2B) ⊕ π∗(ΩF ) → π∗(ΩF )véri�ant les équations
{
π∗(Ωh)(x, 0) = π∗(Ωδ)(x)
π∗(Ωh)(0, y) = y.Dès lors, on obtient

[π∗(Ωδ)(x), y] = [π∗(Ωh)(x, 0), π∗(Ωh)(0, y)] = π∗(Ωh)([(x, 0), (0, y)]) = 0.
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�Corollaire 1.33. Si le 
entre de π∗(ΩF ) ⊗ Q est réduit à 0, alors pour
haque n ∈ N, on a une suite exa
te 
ourte

0 → πn(ΩF ) ⊗ Q → πn(ΩE) ⊗ Q → πn(ΩB) ⊗ Q → 0.1.6.3. Opération d'holonomie et homologie sphériqueRappelons que l'homologie sphérique HS
∗ (X) est l'image de l'appli-
ation de Hurewi
z Hur : π∗(X) → H∗(X). Nous avons laProposition 1.34. Soit F // E

p // B une �bration dans laquellele 
onne
tant π∗(δ)⊗Q est nul. Alors l'opération d'holonomie rationnelleinduit l'homomorphisme H∗(h) : H∗(ΩB; Q) ⊗ H∗(F ; Q) → H∗(F ; Q),qui préserve l'homologie sphérique rationnelle.PreuveSi π∗(δ) ⊗ Q = 0, alors dans la �bration
ΩE

Ωp // ΩB
δ // F,l'appli
ation π∗(Ωp) ⊗ Q est surje
tive. Suivant le Lemme 1.11, l'appli-
ation rationnalisée (Ωp)0 admet une se
tion σ : (ΩB)0 → (ΩE)0 ave


(Ωp)0 ◦ σ = Id(ΩB)0 . En parti
ulier δ0 = δ0 ◦ (Ωp)0 ◦ σ est triviale, 
ar
δ0 ◦ (Ωp)0 l'est. Comme δ est la restri
tion à ΩB × {∗} du morphismed'holonomie h : ΩB × F → F, h fa
torise rationnellement via

ΩB × F/ΩB × {∗}.Considérons maintenant une 
lasse d'homologie sphérique rationnelle de
F, α = HurQ([f ]) , f : Sr → F et une 
lasse β ∈ Hk(ΩB,Q). On endéduit le diagramme 
ommutatif

ΩB × F // ΩB × F/ΩB × {∗}
h // F

ΩB × Sr

1×f

OO

q
// ΩB × Sr/ΩB × {∗},

ϕ

OOdans lequel q est la proje
tion et ϕ l'appli
ation induite de 1 × f. Par
onséquent,
Hr+k(h)(β ⊗ α) = Hr+k(h ◦ ϕ)(Hr+k(q)(β ⊗ [Sr])).On observe maintenant, grâ
e au Lemme 1.35, que ΩB×Sr/ΩB×{∗} a letype d'homotopie d'un bouquet de sphères. En parti
ulier son homologieréduite 
oin
ide ave
 son homologie sphérique. La 
lasse Hr+k(q)(β ⊗

[Sr]) est don
 dans l'image de l'appli
ation de Hurewi
z rationnelle. Nous
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rire Hr+k(q)(β ⊗ [Sr]) = HurQ([g]), pour un 
ertain
[g] ∈ π∗(ΩB × Sr/ΩB × {∗}) ⊗ Q. Finalement, on obtient

Hr+k(h)(β ⊗ α) = HurQ([h ◦ ϕ ◦ g]).

�Lemme 1.35. Pour tout CW-
omplexe X, (Sn ×X)/X ≈ Sn ∨ ΣnX.PreuveIl su�t de 
onsidérer le diagramme suivant
X

f

��
Sn ×X

g //

ρ

��

(Sn ∨ Sn) ×X = (Sn ×X) ∪∗×X (Sn ×X)

h
��

(Sn ×X)/X
ϕ // Sn ∨ (Sn ∧X),dans lequel f est l'inje
tion 
anonique, g vient de la loi de 
o-H-espa
e de

Sn, h 
onsiste à projeter le premier fa
teur Sn×X sur sa première 
om-posante Sn, et ρ est la surje
tion 
anonique. Le 
omposé h ◦ g ◦ f étanttrivial, on obtient un morphisme ϕ véri�ant h◦ g ≈ ϕ◦ρ. Ce morphisme
ϕ induit un isomorphisme en homologie et est don
 une équivalen
e d'ho-motopie. �Corollaire 1.36. Pour tout CW-
omplexe X, Dn×X

Sn−1×X ≈ Sn ∨ ΣnX.Preuve L'appli
ation surje
tive f : Dn × X → Dn

Sn−1 × X : (v, x) 7→

([v], x) induit un homéomorphisme f : Dn×X
Sn−1×X → Sn×X

∗×X . �1.6.4. Des
ription en modèles de l'opération d'holonomieL'opération d'holonomie h dé�nit une a
tion
H∗(ΩB; Q) ⊗H∗(F ; Q) → H∗(F ; Q) : x⊗ z 7→ x · z = H∗(h; Q)(x ⊗ z),pour tout x ∈ H∗(ΩB; Q), et tout z ∈ H∗(F ; Q). Dualement, 
ette a
tioninduit une opération

ȟ : H∗(F ; Q) ⊗H∗(ΩB; Q) → H∗(F ; Q)dé�nie par
〈ȟ(α⊗ x), z〉 = 〈α, x · z〉pour α ∈ H∗(F ; Q), z ∈ H∗(F ; Q) et x ∈ H∗(ΩB; Q). Dans [8℄, Felix,Halperin et Thomas dé
rivent 
omment déduire l'opération ȟ d'un mo-dèle minimal relatif de la �bration. Notons

(ΛV, d) → (ΛV ⊗ ΛW,D) → (ΛW,D)



20 1. HOMOTOPIE ET HOMOTOPIE RATIONNELLEun tel modèle minimal relatif. Choisissons une base homogène {vi} de V.On dé
ompose D sous la forme
D(w) = D(w) +

∑

i

viθi(w) +D+(w)ave
 θi(w) ∈ ΛW et D+(w) ∈ Λ≥2V ⊗ ΛW. Les appli
ations θi sont desdérivations qui anti-
ommutent ave
 D,
Dθi = −(−1)|θi|θiD.On 
hoisit alors une base xi de LB , duale de la base vi,

〈vi; sxj〉 = δij ,et on a leThéorème 1.37. ( [8℄, Formule 31.1.)
ȟ(α⊗ xi) = (−1)|xi|(|α|+1)H(θi)(α).Proposition 1.38. Soit E ⊂ H∗(F ; Q) un sous H∗(ΩB; Q)-module et

Ẽ ⊂ H∗(F ; Q) un sous-espa
e ve
toriel induisant par évaluation sur E unisomorphisme Ẽ
∼= // Hom(E; Q). Si l'appli
ation ∑

i vi⊗H(θi) envoie
Ẽ≥r de manière inje
tive dans V ⊗ Ẽ, alors H∗(h) : H∗(ΩB; Q)⊗E<r →
E est surje
tive.PreuveSoit α ∈ Ẽ≥r. Par l'interprétation en modèles de ȟ, il existe x ∈ H∗(ΩB; Q)ave
 ȟ(α ⊗ x) 6= 0. Il existe don
 un z ∈ E ave
 〈α, x · z〉 6= 0. On peutitérer l'opération tant que ȟ(α ⊗ x) ∈ Ẽ≥r. On peut don
 supposer que
ȟ(α⊗ x) ∈ Ẽ<r. Maintenant, s'il existe une 
lasse d'homologie qui n'estpas dans l'image de H∗(ΩB; Q) ⊗ E<r, alors il existe une 
lasse de 
o-homologie β ∈ Ẽ≥r qui s'annule sur tous les éléments dans l'image parl'holonomie de H∗(ΩB; Q) ⊗ E<r, 
e qui est absurde. �1.7. Fibrations de fibre un bouquet de sphèresSoit X un espa
e ayant le type d'homotopie rationnel d'un bouquetde sphères, X ≈0 ∨iS

ni . Dans [8℄ �24, on trouve la preuve du fait que LXest une algèbre de Lie libre que nous noterons L(R). Dès lors, l'algèbre deLie di�érentielle graduée (L(R), 0) est un modèle de Lie de X ( [8℄), et unmodèle minimal de Sullivan de X est donné par l'algèbre des 
o
haînessur (L(R), 0). On a un quasi-isomorphisme
ϕ : C∗(L(R), 0) = (ΛW,d = d2) → APL(X),
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 W = Hom(sL(R),Q).L'espa
e ve
toriel gradué W peut être muni d'une deuxième graduationde la manière suivante. Notons
Wp = {f ∈W |f(sx) = 0 si x ∈ Lq(R) ave
 q 6= p+ 1}.Dans 
e 
as, la dé�nition de C∗(L(R), 0) implique que W = ⊕p≥0Wp ales propriétés suivantes(1) d(Wp) ⊂ (Λ2W )p−1(2) W0 est formé de 
o
y
les et l'appli
ation linéaire l : W0 →
H̃(ΛW,d) : α 7→ [α] est un isomorphisme.Par dé�nition, le degré en haut est le degré 
ohomologique tandis que ledegré en bas est le degré homologique :

d(W p) ⊂ (ΛW )p+1 et d(Wp) ⊂ (ΛW )p−1.L'algèbre de Sullivan (ΛW,d), ave
 
ette bigraduation, est don
 le modèleminimal bigradué de (H∗(X; Q), 0).Théorème 1.39. Soit(1.7) X → E → Bune �bration de �bre X ≈0 ∨iS
i, et

(A, d) → (A⊗ ΛW,D) → (ΛW,d)un modèle minimal relatif de 
ette �bration. Si pour un 
ertain k, ladi�érentielle D véri�e
D(Wp) ⊂ (Λ2W )p−1 ⊕ (A+ ⊗W≤p) ⊕A+, pour p ≤ k,alors il existe un modèle minimal relatif de la forme

(A, d) → (A⊗ ΛW,D′) → (ΛW,d)ave
 D′ = D sur W≤k et
D′(Wp) ⊂ (Λ2W )p−1 ⊕ (A+ ⊗W≤p) ⊕A+, pour tout p.PreuveNous allons e�e
tuer des 
hangements de générateurs de type w′ = w +∑

i aiwi ave
 ai ∈ A+ et wi ∈ ΛW de manière à ne pas 
hanger D sur
W≤k et à ne pas 
hanger la partie d(w).Ces 
hangements se font par ré
urren
e sur le degré 
ohomologique, etpour un degré �xé n, par ré
urren
e sur le degré homologique. Supposonsdon
 que la formule soit véri�ée surW<n etW n

<r pour un r ≥ k. Prenonsune base (wi)i∈I de W n
r . Pour l'élément wi, notons q l'indi
e minimal



22 1. HOMOTOPIE ET HOMOTOPIE RATIONNELLEtel que D(wi) − d(wi) ∈ A+ ⊗ Λ≤qW. Si q ≥ 2, D(wi) − d(wi) a une
omposante ∑

j

ajσ
i
j ∈ A+ ⊗ ΛqW,les aj formant une base de A+. Dans 
e 
as, 
omme D2 = 0, l'hypothèsed'indu
tion implique que pour 
haque j on ait d(σij) = 0. Le fait que

(ΛW,d) soit un modèle bigradué permet don
 d'a�rmer l'existen
e d'un
βij ∈ Λq−1W tel que d(βij) = σij pour 
haque j. En remplaçant wi par

w′
i = wi −

∑

j

ajβ
i
j ,on obtient une nouvelle base bihomogène de W n

r telle que pour 
haque
i, D(w′

i) − d(w′
i) ∈ (A+ ⊗ Λ≤q−1W ), sans 
hanger d. Par indu
tion onpeut don
 supposer que pour 
haque i, D(wi)−d(wi) ∈ (A+⊗W )⊕A+.Soit s l'indi
e maximal tel que D(wi) − d(wi) ait une 
omposante

∑

j

ajσ
i
j ∈ A+ ⊗Ws.Si s > r, le fait que D2 = 0 et l'hypothèse d'indu
tion montrent que

d(σij) = 0, 
e qui est impossible 
ar s > 0. Par 
onséquent, s ≤ r, et lapreuve est 
omplète. �Lemme 1.40. Soient (A⊗ ΛW,D) et (A⊗ ΛV,D) deux modèles mini-maux relatifs, et
f : (A⊗ ΛW,D) → (A⊗ ΛV,D)un morphisme d'adg
. Supposons que f|A = IdA et que l'appli
ationlinéaire Q(f) : W → V soit inje
tive.Alors on peut étendre f en un isomorphisme

F : (A⊗ ΛW ⊗ ΛZ,D) → (A⊗ ΛV,D).PreuveOn 
onstruit un modèle minimal relatif de f,
(A⊗ ΛW,D)

f ((PPPPPPPPPPPP

// (A⊗ ΛW ⊗ ΛZ,D)

F

≃uullllllllllllll

// (ΛZ, δ).

(A⊗ ΛV,D)Le quasi-isomorphisme F induit un quasi-isomorphisme
F : (ΛW ⊗ ΛZ,D) → (ΛV,D).



1.7. FIBRATIONS DE FIBRE UN BOUQUET DE SPHÈRES 23Pour prouver que F est un isomorphisme, il su�t de montrer que l'al-gèbre (ΛW ⊗ΛZ,D) est minimale. Par 
onstru
tion des modèles relatifsminimaux,
D(W ) ⊂ Λ≥2(W ) et D(Z) ⊂ (Λ+W ⊗ ΛZ) ⊕ Λ≥2Z.Si (ΛW ⊗ ΛZ,D) n'était pas minimale, la partie linéaire de D,

D0 : Z → Wserait non nulle. Or, Q(F ) : (W ⊕ Z,D0) → (V, 0) est un morphismede 
omplexes. Comme W →֒ V, il est impossible de trouver des bordsdans W. Par 
onséquent D0 = 0, et F est un isomorphisme par uni-
ité des modèles minimaux de Sullivan. Il en résulte que F aussi est unisomorphisme. �Corollaire 1.41. Soit (ΛV ⊗ ΛW,D) un modèle minimal relatif de la�bration 1.7, dans laquelle (ΛV, d) est le modèle minimal de (B, d), alors
(ΛV ⊗ ΛW,D) est le modèle minimal de Sullivan de E.PreuveDans 
ette �bration, l'algèbre de Lie graduée LX est libre et don
 de
entre nul. Par le Corollaire 1.33, on a la suite exa
te(1.8) 0 // πk(X) ⊗ Q

πk(i)⊗Q
// πk(E) ⊗ Q

πk(p)⊗Q
// πk(B) ⊗ Q // 0pour 
haque k ≥ 0. Le modèle minimal de Sullivan de E, (ΛX, δ), s'ins-
rit dans le diagramme 
ommutatif suivant :

APL(B)
APL(p)

// APL(E)
APL(i)

// APL(F )

(ΛV, d)

η
''OOOOOOOOOOOO

≃

OO

// (ΛV ⊗ ΛW,D)

≃

OO

ǫ // (ΛW,D)

≃

OO

(ΛX, δ)

m ≃

OO 77oooooooooooLa surje
tivité de πk(p)⊗Q entraîne l'inje
tivité de Q(η) et don
 
elle de
η.Mieux en
ore, on déduit de l'exa
titude de la suite 1.8 que X = V ⊕Z,ave
 Z

i

∼= // W, et on peut supposer que Q(m)(z) = i(z). Il s'ensuit que
Q(m)(Z) ⊂W. En�n, l'inje
tivité de πk(i)⊗Q entraine la surje
tivité de
Q(ǫ ◦m). Par 
onséquent Q(m) est inje
tif et on 
on
lut par le Lemme1.9. �



24 1. HOMOTOPIE ET HOMOTOPIE RATIONNELLE1.8. Catégorie de Lusternik-S
hnirelmannLa 
atégorie de Lusternik-S
hnirelmann d'un espa
e X, catX, estle plus petit entier naturel n tel que X peut être re
ouvert par n + 1ouverts 
ontra
tibles dans X. Par exemple la 
atégorie d'un espa
e est 0si l'espa
e est 
ontra
tible et la 
atégorie d'une sphère est 1. Une borneinférieure pour la 
atégorie est donnée par la 
up longueur rationnelle del'espa
e, dé�nie par
cup0(X) = max{n|∃α1, · · · , αn ∈ H̃∗(X; Q) ave
 α1 · α2 · · ·αn 6= 0}.Par un résultat de Toomer [22℄, la 
atégorie du rationnalisé d'un espa
esimplement 
onnexe est inférieure ou égale à la 
atégorie de X, et fournitune nouvelle borne inférieure pour la 
atégorie d'un espa
e :

cup0(X) ≤ catX0 ≤ catX.La 
atégorie du rationnalisé s'appelle la 
atégorie rationnelle de X; ellepeut se déduire du modèle minimal [8℄.Si (A, dA) est une algèbre di�érentielle graduée 
ommutative 
onnexe,alors la nilpoten
e de (A, dA), Nil(A, dA), est le maximum de la lon-gueur des produits non nuls d'éléments de A≥1. La 
atégorie rationnelled'un espa
e X, est inférieure à Nil(A, dA) pour toute algèbre di�éren-tielle (A, dA) quasi-isomorphe au modèle minimal deX. Pour une variété,le résultat est meilleur ( [8℄) : La 
atégorie rationnelle d'une variété estégale à l'in�mum des nilpoten
es des algèbres di�érentielles graduées quisont quasi-isomorphes à son modèle minimal.Les espa
es de petites 
atégories ont fait l'objet d'études. Ainsi un es-pa
e est de 
atégorie rationnelle 1 s'il est une suspension, et de 
atégorierationnelle 2 s'il a le type d'homotopie rationnel de la 
o�bre d'une ap-pli
ation entre bouquet de sphères, sans être lui-même rationnellementun bouquet de sphères.1.9. Extension au 
as nilpotentDans 
e texte nous nous limiterons aux espa
es de 
on�gurations depoints dans une variété simplement 
onnexe. Les problèmes relatifs àl'extension au 
as nilpotent sont de deux ordres.La première di�
ulté du 
as nilpotent est le 
ara
tère non type �ni dumodèle (ΛV , 0), de l'espa
e des la
ets d'un espa
e nilpotent. Dans 
etexte, un 
ertain nombre d'arguments vont utiliser le 
ara
tère type �nides modèles et 
es arguments ne pourront pas fa
ilement s'étendre.La deuxième di�
ulté plus embêtante est que si M est une variété nil-potente 
ompa
te de dimension n, alors M\m0 n'est pas né
essairementune variété nilpotente. En e�et, notons t̃ : Sn−1 → M\m0 l'inje
tion



1.9. EXTENSION AU CAS NILPOTENT 25d'une petite sphère entourant le point m0, l'a
tion de π1(M) sur 
etélément est non nilpotente. Pour s'en 
onvain
re, 
onsidérons l'exemple
M = S1 × S2. La variété moins un point M\m0 a le type d'homotopiede S1 ∨ S2 et l'a
tion de π1(S

1) sur π2(S
2) n'est pas nilpotente.Comme le π1(M) n'agit pas de manière nilpotente sur π∗(M\m0), la �-bration homotopique asso
iée à l'in
lusion M\m0 →֒M n'est pas nilpo-tente. En parti
ulier son modèle ne fournit pas né
essairement le modèlede la �bre homotopique F.L'utilisation des modèles minimaux nous oblige à nous restreindre àl'étude des variétés simplement 
onnexes.


