CHAPITRE 2

Espaces de configurations

Dans ce chapitre, nous introduisons les concepts essentiels dans notre
étude des espaces de configurations.
Pour rappel, I’espace des configurations de k points d’un espace X est le
sous-espace de X% defini par

F(X;k) = {(1,-- ,m) € XF| 2y # 2y si i # j}.

Exemple 2.1. (Groupes topologiques)

Soit G un groupe topologique dont 1’élément neutre est noté e. L’appli-
cation ¢ : F(G;2) — G x G\{e} : (x,y) — (2,27 'y) est clairement un
homéomorphisme.

Exemple 2.2. (F(R";2))
L’application ¢ : F(R";2) — S"~ 1 : (z,y) — é:y‘ est une équivalence

d’homotopie, d’inverse homotopique 3’ : S*~! — F(R";2) : 2 + (x,0).

Cet exemple montre que deux espaces de méme type d’homotopie, R? et
R3 par exemple, peuvent avoir des espaces de configurations de 2 points
qui n’ont pas le méme type d’homotopie. Toutefois, en 1995, N.Levitt
démontre dans [18|, que pour une variété M, compacte, connexe et diffé-
rentiable, de dimension fixée, le type d’homotopie de 1’espace des lacets
QF(M;k) ne dépend que de celui de M.

Une des questions fondamentales de la théorie s’énonce alors comme suit :
Deux variétés de méme type d’homotopie et de méme dimension ont-elles
des espaces de configurations de méme type d’homotopie ?

La premiére réponse est récente : R.Longoni et P.Salvatore [19], ont consi-
déré les espaces lenticulaires L7 et L7o. Ces espaces sont des variétés
de dimension 3 de méme type d’homotopie, mais non difféomorphes. Ils
ont montré que les espaces F(L71;2) et F(L72;2) n’ont pas le méme
type d’homotopie. Dans le cas de deux variétés simplement connexes
de méme dimension, le probléme reste cependant ouvert. Néanmoins,
P.Lambrechts et D.Stanley, [15], ont démontré que pour une variété M
simplement connexe telle que H2(M;Q) = 0, le type d’homotopie ra-
tionnel de F'(M;2) ne dépend que du type d’homotopie rationnel de M.
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Fadell et Neuwirth furent les pionniers dans I’étude des espaces de confi-
gurations dans les variétés. En 1962, ils démontrent un théoréme fonda-
mental auquel nous consacrons la premiére section de ce chapitre.

La deuxiéme section est consacrée aux résultats de F.Cohen et S.Gitler
concernant 1’algébre d’homologie de QF (R™; k), et celle de QF (M \mg; k),
M\myg désignant une variété simplement connexe M, privée d’'un point.
Enfin, dans les deux derniéres sections nous étudions les propriétés de la
classe diagonale A € H*(M) @ H*(M).

2.1. THEOREME DE FADELL ET NEUWIRTH

Soit M une variété de dimension n > 2, {¢; };cn une suite de points
de M, distincts deux a deux, et @, = {q1, " ,@m}, m > 1.
Théoréme 2.3. (Fadell-Neuwirth) [7]
La projection p, : F(M\Qm; k) — F(M\Qm;r) sur les r < k premiers
facteurs, définit un fibré localement trivial de fibre F(M\Qp4r; k — 7).
De plus, si m > 1, alors p, admet une section.

La preuve compléte de ce théoréme se trouve dans |7]. Nous nous conten-
tons ici de construire une section pour m > 1 et r = 1.

Soit D C M P’image du disque ouvert unitaire de R, par un homéomor-
phisme G : D™ — D tel que G(0) = ¢y et tel que ¢; € M\D , 2 <i <m.
Choisissons k£ — 1 points distincts yo,--- ,y, dans I'image par G de la
sphére de rayon % On peut alors définir des fonctions continues

fi : M\Qpy — M\Qp, pour 2 <i <k

par

) = yisix & D,
fi(x) {G(\G_l(az)]G_l(yi)) SINS E\QL

L’application
Om,k * M\Qm - F(M\Qma k)

définie par

(2.1) omk(T) = (z, f2(2), -+, fr(x))
est une section de p;.
Dans le cas particulier m = 1, nous obtenons ainsi des applications

si: M\q1 — F(M\gi; k) définies par
(2'2) Sl(x) = (f2($)’ o 7fi($)’$’fi+1(x)v T ’fk($))
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Exemple 2.4. (F(S™;3))

F(S™;2) a le type d’homotopie de S™. En effet, les applications « :
F(S8™"2) — S": (z,y) — xz et B: 8" — F(S";2) : ¢ — (z,—x) sont
homotopiquement inverses.

La projection sur le premier facteur o : F'(S™;2) — S™ est en fait un fibrée
de Fadell-Neuwirth de fibre contractible S™\{q}. L’espace F(S™;3) a
le type d’homotopie de I'espace tangent en sphére S~ a S™ | Tgn-15™.
Ceci résulte du diagramme commutatif suivant formé de fibrés localement
triviaux

g1 —> §"\{q1, 42}

| |

Tgn-15" — L~ F(5":3)

| P

S F(5™;2)

on y(z,v) = (z,—z,exp.(v)), p(z,y,2) = (2,9), {q1,q2} désigne l'en-
semble formé des poles nord et sud, j(z) = (q1, g2, ), i désigne l'injection
de la sphére unitaire dans U'espace tangent en g et 7/ (v) = expg, (v).
En particulier, il existe une équivalence d’homotopie entre F(S?;3) et
SO(3). On en déduit que m(F(S%;3)) = Z/2Z, ce qui entraine une so-
lution élégante du probléme de la corde de Dirac [24].

2.2. HOMOLOGIE DE QF(M\my; k)

Soit V), ,, I'algébre de Lie graduée libre engendrée par les générateurs
{Bi j}k>i>j>1 de degré n. On note L(n,k) l'algebre de Lie obtenue en
quotientant V;, j, par les relations :

(1) [Bi,ijs,t] =0si {17]} N {Sat} = @,
(2) [Bi,j,Bi,t + (_1)nBt,j] =0sil<yj<t<t< k’,

(3) [Bt,jaBi,j + Bz’,t] =0sil<j<t<i<k.
Ces relations sont connues sous le nom de "infinitesimal braid relations".
Dans [2|, F.Cohen et S.Gitler prouvent le
Théoréme 2.5. (Cohen, Gitler) Si n > 3, 'homologie de QF (R™; k) est
sans torsion, et on a un isomorphisme d’algébres de Lie graduées

Y :L(n—2k) — PH.(QF(R"; k),Z)
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qui induit un isomorphisme d’algébres de Hopf
UL(n—2,k) — H (QF(R"; k), Z).

Remarque 2.6. (1) Dans le cas particulier ou k& = 2, on obtient
simplement

H.(QS" ' Z) = H,(QF(R"2),Z) 2 ULp, , .
On reconnait l'algébre polynomiale engendrée par
[id] € Tp_o(Q2S™ 1)

oil id est application adjointe & id : S~ — g1,

(2) Le morphisme ¢ du Théoréme 2.5 est défini comme suit. Fixons
les k—1 points ¢; = (24,0,--- ,0) € R” | 1 <i < k—1 et notons
cri s S"H— F(R™; k)

I’application définie par

cri(x) =(q1, =1, + T, qr," - Qr—1).

Les éléments ¢,; , ¢ < r, forment une base de H,_1(F(R"; k)),
[1]. Notons ¢, : S"=2 — QF(R™; k) les applications adjointes.
L’application 1) est définie par

Y(Bij) = [éi 4]

(3) Sie:R™ — M est un plongement de R™ dans une variété M,
alors I'application composée

gn-1 — "L P(RM k) —S> F(M; k) =2~ F(M;?2)
est homotope a l'application ¢ définie dans I'introduction. Ici
pir désigne la projection sur les facteurs d’indices i et 7.

Soit mg un point de M et M\my = M\mg. Avec les applications s; :
M\mgy — F(M\mg; k) définies en 2.2, F.Cohen et S.Gitler démontrent
le théoréme de structure suivant pour les variétés moins un point :

Théoréme 2.7. |[2| Supposons que M soit une variété simplement
connexe de dimension n > 3, alors
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(1) Tout plongement e : R™ — M\mg induit un monomorphisme

H,(Qe;Q) : Ho(QF(R"; k); Q) — H.(QUF (M\mo; k); Q)

(2) En tant qu’algebre, H,(QF(M\mo;k); Q) est engendrée par I’
image de H,(Qe; Q) et les images des morphismes H, (2s;; Q), pour 1 <
1 < k, les applications s; étant définies en 2.2.

(3) Lesrelations suivantes sont satisfaites dans H,(QF (M\mg; k); Q) :
— Les "infinitesimal braid relations" des H,(Qe; Q)(B; ;),

— [He(Qe;Q)(Bij),my] = 0sil #1i,l%# jet m est dans
I'image de H.(Q2s;;Q).

2.3. CLASSE DIAGONALE ET COHOMOLOGIE DE F(M;2)

Soit M une variété fermée orientée de dimension n. Notons [M] €
H,(M;Z) la classe fondamentale de M en homologie. L’algébre de co-
homologie de M est une algebre a dualité de Poincaré :

H"(M;Q) = Q- [M] , ([M],[M]) =1,
HE(M;Q) =0si k > n,

pour chaque x € HP(M;Q), il existe y € H" P(M;Q) tel que
(z-y, [M]) =1

Définition 2.8. Nous dirons que M est une variété polygéne si son
algébre de cohomologie rationnelle H*(M;Q) nécessite au moins deux
générateurs en tant qu’algebre. Dans le cas contraire, M sera dite mo-
nogene.

Soit (c;)ier une base homogeéne de H*(M, Q). On démontre aisément
le

Lemme 2.9. Il existe une base (5;);er de H*(M,Q) telle que
(673N ﬁj = 52']' . [M]
Définition 2.10. La classe diagonale de M est la classe définie par

A=) (-1l @ 6 € (H (M) @ H*(M))".
iel
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Lemme 2.11. La classe A ne dépend pas du choix de la base.

Preuve

Prenons une autre base o} et sa base duale (. Il existe des nombres
; J r

rationnels A; et p7 avec

of =Y Ma, 8= Zuyﬂr
k
On en déduit
o= S o =
k,r

Comme o;3; = 0;; [M], on en déduit que le produit matriciel

t
k k _
() (1) =10
En conséquence, le produit
t
() () =10

La somme Y,(—1)%la} ® B! s’écrit donc

Z( \a\a/®ﬁ Z |a Z)‘kak(@z#zﬁr
—Z '“’“'ZA’“ Dok ® B,

Lemme 2.12. Pour chaque v € H*(M,Q), on a I’égalité suivante
Av®1)=A(1®7).

Preuve
Décomposons «;7y dans la base des ay, et 3;7 dans la base des (3.

ary = Y Mag don MM] = ai;,
J

By = D don p[M] = (=) layg;.
7
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D’une part, on calcule

Aly®1) = Z(— Dlil(a; ® B;) (v @ 1)
— Z Dl (=P8l (0 © 5;)
— Z ‘C“Z|+"YHIB7.‘)\]( a; @ B;).

D’autre part, on obtient

Al®qy) = Z(— 1)*l(a; @ B;7)
—Z 1)1l (e @ 6)
— Z |0‘J|+"YHBJ|)\]( aj ® Bz)

Comme
|8i] = 18] + 1] et |aj| = |ai] + 7],
on a
i + 18] = || + [7]16;] mod 2,
et ceci termine la preuve. O

Lemme 2.13. L’idéal (A) engendré par A jouit de la propriété suivante :
Siun élément ) . o; ® v € H*(M) @ H*(M) vérifie

Za, ®%)(y®1) Zaz ®7)(1®7)

pour tout v € H*(M; Q), alors Y. o; ® v; € (A).

Preuve
Choisissons un générateur «;, de plus haut degré avec oy, ® v, # 0 et
supposons «a;, # [M]. Alors

0= (Zai ®7)(Biy ® 1 = 1@ Biy)
= (—1)PiolBol V] @ v — > i ® 7B,

ce qui est absurde. En conséquence

D@y = (D" M@p+ Y i@

\ai\<n



34 2. ESPACES DE CONFIGURATIONS

Dans ce cas posons

u:Zai@)%—A(l@p).

Le fait que u(zx ® 1 — 1 ® z) = 0 pour tout x € H*(M;Q) et que u €
H<"(M;Q)® H*(M;Q), implique que u = 0. Par conséquent Y . o; @7;
appartient a l'idéal engendré par A. O
L’intérét de I'idéal (A) apparait de suite dans le
Théoréme 2.14. (Cohen-Taylor). Il existe un isomorphisme d’algébres
H*(M;Q) ® H*(M;Q)
@)

H*(F(M;2);Q) =

2.4. CLASSE DIAGONALE ET INVOLUTION DE M x M

Notons 7 : M x M — M x M Vinvolution définie par 7(m,m’) =
(m’,m). Le diagramme commutatif suivant

M x M T M x M
X /
M

ot A désigne 'application diagonale, induit un diagramme commutatif

en cohomologie

H*(M) @ H*(M) H*(M) @ H*(M).

Il en résulte que pour chaque u € HP(M;Q) et chaque v € H1(M;Q),
on a

H*(M)
H* (7)
H*(M)

H(T)(u®l) = 1®u,
Hi()(1ew) = vol,
H Y Y (uev) = (-1)!veu.
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Lemme 2.15.
H*(1)(A) = (=1)"A.

Preuve
Ecrivons A =) ".(—1)%a; ® a}. On calcule que
H*(1)(A) = Z(_l)\ai\(_l)\ama:la; ® a;.
iel
Les égalités suivantes
(IM); (af ) = (=1) 1M (0 U ) = (e,
impliquent que

H*(1)(8) =) (~1)*la} @ (af)".

el



