
CHAPITRE 2Espa
es de 
on�gurationsDans 
e 
hapitre, nous introduisons les 
on
epts essentiels dans notreétude des espa
es de 
on�gurations.Pour rappel, l'espa
e des 
on�gurations de k points d'un espa
e X est lesous-espa
e de Xk dé�ni par
F (X; k) = {(x1, · · · , xk) ∈ Xk| xi 6= xj si i 6= j}.Exemple 2.1. (Groupes topologiques)Soit G un groupe topologique dont l'élément neutre est noté e. L'appli-
ation ϕ : F (G; 2) → G × G\{e} : (x, y) 7→ (x, x−1y) est 
lairement unhoméomorphisme.Exemple 2.2. (F (Rn; 2))L'appli
ation ψ : F (Rn; 2) → Sn−1 : (x, y) 7→ x−y

|x−y| est une équivalen
ed'homotopie, d'inverse homotopique ψ′ : Sn−1 → F (Rn; 2) : x 7→ (x, 0).Cet exemple montre que deux espa
es de même type d'homotopie, R2 et
R3 par exemple, peuvent avoir des espa
es de 
on�gurations de 2 pointsqui n'ont pas le même type d'homotopie. Toutefois, en 1995, N.Levittdémontre dans [18℄, que pour une variété M, 
ompa
te, 
onnexe et di�é-rentiable, de dimension �xée, le type d'homotopie de l'espa
e des la
ets
ΩF (M ; k) ne dépend que de 
elui de M.Une des questions fondamentales de la théorie s'énon
e alors 
omme suit :Deux variétés de même type d'homotopie et de même dimension ont-ellesdes espa
es de 
on�gurations de même type d'homotopie ?La première réponse est ré
ente : R.Longoni et P.Salvatore [19℄, ont 
onsi-déré les espa
es lenti
ulaires L7,1 et L7,2. Ces espa
es sont des variétésde dimension 3 de même type d'homotopie, mais non di�éomorphes. Ilsont montré que les espa
es F (L7,1; 2) et F (L7,2; 2) n'ont pas le mêmetype d'homotopie. Dans le 
as de deux variétés simplement 
onnexesde même dimension, le problème reste 
ependant ouvert. Néanmoins,P.Lambre
hts et D.Stanley, [15℄, ont démontré que pour une variété Msimplement 
onnexe telle que H2(M ; Q) = 0, le type d'homotopie ra-tionnel de F (M ; 2) ne dépend que du type d'homotopie rationnel de M.27



28 2. ESPACES DE CONFIGURATIONSFadell et Neuwirth furent les pionniers dans l'étude des espa
es de 
on�-gurations dans les variétés. En 1962, ils démontrent un théorème fonda-mental auquel nous 
onsa
rons la première se
tion de 
e 
hapitre.La deuxième se
tion est 
onsa
rée aux résultats de F.Cohen et S.Gitler
on
ernant l'algèbre d'homologie de ΩF (Rn; k), et 
elle de ΩF (M\m0; k),
M\m0 désignant une variété simplement 
onnexe M, privée d'un point.En�n, dans les deux dernières se
tions nous étudions les propriétés de la
lasse diagonale ∆ ∈ H∗(M) ⊗H∗(M).2.1. Théorème de Fadell et NeuwirthSoit M une variété de dimension n ≥ 2, {qi}i∈N une suite de pointsde M, distin
ts deux à deux, et Qm = {q1, · · · , qm}, m ≥ 1.Théorème 2.3. (Fadell-Neuwirth) [7℄La proje
tion pr : F (M\Qm; k) → F (M\Qm; r) sur les r ≤ k premiersfa
teurs, dé�nit un �bré lo
alement trivial de �bre F (M\Qm+r ; k − r).De plus, si m ≥ 1, alors pr admet une se
tion.La preuve 
omplète de 
e théorème se trouve dans [7℄. Nous nous 
onten-tons i
i de 
onstruire une se
tion pour m ≥ 1 et r = 1.Soit D ⊂M l'image du disque ouvert unitaire de Rn, par un homéomor-phisme G : Dn → D tel que G(0) = q1 et tel que qi ∈M\D , 2 ≤ i ≤ m.Choisissons k − 1 points distin
ts y2, · · · , yk dans l'image par G de lasphère de rayon 1

2 . On peut alors dé�nir des fon
tions 
ontinues
fi : M\Qm →M\Qm pour 2 ≤ i ≤ kpar

fi(x) =

{
yi si x /∈ D,
G(|G−1(x)|G−1(yi)) si x ∈ D\q1.L'appli
ation

σm,k : M\Qm → F (M\Qm; k)dé�nie par(2.1) σm,k(x) = (x, f2(x), · · · , fk(x))est une se
tion de p1.Dans le 
as parti
ulier m = 1, nous obtenons ainsi des appli
ations
si : M\q1 → F (M\q1; k) dé�nies par(2.2) si(x) = (f2(x), · · · , fi(x), x, fi+1(x), · · · , fk(x)).



2.2. HOMOLOGIE DE ΩF (M\m0; k) 29Exemple 2.4. (F (Sn; 3))
F (Sn; 2) a le type d'homotopie de Sn. En e�et, les appli
ations α :
F (Sn; 2) → Sn : (x, y) 7→ x et β : Sn → F (Sn; 2) : x 7→ (x,−x) sonthomotopiquement inverses.La proje
tion sur le premier fa
teur α : F (Sn; 2) → Sn est en fait un �bréde Fadell-Neuwirth de �bre 
ontra
tible Sn\{q1}. L'espa
e F (Sn; 3) ale type d'homotopie de l'espa
e tangent en sphère Sn−1 à Sn , TSn−1Sn.Ce
i résulte du diagramme 
ommutatif suivant formé de �brés lo
alementtriviaux

Sn−1

i
��

γ′ // Sn\{q1, q2}

j

��
TSn−1Sn

γ //

��

F (Sn; 3)

p

��
Sn

β
// F (Sn; 2)où γ(x, v) = (x,−x, expx(v)), p(x, y, z) = (x, y), {q1, q2} désigne l'en-semble formé des p�les nord et sud, j(x) = (q1, q2, x), i désigne l'inje
tionde la sphère unitaire dans l'espa
e tangent en q1 et γ′(v) = expq1(v).En parti
ulier, il existe une équivalen
e d'homotopie entre F (S2; 3) et

SO(3). On en déduit que π1(F (S2; 3)) = Z/2Z, 
e qui entraîne une so-lution élégante du problème de la 
orde de Dira
 [24℄.2.2. Homologie de ΩF (M\m0; k)Soit Vn,k l'algèbre de Lie graduée libre engendrée par les générateurs
{Bi,j}k≥i>j≥1 de degré n. On note L(n, k) l'algèbre de Lie obtenue enquotientant Vn,k par les relations :(1) [Bi,j, Bs,t] = 0 si {i, j} ∩ {s, t} = ∅,(2) [Bi,j, Bi,t + (−1)nBt,j] = 0 si 1 ≤ j < t < i ≤ k,(3) [Bt,j, Bi,j +Bi,t] = 0 si 1 ≤ j < t < i ≤ k.Ces relations sont 
onnues sous le nom de "in�nitesimal braid relations".Dans [2℄, F.Cohen et S.Gitler prouvent leThéorème 2.5. (Cohen, Gitler) Si n ≥ 3, l'homologie de ΩF (Rn; k) estsans torsion, et on a un isomorphisme d'algèbres de Lie graduées

ψ : L(n− 2, k) → PH∗(ΩF (Rn; k),Z)



30 2. ESPACES DE CONFIGURATIONSqui induit un isomorphisme d'algèbres de Hopf
UL(n− 2, k) → H∗(ΩF (Rn; k),Z).Remarque 2.6. (1) Dans le 
as parti
ulier où k = 2, on obtientsimplement

H∗(ΩS
n−1,Z) ∼= H∗(ΩF (Rn; 2),Z) ∼= ∪LB2,1 .On re
onnait l'algèbre polynomiale engendrée par

[ĩd] ∈ πn−2(ΩS
n−1)où ĩd est l'appli
ation adjointe à id : Sn−1 → Sn−1.(2) Le morphisme ψ du Théorème 2.5 est dé�ni 
omme suit. Fixonsles k−1 points qi = (2i, 0, · · · , 0) ∈ Rn , 1 ≤ i ≤ k−1 et notons

cr,i : Sn−1 → F (Rn; k)l'appli
ation dé�nie par
cr,i(x) = (q1, · · · qr−1, qi + x, qr, · · · qk−1).Les éléments cr,i , i < r, forment une base de Hn−1(F (Rn; k)),[1℄. Notons c̃r,i : Sn−2 → ΩF (Rn; k) les appli
ations adjointes.L'appli
ation ψ est dé�nie par

ψ(Bij) = [c̃i,j].(3) Si e : Rn → M est un plongement de Rn dans une variété M,alors l'appli
ation 
omposée
Sn−1

cr,i // F (Rn; k)
e // F (M ; k)

pi,r // F (M ; 2)est homotope à l'appli
ation t dé�nie dans l'introdu
tion. I
i
pir désigne la proje
tion sur les fa
teurs d'indi
es i et r.Soit m0 un point de M et M\m0 = M\m0. Ave
 les appli
ations si :

M\m0 → F (M\m0; k) dé�nies en 2.2, F.Cohen et S.Gitler démontrentle théorème de stru
ture suivant pour les variétés moins un point :Théorème 2.7. [2℄ Supposons que M soit une variété simplement
onnexe de dimension n ≥ 3, alors



2.3. CLASSE DIAGONALE ET COHOMOLOGIE DE F (M ; 2) 31(1) Tout plongement e : Rn →M\m0 induit un monomorphisme
H∗(Ωe; Q) : H∗(ΩF (Rn; k); Q) → H∗(ΩF (M\m0; k); Q)(2) En tant qu'algèbre, H∗(ΩF (M\m0; k); Q) est engendrée par l'image deH∗(Ωe; Q) et les images des morphismesH∗(Ωsi; Q), pour 1 ≤
i ≤ k, les appli
ations si étant dé�nies en 2.2.(3) Les relations suivantes sont satisfaites dansH∗(ΩF (M\m0; k); Q) :� Les "in�nitesimal braid relations" des H∗(Ωe; Q)(Bi,j),� [H∗(Ωe; Q)(Bi,j),ml] = 0 si l 6= i , l 6= j et ml est dansl'image de H∗(Ωsl; Q).2.3. Classe diagonale et 
ohomologie de F (M ; 2)Soit M une variété fermée orientée de dimension n. Notons [M ] ∈

Hn(M ; Z) la 
lasse fondamentale de M en homologie. L'algèbre de 
o-homologie de M est une algèbre à dualité de Poin
aré :� Hn(M ; Q) = Q · ˇ[M ] , 〈[M̌ ], [M ]〉 = 1,� Hk(M ; Q) = 0 si k > n,� pour 
haque x ∈ Hp(M ; Q), il existe y ∈ Hn−p(M ; Q) tel que
〈x · y, [M ]〉 = 1.Dé�nition 2.8. Nous dirons que M est une variété polygène si sonalgèbre de 
ohomologie rationnelle H∗(M ; Q) né
essite au moins deuxgénérateurs en tant qu'algèbre. Dans le 
as 
ontraire, M sera dite mo-nogène.Soit (αi)i∈I une base homogène de H∗(M,Q). On démontre aisémentleLemme 2.9. Il existe une base (βj)j∈I de H∗(M,Q) telle que
αi · βj = δij · ˇ[M ].Dé�nition 2.10. La 
lasse diagonale de M est la 
lasse dé�nie par

∆ =
∑

i∈I

(−1)|αi|αi ⊗ βi ∈ (H∗(M) ⊗H∗(M))n.



32 2. ESPACES DE CONFIGURATIONSLemme 2.11. La 
lasse ∆ ne dépend pas du 
hoix de la base.PreuvePrenons une autre base α′
i et sa base duale β′i. Il existe des nombresrationnels λji et µrj ave


α′
i =

∑

k

λki αk , β′j =
∑

r

µrjβr.On en déduit
α′
iβ

′
j =

∑

k,r

λki αkµ
r
jβr =

∑

k

λki µ
k
j [M̌ ].Comme α′

iβ
′
j = δij [M̌ ], on en déduit que le produit matri
iel

(
λki

)
·
(
µkj

)t
= Id.En 
onséquen
e, le produit

(
µkj

)t
·
(
λki

)
= Id.La somme ∑

i(−1)|α
′
i|α′

i ⊗ β′i s'é
rit don

∑

i

(−1)|α
′
i|α′

i ⊗ β′i =
∑

i

(−1)|α
′
i|(

∑

k

λki αk ⊗
∑

r

µriβr)

=
∑

k,r

(−1)|αk |(
∑

i

λki µ
r
i )αk ⊗ βr

=
∑

k

(−1)|αk |αk ⊗ βk.

�Lemme 2.12. Pour 
haque γ ∈ H∗(M,Q), on a l'égalité suivante
∆(γ ⊗ 1) = ∆(1 ⊗ γ).PreuveDé
omposons αiγ dans la base des αk et βjγ dans la base des βk.

αiγ =
∑

j

λjiαj d'où λji [M̌ ] = αiγβj ,

βjγ =
∑

i

µijβi d'où µij[M̌ ] = (−1)|γ||βj |αiγβj .



2.3. CLASSE DIAGONALE ET COHOMOLOGIE DE F (M ; 2) 33D'une part, on 
al
ule
∆(γ ⊗ 1) =

∑

i

(−1)|αi|(αi ⊗ βi)(γ ⊗ 1)

=
∑

i

(−1)|αi|(−1)|γ||βi|(αiγ ⊗ βi)

=
∑

i,j

(−1)|αi|+|γ||βi|λji (αj ⊗ βi).D'autre part, on obtient
∆(1 ⊗ γ) =

∑

j

(−1)|αj |(αj ⊗ βjγ)

=
∑

i,j

(−1)|αj |µij(αj ⊗ βi)

=
∑

i,j

(−1)|αj |+|γ||βj|λji (αj ⊗ βi).Comme
|βi| = |βj | + |γ| et |αj | = |αi| + |γ|,on a
|αi| + |γ||βi| = |αj | + |γ||βj | mod 2,et 
e
i termine la preuve. �Lemme 2.13. L'idéal (∆) engendré par ∆ jouit de la propriété suivante :Si un élément ∑

i αi ⊗ γi ∈ H∗(M) ⊗H∗(M) véri�e
(
∑

i

αi ⊗ γi)(γ ⊗ 1) = (
∑

i

αi ⊗ γi)(1 ⊗ γ)pour tout γ ∈ H∗(M ; Q), alors ∑
i αi ⊗ γi ∈ (∆).PreuveChoisissons un générateur αi0 de plus haut degré ave
 αi0 ⊗ γi0 6= 0 etsupposons αi0 6= [M̌ ]. Alors

0 = (
∑

i

αi ⊗ γi)(βi0 ⊗ 1 − 1 ⊗ βi0)

= (−1)|γi0
||βi0

|[M̌ ] ⊗ γi0 −
∑

i

αi ⊗ γiβi0 ,
e qui est absurde. En 
onséquen
e
∑

i

αi ⊗ γi = (−1)n[M̌ ] ⊗ ρ+
∑

|αi|<n

αi ⊗ γi.



34 2. ESPACES DE CONFIGURATIONSDans 
e 
as posons
u =

∑

i

αi ⊗ γi − ∆(1 ⊗ ρ).Le fait que u(x ⊗ 1 − 1 ⊗ x) = 0 pour tout x ∈ H∗(M ; Q) et que u ∈
H<n(M ; Q)⊗H∗(M ; Q), implique que u = 0. Par 
onséquent ∑

i αi⊗γiappartient à l'idéal engendré par ∆. �L'intérêt de l'idéal (∆) apparaît de suite dans leThéorème 2.14. (Cohen-Taylor). Il existe un isomorphisme d'algèbres
H∗(F (M ; 2); Q) ∼=

H∗(M ; Q) ⊗H∗(M ; Q)

(∆)
.2.4. Classe diagonale et involution de M ×MNotons τ : M ×M → M ×M l'involution dé�nie par τ(m,m′) =

(m′,m). Le diagramme 
ommutatif suivant
M

i1

zzuuuuuuuuu
i2

$$I
IIIIIIII

M ×M
τ // M ×M

M

△

ddIIIIIIIII △

::uuuuuuuuuoù △ désigne l'appli
ation diagonale, induit un diagramme 
ommutatifen 
ohomologie
H∗(M)

H∗(M) ⊗H∗(M)

1⊗ǫ
66nnnnnnnnnnnn

∪ ((PPPPPPPPPPPP
H∗(M) ⊗H∗(M).

ǫ⊗1
hhPPPPPPPPPPPP

∪

vvnnnnnnnnnnnnH∗(τ)
oo

H∗(M)Il en résulte que pour 
haque u ∈ Hp(M ; Q) et 
haque v ∈ Hq(M ; Q),on a
Hp(τ)(u ⊗ 1) = 1 ⊗ u,

Hq(τ)(1 ⊗ v) = v ⊗ 1,

Hp+q(τ)(u⊗ v) = (−1)pqv ⊗ u.



2.4. CLASSE DIAGONALE ET INVOLUTION DE M ×M 35Lemme 2.15.
H∗(τ)(∆) = (−1)n∆.PreuveE
rivons ∆ =

∑
i(−1)aiai ⊗ a∗i . On 
al
ule que

H∗(τ)(∆) =
∑

i∈I

(−1)|ai|(−1)|ai||a∗i |a∗i ⊗ ai.Les égalités suivantes
〈[M ]; (a∗i ∪ ai)〉 = (−1)|ai||a

∗
i |〈[M ]; (ai ∪ a

∗
i )〉 = (−1)|ai||a

∗
i |,impliquent que

H∗(τ)(∆) =
∑

i∈I

(−1)|ai|a∗i ⊗ (a∗i )
∗.

�


