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Eric Deleersnijder, le 26 février 2002

On considère le système d'équations algébriques linéaires obtenu par discrétisation dans
l'espace d'un problème différentiel dont les inconnues dépendent du temps t et de l'espace:

dx

dt
 =  Dx , (1)

où x est le vecteur d'inconnues et D est une matrice appropriée. On appelle “énergie” le
produit scalaire du vecteur x par lui-même, xT x = x 2 . On suppose que le système conserve
l'énergie: pour tout vecteur y le produit yTDy , de sorte que

d

dt
(xT x)  =  2xTDx  =  0 . (2)

Il faut que la matrice D soit antisymétrique. Pour le montrer, on suppose d'abord qu'elle est
quelconque et on la décompose en sa partie symétrique, Ds , et sa partie antisymétrique, Da ,
de sorte que D = Ds +Da , avec DsT = Ds  et DaT = Da . Le produit yTDy  qui doit être nul
pour tout vecteur y s'écrit alors

yTDy  =  yTDsy  +  yTDay . (3)

On vérifie sans peine que yTDay = (yTDay)T = yTDaT y = yTDay , ce qui implique que
yTDay = 0 , pour tout vecteur y. La matrice Ds  étant symétrique, on peut toujours l'écrire sous
la forme d'un produit matriciel du type Ds = STS . Donc, yTDsy = yTSTSy = (Sy)T (Sy) , une
expression qui n'est nulle pour tout vecteur y qu'à la condition que toutes les composantes de
S, et donc de Ds , soient nulles. La partie symétrique de la matrice D doit donc bien être nulle.

On discrétise dans le temps l'équation (1) par un schéma de type Euler dont le taux
d'implicité est [0,1] :

xn +1 xn
t

 =  (1 )Dxn  +  Dxn+1 . (4)

On peut ré-écrire cet algorithme comme suit:
xn +1 xn

t
 =  

1

2
D(xn+1 + xn )  

1 2

2
D(xn+1 xn ) . (5)

On multiplie (5) par (xn +1 + xn )T  et, après quelques manipulations, on obtient
xn+1

2 xn
2

t
 =  

1 2

2
(xn+1 xn )TD(xn+1 + xn ) . (6)

En combinant (5) et (6), il vient

xn+1
2 xn

2  =  (1 2 ) xn+1 xn
2 . (7)

En conséquence, pour 0 <1/ 2 , =1/ 2 , et 1/ 2 < 1, l'énergie augmente, reste
constante et diminue, respectivement. En d'autres termes, le schéma semi-implicite ( =1/2)

conserve l'énergie, les schémas à dominante explicite “explosent”, tandis que les schémas à
dominance implicite “implosent”.
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