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Introdu
tion et Motivations
ienti�que
Dynamique atmosphérique et marée solaire de MarsMars est entourée d'une atmosphère ténue, 
omposée à 95% de di-oxyde de 
arbone (CO2) et de petites quantités d'autres gaz 
omme l'azoteou l'argon. La 
ir
ulation de la masse atmosphérique suit une 
elluleallant d'un p�le vers l'autre. Au 
ours d'une année martienne, 687 jours,une part signi�
ative de la masse de CO2 atmosphérique (jusqu'à30%) est é
hangée au niveau des 
alottes polaires, grâ
e à un pro-
essus de 
ondensation/pré
ipitation l'hiver et de sublimation l'été. La dis-tribution de masse à la surfa
e de Mars varie don
 au 
ours dessaisons. Ces phénomènes 
limatiques à l'é
helle de la planète produisent desvariations temporelles à très grande longueur d'onde du 
hamp dugravité, notamment des zonaux C̄l0 de son développement en harmoniquessphériques (de fait les 
oe�
ients "
omposites" de degrés 2 et 3).Le potentiel gravitationnel du Soleil induit des déformations, ditesde marée, du volume martien. Ces déformations produisent un po-tentiel perturbateur en tout point extérieur à la planète, proportionnel àson nombre de Love de degré 2 : k2. k2 traduit la réponse élastique dela planète au potentiel solaire et 
ontribue à 
ara
tériser physiquementle noyau de Mars (sa nature, solide ou liquide, et son rayon).Dynamique atmosphérique, marée solaire et radio s
ien
eUne manière de quanti�er les transferts de la masse atmosphériqueet l'état du noyau de Mars est don
 de déterminer les perturbationsinhérentes sur le mouvement d'un (ou plusieurs) satellite(s) arti�-
iel(s). En e�et, l'orbite d'un satellite autour de Mars joue le r�le d'un15



16 INTRODUCTION ET MOTIVATION SCIENTIFIQUE
apteur pour les for
es dérivant d'un potentiel perturbateur. Lesperturbations de position et de vitesse du satellite induites par k2 etles variations temporelles du 
hamp de gravité sont obtenues par l'analysede données de poursuite (ou tra
king) : mesures Doppler et mesures dedistan
e (ou range). La restitution de paramètres géophysiques passe don
né
essairement par un 
al
ul d'orbite (position et vitesse) pré
ise.La poursuite, ou tra
king, de satellites en orbite autour de la Terrepermet une estimation des transports saisonniers de la masse de�uides géophysiques à l'é
helle globale. Ce
i revêt un intérêt non seule-ment pour la géophysique mais aussi pour d'autres s
ien
es de la Terre 
ommel'hydrologie, l'o
éanographie ou la météorologie [Chao et al., 2000 ; Chao,2003℄. Les perturbations induites par les variations des harmoniqueszonaux du potentiel gravitationnel sur l'orbite d'un satellite, lesplus fa
iles à suivre à moyen et long terme, a don
 été très t�t au
entre des préo

upations de la géodésie spatiale. Une bien meilleurerestitution de position et de vitesse des satellites est désormais possible grâ
eà des instruments embarqués 
omme les a

éléromètres, qui permettent uneévaluation des for
es non gravitationnelles agissant sur le mouvement dessondes. Ainsi, la pré
ision de l'évaluation des variations de la 
ontributiongravitationnelle aux perturbations d'orbite se trouve améliorée. Un exemple,la ré
ente mission GRACE permet une détermination de 
es variations demasse ave
 une pré
ision jamais égalée jusqu'i
i [Tapley et al., 2004℄. Les deuxsatellites qui 
omposent 
ette mission, lan
és le 17 mars 2002, sont en orbitequasi-
ir
ulaire et à une altitude nominale de 500 kms. Ces deux satellitesqui se suivent sont équipés d'un système de suivi satellite-satellite ave
 unlien en bande K (K-band mi
rowave link), d'un ré
epteur GPS, d'un a

élé-romètre trois axes SuperSTAR pour mesurer les for
es non-gravitationelles etd'un senseur d'étoiles pour déterminer leur orientation inertielle. D'un autre
�té, la pré
ision des systèmes de poursuite de sonde s'est 
onsidérablementaméliorée [Barlier et Lefebvre, 2001℄.La possibilité de déte
ter les variations saisonnières du 
hamp degravité de Mars via la poursuite d'une sonde a été envisagée déjàpar Chao et Rubin
am [1990℄. Extraire les variations saisonnières des har-moniques zonaux demande des données de poursuite (Doppler en parti
u-lier) très pré
ises [Yoder et al., 1983℄. Yoder et Standish [1997℄ et Smith etal. [1999a℄ a�rment �nalement que la restitution des variations tem-porelles des harmoniques zonaux à partir de données Doppler depoursuite est possible puisque la signature Doppler de la partie variable dusignal gravitationnel (quelques mHz) sur l'orbite d'un satellite est su�sante.Cependant, le niveau de bruit des données de poursuite Doppler enbande X (quelques mHz) reste pro
he de la signature de l'amplitude



INTRODUCTION ET MOTIVATION SCIENTIFIQUE 17des variations qu'on veut restituer [Karatekin et al., 2005℄.Ré
emment, les variations des premiers harmoniques zonaux de basdegré, C̄20 et C̄30 (
omposites), ont été évaluées à partir des données depoursuite (Doppler) de la sonde Mars Global Surveyor, MGS [Smithet al., 2001 ; Smith et Zuber, 2003 ; Lemoine, 2006℄. Ave
 
es mêmes don-nées de poursuite, mais en ajoutant les données de suivi des atterris-seurs martiens Viking et Path�nder 
omme 
ontrainte sur la rotation,Yoder et al. [2003℄ ont donné une estimation de C̄20 et C̄30 (en 
ompo-santes annuelles et subannuelles), ainsi qu'une estimation de k2 (0.153 ±0.017). Cette valeur de k2 indique que Mars possède un noyau liquide derayon voisin de 1700 kms. Konopliv et al. [2006℄ ont eux travaillé ave
un lot de données Doppler supplémentaire, 
elui de Mars Odyssey(MODY), estimant ainsi une solution 
ombinée (MGS et MODY) de k2(0.152 ± 0.009) et des variations de C̄20 et C̄30. La 
on
lusion sur l'interpréta-tion de 
ette nouvelle valeur de k2, très pro
he, reste évidemment in
hangée.Con
ernant le 
oe�
ient zonal pair extrait, ils obtiennent un signalprin
ipalement semi-annuel alors que le 
oe�
ient impair montreune signature plut�t annuelle. La mission de radio s
ien
e MGSpermet don
 pour la première fois une mesure dire
te du 
y
le du
CO2 à l'é
helle globale. Tous 
es auteurs soulignent pourtant que les si-gnaux de gravité restitués 
ontiennent aussi des erreurs dues à la
ontribution des 
oe�
ients des harmoniques zonaux de plus hautdegré. En e�et, la théorie des perturbations orbitales [Kaula, 1966 ℄indique qu'on peut utiliser la dynamique d'un unique satellite pourseulement séparer les 
oe�
ients pairs des impairs. Dans 
e 
adre là,il est par 
ontre impossible de séparer les 
oe�
ients pairs entre euxet de même pour les impairs. La part des harmoniques zonaux pairset impairs de plus de haut degré dans les in
ertitudes (varian
e a poste-riori 
omme sorties du pro
essus d'ajustement par moindres 
arrés) sur larestitution des paramètres C̄20 et C̄30 (
omposites) respe
tivement reste in-
onnue. Plus important en
ore, l'exa
titude de l'expérien
e utilisée quantà la détermination des variations des harmoniques zonaux est impossibleà évaluer dans une mission réelle de radio s
ien
e, seules les simu-lations de missions permettent d'a

éder à 
e type d'information. Il sembledon
 important de juger exa
tement de la pertinen
e d'une mission de radios
ien
e en terme de restitution des 
oe�
ients zonaux de gravité via des si-mulations puis de s'atta
her aux traitements des données de suivi de sonde
omme MGS, MODY et Mars Express (MEX) a�n de voir si la pré
ision ob-tenue dans un 
as favorable permet e�e
tivement de 
ontraindre un modèlede dynamique atmosphérique globale 
aratérisant la distribution saisonnièrede masse de CO2.



18 INTRODUCTION ET MOTIVATION SCIENTIFIQUEDynamique atmosphérique, Modélisation et estimationpar d'autres types de mesuresLes variations du 
hamp de gravité de Mars peuvent être simuléesvia le 
al
ul des variations de distribution de masse en surfa
e àpartir des sorties d'un modèle théorique à l'é
helle de la planèteou Modèle de Cir
ulation Globale (GCM). A partir des données depression de surfa
e des atterriseurs Viking , Chao et Rubin
am, [1990℄ ontestimé 
es variations saisonnières. Des estimations de meilleure qualité ontété proposées par Smith et al. [1999a℄ qui ont utilisé des sorties de GCM.Cependant, 
es résultats de GCM restent des approximations en l'absen
ede mesures altimétriques pré
ises au niveau des régions polaires. Dans 
etteétude, on utilise la pression de surfa
e et la masse de gla
e de CO2 données parles sorties des GCMs du Laboratoire de Météorologie Dynamique(LMD) [Forget et al., 1999℄ et du 
entre de re
her
he NASA Ames[Haberle et al., 1999℄. Il est important de noter que 
es deux modèlesré
ents ont adopté la topographie MOLA [Smith et al., 1999b℄.Une autre estimation de la distribution saisonnière de la masse de
CO2 surfa
ique vient desmesures de l'instrument HEND (High EnergyNeutron Dete
tor) qui fait partie du spe
tromètre à rayon gamma à bordde la sonde MODY. Il mesure le �ux de neutrons depuis le 18 février2002 [Mitrofanov et al., 2003 ; Litvak et al., 2004℄. La présen
e d'hydrogèneen surfa
e ou sous la surfa
e de Mars a�e
te fortement le �ux de neutrons(provenant du bombardement 
osmique) à 
ause de l'atténuation provoquéepar les noyaux d'hydrogène ave
 lesquels il entre en 
ollision. E�e
tivement, le
CO2 empê
he les neutrons 
osmiques d'interagir ave
 les noyaux d'hydrogèneentraînant une augmentation du �ux de neutrons mesuré i.e 
elui reémis parla surfa
e de la planète. Les mesures e�e
tuées en été, lorsqu'il n'y a pas de
CO2 en surfa
e, sont utilisées pour déterminer la quantité d'hydrogène souset en surfa
e. Les variations saisonnières du �ux de neutrons sont interprétéesen terme de dép�ts de CO2. Ce �ux de neutrons est don
 proportionnel àl'épaisseur de la 
ou
he de CO2 surfa
ique de sorte qu'il devrait être le plusimportant pour une épaisseur de dép�t maximum. Lo
alement, les variationsde dép�t de CO2 sur une année martienne ont été estimées à partir desdonnées HEND par Litvak et al. [2004℄.



INTRODUCTION ET MOTIVATION SCIENTIFIQUE 19Dynamique atmosphérique, intérieur de Mars et rotationLe 
y
le saisonnier du CO2 et l'état du noyau impliquent aussi desvariations de la rotation de Mars. Une autre manière de quanti�erles transferts de la masse atmosphérique et l'état du noyau est don
d'observer leurs e�ets sur la rotation.Théoriquement l'axe de rotation propre de Mars autour d'elle-même estsujet à des perturbations par rapport soit à un point �xe sur la 
roûte,on l'appelle alors mouvement du p�le, soit à des objets 
onsidérés
omme �xes dans l'espa
e tels que les quasars, on l'appelle pré
ession-nutation. La période du mouvement de pré
ession, 171 000 ans, est en partiefon
tion de l'aplatissement dynamique de la planète, via C̄20. Pour Mars, l'in-�uen
e des autres planètes ou de Phobos et Deimos, ses lunes, sur sa nutationest 
onsidérée 
omme négligeable. Par 
ontre, le mouvement de rotationd'un possible noyau liquide et aplati au 
oeur de Mars, asso
ié à lanon rigidité de la planète, permet d'envisager une nouvelle sour
ede perturbation en 
e qui 
on
erne la nutation. Ce mouvement derotation peut être déte
té en surfa
e par sa résonan
e inhérentedans les nutations et permet de tran
her sur l'état liquide ou so-lide du noyau. Ainsi s'il est liquide, grâ
e à l'ampli�
ation apportée auxnutations, on peut évaluer le moment d'inertie du noyau et son aplatissement[Folkner et al., 1997a℄.Plusieurs études théoriques basées sur des GCM ont été menées sur les per-turbations de la rotation de Mars induites par la dynamique atmosphérique[Cazenave et Balmino, 1981 ; Defraigne et al., 2000 ; Van den A
ker et al.,2002 ; San
hez et al., 2003℄. Une nouvelle appro
he basée sur une ex-périen
e de s
ien
e en réseau telle que NEtlander for Ionosphere andGeodesy Experiment, NEIGE [Barriot et al., 2001℄, a fait l'objet d'uneétude analytique par Yseboodt et al. [2003℄. Dans 
e 
adre là, en modéli-sant le lien radio Doppler entre un orbiteur et des atterriseurs surla surfa
e de Mars, ils ont montré que la rotation propre en parti
ulier,mais aussi l'ampli�
ation des nutations 
omme une réponse de Marsave
 un noyau liquide, pouvait être déterminées ave
 pré
ision surune durée d'observation de 100 semaines.D'un autre 
�té, des expérien
es ont été spé
ialement dédiées à l'évalua-tion des paramètres de rotation. A partir de mesures Doppler entrela Terre et des atterrisseurs 
omme Viking [Yoder et Standish, 1997℄ etPath�nder [Folkner et al., 1997a ; Folkner et al., 1997b℄, 
e sont prin
ipale-ment les variations temporelles du temps sidéral martien, ou longueurdu jour (noté LOD pour length of day), et la pré
ession-nutation qui ontété déterminées. Par rapport à Viking, Path�nder a permis une amélio-
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ative de la pré
ession essentiellement. Cependant, 
ommel'ont montré Chao et Rubin
am [1990℄, les variations de C̄20 et du LODsont fortement 
orrélées puisque les deux dépendent de la redistributionde la masse atmosphérique. De plus, dans le 
al
ul des variations du LOD,en 
omplément de la redistribution de masse, il faut tenir 
ompte des va-riations du moment angulaire atmosphérique asso
iées aux ventszonaux.La �nalité de l'estimation de la rotation martienne est bien d'apporter denouvelles 
ontraintes à la modélisation non seulement de la dynamique at-mosphérique via la rotation propre par le 
al
ul des masses mises en jeu dansles é
hanges ave
 Mars solide mais aussi de l'intérieur de la planète via lesnutations.
Problématique et méthodesDes signatures géodésiques du 
y
le saisonnier de dioxyde de 
arboneexistent dans les variations saisonnières à la fois des harmoniques zonaux degravité, C̄20 en parti
ulier, et de la rotation. Dans le 
adre d'une missionfaisant intervenir des stations martiennes de poursuite d'une sonde, serait-ilpossible de dé
orréler 
es deux paramètres géophysiques ?De plus, venant 
ompliquer l'analyse, les variations des vents zonaux par-ti
ipent aussi aux variations du LOD, à hauteur de 5% et 30% pour lesamplitudes des variations annuelles et semi-annuelles respe
tivement [Vanden A
ker et al., 2002℄.Une autre di�
ulté vient des 
orrélations physiques [Kaula, 1966℄ qui lientles harmoniques zonaux de gravité entre eux, les pairs d'un 
�té et les impairsde l'autre, quand ils sont extraits de l'analyse des perturbations induites surle mouvement d'un seul orbiteur. Existe-t-il des orbites de 
ara
téristiquesparti
ulières ou des 
ombinaisons d'orbites qui favoriseraient une dé
orréla-tion de 
es paramètres géophysiques ?En�n, le Soleil est une autre sour
e de perturbations orbitales (par la mo-di�
ation apportée au potentiel martien), 
ara
térisée par k2 qui est de fait
orrélé aux harmoniques zonaux de gravité.L'obje
tif général de 
e travail est de préparer l'analyse des données :� non seulement d'une possible mission de s
ien
e en réseau à venir
omme NEIGE,� mais aussi de missions de radio s
ien
e déjà en vol notamment en éta-blissant la pré
ision et l'exa
titude,
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adre 
ertes très favorable de simulations (absen
e de frottementatmosphérique, de pression solaire dire
te ...) quant à la restitution des pa-ramètres de rotation, des harmoniques zonaux du potentiel gravitationnel etde k2.Plus pré
isément, il s'agit dans un premier temps de paramétriser la rotation(
hapitre 1) et de rendre 
ompte analytiquement de l'e�et induit sur l'orbited'une sonde autour de Mars par les harmoniques zonaux de gravité (
hapitres2 et 3) et par k2 (
hapitre 4). Le 
hapitre 5 présente à la fois une synthèsesur la 
ontribution des potentiels étudiés dans les 
hapitres pré
edents, lesproblèmes inhérents à leur détermination en radio s
ien
e, et en�n une des-
ription des outils mathématiques et numériques utilisés dans la suite de notreétude. Puis, vient l'établissement d'une stratégie adaptée à l'estimation deszonaux de gravité et de k2 par le biais de simulations simples (
hapitre 6)d'un 
ertain nombre de 
on�gurations de mission de radio s
ien
e y 
ompris
elle in
luant une expérien
e de s
ien
e en réseau. Il est alors né
essaire de sefamiliariser ave
 les variations attendues en terme de 
hamp de gravité [Ka-ratekin et al., 2005℄ et don
 de simuler les variations saisonnières de masse àpartir de sorties de Modèles de Cir
ulation Globale (GCMs) du LMD ou du
entre NASA Ames. En�n, on présentera les résultats obtenus à partir desdonnées de poursuite (Doppler et de distan
e) des sondes MGS et MODY(
hapitre 7) ainsi qu'une 
omparaison ave
 les variations des harmoniqueszonaux de gravité issues des sorties de GCM et des mesures lo
ales de dép�tde CO2 via HEND.On trouvera les résultats de 
ette thèse dans une série d'arti
les ou de rap-ports 
omme Duron [2002a et 2002b℄, Duron et al. [2003℄, Rosenblatt et al.[2004℄, Vienne et al. [2004℄, Karatekin et al. [2005℄, Balmino et al. [2006℄,Rosenblatt et Duron [2006℄ et Rosenblatt et al. [2006℄.
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Chapitre 1Orientation et rotation de Mars
La réponse de Mars, de par ses propriétés géophysiques, à un 
ertainnombre d'ex
itations d'origine externe ou interne modi�e la rotation quant àsa vitesse ou à la dire
tion de son axe. La détermination des paramètres derotation, 
omme le propose une expérien
e de géophysique telle que NEtlan-der for Ionosphere and Geodesy Experiment, NEIGE, [Barriot et al., 2001℄,est don
 essentielle dans l'étude et la 
ompréhension de la réponse de Marsà toutes sortes d'intera
tions. Typiquement, l'étude de la rotation revient àanalyser le mouvement de la planète en 3 
omposantes prin
ipales :� le mouvement de l'axe de rotation de Mars dans l'espa
e ave
 une partiesé
ulaire (171000 ans) appelée pré
ession et une 
omposante périodiqueappelée nutation ;� le mouvement du p�le de Mars par rapport à un point �xe sur la 
roûte ;� le mouvement de rotation propre de Mars autour de son axe.Il est don
 essentiel de faire 
onnaissan
e ave
 le formalisme qui dé
rit larotation. On rappellera don
 dans 
e 
hapitre l'appro
he 
inématique de larotation de Mars qui se base sur le passage d'un repère 
éleste à un repèrelié à Mars et son lien ave
 une appro
he dynamique appliquée à un modèlede Mars 
onsidérée rigide.1.1 Systèmes de référen
e et repèresEn prin
ipe, la rotation devrait se résumer à des angles qui permettentd'orienter une planète par rapport à un repère quel
onque. Une fois 
hoisi 
eréférentiel, il su�rait de trois rotations élémentaires (soit trois angles) pourorienter la planète par rapport à 
e repère de manière absolue. Et pourtant 
e23



24 CHAPITRE 1. ORIENTATION ET ROTATION DE MARSsont 5 angles qui sont typiquement utilisés dans l'appro
he 
inématique pour
onnaître l'orientation spatiale de la planète à tout instant. A�n de 
om-prendre pourquoi, il faut regarder les di�érents référentiels qui seront utilisésdans 
ette appro
he. La des
ription 
inématique du mouvement derotation de Mars est donnée par l'ensemble des paramètres permet-tant de dé
rire l'orientation d'un repère de référen
e lié à Mars(MRF, Martian Referen
e Frame) par rapport à un autre repère, exté-rieur 
elui-là (CRF, Celestial Referen
e Frame), et 
e via une matri
e Mtel que [CRF ] = M [MRF ].Tout d'abord, on a besoin d'un référentiel par rapport auquel on dé-sire 
onnaître l'orientation de la planète. Il est naturel de 
hoisir unréférentiel �xe, ou quasi �xe par rapport aux paramètres qui vontdé
rire la rotation de Mars. Ce repère, dit repère inertiel, est �xe parrapport aux étoiles lointaines supposées �xes elles aussi au moins aux é
hellesde temps d'une mission spatiale. Il peut être 
hoisi 
omme un repère quel-
onque à une date T0. Ce repère inertiel fait partie des repères ditnon tournants. Par exemple, le repère CRF est une réalisation du sys-tème de référen
e 
onventionnel 
éleste CRS 
omme l'est le TRF pourla Terre par rapport au TRS dé�ni par les 
onventions dé
idées par l'IAU(International Astronomi
al Union) en 2000.Puis vient la famille des repères tournants. En e�et, si nous nous plaçonssur le sol de Mars, 
e sont les étoiles qui tournent par rapport à nous. Lerepère lié à la planète, dit repère lié au 
orps à une date t, est notrerepère tournant.Cependant, on introduit un autre repère, dit repère intermédiaire, qui per-met de dé�nir l'orientation d'un axe de rotation moyen 
omme l'illustrela �gure 1.1. C'est un repère 
éleste ou inertiel qui peut être la réalisationd'un système de référen
e non-tournant à une date T0. Pour la Terrepar exemple, on 
hoisit un repère 
éleste moyen (
entré sur la Terre), quipré
esse autour du p�le de l'é
liptique moyen (mouvement du p�le moyen).1.2 Appro
he 
inématique1.2.1 Les paramètres d'orientationEn notant ~S le ve
teur exprimé dans le repère inertiel 
éleste, et ~s le mêmeve
teur exprimé dans le repère lié au 
orps, la matri
e de passage (rotation)
M se dé
ompose �nalement de la manière suivante :

~s = W R PN ~S (1.1)
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Fig. 1.1 � Passage du repère inertiel au repère lié au 
orpsave

PN : Matri
e de pré
ession - nutation. Elle permet de passer du repère
éleste de référen
e (inertiel) au repère intermédiaire non tournant (
é-leste vrai) de la date.
R : Matri
e du temps sidéral, qu'on note UT (pour Universal Time outemps universel). Elle permet de passer du repère intermédiaire nontournant de la date au repère intermédiaire tournant. C'est la rotationpropre de la planète sur elle-même.
W : Matri
e du mouvement du p�le. Elle permet de passer du repèreintermédiaire tournant au repère lié au 
orps.Le mouvement de rotation de Mars est historiquement référen
é par rap-port au repère 
éleste moyen terrestre. De plus, les sondes en orbite autourde 
ette planète sont suivies par des stations basées sur Terre. On 
hoisitdon
 
omme repère inertiel, le repère 
éleste moyen terrestre à T0, etil s'agit d'orienter l'axe de rotation moyen de Mars par rapport à
e repère. On e�e
tue le passage d'un repère à l'autre à l'aide de deux ma-tri
es de rotation élémentaire d'angles notées N et J. Cela permet de repérerl'orbite moyenne de Mars à T0 par rapport à l'équateur moyen terrestre età l'axe ~Ox du repère 
éleste (inertiel) moyen terrestre à la date T0. Ensuite,deux angles d'as
ension droite α0 et de dé
linaison δ0 permettent de passer àl'équateur de Mars à la date T0, ou, de manière équivalente à l'axe de rotation



26 CHAPITRE 1. ORIENTATION ET ROTATION DE MARSmoyen de Mars à la date T0.Les variations de 
es angles au 
ours du temps (α et δ, a

essibles à l'obser-vation), permettent de dé
rire l'orientation de l'axe instantané de rotationde Mars.1.2.2 Les paramètres du mouvement du p�leLa matri
e de mouvement du p�le permet de passer du repère intermé-diaire tournant au repère lié au 
orps. En e�et, l'axe instantané de rotationde la planète n'est pas �xe par rapport au sol. On peut don
 dé�nir le mou-vement de l'axe du repère lié à la 
roûte, dit axe de �gure, par rapport àl'axe de rotation de la planète, ou l'inverse.Ainsi le mouvement appelé mouvement du p�le dé�nit l'orientation de l'axeinstantané de rotation par rapport à l'axe de �gure. Il su�t don
 de deuxrotations élémentaires, soit deux angles Xp et Yp représentés sur la �gure 1.2 :
Xp dé�nit l'angle de rotation e�e
tué autour de l'axe Y, 
e qui équivaut don
à un dépla
ement à la surfa
e suivant la dire
tion X ; et Yp dé�nit l'angle derotation e�e
tué autour de l'axe X, 
e qui équivaut don
 à un dépla
ementà la surfa
e suivant la dire
tion Y. La matri
e de rotation du mouvement du

Fig. 1.2 � Des
ription des angles du mouvement du p�lep�le telle qu'elle a été dé�nie dans la relation 1.1, 
'est-à-dire dans le sens



1.2. APPROCHE CINÉMATIQUE 27axe de rotation propre vers axe de �gure, prend la forme suivante :
W = R2(−Xp) R1(−Yp) (1.2)On remarquera que la position des matri
es R1 et R2 n'a que peu d'im-portan
e vue que les angles Xp et Yp sont très faibles : Les matri
es sont
ommutables.Ces deux angles de mouvement du p�le Xp et Yp sont donnés sous forme deséries trigonométriques en 
osinus - sinus, possédant prin
ipalement 3 fré-quen
es (annuelle, semi-anuelle, et Chandler). Ainsi les paramètres de mou-vement du p�le sont les amplitudes de 
es séries trigonométriques.1.2.3 Les paramètres de nutationLa matri
e de pré
ession/nutation PN permet de passer du repère iner-tiel au repère intermédiaire non tournant. Il s'agit don
 d'orienter l'axe derotation de la planète par rapport aux étoiles �xes.Dans le 
as de la Terre, les angles de nutation (en obliquité ε et en longitude

ψ) sont repérés par rapport à un repère inertiel lié à la Terre qui 
orrespond àl'équateur moyen à une date T0. Pour Mars, on peut 
hoisir d'orienter l'axede rotation moyen de Mars par rapport à un repère inertiel terrestre à ladate T0, grâ
e aux angles d'as
ension droite et de dé
linaison α et δ illustréssur la �gure 1.3. Les modèles de nutation rigide de Mars sont quant à eux

Fig. 1.3 � Des
ription des angles α et δ, paramètres du modèle de nutationutilisédonnés dans des repères inertiels martiens et non terrestres, repères beau-
oup plus pratiques pour développer 
es théories. Les modèles de nutations



28 CHAPITRE 1. ORIENTATION ET ROTATION DE MARSse présentent don
 
omme des séries trigonométriques pour les angles ε et ψ,obliquité et longitude de l'équateur moyen à la date t par rapport à l'équa-teur moyen à la date T0. Ces angles sont représentés sur la �gure 1.4. Il estdon
 essentiel de 
omprendre quelle est la 
orrespondan
e entre 
es 
ouples(ε,ψ) et (α,δ). Ainsi la 
ombinaison des angles ε et ψ permet de 
onnaîtrela position de l'équateur moyen martien à date t par rapport à l'équateurmoyen martien à la date T0. Or 
e qui nous intéresse i
i, 
'est 
ette positionmais par rapport à l'équateur moyen terrestre à la date T0. On 
onstruit don
le passage de l'équateur moyen martien à la date T0 à l'équateur moyen ter-restre à la date T0, par les rotations d'angles N et J , illustrés sur la �gure 1.4.Les angles de nutation α et δ sont don
 obtenus par proje
tion des angles εet ψ suivant les matri
es de rotations N et J . Les 
orrespondan
es entre tous
es angles sont représentées sur la �gure 1.4. Nous utiliserons les angles (α,

Fig. 1.4 � Des
ription des di�érents formalismes pour 
ara
tériser les anglesde nutation (NB : Reasenberg et King [1979℄ et Folkner et al. [1997b℄ utilisentla notation I au lieu de ε
δ) pour nos modèles de nutation. Les angles de nutation qui nous intéressentne sont pas 
es angles (α, δ) qui sont référen
és par rapport à la Terre, maisbien les angles de nutation qui donnent l'orientation de l'équateur moyen deMars à une date t par rapport à l'équateur moyen de Mars à la date T0. A�nd'obtenir 
es angles ave
 nos modèles en (α,δ), nous devons opérer en deuxétapes illustrées également sur la �gure 1.5 :
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



Equateur
Mars
date t





? ?
⇐⇒





Equateur
Mars

date T0









Equateur
Mars
date t





(α , δ )
⇐⇒





Equateur
Terre
date T0





(α0 , δ0 )
⇐⇒





Equateur
Mars

date T0





Fig. 1.5 � Des
ription des angles en (α,δ) né
essaires à l'orientation de l'équa-teur moyen à une date t par rapport à la date T0Ainsi la matri
e PN prend la forme suivante :
PN = R1

(π

2
− δ
)

R3

(π

2
+ α

)

R3

(

− π

2
− α0

)

R1

(

− π

2
+ δ0

) (1.3)ave
 :� α : as
ension droite à la date t de l'équateur de Mars par rapport àl'équateur Terre (J2000)� δ : dé
linaison à la date t� α0 : as
ension droite à la date T0 (J2000)� δ0 : dé
linaison à la date T0 (J2000)



30 CHAPITRE 1. ORIENTATION ET ROTATION DE MARS1.2.4 Les paramètres du temps sidéralLes 
omposantes qui nous intéressent dans le temps sidéral sont les varia-tions saisonnières de la longueur du jour (dé�nie par LOD = ˙UT ), notées
∆LOD, 
elles dues au 
y
le saisonnier du CO2 notamment. Le temps sidéralest 
ara
térisé par une seule rotation, dé
omposée en un terme 
onstant ωbien 
onnu et un terme variable δω in
onnu, de la forme :

R = R3(ω + δω) (1.4)
δω a pour origine à la fois les é
hanges saisonniers de masse entre les 
alottespolaires et une proje
tion sur l'axe de rotation z de l'e�et induit par les nuta-tions. Deux rotations autour des axes x et y induisent don
 une modi�
ationde la rotation propre en z et le terme δω se dé
ompose en :

δω = δωCO2 − δωnutations (1.5)
δω = δωCO2 − sin δ0.(α− α0) (1.6)ave
 α, α0 et δ0 les angles de nutations aux dates t et T0 dé�nis au paragraphepré
édent.C'est bien sûr le terme δωCO2 qui nous intéresse i
i, et que nous exprimonssous la forme d'une série trigonométrique (
osinus, sinus) à 2 fréquen
es(annuelle et semi-annuelle). Les paramètres du temps sidéral sont don
 enpartie les amplitudes de 
ette série trigonométrique.1.2.5 Variations des paramètres d'orientationDans le 
adre d'une expérien
e dédiée à la détermination de la rota-tion de Mars 
omme NEIGE, il est intéressant de déterminer les 
ompo-santes de périodes annuelles/sub-annuelles de la rotation propre etdu mouvement de l'axe de rotation dans un repère lié à la planète(mouvement du p�le), et dans un repère 
éleste (
ontributions de Marsnon-rigide aux nutations). Elles 
ontiennent en fait l'information géophy-sique, 
'est à dire les variations saisonnières du CO2 atmosphérique et 
ellesliées à la stru
ture interne (noyau liquide ou solide). Nous avons en e�et lesliens suivants :� les variations de la rotation propre 
orrespondent aux variationssaisonnières du LOD dues aux phénomènes 
limatiques saisonniers de
ondensation/sublimation du CO2 au niveau des 
alottes polaires ;� en plus des variations 
onnues, les variations de l'orientation de l'axeinstantané de rotation 
orrespondent au mouvement du p�le et aux



1.3. SIMULATIONS NUMÉRIQUES : MODÈLES 31nutations pour une planète non-rigide qui modi�ent la réponse aux ex-
itations gravitationnelles extérieures, et modélisée pour Mars 
onsidérée
omme rigide.1.2.6 Rotation instantanée vs paramètres d'orientationLe ve
teur instantané de rotation ~ω (voir annexe A) peut s'é
rire à partirde la matri
e de passage M (M la matri
e de passage dé�nie au paragraphe1.2.1) qui relie le MRF et le CRF de la manière suivante :
~ωTRF = M−1.Ṁ (1.7)qui est équivalent à :

{

m = m1 + im2 = 1
LOD

(ω1 + iω2)

m3 = ω3

LOD
− 1

(1.8)D'après l'annexe A, on peut é
rire ~ω 
omme suit :










ω1 = Ẋp

ω2 = −Ẏp
ω3 = LOD(1 − ∆LOD

LOD
)

(1.9)Si on pose p = Xp − iYp (voir paragraphe 1.2.2), on obtient une expressiondi�érentielle des 
omposantes du mouvement du p�le (ṗ = Ẋp − iẎp = ω1 +
iω2 = LOD.m) .1.3 Simulations numériques : modèlesL'expérien
e NEIGE est dédiée en partie à l'évaluation des paramètres derotation de Mars. La durée de 
ette expérien
e doit don
 
ouvrir une annéemartienne au minimum (environ 687 jours) si on veut extraire des signaturesannuelles et interannuelles. Ainsi nos simulations numériques 
ouvriront unepériode de 700 jours qu'on aura dé
oupé en ar
s d'orbite d'une semaine. Ilest plus approprié de limiter le nombre de paramètres dé
rivant les varia-tions de la rotation en 
e sens que le nombre de mesures disponible pendantl'expérien
e risque d'être limité.



32 CHAPITRE 1. ORIENTATION ET ROTATION DE MARS1.3.1 Le temps sidéral et le mouvement du p�leAu lieu de prendre une série temporelle ave
 une valeur à 
haque pas detemps pour modéliser les variations saisonnières du temps sidéral, ona 
hoisi une dé
omposition plus réduite en 4 paramètres : une somme desinus et 
osinus 
ara
térisant les amplitudes annuelle et semi-annuelle. Lesvaleurs initiales des amplitudes 
hoisies sont les estimations e�e
tuées parYoder et Standish [1997℄.De la même manière, on a 
onsidéré lemouvement du p�le non pas 
ommeune série temporelle mais 
omme une somme de sinus et 
osinus sur 3 fré-quen
es : annuelle, semi-annuelle et Chandler. On a don
 2 amplitudes asso-
iées à 
haque fréquen
e (6 paramètres) pour 
ha
une des 2 
omposantes Xet Y soient 12 paramètres. Les valeurs initiales de 
es amplitudes ont étéétablies à partir d'un modèle de 
ir
ulation globale [Van den Aker et al.,2002℄.1.3.2 Les nutations et l'intérieur de MarsCon
ernant les nutations de Mars, nous utilisons un modèle de nutationrigide [Roosbeek, 2000℄, 
ouplé à une fon
tion de transfert, tenant 
omptede la non rigidité.La réponse de la planète, au sens des nutations rigides, peut être 
al
ulée surla base du forçage gravitationnel imposé par ses satellites naturels (Phoboset Deimos) et le Soleil. Cette réponse présente don
 des périodes identiquesaux périodes de révolution de, ou autour de, 
es 
orps qui lui ont donnéenaissan
e (annuelle, semi-annuelle ...). De fa
to, dans le 
adre de nos simu-lations, nous ne prenons en 
ompte que les six prin
ipales nutations solairesdu modèle de Roosbeek [2000℄.Analytiquement, les nutations rigides sont souvent exprimées en longitude(δψ) et obliquité (δI1), mais elles peuvent tout aussi bien s'é
rire sous laforme de nutations progrades et rétrogrades en utilisant le formalisme pro-posé par Ma
 Carthy [1996℄ soit :
pme

iαmt + rme
−iαmt = δIm + i sin(I0)δψmCependant, la réponse de Mars, supposée rigide/solide, à un forçage solairepeut être in�uen
ée par la résonan
e d'un éventuel noyau liquide ou d'une hy-pothétique élasti
ité. Ainsi, par l'introdu
tion de deux paramètres F et σ0au sein d'une fon
tion de transfert [Sasao et al. 1980℄ (on peut aussi se repor-1I est identique à notre angle ε dé�ni en 1.2.3 (
f. aussi �gure 1.4)



1.3. SIMULATIONS NUMÉRIQUES : MODÈLES 33ter à Folkner et al. [1997b℄ et Yoder and Standish [1997℄), on peut modéliserles nutations non-rigides malgré la limitation que 
onstitue la non-linéaritéinhérente à une telle modélisation. On 
onsidère un modèle simple de Marsà deux 
ou
hes : un manteau solide et un noyau liquide. D'après Sasao et al.[1977, 1980℄, nous pouvons é
rire, en première approximation, la fon
tion detransfert des nutations2 pour une planète non rigide 
omme suit :Ft = 1 +
Cf
Cm

σ

σ − σ0
(1 − γ

e
)Ft est le rapport entre les amplitudes de la nutation non-rigide3 et de lanutation rigide 
onsidérée. On remarque la présen
e de la résonnan
e audénominateur de la fon
tion. On peut aussi é
rire Ft plus simplement :Ft = 1 + F

σ

σ − σ0

F , le fa
teur de moment angulaire (Core momentum fa
tor), traduitl'état physique du noyau (par exemple, F = 0 implique un noyau solide)mais aussi sa taille et son aplatissement. Dans la simulation des mesures, ons'atta
he ex
lusivement à l'analyse de la non-rigidité et on 
hoisit une va-leur initiale pour F de 0.02 qui 
orrespond théoriquement à une périodede la FCN (voir dé�nition au paragraphe suivant) de 247 jours et un noyauliquide de 1468 kilomètres de rayon, plus petit que 
elui déduit desdonnées de poursuite de la sonde Mars Global Surveyor, MGS, [Yoder et al.,2003℄ ou de la 
ombinaison des données de suivi de MGS ave
 
elles de MarsOdyssey, MODY, [Konopliv et al., 2006℄ qui est d'environ 1700 kms.
σ est la fréquen
e de la nutation 
onsidérée dans un référentiel inertiel (ave
son signe). Quant à σ0, il représente la fréquen
e de la FCN, mode de nuta-tion libre du noyau (ou Free Core Nutation mode), rétrograde don
 négative,pleinement dépendante des propriétés du noyau elle aussi [Van Hoolst et al.,2000℄. On 
onsidère que la fréquen
e de la FCN peut prendre des valeursdans deux intervalles bien distin
ts :� un intervalle 
ompris entre −(2π)/200 et −(2π)/280 rad/j qui 
orres-pond à un modèle géophysique de noyau liquide sans graine,� un intervalle 
ompris entre −(2π)/80 et −(2π)/160 rad/j qui 
orres-pond à un modèle géophysique de noyau liquide ave
 une grande graine.2au premier ordre en e3Par abus de langage, on appelle nutations rigides les nutations 
al
ulées en 
onsidérantMars 
omme rigide et, nutations non rigides les nutations 
al
ulées en 
onsidérant uneélasti
ité et/ou un noyau liquide pour la planète



34 CHAPITRE 1. ORIENTATION ET ROTATION DE MARSAnalytiquement, Sasao et al. [1980℄ nous permettent d'exprimer F et σ0
4en fon
tion non seulement des moments d'inertie polaires de la planète C(Cm = C−Cf le moment d'inertie du manteau) et du noyau liquide Cf maisaussi d'un paramètre qui traduit la déformation élastique de la planète γ(du même ordre de grandeur que ef) et de deux paramètres d'aplatissementdynamique, 
elui de la planète e (tel que e=(C − A)/A) et 
elui du noyauliquide ef (tel que ef =(Cf − Af)/Af) :

F =
Cf

C − Cf
(1 − γ

e
) (1.10)

σ0 = Ω0
C

C − Cf
ef (1 − β

ef
) (1.11)ave
 γ qui est une fon
tion de hf le nombre de Love de déformation à lafrontière noyau/manteau (noté CMB pour Core Mantle Boundary) induit parle potentiel gravitationnel, et de q0 le rapport entre l'a

élération 
entrifugeet gravitationnelle à l'équateur. β (sans dimension) traduit la 
ontribution dela déformation élastique à la frontière noyau-manteau et est une fon
tion de

hf1 le nombre de Love de déformation à la CMB induit par une pression �uidesur 
et interfa
e. γ/e vaut approximativement 0.018 et β/ef est 
ompris entre
0.02 et 0.04, ils sont don
 petit devant 1. Les variations de γ et β en fon
tionde la taile du noyau peuvent être négligées dans les équations (1.10) et (1.11).En reprenant le modèle simple, à deux 
ou
hes, de Folkner et al. [1997b℄, ondonne i
i les expressions des 
oe�
ients nominaux r′m et p′m et don
 de la
onvolution de nos deux paramètres géophysiques à résoudre :

r′m = rm(1 + F
αm

αm + σ0
)

p′m = pm(1 + F
αm

αm − σ0
)1.3.3 Perturbations des modèles a prioriNos 
onnaissan
es du mouvement du p�le et des variations du LOD sonta priori limitées. Don
, dans nos simulations de l'expérien
e NEIGE, les mo-dèles a priori respe
tifs sont dé�nis par rapport à un mouvement du p�led'amplitude nulle et des variations saisonnières du temps sidéral d'ampli-tudes nulles aussi.4L'expression de la fréquen
e de la FCN est donné par Sasao et al. [1980℄ dans l'ap-proximation d'un manteau rigide et exprimée dans un repère inertiel.



1.3. SIMULATIONS NUMÉRIQUES : MODÈLES 35Comme l'in
ertitude prin
ipale réside dans la nature liquide ou so-lide du noyau, on s'atta
hera essentiellment dans la suite de 
etteétude à perturber le modèle en F et σ0.
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Chapitre 2Equations du mouvement orbital
2.1 Orbitographie : éléments orbitauxUne appli
ation du prin
ipe fondamental de la dynamique, l'étudedu mouvement des 
orps dans l'Univers, se fait toujours par l'établissementd'équations di�érentielles qui lient les a

élérations des 
orps aux for
es agis-sant sur eux, et mènent à un système d'équations di�érentielles : les équa-tions du mouvement. Le problème le plus simple implique uniquementdeux 
orps isolés en intera
tion gravitationnelle ; il présente deux avantagesprin
ipaux : (1) le système d'équations di�érentielles inhérent est intégrablede manière analytique (la pré
ision dépend de la 
omplexité plus ou moinsgrande du potentiel mutuel), menant de 
e fait à la défnition de variables àla signi�
ation physique simple ; (2) en première approximation, il dé
rit demanière réaliste le mouvement, puisque les 
orps étudiés sont, généralement,soumis prin
ipalement à l'attra
tion gravitationnelle, en l'o

uren
e l'attra
-tion exer
ée par Mars sur un satellite arti�
iel. L'é
riture des équations dumouvement, exprimées en 
oordonnées re
tangulaires, mène au système sui-vant (on note µ = GMMars) :











ẍ = ∂
∂x

µ
r

ÿ = ∂
∂y

µ
r

z̈ = ∂
∂z

µ
rave
 r =

√

x2 + y2 + z2 le rayon ve
teur,G = 6.6710−11m3s−2kg−1 la 
onstantede la gravitation universelle et MMars = 6, 42.1023 kg.37



38 CHAPITRE 2. EQUATIONS DU MOUVEMENT ORBITALRappelons qu'en hypothèse képlérienne, le mouvement d'un satellite dansun potentiel 
entral en 1/r 
onduit, au sens de la mé
anique 
lassique, à 6intégrales premières remarquables. Les 6 quantités asso
iées se 
al
ulentà l'aide du rayon ve
teur ~r, du ve
teur vitesse ~V de la sonde, et du tempsau point 
ourant t. L'intégration du système non perturbé 
onduit ainsi àla dé�nition des éléments elliptiques traditionnels, éléments orbitaux,qui permettent de positionner de manière géométrique un satellite sur sonorbite : a, e, i, Ω, ω, M (voir leur dé�nition exa
te au paragraphe suivant).Les 5 premiers paramètres orbitaux sont 
onstants, et sont les valeurs desintégrales premières du mouvement, le sixième M variant linéairement enfon
tion du temps t.En présen
e de perturbations, les ve
teurs fondamentaux (~r et ~V ) dif-fèrent de 
eux d'un mouvement képlérien, de manière lentement variable,entraînant une dérive des éléments orbitaux. Sous l'e�et d'une perturbation,l'orbite réelle n'est don
 plus une ellipse képlérienne. Pour 
haque positionorbitale s(t), une orbite képlérienne o(t) pro
he de l'orbite réelle est dé�nie :
'est l'orbite os
ulatri
e à l'instant t obtenue en supposant que, à 
etinstant, on supprime toutes les for
es autres que 
elles en 1/r2 (résultantd'une approximation du 
orps 
entral par une sphère 
onstituée de 
ou
hes
on
entriques homogènes). L'orbite os
ulatri
e est une ellipse orientée dansl'espa
e :� la taille et la forme de l'ellipse sont données par le demi-grand axe aet l'ex
entri
ité e.� la position du satellite sur l'ellipse est donnée par f , appelée anomalievraie, qui est une fon
tion de e et de M , anomalie moyenne (telle que
n = dM/dt soit le moyen mouvement).Ces trois paramètres (voir �gure 2.1) donnent don
 la position du satellitedans le plan orbital.Trois angles d'Euler 
ara
térisent l'orientation du plan orbital par rap-port au 
orps 
entral (voir �gure 2.2). Il s'agit d'abord de la longitude dunoeud as
endant, Ω. Le plan orbital 
oupe le plan équatorial de Mars selonune droite appelé la ligne des noeuds. Un noeud est l'endroit où le satellitetraverse le plan équatorial. Dans son par
ours nord-sud, 
'est le noeud des-
endant ; dans son par
ours sud-nord 
'est le noeud as
endant. Un deuxièmeangle repère l'in
linaison i du plan orbital par rapport au plan équatorial dela planète. En�n l'argument du périastre ω (qui joue le r�le de position ini-tiale), permet de 
onnaître la position du point de l'orbite le plus pro
he deMars. C'est par rapport au périastre qu'est dé�nie f , l'anomalie vraie dontnous avons parlé plus haut.La des
ription en éléments orbitaux, dits os
ulateurs (voir paragraphe 2.4),permet ainsi de 
ara
tériser qualitativement l'évolution du plan d'orbite. Ty-



2.1. ORBITOGRAPHIE : ÉLÉMENTS ORBITAUX 39piquement, a, e, i, Ω, ω sont lentement variables et M , l'élément orbital quiévolue le plus rapidement dans le temps, est une fon
tion linéaire du tempsà laquelle se superposent de petites variations (en général).

Fig. 2.1 � Paramètres de l'ellipse dans le plan orbitalL'orbite des missions de radio s
ien
e martienne est en général quasi-
ir
ulaire (e ≥ 10−3) et héliosyn
hrone (i.e que l'angle entre le plan de l'orbiteet la dire
tion du Soleil est quasi-
onstant1) don
 quasi-polaire (ave
 i >
π/2). Comme on peut le voir dans la table 2.1, 
'est e�e
tivement le 
aspour les orbites des sondes MGS et MODY, ou en
ore du satellite MarsPremier qui était prévu pour la mission de s
ien
e en réseau NEIGE [Barriotet al., 2001℄. La sonde Mars Express (MEX) a elle une orbite ex
entrique,
ara
térisée par e = 0.6, et d'in
linaison i = 86.5◦. La table 2.1 donne aussiles valeurs des éléments orbitaux des sondes utilisées en simulation.1i.e l'angle entre la ligne des noeuds (qui permet de dé�nir Ω) et le méridien du Soleil(qui permet de dé�nir ωSoleil/Mars) est 
onstant, autrement dit, la ligne des noeuds dériveautour de l'axe nord-sud à la même vitesse angulaire ωSoleil/Mars que le soleil autour deMars. L'heure solaire lo
ale au noeud as
endant est 
onstante
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Fig. 2.2 � Paramètres képlériens d'orientation du plan orbitalTab. 2.1 � Eléments orbitaux des sondes utilisées en simulation et de MGS,MODY et MEXSondes en simulation Sondes en volSonde 1 Sonde 2 MGS MODY MEX
a (km) 3896 3796 3768 3796 9355
i (deg) 93.2 50 92.9 93.1 86.5
e 0.001 0.021 0.01 0.01 0.602.2 Le potentiel gravitationnel - Up = µ/r + RLes for
es qui agissent sur le mouvement d'un satellite autour de Marssont d'origine gravitationnelle, via le potentiel gravitationnel du 
orps 
en-tral, mais aussi non gravitationnelle, via la pression de radiation solaire di-re
te, le rayonnement IR (infra rouge) de la surfa
e de Mars, l'albedo, lefreinage atmosphérique, les manoeuvres de désaturation des roues à inertie(non rédu
tibles à des 
ouples purs).On se pla
e dans un repère inertiel d'origine O le 
entre de masse de Mars.La planète a une distribution de densité ρ(P ) telle que, en 
haque point

P (x′, y′, z′) intérieur, à la distan
e r′ de O, la masse élémentaire dm′ del'élément de volume dV ′ s'é
rit dm′ = ρ(P )dV ′. La for
e gravitationnelle en
haque point M(x, y, z) extérieur au volume martien, à la distan
e r de O,
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tion de for
e Up, le potentiel gravitationnel :
Up(x, y, z) =

∫ ∫ ∫

V ′

G

∆
dm′ =

G

r

∫ ∫ ∫

V ′

Wdm′ave
 ∆ la distan
e du point P de Mars au pointM . W est la fon
tion r
∆
, quel'on développe habituellement en harmoniques sphériques.On fait maintenant l'hypothèse que l'origine du repère est au 
entre de gra-vité de la planète, et l'axe Z du repère inertiel 
oïn
ide ave
 l'axe prin
ipald'inertie lui-même voisin de l'axe de rotation. Le développement du potentielgravitationel en harmoniques sphériques (voir le détail des 
al
uls en AnnexeB ou Kaula [1966℄) s'é
rit alors :

Up =
GMMars

r

(

1 −
∑

l≥2

Jl

(

R0

r

)l

Pl(sinϕ)+ (2.1)
∑

l≥2

l
∑

m=1

(

R0

r

)l

Plm(sinϕ)(Clm cos(mλ) + Slm sin(mλ))

)ave
 λ et ϕ les longitude et latitude respe
tivement, R0 le rayon équatorialmartien et les Plm sont les fon
tions de Legendre. Les 
oe�
ients (Jl, Clm,
Slm) sont les 
oe�
ients de Stokes. Les 
oe�
ients normalisés, C̄lm et S̄lm,sont dé�nis par (C̄lm, S̄lm) = νlm(Clm, Slm) ave
 :

νlm =

√

(2 − δ0m)(2l + 1)
(l −m)!

(l +m)!Leur sont asso
iées dans 
e 
as les fon
tions de Legendre normalisées P̄lm =
Plm/νlm telles que :

1

4π

∫ ∫sphère unité P̄ 2
lm(sinϕ)

(

cos2mλ

sin2mλ

)

cosϕdϕdλ = 1Ce
i in
lue le 
as m = 0.On distingue don
 deux 
lasses de termes lors de l'intégration :� 
eux qui ne dépendent pas de la longitude : les harmoniques zo-naux Jl, également notées Cl0 ave
 Cl0 = −Jl.� 
eux qui dépendent de la longitude : d'abord les harmoniques ditstesséraux dé�nis par l 6= m, l et m 6= 0. En�n, les harmoniques se
to-riaux dé�nis par l = m et l,m 6= 0. Ce sont les termes Cmm et Smm. Parabus de langage et lorsqu'on ne le pré
ise pas, on désigne par harmoniquestesséraux l'ensemble des 
oe�
ients de Stokes (Clm et Slm) d'ordre m nonnul.
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Fig. 2.3 � Représentation des harmoniques sphériques du degré 2 à 10 etordre 0 à 10La �gure 2.3 donne une représentation 
lassique des fon
tions harmoniquesasso
iées à 
es 
oe�
ients.On peut é
rire plus simplement le potentiel Up 
omme suit :
UP =

µ

r
+ R (2.2)

µ = GMMars est le terme 
entral (de degré l et ordre m tous deux nuls). Rest la fon
tion de for
e (ou potentiel) perturbatri
e (perturbateur) dé�nie i
ipar l'expression 
omplexe (plus 
ompa
te, ave
 j =
√
−1) :

R =
GMMars

r

∞
∑

l=2

(

R0

r

)l +l
∑

m=−l

KlmPlm(sinϕ)ejmλ (2.3)et
Klm =

(−1)m

MMarsRl
0

∫ ∫ ∫

V

r′lPl,−m(sinϕ′)e−jmλ
′

ρ(r′, ϕ′, λ′)dV ′ (2.4)Les 
oe�
ients Klm 
omplexes sont liés aux 
oe�
ients réels Clm et Slm
∀m ≥ 0, pré
édemment dé�nis, par :

Klm =
1 + δ0m

2
(Clm − jSlm) (2.5)
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Kl,−m =

1 + δ0m
2

(Clm + jSlm)
(l −m)!

(l +m)!
(−1)m (2.6)où δm0 = 0 si m 6= 0 et δ00 = 1. Quand l = 0, Kl0 = Cl0 et Sl0 = 0.2.3 Développement de R en éléments orbitauxPour pouvoir être utilisée dans les équations de Lagrange (voir plus loinle paragraphe 2.4), R doit bien évidemment être exprimée en fon
tion deséléments elliptiques de l'orbite du satellite. Kaula [1966℄ propose une telle so-lution en transformant le développement en harmoniques sphériques à l'aidede fon
tions parti
ulières de l'in
linaison i et de l'ex
entri
ité e.Il faut don
 substituer les éléments orbitaux aux 
oordonnées sphériques enreparamétrant le développement traditionnel de la fon
tion de for
e gravi-tationnelle. Ainsi, on peut é
rire le potentiel perturbateur uniquement enfon
tion des éléments orbitaux du satellite :

R =
µ

a

+∞
∑

l=2

(

R0

a

)l l
∑

m=0

l
∑

p=0

Flmp(i)

+∞
∑

q=−∞

Glpq(e)Slmpq(M,ω,Ω, θ) (2.7)ave
 θ le temps sidéral moyen ou l'angle horaire (qui permet de dé�nir larotation propre de la planète),
Slmpq =

(

Clm
−Slm

)l−m pair
l−m impair cosψlmpq +

(

Slm
Clm

)l−m pair
l−m impair sinψlmpq (2.8)où on retrouve les 
oe�
ients de Stokes non normalisés Clm et Slm et où

ψlmpq = (l − 2p+ q)M + (l − 2p)ω +m(Ω − θ) (2.9)est l'argument angulaire de perturbation orbitale. Flmp(i) et Glpq(e) sontrespe
tivement les fon
tions d'in
linaison et d'ex
entri
ité dé
rites par Kaula[1966℄. D'après Balmino [1992℄, on peut aussi é
rire R 
omme suit :
R =

µ

a

L
∑

m=0

+L
∑

k=−L

k+Q
∑

s=k−Q











L
∑

(l= max(m,2,|k|)
l−k pair )

j(l−m)K̄lm

(

R0

a

)l (2.10)
Dl,m,(l−k)/2(i)Gl,(l−k)/2,s−k(e)

}

ejψksmave

ψksm = kω + sM +m(Ω − θ) (2.11)
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tions Dlmp(i) sont 
omplexes et liées aux fon
tions Flmp(i) deKaula. Il apparaît 
lairement dans l'expression (2.10) que plusieurs harmo-niques vont produire des perturbations de même fréquen
e. C'est pourquoi,il est né
essaire d'avoir plusieurs satellites ave
 une altitude mais surtout unein
linaison variées pour obtenir des 
oe�
ients bien distin
ts dans l'expres-sion entre a
olades, don
 des équations d'observations indépendantes pourles harmoniques.
2.4 Les équations de LagrangeLorsque la for
e dérive d'un potentiel, 
omme l'attra
tion gravitation-nelle, les variations des éléments orbitaux sont dé
rites par les équations deLagrange. Dans le 
as 
ontraire, on utilise les équations de Gauss dont il nesera pas question dans 
e travail.On 
onsidère le mouvement d'une sonde, assimilée à une masse pon
tuelle,soumise au potentiel 
entral U0 et à un potentiel perturbateur U . Les équa-tions du mouvement s'é
rivent :











ẍ = ∂U0

∂x
+ ∂U

∂x
= ∂Up

∂x

ÿ = ∂U0

∂y
+ ∂U

∂y
= ∂Up

∂y

z̈ = ∂U0

∂z
+ ∂U

∂z
= ∂Up

∂zLe 
as U = 0 permet d'intégrer le système di�érentiel : 
'est le problèmedes deux 
orps. Le mouvement du satellite est dé
rit en fon
tion du temps tet de 6 
onstantes d'intégration ci, les éléments elliptiques. On dit alors quele satellite n'est soumis qu'à une for
e 
entrale (
as képlérien) et les élé-ments képlériens ci, i.e a, e, i, Ω, ω , et n = dM/dt (le moyen mouvement)
onstants en sont une solution tels que r = (x(t, ci), y(t, ci), z(t, ci)).Quand U est non nul, le système n'est plus intégrable de manière 
omplète-ment analytique : le mouvement n'est képlérien qu'en première approxima-tion, et l'on peut dé�nir à tout instant une orbite os
ulatri
e 
ara
tériséepar le fait que les 
onstantes ci sont dépendantes du temps. L'ajout d'a

élé-rations 
omplémentaires génère don
 des perturbations de l'orbite elliptique.Les éléments képlériens deviennent alors dépendants du temps et leur
omportement est régi par les équations de Lagrange (ou de Gauss). Ces
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tions de Up, s'é
rivent [Kaula, 1966℄ :
da

dt
=

2

na

∂F
∂M

(2.12)
de

dt
= −

√
1 − e2

na2e

∂F
∂ω

+
1 − e2

na2e

∂F
∂M

(2.13)
di

dt
=

−1

na2
√

1 − e2 sin i

∂F
∂Ω

+
cos i

na2
√

1 − e2 sin i

∂F
∂ω

(2.14)
dΩ

dt
=

1

na2
√

1 − e2 sin i

∂F
∂i

(2.15)
dω

dt
=

√
1 − e2

na2e

∂F
∂e

− cos i

na2
√

1 − e2 sin i

∂F
∂i

(2.16)
dM

dt
= − 2

na

∂F
∂a

− 1 − e2

na2e

∂F
∂e

(2.17)ave
 F = Up − T , T étant l'énergie 
inétique. Utilisant le fait que F =
(µ/2a) + R, on obtient alors :

da

dt
=

2

na

∂R
∂M

(2.18)
de

dt
= −

√
1 − e2

na2e

∂R
∂ω

+
1 − e2

na2e

∂R
∂M

(2.19)
di

dt
=

−1

na2
√

1 − e2 sin i

∂R
∂Ω

+
cos i

na2
√

1 − e2 sin i

∂R
∂ω

(2.20)
dΩ

dt
=

1

na2
√

1 − e2 sin i

∂R
∂i

(2.21)
dω

dt
=

√
1 − e2

na2e

∂R
∂e

− cos i

na2
√

1 − e2 sin i

∂R
∂i

(2.22)
dM

dt
= n− 2

na

∂R
∂a

− 1 − e2

na2e

∂R
∂e

(2.23)La méthode des perturbations orbitales 
onsiste à 
al
uler les é
arts (∆a,
∆e, ∆i, ∆Ω, ∆ω, ∆M) à un mouvement de référen
e képlérien, en intégrant
es équations par approximations su

essives. Nous nous limiterons, dans lasuite, à la première approximation, su�sante pour dé
rire 
es perturbationsdans tous les 
as qui nous intéressent.
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Chapitre 3Perturbations induites par R
Nous partons de l'expression de la fon
tion de for
e exprimée en élémentsorbitaux ave
 l'équation (2.7).Il s'agit ensuite d'identi�er, pour une orbite donnée, les types de pertur-bation orbitale (voir les paragraphes 3.1 et 3.2) induites par les di�érentes
lasses de termes de 
ette fon
tion de for
e perturbatri
e (voir le paragraphe2.2). En approximation linéaire, on peut s
inder le système d'équations enautant de sous-systèmes indépendants que le nombre de 
ombinaisons desindi
es 
ontenus dans l'expression (2.7) de 
ette fon
tion de for
e1. A partirde l'expression de la fréquen
e de perturbation orbitale 
ara
téri-sée par la dérivée temporelle de l'argument angulaire de perturba-tion orbitale, ψlmpq, on peut distinguer des sous-ensembles d'e�etsinduits par type de période 
ara
téristique. L'amplitude de 
es per-turbations est fon
tion des éléments orbitaux a, e et i et des 
oe�
ients deStokes du potentiel perturbateur. On négligera les tesséraux, au sens large(voir paragraphe 2.2), à 
ause de la symétrie de révolution du phénomèneétudié. On s'intéressera don
 prin
ipalement i
i aux e�ets induits par les zo-naux de gravité don
 l'indi
em a dans 
e 
as une valeur nulle et ψlmpq devientalors ψl0pq.3.1 Termes sé
ulaires, ψlmpq 
onstantSi on suppose que les fréquen
es ne sont pas 
ommensurables, le termedit "`sé
ulaire"' sur les variations des éléments orbitaux est 
ara
térisé par1En approximation linéaire, les équations de Lagrange peuvent être intégrées isolémentpour 
haque jeu d'indi
es (l, m, p, q) et les résultats sommés.47
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ψ̇lmpq = 0, 
e qui est véri�é par le jeu d'indi
es suivant :










m = 0 =⇒ harmoniques zonaux
l − 2p = 0 =⇒ l est pair
q = 0 =⇒ e�ets d'ordre 0 en e (3.1)D'après l'équation (2.8), on obtient l'égalité Slmpq = C2p,0 = Cl0 et le potentielperturbateur s'é
rit alors :

Rs =
µ

a

∑

l, pair(R0

a

)l

Fl0 l
2
(i)Gl l

2
0(e)Cl0 (3.2)Les 
oe�
ients de Stokes de degré pair (m = 0, l = 2p) i.e les har-moniques zonaux pairs produisent des termes dits "`sé
ulaires"', indi
és

s, sur les variations des éléments orbitaux, qui 
ara
térisent don
 les plusgrands é
arts au mouvement képlérien. On dit qu'on a une orbite enpré
ession (ou pré
essante).3.2 Termes périodiques, ψ̇lmpq 6= 0Il existe d'autres e�ets induits par le potentiel perturbateur de sorte quedes termes périodiques viennent se superposer aux termes de dérive sé
ulaire.Ils sont le résultat de nouvelles 
ombinaisons de la valeur des indi
es lmpqdans l'expression de la fréquen
e de perturbation orbitale 
omme suit :� Les e�ets à longues périodes, induits par les zonaux de gravité(m = 0), sont obtenus pour l − 2p + q = 0 et l − 2p 6= 0 de sorte queles variations de ψl0pq sont données par les variations de ωs qui sont lentespuisque, en terme de période, (2π/ω̇s) >> (2π/Ṁs). En e�et, dans 
etteétude, on entend par longues périodes les périodes les plus longues,don
 les fréquen
es de perturbation orbitale les plus petites, étant donnéun degré l. Ce sont don
 ex
lusivement les 
oe�
ients zonaux de degréimpair qui induisent des termes à longue période, indi
és LP , puisque
l 6= 2p.� Les e�ets à 
ourtes périodes sont obtenus pour l − 2p + q 6= 0et les variations de ψlmpq sont données par Ms ou Ωs − θ qui évoluentbeau
oup plus rapidement, pro
hes de la période orbitale (2π/Ṁs, environ2 heures pour MGS et MODY, typiquement quelques heures) 
ar l− 2p =
0 ou 6= 0 et m = 0 ou 6= 0. Les fréquen
es sont don
 plus rapides. Lapartie 
ourte période sur les variations du mouvement orbital est don
 due
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toriaux. Il est don
 di�
iled'extraire une 
lasse de signal gravitationnel en parti
ulier par l'analysedes 
ourtes périodes.Dans 
ette étude, 
e sont don
 essentiellement les termes dits à longue périodequi vont être pris en 
onsidération, tels que, pour 
haque élément orbital, notéEO, (a, e, i, ω, Ω, M), on a dans tous les 
as :
dEO

dt
=
dEO

dt

∣

∣

∣

∣

s

+
dEO

dt

∣

∣

∣

∣

LP

(3.3)On peut se reporter à l'annexe E pour voir le développement des 
al
uls quimènent à l'expression du potentiel puis des termes à longues périodes induitspar les harmoniques zonaux de degré 3 et 5.3.3 Partie sé
ulaire induite par les zonauxOn développe d'abord la fon
tion de for
e Rs dé
rite par l'équation (3.2)pour les degré 2 et 4, puis on substitue 
ette expression dans les équationsde Lagrange (2.18) à (2.23). Ainsi, on obtient :
da

dt

∣

∣

∣

∣

s

= 0 (3.4)
de

dt

∣

∣

∣

∣

s

= 0 (3.5)
di

dt

∣

∣

∣

∣

s

= 0 (3.6)
dΩ

dt

∣

∣

∣

∣

s

=
3n cos i

2 (1 − e2)2

(

R0

a

)2

[C20+ (3.7)
2

3

(

R0

a

)2
Ḟ402

sin i cos i

1 + 3
2
e2

(1 − e2)2C40

]

dω

dt

∣

∣

∣

∣

s

=
n

(1 − e2)2

(

R0

a

)2
[(

3F201 − cot iḞ201

)

C20+ (3.8)
(

R0

a

)2

(

5F402 − cot iḞ402

)

(

1 + 3
2
e2
)

+ 5F402

(1 − e2)2 C40




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dM

dt

∣

∣

∣

∣

s

= n− n

(1 − e2)3/2

(

R0

a

)2

[3F201C20+ (3.9)
(

R0

a

)2 6 + 3
2
e2

(1 − e2)2F402C40

]

3.4 Longues périodes induites par les zonauxOn rappelle i
i que le 
al
ul de la fon
tion de for
e perturbatri
e dévelop-pée pour les harmoniques zonaux de degré 3 et 5, notée RLP , à l'origine destermes à longue période sur les variations des éléments orbitaux, est détailléà l'annexe E. On a développé dans 
ette même annexe le 
al
ul des variationsde e et ω. Pour les éléments orbitaux restants, on suit la même pro
édure : onsubstitue RLP dans les équations de Lagrange (2.18), (2.20), (2.21) et (2.23).Ainsi, on obtient :
da

dt

∣

∣

∣

∣

LP

= 0 (3.10)
de

dt

∣

∣

∣

∣

LP

=
2n

(1 − e2)2

(

R0

a

)3

[F302C30 (3.11)
−2

(

R0

a

)2

F502

1 + 3
4
e2

(1 − e2)2C50

]

cosω

di

dt

∣

∣

∣

∣

LP

= − 2n

(1 − e2)2

(

R0

a

)3
e cot i

1 − e2
[F302C30 (3.12)

−2

(

R0

a

)2

F502

1 + 3
4
e2

(1 − e2)2C50

]

cosω

dΩ

dt

∣

∣

∣

∣

LP

= − 2n

(1 − e2)2

(

R0

a

)3
e

1 − e2

[

Ḟ302

sin i
C30 (3.13)

−2

(

R0

a

)2
Ḟ502

sin i

1 + 3
4
e2

(1 − e2)2C50

]

sinω

dω

dt

∣

∣

∣

∣

LP

= − 2n

e (1 − e2)3

(

R0

a

)3
[(

F302

(

1 + 4e2
)

− e2 cot iḞ302

)

C30 (3.14)
−
(

R0

a

)2 F502

(

2 + 41
2
e2 + 9e4

)

− e2 cot iḞ502

(

2 + 3
2
e2
)

(1 − e2)2
C50

]

sinω
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dM

dt

∣

∣

∣

∣

LP

=
2n

(1 − e2)2

(

R0

a

)3
1

e (1 − e2)1/2

[

F302

(

1 + 2e2
)

C30 (3.15)
−
(

R0

a

)2

F502

(

2 + 17
2
e2
)

(1 − e2)2 C50

]

sinω
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Chapitre 4Perturbations induites par lesmarées
4.1 Le potentiel de marée - Um,klGlobalement, les 
orps du système solaire, i
i le Soleil uniquement, in-duisent sur la surfa
e de 
e qu'on appelle le 
orps 
entral, i
i Mars, un po-tentiel perturbateur dit de troisième 
orps, Up,Soleil,surfa
e. Dans un repèrearéo
entrique d'origine O le 
entre de masse de Mars, le potentiel du Soleilproduit sur le volume martien des déformations dites de marée générant unpotentiel perturbateur Um,kl

en tout point extérieur à la planète, à la distan
e
r de O, tel que pour 
haque degré l du potentiel de troisième 
orps :

Um,kl
= kl

(

R0

r

)2l+1

Up,Soleil,surfa
e (4.1)
ave
 kl le nombre de Love de potentiel kl (l étant le degré).Dans 
e paragraphe, il s'agit d'étudier l'e�et de 
ette perturbation sur lemouvement d'une sonde spatiale autour de Mars. Rappelons que 
et e�et se
umule à 
elui des 
oe�
ients de Stokes du potentiel gravitationnel du 
orps
entral. Au même titre que le potentiel gravitationnel, le potentiel de maréese dé
ompose dans une base d'harmoniques sphériques et peut être développéen fon
tion des éléments orbitaux de la sonde, mais aussi de 
eux du 
orps53



54 CHAPITRE 4. PERTURBATIONS INDUITES PAR LES MARÉESperturbateur [Dele�ie, 2000℄ :
Um,kl

=
GMS

ap

(

R0

ap

)l(
R0

a

)l+1

kl

l
∑

m=0

δm
(l −m)!

(l +m)!
(4.2)

l
∑

p=0

l
∑

p′=0

∑

q

∑

q′

Flmp(i)Flmp′(ip)Glpq(e)Glp′q′(ep) cosψ′
lmpp′qq′ave


δm =

{

1 , si m = 0

2 , si m 6= 0
(4.3)et ψ′

lmpp′qq′ , l'argument angulaire de perturbation orbitale telle que :
ψ′
lmpp′qq′ = (l−2p+q)M−(l−2p′+q′)Mp+(l−2p)ω−(l−2p′)ωp+m(Ω−Ωp)(4.4)On a aussi :� Flmp(i), Flmp′(ip) et Glpq(e), Glp′q′(ep) sont respe
tivement les fon
tionsd'in
linaison et d'ex
entri
ité (voir Kaula [1966℄) ;� MS la masse du 
orps perturbateur, i
iMS = 1, 989.1030 kg est la massedu Soleil ;� kl le nombre de Love de degré l ;� a, e, i, ω, Ω, M les éléments orbitaux de la sonde ;� ap = 2, 32.1011 m, ep = 0, 109, ip = 25◦, ωp, Ωp, Mp (ave
 Ṁp =
686, 98 jours ou 1, 88 ans terrestres) sont les éléments orbitaux du 
orpsperturbateur (i
i le Soleil), don
 
eux de l'orbite de Mars autour au Soleilsauf pour ωp = ωSoleil/Mars = ωMars/Soleil + π.4.2 Partie sé
ulaire induite par Um,k2Dans un premier temps il s'agit d'é
rire 
orre
tement la fon
tion de for
eperturbatri
e Um,k2 d'après l'équation (4.2). Pour le degré 2, il vient :
Um,k2 =

GMS

ap

(

R0

ap

)2(
R0

a

)3

k2

2
∑

m=0

δm
(2 −m)!

(2 +m)!
(4.5)

2
∑

p=0

2
∑

p′=0

∑

q

∑

q′

F2mp(i)F2mp′(ip)G2pq(e)G2p′q′(ep) cosψ′
2mpp′qq′ave


ψ′
2mpp′qq′ = (2−2p+q)M−(2−2p′+q′)Mp+(2−2p)ω−(2−2p′)ωp+m(Ω−Ωp)(4.6)



4.2. PARTIE SÉCULAIRE INDUITE PAR UM,K2 55Les termes dits "sé
ulaires" sur les variations des éléments orbitaux sontobtenus pour ψ′
2mpp′qq′ = 0 que véri�e le jeu d'indi
e suivant :











m = 0 =⇒ harmoniques zonaux
2 − 2p = 0 et 2 − 2p′ = 0 =⇒ p = p′ = 1

q = q′ = 0 =⇒ e�ets d'ordre 0 en e et ep (4.7)On peut don
 reé
rire l'expression (4.5) de la fon
tion de for
e perturbatri
ede marée pour le degré 2 :
Um,k2 =

GMS

ap

(

R0

ap

)2(
R0

a

)3

k2F201(i)F201(ip)G210(e)G210(ep) (4.8)Puis on substitue 
ette expression dans les équations de Lagrange (2.18) à(2.23). Ainsi, on obtient :
da

dt

∣

∣

∣

∣

k2

s

= 0 (4.9)
de

dt

∣

∣

∣

∣

k2

s

= 0 (4.10)
di

dt

∣

∣

∣

∣

k2

s

= 0 (4.11)
dΩ

dt

∣

∣

∣

∣

k2

s

=
9n

4 (1 − e2)2 (1 − e2p
)3/2

MS

MMars (R0

a

)2(
R0

ap

)3 (4.12)
(

sin2 ip
2

− 1

3

)

k2 cos i

dω

dt

∣

∣

∣

∣

k2

s

=
3n

16 (1 − e2)2 (1 − e2p
)3/2

MS

MMars (R0

a

)2(
R0

ap

)3 (4.13)
(

3 sin2 ip − 2
) (

3 sin2 i− 2 − cot i sin 2i
)

k2

dM

dt

∣

∣

∣

∣

k2

s

=
27n

16 (1 − e2)3/2 (1 − e2p
)3/2

MS

MMars (R0

a

)2(
R0

ap

)3 (4.14)
(

sin2 ip − 2
) (

sin2 i− 2
)

k2On rappelle i
i que 
es e�ets dits "sé
ulaires" s'ajoutent aux e�ets dits "sé
u-laires" induits par les harmoniques zonaux pairs du potentiel gravitationnel.De fait, l'analyse de la dynamique d'une unique sonde donnera des solutions
orrélées entre les paramètres C20 et C40 (leurs variations saisonnières aussia fortiori), et, k2.



56 CHAPITRE 4. PERTURBATIONS INDUITES PAR LES MARÉES4.3 Longues périodes induites par Um,k24.3.1 Dé�nition des longues périodesOn reprend l'équation (4.4) valide quelque soit la fréquen
e de perturba-tion orbitale pour le potentiel perturbateur de marée :
ψ′
lmpp′qq′ = (l−2p+q)M−(l−2p′+q′)Mp+(l−2p)ω−(l−2p′)ωp+m(Ω−Ωp)Dans 
ette étude, on ne s'interessera qu'aux plus longues périodes de per-turbations de marée qui sont les plus pro
hes des plus longues périodesdu mouvement orbital induites par le potentiel gravitationnel, desorte qu'on minimise ψ′

lmpp′qq′ . Dans tous les 
as, l'e�et induit sur le moyenmouvement M du satellite appartient aux 
ourtes périodes, on 
hoisit don

l − 2p+ q = 0.On rappelle i
i que la table 5.1 donne en année terrestre les périodes sé-
ulaires des perturbations induites par les 2 premiers zonaux pairs, valeursstatiques, du potentiel gravitationnel sur les deux sondes MGS et MEX. PourMGS, on a 2π/Ω̇s > 2π/ω̇s. Il apparaît que la plus grande période est 2π/Ω̇s.Il vient :

ψ′
lmpp′qq′ = −(l − 2p′ + q′)Mp +m(Ω − Ωp)On note qu'on a 2π/Ω̇s ≈ 2π/Ṁp. En e�et, 2π/Ṁp = 686, 98 jours ou 1, 88ans.Pour MEX, on a aussi, d'après la table 5.1, la relation 2π/Ω̇s > 2π/ω̇s. Ilapparait don
 que la plus grande période est 2π/Ω̇s. Il vient :
ψ′
lmpp′qq′ = −(l − 2p′ + q′)Mp +m(Ω − Ωp)On note qu'on a 2π/ω̇s ≈ 2π/Ṁp. Mais le 
al
ul des longues périodes dé�niespar ω−Mp donne Uk2 = 0 
ar les fon
tions d'ex
entri
ité G222 (e) et G20−2 (e)sont nulles.On souligne i
i que le 
al
ul des longues périodes dé�nies parm (Ω − Ωp − ωp)
onduit aussi à Uk2 = 0 
ar les fon
tions d'ex
entri
ité G222 (ep) et G20−2 (ep)sont nulles.On s'atta
hera don
 dans 
ette étude au 
al
ul des termes à longues périodesdé�nies par m (Ω − Ωp), m (Ω −Mp) et par m (Ω − Ωp −Mp).



4.3. LONGUES PÉRIODES INDUITES PAR UM,K2 574.3.2 Longue période en m (Ω − Ωp)On reprend l'équation (4.6) valide quelque soit la fréquen
e de perturba-tion orbitale pour le potentiel perturbateur de marée du degré 2 :
ψ′

2mpp′qq′ = (2−2p+q)M−(2−2p′+q′)Mp+(2−2p)ω−(2−2p′)ωp+m(Ω−Ωp)Les termes dits à longue période sur les variations des éléments orbitaux sontobtenus pour ψ′
2mpp′qq′ = m (Ω − Ωp), que véri�e le jeu d'indi
e suivant :










m 6= 0

2 − 2p = 0 et 2 − 2p′ = 0

2 − 2p+ q = 0 et 2 − 2p′ + q′ = 0

(4.15)
La 
ontribution longue période aux variations des éléments orbitaux est don
dé�nie par le jeu d'indi
es suivant :



















m = 1, 2

p = p′ = 1

q = q′ = 0 =⇒ e�ets d'ordre 0 en e et en ep
ψ′

2m1100 = m (Ω − Ωp)

(4.16)
On peut don
 reé
rire l'expression (4.5) de la fon
tion de for
e perturbatri
ede marée pour le degré 2, en posant β = Ω − Ωp :

Uβ
k2

=
3na2

16

MS

MMars (R0

ap

)3(
R0

a

)2
nk2

(1 − e2)3/2 (1 − e2p
)3/2

(4.17)
[

sin 2i sin 2ip cos (β) + sin2 i sin2 ip cos (2β)
]



58 CHAPITRE 4. PERTURBATIONS INDUITES PAR LES MARÉESPuis on substitue 
ette expression dans les équations de Lagrange (2.18) à(2.23). Ainsi, on obtient :
da

dt

∣

∣

∣

∣

k2

β

= 0 (4.18)
de

dt

∣

∣

∣

∣

k2

β

= 0 (4.19)
di

dt

∣

∣

∣

∣

k2

β

=
3

8

MS

MMars (R0

ap

)3(
R0

a

)2
nk2

(1 − e2)2 (1 − e2p
)3/2

(4.20)
[

cos i sin 2ip sin (β) + sin i sin2 ip sin (2β)
]

dΩ

dt

∣

∣

∣

∣

k2

β

=
3

8

MS

MMars (R0

ap

)3(
R0

a

)2
nk2

(1 − e2)2 (1 − e2p
)3/2

(4.21)
[

cos 2i

sin i
sin 2ip cos (β) + cos i sin2 ip cos (2β)

]

dω

dt

∣

∣

∣

∣

k2

β

=
3

8

MS

MMars (R0

ap

)3(
R0

a

)2
nk2

(1 − e2)2 (1 − e2p
)3/2

(4.22)
[

cot i
(

−1 + 5 sin2 i
)

sin 2ip cos (β)+
(

1 − 5

2
sin2 i

)

sin2 ip cos (2β)

]

dM

dt

∣

∣

∣

∣

k2

β

=
9

16

MS

MMars (R0

ap

)3(
R0

a

)2
nk2

(1 − e2)3/2 (1 − e2p
)3/2

(4.23)
[

sin 2i sin 2ip cos (β) + sin2 i sin2 ip cos (2β)
]4.3.3 Longue période en m (Ω −Mp)On reprend à nouveau l'équation (4.6) valide quelque soit la fréquen
e deperturbation orbitale pour le potentiel perturbateur de marée du degré 2 :

ψ′
2mpp′qq′ = (2−2p+q)M−(2−2p′+q′)Mp+(2−2p)ω−(2−2p′)ωp+m(Ω−Ωp)Les termes longue période sur les variations des éléments orbitaux sont ob-tenus pour ψ′

2mpp′qq′ = m (Ω −Mp) que véri�e le jeu d'indi
e suivant :










m 6= 0

2 − 2p+ q = 0 et 2 − 2p′ + q′ = m

2 − 2p = 0

(4.24)



4.3. LONGUES PÉRIODES INDUITES PAR UM,K2 59qui est valable si et seulement si on a le jeu d'indi
es suivant :






























m = 1, 2

p = 1

q = 0 =⇒ e�ets d'ordre 0 en e
q′ = m− 2 + 2p′

ψ′
2m1p′0q′ = mΩ − (2 − 2p′ + q′)Mp = m (Ω −Mp)

(4.25)
Pourm = 1 ou 2, les longues périodes sur les variations des éléments orbitauxsont désormais des fon
tions de p′ et q′ tel que :

{

m = 1

q′ = 2p′ − 1 et ψ′
211p′0q′

(4.26)
{

m = 2

q′ = 2p′ et ψ′
221p′0q′

(4.27)Finalement, il vient :










m = 1

p′ = 1 et q′ = 1 et ψ′
211101 = Ω −Mp

p′ = 0 et q′ = −1 et ψ′
21100−1 = Ω −Mp

(4.28)










m = 2

p′ = 1 et q′ = 2 et ψ′
221102 = 2 (Ω −Mp)

p′ = 0 etq′ = 0 et ψ′
221000 = 2 (Ω −Mp)

(4.29)On peut don
 reé
rire l'expression (4.5) de la fon
tion de for
e perturbatri
ede marée pour le degré 2, en posant α = Ω −Mp :
Uα
k2

=
3na2

8 (1 − e2)3/2

MS

MMars (R0

ap

)3(
R0

a

)2

nk2 (4.30)
[

− sin 2i

(

sin ip cos2

(

ip
2

)

G20−1 (ep) −
1

2
sin 2ipG211 (ep)

)

cos (α)

+ sin2 i

(

cos4

(

ip
2

)

G200 (ep) +
1

2
sin2 ipG212 (ep)

)

cos (2α)

]



60 CHAPITRE 4. PERTURBATIONS INDUITES PAR LES MARÉESPuis on substitue 
ette expression dans les équations de Lagrange (2.18) à(2.23). Ainsi, on obtient :
da

dt

∣

∣

∣

∣

k2

α

= 0 (4.31)
de

dt

∣

∣

∣

∣

k2

α

= 0 (4.32)
di

dt

∣

∣

∣

∣

k2

α

=
3

4 (1 − e2)2

MS

MMars (R0

ap

)3(
R0

a

)2

nk2 (4.33)
[

− cos i

(

sin ip cos2

(

ip
2

)

G20−1 (ep) −
1

2
sin 2ipG211 (ep)

)

sin (α)

+ sin i

(

cos4

(

ip
2

)

G200 (ep) +
1

2
sin2 ipG212 (ep)

)

sin (2α)

]

dΩ

dt

∣

∣

∣

∣

k2

α

=
3

4 (1 − e2)2

MS

MMars (R0

ap

)3(
R0

a

)2

nK2 (4.34)
[

−cos 2i

sin i

(

sin ip cos2

(

ip
2

)

G20−1 (ep) −
1

2
sin 2ipG211 (ep)

)

cos (α)

+ cos i

(

cos4

(

ip
2

)

G200 (ep) +
1

2
sin2 ipG212 (ep)

)

cos (2α)

]

dω

dt

∣

∣

∣

∣

k2

α

=
3

4 (1 − e2)2

MS

MMars (R0

ap

)3(
R0

a

)2

nk2 (4.35)
[

A (i)

(

sin ip cos2

(

ip
2

)

G20−1 (ep) −
1

2
sin 2ipG211 (ep)

)

cos (α)

+B (i)

(

cos4

(

ip
2

)

G200 (ep) +
1

2
sin2 ipG212 (ep)

)

cos (2α)

]

dM

dt

∣

∣

∣

∣

k2

α

=
9

8 (1 − e2)3/2

MS

MMars (R0

ap

)3(
R0

a

)2

nk2 (4.36)
[

− sin 2i

(

sin ip cos2

(

ip
2

)

G20−1 (ep) −
1

2
sin 2ipG211 (ep)

)

cos (α)

+ sin2 i

(

cos4

(

ip
2

)

G200 (ep) +
1

2
sin2 ipG212 (ep)

)

cos (2α)

]ave

A (i) = cos 2i cot i− 3

2
sin 2i

B (i) =
3

2
sin2 i− cos2 i
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G20−1 (ep) = −ep

2
+
e3p
16

+ ...
G200 (ep) = 1 −

5e2p
2

+
13e4p
16

+ ...
G211 (ep) =

3ep
2

+
27e3p
16

+ ...
G212 (ep) =

9e2p
4

+
7e4p
4

+ ...4.3.4 Longue période en m (Ω − Ωp −Mp)On reprend une dernière fois l'équation (4.6) valide quelque soit la fré-quen
e de perturbation orbitale pour le potentiel perturbateur de marée dudegré 2 :
ψ′

2mpp′qq′ = (2−2p+q)M−(2−2p′+q′)Mp+(2−2p)ω−(2−2p′)ωp+m(Ω−Ωp)Les termes longue période sur les variations des éléments orbitaux sont ob-tenus pour ψ′
2mpp′qq′ = m (Ω − Ωp −Mp) que véri�e le jeu d'indi
e suivant :











m 6= 0

2 − 2p+ q = 0 et 2 − 2p′ + q′ = m

2 − 2p = 0

(4.37)qui est valable si et seulement si on a le jeu d'indi
es suivant :






























m = 1, 2

p = 1

q = 0 =⇒ e�ets d'ordre 0 en e
q′ = m− 2 + 2p′

ψ′
2m1p′0q′ = m (Ω −Mp) − [mΩp + (2 − 2p′)ωp]

(4.38)
Pourm = 1 ou 2, les longues périodes sur les variations des éléments orbitauxsont désormais des fon
tions de p′ et q′ tel que :

{

m = 1

q′ = 2p′ − 1 et ψ′
211p′0q′

(4.39)
{

m = 2

q′ = 2p′ et ψ′
221p′0q′

(4.40)
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









m = 1

p′ = 1 et q′ = 1 et ψ′
211101 = (Ω −Mp) − Ωp

p′ = 0 et q′ = −1 et ψ′
21100−1 = (Ω −Mp) − (Ωp + 2ωp)

(4.41)










m = 2

p′ = 1 et q′ = 2 et ψ′
221102 = 2 (Ω −Mp) − 2Ωp

p′ = 0 etq′ = 0 et ψ′
221000 = 2 (Ω −Mp) − 2 (Ωp + ωp)

(4.42)On peut don
 reé
rire l'expression (4.5) de la fon
tion de for
e perturbatri
ede marée pour le degré 2, en posant α′ = Ω − Ωp −Mp :
Uα′

k2
=

3na2

8 (1 − e2)3/2

MS

MMars (R0

ap

)3(
R0

a

)2

nk2 (4.43)
[

− sin 2i

(

sin ip cos2

(

ip
2

)

G20−1 (ep) cos (α′ − 2ωp) −
1

2
sin 2ipG211 (ep) cos (α′)

)

+ sin2 i

(

cos4

(

ip
2

)

G200 (ep) cos 2 (α′ − ωp) +
1

2
sin2 ipG212 (ep) cos (2α′)

)]

Puis on substitue 
ette expression dans les équations de Lagrange (2.18) à(2.23). Ainsi, on obtient :
da

dt

∣

∣

∣

∣

k2

α′

= 0 (4.44)
de

dt

∣

∣

∣

∣

k2

α′

= 0 (4.45)
di

dt

∣

∣

∣

∣

k2

α′

=
3

4 (1 − e2)2

MS

MMars (R0

ap

)3(
R0

a

)2

nk2 (4.46)
[

− cos i

(

sin ip cos2

(

ip
2

)

G20−1 (ep) sin (α′ − 2ωp) −
1

2
sin 2ipG211 (ep) sin (α′)

)

+ sin i

(

cos4

(

ip
2

)

G200 (ep) sin 2 (α′ − ωp) +
1

2
sin2 ipG212 (ep) sin (2α′)

)]
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dΩ

dt

∣

∣

∣

∣

k2

α′

=
3

4 (1 − e2)2

MS

MMars (R0

ap

)3(
R0

a

)2

nK2 (4.47)
[

−cos 2i

sin i

(

sin ip cos2

(

ip
2

)

G20−1 (ep) cos (α′ − 2ωp) −
1

2
sin 2ipG211 (ep) cos (α′)

)

+ cos i

(

cos4

(

ip
2

)

G200 (ep) cos 2 (α′ − ωp) +
1

2
sin2 ipG212 (ep) cos (2α′)

)]

dω

dt

∣

∣

∣

∣

k2

α′

=
3

4 (1 − e2)2

MS

MMars (R0

ap

)3(
R0

a

)2

nk2 (4.48)
[

A (i)

(

sin ip cos2

(

ip
2

)

G20−1 (ep) cos (α′ − 2ωp) −
1

2
sin 2ipG211 (ep) cos (α′)

)

+B (i)

(

cos4

(

ip
2

)

G200 (ep) cos 2 (α′ − ωp) +
1

2
sin2 ipG212 (ep) cos (2α′)

)]

dM

dt

∣

∣

∣

∣

k2

α′

=
9

8 (1 − e2)3/2

MS

MMars (R0

ap

)3(
R0

a

)2

nk2 (4.49)
[

− sin 2i

(

sin ip cos2

(

ip
2

)

G20−1 (ep) cos (α′ − 2ωp) −
1

2
sin 2ipG211 (ep) cos (α′)

)

+ sin2 i

(

cos4

(

ip
2

)

G200 (ep) cos 2 (α′ − ωp) +
1

2
sin2 ipG212 (ep) cos (2α′)

)]
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Chapitre 5Détermination pratique deszonaux et de k2

5.1 Synthèse sur la 
ontribution des potentiels5.1.1 Les zonaux de gravitéPar sou
i de 
larté, on a dans 
e paragraphe regroupé les perturbationsinduites par les zonaux de gravité pour 
haque élément orbital. D'après leséquations (3.4) à (3.15), on peut é
rire :
da

dt

∣

∣

∣

∣

s

= 0 (5.1)
da

dt

∣

∣

∣

∣

LP

= 0 (5.2)
de

dt

∣

∣

∣

∣

s

= 0 (5.3)
de

dt

∣

∣

∣

∣

LP

=
3n sin i

2 (1 − e2)2

(

R0

a

)3

[f3C30 + f5C50] cosω (5.4)
di

dt

∣

∣

∣

∣

s

= 0 (5.5)
di

dt

∣

∣

∣

∣

LP

= − 3ne cos i

2 (1 − e2)3

(

R0

a

)3

[f3C30 + f5C50] cosω (5.6)65
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dΩ

dt

∣

∣

∣

∣

s

=
3n cos i

2 (1 − e2)2

(

R0

a

)2

[f2C20 + f4C40] (5.7)
dΩ

dt

∣

∣

∣

∣

LP

= − 3ne cot i

2 (1 − e2)3

(

R0

a

)3

[g3C30 + g5C50] sinω (5.8)
dω

dt

∣

∣

∣

∣

s

= − 3n

2 (1 − e2)2

(

R0

a

)2

[f ′
2C20 + f ′

4C40] (5.9)
dω

dt

∣

∣

∣

∣

LP

=
3n sin i

2e (1 − e2)3

(

R0

a

)3

[g′3C30 + g′5C50] sinω (5.10)
dM

dt

∣

∣

∣

∣

s

= n+
3n

2 (1 − e2)3/2

(

R0

a

)2

[h′2C20 + h′4C40] (5.11)
dM

dt

∣

∣

∣

∣

LP

=
3n sin i

2e (1 − e2)5/2

(

R0

a

)3

[h′3C30 + h′5C50] sinω (5.12)ave
, si on pose x = sin2 i et y = e2 :
f3 = 1 − 5

4
x (5.13)

f5 = −15

16

(

R0

a

)2

(1 − y)2
(

8 − 28x+ 21x2
)

(

1 +
3

4
y

) (5.14)
f2 = 1 (5.15)
f4 = −5

8

(

R0

a

)2

(1 − y)2
(4 − 7x)

(

1 +
3

2
y

) (5.16)
g3 = 1 − 15

4
x (5.17)

g5 = −15

16

(

R0

a

)2

(1 − y)2
(

8 − 84x+ 105x2
)

(

1 +
3

4
y

) (5.18)
f ′

2 = 2f3 (5.19)
f ′

4 = −
(

R0

a

)2

(1 − y)2

[

5 − 155

8
x+

245

16
x2+ (5.20)

y

(

45

8
− 315

16
x+

945

64
x2

)]

g′3 = −1

4

[

4 − 5x− y

(

4

x
− 35 + 35x

)] (5.21)
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essante en année terrestre (fréquen
e enrd/s), induites par le potentiel gravitationnel statique pour les orbites de MGSet MEX MGS MEXEO C̄20 C̄20 + C̄40 C̄20 C̄20 + C̄40

2π/Ω̇s 1.890 (10−7) 1.912 (10−7) -15.075 (10−8) -15.185 (10−8)
2π/ω̇s -0.194 (10−6) -0.196 (10−6) - 1.875 (10−7) - 1.887 (10−7)

g′5 =
15

32

(

R0

a

)2

(1 − y)2
[

16 − 56x+ 42x2+ (5.22)
y

(

−16

x
+ 348 − 952x+

1281

2
x2

)

+

y2

(

−12

x
+ 210 − 1071

2
x+

693

2
x2

)]

h′2 = 1 − 3

2
x (5.23)

h′4 = −3

2

(

R0

a

)2

(1 − y)2

(

1 − 5x+
35

8
x2

)(

1 +
1

4
y

) (5.24)
h′3 =

(

1 + 2e2
)

f3 (5.25)
h′5 = −15

16

(

R0

a

)2

(1 − y)2
(

8 − 28x+ 21x2
)

(

1 +
17

4
y

) (5.26)La table 5.1 donne en année terrestre les périodes sé
ulaires des pertur-bations induites par les 2 premiers zonaux pairs C̄20 et C̄40 du potentielgravitationnel sur les deux sondes MGS et MEX. Ce sont les valeurs sta-tiques (valeurs issues du 
hamp moyen de Lemoine et al. [2001℄) de 
es zo-naux pairs qui sont utilisées pour déterminer les périodes 2π/Ω̇s et 2π/ω̇sde l'orbite pré
essante à partir des équations (5.7) et (5.9).Les tables 5.2 et 5.3 présentent, pour les deux sondes MGS et MEX respe
ti-vement, les ordres de grandeur des 
ontributions en amplitude de 
ha
un destypes (sé
ulaire et longue période) de perturbations orbitales induites parles variations saisonnières des 4 premiers zonaux (soient 2.10−09 pour
C̄20, 3.10−09 pour C̄30, 10−09 pour C̄40 et 1, 5.10−09 pour C̄50). Il s'agit i
i deregarder et 
omparer pour 
ha
une des deux sondes :� la période qui va dominer la perturbation d'un élément orbital donné,qui nous donne 
e qu'on appelle le type de perturbation,� l'ordre de grandeur de l'amplitude asso
iée au type de perturbation.
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ontributions relatives maximales en fré-quen
e du potentiel gravitationnel variable pour l'orbite de MGSPart sé
ulaire Part longue périodeEO C̄20+C̄40 C̄30+C̄50

i (en rd/s) 0 10−15

Ω̇ (en rd/s) 10−13 10−14

ω̇ (en rd/s) 10−12 10−10

ė (en Hz) 0 10−12Tab. 5.3 � Ordre de grandeur des 
ontributions relatives maximales en fré-quen
e du potentiel gravitationnel variable pour l'orbite de MEXPart sé
ulaire Part longue périodeEO C̄20+C̄40 C̄30+C̄50

i (en rd/s) 0 10−15

Ω̇ (en rd/s) 10−14 10−13

ω̇ (en rd/s) 10−13 10−12

ė (en Hz) 0 10−13Pour MEX et MGS (ou MODY), on voit d'après les équations (5.1) à (5.12) etles tables 5.2 et 5.3 que les harmoniques zonaux impairs sont essentiellementdéterminées à partir de l'observation de la part longue période des variationsde ω et à partir de l'observation de la part longue période des variations de emais dans une moindre mesure (par
e que de plus faible amplitude, 1 à 2 ordrede grandeur respe
tivement). Les variations de e sont intéressantes en 
e sensque les zonaux impairs en sont l'unique 
ause (voir les tables 5.4 et 5.5). PourMGS (ou MODY) seul, les harmoniques zonaux pairs sont prin
ipalementdéterminées à partir de l'observation de la part sé
ulaire des variations de Ω.On retiendra aussi que l'é
art en amplitude entre les parts sé
ulaire et longuepériode de Ω̇ est équivalent pour les deux sondes. Pour MGS (et MODY) seul,on note que pour ω̇, l'é
art en amplitude entre la part longue période et la partsé
ulaire est un ordre de grandeur plus important que 
elui sur Ω̇. Autrementdit, ω̇ de MGS (ou MODY) permet de mieux dis
riminer les impairs (despairs) que Ω̇ ne le permet pour les pairs (par rapport aux impairs). Suivant lemême raisonnement, on peut aussi dire que ω̇ de MGS (ou MODY) permetde mieux dis
riminer les impairs des pairs que ω̇ de MEX. En�n, on voitque pour ė, MEX est moins performant que MGS pour la déte
tion desharmoniques zonaux impairs. On souligne i
i que dans les équations (5.1)à (5.12), les 
oe�
ients de Stokes pairs apparaissent toujours 
ombinés, etde même pour les impairs : un phénomène général ins
rit dans l'équation
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ertaines orbites, pour lesquelles seul un type de perturbationorbitale (voir les paragraphes 3.2 et 3.3) entraine des variations signi�
ativesd'un unique paramètre, il est don
 impossible de déterminer séparément tousles 
oe�
ients pairs ou tous les 
oe�
ients impairs, seule la 
ombinaisonlinéaire des pairs ou 
elle des impairs est déterminée. Ainsi, pour une orbite
omme 
elle de MGS ou MODY, on peut dé�nir un 
oe�
ient "
omposite"pair, C20,l, et un autre impair, C30,l, par les relations suivantes :
dΩ

dt

∣

∣

∣

∣

s

=
3n cos i

2 (1 − e2)2

(

R0

a

)2

C20,l (5.27)ave
 C20,l = f2C20 + f4C40 et,
dω

dt

∣

∣

∣

∣

LP

=
3n sin i

2e (1 − e2)3

(

R0

a

)3

sinωC30,l (5.28)ave
 C30,l = g′3C30 + g′5C50On donne don
 i
i les 
oe�
ients de la 
ombinaison linéaire dé�nissant C20,let C30,l pour 
ha
une de 
es deux sondes. Il nous faut 
al
uler les 
oe�
ients
f2, f4, g′3 et g′5 d'après les formules (5.15), (5.16), (5.21) et (5.22). On a pourMGS :

f2 = 1 et f4 = 1.49

g′3 = 0.25 et g′5 = 0.73et pour MEX, on a :
f2 = 1 et f4 = 0.92

g′3 = 0.59 et g′5 = 1.49La 
on
eption d'une mission idéale de radio s
ien
e implique bien sûr de
hoisir une in
linaison (ou ex
entri
ité) qui permette de minimiser ou mieuxannuler les 
ontributions des zonaux de plus haut degré de sorte qu'il nereste plus que le paramètre C̄20 pour les pairs et/ou C̄30 pour les impairs.Pour une orbite quasi 
ir
ulaire, l'in
linaison la plus favorable pourextraire le signal de C̄20 seulement, soit 
elle qui annule la 
ontri-bution de C̄40, est d'environ 49.1◦ et l'in
linaison la plus favorablepour extraire la signature de C̄30, soit 
elle qui annule la 
ontri-bution de C̄50, est d'environ 73◦. En faisant varier l'ex
entri
ité on nepeut pas totalement minimiser l'e�et des plus hauts degrés. Toutefois, dansles termes dits "sé
ulaires" et à longue période des variations des éléments
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ontributions relatives maximales en fré-quen
e du potentiel gravitationnel variable et de marée pour l'orbite deMGS Part sé
ulaire Part longue périodeEO C̄20+C̄40 k2 C̄30+C̄50 k2 en m (Ω −Mp)
k2 (m = 1) k2 (m = 2)

i (en rd/s) 0 0 10−15 10−15 10−13

Ω̇ (en rd/s) 10−13 10−14 10−14 10−14 10−14

ω̇ (en rd/s) 10−12 10−13 10−10 10−14 10−14

ė (en Hz) 0 0 10−12 0 0orbitaux, les 
ontributions des 
oe�
ients zonaux de degré 4 et 5 sont mul-tipliées par (R0

a

)2 par rapport à 
elles des zonaux de gravité de degré 2 et3 respe
tivement. Par 
onséquent, pour une in
linaison donnée i, les 
ontri-butions des 
oe�
ients de Stokes de plus haut degré seront d'autant pluspetites que a sera grand. Le demi grand axe �ltre les hauts degrés. Ainsi, ledemi grand axe de la sonde MEX à 9350 kms (voir la table 2.1) permet demieux dé
orréler les premiers harmoniques zonaux que 
elui environ 2.5 foisplus faible de MGS (ou MODY).5.1.2 k2 et les zonauxLes tables 5.4 et 5.5 présentent, pour les deux sondes MGS et MEXrespe
tivement, les ordres de grandeur des 
ontributions en amplitude de
ha
un des types (sé
ulaire et longue période) de perturbations orbitalesinduites par :� les premiers harmoniques zonaux de gravité1 (valeurs reprises des tables 5.2et 5.2 pour fa
iliter la 
omparaison) d'une part et,� le nombre de Love de degré 22, d'autre part.Il s'agit i
i de regarder et 
omparer pour 
ha
une des deux sondes :� la période qui va dominer la perturbation d'un élément orbital donné,� l'ordre de grandeur de l'amplitude de 
e type de perturbation.Pour MGS 
omme pour MEX, si on ne regarde que la part sé
ulaire desperturbations et quelque soit l'élément orbital 
hoisi, la 
ontribution du k2est moins importante que 
elle des zonaux pairs, en moyenne un ordre de1on prend l'amplitude des variations saisonnières de 
es 
oe�
ients soient 2.10
−09 pour

C̄20, 3.10−09 pour C̄30, 10−09 pour C̄40 et 1, 5.10−09 pour C̄50.2à partir des formules (4.32) à (4.35), m = 1 
orrespondant aux termes en α et m = 2à 
eux en 2α
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ontributions relatives maximales en fré-quen
e du potentiel gravitationnel variable et de marée pour l'orbite deMEX Part sé
ulaire Part longue périodeEO C̄20+C̄40 k2 C̄30+C̄50 k2 en m (Ω −Mp)
k2 (m = 1) k2 (m = 2)

i (en rd/s) 0 0 10−15 10−16 10−14

Ω̇ (en rd/s) 10−14 10−15 10−13 10−15 10−15

ω̇ (en rd/s) 10−13 10−14 10−12 10−15 10−13

ė (en Hz) 0 0 10−13 0 0grandeur. Il est remarquable aussi que les amplitudes des perturbations pourMEX perdent un ordre de grandeur par rapport à 
elles de MGS.On regarde maintenant les perturbations longue période. Pour MGS, sur Ω,elles sont d'amplitude 
omparable à 
elles à la fois induites par les 
oe�
ientsde Stokes impairs mais aussi de la part sé
ulaire induite par k2. Il en est demême pour MEX à 
ette di�éren
e près qu'on note des perturbations induitespar les harmoniques zonaux impairs de deux ordres de grandeur supérieuresà 
elle de k2. On peut don
 a�rmer que k2 n'a que peu d'in�uen
e sur Ω̇ deMEX et que Ω̇ de MGS ne permet pas de séparer k2 des impairs. Pour MGS,les perturbations sur l'in
linaison sont dominées par k2, pour m = 2. Il en estde même pour MEX ave
 
ette pré
ision que l'amplitude de la perturbationspour MGS est supérieure à 
elle de MEX, environ un ordre de grandeur.De plus, les perturbations sur i de MGS permettent de mieux dis
riminer
k2, pour m = 2, des harmoniques zonaux impairs que le permettent 
ellesde MEX (
f. tables 5.4 et 5.5). En e�et, pour MGS la 
ontribution desharmoniques zonaux impairs sur les perturbations longue période de i estbien plus petite que 
elle de k2, pour m = 2. En�n, ω̇ de MGS n'est quefaiblement in�uen
é par k2 puisqu'on a 4 ordres de grandeur par rapport àl'amplitude induites par les 
oe�
ients de Stokes des harmoniques zonauximpairs. Dans une bien moindre mesure, il est en de même pour ω̇ de MEX.On 
on
lut que k2 est plus fa
ilement dis
riminable du 
hamp variable ave
MGS qu'ave
 MEX.5.2 Di�
ulté de la restitution des zonauxLa 
on�guration d'observabilité de la sonde depuis la station de poursuitesur Terre joue un grand r�le dans la restitution d'orbite. En e�et, la sensibi-
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tion de mesure dépend de l'angle entre le ve
teur ligne de viséeet le ve
teur normal au plan d'orbite. La déte
tabilité de la signature desharmoniques zonaux via les variations des éléments orbitaux grâ
e au Dop-pler planétaire peut se 
omprendre à l'aide de deux situations extrêmes qui
orrespondent à deux 
on�gurations ou géométries de sensibilité maximaleaux éléments orbitaux (
omme le pré
ise aussi Konopliv et al. [2006℄) :� lorsque le plan d'orbite est vu de fa
e depuis la Terre soit lorsque laligne de visée entre une station DSN et le satellite est perpendi
ulaire auplan d'orbite : dans 
e 
as pré
is, on a une sensibilité maximum auxperturbations de mouvement perpendi
ulaires (ou normales) auplan d'orbite via les variations des éléments orbitaux i et Ω.� lorsque le plan d'orbite est vu par la tran
he depuis la Terre soitlorsque la ligne de visée entre une station DSN et un satellite est parallèleau plan d'orbite : dans 
e 
as pré
is, on une sensibilité maximum auxperturbations de mouvement 
ontenues dans le plan orbital viales variations des éléments orbitaux e, ω, et M .On peut maintenant 
omparer la déte
tabilité de la signature des 
oe�
ientsde Stokes des harmoniques zonaux via les variations des éléments orbitauxpour deux dynamiques bien distin
tes :� 
elle de la sonde MGS : en 
on�guration dite vue de fa
e (favorableaux éléments orbitaux Ω et i) on a une sensibilité maximum à la signaturede la 
ontribution des 
oe�
ients de Stokes pairs uniquement via lapartie sé
ulaire des variations de Ω. En e�et, la partie longue période de
Ω et i est très petite 
ar dire
tement proportionnelle à e. En 
on�gurationdite vue par la tran
he (favorable aux éléments orbitaux e, ω, et M)on a une sensibilité maximum à la signature de la 
ontribution des 
oe�-
ients de Stokes impairs essentiellement via la partie longue période desvariations de ω. De fait, il n'y a pas de 
orrélations entre les estimationsdes 
oe�
ients de Stokes pairs et 
elles des impairs.� 
elle de la sonde MEX : en 
on�guration dite vue de fa
e, bien quela sensibilité à Ω̇ soit maximale, on s'attend à 
e que Ω̇ ne permette pasde dis
riminer les zonaux pairs des zonaux impairs. En 
on�guration ditevue par la tran
he on a une sensibilité maximum à la signature de la
ontribution des 
oe�
ients de Stokes impairs. Des 
orrélations vonts'exprimer entre les estimations des 
oe�
ients de Stokes pairs et 
ellesdes impairs.Une dernière di�
ulté demeure : la visibilité de la sonde depuis une stationDSN. Elle dépend des paramètres orbitaux de la sonde et du mouvementrelatif Terre-Mars. Il existe 3 
ir
onstan
es parti
ulières pour lesquelles lasonde n'est plus en visibilité depuis la Terre :



5.3. LE PROBLÈME INVERSE ET SA SOLUTION 731. o

ultation par la Terre quand le satellite n'est plus dans le 
iel dela station ;2. o

ultation par Mars quand Mars se trouve en travers de la ligne devisée sonde-station.3. o

ultation par le Soleil quand le Soleil se trouve entre la Terre etMars. Cette 
on�guration est assez rare mais se produit tous les 2 ansterrestres et pendant un mois les données sont très bruitées.Dans le 
as d'une poursuite de sonde en 
ontinu, il est bien évident qu'uneo

ultation par Mars aura moins d'impa
t sur la quantité de données Dopplerré
oltées ave
 une orbite ex
entrique 
omme 
elle de MEX qu'ave
 une orbitequasi 
ir
ulaire 
omme 
elle de MGS (ou MODY). Plus le demi-grand axeest faible, plus la visibilité diminue.5.3 Le problème inverse et sa solutionLe 
al
ul des divers paramètres intervenant dans les questions de géodésiespatiale telles que les n�tres 
onstitue un problème inverse de mé
anique
éleste, dans lequel 
es paramètres sont extraits des observations qui re�ètententre autres, les perturbations de la traje
toire du, ou des 
orps observés.5.3.1 Les mesuresL'information majoritaire dont nous disposons a
tuellement pour resti-tuer les traje
toires des satellites autour de Mars 
omme MGS, MODY ouMEX, est la mesure Doppler. Considérons la mesure dite "2 voies" (oualler-retour) qui est souvent la plus fréquente. Son prin
ipe repose sur uneonde à une fréquen
e donnée émise par une station de poursuite sur Terre(
elle du réseau DSN, Deep Spa
e Network) qui est reçue, ampli�ée (via unfa
teur de gain g) et reémise par un transpondeur à bord de la sonde versune station terrestre ré
eptri
e (si la station ré
eptri
e est di�érente de lastation émettri
e, la mesure Doppler est dite "3 voies"). Le signal alors reçuen station a une fréquen
e di�érente 
ar modi�ée par l'e�et Doppler résul-tant de la vitesse relative entre la sonde et la station. La mesure Dopplerfournit don
 une information de vitesse relative projetée sur la ligne de viséesonde-station. L'e�et Doppler instantané est donné par :
∆F = 2

vLOS
c

Fref (5.29)



74CHAPITRE 5. DÉTERMINATION PRATIQUE DES ZONAUX ET DEK2ave
 c la vitesse de la lumière, Fref une fréquen
e de référen
e et vLOS la pro-je
tion de la vitesse de la sonde, exprimée par exemple en éléments orbitaux,sur la ligne de visée.En pratique, on ne dispose que d'une mesure moyennée d'e�et Doppler (voirla �gure 5.1) sur un intervalle de temps, appelé temps de 
omptage (noté T ),dé�nie 
omme suit :
∆F =

[(ρ3 + ρ4) − (ρ1 + ρ2)]

cT
Frefg (5.30)Dans la réalité, Fref est variable (pilotée par la station émettri
e) et l'équa-

Fig. 5.1 � Mesure Doppler 2 (ou 3) voies moyennée. La station E émetpendant l'intervalle de temps t1,d et t2,d et le signal est reçu en R sur unedurée T . Les distan
es ρ1, ρ2, ρ3 et ρ4 sont respe
tivement les distan
esrelatives entre la sonde et la station. Dans le 
as du Doppler 1 voie, seuls lestrajets ρ3 et ρ4 sont à 
onsidérer et 
'est le satellite qui émet un signal à lafréquen
e Fref (à ajuster en général).tion de mesure est nettement plus 
omplexe. De plus, 
ette mesure ne 
ontientpas seulement la modulation induite par la vitesse relative mais aussi d'autressignaux relatifs aux di�érentes sour
es de bruit 
omme les milieux traverséspar l'onde éle
tromagnétique (i.e la troposphère et le plasma solaire), seule-ment si leurs e�ets ne sont pas modélisés, ou le bruit instrumental qui estapproximativement du même ordre de grandeur que le signal gravitationnel
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her
hé. En�n, des termes relativistes doivent être pris en 
ompte pour mo-déliser 
orre
tement les trajets ρ1, ρ2, ρ3 et ρ4. Dans la plupart des missions,on béné�
ie aussi de mesures Doppler dites "1 voie" (
f. �gure 5.1), ainsique des mesures de phases (fournissant une distan
e aller-retour ambigue).Nous ne détaillerons pas i
i 
es types de mesures.5.3.2 Les équations d'observationChaque mesure est une fon
tion de la position du satellite (orbiter) ob-servé et est du type :
q = f(r̄, ¯̇r, t, Q̄)ou

q = f(r̄1, r̄2, t1, t2, Q̄)Q̄ est un ve
teur de paramètres géométriques (par exemple les 
oordonnéesdu p�le martien, les 
oordonnées de stations/landers d'observation) et/oud'autres paramètres physiques (e.g. 
orre
tions au temps de propagation dansun milieu : troposphère, plasma solaire).
r̄, ¯̇r, r̄1 et r̄2 sont obtenus par l'intégration numérique des équations du mou-vement du satellite ; ils sont fon
tion de Z̄ et P̄ , ave
 :
Z̄ : ve
teur 
omprenant les 
onditions initiales (ve
teur d'état à un instantprivilégié t0 - généralement le début d'une portion de traje
toire, ou "ar
"- voir 
i-après) plus, dans la plupart des 
as, des fa
teurs empiriques, parexemple des 
oe�
ients multipli
atifs des for
es de surfa
e ;
P̄ : ve
teur des paramètres dynamiques, par exemple les harmoniques zonauxdu 
hamp de gravité (ou leur valeur moyenne sur 10, 30 jours, ...), le nombrede Love k2.Les équations d'observation sont en général non linéaires par rapport à la plu-part de 
es paramètres. L'appro
he 
lassique 
onsiste à les linéariser autourde valeurs initiales P̄0 , Q̄0 et Z̄0 :

∆q = qobs − q
omp =
∂q
omp
∂Z̄

∆Z̄ +
∂q
omp
∂P̄

∆P̄ +
∂q
omp
∂Q̄ ∆Q̄ave
 :

∆Z̄ = Z̄ − Z̄0 , ∆P̄ = P̄ − P̄0 , ∆Q̄ = Q̄− Q̄0Les dérivées partielles sont 
al
ulées via l'intégration numérique des équationsaux variations asso
iées aux équations dynamiques du mouvement lorsque qest une distan
e, une vitesse, ... entre un point d'observation (station DSNsur la Terre, atterrisseur à la surfa
e de Mars, parfois un autre satellite), ousont dire
tement évaluées si q peut être exprimée 
omme une fon
tion simple



76CHAPITRE 5. DÉTERMINATION PRATIQUE DES ZONAUX ET DEK2d'un phénomène physique au niveau du satellite (par exemple un gradient degravité mesuré à bord).Plus pré
isément nous avons :
∂q
omp
∂Q̄ =

∂f

∂Q̄
∂q
omp
∂(Z̄, P̄ )

=
∂f

∂r̄

∂r̄

∂(Z̄, P̄ )
+
∂f

∂ ¯̇r

∂ ¯̇r

∂(Z̄, P̄ )(... ou ∂f/∂r̄1, ∂f/∂r̄2 si l'observable implique deux satellites dont les orbitesseraient simultanément ajustées). Dans les systèmes d'observation 
ourants,
onsidérés i
i, ∂f/∂ ¯̇r n'est pas présent : le seul 
as serait 
elui d'une mesureDoppler instantanée, mais dans la pratique 
'est toujours une di�éren
e dedistan
es (entre le début et la �n d'un temps de 
omptage).Les quantités ∂f/∂Q̄ et ∂f/∂r̄ sont en prin
ipe aisées à 
al
uler à l'époqued'observation, mais en réalité il faut tenir 
ompte du temps de propagation dusignal (par itérations), des e�ets relativistes (de 
ourbure du trajet des ondeséle
tromagnétiques, de variations des fréquen
es), des petits mouvementsdes stations DSN (e�ets de marées solides et e�ets de 
harge o
éanique etatmosphérique, mouvements te
toniques) et
.Finalement, ∂r̄/∂(Z̄, P̄ ) est tiré des équations aux variations.5.3.3 Solution par moindres 
arrésLes M équations d'observation, linéarisées, 
onduisent au système :
Ax = Boù x est le ve
teur des in
onnues (de dimension N), A est une matri
eM ∗N(nous supposons i
i que M � N) et b est le ve
teur des résidus (des é
arts

∆q). Une matri
e de poids Π (M ∗M) est asso
iée aux observations ; elle esttoujours diagonale dans notre 
as (ses termes sont les inverses des 
arrés deserreurs estimées).Ces équations sont résolues par la méthode des moindres 
arrés, en formantles équations normales :
(AtΠA)x = AtΠBà partir desquelles x est 
al
ulé ; N = AtΠA est une matri
e (N ∗N).Une pro
édure de régularisation est souvent employée, pour 
ertains para-mètres, lorsque l'observabilité de 
eux-
i est jugée insu�sante et/ou leurdé
orrélation à d'autres paramètres n'est pas garantie (
e
i demande une
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e des traitements de 
e type ...) ; N est alors rempla
ée par
N + αR, où R est la matri
e de régularisation et α un paramètre à ajusteren prin
ipe (régularisation de Tikhonov).Une telle appro
he est né
essaire, en géodésie planétaire (du fait de la géomé-trie des problèmes), pour les in
onnues dites "internes" (éléments orbitauxinitiaux, paramètres empiriques, ...) qui peuvent ne pas être 
omplètementdéterminables. R est une matri
e diagonale, ses éléments sont les inverses des
arrés des valeurs estimées des in
ertitudes sur les in
onnues, voire les va-leurs attendues des paramètres eux-mêmes. α est en général �xé à une valeur
orrespondant à une modi�
ation d'une fra
tion dé�nie (petite) du terme
orrespondant de N (et 
e
i pour haque in
onnue régularisée a priori).Pour les paramètres géophysiques, R peut être :� dérivée d'une loi de 
omportement a priori dans le 
as des harmoniquesgravitationnels (loi de Kaula, mise à l'é
helle pour la planète en question),habituellement à partir d'un 
ertain degré des harmoniques, et α est dé-terminée par l'expérien
e,� assignée à partir d'essais numériques (pour di�érentes 
lasses de para-mètres et di�érentes valeurs de α) permettant de 
on
lure à la stabilité (età la vraisemblan
e) de la solution ; 
ette manière heuristique est souventla seule prati
able, par rapport à des te
hniques de régularisation permet-tant de déterminer une valeur a

eptable (après balayage systématique -et 
oûteux, de grandes plages de valeurs de α).La matri
e des varian
es-
ovarian
es de x est �nalement :

cov(x) = σ2
0(N + αR)−1où σ0 est la varian
e unité estimée à partir de la solution et de la norme duve
teur résidu.Une 
ara
téristique essentielle de la méthode est son appli
ation non pasà tout l'ensemble des données disponibles (d'un seul 
oup), mais à des sous-ensembles, relativement 
ourts, 
orrespondant à des "ar
s" de traje
toire dequelques jours en général. La raison prin
ipale est l'in
ertitude des para-mètres (en parti
ulier dynamiques) initiaux, qui empê
hent (à 
ause de lalinéarisation des équations d'observation et malgré un pro
essus itératif) detraiter des 
as où les é
arts ∆q seraient trop grands. Ce faisant le ve
teur

x lui-même est séparé en deux parties : les paramètres xint "internes" (à
haque ar
) et les paramètres xext "externes" (en général tous les paramètresgéophysiques) 
ommuns à l'ensemble des ar
s.Pour 
haque ar
, dans une première étape, les xint sont seuls déterminés(et par itération), les équations d'observation sont ensuite 
omplétées par lapartie relatives aux xext, l'ensemble des équations normales pour 
haque ar
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onstitué (par addition des sytèmes normaux), et en�n la solution est
al
ulée ave
 :� le 
hoix des in
onnues �nalement libérées,� l'introdu
tion de régularisations 
omme dit 
i-dessus,� l'introdu
tion éventuelle de liens entre les paramètres (par des équa-tions supplémentaires).5.3.4 Le logi
iel GINSLe logi
iel utilisé pour toute la suite de 
e travail est GINS (Géodésie parIntégrations Numériques Simultanées). C'est un logi
iel qui permet la simu-lation et la le
ture de tout type d'observable (notée Qobs, simulée ou réelle)utilisée en géodésie spatiale, la restitution d'orbite et de paramètres géophy-siques par un système d'équations normales (voir le s
héma fon
tionnel deGINS, issu d'un des 
ours de l'é
ole d'été du GRGS 2002, à la �gure 5.2). Il aété développé originellement au CNES et il est en 
onstante évolution surtoutré
emment en 
e qui 
on
erne les appli
ations interplanétaires. Ce logi
iel est
omplété par un ensemble de logi
iels 
onstituant la "
haîne" Dynamo (
f.�gure 5.3), qui permet le 
umul de plusieurs systèmes d'équations, la résolu-tion globale de tous les paramètres, la prise en 
ompte de 
ontraintes, et
 ...Le repère d'intégration d'orbite est le repère équatorial moyen martien à ladate J2000 (Loyer, 1997) qui est tout à fait adapté au 
al
ul d'orbite autourde Mars (voir paragraphe 1.1).GINS permet :� le 
al
ul d'orbite autour d'un 
orps du système solaire, voire autour duSoleil lui-même ;� la détermination de paramètres géophysiques : 
oe�
ients du 
hampde gravité, 
oe�
ients des modèles de marée o
éanique, surfa
e moyenneo
éanique, 
oe�
ients du modèle d'atmosphère (température, densité desdi�érents gaz), 
oordonnées du p�le et TU, position et vitesse des stations(géo
entre) ...� la simulation de la restitution d'orbite d'un satellite.Les for
es prises en 
ompte dans le 
al
ul d'orbite sont :� les for
es gravitationnelles : attra
tion gravitationnelle du 
orps 
entral,attra
tion gravitationnelle du Soleil, de la Lune et des planètes, maréessolides, marées o
éaniques, pression atmosphérique ;� les for
es non gravitationnelles (pour 
es for
es le satellite peut être
onsidéré 
omme sphérique ou dé
omposé en ma
romodèle) : frottementatmosphérique, pression solaire dire
te, albedo, Infra-Rouge (IR), di�usion
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Fig. 5.2 � S
héma fon
tionnel de GINS : Qthéo, l'observable théorique, est
al
ulée à partir du ve
teur position/vitesse du satellite et du ve
teur positionde la station à l'instant de la mesure. Ce
i 
orrespond au traitement d'unar
 donné, i.e au 
al
ul des paramètres internes. Le 
umul des sytèmes etla solution pour l'ensemble des paramètres sont e�e
tués par la "
haîne"Dynamo, extérieurement.thermique ...Rappelons que les te
hniques d'intégration numérique demandent la mise dusystème issu de l'équation fondamentale de la dynamique sous la forme d'unsystème di�érentiel d'ordre 2, ou 1 (voir 
hapitre 2). GINS réalise une inté-gration numérique (en utilisant un intégrateur numérique à pas liés de typeCowell), éventuellement autour d'une orbite moyenne (te
hnique de En
ke)et permet l'extrapolation d'orbite ave
 
omme sorties :� les bulletins aux dates demandées (position et vitesse du satellite) ;� les éphémérides du satellite, i.e à 
haque pas d'intégration (1) position,vitesse, a

élération dans le repère d'intégration (2) position, vitesse dansle repère lié au 
orps.Un logi
iel, OV (Orbit Visualization), développé au CNES, permet de fairedes 
omparaison d'orbites ou des re
ouvrements d'orbites su

essives (voir leparagraphe 7.3 pour les appli
ations).La partie restitution d'orbite de GINS se dé
ompose en une extrapolation
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Fig. 5.3 � S
héma fon
tionnel de Dynamo : Dynamo-b permet la rédu
tionde la matri
e normale aux seuls paramètres externes par dé
omposition engroupes, Dynamo-
 permet de sommer des équations normales (de 
haquear
 de traje
toire par exemple), Dynamo-p permet de remettre les in
onnuesdans un ordre prédé�ni (permutation des in
onnues, les harmoniques zo-naux de gravité par exemple), Dynamo-d permet la résolution d'un systèmed'équations normales (les méthodes disponibles sont : Choleski, gradients
onjugués ou valeurs et ve
teurs propres).d'orbite et la prise en 
ompte de mesures (de stations sol ou satellites). GINSutilise la méthode des moindres 
arrrés pour minimiser les é
arts entre l'or-bite 
al
ulée et les mesures en ajustant des paramètres : le bulletin initial(toujours libéré), les fa
teurs multipli
atifs des for
es (frottement, portan
e,albedo, thermique), les 
oe�
ients empiriques (biais, termes périodiques ...),les for
es sto
hastiques (les a

élérations résiduelles des désaturations desroues à inertie par exemple), plus 
ertains paramètres liés aux mesures (parexemple des biais liés aux instruments). Les sorties de la restitution d'orbitesont : (1) les éphémérides du satellite à 
onvergen
e, (2) les bulletins auxdates demandées et (3) les paramètres ajustés. GINS en�n pro
ède à uneitération dite supplémentaire ou des paramètres in
onnus (des paramètresgéophysiques par exemple) sont libérés. Si on se réfère à la �gure 5.2, l'ité-
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omplète qui s'arrête au niveau de lagénération de la matri
e normale (du sto
kage de la matri
e normale).Les données sont, pour les missions réelles (MGS, MODY), des mesures Dop-pler 1 voie, 2 et 3 voies obtenues par le DSN et, dans le 
as du projet NEIGE,des mesures simulées (
al
ulées via des fon
tions de mesure théoriques) deDoppler 2 voies de type DSN et de Doppler 2 voies entre un atterrisseursur Mars et un satellite en orbite autour de Mars (voir paragraphe 6.4). Lafon
tion de mesure, réelle ou théorique, est traitée par un formalisme inspiréde Moyer [2000℄.
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Chapitre 6Simulations de missions de radios
ien
e
6.1 Dynamique atmosphériqueLes dépla
ements de la masse du CO2 atmosphérique de Mars sont pro-portionnellement plus importants que sur la Terre [Chao and Rubin
am,1990℄.En e�et, les phénomènes saisonniers liés au CO2 dépla
ent à peu près 30%de la masse de l'atmosphère martienne tandis que sur Terre, environ 0,02%de la masse de l'atmosphère est dépla
ée en fon
tion des saisons sous formede vapeur d'eau. Les 
alottes polaires martiennes ne se 
omportent pas demanière symétrique. Le taux de matière 
ondensée est plus important au p�leSud qu'au p�le Nord. De 
e fait, en 
e qui 
on
erne les 
oe�
ients zonauxpairs en parti
ulier, la 
ontribution des deux hémisphères donne une signa-ture inter-annuelle. Les raisons de 
ette asymétrie Nord-Sud sont multiples.Evidemment la masse, l'étendue et l'albedo respe
tives des deux 
alottes po-laires jouent un r�le. L'ex
entri
ité de l'orbite martienne et l'in
linaison del'axe de rotation de la planète par rapport à son plan orbital (25, 19◦) fontqu'il y a des saisons 
omme dans le 
as terrestre, mais plus marquées. Les hi-vers sont plus longs, plus froids et la pression atmosphérique est en moyenneplus basse (3-4 mb) au p�le Sud à 
ause de sa plus haute altitude (6 km dedi�éren
e en moyenne dont l'origine est jusqu'alors mal 
onnue) par rapportau p�le Nord (pression moyenne de 8-9 mb). A
tuellement, l'été dans l'hé-misphère Sud a lieu près du périhélie. Mars est environ 20% plus pro
he duSoleil que lors de l'été boréal. 83



84 CHAPITRE 6. SIMULATIONS DE MISSIONS DE RADIO SCIENCELes variations temporelles de pression à la surfa
e et de masse de gla
e/neige
arbonique, utilisées 
omme illustration de 
e paragraphe d'introdu
tion,sont basées sur les sorties des GCMs du Laboratoire de Météorologie Dy-namique (LMD) (voir Forget et al., [1999℄) et du 
entre NASA Ames (voirHaberle et al. [1999℄ et Karatekin et al. [2005℄). Dans 
es deux modélisationsde la dynamique atmosphérique martienne, la résolution est de 7.5◦ en lati-tude et de 9◦ en longitude. Le fa
teur déterminant est la température T . Si
T < Tcondensation, on prévoit une transition de phase gaz/solide du CO2 et il ya formation de CO2 sous forme de gla
e. Or T dépend de plusieurs fa
teurs.Certains, 
omme l'albedo et l'émissivité de surfa
e des 
alottes polaires, nesont pas dé
rits/paramétrisés de la même façon dans 
ha
un des GCM. Parexemple, le GCM du LMD restitue 
es valeurs d'albedo et d'émissivité desorte que les variations de pression atmosphérique s'ajustent au mieux auxmesures relevées au site Viking (voir Hourdin et al., [1995℄). Ces paramètressont uniquement des paramètres d'entrée non ajustés dans le GCM NASAAmes, 
e qui explique en partie, la di�éren
e entre la masse de neige 
arbo-nique estimée sur la base de 
e GCM et 
elle déterminée à partir de 
elui duNASA Ames.Le dép�t saisonnier de CO2 re
ouvre en surfa
e des épaisseurs ri
hes enhydrogène 
e qui entraîne des variations signi�
atives du �ux de neutronsobservable entre la période estivale et hivernale. Ces variations ont été me-surées par l'instrument HEND (High Energy Neutron Dete
tor) pour 
al-
uler l'épaisseur du dép�t de dioxyde de 
arbone (voir Litvak et al. [2004℄).L'épaisseur de neige 
arbonique a été 
al
ulée pour di�érentes latitudes enutilisant une te
hnique modèle-dépendante restituant don
 des valeurs trèspro
hes, qualitativement et quantitativement, du modèle impliqué (
elui du
entre NASA Ames). La densité surfa
ique saisonnière de CO2 est obtenueen kg/m2 dans une bande de latitude 
omprise entre 60◦ et 70◦, 70◦ et 80◦et, 80◦ et 90◦. Les masses maximales au Nord et au Sud ont été estimées à
3.6 × 1015kg et 6.7 × 1015kg respe
tivement.La �gure 6.1 montre les variations de 
ha
un des harmoniques zonaux dedegré 2 à 5 en fon
tion de la longitude solaire de Mars estimées à partir dessorties des GCMs du LMD et du 
entre NASA Ames ainsi qu'à partir desdonnées HEND. Bien que les signaux extraits des 
es trois lots de donnéessoient assez similaires, il reste des di�éren
es en amplitude, de parfois plusde 30% à une date donnée. Il est important de noter que les degrés 4 et 5présentent des variations signi�
atives 
omparées à 
elles des degrés 2 et 3respe
tivement. Cette dernière remarque pose d'ailleurs dire
tement la ques-tion sur la pertinen
e de la restitution 
onjointe des termes des degré 4 et 5par exemple lors de la pro
édure d'ajustement des variations des degrés 2 et3 à partir de l'analyse de données Doppler DSN de poursuite d'une sonde. On
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i qu'un seul orbiteur ne permet pas de déterminer les variationsde tous les 
oe�
ients zonaux de gravité puisque 
orrélés dynamiquementpar type de perturbation orbitale induite, uniquement les pairs d'un 
�té etles impairs de l'autre (formules (5.27) et (5.28)). Dans le 
as d'un orbiteurunique, on ne détermine 
lassiquement que C̄20,l et C̄30,l, les 
oe�
ients 
om-posites qui sont de fa
to dé�ni 
omme deux 
oe�
ients qui 
ontiennent une
ombinaison linéaire unique des 
ontributions des degrés supérieurs ou égauxmais de même nature sur l'élément orbital le plus perturbé. Par exemple, 
esont les perturbations du noeud as
endant qui 
ontiennent l'information surles variations saisonnières des harmoniques zonaux pairs.

Fig. 6.1 � Variations saisonnières de (a) C̄20 (b) C̄30(
) C̄40 (d) C̄50 : prédi
tions des GCM du LMD et du 
entre NASA Ames)ainsi qu'à partir des mesures de l'instrument HENDUne analyse plus détaillée du 
omportement de C̄20 et C̄30 est présentée à



86 CHAPITRE 6. SIMULATIONS DE MISSIONS DE RADIO SCIENCEla �gure 6.2 où on va trouver des résultats issus de l'analyse des données depoursuite de la sonde MGS. A partir des amplitudes et phases annuelles etsemi-annuelles [Smith et al., 2001 ; Yoder et al., 2003℄ extraites de C̄20,l et
C̄30,l restitués, les deux signaux ont été re
onstruits. Ces résultats sont ena

ord ave
 les solutions GCMs et HEND. Ainsi, les simulations fournies par
es GCMs sont en a

ord ave
 les tendan
es temporelles observées, mais ellesrestent deux dé
linaisons distin
tes d'une réalité dynamique évidemment plus
ompliquée. Les données de suivi de sonde fournissent une mesure dire
te du

Fig. 6.2 � Variations saisonnières de (a) C̄20,l (b) C̄30,ldu GSFC (Smith et al., [2003℄) et du JPL (Yoder et al., [2003℄), à partir desdonnées de poursuite de la sonde MGS. Comparaisons aux prédi
tions desvariations de C̄20 et C̄30 via les GCMs du LMD et du 
entre NASA Amesainsi qu'à la solutions issue des mesures de l'instrument HEND
y
le du CO2 à l'é
helle de la planète. Cependant, la diversité des méthodes,des modèles, des systèmes de référen
e et des logi
iels utilisés par les di�é-rents 
entres de re
her
he (JPL, GSFC) pour restituer les dynamiques dessondes explique les é
arts 
onstatés sur la détermination des variations deszonaux. On rappelle qu'en plus le faible rapport signal sur bruit se réper
uteaussi sur les amplitudes des zonaux restituées. On observe jusqu'à 40% dedi�éren
e entre les 
entres.



6.2. OBJECTIFS 876.2 Obje
tifsLes simulations ont deux obje
tifs prin
ipaux qui sont :� d'explorer les possibilités d'amélioration quant à la détermination desharmoniques zonaux de bas degré, variables, à partir de missions de ra-dio s
ien
e et/ou de géophysique plus globale (
omprenant notamment ladétermination de la rotation du 
orps 
entral) engageant un ou plusieurssatellites et un ou plusieurs systèmes de poursuite (depuis la Terre à partirde stations DSN et/ou depuis Mars à partir d'atterrisseurs),� de quanti�er l'impa
t des harmoniques zonaux de degré 4 et 5 sur ladétermination de 
eux de degré 2 et 3 respe
tivement, dans le 
adre desmissions dé
rites 
i-dessus.6.3 Critères d'évaluation des simulationsPrin
ipes des simulationsOn suppose que nous avons un modèle 
ara
térisant un phénomène quan-ti�able par notre expérien
e et que nous puissions simuler des données de
ette expérien
e, tenant 
ompte de 
e modèle, 
'est la partie simulationdes données. En restitution du (ou des) paramètre(s) 
ara
térisant 
emod�èle, on fait l'hypothèse que nous n'avons au
une information physiquesur 
e modèle. Cependant, nous savons que 
ette information est de toutemanière 
ontenue dans les données. Nous pouvons ainsi utiliser les donnéessimulées pour résoudre par méthode inverse [Tarantola and Valette, 1982℄le(s) paramètre(s) du modèle, 
onsidérés alors 
omme des in
onnues.Critères d'évaluation de l'expérien
eLa 
omparaison/di�éren
e du modèle solution ave
 le modèle initial,autrement dit l'erreur vraie, traduit l'exa
titude de l'expérien
e par rap-port au phénomène qu'on veut observer. La varian
e a posteriori, autre-ment dit l'erreur formelle ou in
ertitude traduit quant à elle la pré
isionde l'outil mathématique utilisé, 
'est-à-dire laméthode des moindres 
ar-rés, pour obtenir 
e modèle solution. Ces deux grandeurs ave
 la matri
ede 
ovarian
e asso
iée forment, 
omme sorties du pro
essus de restitu-tion, l'ensemble des résultats de la simulation qui nous permet de 
on
luresi la 
on�guration de l'expérien
e est adaptée pour résoudre 
e modèle et en
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iblés.6.4 La mission NEIGE : justi�
ation

Fig. 6.3 � Déroulement du vol et de l'arrivée sur Mars de l'expérien
e NEIGELa mission NEIGE (NEtatterrisseur Ionosphere & Geodesy Experiment)devait être une expérien
e 
onstituée d'un orbiteur, faisant le relais ave
 laTerre, et de 4 atterrisseurs posés sur le sol martien 
omme le montrent les�gures 6.3 et 6.4. A bord de 
es atterrisseurs devaient être embarquées auplus 9 expérien
es, dont l'expérien
e NEIGE, allant de la sismologie à l'étudede la magnétosphère, en passant par l'étude de l'atmosphère en terme depression, température et vitesse des vents. L'expérien
e NEIGE s'intéressaitquant à elle à deux domaines distin
ts : la 
ara
térisation de l'ionosphère de
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Fig. 6.4 � S
héma de prin
ipe de l'expérien
e NEIGE : les liens éle
tromagné-tiques (mesure d'e�et Doppler) sont en bande X (rouge), et en bifréquen
e :bande S (vert) - UHF (bleu)Mars, par l'évaluation de pro�l de 
ontenu éle
tronique total (CET), et lagéophysique interne de Mars. Dans le 
adre de 
es simulations, nous ne nouso

upons que de l'aspe
t géodésique de l'expérien
e.La prin
ipale préo

upation est i
i de voir s'il est possible d'évaluer pré-
isément les paramètres de géophysique interne de Mars (noyau liquide ousolide, possédant ou non une graine plus ou moins grande) en regardant leurin�uen
e sur les paramètres de nutation martiens, grâ
e au lien Doppler entrele satellite et le réseau d'atterrisseurs martiens.Ainsi deux jeux de mesures sont né
essaires :1. un jeu de mesures Doppler 2 voies entre les stations DSN sur Terre etl'orbiteur qui assure le lien dynamique entre le satellite et le référentielterrestre.2. un jeu de mesures Doppler 2 voies dites NEIGE entre les atterrisseurset l'orbiteur (dont on peut restituer les position et vitesse grâ
e au lienDoppler pré
édent). Ce jeu de mesures permet d'appré
ier/quanti�erles variations des paramètres d'orientation martiens via le positionne-ment du réseau martien de stations au 
ours du temps.La question est de savoir si la 
ombinaison de 
es deux jeux de mesures peut



90 CHAPITRE 6. SIMULATIONS DE MISSIONS DE RADIO SCIENCEpermettre de restituer les paramètres de rotation martien ave
 su�sammentde pré
ision pour des
endre sous le seuil d'in�uen
e des paramètres qui mo-délisent l'intérieur de Mars.D'autre part, NEIGE avait également pour ambition d'estimer les varia-tions temporelles de la masse de dioxyde de 
arbone qui transite au niveaudes 
alottes polaires, si la 
on�guration orbitale le permet. En e�et, la pré
i-sion obtenue sur les paramètres de rotation propre restitués permet ou nonde 
ontraindre les modèles de variations saisonnières de la masse au niveaudes 
alottes polaires de CO2, via les périodes extraites de ∆LOD.6.5 Cara
téristiques des traitementsLes traitements utilisent la linéarisation des équations de mesure par rap-port aux paramètres à déterminer, l'estimation de 
eux-
i par la méthodedes moindres 
arrés et le logi
iel GINS, le pro
essus a été dé
rit au 
hapitre5.Les modèles sont d'une part un modèle de rotation de Mars (voir les para-graphes 1.3.1 et 1.3.2) in
luant mouvement du p�le, variations saisonnièresdu temps sidéral et nutations soient 18 paramètres, et d'autre part une mo-délisation des variations saisonnières des harmoniques zonaux de gravité dedegré 2 à 5. Nous avons don
 simulé ave
 GINS des mesures Doppler NEIGEet DSN sur 100 semaines (durée nominale de l'expérien
e NEIGE 
ar un peuplus d'un an martien) en prenant en 
ompte les variations saisonnières de
C̄20, C̄30, C̄40 et C̄50. Pour 
ela, on s'appuie sur les valeurs statiques fourniespar le développement en harmoniques sphériques de Lemoine et al. [2001℄auxquelles on ajoute les séries temporelles pour 
haque harmoniques zonauxnormalisé, i
i les degrés 2 à 5. Cette partie variable (les séries temporelles) aété estimée à partir des sorties du GCM NASA Ames [Karatekin et al., 2005℄.On a 
onsidéré que le(s) satellite(s) étai(en)t suivi(s) par trois stations DSN(Canberra, Madrid et Goldstone) 
e qui assure un suivi DSN quasi 
ontinu dela sonde. On a fait l'hypothèse que le satellite impliqué dans l'expérien
e des
ien
e en réseau (en orbite 
ir
ulaire à 500 km, héliosyn
hrone (d'in
linaison
93.2◦) est suivi par un réseau de quatre atterrisseurs sur Mars (voir le réseaunominal d'atterrisseurs dit Tharsis1 utilisé dans 
ette étude à la �gure 6.61Ce réseau fait partie d'une liste de réseaux proposés et dis
utés par le NetLanderLanding Site Working Group en 2001 et 2002. Ces réseaux essaient de tenir 
ompte desobje
tifs s
ienti�ques de 
haque instrument mais sont surtout basés sur des 
ontrainteste
hniques liées à l'atterrissage (altitude, pente lo
ale, rugosité du sol) ou à l'ensoleillement,pour les panneaux solaires.
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isément les positions des stations en longitude etlatitude) ave
 une fréquen
e de poursuite d'un passage par semaine par at-terrisseur. Les observations Doppler en bande X et S/UHF sont intégrées surdes intervalles de 60 et 20 se
ondes respe
tivement ave
 un bilan d'erreur ins-trumental (ex
eption faite du poste d'erreur à 
ourt terme, ou bruit, induitpar le multitrajet spé
ulaire au niveau des atterrisseurs pour l'UHF, environ3 mm/s) de 0.1 mm/s [Tyler et al., 1992 ; Barriot et al., 2001 ; Duron, 2002aet 2002b℄. Les positions du Soleil et des autres planètes sont données par leséphémérides planétaires du DE403 (JPL). Les for
es non gravitationnellesagissant sur le(s) satellite(s) (les désaturations des roues à inertie, le frotte-ment atmosphérique, la for
e de pression de radiation solaire dire
te, l'albedo,IR ...) et la position des atterrisseurs sont supposées parfaitement 
onnues.Vienne et al. [2004℄ ont montré qu'une détermination pré
ise de la lo
alisa-tion des atterrisseurs est possible dans les 5 premières semaines de mission.Il faut don
 garder à l'esprit que 
e jeu d'hypothèses traduit le fait quenos simulations fournissent à 
haque fois le meilleur s
énario/
as, puisque nesont pas prises en 
ompte les for
es non gravitationnelles, pour l'estimationdes harmoniques zonaux de gravité et/ou de la rotation et qu'elles 
orres-pondent à une limite supérieure de sensibilité des orbites aux paramètresgéophysiques re
her
hés. Dans un 
as réel, une mauvaise modélisation desfor
es non gravitationnelles pourrait rendre problématique la déterminationdes paramètres géophysiques re
her
hés, mais 
ela ne fait pas l'objet de 
e
hapitre.6.6 Des
ription des expérien
es : généralitésDans un premier temps, on simule des observables Doppler NEIGE etDSN ave
 un modèle inital de rotation martienne. Puis, la première phased'analyse va 
on
erner la restitution des harmoniques zonaux de gra-vité basée sur les mesures Doppler DSN simulées.Ensuite, il s'agit de mettre en avant l'impa
t de la mé
onnaissan
e dumodèle de rotation sur la restitution de C̄20. On aura re
ours à 
e qu'onappelle un 
as perturbé, 
as où, en restitution, on a perturbé a priori lesmodèles initiaux de rotation (voir 1.3.3) et un 
as non perturbé, 
as où,en restitution, les modèles de rotation sont les mêmes que 
eux utilisés poursimuler les mesures Doppler DSN. En�n, ayant perturbé a priori les modèlesinitiaux de rotation, on peut entamer une phase de restitution permettantl'étude de la détermination simultanée des variations saisonnièresdu C̄20 et des paramètres de rotation basée sur les mesures Doppler
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Fig. 6.5 � Longitudes et latitudes pour le réseau Tharsis : une station àl'ouest de Tharsis, deux à l'est de Tharsis et une dans le bassin Hellas (Lan-ding site 3 ou 3 bis), antipodale au triangle de stations autour de Tharsis.La distan
e minimale entre les stations est d'environ 2200 kms. Ce tableaudonne aussi les 
ara
téristiques des ellipses d'in
ertitude (et les surfa
es as-so
iées à 3σ) sur le site d'atterrissage au moment du largage. Ce réseau estreprésenté sur la �gure 6.6DSN et NEIGE simulées.Pour a�ner l'analyse de l'impa
t de tel ou tel paramètre, on peut aussise pla
er dans plusieurs 
on�gurations d'expérien
e en 
ombinant des orbitesdi�érentes ou en faisant varier le nombre de stations de poursuite DSN oud'atterrisseurs martiens.6.7 Analyse de la dynamique d'un satellite seulLe premier satellite 
onsidéré, qui est notre référen
e, est sur une orbitequasi 
ir
ulaire 500 ∗ 500 (kms), d'ex
entri
ité e = 0.001 et d'in
linaison
i = 93.2◦, très pro
hes de 
elle de MGS. Pour un jeu d'éléments orbitauxdonnés, les relations (5.27) et (5.28) permettent d'a�rmer que leurs pertur-
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Fig. 6.6 � Géométrie du réseau d'atterrisseurs (points rouges) dit Tharsis.Les ellipses représentent l'in
ertitude sur le site d'atterrissage au moment dulargage.bations dépendent d'un unique système d'harmoniques zonaux de gravité.Ce lot d'équations indique aussi que les deux 
oe�
ients de Stokes typique-ment résolus, l'un pair (C̄20,l) et l'autre impair (C̄30,l), à partir des donnéesde poursuite d'un unique orbiteur 
ontiennent les 
ontributions de tous lesautres degrés de même type. De plus, les amplitudes des variations des plushauts degrés sont du même ordre de grandeur [Karatekin et al., 2005℄, 
estermes de plus haut degré ont une 
ontribution signi�
ative lors de l'ajuste-ment de C̄20,l et C̄30,l. En�n, pour le 
as MGS, si on 
ompare les valeurs(f2,f4) et (g′3,g′5) asso
iées aux équations (5.27) et (5.28), on peut a�rmerque les variations de ω permettent de mieux dis
riminer les impairsentre eux que ne le permettent les variations de Ω pour les pairs.Dans le but d'étudier quantitativement l'in�uen
e des harmoniques zonauxde plus hauts degrés, nous avons 
onsidéré plusieurs types de simulationsrésumées en table 6.1.Les matri
es de 
orrélations des trois premières simulations (voir �gure 6.8)
orrespondent aux premières semaines de mission où la position du plan d'or-bite n'est ni vraiment vue de fa
e, ni vraiment vue par la tran
he (voir la�gure 6.7). On ex
lut don
 de la dis
ussion qui suit les 
as extrêmes de
on�guration vue par la tran
he et vue de fa
e dé
rits dans le para-graphe 5.2. Con
ernant la simulation 1 on a des 
orrélations relativementbasses (inférieures à 0.5) entre les estimations des harmoniques zonaux eux-
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Tab. 6.1 � Des
ription des simulations.Simulation Lien(s) radio zonaux initiaux zonaux restitués1 1 orbiteur C̄20, C̄30 C̄20, C̄302 1 orbiteur C̄20 à C̄50 C̄20,l, C̄30,l3 1 orbiteur C̄20 à C̄50 C̄20 à C̄504 2 orbiteurs C̄20 à C̄50 C̄20 à C̄505 1 orbiteur + 4 atterrisseurs C̄20 à C̄50 C̄20 à C̄506 2 orbiteurs + 4 atterrisseurs C̄20 à C̄50 C̄20 à C̄50

Tab. 6.2 � Amplitudes (Amp.) et phases (φ) annuelles (A.) et semi-annuelles(S.A) de C̄20 and C̄30 restitués.
∆C̄20 ∆C̄30A. S.A A. S.AAmp. φ Amp. φ Amp. φ Amp. φInitial 8.0E-10 -44 7.5E-10 -44 1.9E-09 -67 2.6E-10 38Simulation 1 6.8E-10 -42 6.6E-10 -41 2.4E-09 -69 2.9E-10 37Simulation 2 1.2E-09 -38 1.0E-09 -58 2.9E-09 -71 3.3E-10 40Simulation 3 8.6E-10 -45 5.4E-10 -26 2.1E-09 -69 6.1E-10 27
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Fig. 6.7 � Variation de l'angle entre la normale du plan orbital et la lignede visée Terre-orbiteur pour deux des orbites 
ir
ulaires d'in
linaison 50◦et 93.2◦. L'axe des abs
isses est en jours passés après le 01 janvier 1950,dé�nition du jour julien CNES.mêmes et entre eux (�gure 6.8a). Le problème de 
ette simulation est qu'ellene permet pas d'appréhender les di�
ultés qu'on ren
ontre réellement dansla restitution de 
es deux zonaux à partir de données Doppler de poursuited'une sonde autour de Mars 
omme MGS par exemple. C'est un 
as référen
e.En e�et, le satellite subit non pas C̄20 seul et C̄30 seul mais bien une 
om-binaison linéaire des zonaux pairs et une autre des zonaux impairs, 
ommepré
isé plus haut. Ce sont alors les 
oe�
ents 
omposites C̄20,l et C̄30,l quisont restitués.La simulation 2 rend un peu plus 
ompte de 
ette réalité. Quand on in
lutles zonaux de plus haut degrés dans le modèle initial de 
hamp variable, onnote (�gure 6.8b) que les ajustements de C̄20,l(t) sont très 
orrélés entre eux(
orrélations supérieures à 0.5), alors que les ajustements de C̄30,l(t) le sontbeau
oup moins (
orrélations inférieures à 0.5). Ce
i s'explique par le faitque les variations de ω permettent de mieux dis
riminer les impairs entreeux que ne le permettent les variations de Ω pour les pairs, 
omme justi�éplus haut dans 
ette se
tion. On remarque aussi que, par rapport au 
aspré
édent (simulation 1), les 
orrélations entre les estimations de C̄20,l(t) et
C̄30,l(t) ont aussi augmenté. Ce
i s'explique par le fait que les variations de ω
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(c)(a) (b)Fig. 6.8 � Matri
es de 
orrélations 
orrespondant à (a) simulations 1, (b)simulation 2 (C̄20 et C̄30 sont en fait C̄20,l et C̄30,l) et (
) simulation 3. Leséléments de la matri
e 
orrespondent aux 
orrélations entre les zonaux ajus-tés au 
ours des 5 premières semaines de mission, 6 solutions pour des re
ou-vrements périodiques à 10 jours, i.e 
haque point 
orrespond à 10 jours dedonnéeset Ω sont induites à la fois par C̄20,l (pour la part sé
ulaire) qui est moins biendéterminé (au sens des 
orrélations) qu'en simulation 1 et par C̄30,l (pour lapart longue période). On peut don
 physiquement avoir une idée de l'évo-lution des 
orrélations entre les pairs et les impairs dans les 
on�gurationsgéométriques extrêmes de poursuite de la sonde. En vue par la tran
he,on a une ampli�
ation Doppler maximum des variations de ω, de leurpart longue période en parti
ulier (terme de plus forte 
ontribution en am-plitude) don
 de C̄30,l (voir paragraphe 5.2) On doit don
 voir apparaître unediminution des 
orrélations entre C̄20,l(t) et C̄30,l(t). En vue de fa
e,on a une ampli�
ation Doppler minimum de la part longue période desperturbations sur ω don
 de C̄30,l. Dans 
e 
as, on doit don
 voir apparaîtreune augmentation des 
orrélations entre C̄20,l(t) et C̄30,l(t).L'ajustement de tous les 
oe�
ients initiaux (C̄20 à C̄50), simulation 3,ne donne pas un jeu de solutions 
omplètement dé
orrélées pour 
es 4 pa-ramètres, 
e que prévoyait déjà la formule (2.10). En e�et, apparaît 
laire-ment dans la matri
e de 
orrélation 
e que prévoit 
ette équation (voir la�gure 6.8
) : la diagonale dite de "lump", soit une diagonale de 
orrélationsdes pairs entre eux et des impairs entre eux. Pour terminer de s'en 
onvain
re,on a représenté sur les �gures 6.9 et 6.10 les erreurs vraies issues des ajus-tements, 
orrespondant à (simulations 2,simulation 3), de (C̄20,l(t),C̄20(t)) et(C̄30,l(t),C̄30(t)) respe
tivement. On a aussi tra
é les variations initiales mo-délisées des harmoniques zonaux C̄40 et C̄50. Il apparaît distin
tement queles erreurs vraies sur les ajustements de C̄20,l(t) et C̄30,l(t) de la simulations2 sont prin
ipalement des signatures des zonaux de plus haut degré, C̄40 et
C̄50 respe
tivement, modélisés mais non ajustés.L'essai de restitution 
onjointe de tous les zonaux réalisé par l'analyse de



6.7. ANALYSE DE LA DYNAMIQUE D'UN SATELLITE SEUL 97

Fig. 6.9 � Comparaison entre l'erreur vraie sur C̄20 ajusté et C̄40 non ajustéi.e ses variations initiales (trait plein). On a representé les 
as où : seuls C̄20,let C̄30,l sont ajustés (+), simulation 2 ; C̄20 à C̄50 sont ajustés (◦), simulation3. L'axe des abs
isses est en jours passés après le 01 janvier 1950, dé�nitiondu jour julien CNES.la dynamique d'un seul orbiteur (simulation 3), de 
ara
téristiques orbi-tales semblables à 
elles de MGS, fait disparaître 
es signatures dans lesvariations des zonaux de degré 2 et 3. Cependant, les erreurs vraies restentgrandes (voir �gures 6.9 et 6.10, petits ronds), dispersées (surtout pour C̄30)et de l'ordre de grandeur des amplitudes des signaux re
her
hés surtout pour
C̄30. Ce
i s'explique par l'équation (5.28) et les valeurs de g′3 et g′5, 0.25 et0.73 respe
tivement (1 pour 3), qui traduisent que la 
ontribution prin
ipaleaux perturbations longues périodes sur ω est 
elle induite par C̄50. Ce rap-port est de seulement 1 pour 1.5 entre f2 et f4, on s'aperçoit don
 que lesharmoniques zonaux de degré pair, notamment C̄20, sont mieux restitués enterme de pré
ision (quelques 10−10) et d'exa
titude que les impairs 
ommele montrent les �gures 6.11 et 6.12. Il est d'ailleurs remarquable que pour leszonaux impairs ajustés, la valeur moyenne des varian
es a posteriori est del'ordre de grandeur des variations attendues (10−09).La table 6.2 présente les amplitudes restituées pour les trois premières si-mulations sur la base d'une transformation des séries temporelles en sériede Fourrier (amplitude et phase annuelles et semi-annuelles). Elle 
on�rme
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Fig. 6.10 � Comparaison entre l'erreur vraie sur C̄30 ajusté et C̄40 non ajustéi.e ses variations initiales (trait plein). On a representé les 
as où : seuls C̄20,let C̄30,l sont ajustés (+), simulation 2 ; C̄20 à C̄50 sont ajustés (◦), simulation3. L'axe des abs
isses est en jours passés après le 01 janvier 1950, dé�nitiondu jour julien CNES.que, en terme d'exa
titude sur les amplitudes annuelle et semi-annuelle ajus-tées, la stratégie de restitution de la simulation 2 est favorable à C̄30 (
'estalors C̄30,l qui est solution) alors que 
'est la stratégie de restitution de lasimulation 3 qui présente un intérêt quant à la restitution de C̄20. En 
e qui
on
erne C̄20 pour la simulation 2, don
 C̄20,l, l'erreur vraie sur l'amplitudeannuelle est voisine de 50% et 
elle sur l'amplitude semi-annuelle est d'en-viron 30%. La varian
e a posteriori sur la restitution des degrés pairs eststable par rapport à l'évolution de l'orientation du plan d'orbite (par rap-port à la ligne de visée). Elle ne dépasse pas 30% de sa valeur moyenne, et
e en début et �n de la période traitée (�gure 6.12). La qualité ou pré
isionsur l'ajustement des zonaux de gravité impairs est sensible aux variations del'orientation du plan d'orbite, ave
 une dégradation maximale d'un fa
teur3 en �n de période de simulation (deuxième moitié de la période sur la �-gure 6.12) alors que l'orbite est vue de fa
e par rapport à la Terre. En 
e qui
on
erne C̄30 pour la simulation 3, l'erreur vraie sur l'amplitude annuelle estvoisine de 10% mais 
elle sur l'amplitude semi-annuelle est bien au-delàdes 100%.
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Fig. 6.11 � Comparaisons entre les modèles initiaux (train plein) et les valeursdé
adaires restituées des zonaux (a) C̄20 (b) C̄30 (
) C̄40 (d) C̄50 pour lesexpérien
es suivantes : un orbiteur quasi polaire (ronds), un orbiteur quasipolaire et le réseau de 4 stations sur Mars (triangles), 2 orbiteurs (x), 2orbiteurs et le réseau de 4 stations sur Mars(+). L'axe des abs
isses est enjours passés après le 01 janvier 1950, dé�nition du jour julien CNES.6.8 Analyse de la 
ombinaison de deux satel-litesUne deuxième dynamique implique une nouvelle 
ombinaison linéaire deszonaux de gravité dans le pro
essus de restitution. Il est don
 intéressantde voir 
e que donne par exemple l'ajout de la dynamique de MEX ave

elle de MODY, ou de MGS. On a investigué dans 
ette partie l'ajout de
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Fig. 6.12 � Varian
es a posteriori sur la restitution dé
adaire des zonaux (a)
C̄20 (b) C̄30 (
) C̄40 (d) C̄50 pour les mêmes expérien
es que la �gure 6.11.L'axe des abs
isses est en jours passés après le 01 janvier 1950, dé�nition dujour julien CNES.la dynamique d'un satellite ave
 une orbite quasi 
ir
ulaire 400 ∗ 400km,d'ex
entri
ité 0.021 et d'in
linaison 50◦ de sorte que l'on puisse voir l'in�uen
edes nouvelles 
ombinaisons linéaires des zonaux impairs et pairs inhérentessur la restitution de 
es mêmes zonaux. En 
e qui 
on
erne les pairs, 
ette
ombinaison est 
ara
térisée par une di�éren
iation fran
he (dé
orrélation)au sens des 
ontributions respe
tives mais pénalisante pour le degré 4 
ommeon va le voir.Par rapport au 
as pré
édent (orbite type MGS seule, petits ronds sur la�gure 6.11) on voit �nalement que C̄20 et, dans une moindre mesure, C̄40 se
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Fig. 6.13 � Matri
es de 
orrélations 
orrespondant à : (a) la simulationsimpliquant les deux orbiteurs, (b) la simulation impliquant un seul orbiteurquasi-polaire et le réseau de stations martiennes et (
) la simulation impli-quant les deux orbiteurs et le réseau de stations martiennes. Les éléments dela matri
e 
orrespondent aux 
orrélations entre les zonaux ajustés au 
oursdes 5 premières semaines de mission, 6 solutions pour des re
ouvrementspériodiques à 10 jours

onfondent assez bien ave
 leur modèle initial (voir �gure 6.11, petits x). Sion a un gain sensible en exa
titude 
'est aussi le 
as quant à la qualité oupré
ision inhérente (�gure 6.12). En e�et, on a gagné un ordre de grandeurquant aux varian
es a posteriori sur la restitution de 
es deux zonaux. Il ap-paraît 
lairement aussi que les 
orrélations entre les deux zonaux pairs, C̄20 et
C̄40, ont bien diminué, puisque maintenant inférieures à 0.5 (voir �gures 6.8.
et 6.13.a). Ce
i s'explique par le fait que 
ette orbite quasi 
ir
ulaire a unein
linaison de 50◦, pro
he de l'in
linaison 
ritique (49.1◦) qui annule la 
ontri-bution de C̄40 dans les variations de Ω. Cette nouvelle dynamique fournit unnouveau jeu de 
oe�
ients devant C̄20 et C̄40, 1 et 0.05 respe
tivement. Si ellefavorise une bonne qualité de restitution de C̄20, en revan
he elle va pénaliserla restitution de C̄40 dont la 
ontribution à la variation du noeud as
endantest 20 fois moindre que 
elle de C̄20. C'est ainsi qu'on explique en partie lesfortes 
orrélations entre les estimations de C̄40 (voir �gure 6.13.a).En revan
he, ave
 deux orbiteurs, la restitution des zonaux impairs donne desvarian
es a posteriori pour C̄30 et C̄50 quasi identiques (voir �gures 6.12.b et6.12.d). Plus globalement, on note i
i que la 
ombinaison des deux orbites di-minue sensiblement l'impa
t des variations d'orientation du plan d'orbite denotre satellite référen
e sur justement la qualité ou pré
ision des estimationstemporelles des zonaux restitués, les impairs en parti
ulier. De plus, venant
on�rmer 
ette bonne restitution des impairs, on gagne aussi un ordre degrandeur sur les varian
es a posteriori par rapport à 
elles obtenues dans le
as d'une dynamique orbitale du type MGS seul.



102 CHAPITRE 6. SIMULATIONS DE MISSIONS DE RADIO SCIENCE6.9 Apport d'une poursuite depuis Mars6.9.1 Corrélation et estimation des zonaux pairs et dela rotationCas de référen
e : in�uen
e du modèle a priori de nutation nonrigide de Mars sur la restitution des variations du C̄20, dans le 
asde la poursuite par une station DSN d'une sonde en l'absen
e demesure NEIGELa station DSN 
hoisie est 
elle de Parkes en Australie. Les deux orbites
onsidérées sont : 
elle type MGS utilisée jusqu'à présent et une deuxièmeest quasi 
ir
ulaire 400 ∗ 400 km mais 
ara
térisée par une in
linaison à 45◦.Par 
ontre seules les variations de C̄20 sont impliquées dans la dynamique,en simulation 
omme en restitution.Dans un premier temps, nous ne tou
hons pas aux paramètres de nutationnon rigide dans le pro
essus de restitution des variations du C̄20. Dans undeuxième temps on modi�e 
es paramètres de nutation non rigide. Dans 
esdeux 
as, on regarde l'e�et de la 
onnaissan
e des nutations en terme d'exa
-titude (
omparaison au modèle initial des variations de C̄20) sur la restitutiondes variations de C̄20.Le premier point important est don
 de voir si pour une orbite telle que
elle de MGS, une mauvaise 
onnaissan
e de la part non rigide des nutationspeut ou non in�uen
er la détermination des variations saisonnières du C̄20.Le deuxième point est de voir si une in
linaison di�érente va améliorer signi-�
ativement la restitution des variations de C̄20.La 
ourbe bleue de la �gure 6.14 (bas) est basé sur l'hypothèse d'une par-faite 
onnaissan
e de la rotation. L'ajustement a été e�e
tué ave
 un mêmemodèle de nutation non rigide en restitution qu'en simulation (mo-dèle initial, F = 0.02). Ce 
as très simple, dit non perturbé, est 
onsidéré
omme la limite supérieure de sensibilité de l'orbite quasi polaire auparamètre C̄20. La 
ourbe verte de la �gure 6.14 (bas) est basé sur le 
asdit perturbé, 
'est-à-dire en utilisant dans la restitution un modèle denutation non rigide di�érent (F �xé a priori à 0.05) du modèle utiliséen simulation (modèle initial, F = 0.02). La 
omparaison des deux 
ourbesmontre qu'un très bon a priori sur la nutation non rigide (ou une très bonnemodélisation), permet une bien meilleure détermination des variations saison-nières du C̄20. Il apparaît que l'orientation du plan d'orbite par rapportà la ligne de visée est un élément d'autant plus pénalisant qu'on a unemauvaise 
onnaissan
e des nutations non rigides, essentiellement lorsque la
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he depuis la Terre (premier tiers de la pé-riode 
ouverte par la simulation). Ce
i s'explique en partie par la 
orrélationphysique via la matri
e d'inertie entre la nutation non rigide et C̄20. La si-gnature de C̄20 sur l'orbite est plus faible que le bruit instrumentalintroduit (0.1 mm/s). Dans le 
adre d'une analyse des données Doppler depoursuite 
omme 
elles de la sonde MGS, la mé
onnaissan
e des nutationsnon rigides de Mars va avoir un impa
t important dans la restitution desvariations C̄20 en vue par la tran
he si elles sont mal ou non modélisées. Unbon moyen de résoudre 
e problème sera don
 d'ajuster la rotation et
C̄20 dans une même restitution à partir de données supplémentaires
omme par exemple des données de poursuite d'atterrisseurs sur Mars(envisagé dans la suite).Le deuxième élément entrant en 
onsidération est don
 l'in
linaison duplan d'orbite et son impa
t en terme de sensibilité aux variations saison-nières de C̄20. On se pla
e dans le 
as dit perturbé. Par rapport à l'orbitequasi polaire, on notera une bien meilleure sensibilité de l'orbite à 45◦
omme on aurait pu l'envisager via l'équation (5.7). On peut appré
ier 
etteremarquable sensibilité en terme d'exa
titude sur la �gure 6.14 (haut). Enfait, par rapport à une orbite quasi polaire de type MGS, la signature de
C̄20 sur l'orbite est maintenant à un niveau tel que même le bruitinstrumental est trop faible pour a�e
ter la restitution du C̄20. D'unautre 
�té, il est intéressant de noter que les variations de position duplan d'orbite par rapport à la ligne de visée n'ont plus au
un e�etdégradant sur la restitution de C̄20.Nous allons voir à présent si les mesures NEIGE apportent une informationsu�sante sur la rotation et/ou l'orbite pour 
ompenser le manque de sen-sibilité d'une orbite quasi polaire à C̄20 . Notons 
ependant qu'on restera
onfronté à une 
orrélation importante entre C̄20 et LOD, et, C̄20 et la partnon rigide de la nutation.In�uen
e de l'a priori sur la rotation de Mars dans la restitutiondes variations du C̄20, poursuite par une station DSN, dans le 
adrede l'expérien
e NEIGEOn 
onsidère toujours un suivi depuis la Terre à partir de la même stationDSN. On ajoute un lien entre l'orbiteur et 
ha
une des quatre stations surMars. Pour la simulation des mesures NEIGE, on rappelle qu'on a fait le 
hoixd'une fréquen
e de poursuite d'un seul passage de la sonde par semaine etpar station, 
haque passage dans le 
iel de la station durant en moyenne 20minutes. La première modélisation a priori de la rotation utilisée est 
elle
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rite aux paragraphes 1.3.1 et 1.3.2. Au 
ours des itérations su

essives dupro
essus de restitution des paramètres de rotation étudiés, on prend 
ommevaleur a priori la valeur ajustée de la restitution (l'itération) pré
édente.Le 
as qui va parti
ulièrement nous intéresser est bien sûr 
elui de l'orbitequasi-polaire où on va appré
ier qualitativement l'ajustement 
onjoint dela rotation et C̄20 lors de la restitution. Comparativement au 
as dit perturbé(et même non perturbé), on 
onstate que les variations saisonnières de C̄20restituées reproduisent mieux, en terme d'exa
titude, 
elles du modèle initial(voir �gure 6.15), au 
ours des itérations su

essives. Cette amélioration de larestitution de C̄20, qui se traduit aussi en terme de varian
e a posteriori (voir�gure 6.16), est sans doute due à l'information supplémentaire apportée parles mesures Doppler NEIGE. En e�et, les mesures NEIGE permettentde diminuer l'erreur sur la détermination de l'orbite et o�rent unemeilleure estimation des for
es normales au plan d'orbite 
omme
elles induites par les marées solides ou les zonaux pairs de gra-vité [Konopliv et al., 2006℄. Cependant, à la première itération, pour 
ettemême orbite, les 
orrélations de C̄20 ave
 les paramètres de rotation, notam-ment F et σ0, restent assez fortes les premières semaines (voir �gure 6.17)sans doute pour les mêmes raisons que 
elles exposées dans le 
as perturbépour 
ette période parti
ulière vue par la tran
he et aussi à 
ause de la tropfaible quantité de mesures NEIGE 
umulées. Il semble don
 que dans le 
asd'une orbite quasi-polaire, l'apport des mesures NEIGE dans l'observationdes phénomènes saisonniers ait un impa
t en terme d'exa
titude favorable.En 
e qui 
on
erne l'orbite à 45◦, les 
orrélations sont basses (voir �-gure 6.17) et 
e dès les premières semaines et la première itération. Il n'y apeu ou pas d'amélioration possible si 
e n'est en terme de varian
e a poste-riori (voir �gure 6.16) puisqu'en terme d'exa
titude on a déjà une très bonnequalité de restitution dans le 
as perturbé (voir �gure 6.15).Dans les deux 
on�gurations d'orbite, il est important de soulignerune première 
hose : l'obje
tif de dé
orrélation du C̄20 et du LOD estatteint, et 
e dès la première itération. De plus, l'amplitude pi
-à-pi
 du C̄20est d'environ 10−9 et la valeur moyenne de la varian
e a posteriori d'envi-ron 10−11, soit 1% de l'amplitude pi
-à-pi
. On rappelle que le signal de C̄20
ontient uniquement la 
ontribution "redistribution des masses" au LOD to-tal. Une fois le signal de C̄20 évalué, il peut être soustrait au signal du LODtotal (estimé via l'analyse des mesures NEIGE) fournissant ainsi une estima-tion de l'amplitude de la 
ontribution des vents zonaux (au LOD total). Onvoit qu'on a don
 aussi la possibilité de quanti�er un phénomène importantmais beau
oup plus petit en amplitude (que 
elui des transports de masse
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ontribuent pour environ 5% des variationspour la fréquen
e annuelle et environ 20% pour la fréquen
e semi-annuelledu LOD total [Van den A
ker et al., 2002℄.Au 
ours des semaines de 
umul et des itérations su

essives (quand on prendles valeurs à 
onvergen
e de la rotation 
omme valeurs pour restituer à nou-veau 
ette rotation), on obtient pour les paramètres de rotation une erreurvraie (exa
titude) de niveau équivalent à la varian
e a posteriori (voir les �-gures 6.19 et 6.20 pour l'orbite quasi polaire et les �gures 6.21 et 6.22 pourl'orbite à 45◦). On note 
ependant une 
onvergen
e à peine plus rapide desparamètres de rotation pour l'orbite à 45◦. Tous 
es résultats nous amènentà penser que l'expérien
e NEIGE pourrait permettre en parti
ulier de modé-liser plus pré
isément le phénomène de 
ondensation-sublimation du CO2 etque la pré
ision sur F et σ0 serait su�sante pour avan
er signi�
ativementsur l'étude des propriétés du noyau.In�uen
e de l'orbite sur l'ajustement des paramètres de rotation àpartir des mesures NEIGE - GénéralitésPour une orbite quasi-polaire, la tra
e du satellite est très pro
he desméridiens don
 on aura une bonne sensibilité au sens d'ampli�
ation Dop-pler (dérivée) en latitude grâ
e au lien entre les atterrisseurs martiens et lasonde. Pour une orbite à 45◦ on a une sensibilité équivalente (ampli�
ationde √
2

2
) en longitude et latitude, grâ
e au lien atterrisseur-sonde, o�rant ainsiun meilleur 
ompromis pour la détermination de tous les paramètres de ro-tation.Ces remarques sont pour l'essentiel issues des 
on
lusions d'une étude ana-lytique [Yseboodt et al., 2003℄ et de résultats de simulations numériques quie�e
tivement 
on�rment que le signal Doppler favorisera d'autant la déter-mination des paramètres de rotation que l'in
linaison de l'orbite est pro
hede la latitude des atterrisseurs (e�et géométrique).6.9.2 Le 
hamp variableOn 
onsidère dans 
e paragraphe que la résolution de la rotation a étée�e
tuée. On revient dans la 
on�guration de suivi depuis la Terre à troisstations DSN. Mais la question posée i
i est de voir 
e que vont apporter lesmesures Doppler NEIGE, dans le 
as où on ajuste 
onjointement les quatrepremiers zonaux, tous les 10 jours. On va 
onsidérer et 
omparer les résultatsobtenus par les simulations 5 et 6 dé
rites à la table 6.1.



106 CHAPITRE 6. SIMULATIONS DE MISSIONS DE RADIO SCIENCEL'utilisation d'un réseau de stations de poursuite martiennes de l'orbiteurquasi polaire suivi depuis la Terre améliore essentiellement la déterminationdes zonaux pairs 
omme le montrent les �gures 6.11 et 6.12. En e�et, si on
ompare la restitution des zonaux pairs, on a une solution pour 
es zonauxnettement plus pro
he des variations initiales et les varian
es a posteriori ontdiminué d'un fa
teur 2 en moyenne. Ce résultat est en tout 
as 
onsistant ave
Duron et al. [2003℄ qui montrent que l'ajustement de C̄20 est bien améliorédans le 
adre d'une expérien
e de s
ien
e en réseau grâ
e au lien radio ave
les stations martiennes qui permet une meilleure restitution de l'orbite et unemeilleure estimation des for
es normales au plan d'orbite 
omme 
elle induitepar C̄20. D'un autre 
�té, l'e�et sur la restitution des zonaux impairs est min
eet limité à une amélioration de la pré
ision (varian
e a posteriori) mais pasde l'exa
titude, on n'a pas amélioré l'ajustement aux modèles initiaux nisupprimé la dégradation liée à la 
on�guration vue de fa
e.C'est bien le système à deux orbiteurs (simulation 5) qui apporte uneamélioration signi�
ative en terme d'exa
titude et de pré
ision sur l'ajuste-ment des impairs. L'ajout d'un réseau de stations de poursuite du satellite enorbite quasi polaire (simulation 6) apporte une amélioration substantielle surla pré
ision (�gure 6.11) et un peu sur l'exa
titude (�gure 6.12) du C̄40 parl'information supplémentaire fournie par les nouvelles mesures de poursuitemartiennes. Venant 
onforter 
e résultat, on voit en plus que l'informationdu C̄40 est bien plus présente dans le signal 
umulé puisque les 
orrélationsentre les estimations dé
adaires de 
e paramètre diminuent 
omme le montrela 
omparaison entre la �gure 6.13.a et la �gure 6.13.
.
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Fig. 6.14 � Sur une année martienne : in�uen
e de l'in
linaison pour un mo-dèle de nutation perturbé, mauvais a priori (haut) et de la (mé)
onnaissan
ede l'e�et de la FCN sur la nutation (bas) sur la restitution de C̄20(t) - Modèlede Yoder et al. 1997. L'axe des abs
isses est en jours passés après le 01 janvier1950, dé�nition du jour julien CNES.
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Comparaison d’ajustements du C20 temporel martien (modèle Yoder 1997)
Cas d’une orbite 500*500 à 93.2° d’inclinaison et d’un tracking DSN à une seule station
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Comparaison d’ajustements du C20 temporel martien (modèle Yoder 1997)
Cas d’une orbite 400*400 à 45° d’inclinaison et d’un tracking DSN à une seule station

Fig. 6.15 � Sur une année martienne : apport des mesures NEIGE et desitérations su

essives sur l'exa
titude de la restitution des variations C̄20 enprésen
e d'un modèle de rotation perturbé. L'axe des abs
isses est en jourspassés après le 01 janvier 1950, dé�nition du jour julien CNES.
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Comparaison des variances a posteriori du C20 temporel martien (Yoder 1997)
Cas d’une orbite 500*500 à 93.2° d’inclinaison et d’un tracking DSN à une seule station
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Comparaison des variances a posteriori du C20 temporel martien (Yoder 1997)
Cas d’une orbite 400*400 à 93.2° d’inclinaison et d’un tracking DSN à une seule station

Fig. 6.16 � Sur une année martienne : apport des mesures NEIGE et desitérations su

essives sur la pré
ision (varian
e a posteriori) de la restitutiondes variations de C̄20. L'axe des abs
isses est en jours passés après le 01janvier 1950, dé�nition du jour julien CNES.
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Fig. 6.17 � Itération 1 pour l'orbite quasi-polaire (haut) et 
elle à 45◦ (bas),
umul sur 5 semaines
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Fig. 6.18 � Itération 3 pour l'orbite quasi-polaire (haut) et 
elle à 45◦ (bas),
umul sur 50 semaines
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Fig. 6.20 � Orbite quasi polaire : évolution 
onjointe de la varian
e a poste-riori et de l'erreur vraie de la FCN et du moment angulaire- Itération 3.
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Fig. 6.22 � Orbite à 45◦ : évolution 
onjointe de la varian
e a posteriori etde l'erreur vraie de la FCN et du moment angulaire- Itération 3.
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Chapitre 7Les missions de radio s
ien
eMGS et MODY
7.1 Introdu
tionPlusieurs solutions des variations temporelles des deux harmoniques zo-naux de gravité 
omposites ont déjà été 
al
ulées et publiées notamment parles deux 
entres de la NASA : le JPL [Yoder et al., 2003 ; Konopliv et al.,2006℄ et le GSFC [Smith et al., 2001 ; Smith et al., 2003 ; Lemoine et al.,2006℄. L'appro
he du JPL est basée sur une analyse des données MGS seulespour Yoder et al. [2003℄, des données MGS et de MODY pour Konopliv etal. [2006℄. Le logi
iel utilisé au JPL est le DPODP (Double Pre
ision OrbitDetermination Program). Au GSFC, les résultats sont extraits de l'analysedes données MGS ave
 le logi
iel GEODYN. Les solutions du GSFC sont
omplètement numériques, 
elles de Konopliv et al. [2006℄ aussi, alors que
elles de Yoder et al., [2003℄ le sont partiellement. Cha
une des solutionsproposées par 
es deux 
entres 
ouvre une période s'étalant de février 1999à avril 2002 pour Yoder et al. [2003℄ ou jusque début 2005 pour Konopliv etal. [2006℄, et, de février 1999 à mai 2001 pour Smith et al. [2001 et 2003℄ oujusque juillet 2005 pour Lemoine [2006℄.On a vu dans le 
hapitre 5 qu'e�e
tivement, pour MGS (ou MODY), 
'estvia les variations de ω (de Ω) qu'on peut déterminer les variations de C̄30,l(C̄20,l). Cependant, les variations de ω permettent de mieux dis
riminer lesimpairs entre eux que le permettent les variations de Ω pour les pairs : 1 pour3 
ontre 1 pour 1.5, d'après les formles (5.27) et (5.28) et les 
oe�
ients f2,
f4, g′3 et g′5 asso
iés. Les simulations 
on�rment que dans le 
as d'une resti-tution des C̄20,l et C̄30,l, 
'est e�e
tivement le signal de C̄30,l qui est le mieux117
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e que la 
ontribution qu'il induit sur ωest la plus importante (quelque soit l'élément orbital 
onsidéré), de l'ordre de
10−10 rd/s, mais aussi par
e que les variations sur ω permettent de dis
rimi-ner 
orre
tement les impairs (la 
omparaison des matri
es de 
orrélations dela simulation 1 et de la simulation 2 
on�rme 
ette information). Cependanton note, dans le 
adre d'un ajustement des 4 premiers zonaux, une dégra-dation de la restitution de C̄30 par rapport à C̄30,l, qui illustre parfaitement
e que montre très 
lairement les valeurs des 
oe�
ients de la 
ombinaisonlinéaire dans l'expression des variations de ω, un rapport 1 pour 3 par rap-port à C̄50. En utilisant un autre logi
iel (GINS) que 
elui des deux 
entresde la NASA et un lot de données allant de février 1999 à juillet 2006 pourMGS, don
 plus large, et d'avril 2002 à septembre 2006 pour MODY, on sepropose don
 de restituer les variations des deux premiers zonaux de gravité,
omposites, de les 
omparer aux solutions publiées ainsi qu'à 
elles obtenuesà partir de GCMs martiens.7.2 Données, 
ara
téristiques de traitementPour MGS, on a analysé toutes les données 
olle
tées par les stationsDSN depuis le début de la phase SPO, S
ien
e Phase Orbit (1998), jusqu'enjuillet 2006, phase dite EXTENDED 24. Cependant, pour le 
hamp variable,on a séle
tionné la période débutant en février 1999 
ar l'orbite est à 
emoment pré
is déjà 
ir
ularisée. Ce sont 
onsé
utivement les phases ditesGravity Calibration Orbit (GCO), février 1999, puis de MAPPING (1 à 8)et EXTENDED (1 à 24) qui ont été traitées. On a pris soin d'ex
lure lemois d'avril et mai 1999 (déploiement de l'antenne à haut gain, HGA), lesmois de juillet 2000, d'août 2002 et de septembre 2004 qui sont trois périodesd'o

ultation de Mars par le Soleil. Les données sont très bruitées pendant
es périodes, voire un peu avant et un peu après (de quelques jours à plu-sieurs semaines). Pour MODY, on a analysé toutes les données 
olle
téespar les stations DSN depuis avril 2002 jusque début septembre 2006. On a làaussi pris soin d'ex
lure les mois d'août 2002 et de septembre 2004, pour lesmêmes raisons. La �gure 7.1 résume le nombre de données utilisées, rangéespar type, pour restituer les harmoniques zonaux variables et k2.(1) La détermination pré
ise d'orbite (POD) puis (2) la restitution des para-mètres géophysiques sont basées sur une appro
he 
omplètement dynamiqueutilisant l'intégration numérique des équations du mouvement (et des équa-tions aux variations asso
iées) 
ombinée à un ajustement par moindres 
arrésdes in
onnues qui entrent dans les équations d'observation linéarisées (voir le
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Fig. 7.1 � MGS et MODY : nombre de données utilisées, rangées par type,pour restituer les harmoniques zonaux variables et k2
hapitre 5). Les modèles utilisés en entrée de GINS pour le 
al
ul des orbitespré
ises de MGS et MODY sont résumés à la �gure 7.2. Plus pré
isément, letraitement des mesures et la modélisation de la dynamique orbitale in
luent(Balmino et al., 2006)) :� Les éphémérides planétaires DE411 [Konopliv et al., 2006℄, les 
onstantesplanétaires IAU 2000 [Seidelmann et al., 2002℄ et les nutations rigides mar-tiennes [Reasenberg et King, 1979℄, 
inématique terrestre, mouvement dup�le, e�et de 
harge des marées o
éaniques et solides sur la position desstations DSN selon les standards IERS [M
Carthy, 2003℄, e�et de 
harge del'atmosphère terrestre au niveau des stations DSN utilisant la formulationde Gegout [1996℄ ave
 des grilles de pressions atmosphérique toutes les 6heures extraites de l'ECMWF.� Les for
es gravitationnelles ave
 le modèle mgm1041
 (GSFC) de 
hampde gravité 
omplet jusqu'au degré et ordre 90 utilisant l'orientation IAU2000 [Seidelmann et al., 2002℄, l'attra
tion de troisième 
orps dûe nonseulement au soleil et aux autres planètes (en utilisant le DE411 et ses
onstantes), mais aussi aux lunes naturelles de Mars (pour Phobos et Dei-mos on a utilisé les éphémérides de l'IMCCE, Institut de Mé
anique Célesteet de Cal
uls des Ephémérides) , et en�n l'e�et de marée solide dû à k2.� Les for
es de surfa
e dont le frottement atmosphérique évalué à l'aided'un modèle semi-empirique de température (DTM-Mars, Bruinsma et al.,2002), la pression solaire dire
te, l'émission thermique (infra rouge) et l'al-
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Fig. 7.2 � Modèles utilisés en entrée pour les restitutions des orbites pré
isesde MGS et MODY.bédo de la planète selon Lemoine et al. [1992℄.� la durée de l'o

urren
e des a

érélérations dues aux poussées estiméessur selon les spé
i�
ations fournies par le projet. En fait, on ajuste desrésidus entre l'a

élération (ou poussée) modélisée de la désaturationdes roues à inertie et l'a

élération réelle induite par la désaturatione�e
tive et l'e�et de 
ette a

élération résiduelle est intégré sur un pas,typiquement 20 s pour les traitements en phase MAPPING.� Les e�ets relativistes sur les mesures (i.e. les délais induits sur les me-sures de distan
e et d'e�et Doppler, et les modi�
ations de fréquen
e) etsur la dynamique du satellite (e.g. l'e�et S
hwarzs
hild) dé
rits par la for-mulation post-newtonienne ; les transformations de temps entre le temps
oordonnée et le temps atomique faites numériquement selonMoyer [2000℄.� La modélisation des surfa
es du satellite par la dé
omposition en élé-ments de surfa
e (ma
ro-modèle) du bus (parallélépipède ave
 six fa
es)et des panneaux solaires (les fa
es avant et arrière) ave
 leurs propriétésoptiques (ré�exion spé
ulaire et di�use) ; l'attitude du bus du satellite, despanneaux solaires et de l'antenne à haut gain en repère inertiel fournie par
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ha
un.� D'autres 
orre
tions sur les mesures 
omme le délai troposphérique quiutilise les données météorologiques 
olle
tées au site DSN toutes les demi-heures.

Fig. 7.3 � Paramètres résolus pendant les restitutions d'orbites de MGS etMODY.Finalement, les paramètres qui sont résolus sont (voir la �gure 7.3) :� Le bulletin des 
oordonnées du satellite pour 
haque ar
,� un fa
teur d'é
helle, FD, pour l'a

élération de frottement induite parl'atmosphère (un par jour),� un fa
teur d'é
helle, FS, pour l'a

élération de pression solaire dire
te(un par ar
),� des a

élérations résiduelles dues à la désaturation des roues à inertie(ou AMD pour Angular Momentum Desaturation), à la date des poussées,� un biais par passage dans le 
iel des stations DSN pour les mesuresDoppler 1 voie, 2 voies Doppler et de range,� les harmoniques de gravité jusqu'au degré et ordre 5, à des intervallesde 10 jours (ou mensuellement),� le nombre de Love de marée k2.Les varian
es a priori (sigma) sont des entrées et interviennent dans la pro
é-dure de moindres 
arrés 
omme des équations supplémentaires qui viennentstabiliser l'inversion pendant l'étape de détermination pré
ise d'orbite (POD)ainsi que 
elle de détermination des paramètres géophysiques.
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ise

Fig. 7.4 � Le repère satellite RTN a pour origine le 
entre de masse dusatellite et forme un trièdre dire
t.Pour évaluer la pré
ision de GINS en terme de restitution d'orbite et la
omparer à 
elle du JPL et du GSFC, on a e�e
tué des tests de re
ouvre-ment d'ar
s d'orbite 
onsé
utifs sur des périodes 
ommunes de durée pré-dé�nie par les résultats publiés [Lemoine et al., 2001 ; Te
hni
al notes JPLet GSFC, 2001℄. Dans un premier temps, les positions, vitesses et a

éléra-tions sont 
al
ulées numériquement par GINS en 
oordonnées re
tangulairesdans le repère inertiel 
entré sur Mars. Dans un deuxième temps, grâ
e aulogi
iel OV, on 
hoisit de 
omparer deux à deux les positions relatives desar
s d'orbites (l'une par rapport à l'autre) 
onsé
utifs et les résultats sonttypiquement projetés en repère satellite, le repère RTN (ve
teurs unitairesradial, orthoradial et normal) asso
ié au satellite. Ce nouveau repère a pourorigine le 
entre de masse du satellite et est dé�ni par les ve
teurs :
~R =

~r

|~r|
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Fig. 7.5 � MGS : re
ouvrements d'ar
s d'un jour sur 6 heures de durée,février 1999, l'axe des abs
isses est en jour Julien CNES, qui 
ommen
e au01/01/1950.
~N =

~r × ~v

|~r × ~v|
~T = ~N × ~Rave
 ~R orienté par le rayon ve
teur ~r qui a pour dire
tion la droite reliant les
entres de masse de la planète et du satellite 
omme le montre la �gure 7.4(on y a tra
é l'orbite réelle), ~N parallèle au ve
teur moment angulaire, per-pendi
ulaire au plan orbital et le ve
teur ~T est tel que le trièdre (~R,~T , ~N)soit dire
t. La dire
tion de la vitesse du satellite dans le 
as d'une orbite
ir
ulaire est très pro
he de 
elle du ve
teur ~T 
ar on a une ex
entri
ité voi-sine de 0. En�n, on remarque qu'en repère RTN il sera plus aisé de voir lapossible in�uen
e de l'orientation du plan d'orbite par rapport à la ligne de
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Fig. 7.6 � MGS : re
ouvrements d'ar
s de 2 jours sur 6 heures de durée,février 1999, l'axe des abs
isses est en jour Julien CNES, qui 
ommen
e au01/01/1950.visée (voir le paragraphe 5.2) sur la pré
ision des re
ouvrements.La limite de 
ette 
omparaison de nos re
ouvrements ave
 
eux des deux
entres de la NASA réside dans le 
hamp de gravité qu'on utilise, mgm1041
,qui est plus ré
ent don
 a priori plus ra�né que mgm1004d, de par le 
umulde beau
oup plus de données de poursuite. A�n de se 
omparer au mieuxaux résultats publiés, les données utilisées pour les re
ouvrements relatifs àMGS sont : (1) pour la phase GCO (février 1999), des mesures Doppler à2/3 voies et des mesures de distan
e à 2 voies (2) pour la phase MAPPING7 (Août 2000), des mesures Doppler à 1 voie et 2/3 voies et des mesures dedistan
e à 2 voies. Pour MODY, 
e sont des mesures Doppler à 2/3 voieset des mesures de distan
e à 2 voies qui sont traitées a�n de se 
omparer àKonopliv et al. [2006℄.
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Fig. 7.7 � MGS : re
ouvrements d'ar
s de 7 jours sur 2 jours, sortie d'o

ul-tation de Mars par le Soleil du mois d'août 2000, l'axe des abs
isses est enjour Julien CNES, qui 
ommen
e au 01/01/1950.Tout d'abord, la �gure 7.5 et la �gure 7.6 présentent des résultats MGS de re-
ouvrements d'ar
s de 1 et 2 jours respe
tivement sur une durée de 6 heures.Soulignons aussi que la phase GCO (février 1999), pendant laquelle 
es re-
ouvrements sont e�e
tués, est très 
alme dynamiquement, don
 ave
 unequalité des données de poursuite ex
eptionnelle. En e�et, pendant 
ette très
ourte période, il y a peu d'o

urren
e de désaturations (AMD), une pour-suite quasi permanente et l'antenne à haut gain (HGA) est repliée (
e quidiminue les e�ets de frottements atmosphériques). La deuxième période trai-tée pour MGS (voir la �gure 7.7), 
orrespondant à Août 2000, est beau
oupplus perturbée dynamiquement puisque 
'est une phase de sortie d'o

ulta-tion de Mars par le Soleil, les AMD sont aussi beau
oup plus fréquentes etl'antenne à haut gain (HGA) est déployée. Notons que la �gure 7.6 présente
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Fig. 7.8 � MODY : re
ouvrements d'ar
s de 4 jours sur 2 heures, en 2006.à la fois un test de validation externe du logi
iel du JPL vis-à-vis du modèlede 
hamp mgm1004d et pour nous, un test de validation externe vis-à-vis dumodèle de 
hamp mgm1041
. Pour mgm1041
, on peut a�rmer que dans ladire
tion radiale, on a une pré
ision moyenne sous les 10 
m en phase GCOet d'environ 1,5 mètres en sortie d'o

ultation. En GCO et MAPPING 7,
'est bien évidemment la dire
tion normale qui est la moins bien déterminéepuisque l'orbite est à 
e moment pré
is dans une 
on�guration d'observa-tion vue par la tran
he depuis la Terre 
omme le montre la �gure 7.9. Les�gures 7.5, 7.6 et 7.7 montrent que 
ha
une de nos 
omparaisons fait appa-raître des pré
isions moyennes dites "3D1" plus petites que 
elles des autres
entres (en mètre, 4.83 
ontre 5.65, 8.14 
ontre 13.46 et 10.38 
ontre 14.08respe
tivement). Si on 
ompare les valeurs moyennes "3D" des re
ouvrements1la ra
ine 
arré de la somme des pré
isions moyennes (des 3 dire
tions) au 
arré.



7.3. ORBITOGRAPHIE PRÉCISE 127GCO de la �gure 7.5 et de la �gure 7.6, on voit que la longueur de l'ar
 estun fa
teur dégradant, mais 
e peut être aussi le fait des dis
ontinuités dansla poursuite de la sonde.En 
e qui 
on
erne les re
ouvrements e�e
tués ave
 la sonde MODY, on a
hoisi quelques mois de 2006 (voir �gure 7.8), et on a une pré
ision moyenne"3D" à 2.3 mètres, pro
he des 2 mètres publiés dans Konopliv et al. [2006℄. Ce
hoix s'est porté sur 2006 
ar il y une variation de l'orientation du plan d'or-bite par rapport à la ligne de visée d'amplitude signi�
ative sur une 
ourtepériode de temps (voir la �gure 7.9). En e�et, la 
on�guration d'observationdu plan d'orbite évolue entre deux minima, environ 160 degrés (vue de fa
e),à partir de début 2006, ave
 un maximum à environ 175 degrés au milieu dela période traitée. Si on 
ompare 
ette évolution de l'observabilité du pland'orbite ave
, par exemple, 
elle de la pré
ision des re
ouvrements dans ladire
tion tangentielle (transverse) au plan d'orbite, on voit nettement que laqualité des re
ouvrements se dégrade autour de 
e maximum.A�n de 
ompléter 
ette partie qui traite ex
lusivement de la détermina-tion d'orbite pré
ise, la �gure 7.11 représentent, pour MGS et MODY, lesfa
teurs d'é
helle ajustés pour la for
e de pression solaire dire
te (FS) etpour la for
e de traînée atmosphérique ou frottement (FD). Les valeurs no-minales de 
es fa
teurs d'é
helle sont de 1. On 
onstate que l'évolution deFS de MODY présente deux pi
s très marqués par rapport à 
elle de MGS,et 
e aux premiers semestres de 2003 et de 2005. Cette di�éren
e s'expliqueen partie par des e�ets d'ombre des panneaux solaire portée sur la surfa
edu bus de MODY [Konopliv et al., 2006℄ asso
iée à son orientation quasivue de fa
e par rapport au Soleil (voir �gure 7.10) qui sont absorbés dans leFS. En 
e qui 
on
erne l'évolution des FD pour 
ha
un des deux satellites,on observe des tendan
es 
omparables sur les périodes 
ommunes. En �n depériode traité (2005-2006), on remarque une signature de grande amplitude,sans doute d'orgine atmosphérique puisqu'elle a�e
te les FD des deux satel-lites.Sur la �gure 7.12, on a aussi tra
é l'évolution des résidus (rms) pour 
haquetype de mesure utilisée mais qui n'ont un sens qu'ave
 l'évolution des para-mètres ajustés pré
édents. Les tendan
es observées sont à relier aux o

ul-tations (o

urren
e tous les deux ans terrestres : absen
e de point puisqueau
unre mesure n'est possible), aux entrées et sorties d'o

ultations (dé-gradation des résidus par l'e�et du plasma solaire), à l'orientation du pland'orbite par rapport à la ligne de visée (voir �gure 7.9), qui n'est autre quela dire
tion satellite-Terre, ou à l'orientation du plan d'orbite par rapport àla dire
tion satellite-Soleil (voir �gure 7.10).
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Fig. 7.9 � Evolution de l'angle de la normale au plan d'orbite par rapport àla dire
tion satellite-Terre pendant la durée de la période traitée pour MGS- février 1999 à juillet 2006 - et MODY - début 2002 à début septembre 2006.

Fig. 7.10 � Evolution de l'angle (en degré) de la normale au plan d'orbite parrapport à la dire
tion satellite-Soleil pendant la durée de la période traitéepour MGS - février 1999 à juillet 2006 - et MODY - début 2002 à débutseptembre 2006.
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Fig. 7.11 � MGS (noir) et MODY (rouge) : évolution des fa
teurs d'é
helleFS (haut), FD (bas), sur toute la durée de la période traitée, de février 1999à juillet 2006 pour MGS et, avril 2002 à septembre 2006 pour MODY.

Fig. 7.12 � MGS (noir) et MODY (rouge) : évolution des résidus pour 
haquetype de mesure : de haut en bas, distan
e (en mètre), Doppler 2 voies (enHz) et Doppler 1 voie (en Hz). La période traitée s'étend de février 1999 àjuillet 2006 pour MGS et, d'avril 2002 à septembre 2006 pour MODY.
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hamp variable de Mars

Fig. 7.13 � Solutions dé
adaires de C̄30,l issue du 
umul de MGS et MODY,ave
 en rouge le tra
é de l'ajustement en amplitudes annuelle et semi-annuelle.

Fig. 7.14 � Comparaison des variations de C̄30 
omme sortie du modèle deNASA Ames, 
omme solution extraite des données de HEND, et des varia-tions de C̄30,l 
omme solutions extraites à partir des données MGS, Lemoine[2006℄, et à partir des données MGS et MODY, Konopliv et al. [2006℄, enfon
tion de l'anomalie moyenne de Mars.
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Fig. 7.15 � Comparaison des variations de C̄30 
omme sortie du modèle deNASA Ames, 
omme solution extraite des données de HEND, et des varia-tions de C̄30,l 
omme solutions extraites à partir des données MGS sur lapériode 1, de février 1999 à mi-2002, et à partir des données de MGS etMODY sur la période 2, de mi-2002 à septembre 2006 respe
tivement, enfon
tion de l'anomalie moyenne de Mars.A partir de l'analyse des données de poursuite de MGS et MODY, soit laphase de détermination d'orbites pré
ises, on a pro
édé à une visualisationd'un 
ertain nombre de solutions des harmoniques zonaux du potentiel gravi-tationnel de degré 2, 3 (de fait les 
oe�
ients 
omposites) et du 
oe�
ient k2.On rappelle i
i que k2 est essentiellement déte
té via la partie longue périodedes perturbations sur l'in
linaison 
omme on l'a montré au paragraphe 5.1.2(voir la table 5.4).Le signal obtenu pour C̄20 est ex
essivement fort en amplitude et ne présentepas d'intérêt puisque la varian
e a posteriori sur les estimations dé
adairesest au mieux du même ordre de grandeur que les valeurs ajustées et 
e pourles deux satellites. Le 
umul des dynamiques de MGS et MODY n'apportepas d'amélioration sensible. Le signal obtenu pour C̄30 est présenté à la �-gure 7.13. On voit que globalement deux périodes distin
tes se déta
hent,l'une, période 1, allant de février 1999 à mi-2002, et l'autre, période 2, demi-2002 à septembre 2006. Il est important de souligner i
i que pour MGS lafréquen
e et la durée des poussées d'AMD sont sensiblement di�érentes sur
es deux périodes. Ainsi que le soulignent Yoder et al. [2003℄ et Konopliv etal. [2006℄, 
es o

urren
es d'AMD très diverses dans le temps sont un fa
teurtrès largement dégradant quant à la restitution des zonaux de gravité. Après
ette phase d'extra
tion des séries temporelles des zonaux de degré 2 et 3,



132CHAPITRE 7. LES MISSIONS DE RADIO SCIENCE MGS ET MODYTab. 7.1 � Amplitudes des variations saisonnières de C̄30Annuelle Semi-annuellesour
e Amplitude σ Amplitude σMGS+MODY P2 0, 90.10−09 0, 06.10−09 0, 18.10−09 0, 06.10−09MGS+MODY P1 1, 32.10−09 0, 12.10−09 0, 34.10−09 0, 11.10−09HEND (2001) 1, 70.10−09 - 0, 30.10−09 -NASA Ames 1, 90.10−09 - 0, 20.10−09 -Konopliv et al., 2006 2, 80.10−09 - 0.27.10−09 -Lemoine, 2006 3, 00.10−09 - 0, 51.10−09 -nous avons don
 pro
édé à un ajustement par moindres 
arrés de termesannuels et semi-annuels (en cos et sin) sur 
es deux périodes distin
tes (voirla �gure 7.13). On trouvera à la table 7.1 les résultats de 
et ajustementainsi que les tous derniers résultats publiés (Konopliv et al., 2006 ; Lemoine,2006) pour 
omparaison. L'amplitude annuelle, pour la période P2, estun fa
teur 2 plus faible que 
elle issue du GCM NASA Ames (voir la�gure 7.15) et un fa
teur 3 plus faible que 
elles extraites par les 
entresNASA. L'amplitude annuelle, pour la période P1, est un fa
teur 2plus faible que 
elles extraites par les 
entres NASA. Les amplitudessemi annuelles sur les deux périodes traitées (P1 et P2) sont équiva-lentes, ou presque, à la fois à 
elle publiée par le JPL (Konopliv) et extraitedu GCM NASA Ames. Le résultat remarquable i
i est que l'amplitudeannuelle sur la période 1, 1999-mi 2002, traitée est voisine de 
elleextraite des données HEND, et l'amplitude semi-annuelle est équi-valente. On pourra aussi appré
ier 
es 
omparaisons en amplitudes sur les�gures 7.14 et 7.15.7.5 Le nombre de Love k2 de MarsLa valeur de k2 sur la durée de la période traitée, soit de février 1999 àseptembre 2006, ave
 les données MGS et MODY est estimée à 0.145±0.002(à 3 sigma). Cette valeur est plus basse que 
elle 0.153 ± 0.017 de Yoder etal. [2003℄ et que 
elle de 0.152± 0.009 de Konopliv et al. [2006℄. En tout étatde 
ause, l'intervalle [0.145, 0.153] des valeurs de k2 déterminées à partir desobservations (
f. �gure 7.16) permet de 
lasser l'intérieur de Mars dans lafamille des modèles à manteau 
haud (asso
ié à une température moyennesupérieure à 2000◦K d'après Breuer and Spohn [2003℄) et 
on�rme queMarsa un noyau liquide et de rayon voisin de 1700 km . Considérant les
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Fig. 7.16 � Relation entre la valeur de k2 et le rayon du noyau (rcmb rayon deMars jusqu'à la limite noyau-manteau ou 
mb, 
ore mantle boundary) via lamodélisation de l'intérieur de la planète : en rouge on a la famille des modèlesd'intérieur dit à manteau 
haud, en bleu 
elle des modèles d'intérieur dit àmanteau froid.barres d'erreurs (di�
iles à 
alibrer) de 
es valeurs, on a 
hoisi de ne pasen
ore utiliser la valeur de k2 obtenue pour 
ontraindre les paramètres demodélisation d'intérieur de Mars, mais de la déterminer et de la 
omparer àun ensemble de valeurs de k2 asso
iées à autant de modèles possibles. Cesmodèles 
onsidèrent soit un manteau 
haud, soit un manteau froid (asso
iéà une température moyenne d'environ 1800◦K, dans tous les 
as inférieureà 2000◦K) pour 
orrespondre aux extrêmes que l'on trouve dans les travauxliés à la 
onve
tion du manteau. La taille du noyau est variable ainsi quele pour
entage de soufre qu'il 
ontient. Le rapport Fe/Si que l'on 
onsidèreest 
elui admis dans les 
hondrites et le moment d'inertie est �xé par lesobservations de radio s
ien
e (dans les barres d'erreur données par 
es ana-lyses). Les modèles en a

ord ave
 le moment d'inertie et k2 ont des noyauxde taille assez importantes, i.e d'environ 1700 km, les manteaux sont 
haudset les épaisseurs de 
roûte de 60-150 km. Les valeurs du k2 obtenues pour lesdi�érents modèles sont représentées sur la �gure 7.16. Cette �gure représente
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tion de la taille du noyau. Pour les valeursélevées de k2, on sait 
lairement disso
ier les modèles à manteau froid de
eux à manteau 
haud, 
ependant on ne sait pas départager les minéralogiesdu manteau. Les modèles en général �xent le rapport Fe/Si 
omme 
'est le
as à la �gure 7.16.



Chapitre 8Dis
ussion et 
on
lusion
8.1 Dis
ussionLes variations saisonnières des harmoniques zonaux évaluées à partir dedeux GCMs de l'atmosphère martienne ainsi qu'à partir des observations dudép�t de CO2 en surfa
e par l'instrument HEND [Karatekin et al., 2005℄ ontservi de point de départ à 
ette étude. Bien que le 
omportement généralde 
es trois lots de données soit assez semblable, il apparaît jusqu'à plus de30% de di�éren
e à 
ertains moments de l'année. Ces résultats révèlent une
ertaine mé
onnaissan
e ou un défaut de 
ompréhension de la physique réelledes phénomènes à l'origine de 
es variations de masse dans l'atmosphère àl'é
helle de la planète. Les données de poursuite de sondes autour de Marsfournissent une mesure dire
te du 
y
le du CO2. On a don
 
omparé les va-leurs de C̄20,l et C̄30,l estimées et publiées (amplitudes et phases annuelles etsemi-annuelles) par Smith et al. [2001℄, Yoder et al. [2003℄ obtenues à partirdes données de poursuite de MGS. Des di�éren
es dans les appro
hes de trai-tement, 
ombinées à un rapport signal sur bruit assez faible, ne permettentd'obtenir que des solutions �nalement très di�érentes en amplitude. On re-trouve 
es di�éren
es sur les amplitudes évaluées à partir des GCMs et 
ellesissues de l'instrument HEND. Il semble don
 bien que les données de pour-suite de sonde autour de Mars ne permettent pas pour le moment de donnerla préféren
e à au
un modèle. On peut s'attendre dans les pro
haines années,ave
 la 
ombinaison de plusieurs orbiteurs et l'envoi d'autres missions (MarsRe
onnaissan
e Orbiter, MRO, par exemple), à 
e que les modèles béné�
ientde nouvelles 
ontraintes par 
e type de données.Notre travail a don
 
onsisté à bien 
omprendre, par une appro
he ana-135



136 CHAPITRE 8. DISCUSSION ET CONCLUSIONlytique, les faiblesses a
tuelles des solutions obtenues à partir des missionsMGS, MODY et MEX. Ensuite, nous avons 
onduit un ensemble de simula-tions qui nous ont permis à la fois de 
hoisir une stratégie d'ajustement pournotre restitution des zonaux via les mesures de poursuite Doppler et de dis-tan
e de MGS et/ou MODY, et, dans le 
adre de futurs missions, devraient
ontribuer à é
lair
ir les 
hoix de leurs 
ara
téristiques orbitales. En�n, nousavons nous-même traité les données des missions MGS et MODY (et mêmepris en 
ompte un ensemble plus long de mesures) a�n de 
on�rmer (ou non)les solutions des équipes améri
aines. D'une manière générale, le problèmede la détermination des zonaux de gravité à partir des données de poursuited'une sonde unique autour de Mars est que les perturbations orbitales dé-pendent de deux 
ombinaisons linéaires de 
es 
oe�
ients, d'un 
�té les pairset de l'autre les impairs. Les solutions de C̄20 et C̄30 à partir des données DSNde poursuite de MGS et MODY 
ontiennent don
 l'information de 
es 
ombi-naisons linéaires paires et impaires respe
tivement, 
es deux 
oe�
ients sontdits 
omposites, et notés C̄20,l et C̄30,l. Les 
oe�
ients de plus haut degré,en parti
ulier 4 et 5, ont des amplitudes de variations de l'ordre de grandeurde 
elles des degrés 2 et 3 [Karatekin et al., 2005℄, 
e qui pose la questionde les ignorer ou non lors de l'analyse de données de poursuite d'une sondemartienne. En fait, nos simulations montrent que, dans le meilleur des 
as(vu le jeu d'hypothèses 
onsidéré pour nos simulations), une restitution de
C̄20,l et C̄30,l donne e�e
tivement un signal C̄30,l de meilleure qualité que 
eluiobtenu pour C̄20,l. Non pas seulement par
e que la 
ontribution de C̄30,l surles variations de ω est la plus importante, mais aussi par
e que les variationsde ω permettent de dis
riminer 
orre
tement les impairs 
omme le 
on�rmela 
omparaison des matri
es de 
orrélations des simulations 1 et 2. Cependanton note, dans le 
adre d'un ajustement des 4 zonaux, une dégradation de larestitution de C̄30 par rapport à C̄30,l, qui illustre parfaitement 
e que montretrès 
lairement la 
omparaison des valeurs des 
oe�
ients de la 
ombinaisonlinéaire dans l'expression des variations de ω, le rapport 1 pour 3 par rapportà C̄50.Pour améliorer la restitution de C̄20,l, ou si possible C̄20, ave
 une orbitetelle que 
elle de MGS, il y a plusieurs solutions : (a) ajuster C̄40 simultané-ment 
omme on le montre en simulation 3, puisque C̄40 non ajusté perturbee�e
tivement l'ajustement de C̄20, dans un rapport 1 pour 1.5 sur les va-riations de Ω (b) ajouter un tra
king depuis Mars qui permet une meilleureestimation des for
es normales au plan d'orbite mais ne résoud véritablementle problème que dans le 
adre d'un ajustement 
onjoint ave
 C̄40 (simulation3), simulation 5 (
) ajuster la rotation puisqu'on montre en simulation quela mé
onnaissan
e sur la rotation induit un bruit qui dégrade la restitution



8.1. DISCUSSION 137de C̄20 et 
e d'autant plus que plan d'orbite est vu par la tran
he depuis laTerre. De plus, un résultat important des simulations est qu'on parvient àdé
orréler C̄20 et LOD, mais aussi C̄20 et F et σ0. Finalement, l'expérien
eNEIGE pourrait permettre d'avoir à la fois des zonaux de gravité restituésde meilleure qualité, pour C̄20 en parti
ulier, que tous les résultats publiés etune estimation de la rotation pré
ise 
omme le montre les simulations. Lessimulations nous ont �nalement permis d'envisager la 
ombinaison de di�é-rents lots de données de poursuite de une ou plusieurs sondes martiennes.Deux sondes martiennes en orbite 
ir
ulaire mais ave
 des 
ara
téristiquesorbitales bien distin
tes peuvent être utilisées pour restituer plus exa
tementet pré
isément le 
hamp de gravité variable. On a ajouté à la perturbationd'un orbiteur de 
ara
téristiques pro
hes de 
elles de MGS, notre 
as ré-féren
e, une autre dynamique 
ara
térisée par une sonde dont l'in
linaisonest pro
he de 50 degrés. Par rapport au 
as de référen
e, les varian
es aposteriori sur la restitution des zonaux diminuent alors d'un ordre de gran-deur. Les 
ara
téristiques orbitales de la deuxième sonde ont permis aussid'améliorer 
onsidérablement l'exa
titude de la restitution des zonaux. Ona en e�et une meilleure dis
rimination des e�ets de 
ha
un des zonaux viales perturbations inhérentes sur 
ette orbite, en parti
ulier pour les degréspairs et 
e grâ
e aux amplitudes relatives des fon
tions d'in
linaison asso-
iées aux zonaux. Cette amélioration se traduit au niveau des 
orrélationsentre C̄20 et C̄40 qui diminuent sensiblement par rapport au 
as de référen
e.Il est don
 aussi possible de trouver des 
ara
téristiques orbitales adéquates,une in
linaison en parti
ulier, qui permettent une di�éren
iation des e�etsde 
ha
un des zonaux impairs. Cette in
linaison est d'environ 73◦ pour desorbites quasi 
ir
ulaires. L'impa
t d'une deuxième sonde de 
ara
téristiquesorbitales pro
hes de 
elles de MEX, ajoutée à notre 
as référen
e, i.e unesonde de type MGS, a aussi fait l'objet de simulations numériques [Rosen-blatt et al, 2004℄. Il en résulte une amélioration au mieux d'un fa
teur 2 surla pré
ision des zonaux de gravité de degré 2 à 5 restitués. Une mission deradio s
ien
e 
omme Ar
himède de la Mars So
iety, de par son in
linaisonnominale de 30◦, présenterait elle aussi un intérêt parti
ulier par rapport aulot restreint des dynamiques de sonde en vol disponibles à l'heure a
tuelle,
omme 
elle de MODY. Finalement, la stratégie 
hoisie pour la restitutionde C20 et C30 est 
elle de la simulation 2. On restitue C20,l et C30,l.On a aussi étudié le moyen d'ajuster simultanément le zonal pair de degré2 et la rotation (le LOD et l'e�et ampli�
ateur du noyau sur la signature desnutations pour une planète Mars non rigide, i.e les paramètres F et σ0).Dans 
e 
adre là, on montre qu'il est e�e
tivement possible de dé
orréleret de déterminer pré
isément (sur une année martienne) les variations de
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C̄20, (varian
e a posteriori de 1.5% , ou moins) et la rotation propre ouLOD, (varian
e a posteriori de moins de 2%) [Duron et al., 2003℄. Cetteexpérien
e pourrait être aussi utilisée pour séparer, dans le signal du LOD,la 
ontribution des vents zonaux de 
elle de la redistribution des masses. Ene�et, le signal C̄20 
ontient uniquement la 
ontribution de la redistributiondes masses qui, une fois évaluée, peut être soustraite au signal du LOD pourdonner l'amplitude de la 
ontribution des vents zonaux. Ce
i nous aiderait
ertainement à mieux 
omprendre la dynamique atmosphérique martienne.Pour para
hever 
e travail, nous avons traité toutes les mesures dispo-nibles des missions MGS et MODY. Les variations saisonnières du zonal dedegré 3 
omposite les plus ré
entes ont été 
on�rmées par l'analyse de presque8 ans de données de suivi de MGS et MODY. Notamment, on a obtenu unesignature annuelle attendue. L'amplitude résultante vient aussi 
orroborerles résultats publiés jusqu'à présent. En 
e qui 
on
erne le degré 2, il semblequ'il soit ex
essivement 
ompliqué d'extraire sa signature, surtout du fait del'in
linaison qui n'est pas adaptée. C20,l n'a au
une signature harmonique
laire meme si l'amplitude est 
orre
te (quelques 10−09. En�n, le nombre deLove de marée k2, obtenu sur la totalité de la période, a été estimé à 0.145 ±0.002. Cette valeur 
on�rme l'hypothèse d'un noyau liquide de rayon voisinde 1700 km, 
e qui 
onstitue un résultat géophysique majeur.8.2 Extension des travaux de re
her
he8.2.1 SimulationsOn regrette, dans un premier temps, la perte par la NASA de la sondeMGS en novembre 2006, en sortie d'o

ultation. Cependant, une expérien
ede radios
ien
e, LaRa (pour LAnder RAdio s
ien
e), vient d'être proposéepour la mission ExoMars/GEP du programme AURORA de l'ESA. Il s'agitde déposer un transpondeur 
ohérent en bande X à la surfa
e de Mars etd'utiliser la mesure Doppler du lien dire
t atterrisseur-Terre pour détermi-ner la rotation de Mars. L'ajout d'un tel instrument apportera de nouvellesobservations des variations de la rotation martienne. Il s'agira alors de fairedes simulations numériques qui permettront d'évaluer l'apport d'une telleexpérien
e par rapport à d'an
iennes missions similaires 
omme Viking etPath�nder.Un autre axe de re
her
he serait de 
onsidérer un 
hamp de gravité variablein
luant en plus les degrés stri
tement supérieurs à 5. Dans 
e 
as, la resti-tution des harmoniques zonaux de degré 2 et 3 via les perturbations de deux



8.2. EXTENSION DES TRAVAUX DE RECHERCHE 139sondes martiennes va dépendre de l'amplitude relative des 
oe�
ients (de la
ombinaison linéaire 
ara
térisant les zonaux 
omposites) de degré l > 4 et
l > 5 relativement à 
eux de degré 2 et 3 respe
tivement. En partant deséquations (5.27) et (5.28), on peut améliorer signi�
ativement la restitutiondes zonaux C̄20 et C̄30 en 
hoisissant les in
linaisons adéquates [Karatekin etal., 2005℄ 
omparativement à notre 
as référen
e. Pour déterminer plus d'har-moniques zonaux de gravité, plusieurs orbites distin
tes par leur in
linaisonsont né
essaires de sorte qu'on puisse séparer les 
ontributions de 
haque 
o-e�
ient zonal individuellement [Balmino, 1986℄. Comme pour l'in
linaison,une di�éren
e d'ex
entri
ité distin
te entre deux orbites peut jouer un r�lefavorable en terme de pré
ision et peut-être d'exa
titude sur la restitutiondes zonaux de gravité.Un troisième axe pourrait 
on
erner l'étude de la sensibilité de l'orbite auxfor
es non-
onservatives, a

élérations additionnelles dues au rayonnementsolaire ré�é
hi (albedo) et à l'émission thermique de Mars. Cette étude se-rait menée ave
 toujours 
omme obje
tif la quanti�
ation de l'impa
t de 
esfor
es sur la restitution des paramètres de rotation planétaire et des zonauxde gravité. On attend de 
es for
es qu'elles aient une signature sur l'orbite
orrélée ave
 les variations saisonnières de C̄20, C̄30 et de la rotation, le LODen parti
ulier.
8.2.2 (Re)traitement de données de suivi et 
ombinai-son ave
 d'autres missions de radio s
ien
e : MEX... LaRa ...Dans le 
adre d'un traitement des données de poursuite des sondes MGSet MODY ave
 le nouveau 
hamp statique du JPL, Konopliv et al [2006℄ sug-gèrent l'utilisation d'un modèle d'orientation de Mars plus abouti/
ompletin
luant les nutations, les variations du LOD et le mouvement du p�le (viales paramètres d'orientation martiens, voir 
hapitre 1) que le modèle d'orien-tation IAU 2000 [Seidelmann et al, 2002℄. Pour tenir 
ompte des erreurs demodélisation des for
es non gravitationnelles (frottement et pression solairedire
te) qui agissent sur les sondes MGS et MODY, Konopliv et al [2006℄ dé-terminent, dans leur pro
essus de restitution d'orbite, de petites a

élérationsdans la dire
tion tangentielle et pour 
haque ar
 de MGS et MODY (ave
une valeur a priori de 5.10−13 km/s2 et 2.10−13 km/s2 respe
tivement). Pourtenir 
ompte à la fois de la 
ontribution plus importante de la for
e induitepar la pression solaire dire
te dans la dire
tion normale et d'une possible er-



140 CHAPITRE 8. DISCUSSION ET CONCLUSIONreur de modélisation des AMD, ils déterminent aussi de petites a

élérationsdans la dire
tion normale et 
e pour 
haque révolution de MODY autour deMars (ave
 une valeur a priori de 2.10−12 km/s2). Il serait don
 intéressantde 
omparer la qualité des re
ouvrements, des solutions de 
hamp de gravitévariable et de k2 ave
 
ette nouvelle paramétrisation de la dynamique deMGS et MODY. En 
e qui 
on
erne un 
umul des informations (données)issues de MGS et/ou MODY ave
 
elles d'une autre mission ayant des 
ara
-téristiques orbitales di�érentes, une solution préliminaire mixte [Rosenblattet al, 2006℄ utilisant des mesures (DSN) de poursuite de MGS et de MEX surla période 
ommune 2004-2005 
on�rme que la pré
ision est bien amélioréelors du 
umul des deux dynamiques bien que les deux sondes soient en orbitequasi polaire (MEX dans une moindre mesure). On attend ave
 impatien
ela réalisation de l'expérien
e de radio s
ien
e LaRa proposant un lien dire
tatterrisseur-Terre qui devrait nous permettre de mieux 
ontraindre la rota-tion de Mars (nutation, mouvement du p�le et LOD) en 
omplément auxrésultats déjà obtenus par Yoder et al. [2003℄ et Konopliv et al. [2006℄. Onrappelle i
i que l'ajustement de la rotation simultanément à 
elui des zonauxde gravité est favorable à la restitution des zonaux pairs.



Bibliographie
[1℄ Balmino, G., Present status and future improvements in measuring thegravity �eld of the Earth and planets, in Spa
e Geophysi
s and Geodyna-mi
s, edited by A. J. Anderson and A. Cazenave, pp. 19-54, Elsevier, NewYork, 1986.[2℄ Balmino, G., Orbit Choi
e and the Theory of Radial Orbit Error forAltimetry, in Satellite Altimetry in Geodesy and O
eanography, edited byReiner Rummel and Fernando Sanso, pp. 244-315, Springer-Verlag, 1992.[3℄ Balmino, G., J. Duron, J.-C. Marty and O. Karatekin, Mars long wave-length gravity �eld variations : a new solution from MGS tra
king data,IAG Symposia series, vol. 130, Springer Verlag, 2006.[4℄ Barlier, F. and M. Lefebvre, A new look at planet Earth : Satellite geodesyand geos
ien
es, in The Century of Spa
e S
ien
e, edited by J. A. M.Bleeker, J. Geiss, and M. C. E. Huber, pp.1623-1651, Kluwer A
ademi
Pub, 2001.[5℄ Barriot, J.-P., V. Dehant, J.-C. Cerisier, W. Folkner, A. Rhibes, J. Be-noist, T. Van Hoolst, R. Warnant, P. Defraigne, R. A. Preston, L. Romans,S. Wu, and A. W. Wernik, NEIGE : NetLander Ionosphere and GeodesyExperiment, Adv. Spa
e Res., vol. 28(8), pp. 1237-1249, 2001.[6℄ Breuer, D., and T. Spohn, Early plate te
toni
s versus single-plate te
to-ni
s on Mars : Eviden
e from magneti
 �eld history and 
rust evolution,J. Geophys. Res., vol. 108(E07), 5072, doi : 10.1029/2002JE001999, 2003.[7℄ Bruinsma, S., and F. G. Lemoine, A preliminary Semi empiri
al Ther-mosphere Model of Mars : DTM Mars, J. Geophys. Res., vol. 107(E10),5076, doi : 10.1029/2001JE001508, 2002.[8℄ Cazenave, A., and G. Balmino, Meteorologi
al e�e
ts on the seasonalvariations of the rotation of Mars, Geophys. Res. Lett., vol. 83, pp. 245-248, 1981. 141



142 BIBLIOGRAPHIE[9℄ Chao, B. F., and D. P. Rubin
am, Variations of Mars gravitational �eldand rotation due to seasonal CO2 ex
hange, J. Geophys. Res., vol. 95(B9),pp. 14755-14760, 1990.[10℄ Chao, B. F., V. Dehant, R. S. Gross, R. D. Ray, D. A. Salstein, M. M.Watkins and C. R. Wilson, Spa
e geodesy monitors mass transports inglobal geophysi
al �uids, Eos Trans. AGU, vol. 81, pp. 247-250, 2000.[11℄ Chao, B. F., Geodesy is not just for stati
 measurements any more, EosTrans. AGU, vol. 84, pp. 145-150, 2003.[12℄ Defraigne, P., O. de Viron, V. Dehant, T. Van Hoolst, and F. Hourdin,Mars rotation variations indu
ed by atmosphere and i
e 
aps, J. Geophys.Res., vol. 105(E10), pp. 24563-24570, 2000.[13℄ Dele�ie, F., Développement du potentiel perturbateur de 3ème 
orps,Note te
hnique CERGA, 2000.[14℄ Duron, J., P. Rosenblatt, M. Yseboodt, Ö. Karatekin T. Van Hoolstand J.-P. Barriot, Jont estimation of Martian C̄20 and rotation variationsfrom simultaneous geodeti
 measurements : Numeri
al simulations of anetwork s
ien
e experiment, Geophys. Res. Lett., vol. 30(18), 1971, doi :10.1029/2003GL018353, 2003.[15℄ Duron, J., Analyse du bilan d'erreur Doppler de l'expérien
e NEIGE,CNES Communi
ation, MARS-NT-00-053-ORB, 2002a.[16℄ Duron, J., Erreur brute due à l'ionosphère et 
orre
tion par mesuresbifréquen
es. E�et sur la mesure de vitesse radiale dans le 
adre de l'ex-périen
e NEIGE, ROB report, Bruxelles, 2002b.[17℄ Duron, J., J.-C. Marty, G. Balmino, S. Le Maistre, A. Rivoldini and V.Dehant,Time variations of Mars Gravity Field from Mars Global Surveyorand Odyssey data, AGU, San Fran
is
o, G12 - Planetary Geodesy P31C-0157, poster, 2006.[18℄ Folkner, W. M., C. F. Yoder, D. N. Yuan, E. M. Standish, and R. A.Preston, Interior stru
ture and seasonal mass redistribution of Mars fromRadio tra
king of Mars Path�nder, S
ien
e, vol. 278, pp. 1749-1751, 1997a.[19℄ Folkner, W. M., R. D. Kahn, R. A. Preston, C. F. Yoder, E. M. Standish,J. G. Williams, C. D. Edwards, and R. W. Hellings, Mars dynami
s fromEarth-based tra
king of the Mars Path�nder atterrisseur, J. Geophys. Res.,vol. 102, pp. 4057-4064, 1997b.[20℄ Forget, F., F. Hourdin, R. Fournier, C. Hourdin, O. Talagrand, M. Col-lins, S. R. Lewis, P. L. Read, and J. Huot, Improved general 
ir
ulationmodels of the Martian atmosphere from the surfa
e to above 80 km, J. Geo-phys. Res., vol. 104(13), 24, 155-24, 176, : 10.1029/1999JE001025, 1999.



BIBLIOGRAPHIE 143[21℄ Haberle, R. M., et al., General 
ir
ulation model simulations of the MarsPath�nder atmospheri
 stru
ture investigation/meteorology data, J. Geo-phys. Res., vol. 104(E4), pp. 8957-8974, 1999.[22℄ Hourdin, F., F. Forget, and O. Talagrand, The sensitivity of the Martiansurfa
e pressure and atmospheri
 mass budget to various parameters :A 
omparison between numeri
al simulations and Viking observations, J.Geophys. Res., vol. 100(9), pp. 5501-5523, 1995.[23℄ Karatekin, Ö., V. Dehant and O. de Viron, Martian global-s
ale seasonalCO2 
hange : Comparison of geodeti
 observations and numeri
al simula-tions, in Sixth International Conferen
e on Mars, abstra
t 3172, 2003.[24℄ Karatekin,Ö., J. Duron, P. Rosenblatt, T. Van Hoolst, V. Dehantand J.-P. Barriot, Mars' Time-Varying Gravity and its Determination :Simulated Geodesy Experiments, J. Geophys. Res., vol. 110, E06001,doi :10.1029/2004JE002378, 2005.[25℄ Kaula, W. M., Theory of Satellite Geodesy, Blaisdell Publishing Com-pany, Waltham, Mass., 1966.[26℄ Konopliv, A. S., C. F. Yoder, E. M. Standish, D.-N. Yuan, and W. L.Sjogren, A global solution for the Mars stati
 and seasonal gravity, Marsorientation, Phobos and Deimos masses, and Mars ephemeris, I
arus, vol.182(1), doi :10.1016/j.i
arus.2005.12.025, pp. 23-50, May 2006.[27℄ Lemoine, F.G., D.E. Smith, D.D. Rowlands, G.A. Neumann, M.T. Zu-ber, D.S. Chinn, and D.E. Pavlis, An imroved solution of the gravity �eldof Mars (GMM-2B) from Mars Global Surveyor, J. Geophys. Res., vol.106, 23359-23376, 2001.[28℄ Lemoine, F. G., S. Bruinsma, D. S. Chinn and J.M. Forbes, Thermo-spheri
 studies with Mars Global Surveyor, AIAA/AAS Conferen
e Pro-
eedings, 2006.[29℄ Litvak, M. L., et al., Seasonal 
arbon dioxide depositions on the Martiansurfa
e as revealed from neutron measurements by the HEND instrumentonboard the 2001 Mars Odyssey Spa
e
raft, Solar Sys. Res., vol. 38, pp.167-177, doi : 10.1023/B :SOLS.0000030856.83622.17, 2004.[30℄ Loyer, S., Te
hniques dynamiques d'observation de la rotation de laTerre - Mesures satellites et apport des gravimètres et des gyros
opes,Thèse de Do
torat, Université Paul Sabatier, 1997.[31℄ Ma
Carthy, D.D., IERS Conventions, IERS Te
hni
al Note 21, 1996.[32℄ Mitrofanov, I. G., et al., CO2 Snow depth and subsurfa
e water-i
e abun-dan
e in the northern hemisphere of Mars, S
ien
e, vol. 300, pp. 2081-2084,doi : 10.1126/s
ien
e.1084350, 2003.



144 BIBLIOGRAPHIE[33℄ Moyer, T. D., Formulation for observed and 
omputed values of DSNdata types for navigation, JPL publi
ation 00-7, 2000.[34℄ Rosenblatt, P., V. Dehant, M. Paetzold, Ö. Karatekin, and J. P. Barriot,Numeri
al simulations of the estimation of Mars' gravity �eld variationsfrom the MaRS experiment on board Mars Express, EGU 1st general as-sembly, Ni
e, EGU04-A-04160, 2004.[35℄ Rosenblatt, P., J. Duron, J.C. Marty, V. Dehant, M. Paetzold, B. Haus-ler, S. Le Maistre, O. Karatekin, T. Van Hoolst, G. Balmino, A

urateMEX orbit 
al
ulations from MaRS radio-tra
king data : new 
onstraintson Mars' time-variable gravity �eld from a joint inversion of MGS andMEX data, EGU, Vienne, EGU06-A-07343, poster, 2006.[36℄ Rosenblatt, P. et J. Duron, Perturbations orbitales induites par le po-tentiel gravitationnel, le nombre de Love k2 et les satellites naturels deMars. Appli
ation aux missions de radio s
ien
e MGS et MEX, RapportORB, 2006.[37℄ Reasenberg, D. R., and R. W. King, The rotation of Mars, J. Geophys.Res., vol. 84, pp. 6231-6240, 1979.[38℄ Roosbeek, F., Analyti
al developments of rigid Mars nutation and tidegenerating potential series, Cel. Me
h. Dyn. Astr., vol. 75, pp. 287-300,2000.[39℄ San
hez, B. V., D. D. Rowlands, R. M. Haberle, and J. S
hae�er, Atmos-pheri
 rotational e�e
ts on Mars based on the NASA Ames general 
ir
u-lation model, J. Geophy. Res., vol. 108 (E5),doi : 10.1029/2002JE001984,2002.[40℄ Sasao, T., I. Okamoto, and S. Sakai, Dissipative 
ore-mantle 
ouplingand nutational motion of the Earth, Publ. Astron. So
. Japan, 29, pp.83-105, 1977.[41℄ Sasao, T., S. Okubo, and M. Saito, A simple theory on dynami
al e�e
tsof a strati�ed �uid 
ore upon nutational motion of the Earth, Pro
. AGUSymp. on Nutation and the Earth's Rotation, 78, Fedorov Ep. et al. (eds),Kiew, D. Reidel, Norwell, Mass., pp. 165-183, 1980.[42℄ Seidelmann, P.K., Abalakin, V.K., Bursa, M., Davies, M.E., de Bergh,C., Lieske, J.H., Oberst, J., Simon, J.L., Standish, E.M., Stooke, P., Tho-mas, P.C., 2002. Report of the IAU/IAG working group on 
artographi

oordinates and rotational elements of the planets and satellites : 2000,Celest. Me
h. Dynam. Astron. 82, pp. 83110.[43℄ Smith, D. E., M. T. Zuber, R. M. Haberle, D. D. Rowlands, and J.R. Murphy, The Mars seasonal CO2 
y
le and the time variation of the



BIBLIOGRAPHIE 145gravity �eld : A general 
ir
ulation model simulation, J. Geophys. Res.,vol. 104, pp. 1885-1896, doi : 10.1029/1998JE900024, 1999a.[44℄ Smith, D. E., W. L. Sjogren, G. L. Tyler, G. Balmino, F. G. Lemoine,and A. S. Konopliv, The gravity �eld of Mars : results from Mars GlobalSurveyor, S
ien
e, vol. 286, pp. 94-97, 1999b.[45℄ Smith, D. E., M. T. Zuber, and G. A. Neumann, Seasonal varia-tions of snow depth on Mars, S
ien
e, vol. 294, pp. 2141-2146, doi :10.1126/s
ien
e1066556, 2001.[46℄ Smith, D. E., and M. T. Zuber, Seasonal 
hanges in the masses of thepolar i
e 
aps of Mars derived from Mars Global Surveyor gravity, in Pro-
eedings of the International workshop : Mars atmosphere modelling andobservations, Granada, January 13-15, 2003.[47℄ Smith, M.D., J. C. Pearl, B. J. Conrath, and P. R. Christensen, ThermalEmission Spe
trometer results : Mars atmospheri
 thermal stru
ture andaerosol distribution, J. Geophys. Res., vol. 106, pp. 23929-23945, 2001.[48℄ Tapley, B. D., S. Bettadpur, J. C. Ries, P. F. Thompson and M. M.Watkins, GRACE measurements of mass variability in the Earth system,S
ien
e, vol. 305, pp. 503-506, doi : 10.1126/s
ien
e.1099192, 2004.[49℄ Tarantola, A., and B. Valette, Inverse problem = Quest for information,J. Geophys. Res., vol. 50, pp. 159-170, 1982.[50℄ Tyler, G. L., G. Balmino, et al., Radio s
ien
e investigationswith Mars Observer, J. Geophys. Res., vol. 97(E5), pp. 7759-7779,doi10.1029/92JE00513, 1992.[51℄ Van den A
ker, E., T. Van Hoolst, O. de Viron, P. Defraigne, F. Forget,F. Hourdin, and V. Dehant, In�uen
e of the winds and of the CO2 massex
hange between the atmosphere and the polar i
e 
aps on Mars' rotation,J. Geophys. Res., vol. 107, 2002.[52℄ Van Hoolst, T., V. Dehant, and P. Defraigne, Chandler Wobble and FreeCore Nutation for Mars, Planet. Spa
e S
i., vol. 48(12-14), pp. 1145-1151,2000.[53℄ Vienne, J., J.-P. Barriot, P. Rosenblatt, M. Yseboodt, J. Duron andV. Dehant, Numeri
al simulations of the Netatterrisseur Ionosphere andGeodesy Experiment (NEIGE) : landing site positions determination fromDoppler tra
king between an orbiter and atterrisseurs, in ESA SP-544 :Planetary Probe Atmospheri
 Entry and Des
ent Traje
tory Analysis andS
ien
e, pp. 351-355, 2004.[54℄ Yoder, C. F., J. G. Williams, J. O. Di
key, B. E. S
hutz, R. J. Eanes,and B. D. Tapley, Se
ular variation of Earth's gravitational harmoni
 J2



146 BIBLIOGRAPHIE
oe�
ient from Lageos and nontidal a

eleration of Earth rotation,Nature,vol. 303, pp. 757-762, 1983.[55℄ Yoder, C. F., and E. M. Standish, Martian pre
ession and rotation fromViking atterrisseur range data, J. Geophys. Res., vol. 102, pp. 4065-4080,1997.[56℄ Yoder, C. F., A. S. Konopliv, D. N. Yuan, E. M. Standish, and W. M.Folkner , Fluid 
ore size of Mars from dete
tion of the solar tide, S
ien
e,vol. 300, pp. 299-303, doi : 10.1126/s
ien
e.1079645, 2003.[57℄ Yseboodt, M., J.-P. Barriot and V. Dehant, Analyti
al modeling ofthe Doppler tra
king between a lander and a Mars orbiter in termsof rotational dynami
s, J. Geophys. Res., vol. 108(E7), 5076, doi :10.1029/2003JE002045, 2003.



Annexe AAppro
he dynamique de larotation
La rotation martienne peut aussi être modélisée par des équations baséesur la théorie d'Euler pour Mars 
onsidérée 
omme un 
orps ellipsoidal ri-gide. On obtient alors le mouvement de l'axe instantané de rotation dans unréférentiel lié au 
orps.

Modélisation pour Mars rigideDans un premier temps, on applique le théorème du moment 
inétique ~Hqui donne les équations régissant la rotation de Mars. Elles permettent unedes
ription de la réponse en rotation de la planète à un moment de for
e ~Ldans un repère inertiel dont les axes sont aussi axes prin
ipaux d'inertie dusystème :
~̇H = ~L (A.1)Dans le référentiel tournant lié au 
orps, on obtient :

d ~H

dt
+ ~ω ∧ ~H = ~L (A.2)147



148 ANNEXE A. APPROCHE DYNAMIQUE DE LA ROTATIONave
 ~ω = (ω1, ω2, ω3) le ve
teur instantané de rotation par rapport au repèreinertiel. Or on sait que ~H = I.~ω, ave
 I le tenseur d'inertie dé�ni par :


















Iij = I =
∫∫∫

V
Xi.Xjdm moment d'inertie, nul pour i 6= j

I11 = A =
∫∫∫

V
(Y 2 + Z2)dm moment d'inertie équatorial

I22 = B =
∫∫∫

V
(Z2 +X2)dm moment d'inertie équatorial

I33 = C =
∫∫∫

V
(X2 + Y 2)dm moment d'inertie polaire (A.3)d'où le modèle d'équation pour Mars rigide :

d(I.~ω)

dt
+ ~ω ∧ (I.~ω) = ~L (A.4)Il est généralement admis que ~ω est assez pro
he d'un ve
teur de rotationmoyen de sorte qu'on peut é
rire :

~ω =





ω1

ω2

ω3



 = Ω





m1

m2

1 +m3



 (A.5)ave
 Ω = LOD la vitesse de rotation moyenne. m1 et m2 
ara
térisent l'é
artdynamique polaire (dans le repère lié au 
orps) et m3 l'é
art dynamiqueéquatorial par rapport à 
ette rotation moyenne (∆LOD/LOD).



Annexe BLe potentiel gravitationnel
B.1 Polyn�mes et harmoniques sphériquesLe potentiel gravitationnel d'une planète peut être mathématiquementdéveloppé en harmoniques sphériques.B.1.1 Dé�nition en 
oordonnées 
artésiennesEn e�et, si on se pla
e dans un repère eu
lidien de l'espa
e à trois di-mensions où tout point M est repéré indi�éremment par ses 
oordonnéesre
tangulaires x

y
z

ou sphériques r
λ
ϕ

(λ est une longitude, ϕ une latitude).Le passage de l'un des systèmes à l'autre se retrouve grâ
e à la proje
tiondes 
oordonnées sphériques sur les ve
teurs �xes :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

x = r cosϕ cosλ
y = r cosϕ sinλ
z = r sinϕOn appelle polyn�me harmonique d'ordre n à trois variables un polyn�me

Πn de degré n fon
tion de x, y, z homogène et véri�ant l'équation de Lapla
e :
∂2Πn

∂x2
+
∂2Πn

∂y2
+
∂2Πn

∂z2
= 0149



150 ANNEXE B. LE POTENTIEL GRAVITATIONNELB.1.2 Dé�nition en 
oordonnées sphériquesEn se référant à la dé�nition, il est possible d'exprimer Πn en fon
tion de
(r, λ, ϕ) sous la forme :

Πn(r, λ, ϕ) = rnSn(λ, ϕ)En 
oordonnées sphériques, l'équation de Lapla
e véri�ée par Πn s'é
rit :
∂

∂r

(

r2∂Πn

∂r

)

+
1

cosϕ

∂

∂ϕ

(

cosϕ
∂Πn

∂ϕ

)

+
1

cos2 ϕ

∂2Πn

∂λ2
= 0L'équation aux dérivées partielles véri�ée par Sn est ainsi :

1

cos2 ϕ

∂2Sn
∂λ2

+
1

cosϕ

∂

∂ϕ

(

cosϕ
∂Sn
∂ϕ

)

+ n(n + 1)Sn = 0 (B.1)Par dé�nition, Sn est dite fon
tion harmonique sphérique d'ordre n.B.2 Attra
tion gravitationnelle et potentielB.2.1 Cas d'un 
orps pon
tuelDans le 
as d'une for
e 
réée par la planète Mars sphérique (de masse
mM) 
onstituée de 
ou
es 
on
entriques homogènes, une parti
ule S de masse
mS subit une for
e ~F 
réée par la masse 
entrale mM située en O. Sonexpression est donnée par la loi de Newton (G est la 
onstante de gravitationuniverselle) :

~F = −GmSmM

−→
OS

||−→OS||3La fon
tion de for
e 1 (ou potentiel) asso
iée à ~F est
U = µ

mS

||−→OS||
(B.2)ave
 µ = G.mM .1dé�nie sans signe '-'



B.2. ATTRACTION GRAVITATIONNELLE ET POTENTIEL 151Dans toute la suite, la parti
ule S, assimilée à un satellite, aura une masseunité.Outre l'avantage de simpli�er les é
ritures, 
ette 
onvention permet d'obtenirdire
tement les expressions utilisées dans les équations de la dynamique (i.e.les a

élérations).B.2.2 Cas d'un 
orps étenduOn note le volume V et la masse M .Par analogie ave
 
e qui pré
ède, le potentiel 
réé en un point S (à l'extérieurde Mars) par un point P de Mars de masse dm est égal à :
dU = G

dm

ρave
 ρ = ||−→PS||.Le potentiel 
réé en S par l'ensemble des points de Mars est ainsi :
U = G

∫∫∫

V

dm

ρ
(B.3)Notations :En 
onsidérant que le 
entre de Mars2 se trouve en O, on dé�nit :

ρ = ||−→PS||
rP = ||−→OP ||
r = ||−→OS||

ψ =
̂

(
−→
OS,

−→
OP )Le satellite est repéré indi�éremment par ses 
oordonnées 
artésiennes x

y
z
,ou sphériques r

λ
ϕ
.2
entre de masse dynamique, ou bary
entre du système Mars, 
ar 
'est par rapport àlui qu'est repérée la position du satellite



152 ANNEXE B. LE POTENTIEL GRAVITATIONNELDe même, les 
oordonnées du point d'intégration P sont 
artésiennes X
Y
Z

ousphériques rP
λP
ϕP

.A l'aide des polyn�mes de Legendre, Pl, on peut é
rire :
UP =

G

r

∫∫∫

V

(

1 +
∑

l≥1

(rP
r

)l

Pl(cosψ)

)

dm (B.4)
= U0 +

∑

l≥1

UlB.2.3 Cal
ul des premiers termesCal
ul de U0Il est immédiat que le terme 
entral s'é
rit :
U0 =

G

r

∫∫∫

V

dm

U0 =
GM

r
(B.5)Cal
ul de U1

U1 =
G

r

∫∫∫

V

rP
r

cosψdmOr cosψ = xX+yY+zZ
rrP

d'où
U1 =

G

r3

∫∫∫

V

(xX + yY + zZ)dm

=
G

r3

(

x

∫∫∫

V

Xdm+ y

∫∫∫

V

Y dm+ z

∫∫∫

V

Zdm

)Ainsi, en prenant l'origine au 
entre de gravité, on a :
U1 = 0 (B.6)



B.2. ATTRACTION GRAVITATIONNELLE ET POTENTIEL 153Remarque : Si l'origine du repère n'est pas au 
entre de masse, le degré undu développement du potentiel donne a

ès à la position de 
e 
entre.B.2.4 Cal
ul de U2On a su

essivement :
U2 =

G

r

∫∫∫

V

(rP
r

)2
(

3

2
cosψ2 − 1

2

)

=
G

r3

∫∫∫

V

(

3(xX + yY + zZ)2

2r2
− 1

2
r2
P

)

dm ave
 r2
P = X2 + Y 2 + Z2Si les axes du repère sont aussi les axes prin
ipaux d'inertie, ∫ XY dm =

∫

Y Zdm =
∫

ZXdm = 0, et U2 s'é
rit U0
2 .

U0
2 =

G

r3

((

3x2

2r2
− 1

2

)
∫∫∫

V

X2dm

+

(

3y2

2r2
− 1

2

)
∫∫∫

V

Y 2dm

+

(

3z2

2r2
− 1

2

)
∫∫∫

V

Z2dm

)On dé�nit maintenant les quantités suivantes :


















I =
∫∫∫

V
r2
pdm moment d'inertie

I11 = A =
∫∫∫

V
(Y 2 + Z2)dm moment d'inertie équatorial

I22 = B =
∫∫∫

V
(Z2 +X2)dm moment d'inertie équatorial

I33 = C =
∫∫∫

V
(X2 + Y 2)dm moment d'inertie polaireRemarque importante :

2I = A+B + Con a ainsi :
U0

2 =
G

r3

((

3x2

2r2
− 1

2

)

(I − A) +

(

3y2

2r2
− 1

2

)

(I − B) +

(

3z2

2r2
− 1

2

)

(I − C)

)

=
G

r3

(

1

2
(A+B + C) − 3

2r2
(Ax2 +By2 + Cz2)

)



154 ANNEXE B. LE POTENTIEL GRAVITATIONNELOn obtient :
U0

2 =
G

r3

(

1

2
(A +B + C) − 3

2r2
(Ar2 cos2 ϕ cos2 λ+Br2 cos2 ϕ sin2 λ+ Cr2 sin2 ϕ)

)

=
G

r3

((

C − A+B

2

)(

1

2
− 3

2
sin2 ϕ

)

− 3

4
(A−B) cos2 ϕ cos 2λ

)Dans le 
as d'une symétrie de révolution, on a A = B, d'où :
U0

2 =
G

r3
(C − A)

(

1

2
− 3

2
sin2 ϕ

)Con
lusion : dans le 
as d'une symétrie de révolution, et si les axes sont lesaxes prin
ipaux d'inertie, on a :
U0

2 = −GM
r

(

R0

r

)2

J2P2(sinϕ) (B.7)ave
 J2 = C−A
MR0

2 (R0 est le rayon équatorial martien)B.2.5 Développement en harmoniques sphériques
Pl(cosψ) dépend de λ, λP , ϕ, ϕP . L'utilisation de 
ette formule dansl'expression de Ul permet de réaliser une intégration plus expli
ite, et don
de séparer l'in�uen
e du point P sur la position du satellite S :

Ul =
G

r

∫∫∫

V

(rP
r

)l

Pl(cosψ)dmLa formule d'addition des polyn�mes de Legendre montre qu'il y aura deuxsortes de termes lors de l'intégration :� 
eux qui ne dépendent pas de la longitude : les harmoniques zonaux(m=0),� 
eux qui en dépendent : les harmoniques tesséraux (l 6= m, l et m 6= 0)et se
toriaux (l=m et 6= 0).On peut ainsi é
rire :
Ul =

GM

rl+1
Pl(sinϕ)

∫∫∫

V

rlPPl(sinϕP )
dm

M

+2
GM

rl+1

l
∑

m=1

(l −m)!

(l +m)!
Pl,m(sinϕ) cos(mλ)

∫∫∫

V

rlPPl,m(sinϕP ) cos(mλP )
dm

M

+2
GM

rl+1

l
∑

m=1

(l −m)!

(l +m)!
Pl,m(sinϕ) sin(mλ)

∫∫∫

V

rlPPl,m(sinϕP ) sin(mλP )
dm

M



B.2. ATTRACTION GRAVITATIONNELLE ET POTENTIEL 155L'intégrale
∫∫∫

V

rlPPl(sinϕP )
dm

Métant une 
ara
téristique de Mars, on peut poser :
Il =

∫∫∫

V

rlPPl(sinϕP )
dm

MDe plus, l'intégrale étant homogène à la puissan
e l d'une longueur, on po-sera :
Il = −Jl(Ro)

loù R0 est le rayon équatorial martien3. On retrouve l'expression de U0
2 pourle degré l = 2.De la même manière, on peut dé�nir 4 Cl,m et Sl,m , toujours en faisant ensorte que 
es 
oe�
ients n'aient pas de dimension :

(Ro)
lCl,m = 2

(l −m)!

(l +m)!

∫∫∫

V

rlPPl,m(sinϕP ) cos(mλP )
dm

M

(Ro)
lSl,m = 2

(l −m)!

(l +m)!

∫∫∫

V

rlPPl,m(sinϕP ) sin(mλP )
dm

MC'est le jeu de l'ensemble de 
es valeurs qui 
onstitue un modèle de 
hamp.En rassemblant tout 
e
i, on arrive à :
Ul =

µ

rl+1
Pl(sinϕ)(−Jl(R0)

l) +
µ

rl+1

l
∑

m=1

Pl,m(sinϕ) cos(mλ)(R0)
lCl,m

+
µ

rl+1

l
∑

m=1

Pl,m(sinϕ) sin(mλ)(R0)
lSl,mOn est maintenant en mesure d'é
rire le développement du potentiel martienen harmoniques sphériques :

U =
µ

r

(

1 −
∑

l≥2

Jl

(

R0

r

)l

Pl(sinϕ)+ (B.8)
∑

l≥2

l
∑

m=1

(

R0

r

)l

Pl,m(sinϕ)(Cl,m cos(mλ) + Sl,m sin(mλ))

)Sous 
ette forme, les harmoniques tesséraux, se
toriaux et zonaux se lisent
lairement.En notant que :3on aurait pu 
hoisir toute autre grandeur 
ara
téristique4
ela ne 
oûte rien d'in
lure 2
(l−m)!
(l+m)! dans les 
oe�
ients, et 
ela dans l'é
riture �nale



156 ANNEXE B. LE POTENTIEL GRAVITATIONNEL� Pl,0 = Pl� l'on peut poser Cl,0 = −Jl et Sl,0 = 0� l'on peut poser C̄l,0 = −
√

2l + 1Jl ave
 C̄l,0 le 
oe�
ient de Stokes maisnormalisé� U1 = 0on aboutit à une formulation plus synthétique :
U(r, λ, ϕ) =

µ

r
[1 +

∑

l≥1

l
∑

m=0

(
R0

r
)lPl,m(sinϕ)(Cl,m cos(mλ) + Sl,m sin(mλ)](B.9)ave
� r est la distan
e entre le 
entre de Mars et le satellite� λ est la longitude du satellite� ϕ sa latitude� µ = G.M où G est la 
onstante de gravitation universelle etM la massede Mars5.� l est appelé le degré du développement,� et m son ordre.� R0 est le rayon équatorial de Mars6.

5 G.M
r le potentiel du terme de 
orps 
entral donné pour l = 06mieux dit : R0 est le rayon équatorial de l'ellipsoide 
onventionnel de référen
e



Annexe CCoe�
ients de Stokes et momentsd'inertie
Les 
oe�
ients de Stokes de degré 2 du développement du potentielpeuvent être dire
tement reliés aux moments d'inertie de la planète. Lesrelations existantes entre les 
oe�
ients du potentiel martien et les momentsd'inertie dé
oulent simplement de la dé�nition du potentiel en un point exté-rieur à la masse étendue. L'intégration des prin
ipaux termes1 permet d'ex-primer 
es 
oe�
ients de degré deux en termes de moments et produits d'iner-tie.Les relations entre les 
oe�
ients de degré 2 et les moments d'inertie sont :

C20 = − 1

MR2
0

(I33 −
I11 + I22

2
) (C.1)

C21 = − I13
MR2

0

(C.2)
S21 = − I23

MR2
0

(C.3)
C22 =

1

4MR2
0

(I22 − I11) (C.4)
S22 = − I12

2MR2
0

(C.5)ave
 I13, I23 et I12 les produits d'inertie. L'axe z du repère dans lequel onexprime 
es relations, souvent 
hoisi 
omme l'axe instantané de rotation, setrouve être très pro
he de l'axe prin
ipal d'inertie.1voir 
al
ul des moments prin
ipaux en annexe A157



158ANNEXE C. COEFFICIENTS DE STOKES ETMOMENTS D'INERTIERé
iproquement, on peut tout aussi bien exprimer les moments d'inertie enfon
tion des 
oe�
ients de Stokes de la manière suivante (voir Gross, 2000) :






















































I11 = A+ ∆I11 = 1
3
Tr(I) +

√
5

3
MR2

0C̄20 −
√

5
3
MR2

0C̄22

I22 = B + ∆I22 = 1
3
Tr(I) +

√
5

3
MR2

0C̄20 +
√

5
3
MR2

0C̄22

I33 = C + ∆I33 = 1
3
Tr(I) − 2

3

√
5MR2

0C̄20

I12 = ∆I12 = −
√

5
3
MR2

0S̄22

I13 = ∆I13 = −
√

5
3
MR2

0C̄21

I23 = ∆I23 = −
√

5
3
MR2

0S̄21

(C.6)
ave
 Tr(I) est la tra
e du tenseur d'inertie noté I. En 
e qui 
on
erne pluspré
isément les obje
tifs s
ienti�ques de l'expérien
e NEIGE, il est importantde souligner que le moment d'inertie polaire C est une 
ontrainte essentiellepour les modèles d'intérieur de Mars (voir paragraphe 1.3.2). Malheureuse-ment, le moment d'inertie ne peut pas être dire
tement déduit des 
oe�
ientsde degré 2. Des hypothèses et des informations 
omplémentaires sont né
es-saires 
omme de supposer la planète en équilibre hydrostatique. D'un autre
�té, la mesure de la pré
ession 
onséquente au 
ouple externe s'exerçant surle bourrelet équatorial peut donner une estimation du moment d'inertie.



Annexe DCoe�
ients de Stokes et rotation
Longueur du jourLa 
ontribution atmosphérique aux variations saisonnières de la longueurdu jour est 
ara
térisée par une fon
tion des variations du moment d'inertiepolaire de sorte qu'on a typiquement :

m3 = −∆LOD

LOD
=

1

3
∆Tr(I)(t) − 2

3

√
5MR2

0∆C̄20(t) (D.1)Or la masse est 
onservée don
 ∆Tr(I)(t) = 0. Finalement, on obtient le lienentre la rotation propre et l'harmonique zonal de degré 2 qui s'é
rit :
∆LOD

LOD
=

2

3
MR2

0

√
5∆C̄20 (D.2)NutationDans le paragraphe 1.3.2, on voit que les expressions de F et σ0 sont euxaussi fon
tion du moment d'inertie polaire de la planète qui pré
isément estfon
tion de C̄20. On s'attend don
, dans le 
adre de la mission NEIGE, àren
ontrer pour F et σ0 le même type de problème que pour le LOD i.e defortes 
orrélations lors d'un ajustement 
onjoint des harmoniques zonaux degravité et de la rotation.
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160 ANNEXE D. COEFFICIENTS DE STOKES ET ROTATION



Annexe ELongues périodes sur ė et ω̇
L'obje
tif est i
i de montrer les étapes qui 
onduisent le 
al
ul des (plus)longues périodes sur les variations de e et ω induits par les harmoniqueszonaux impairs de degrés 3 et 5 i.e m = 0. On doit d'abord se donnerl'expression du potentiel pour les harmoniques zonaux impairs de degrés 3et 5 tel qu'on ne prend en 
ompte que les perturbations de plus longuepériode.D'après l'expression de l'argument angulaire de perturbation orbitale (2.9), let m étant �xés, l et m étant �xés, l'indi
e p varie de 0 à l et l'indi
e q est telque l − 2p+ q = 0 (hypothèse des longues périodes) ave
 ψl0pq = (l − 2p)ω.Pour l = 3, on a :

l
3
3
3
3

m
0
0
0
0

p
3
2
1
0

q = 2p− l
3
1

−1
−3Pour l = 5, on a :

l
5
5
5
5
5
5

m
0
0
0
0
0
0

, p
5
4
3
2
1
0

q = 2p− l
5
3
1

−1
−3
−5
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162 ANNEXE E. LONGUES PÉRIODES SUR Ė ET ω̇La fon
tion de for
e inhérente s'exprime 
omme suit :
RLP = µ

R3
0

a4

3
∑

p=0

F3,0,pG3,p,2p−3 sin [(3 − 2p)ω]C30 + (E.1)
µ
R5

0

a6

5
∑

p=0

F5,0,pG5,p,2p−5 sin [(5 − 2p)ω]C50Comme on ne 
her
he que la période la plus longue, dans 
e 
as pré
is, lafréquen
e orbitale est don
 dé�nie par ψ̇l0pq = ±ω̇.On développe don
 
ha
une des deux somme et on a :
RLP = µ

R3
0

a4
[F301G31−1 sinω + F302G321 sin (−ω)]C30 + (E.2)

µ
R5

0

a6
[F502G52−1 sinω + F503G531 sin (−ω)]C50Par ailleurs, on a les relations suivantes [Kaula, 1966] :F301 = −F302, F502 = −F503, G31−1 = G321 et G52−1 = G531.La fon
tion de for
e qu'on va substituer dans l'expression des variations de

e (équation (2.19)) et ω (équation (2.22)) est don
 :
RLP = µ

R3
0

a4
[−2F302G321 sinω]C30 + (E.3)

µ
R5

0

a6
[2F502G531 sinω]C50L'équation de Lagrange (2.19) pour l'ex
entri
ité peut maintenant s'é
rire :

de

dt

∣

∣

∣

∣

LP

= −
√

1 − e2

na2e

∂RLP

∂ω
+

1 − e2

na2e

∂RLP

∂MMais RLP , équation (E.3), n'est fon
tion que de i, par les fon
tions Flmpq, etde e, par les fon
tions Glpq. On a don
 :
∂RLP

∂M
= 0D'où une nouvelle expression pour le terme longue période sur les variationsde e :

de

dt

∣

∣

∣

∣

LP

=
2n

(1 − e2)2

(

R0

a

)3

[F302C30 (E.4)
−2

(

R0

a

)2

F502

1 + 3
4
e2

(1 − e2)2C50

]

cosω



163L'équation de Lagrange (2.22) pour l'argument du périgée peut maintenants'é
rire :
dω

dt

∣

∣

∣

∣

LP

=

√
1 − e2

na2e

∂RLP

∂e
− cos i

na2
√

1 − e2 sin i

∂RLP

∂i
(E.5)En substituant RLP par son développement donné par l'équation (E.3), onobtient une nouvelle expression pour le terme longue période sur les variationsde ω :

dω

dt

∣

∣

∣

∣

LP

= − 2n

e (1 − e2)3

(

R0

a

)3
[(

F302

(

1 + 4e2
)

− e2 cot iḞ302

)

C30 (E.6)
−
(

R0

a

)2 F502

(

2 + 41
2
e2 + 9e4

)

− e2 cot iḞ502

(

2 + 3
2
e2
)

(1 − e2)2 C50

]

sinω
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Annexe FFon
tions d'in
linaison etd'ex
entri
ité
On rappelle i
i que les fon
tions d'ex
entri
ité sont des développements�nis en e. Les 
al
uls sont don
 aussi valables pour de très grand e (e < 1).Ne sont répertoriées i
i que les fon
tions d'in
linaison et d'ex
entri
ité, etdérivées inhérentes, qui sont utiles au 
al
ul des termes sé
ulaires et longuepériode sur les variations des éléments orbitaux induites par les harmoniqueszonaux de bas degré pairs (l = 2, 4) et impairs (l = 3, 5). D'après Kaula[1966℄, on a :

F201 =
3

4
sin2 i− 1

2
(F.1)

Ḟ201 =
3

2
sin i cos i (F.2)

G210 =
1

(1 − e2)
3
2

(F.3)
Ġ210 =

3e

(1 − e2)
5
2

(F.4)
F402 =

105

64
sin4 i− 15

8
sin2 i+

3

8
(F.5)

Ḟ402 =
105

16
sin3 i cos i− 15

4
sin i cos i (F.6)165



166 ANNEXE F. FONCTIONS D'INCLINAISON ET D'EXCENTRICITÉ
G420 =

1 + 3
2
e2

(1 − e2)
7
2

(F.7)
Ġ420 =

10e+ 15
2
e3

(1 − e2)
9
2

(F.8)
F302 = −15

16
sin3 i+

3

4
sin i (F.9)

Ḟ302 =

(

−45

16
sin2 i+

3

4

)

. cos i (F.10)
G321 =

e

(1 − e2)
5
2

(F.11)
Ġ321 =

1 + 4e2

(1 − e2)
7
2

(F.12)
F502 =

45

128
sin i

(

8 − 28 sin2 i+ 21 sin4 i
) (F.13)

Ḟ502 =
45

128
cos i

(

8 − 84 sin2 i+ 105 sin4 i
) (F.14)

G531 =
2e+ 3

2
e3

(1 − e2)
9
2

(F.15)
Ġ531 =

2 + 41
2
e2 + 9e4

(1 − e2)
11
2

(F.16)



Annexe GAutre é
riture des variations deséléments orbitaux
On reprend les équations (3.7) à (3.8) et (3.11) à (3.14) dé
rivant les va-riations des éléments orbitaux. On fait l'hypothèse que e2 ≈ 0 et cot i ≈ cos i
ar on suppose que sin i ≈ 1. On rappelle que J̄l = − Cl0√

2l+1
. Si on substitueles fon
tions d'in
linaison et leurs dérivées par leur expression développée enannexe F dans 
ha
une des expression, on obtient :

de

dt

∣

∣

∣

∣

LP

= n

[

3

8

(

R0

a

)3 √
7J̄3 +

45

32

(

R0

a

)5 √
11J̄5

]

cosω (G.1)
di

dt

∣

∣

∣

∣

LP

= −ne cos i

[

3

8

(

R0

a

)3 √
7J̄3+ (G.2)

45

32

(

R0

a

)5 √
11J̄5

]

cosω

dΩ

dt

∣

∣

∣

∣

s

= −n cos i

[

3

2

(

R0

a

)2 √
5J̄2 +

45

16

(

R0

a

)4 √
9J̄4

] (G.3)
dΩ

dt

∣

∣

∣

∣

LP

= −ne cos i

[

33

8

(

R0

a

)3 √
7J̄3+ (G.4)

1305

32

(

R0

a

)5 √
11J̄5

]

sinω167



168ANNEXE G. AUTRE ÉCRITURE DES VARIATIONS DES ÉLÉMENTS ORBITAUX
dω

dt

∣

∣

∣

∣

s

= −n
[

3

4

(

R0

a

)2 √
5J̄2 +

45

32

(

R0

a

)4 √
9J̄4

] (G.5)
dω

dt

∣

∣

∣

∣

LP

= −n
e

[

3

8

(

R0

a

)3 √
7J̄3 +

45

32

(

R0

a

)5 √
11J̄5

]

sinω (G.6)



Annexe HTesséraux et se
toriaux : partlongue période
Cette partie ne va don
 
on
erner que les e�ets induits par les harmo-niques tesséraux et se
toriaux de degré 2 du potentiel gravitationnel (soient

C21, S21, C22, S22) sur les variations des éléments orbitaux d'une sonde au-tour de Mars.Dans un premier temps, il est né
essaire d'avoir une idée de la fréquen
e deperturbaton orbitale qui ensuite permet via les indi
es 2mpq de développer
orre
tement la fon
tion de for
e perturbatri
e R. I
i aussi, on ne regardeque les plus longues périodes don
 
elles dominées par Ω̇ 
ar m 6= 0. D'aprèsl'expression de l'argument angulaire de perturbation orbitale (2.9), l et métant �xés, on a :


















l − 2p = 0 =⇒ l est pair
l − 2p+ q = 0

l = 2

m = 1, 2 =⇒ harmoniques tesseraux (H.1)Don
 :


















l = 2

m = 1, 2 =⇒ harmoniques tesseraux
p = 1

q = 0 =⇒ e�ets d'ordre 0 en e (H.2)Finalement la fréquen
e de perturbation orbitale, induite par les harmoniquestesséraux, s'é
rit :
ψ2m10 = m(Ω − θ) (H.3)169



170ANNEXE H. TESSÉRAUX ET SECTORIAUX : PART LONGUE PÉRIODED'après l'équation (2.4), on obtient les égalités suivantes :
{

S2110 = C21 sin(Ω − θ) − S21 cos(Ω − θ)

S2210 = C21 cos 2(Ω − θ) + S21 sin 2(Ω − θ)
(H.4)et le potentiel perturbateur s'é
rit alors :

R =
µ

R0

(

R0

a

)3

G210[F211.S2110 + F221.S2210] (H.5)On pose χ = Ω − θ. Les équations de Lagrange deviennent :
da

dt
= 0 (H.6)

de

dt
= 0 (H.7)

di

dt
=

3n cos i

2 (1 − e2)2

(

R0

a

)2

[C21 cosχ+ S21 sinχ (H.8)
−2 tan i (−C22 sin 2χ+ S22 cos 2χ)]

dΩ

dt
=

3n

2 (1 − e2)2 sin i

(

R0

a

)2
[(

2 sin2 i− 1
)

(C21 sinχ (H.9)
−S21 cosχ) + 2 sin i cos i (C22 cos 2χ+ S22 sin 2χ)]

dω

dt
=

3n

2 (1 − e2)2

(

R0

a

)2

[(cot i− 5 cos i sin i) (C21 sinχ (H.10)
−S21 cosχ) −

(

2 − 5 sin2 i
)

(C22 cos 2χ+ S22 sin 2χ)]

dM

dt
=

9n sin i

2 (1 − e2)
3
2

(

R0

a

)2

[cos i (C21 sinχ (H.11)
−S21 cosχ) − sin i (C22 cos 2χ+ S22 sin 2χ)]Pour un satellite 
omme MGS, on 
onsidère que sin i = 1 et e nul. De sorteque les équations (H.8) et (H.9) deviennent :

1

n

dΩ

dt
=

3

2

(

R0

a

)2
√

5

3

(

C̄21 sinχ− S̄21 cosχ
) (H.12)

1

n

di

dt
= 3

(

R0

a

)2
√

5

12

(

C̄22 sin 2χ− S̄22 cos 2χ
) (H.13)On 
omprend alors que les variations temporelles de l'in
linaison de la sondeMGS sont aussi induites par les variations des 
oe�
ients de Stokes de degré2 et ordre 2 alors que les variations temporelles de Ω sont elles en partie àattribuer aux variations des 
oe�
ients de Stokes de degré 2 et ordre 1.


