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Editorial

20° Journées Francophones
de Programmation par Contraintes

Les Journées Francophones de Programmation par Contraintes (JEFPC) sont organisées a l'initiative de 1’ Asso-
ciation Frangaise de Programmation par Contraintes (AFPC). Elles constituent le principal congreés francophone
centré autour des problémes de satisfaction de contraintes (CSP), de satisfiabilité (SAT) et de programmation
logique sous contraintes (CLP). Les JEPC regroupent aussi des thématiques liées comme la recherche opération-
nelle (RO), les méta-heuristiques, analyse par intervalles, etc. De part ses applications, la programmation par
contraintes s’ouvre a de nombreuses communautés connexes, en particulier la robotique et la bio-informatique.

Les JFPC se veulent un lieu convivial de rencontres, de discussions et d’échanges entre doctorants, chercheurs
confirmés et industriels. Historiquement, les JEFPC sont issues de la fusion entre les Journées Francophones de
Programmation Logique avec Contraintes (JFPLC) qui existaient depuis 1992 (voire 1982, si on considére son
prédécesseur, le Séminaire Programmation en Logique) et des Journées Nationales sur la Résolution Pratique
de Problémes NP-Complets (JNPC) qui existaient depuis 1995 (pendant les deux premiéres années sous le nom
de CNPC). Ces vingtiemes Journées Francophones de Programmation par Contraintes ont eu lieu du 30 juin au
2 juillet 2025 & Dijon pour la troisiéme fois dans le cadre de la Plate-Forme Intelligence Artificielle (PFIA’25).
Auparavant, les JFPC avaient pendant quelques années été organisées conjointement avec les JFPLC (avant la
fusion) et plus tard avec les JIAF (avant que ces derniers ne rejoignent la PFTA).

Le comité de programme a été composé en essayant de représenter le plus de lieux possibles et en intégrant
un certain nombre de jeunes chercheurs (doctorants en toute fin de theése ou ATER) en plus des chercheurs
expérimentés. La présence de jeunes chercheurs dans le comité de programme se justifie par I’état d’esprit général
de JFPC : étre un lieu de rencontres entre tous les chercheurs de la communauté ou les plus jeunes peuvent
prendre de I’expérience dans un cadre convivial et bienveillant. Le passé a montré que les chercheurs débutants
sont treés soucieux de relire les articles avec un soin particulier, ce qui compense leur manque d’expérience. Je
remercie tous les membres du comité de programme du temps qu’ils ont passé et de la qualité de leur relecture.

Cette année, trente soumissions (douze articles longs, neuf articles courts et neuf résumés d’articles déja
publiés dans une conférence internationale de renom ’an passé) ont été relues, presque toutes ont été acceptées
(une a été rejetée, jugée hors théme et une a malheureusement été retirée, ses auteurs ne pouvant finalement
pas participer & PFIA). Ce taux inédit (et difficilement dépassable) d’acceptation ne résulte pas seulement du
caractére traditionnellement peu sélectif de la conférence (qui a par exemple tendance & accepter le travail non
complétement abouti d’'un doctorant afin de lui permettre de présenter son travail devant la communauté et
d’avoir des retours constructifs). Il s’avére qu’il n’y a eu réellement aucune note globale négative attribuée &
aucun papier.

En plus des présentations orales des articles que vous retrouverez dans ces actes, nous avons eu pendant la
conférence deux exposés invités : celui de Louis-Martin Rousseau intitulé "En route vers des solveurs neuro-
symbolique en programmation par contrainte" (invité PFIA) et celui de Sylvie Thiebaux intitulé "Graph Learning
for Planning" (invitée commune avec la journée GAR RADIA).

Il me reste a remercier particulierement toute 1’équipe du comité d’organisation de PFIA qui a su répondre
aux besoins de JFPC au-dela de mes attentes et qui nous ont accueilli avec bienveillance et souplesse, I’encadre-
ment rigoureux et trés rodé de 'organisation ne prenant jamais le dessus sur leur souci d’essayer de satisfaire
au maximum nos demandes et nos particularités.

Hélene Verhaeghe
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Une approche de programmation dynamique pour le probleme de séquencement des taches et de changement

d’outil (article résumé)

Une approche de programmation dynamique pour le probleme de
séquencement des taches et de changement d’outil

Emma Legrand'!, Vianney Coppé?, Daniele Catanzaro?, Pierre Schaus!

'ICTEAM, UCLouvain, Belgique
2 Hexaly, France
3 CORE, UCLouvain, Belgique

25 février 2025

Résumé

Nous présentons un algorithme exact basé sur la program-
mation dynamique pour le probléeme de séquencement des
tdches et de changement d’outil, un probleme combina-
toire issu des systemes de fabrication. Nous introduisons
une nouvelle famille de bornes inférieures plus serrées que
celles existantes, améliorant la qualité des solutions et I’ ef-
ficacité de l’élagage. Nous utilisons A* et ses variantes
anytime pour explorer I’espace des solutions, ainsi qu’une
structure de données appelée FreeTools pour suivre ’état
et calculer efficacement les coiits incrémentaux. Nos expé-
riences montrent que notre approche surpasse les méthodes
de I’état de I’art, notamment la programmation linéaire en
nombres entiers.

Mots-clés

Optimisation combinatoire, séquencement des tdches,
changement d’outil, séparation et évaluation, A*, program-
mation dynamique.

Abstract

We present an exact algorithm based on dynamic program-
ming for the Job Sequencing and Tool Switching Problem
(JS-TSP), a combinatorial problem derived from manufac-
turing systems. We introduce a new family of lower bounds
that are tighter than existing ones, improving solution qua-
lity and pruning efficiency. We use A* and its anytime va-
riants to explore the solution space and a data structure cal-
led FreeTools to track state and compute incremental costs
efficiently. Our experiments show that our approach outper-
forms state-of-the-art methods, notably integer linear pro-
gramming.

Keywords

Combinatorial optimization, job sequencing, tool swit-
ching, branch and bound, A%, dynamic programming.

1 Introduction

Le probléme de séquencement des tdches et de change-
ment d’outil est un probleme d’optimisation combinatoire
issu des systemes de fabrication. Il consiste a ordonnancer
une séquence de tiches sur une machine flexible M qui

JFPCQPFTA 2025

peut étre configurée avec un ensemble de maximum c ou-

tils parmi un ensemble 7" = 0,1,2,...,m—1dem > 3
outils. Nous appelons ¢ la capacité de M. De plus, nous
considérons un ensemble J = 1,2,...,n den > 3 tiches

a exécuter séquentiellement sur M. Chaque tiche j € J
nécessite un ensemble d’outils t(j) C T, avec |t(j)| < c.
Lorsque M passe d’une tiche a une autre, il est nécessaire
de choisir quels outils conserver et lesquels remplacer, cette
opération est appelée changement d’outil.

Ce probléme consiste a trouver une séquence de taches qui
minimise le nombre total de changements d’outils néces-
saires. Tang et Denardo ont démontré en 1987 qu’il est NP-
difficile et ont proposé la premicre formulation en program-
mation linéaire en nombres entiers (ILP) [/]. D’autres ap-
proches ont été développées [, 7, |], notamment des mé-
thodes Branch-and-Bound (B&B) [5]. Nous nous penchons
uniquement sur les méthodes de résolution exactes. Un ré-
cent article [0] a été publié sur ce sujet. Cependant, il n’a
pas été inclus dans la comparaison car il a été publié apres
la soumission de I’article.

Taches 1 2 3 4 5 6
Ouils 0 1 1 0 5 3
1 3 5 4 6 5
2 4 6 6 7
8 8

Capacité : 4

TABLE 1 — Exemple d’une instance avec 9 outils et 6 jobs.

Taches 1 2 4 3 5 6
Outils 0 0O 0 1 6 3
1 1 6 6 75
2 3 8 8 5
4 4 5

Capacité : 4

TABLE 2 — Exemple d’une solution optimale pour 1’ins-
tance | pour laquelle la valeur optimale est égale a 11.



Par exemple, la Table 2 montre la séquence de travail qui
minimise le nombre total de changements d’outils pour
I’instance présentée dans la Table 1. La valeur optimale
pour cette instance est égale a 11. Les outils soulignés sont
ceux qui donnent lieu a un changement d’outil, tandis que
les outils encerclés ont la particularité de ne pas étre im-
médiatement nécessaires pour traiter un travail spécifique
J dans la séquence, mais d’étre nécessaires pour traiter les
taches qui suivent j. Cette propriété, introduite pour la pre-
miere fois par [/], donne lieu a un algorithme gourmand,
communément appelé Keep Tool Needed Soonest (KTNS),
qui calcule en un temps polynomial les changements d’ou-
tils optimaux pour une séquence de travail fixe. Cependant,
ces approches restent limitées pour des grandes instances.

2 Contributions et conclusion

Nos contributions principales incluent 1’introduction d’une
nouvelle famille de bornes inférieures, qui est plus serrée
que les bornes existantes [, 5]. Cette famille de bornes
combine les avantages des bornes déja présentes dans 1’état
de I’art en utilisant une approche basée sur les arbres cou-
vrants minimaux (MST). Dans ces arbres, les noeuds repré-
sentent une tiche ou un ensemble de tiches et les arétes
représentent le colit minimum pour passer d’une tiche a
une autre. Cette amélioration permet de réduire significa-
tivement I’espace de recherche en élaguant plus efficace-
ment les noeuds non prometteurs. Nous proposons égale-
ment une version incrémentale de 1’algorithme KTNS, ap-
pelée Lazy-KTNS, qui calcule de maniere incrémentale le
colt des séquences partielles. Cet algorithme utilise une
structure de données spécifique, appelée FreeTools, pour
garder une trace des outils pouvant étre réutilisés gratui-
tement dans les étapes ultérieures. Cette approche réduit la
complexité temporelle de O(n? - m) a O(n - ).

La Figure | permet d’observer que pour la majorité des ins-
tances 1’algorithme Lazy-KTNS prend moins de temps pour
trouver et prouver 1’optimalité que 1’algorithme KTNS.

25
10?
‘ 20
10?
<
1
10 15
10()
10-1 10

FIGURE 1 — Comparaison de la méthode B&B avec les al-
gorithmes KTNS et Lazy-KTNS (en sec).

Enfin, nous reformulons le probleme en termes de re-
cherche en graphe, en utilisant 1’algorithme A* et ses va-
riantes anytime (comme Anytime Column Search et Ite-
rative Beam Search). Cette reformulation permet d’éviter
I’exploration redondante des séquences partielles équiva-
lentes, ce qui réduit le nombre de nceuds explorés. Nous

E. Legrand, V. Coppé, D. Catanzaro, P. Schaus

montrons que cette approche est plus efficace que les mé-
thodes de B&B traditionnelles, en particulier pour les ins-
tances de grande taille et avec Anytime Column Search.
Nos expériences montrent que notre approche surpasse les
méthodes existantes, y compris les formulations ILP, en
termes de temps de calcul et de capacité a résoudre des
instances de grande taille. Par exemple, notre méthode est
capable de résoudre 100% des instances jusqu’a 15 jobs
en moins d’une heure, alors que les formulations ILP exis-
tantes n’y arrivent pas.

En conclusion, notre travail propose une nouvelle approche
pour résoudre le probleme de séquencement des tiches et
de changement d’outil, en combinant des bornes inférieures
améliorées, un algorithme de calcul incrémental des cofts
et une reformulation en termes de recherche en graphe.
Ces contributions permettent de résoudre efficacement des
instances de grande taille, ce qui était auparavant diffi-
cile avec les méthodes existantes. Pour des travaux futurs,
nous envisageons d’explorer des variantes de la borne et
d’étudier I’application de techniques de programmation par
contraintes pour résoudre ce probleme.
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Configuration de flottes de robots hétérogeénes pour la planification de mission : une approche basée

programmation par contraintes

Configuration de flottes de robots hétérogenes pour la planification
de mission: une approche basée programmation par contraintes

Lucas Ligny'- 2, Gauthier Picard!, Stéphanie Roussel!, Elise Vareilles?

I'DTIS, ONERA, Université de Toulouse, France
2 Centre Génie Industriel, Université Toulouse, IMT Mines Albi, Albi, France

{lucas.ligny,gauthier.picard,stephanie.roussel } @onera.fr

Résumé

Avec [’autonomie croissante des robots et la variété des
taches qu’ils sont désormais en mesure de réaliser, ceux-
ci sont de plus en plus souvent utilisés dans le cadre de
missions complexes et critiques. Cet article s’intéresse au
probléme de la configuration des flottes de robots pour la
planification de mission. Dans nos travaux, la planification
d’une mission, avant sa phase d’exécution, repose sur la
résolution de trois problémes de configuration intrinséque-
ment liés : le probléme de configuration d’agents, noté ACP,
le probléeme de configuration de la flotte d’agents, noté FCP
et le probléme de configuration du plan de mission, noté
PCP. Dans cet article, nous considérons la planification de
mission comme un seul et unique probléme, composé de
trois sous-problémes interdépendants. Un modéle de pro-
grammation par contraintes (PPC) est proposé pour le pro-
bléme global. Notre modélisation est évaluée sur le solveur
IBM ILOG CP Optimizer et sur soixante-quatre instances
de type Recherche & Sauvetage générées artificiellement.

Mots-clés

Configuration, flotte hétérogéne, PPC, Search & Rescue.

Abstract

With the increasing autonomy of robots and the variety of
tasks they are now able to perform, they are increasingly
used in complex and critical missions. This paper focuses
on the problem of configuring robot fleets for mission plan-
ning. In our work, planning a mission, before its execution
phase, is based on solving three intrinsically linked configu-
ration problems : the agent configuration problem, denoted
ACP, the agent fleet configuration problem, denoted FCP
and the mission plan configuration problem, denoted PCP.
In this paper, we consider mission planning as a single
problem, composed of three interdependent subproblems.
A constraint programming (CP) model is proposed for the
global problem. Our model is evaluated on the IBM ILOG
CP Optimizer solver and on sixty-four artificially generated
Search & Rescue instances.

Keywords

Configuration, heterogeneous fleet, CP, Search & Rescue.
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elise.vareilles @mines-albi.fr

1 Introduction

Aujourd’hui, les véhicules autonomes ou robots sont de plus
en plus impliqués au sein de missions complexes (p. ex. sur-
veillance de zones, livraison de colis, logistique d’entrepdts,
etc.). Cette présence s’explique notamment par 1’hétérogé-
néité de ces robots, provenant d’une part de leur disposition
a accéder a des zones différentes via des routes aériennes,
terrestres ou maritimes, et d’autre part de leur capacité a
manier plusieurs charges utiles différentes, les rendant extré-
mement pratiques et efficaces dans I’exécution de missions
complexes. La performance et la robustesse de flottes consti-
tuées de robots sont des enjeux importants pour le succes
d’une mission. Ainsi, le probleme de la configuration d’une
flotte de robots est essentiel, notamment au sein de missions
pour lesquelles le budget alloué ou la durée d’exécution
sont restreints. Par exemple, dans le cadre d’une mission
Recherche & Sauvetage, le temps mis pour venir en aide a
chacune des personnes impliquées dans la catastrophe est
critique.

La configuration d’une flotte de robots peut se définir a plu-
sieurs niveaux. Dans le cas ou la flotte est déja constituée,
le premier niveau de configuration correspond a 1’affecta-
tion de la succession des taches a effectuer pour chacun des
robots. Il s’agit d’un probléme d’optimisation nommé pro-
bléme de configuration du plan (PCP). C’est a ce niveau
que la performance et la robustesse de la flotte sont éva-
Iuées. Cependant, lorsque les missions nécessitent de traiter
un nombre croissant de tdches ou lorsque des robots sont de-
venus obsoletes, la composition de la flotte doit &tre remise
en question. Ces considérations sont prises en compte par le
probléme de configuration de la flotte (FCP), qui inclut le di-
mensionnement et I’organisation de la flotte de robots pour
lui permettre de s’adapter de la meilleure fagcon possible aux
différentes tailles et complexités de mission. Enfin, il peut
étre nécessaire d’acquérir de nouvelles compétences afin
d’effectuer des taches plus vari€es. Le probléme de confi-
guration des agents (ACP) consiste a personnaliser chaque
robot en choisissant ses équipements dans un catalogue, lui
conférant ainsi des compétences propres.

Ces trois problemes de configuration, probléme de configu-
ration du plan (PCP), probléme de configuration de la flotte
(FCP) et probleme de configuration des agents (ACP), sont



interconnectés, c’est-a-dire que chaque décision prise dans
le cadre de I’étude de I’un de ces problemes a un impact
direct sur I’ensemble des autres décisions. Par exemple, une
flotte de robots mal dimensionnée peut étre a ’origine de
I’échec d’une mission et, a I’inverse, une mission peut im-
poser des configurations de flotte ou de robots spécifiques.
Ainsi, afin d’éviter des cycles itératifs de configuration pour
atteindre les objectifs de performance et de robustesse dési-
rés, une approche holistique doit étre envisagée. L'objectif
de cet article est précisément d’étudier ces problémes de
configuration par une telle approche. Les contributions de
cet article sont les suivantes.

1. le probleme incluant les trois niveaux de configu-
ration, nommé probléme global de configuration
(GCP), est formellement défini ;

2. un modele de programmation par contraintes (PPC)
est établi pour ce probléme;

3. de nouvelles instances académiques sont proposées ;

4. I’approche PPC est évaluée sur les nouvelles ins-
tances avec le solveur IBM ILOG CP Optimizer [ | (].

La structure de I’article est la suivante. Un état de I’art sur les
problemes de configuration de flottes d’agents hétérogénes
est établi dans la section 2. Nous décrivons le probleme
global dans la section 3, puis nous présentons le modele
PPC dans la section 4. Nos expérimentations et les résultats
associés sont établis dans la section 5. Enfin, une conclusion
et une discussion des perspectives sont proposées dans la
section 6.

2 KEtat de art

Cette section analyse les travaux connexes & nos probléma-
tiques de configuration.

2.1 Configuration du plan

Le probléme PCP présente des aspects liés aux problemes
de tournées de véhicules (vehicle routing) et aux problemes
d’ordonnancement de taches (production scheduling). Ces
problémes sont extensivement étudiés dans la littérature ;
parmi les plus célebres, nous pouvons nommer le Capacita-
ted Vehicle Routing Problem with Time-Windows [ 9] et le
Job Shop Problem [“].

Le probléeme PCP présente également des contraintes liées
aux ressources, c’est-a-dire que certaines taches ne peuvent
étre effectuées que par des ressources spécialisées. Ainsi, le
probléme PCP fait partie d’une classe de problémes nommée
Resource-Constrained Routing and Scheduling Problems,
présentée dans une revue de littérature de Paraskevopoulos
et al. [15]. Dans cette revue, deux variantes principales de
ces problemes sont étudiées : le Skill VRP [!] et le Tech-
nician Routing and Scheduling Problem [/]. Le Skill VRP
consiste a minimiser les cofits de trajets sous contraintes de
qualification de techniciens (certaines tiches nécessitent un
certain niveau de qualification). Les modeles proposés pour
ce probleme sont des programmes linéaires en nombres en-
tiers. Ce probleme est une spécialisation du Site-Dependant
Vehicle Routing Problem (SDVRP) étudié par Cordeau et
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Laporte dans [*]. Ce probléme prend en compte de fagon
plus générale des contraintes de compatibilités entre les vé-
hicules et les taches a effectuer. Les instances de Cordeau et
de Laporte ont été résolues par une recherche taboue.

Le Technician Routing and Scheduling Problem (TRSP)
considere les visites d’un technicien dans des fenétres de
temps, nécessitant a la fois des compétences spécifiques
mais également des outils et des pieces détachées. Les ins-
tances de TRSP sont résolues par une matheuristique ba-
sée sur la méthode Adaptative Large Neighborhood Search
(ALNS) développée par Ropke et Pisinger dans [ /].

2.2 Couplage avec les décisions d’investisse-
ment

De nombreuses applications nécessitent de remettre en
cause le dimensionnement de la flotte en vue de certaines
missions. Une telle application peut étre celle d’une en-
treprise de transport public souhaitant renouveller sa flotte
de véhicules, pour des considérations économiques ou éco-
logiques. Yildirim et Yildiz [2”] proposent une méthode
basée sur la génération de colonnes pour adresser le pro-
bleme d’optimisation d’une flotte de bus et tirer parti des
nouvelles technologies de recharge des batteries de bus élec-
triques. Lemme et al. [ ] évaluent par une programmation
linéaire en nombres entiers le nombre de véhicules élec-
triques a considérer dans une flotte d’un systeéme de par-
tage de voiture selon différents scénarios (p. ex. avec une
contrainte plus ou moins forte sur les émissions de gaz
a effet de serre selon la politique adoptée). Sayarshad et
Tavakkoli-Moghaddam [ | ©] proposent un modele d’optimi-
sation bi-niveau afin de dimensionner une flotte de wagons
sous incertitudes de demandes. Ce modele stochastique est
résolu par la méthode de recuit simulé. Gamst et Pisinger
[0] proposent différents types de décisions d’investissement
pour le TRSP. Nous pouvons notamment citer 1’évaluation
de I’entrainement d’un technicien, le faisant ainsi monter
en compétence, ou alors I’emploi d’un nouveau technicien.
Une génération de colonnes est utilisée pour résoudre ce
probléme, en incluant les décisions d’investissement dans
le probléeme maitre, et les décisions d’affectation de taches
dans le sous-probleme.

2.3 Application aux flottes de robots

Les trois niveaux de configuration pour une flotte de robots
hétérogenes ont été identifiés par Pouré ef al. [ 5]. Dans cet
article, les auteurs proposent une formalisation des entrées
et des sorties des trois problemes de configuration. La ré-
solution de ces problémes est envisagée a la fois de fagon
séquentielle (la sortie de ACP vue comme entrée de FCP,
et la sortie de FCP vue comme entrée de PCP) et itérative
(I’évaluation de la performance obtenue dans PCP impacte
les décisions prises dans ACP et FCP). Gigante et al. [¢]
proposent une approche basée sur la théorie des jeux pour
configurer une flotte de drones aériens dans le but de réaliser
des taches d’observation de zones fixes. Cet article traite de
nombreuses contraintes opérationnelles propres aux mis-
sions effectuées par des robots, telles que les contraintes
de charge maximale, d’endurance (autonomie énergétique
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du véhicule) ou encore de traficabilités (accessibilité a cer-
taines zones). Notre contribution vis-a-vis de cet article est la
proposition d’un modele de programmation par contraintes
pour résoudre le probleme.

3 Description du probleme

Dans cette section, nous décrivons les entrées et les sor-
ties du probleme GCP, ainsi que les postulats établis. Un
exemple fil rouge d’une mission Recherche & Sauvetage est
également introduit pour illustrer chacun des concepts.

3.1 Définitions et notations des entrées

Description de’instance. Une instance de GCP est un tuple
(P,E,T,11,H,C,b) tel que :

— P est ’ensemble des plateformes disponibles dans
le stock. Une plateforme est un robot non-équipé ;

— & est I’ensemble des équipements disponibles dans
le stock. Un équipement est une charge utile fournis-
sant une compétence spécifique ;

— T est ’ensemble des tiches devant étre réalisées
pour réussir la mission. Chaque tache requiert une
compétence spécifique fournie par un équipement ;

— II C T x T estl’ensemble des précédences a respec-
ter entre les tiches. Une précédence est une relation
entre deux taches, imposant la premicre tiche a étre
effectuée avant la seconde tiche;

— H € N* est I’horizon temporel considéré pour la
mission;

— C € RT est le budget maximal alloué a la mission;;

— bestlabase, i.e. le point de départ et de retour pour
les robots de la flotte.

Dans les paragraphes suivants, nous décrivons les caracté-
ristiques plus précises de chacun de ces éléments.

Description des plateformes. Pour chaque plateforme p €
P:

— ¢, € RT est son coiit;

— W, € R est la charge maximale qu’elle peut em-
barquer;

— dp : Tp U{b} x T, U{b} — N est la fonction qui
renvoie la durée nécessaire a la plateforme p pour se
déplacer d’une opération a une autre. Une opération
est soit une tache atteignable par la plateforme p, soit
un départ ou un retour a sa base;

— T, C T est I’ensemble des tiches atteignables par
la plateforme p.

Description des équipements. Pour chaque équipement
ecé&:
— ¢. € RT est son cofit;
— w,e € R est son poids;
— P. C P estI’ensemble des plateformes compatibles
avec I’équipement e;
— &, C & est’ensemble des équipements compatibles
avec I’équipement e.
Description des taches. Pour chaque tiche t € T :
— O € N* est sa durée d’exécution;;
— & C & est’ensemble des équipements possédant la
compétence requise par la tache t.
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e | Wp dp
30 2 | 20-f
100 | 10 | 50-f | T

< |

&P A=

TaBLE 1 — Caractéristiques des plateformes de I’instance fil
rouge. Les valeurs de la fonction f sont définies dans la
table 2.

N =T - |
N0 1 1 1
|1 0 0 1
&1 0 0 1
- 1 1 1 0

TABLE 2 — Valeurs de la fonction de distance f

Description des précédences. Pour chaque précédence
(t1,t2) € II, t1 représente la tiche devant étre effectuée
avant la tiche ts.

Exemple 1 (instance fil rouge) Nous considérons la mis-
sion Recherche & Sauvetage suivante.

— Densemble des plateformes disponibles P est consti-
tué d’un drone "B et d’un rover 3. Leurs caracté-
ristiques sont présentées dans la table |. Ces plate-
formes peuvent accéder aux mémes tdches mais se
déplacent a une vitesse différente. Ainsi, les valeurs
des fonctions dsg et dgy sont déterminées a partir
d’une fonction de distance f : TU{b} x TU{b} —
N définie dans la table 2 ;

— [D’ensemble des équipements disponibles £ est consti-
tué d’une caméra @, d’un bras mécanique & d'un
parachute @ et d’une remorque 8. Leurs caracté-
ristiques sont présentées dans la table 3 ;

— Uensemble des tdches a réaliser T est constitué
d’une observation ®, d’une réparation & et d’une
livraison wl. Leurs caractéristiques sont présentées
dans la table 4 ;

— Densemble des précédences 11 est constitué d’une
unique relation imposant que la tdache d’observation
B soit effectuée avant la tiche de réparation 8.

Ainsi, T = { (B9, 88)} ;

e | c |we| Pe | &
@151 P | £
F 25| 3 | ()| €
Y 1|1 |{®}] €
wl | 10| 6 | (%} | €

TaBLE 3 — Caractéristiques des équipements de 1’instance
fil rouge



t | & &
@ 30| {6
& 60| (&)
.| 12| {(Pul

TaBLE 4 — Caractéristiques des tiches de I’instance fil rouge

— H =360,
— C =180;
— la base b est ’entrepit (2

3.2 Définitions et notations des sorties

Une solution pour une instance de GCP est un couple
(A, R), avec A représentant I’ensemble des agents de la
flotte configurée pour la mission et R 1’ensemble des routes
de chacun des agents.

Description des agents. Pour chaque agenta € A :

— DPaq € P est la plateforme utilisée par I’agent a ;
— &, C & est I’ensemble des équipements associés a
I’agent a.

Description des routes. Pour chaque route r € R :

— agent, € Aestl’agentutilisé pour parcourir laroute
r;

— V., estla séquence des visites effectuées sur la route
7. Pour tout i € [1,[V,|]", une visite v’ € V, est
un couple (of, hl) tel que :

— ol est I'opération réalisée pendant la visite v
vérifiant :

i =b

. sii =1oui=|[V,|
..

€T siie[2,|V,—1]"

— hi € [0, H] est la date a laquelle la visite v’ est
effectuée.

Une solution est faisable si les agents, formés d’associa-
tions valides entre les plateformes et les équipements, sont
capables de réaliser I’intégralité des taches dans le respect
des contraintes opérationnelles (budget, précédences, com-
patibilités, etc.).

Une solution est optimale si elle est faisable et si elle mi-
nimise le makespan, correspondant a la date de retour a la
base du dernier agent.

Exemple 2 (solutions pour I’instance fil rouge) Une so-
lution faisable pour ’instance fil rouge est la suivante :

— A={ay,a2} avec:
— pa, =Rt p,, =88
— &y = {@} et &, = {F 0B} ;
— R ={r1,r2} avec:
— agent, = ay et agent,, = az;
- V7“1 = [(@7 O)? (57 20)7 (ev 70)] ’
— V,, = [(@,0), (8,50), (i 160), (FA, 222)].

1. La notation [-, -] désigne ’ensemble des entiers entre deux bornes

incluses.
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Les dates auxquelles sont effectuées les tdches sont calculées
au plus tot. Ainsi, I’agent a; commence 'observation B3 d
la date 20, la termine a la date 50 et retourne a l’entrepot
@ a la date 70. L'agent as commence la réparation 8 d la
date 50 (la contrainte de précédence étant bien respectée),
la termine a la date 110, puis enchaine sur la livraison il d
la date 160, qui se termine a la date 172. La date de retour
a Uentrepét @ de ’agent ao est 222, qui est donc la valeur
du makespan associé a cette solution. Le budget dépensé est
180, ce qui satisfait la contrainte de budget maximal.
Cette solution n’est pas optimale, il est en effet plus per-
formant d’affecter la livraison @ a I’agent a, car le drone
B est plus rapide. La solution optimale pour Iinstance fil
rouge est la suivante :
— A ={ay,as} avec :
Pa, = Bt pa, = T8
— &, = (@R} e a, = {F}
— R ={r1,ra}avec:
agemﬁ,.1 =aj et agent,.2 =as,
Vv, = [(g’ O)v (mv 20)7 (av 70)? (@, 102)] ;
— V,, = [(,0), (£, 50), (B, 160)].
1l est important de noter que 'ordre des opérations effec-
tuées par I’agent a, est important : si la livraison @B est
effectuée avant l'observation BB, alors celle-ci ne sera pas
effectuée avant la date 82, ce qui dégrade le makespan de
32 unités de temps en raison de la contrainte de précédence
(I'agent as doit attendre la fin de U'observation B réalisée
par ’agent a1 avant de commencer la réparation §8).

3.3 Postulats

Les postulats établis pour 1’étude de ce probléme sont les
suivants.

1. les relations de compatibilité entre les équipements
doivent €tre cohérentes entre elles, c’est-a-dire que
V(el,eg) €&

€2 €&y = €1 €&y

2. les précédences entre les taches forment un graphe
dirigé acyclique;

3. les agents constitués sont libres de se déplacer sans
risque de conflits avec les autres agents. Ainsi, dans
le cadre de 1a minimisation de la durée de la mission,
les agents ont toujours la possibilité d’emprunter le
plus court chemin entre les tiches;;

4. les agents présents dans la solution sont utiles, c’est-
a-dire que chaque agent doit effectuer au moins une
tache;

5. les agents ne peuvent pas coopérer pour la réalisation
des taches. Les taches n’ont donc besoin que d’un
seul agent pour étre réalisées et aucune synchroni-
sation d’agents n’est a considérer;

6. la mission est statique, c’est-a-dire que I’environ-
nement et les tiches sont parfaitement connus a
I’avance;

7. les plateformes et les équipements sont sans défauts.
La robustesse de la configuration n’est donc pas éva-
luée dans cet article.
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4 Modele PPC

Dans cet article, nous utilisons la formulation a base de
variables de type intervalle du langage de modélisation OPL
[20]. Une variable d’intervalle permet de représenter une
tache ou une activité par sa date de début, sa date de fin,
sa durée et sa présence obligatoire ou facultative dans la
solution. Ces informations sont respectivement accessibles
via les opérateurs startOf, endOf, lengthOf et presenceOf.
Il est possible de préciser la valeur de chaque opérateur
lorsque I’intervalle optionnel sur lequel il s’applique est
absent. Par exemple, startOf (itv, 0) renvoie la date de début
de I’intervalle itv si celui-ci est présent, et 0 s’il est absent.

4.1 Variables de décision

Pour chaque tache t € T, nous considérons la variable d’in-
tervalle itv, € [0, H] représentant I’exécution de la tiche ¢.
Sa présence est obligatoire et sa durée est constante et égale
a d;. Pour chaque plateforme p € P et chaque tache ¢t € 7,
nous considérons la variable d’intervalle itv,, € [0, H]
représentant 1’exécution de la tiche ¢ par la plateforme p.
Sa présence est facultative et sa durée est constante et égale
a ;. Pour chaque équipement e € £, nous considérons la
variable entiere pf, € P. U {p”} représentant la plate-
forme associée 2 1’équipement e. La notation p? représente
la plateforme fictive des équipements inutilisés. Pour chaque
plateforme p € P, nous considérons les variables suivantes.
— itv, € [0, H] est la variable d’intervalle représen-
tant la tiche de départ de la base. Sa présence est
facultative et sa durée est nulle ;
— itv;2 € [0, H] est la variable d’intervalle repré-
sentant représentant la tiche d’arrivée a la base. Sa
présence est facultative et sa durée est nulle.

4.2 Expressions intermédiaires

Pour chaque plateforme p € P, nous considérons la variable
booléenne u,, € {0,1} indiquant si la plateforme p est
utilisée. Cette variable est définie dans 1’équation (1).

Z presenceOf (itvy ,) | > 0
teTp

€]

u, =

Pour chaque équipement e € &, nous considérons la va-
riable booléenne y. € {0,1} indiquant si 1’équipement e
est utilisé. Cette variable est définie dans 1’équation (2).

Ve = (pfe # p@) 2
Pour chaque équipement e € & et pour chaque plateforme
p € P, nous considérons la variable booléenne x., €
{0, 1} indiquant si I’équipement e est associé a la plateforme
p. Cette variable est définie dans 1’équation (3).

Xe,p = (pfe = p) 3)

I est important de noter que les définitions de u,, y. et
Xe,p sont permises grace au mécanisme de réification de
contraintes, qui associe une variable booléenne a la satis-
faction d’une contrainte.

JFPCQPFTA 2025
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4.3 Contraintes

Grace aux notations définies précédemment, nous définis-
sons les contraintes de notre modéle.

La contrainte de respect du budget maximal est exprimée
dans I’équation (4).

> u, Y ey <C

peEP ecé

“

La contrainte de charge maximale des plateformes est expri-
mée dans 1’équation (5). Le respect des durées de déplace-
ment entre les tiches d’'une méme plateforme est garanti par
I’équation (6) via ’opérateur noOverlap du langage OPL.
Cet opérateur prend en entrée un ensemble d’intervalles
pour lesquels il impose le non-chevauchement, ainsi que la
fonction des temps de transition entre les tiches qui doivent
étre respectés.

VpeP, D wexep < W, (5)
eef
Vp e P, noOverIap({itvtvp}teTp ,dp) 6)

Les contraintes (7) empéchent deux équipements incompa-
tibles d’étre associés a la méme plateforme.

Vel (S E,Veg S 5\561,
ym /\y€2 — (pfel # prQ) (7)

Les contraintes d’association d’un unique intervalle option-
nel a chaque tiche ¢t € T sont exprimées grace a I’opérateur
alternative du langage OPL dans 1’équation (8). Cet opéra-
teur prend en entrée un intervalle et un ensemble d’inter-
valles optionnels. Si I’intervalle donné en entrée est présent,
alors exactement un des intervalles optionnels donnés en
entrée est présent et leurs dates de débuts, dates de fins et
durées sont égales.

Vte T alternative (itv,g7 {itvtvp}pept) )

Les contraintes de précédence entre les tiches sont gérées
par I’opérateur endBeforeStart du langage OPL dans I’équa-
tion (9). Cet opérateur prend en entrée deux intervalles et
impose que le premier intervalle se termine avant le début du
second intervalle, avec un délai éventuel a respecter. Cette
contrainte est levée si I’un des deux intervalles est absent.

V(ty,tz) € I endBeforeStart(itvy, ,itvy,) (9)

Les contraintes (10) et (11) assurent que toutes les taches
d’une plateforme s’effectuent apres son départ de la base.
Vp e P,Vt € Tp,

endBeforeStart (itvy), itvy ., dy (b, 1)) (10)
Vp € P, presenceOf (itvy) > u, (11)

Les contraintes (12) et (13) assurent que toutes les tiches
d’une plateforme s’effectuent avant son retour a la base.

Vp € P,Vt € Tp,
endBeforeStart (itvt,p, itv®, d (t, b)) (12)

Vp € P, presenceOf (itvg) >u, (13)



Enfin, les contraintes de compatibilité entre les agents et
les taches, issues des compétences apportées par les équi-
pements et des requétes des taches, sont exprimées dans
I’équation (14).

Vp e P,Vt € Tp, Z Xep > presenceOf(itvy ,) (14)

ecé

4.4 Formulation du probleme

Le critere retenu est la minimisation du makespan exprimé

dans I’équation (15). La formulation du probleme est la

suivante :
minimize max endOf (itvg) (15)

peEP

s.t. ) —(14)

5 Expérimentations

5.1 Génération d’instances

Nous avons généré un ensemble d’instances afin de tes-
ter notre approche. Dans ’instance fil rouge présentée dans
la section 3.1, tous les éléments du stock ont des caracté-
ristiques différentes. Cependant, dans les instances de nos
expérimentations, certains éléments sont identiques et ont
donc les mémes caractéristiques. Dans cette section, nous
utilisons une notation unique pour désigner les éléments
d’un méme type (p. ex. “® représente un drone quelconque
du stock disponible). De facon similaire, nous utilisons une
notation unique pour désigner les tdches du méme type,
c’est-a-dire de méme durée et nécessitant les mémes com-
pétences.

Méthodologie. Pour générer ces instances, nous avons créé
un squelette d’instance générique pour lequel certains para-
metres sont fixés, puis nous avons ajouté de la variabilité a
ce squelette afin d’enrichir notre jeu de données.

Parametres généraux. Les principales caractéristiques des
instances générées sont les suivantes.

— les caractéristiques des plateformes sont présentées
dans la table 5. Pour chaque platforme p € P, les
valeurs de la fonction d,, sont déterminées a partir
d’une fonction de distance f, : 7,U{b} x T,U{b} —
R, qui représente la distance que chaque plateforme
doit parcourir pour passer d’une tiche a une autre,
et dont le calcul est détaillé dans la suite de cette
section ”;
les caractéristiques des équipements sont présentées
dans la table 6. Par rapport a I’instance fil rouge, un
nouveau type d’équipement est disponible dans le
stock : I’émetteur &N;
les caractéristiques des tAches sont présentées dans la
table 7. Par rapport a I’instance fil rouge, un nouveau
type de tche peut étre réalisé : I’activation de balises
O

— I’ensemble des précédences est vide;

2. Les valeurs de dj, sont arrondies a I’entier supérieur.
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— le budget maximal alloué est choisi dans C™" x
{1,2,3,4} ot C™™ représente le budget minimal
pour effectuer la mission. Notons que ce budget mi-
nimal est obtenu par énumération des associations
entre les types de plateformes et les types d’équipe-
ments, ce qui est permis par la faible combinatoire
de notre étude sur ces grandeurs.

la base est I’entrepot [,

p Cp Wy dp Tp
L3000 | 2 [20-fg | T
% | 10000 | 10 | 50- f | T

TaBLE 5 — Caractéristiques des plateformes des instances
générées

e @ We P. Ee
@150 | 1| P £
S 300 | 1| () e\ (P}
& | 2500 | 3 | {§%} £
@00 | 1| () |\ (D}
ul | 1000 | 6 | {g%} E

TaBLE 6 — Caractéristiques des équipements des instances
générées

t | & &
B | 300 | (@}
O 600 | {&}
600 | {&}
& | 120 | {DuB

TaBLE 7 — Caractéristiques des tiches des instances générées

N

Nombre de tiches. Le nombre de tiches a effectuer est
choisi dans {4,8,20,48}. Les proportions des types de
taches sont présentées dans la colonne "Proportion" de la
table 8.

Dimensionnement du stock. Le stock de plateformes est
considéré illimité. En pratique, une plateforme par tache
compatible est considérée dans le stock disponible. La dis-
tribution des équipements par rapport aux compétences re-
quises par les tiches est choisie dans {same, opposite}. La
distribution same correspond a un nombre d’équipements
en adéquation avec la proportion de chaque tache, alors que
la distribution opposite présente un nombre d’équipements
en exces pour les taches rares, et en défaut pour les tiches
répandues. Les stocks d’équipements, définis en fonction de
leur distribution, sont présentés dans la table 8.
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t | Proportion e | Stock (same) | Stock (opp.)
2a) 50% (0] 9 1
O 15% S 9
e 15% & 5 9
[ 20% @ ) >
ull 3 3

TaBLE 8 — Proportion des types de taches et stock d’équipe-
ments dans les instances générées

Localisation des opérations. Les tiches a réaliser et 1a base
sont localisées sur un graphe. L'ensemble des nceuds de
ce graphe est extrait des 51 nceuds de I'instance CMTO1
proposée dans le cadre de I’étude du Capacitated Vehicle
Routing Problem (CVRP) dans [”]. Pour chaque instance,
|7T] + 1 nceuds sont extraits afin de permettre la répartition
des taches et de la base sur des noeuds diftférents. La position
de la base est choisie dans {side, center}. La position side
correspond au nceud du graphe le plus €loigné de tous les
autres, alors que la position center correspond au neeud le
plus central. Les types de taches sont répartis aléatoirement
entre les noeuds restants.

Calcul des durées de déplacement pour ‘8. Nous sou-
haitons qu’un drone “® puisse naviguer librement entre les
nceuds en considérant le graphe complet. Ainsi, les valeurs
de fsg pour chaque couple d’opérations sont égales a la dis-
tance euclidienne entre les nceuds sur lesquels ces opérations
sont localisées.

Calcul des durées de déplacement pour 3%. Nous souhai-
tons également qu’un rover % ne puisse naviguer qu’entre
les nceuds proches en considérant un graphe planaire et
connexe. Ce graphe est obtenu en appliquant une triangula-
tion de Delaunay [/] aux nceuds de chaque instance. Dans
ce graphe, la distance entre deux nceuds adjacents est égale
ala distance euclidienne. Pour obtenir la distance entre deux
nceuds non adjacents, il faut déterminer le plus court chemin
qui les relie. Un tel chemin existe car le graphe est connexe.
Nous utilisons I’algorithme de Floyd-Warshall [, 7 | Jafin de
calculer ces plus courts chemins et donc définir la fonction
de distance fg.

Calcul de I’horizon. Il est nécessaire de définir 1’horizon
temporel H afin de borner les variables d’intervalle du mo-
dele. Dans ce but, nous définissons dans 1’équation (16) la
durée maximale de parcours d’une aréte du graphe par une
plateforme quelconque :

D™ = maxd,
pEP

16)
Ainsi, en considérant une unique plateforme qui effectuerait
I’intégralité des taches et se déplacerait vers, depuis et entre
chaque opération avec la durée D", nous obtenons une
borne supérieure pour les variables d’intervalle, que nous
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prenons comme définition de I’horizon dans 1’équation (17).

= (o) eimenoes

teT

a7

Nommage des instances. La convention choisie pour les
noms des instances est "t{nTasks}—c{budget}—{distrib}—
{base}" avec :

nTasks représente le nombre de taches a effectuer :
"4","8","20" ou "48";

budget représente le facteur associé au budget maxi-
mal alloué : "1", "2", "3" ou "4";

distrib représente la distribution des équipements :
"same" ou "opp" (pour une distribution opposite);
base représente la position de la base : "side" ou
"center".

Ainsi, un ensemble de 4 x 4 X 2 x 2 = 64 instances ont été
générées a partir de ces parametres variables. Ces instances
sont disponibles dans [ ”].

5.2 Environnement de test

Toutes nos expérimentations ont été réalisées sous Windows
Subsystem for Linux 2 (WSL2 version 2.2.4, distribution
Ubuntu 24.04.1 LTS et architecture 64-bits) avec un proces-
seur Intel Core i15-1345U, 6 cceurs (12 threads) et 8 Go de
RAM. Le modele a été écrit et testé avec Java 23 et IBM
ILOG CP Optimizer 22.1.2.

5.3 Résultats

Le modele défini dans la section 4 utilise le formalisme du
langage OPL. De ce fait, aucune traduction des variables
de décision, des contraintes ou des critéres n’est requise
pour I'utilisation de CP Optimizer. Chaque résolution est
paramétrée avec une limite de temps égale a 60 secondes.
Pour des raisons de place, nous ne présentons pas les ré-
sultats des 64 instances, uniquement les 16 instances avec
la distribution des équipements same et la position de la
base side (instances same-side), et les 16 instances avec
la distribution des équipements opposite et la position de
la base center (instances opposite-center). Les résultats
des instances same-side sont détaillés dans la table 9. Nous
observons que la résolution converge en quelques secondes
seulement sur les instances allant jusque 20 tiches. Pour
les instances comprenant 48 taches (et pour I’instance t20-
c3-same-side), I’optimalité n’a pas pu étre prouvée en 60
secondes et aucun gap d’optimalité n’a pas étre obtenu, ce
qui montre les limites de la modélisation actuelle. Une autre
modélisation, non présentée dans cet article, a été dévelop-
pée afin de renforcer la confiance en ces résultats. Cette mo-
délisation, basée sur des variables de décision ensemblistes,
a été implémentée et testée avec le solveur Hexaly Optimizer
[7]. Les valeurs de makespan obtenues avec Hexaly Optimi-
zer 13.5 en 60 secondes sont identiques a celles présentées
dans la table 9. Le choix de Hexaly Optimizer pour cette
validation est justifié par ses excellentes performances pour
la résolution de problémes de tournées de véhicules.

Les résultats des instances opposite-center sont détaillés
dans la table 10. Similairement aux résultats de la table 9,



Instance Makespan Opt. Time (s)
t4-c1-same-side 4480 * 0.02
t4-c2-same-side 3524 * 0.03
t4-c3-same-side 3524 * 0.03
t4-c4-same-side 3524 * 0.03
t8-c1-same-side 4890 * 0.15
t8-c2-same-side 3814 * 0.07
t8-c3-same-side 3814 * 0.07
t8-c4-same-side 3814 * 0.16
t20-c1-same-side 7765 * 0.35
t20-c2-same-side 5459 * 1.34
t20-c3-same-side 4654 60.00
t20-c4-same-side 4654 * 1.05
t48-c1-same-side 14838 60.00
t48-c2-same-side 10389 60.00
t48-c3-same-side 7426 60.00
t48-c4-same-side 6606 60.00

TABLE 9 — Valeurs de makespan pour les instances same-
side. Un astérisque (*) indique une preuve d’optimalité.

la résolution converge rapidement sur les instances de petite
taille. Nous observons cependant deux différences notables :

— Pour les instances de petite taille, les valeurs opti-
males de makespan sont plus basses dans la table 10
que dans la table 9. En effet, 1a base étant sur une po-
sition centrale, les taches sont moins €éloignées de la
base et peuvent donc étre effectuées plus rapidement
par les agents lorsque le budget le permet.

— Pour les instances de grande taille, les valeurs opti-
males de makespan sont plus élevées dans la table 10
que dans la table 9. En effet, une seule caméra B st
disponible pour effectuer la totalité des observations
B9, ce qui limite I’amélioration du makespan méme
lorsque le budget alloué est €levé.

Focus sur P’instance t20-cl-same-side. Dans I’instance

t20-c1-same-side, les paramétres sélectionnés sont les sui-

vants.
— 20 taches doivent étre réalisées;

le budget est le plus petit possible;

les distributions des tiches et des équipements sont

en adéquation;;

la base est excentrée.

Nous représentons sur la figure | la carte associée a la
solution pour cette instance. Sur cette carte, dont les axes
représentent les coordonnées des noeuds associ€s aux taches,
nous avons représenté les taches a effectuer et les routes
empruntées par les agents. La base est située en haut a
droite de la carte aux coordonnées (62, 63). Les bandes
grises reliant les tiches correspondent au graphe planaire
d’un rover 3%. Il est aisé de voir que cette configuration
respecte la contrainte de budget minimal. En effet, seule
une instance de chaque type de plateforme est utilisée :

— T’agent "Drone 1" est un drone "B équipé d’une

caméra [ et d’un émetteur &;

— T’agent "Rover 1" est un rover 3% équipé d’un bras
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Instance Makespan Opt. Time (s)
t4-c1-opp-center 2553 * 0.02
t4-c2-opp-center 2250 * 0.03
t4-c3-opp-center 2250 * 0.06
t4-c4-opp-center 2250 * 0.04
t8-c1-opp-center 4557 * 0.10
t8-c2-opp-center 2879 * 1.52
t8-c3-opp-center 2879 * 1.63
t8-c4-opp-center 2879 * 1.86
t20-c1-opp-center 7645 * 1.10
t20-c2-opp-center 4909 60.00
t20-c3-opp-center 4909 60.00
t20-c4-opp-center 4909 60.00
t48-c1-opp-center 14851 60.00
t48-c2-opp-center 10093 60.00
t48-c3-opp-center 10093 60.00
t48-c4-opp-center 10093 60.00

TaBLe 10 — Valeurs de makespan pour les instances
opposite-center. Un astérisque (*) indique une preuve d’op-
timalité.

70 Drone 1

@
Rover 1 @ @

(=]

60

o] @
40 @
30

20

10

10 20 30 40 50 60

FiGure 1 — Carte de la solution pour I’instance t20-c1-same-
side

mécanique # et d’une remorque WM.
Par ailleurs, toujours sous contrainte de budget minimal,
il n’est pas possible d’écarter définitivement un type de
plateforme. En effet, puisqu’un drone “® ne peut pas étre
équipé d’un émetteur &> et d’un parachute ¢ simultanément
pour des raisons de compatibilité, alors il est nécessaire
d’utiliser un rover 3% afin d’effectuer la livraison g.
Le diagramme de Gantt de la solution pour cette méme
instance est représenté sur la figure 2. Sur ce diagramme,
on observe que la durée planifiée la plus longue correspond
2 la route du rover 3%. Ce résultat est attendu puisque le
rover 8% se déplace significativement plus lentement que le
drone “B. On observe par ailleurs que les observations B3
sont effectuées par le drone "B, ce qui est également attendu
puisque celles-ci sont en plus grand nombre.
Notons ici que le drone “® peut effectuer ses tdches moins
optimalement et sans impact sur le makespan. Pour une
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Ficure 2 — Diagramme de Gantt de la solution pour I’ins-
tance t20-c1-same-side
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Figure 3 — Carte de la solution pour I’instance t20-c2-same-
side

meilleure visualisation, nous avons décidé d’afficher dans
nos figures les solutions optimales pour les critéres de ma-
kespan et de durée des routes, traités dans un ordre lexico-
graphique. Les performances de cette nouvelle modélisation
ne sont pas abordées dans cet article.

Focus sur P’instance t20-c2-same-side. Les résultats pré-
cédemment présentés se comparent naturellement a la si-
tuation pour laquelle le budget maximal autorisé est doublé.
La carte associée a la solution pour I’instance t20-c2-same-
side est représentée sur la figure 3. Dans cette solution,
nous observons I’ utilisation d’un drone “® et d’un rover 2%
supplémentaires pour effectuer 1’ensemble des taches. Le
diagramme de Gantt associé a cette solution est représenté
sur la figure 4. Nous observons que la valeur du makespan
a diminué de 30%, ce qui montre I’impact du budget sur la
performance de la mission.

Fronts de Pareto des solutions pour les instances t20.
Les fronts de Pareto représentés sur la figure 5 montrent
les résultats des instances pour lesquelles 20 tches doivent

0 0 1800 2700 3600 4500 5400 6300 7200

90!
Drone 1
| @& [s] @ @
Rover 2 E E

FiGure 4 — Diagramme de Gantt de la solution pour I’ins-
tance t20-c2-same-side
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Ficure 5 — Fronts de Pareto des solutions pour les instances
120

étre réalisées (instances t20). Chaque front de Pareto est
composé de 4 points représentant chaque solution par son
budget sur I’axe des abscisses et la valeur du makespan
sur ’axe des ordonnées. Les bandes grises représentent le
budget maximal alloué, la contrainte étant progressivement
relachée de la gauche vers la droite.

Chaque front montre que la performance de la mission est
fortement dégradée (i.e. la valeur du makespan croit) lorsque
le budget alloué pour la mission se restreint. De plus, on
observe qu’a partir d’un certain budget de mission, le ma-
kespan est difficilement améliorable par I’augmentation du
budget de mission et donc par I’ajout potentiel de rovers ou
de drones supplémentaires.

Nous observons qu’une distribution des équipements same
permet d’atteindre des meilleures performances de mis-
sion qu’une distribution opposite. De plus, nous observons
qu’une position de base center permet également d’obtenir
de meilleures performances qu’une position de base side,
ce qui est attendu.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons i) défini formellement le pro-
bleme global incluant les trois niveaux de configuration de
flottes hétérogenes, ii) établi un modele de programmation
par contraintes pour ce probléme, et iii) testé et évalué ce
modele sur de nouvelles instances avec le solveur CP Opti-
mizer.

L’un de nos travaux futurs est 1’évaluation de notre modele
avec d’autres solveurs de programmation par contraintes
tels que Choco-solver [ 0]. Ce travail pourra étre complété
par I’évaluation d’autres approches heuristiques (p. ex. re-
cherche locale) ou exactes (p. ex. modele MILP). Nous en-
visageons également d’enrichir le modele afin de traiter des
scénarios réalistes lors d’expérimentations in situ. Enfin,
nous remettrons en cause chacun des postulats énoncés dans
la section 3.3, dans le but d’améliorer la pertinence de notre
probléme face aux enjeux réels de configuration.
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Résumé

Dans un monde ou les enjeux environnementaux sont
de plus en plus importants, I’amélioration de [efficacité
énergétique des systemes de production est cruciale.
Cet article s’intéresse aux problemes d’équilibrage de
lignes d’assemblage, dans lesquels une stratégie possible
consiste a minimiser les pics de consommation énergétique
générés par 'ordonnancement des tdches choisi, probleme
dénommé SALB3PM. Pour résoudre ce probleme, nous
comparons expérimentalement deux méthodes : une méta-
heuristique a redémarrages multiples, basée sur une
recherche locale exploitant trois types de mouvements ;
et une approche de résolution basée sur la Satisfiabilité
Maximum (MaxSAT) issue de travaux précédents. Les
expérimentations sont menées sur plus d’une centaine
d’instances de la littérature et montrent [’ efficacité des deux
approches pour la résolution de SALB3PM.

Mots-clés

Ordonnancement, SALBP, Energie,

MaxSAT.
Abstract

In a world where environmental concerns are increasingly
central, improving the energy efficiency of production
systems is crucial. This paper focuses on assembly line
balancing problems, where the objective is to minimize the
energy consumption peaks generated by task scheduling
on assembly lines.  This problem is known as the
Simple Assembly Line Balancing Problem with Power
Peak Minimization (SALB3PM). To solve this problem,
we experimentally compare two methods: a multi-
start metaheuristic based on local search using three
types of moves, and a resolution approach based on
Maximum Satisfiability (MaxSAT) derived from previous
work. Experiments are conducted on more than a hundred
benchmark instances and demonstrate the effectiveness of
both approaches for solving SALB3PM.

Métaheuristiques,

Keywords
Scheduling, SALBP, Energy, Metaheuristics, MaxSAT.
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1 Introduction

Les lignes d’assemblage constituent un systeme de
production important.  Elles se caractérisent par un
agencement linéaire de postes de travail. Dans ce systeme,
les produits se déplacent séquentiellement d’un poste de
travail a I’autre, des tiches spécifiques étant exécutées a
chaque poste jusqu’a 1’assemblage complet du produit.
Ces systemes peuvent &tre modélisés sous forme de
problemes d’équilibrage de lignes d’assemblage simples
(Simple Assembly Line Balancing Problems, SALBP)
[’]. Les variantes SALBP les plus connues ont largement
été étudiées dans la littérature [!7/, , 0]. Alors que
les conséquences du réchauffement climatique affectent
la population mondiale, la réduction des émissions de
COs devient impérative. Le rapport de 2024 de I’ Agence
Internationale de I’Energie (AIE) a montré que le secteur
industriel est responsable de 45% des émissions de C'O2
et de 39% de la consommation totale d’énergie dans le
monde [!]. Il est donc essentiel d’améliorer 1’efficacité
énergétique des systemes de production. Pour répondre a
ces enjeux, de nouvelles variantes de SALBP intégrant des
contraintes énergétiques ont récemment été proposées.

Un exemple est le probleme SALBP avec minimisation
du pic de consommation énergétique (ou simpelement
SALB3PM), introduit dans [©]. Dans ce probleme,
chaque tiche est associée a une consommation d’énergie
constante, indépendante du poste de travail. L objectif
est de minimiser le pic de consommation énergétique,
c’est-a-dire le maximum de consommation d’énergie
sur I’ensemble des unités de temps. Des méthodes
exactes ont été proposées pour résoudre SALB3PM dans
[¢, 14, 18]. Dans T’article original [©], une formulation
en Programmation Linéaire en Nombres Entiers (PLNE)
a été proposée. Dans [!4], un algorithme exact basé sur
des appels itératifs a des solveurs de satisfiabilité (SAT)
a été introduit pour SALB3PM. Plus récemment, un
modele basé sur la satisfiabilité maximum (MaxSAT) a
été proposé dans [/ ¢], et deux représentations booléennes
différentes ont été testées. Les résultats expérimentaux



T. Giachetto de Araujo, Z. Zheng, M. Py, S. Cherif, R. Sa Shibasaki, L. Deroussi, N. Grangeon, C.-M. Li

montrent que les formulations SAT et MaxSAT sont
efficaces pour SALB3PM, surpassant les formulations
PLNE existantes. Cependant, a mesure que la taille des
instances augmente, ces approches exactes rencontrent
des difficultés a résoudre les instances de maniere optimale.

Etant donné la difficulté d’obtenir des solutions optimales,
des approches métaheuristiques ont été proposées pour
une variante de SALB3PM qui ne prend pas en compte
les délais entre les tiches, a savoir le SALB3PM-ESD.
Pour traiter ce probléme, une métaheuristique basée sur
une recherche locale évolutive & démarrages multiples
(Multi-start Evolutionary Local Search, MS-ELS) a été
mise en ceuvre dans [ | | ]. En étudiant la méme variante que
[! 1], un décodeur basé sur une formulation PLNE pour des
heuristiques a base de permutations a été introduit dans [5].
Pour tester leur proposition, les auteurs ont implémenté
un algorithme de recuit simulé simple avec le décodeur
proposé. Cependant, cette heuristique ne peut pas étre
utilisée directement pour résoudre le probleme SALB3PM
classique.

Pour résoudre SALB3PM, on présente dans cet article
deux méthodes heuristiques. La premiere, issue de travaux
récents [ 2], consiste a modéliser le probleme SALB3PM
sous forme MaxSAT, et a lancer une méthode de résolution
incomplete dédié au probleme MaxSAT. La seconde,
brievement proposée dans [/], utilise une métaheuristique
a redémarrages multiples avec trois différents types de
voisinage. Les solutions initiales sont générées a ’aide
d’une heuristique constructive basée sur les priorités, avec
une fonction de priorité semi-aléatoire. Pour la recherche
locale, nous adaptons deux structures de voisinage
couramment utilisées dans la littérature, I’insertion de
tiche et 1’échange de tiches, et nous introduisons un
troisieme mouvement qui consiste a augmenter le délai des
taches.

L article est organisé comme suit. La section 2 présente le
probleme SALB3PM. La section 3 présente la formulation
MaxSAT du probléeme proposée dans [!2]. La section 4
présente la métaheuristique proposée. La section 5 propose
une étude expérimentale des méthodes présentées. Enfin,
on conclut et on discute les travaux futurs dans la section 6.

2 Probleme SALB3PM

Une ligne d’assemblage se compose d’un ensemble

M = {1,...,m} de postes de travail disposés de
maniere linéaire. Pour fabriquer un produit, un ensemble
O = {1,...,n} dopérations indivisibles, appelées
tdches, doit étre exécuté. En raison de contraintes

intrinséques, certaines tiches ne peuvent &tre exécutées
qu’apres 1’achévement d’autres taches. Par conséquent,
les taches doivent respecter des contraintes de précédence.
Ces contraintes peuvent étre représentées par un graphe de
précédence, ou chaque tiche est représentée par un nceud,
et otiun arc (i, j) existe si la tAche 4 doit étre terminée avant
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que la tache j ne commence. Cette relation de précédence
entre les taches i et j est notée ¢ < j.

Exemple 1 La figure | montre un graphe de précédence
qui concerne 7 taches. En particulier, pour que la tdche 6
puisse étre exécutée, il faut que ses prédécesseurs directs
(tdche 5) et indirects (tdches 1,2 et 4) soient terminés. De
maniere similaire, la tdche 6 devra étre terminée avant que
ses successeurs directs (tdche 7) et ses successeurs indirects
ne puissent commencer.

Figure 1: Exemple de graphe de précédence

Dans le probleme d’équilibrage de lignes d’assemblage
simple (Simple Assembly Line Balancing Problem,
SALBP), chaque tiche j € O posséde un temps de
traitement connu ¢;, indépendant du poste auquel elle est
affectée. Chaque tiche doit étre affectée a un et un seul
poste de travail de maniere a ce que toutes les contraintes
de précédence doivent étre respectées : si ¢ < j, alors
soit les taches ¢ et j sont affectées au méme poste, soit ¢
est affectée a un poste situé avant celui de la tache j sur
la ligne. Ainsi, ’ensemble des taches doit étre réparti en
ensembles disjoints Sy, out k € M. Etant donné une tache
i € S, et une tiche j € Sy, la contrainte de précédence
i < j impose que a < b. Le temps de traitement total du
poste k, noté ¢(Sy), correspond a la somme des temps de
traitement des tiches qui lui sont affectées. Si un temps de
cycle fixe c est défini, une solution est considérée comme
faisable si t(Sy) < ¢, Vk € M.

Selon la fonction objectif choisie, différentes variantes du
probleme SALBP peuvent étre définies :

* Dans le probleme SALBP-1, le temps de cycle c est
donné, et ’objectif est de minimiser le nombre de
postes de travail m.

* Dans le probleme SALBP-2, le nombre de machines
m est donné, et 1’objectif est de minimiser le temps de
cycle c.

* Dans le probleme SALBP-F, le nombre de machines
m et le temps de cycle ¢ sont tous les deux donnés,
et I’objectif est de déterminer s’il existe une solution
faisable pour ces valeurs.

* Dans le probleme SALBP-E, 1’objectif est de
maximiser ’efficacité, ce qui revient a minimiser le
produit du nombre de machines m et du temps de cycle

cl!o].
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énergétique

Dans cet article, on s’intéresse au probleme SALBP
avec minimisation du pic de consommation d’énergie
(SALB3PM). Cette nouvelle variante du probleme SALBP
a pour objectif de répondre davantage aux problématiques
énergétiques de notre époque. Dans le probleme
SALB3PM, le nombre de machines m et le temps
de cycle ¢ sont donnés. De plus, chaque tache j
posséde maintenant une consommation d’énergie constante
par unit¢ de temps w;, qui est indépendante de sa
station d’affectation. Il est donc désormais possible de
calculer, pour chaque unité de temps ¢, la consommation
énergétique totale sur cette unité de temps, qui est la
somme des consommations énergétiques des tiches en
cours d’exécution a cet instant. L’objectif du probleme
SAL3BPM est d’ordonnancer chacune des tiches afin de
minimiser le pic de consommation énergétique.

Exemple 2 On considére une instance du probleme
SALB3PM avec m = 3 postes de travail et un temps de
cycle de ¢ = 6 unités de temps. Le tableau | indique, pour
chaque tdache, sa durée d’exécution et sa consommation
énergétique par unité de temps. Le graphe de précédence
est celui précédemment décrit dans la figure 1.

Tache 1 2 3 4 5 6 7
Durée d’exécution 2 3 2 2 3 2 2
Consommation d’énergie | 10 20 10 20 20 20 10

Table 1: Durée d’exécution et consommation énergétique
de chaque tache

Un exemple de solution qui respecte toutes les contraintes
du probléme SAL3BPM est représenté dans la figure 2, ou
chaque rectangle représente une tdache dont la hauteur est
sa consommation énergétique et sa longueur est sa durée
d’exécution. Comme indiqué dans la figure 2 :

* Au temps 0, les taches 1, 3 et 4 commencent, ce qui
implique une consommation d’énergie de 40 par unité
de temps.

* Au temps 2, les taches 1, 3 et 4 se terminent, alors que
les taches 2, 5 et 6 commencent. Cela augmente la
consommation d’énergie a 60 par unité de temps.

* Au temps 4, la tdche 6 se termine alors que la tache 7
commence. Cela diminue la consommation d’énergie
a 50 par unité de temps.

* Au temps 5, les tdches 2 et 5 terminent. Cela diminue
fortement la consommation d’énergie a 10 par unité
de temps.

Un exemple de solution optimale pour cette instance
est proposé dans la figure 4, ou l’on peut constater
que les trois tdches avec la plus grosse consommation
d’énergie (les tdches 2, 5 et 7) ne sont cette fois plus
exécutées en méme temps. On peut aussi noter que la
consommation énergétique y est plus lissée, c’est a dire
que la différence entre le pic de consommation énergétique
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machine 1 2
1

machine 2

- stemps

Pic d’énergie : 60

machine 3 6
3

Figure 2: Solution réalisable pour le probleme SALB3PM

(le moment ou la consommation est la plus grande) et
le creux de consommation énergétique (le moment ou la
consommation est la plus faible) est plus petite que dans la
solution précédemment proposée. En outre, introduire des
temps d’inactivité pour les machines semble étre parfois
nécessaire pour minimiser le pic de consommation, ce qui
implique I’obtention d’ordonnancements non semi-actifs.

3 Résolution de SALB3PM grace a
une formulation MaxSAT

Dans cette section, on présente la formulation MaxSAT
du probléme SALB3PM initialement proposée dans [!Z].
Parmi les deux modeles proposés dans 1’article original, on
utilisera ici uniquement le deuxieéme modele, basé sur une
représentation binaire et dont les résultats expérimentaux
donnent les meilleurs performances. Pour plus de détails,
le lecteur peut se référer a l'article [[2]. On rappelle
que le probleme de satisfiabilité maximum (MaxSAT) est
I’extension naturelle de la satisfiabilité (SAT) en probleme
d’optimisation [!”]. Dans la suite, on utilisera plus
particulierement la variante partielle pondérée de MaxSAT
qui prend en entrée une formule bipartite pondérée
¢ = D U S contenant des variables booléennes, ot D est
I’ensemble des clauses dures qui doivent étre satisfaites,
comme dans SAT et S est ’ensemble des clauses souples
pondérées (c,w.) avec w, un poids entier positif associé
a la clause c. L’objectif de MaxSAT partiel pondéré est
de trouver une affectation des variables de la formule
qui maximise la somme des poids des clauses souples
satisfaites tout en satisfaisant toutes les clauses dures.
Avant d’introduire le modele MaxSAT, on mentionne
également I’existence de contraintes pseudo-booléennes
ayant la forme }  a; - ljoboua; € N, b € N, [; est
un littéral et o € {=,>, <} et pouvant étre efficacement
encodées sous forme clausale [/ 5].

Pour introduire le modele MaxSAT, le temps est discrétisé
en I’ensemble des unités de temps 7" = {0,1,...,¢c — 1}.
On note 7% = {0,...,c — t;} 'ensemble des unités
de temps ou il est possible de faire débuter la tiche
1 € O. La valeur du pic de consommation énergétique
appartient forcément a l'intervalle [LB,UB], ot LB est
une borne inférieure calculée a partir de la plus haute
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consommation énergétique parmi toutes les tiches et UB
est une borne supérieure calculée a partir des m plus
hautes consommations énergétiques. Plus formellement,
on LB = max;co w; et UB = Zwiewm w;.

La formulation MaxSAT utilise quatre ensemble de
variables de décision booléennes :

* Les variables d’affectations X; ; qui, pour une tiche
1 € O et une machine s € M, sont affectées a Vrai
si la tAche ¢ est assignée a la machine s.

Les variables d’ordonnancement B; ; qui, pour une
tache ¢ € O et pour une unité de temps ¢t € T, sont
affectées a Vras si la tiche ¢ commence a ’unité de
temps ¢.

Les variables d’activité A, ; qui, pour une tache i €
O et une unité de temps ¢t € T, sont affectées a Vrai
si la tache 7 est en cours d’exécution & 1’unité de temps
t.

Les variables d’énergie binU; qui encodent la valeur
du pic de consommation énergétique. Chaque variable
binUj;, pour une valeur j € {0,...,[log, UB]},
représente la valeur du i™® bit du pic d’énergie de la
solution. Le pic de consommation énergique Wiy
est calculé de la maniere suivante :

Wpeak = Z

J€E[O, [log, UBT]

27 - binU; (1)

Le modele MaxSAT est représenté en figure 3 avec
les clauses souples permettant de minimiser le pic de
consommation énergétique les clauses dures garantissant le
respect des contraintes intrinseéques du probleme :

* Les clauses souples pondérées (ligne 2) comptabilisent
lors du pic d’énergie la quantité d’énergie économisée
par rapport a la borne supérieure UB (et 1’objectif
est de maximiser cette quantité, autrement dit de
minimiser le pic de consommation énergétique).

* Les clauses dures permettent de :

— garantir que chaque tiche soit affectée a
exactement une machine (contrainte 3).

— garantir le respect des contraintes de précédence
(contraintes 4 et 5).

— garantir que chaque tiche débute une et une seule
fois et seulement dans I’intervalle de temps qui
Iui permet de terminer avant la fin du temps de
cycle (contraintes 6 et 7).

— lier les variables d’ordonnancement et les
variables d’activité (contrainte 8).

— garantir le non-chevauchement des tiches

(contrainte 9).
— gérer le calcul du pic de consommation
énergétique (contraintes 10 et 11), avec
’_ [log, UBT &4
UB' = ijoz 27,

Clauses souples:

(binl; , 27)  Vj €0, [logy UB]] @
Clauses dures:

Y Xis=1 V€O (3)

sEM
Xis1V Xjs2 V(i,7,51,82) € O% x M2 s.ti < jandsl > s2
4)
XisVX;sVBiy VB, Y(i, g, 5,t1,t2) € OF x M x T?
sti<jandty > to )
M Bir=1 Vi€O (6)

teT
Bix V(i,t) €OXT\T" @]
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BitVAitre V(ite) €O X T x{0,...,t; —1} 8)

Xi,s VXj,s VA'L,t VAj,t
J€I0, [logy UBT]

S WA+ > 2 xbinlU; <UB
€O j€l0, [logy UBT]

V(i j,s,t) € OPx MxTsti<j (9

29binU; > LB VteT (10)

vteT (11)

Figure 3: Modélisation MaxSAT du probleme SALB3PM

4 Résolution de

SALBP3PM

Trouver des solutions optimales pour le probleme
SALB3PM est difficile [¢, [4] ; c’est pourquoi nous
avons étudié une approche métaheuristique. La méthode
proposée repose sur une méthode a redémarrages multiples
qui combine une génération semi-aléatoire de solutions et
une recherche locale utilisant trois structures de voisinage
différentes. L’approche proposée est présentée comme
suit. La section 4.1 introduit 1’approche proposée a
démarrages multiples. Les sections 4.2 et 4.3 décrivent
respectivement comment une solution est représentée et
évaluée. La section 4.4 présente 1’heuristique constructive
semi-aléatoire utilisée pour générer les solutions initiales.
Dans la section 4.5, la structure de voisinage est définie.
Enfin, la section 4.6 décrit comment la recherche locale est
effectuée sur les solutions générées.

métaheuristique

4.1 Présentation de la métaheuristique

A Dorigine, les procédures a redémarrages multiples étaient
utilisées pour exploiter une procédure de recherche locale.
Plusieurs solutions initiales sont générées aléatoirement,
puis la recherche locale est appliquée [ #]. L’algorithme
| présente les différentes étapes d’une telle procédure pour
un probleme de minimisation. La procédure prend en
entrée une fonction d’évaluation f(-) ainsi qu’un nombre
maximal d’itérations. Tout d’abord, 1’algorithme considere
qu’il n’a aucune meilleure solution connue avec un pic
de consommation énergétique arbitrairement infini (ligne
2). Itérativement, une valeur aléatoire est tirée a partir
d’une distribution uniforme. Cette valeur est utilisée dans
la fonction d’évaluation (ligne 4) et son role sera décrit
dans la section 4.3. Une solution aléatoire est générée,
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Algorithm 1 Approche a redémarrages multiples

1: function METAHEURISTIQUE(f (), nb_runs)
2 S0, f(S) +

3 while on a fait moins de nb_runs itérations do
4 W« U(0, mazjco(w;))

5: Secourante < Generer_solution()

6 Scourante < ReCh-_Locale(Scourtznte)
7 if f(Scourante) < f(S) then

8 S Scourante

9: end if

10: end while

11: return S

12: end function

puis une procédure de recherche locale est appliquée a cette
solution (lignes 5 et 6). Si la solution courante trouvée par
la recherche locale est meilleure que la meilleure solution
trouvée, celle-ci est mise a jour (lignes 7 et 9). La boucle
allant de la ligne 3 a la ligne 10 est exécutée autant de fois
qu’indiqué par le parametre *nb_runs’. Enfin, la meilleure
solution est retournée a la fin de 1’algorithme.

4.2 Représentation d’une solution

Représenter une solution est un facteur clé pour appliquer
avec succes une métaheuristique a un probleme. Dans
I’approche proposée, nous considérons une représentation
indirecte d’une solution. Ce type de représentation a été
utilisé dans [/ /], ou un vecteur d’affectation et un vecteur
de séquencement des opérations étaient employés. Nous
étendons cette représentation en introduisant un troisieéme
vecteur qui constitue notre contribution. Plus précisément,
nous utilisons trois vecteurs pour représenter une solution
(comme illustré dans la figure 4) :

* Le premier vecteur, V, contient 1’ordre d’exécution
des taches.

¢ Le deuxiéme vecteur, A, est un vecteur d’affectation
qui précise le poste de travail attribué a chaque tache.

* Le troisieme vecteur, D, contient le délai de chaque
taiche. Le délai d’une tiche j est défini comme le
temps d’inactivité pendant lequel la tache j est différée
apres la fin de la tache précédente sur le méme poste
de travail.

Le processus de décodage des trois vecteurs d’une solution
utilise le vecteur A pour affecter toutes les tdches aux postes
de travail. L’ordre des tiches au sein des postes de travail
suit ’ordre défini dans V, et le délai de chaque tiche est
donné par D. A I'issue de cette procédure de décodage, il
est possible de déterminer les instants de début et de fin de
chaque tache.

4.3 Evaluation d’une solution

La fonction objectif du probleéme est de minimiser le
pic de consommation énergétique. Etant donné que des
solutions violant la contrainte de temps de cycle peuvent
étre générées par notre algorithme, on utilise une fonction

JFPCQPFTA 2025

24

machine 1

machine 2

Pic d’énergie : 50

machine 3

Ordre (V) 2 1
Affectation (4) | 1 1
Délai (D) 1 0

Figure 4: Exemple de solution optimale et de sa
représentation

d’évaluation pénalisant les solutions non réalisables. La
pénalité associée a une solution s est calculée comme
le temps total par lequel le temps de cycle est dépassé.
L’équation 12 résume le calcul de la pénalité, ou d;
représente le délai de la tache j.

penalty(s) = Z max(0, Z (t; +d;)—c) (12)
keM JESk
L’équation 13 définit la fonction d’évaluation.  Soit

power_peak(s) le pic de consommation énergétique de la
solution s, penalty(s) la pénalité calculée selon 1’équation
12, et W un facteur de pénalité tiré d’une distribution
uniforme U(0, max;co(w;)). La valeur de W est mise a
jour a chaque itération, comme indiqué a la ligne 4.

f(s) = power_peak(s) + penalty(s) - W (13)

4.4 Génération d’une solution initiale

Les heuristiques constructives basées sur des regles de
priorité pour SALBP ont été largement étudiées dans la
littérature [! 7/, 0]. Les méthodes basées sur des priorités
utilisent un poids associé a chaque tache pour 1’ordonner.
Comme 1’algorithme a redémarrages multiples dépend de
solutions initiales a la fois variées et de bonne qualité,
nous utilisons une version semi-aléatoire de 1’heuristique
constructive basée sur le temps de traitement le plus long
pour générer les solutions initiales [©].

Pour chaque tache, la régle de priorité est calculée selon
I’équation 14, ot z € [0, 1] est une valeur aléatoire générée
pour chaque tiche, et ou le paramétre « € [0, 1] contrdle
le degré d’aléatoire de la fonction de priorité. Les durées
de traitement minimale et maximale sont respectivement
notées t.in et tyq,. Pour a = 0, la priorité est entierement
aléatoire, tandis que pour v = 1, la priorité est purement
gloutonne.

tj - tmin

priority(7) = (1 — o)z + « (14)

tmaz - tmln
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La solution générée respecte les contraintes de précédence,
le délai est nul pour toutes les taches, et tous les postes
de travail, a ’exception du dernier, respectent la contrainte
de temps de cycle. Pour comprendre la procédure
d’affectation, certaines définitions sont nécessaires. Une
tache est dite disponible si toutes ses taches prédécesseures
directes ont été affectées. Une tache j peut étre affectée au
poste de travail % si :

* Tous ses prédécesseurs ont été affectés aux postes
1,...,k et

* Le temps total de traitement du poste &, additionné a la
durée de la tache 7, ne dépasse pas le temps de cycle.

Toutefois, pour le dernier poste de travail, la contrainte de
temps de cycle est relachée. La procédure d’affectation est
représentée dans 1’algorithme 2 [0, V].

Ala ligne 2, la liste des tiches a affecter (7), le compteur
de postes de travail (k) et le temps disponible (CT)) sont
initialisés. La boucle des lignes 3 a 16 se poursuit tant
que 7 n’est pas vide. A la ligne 4, la liste des tiches
disponibles, LC'T, est mise a jour avec toutes les tiches
pouvant étre affectées au poste k. Si LC'T n’est pas vide,
aux lignes 6 a 9, la tache ayant la priorité la plus élevée,
notée next, est sélectionnée dans LCT. Cette tiche est
ensuite retirée de 7 et affectée au poste k. Le temps
disponible C'T est décrémenté de wy,ez;. Si LCT est vide,
le temps disponible C'T" est réinitialisé a la ligne 11. Si
le nombre de postes ouverts est inférieur a m (c’est-a-dire
k < m), le compteur de postes k est incrémenté a la
ligne 13. Pour le dernier poste de travail (k = m), les
taches peuvent y étre affectées sans respecter la contrainte
de temps de cycle.

Algorithm 2 Procédure d’affectation

1: function GENERER_SOLUTION(f(+), nb_runs)

2 T+ {l,...,n}, k<1, CT ¢

3 while 7 # () do

4 LCT ={j € T,t; < CT, jestdisponible}
5: if LOT # () then

6: next < tiche prioritaire dans LCT

7 LCT «+ LCT \ {next}

8 Affecter next au poste de travail k

9: CT + CT — wyent

10: else

11: CT + ¢

12: if kK < m then

13: k—k+1 > Ouverture de poste
14: end if

15: end if

16: end while

17: end function

4.5 Structure de voisinage

Trois structures de voisinage sont considérées dans
I’approche actuelle. La premicre est basée sur I’insertion
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de tAches (Ninsertion ), 1a deuxiéme sur 1’échange de taches
(N swap), et la troisieme sur 1’augmentation du délai d’une
tache (Ndelay). Les deux premiers mouvements peuvent
violer les contraintes de temps de cycle.

4.5.1 Insertion de tiche

Etant donnée une solution S et une tiche j :

* la position du prédécesseur le plus proche de la tiche
j dans O est notée pred,,cqr(7), et son poste de travail
est wspred(7). Silatiche j n’a pas de prédécesseurs,
alors predyeqr(§) = 0 et wSpreq(j) = 13

¢ la position du successeur le plus proche de la tiche j
dans O est notée sucpeqr(J), et son poste de travail est
WSsuc(j). Sila tiche j n’a pas de successeurs, alors
SUCnear(J) =N et WSsuc(j) = M.

Une solution voisine est obtenue en retirant la tache j
de sa position actuelle, puis en I’insérant dans 1’intervalle
[predpear(§) + 1, , Sucnear () — 1], tout en Iaffectant a un
poste de travail dans I'intervalle [wSpred(f), , WSsuc(4)]- Le
retard de la tAche j est alors réinitialisé a zéro. Ce voisinage
est de taille O(mn?).

4.5.2 Echange de deux tiches

Etant donnée une solution S et une tiche J1, on
calcule predpear(j1) €t SucCpeqr(j1) comme décrit
dans la Section 4.5.1. On sélectionne une tiche
Jo € [prednear(ji) + 1,,8ucnear(j1) — 1], telle que
J1 € [prednear(j2) + 1,, Sucnear(j2) — 1]. Une solution
voisine est obtenue en échangeant les positions de j;
et jo dans le vecteur V ainsi que leurs affectations aux
postes de travail. Les retards des taches j; et jo sont alors
réinitialisés a zéro. Ce voisinage est de taille O(n?).

4.5.3 Augmenter le délai d’une tiche

Etant donnée une solution faisable S et un poste de travail
k dont le temps total de traitement est inférieur au temps de
cycle ¢, on sélectionne une tche j dans le poste de travail
k. Une solution voisine est obtenue en incrémentant le délai
de la tache j. L’incrémentation ne doit pas faire terminer la
derniere tache du poste de travail k apres le temps de cycle.
Ce voisinage est de taille O(nc).

4.6 Recherche Locale

Une procédure de recherche locale est utilisée pour
améliorer les solutions générées. Les trois voisinages
décrits ci-dessus sont employés dans la recherche locale.
Une stratégie de premiere amélioration est adoptée
(nommée first_improvement). Pour chaque voisinage,
étant donnée une solution, ses voisins sont évalués dans
un ordre aléatoire jusqu’a ce qu’une solution améliorante
soit trouvée. Cela signifie que si la solution initiale est un
optimum local pour un voisinage donné, tous ses voisins
seront évalués. La recherche locale s’arréte lorsqu’un
optimum local est trouvé pour les trois voisinages.

Cette procédure est représentée dans 1’algorithme 3.
L’algorithme fonctionne comme suit. Une solution S et
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Algorithm 3 Algorithme de recherche locale

1: function RECHERCHE_LOCALE(S, f(+))

2 eval_begin < f(S5),is_local_optimum + false
3 while !is_local_optimum do

4 ifz> 05|z ~U(0,1) then

5: S « first_improvement(S, Nswap)

6 S « first_improvement(S, Ninsertion )
7 else

8 S « first_improvement(S, Ninsertion)
9: S « first_improvement(S, Nswap)
10: end if

11: if S est une solution faisable then

12: S « first_improvement(S, Ngeiay)
13: end if

14: if f(S) = eval_begin then

15: is_local_optimum <+ 1

16: else

17: eval_begin + f(S)

18: end if

19: end while
20: return S
21: end function

une fonction d’évaluation f(-) sont fournies en entrée. La
boucle des lignes 3 & 19 continue jusqu’a ce qu’aucune
solution voisine améliorante ne soit trouvée. A I’intérieur
de cette boucle, la ligne 4 sélectionne aléatoirement 1’ordre
dans lequel Njpsertion OU Nyywap est appliqué. Quelque
soit cet ordre, la fonction first_improvement retourne
le premier voisin de S dont la valeur de la solution est
meilleur que S. Ensuite, si S est une solution réalisable,
le voisinage Ndelay est utilisé a la ligne 12 pour tenter d’en
améliorer la valeur. Les lignes 14 a 18 vérifient si aucun
des trois voisinages n’a permis de trouver une meilleure
solution, auquel cas, étant coincé dans un optimum local,
la recherche locale est arrétée et la meilleure solution est
renvoyée.

5 Expérimentations

Un ensemble d’instances de référence’, étendu 2 partir de
travaux précédents, a été utilisé dans nos expérimentations.
Il contient 130 instances, réparties en 13 familles de
10 instances chacune. Pour chaque famille, 5 instances
posseédent un nombre fixe de postes de travail m, et le
temps de cycle c est calculé a I’aide d’un solveur SALBP-
2 (ces instances sont appelées normales) ; les 5 autres
instances (appelées érendues) ont été générées avec ¢’ =
[1,3-¢]. La consommation énergétique w; de chaque tiche
a été générée a partir d’une distribution uniforme U (5, 50)
[, 14, 18]. Le tableau 2 résume les caractéristiques des
instances. Les deux premieres colonnes donnent le nom de
la famille d’instances et le nombre de tiches. Le nombre
minimum et maximum de machines, ainsi que le temps de
cycle, sont également fournis, séparés par un tiret.

La métaheuristique proposée a été implémentée en C++ et
compilée avec GNU C++ 13.2.0 en utilisant les options -O3

Inttps://github.com/zzFreya/SALB3PM/tree/main

benchmarks/1993
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et -march=native. La méthode MaxSAT, présentée dans la
section 3 et issue de [1“], a été¢ implémentée en Python et
utilise le package PySAT [10]. La méthode est lancée avec
un solveur MaxSAT exact (afin de voir les instances pour
lesquelles la valeur de la solution optimale est trouvée),
ainsi qu’un solveur heuristique :

e MaxHS [/] (solveur MaxSAT exact) : Ce solveur
repose sur une architecture hybride combinant les
techniques modernes de résolution SAT avec des
méthodes d’optimisation en programmation entiere.

* NuWLS-c [?] (solveur MaxSAT heuristique) : Ce
solveur utilise une approche par portfolio combinant
deux moteurs : une recherche locale MaxSAT avancée
et le MaxSAT TT-Open-WBO-Inc. La version que
nous avons utilisée a remporté la premiére place
dans les quatre catégories incompletes du 1’évaluation
MaxSAT 2023 °.

L’ensemble des expériences a été réalisé sur la plateforme
MatriCS”, sur un serveur fonctionnant sous Rocky Linux
8.6, équipé de processeurs Intel Xeon E5-2680 v4 cadencés
jusqu’a 2,40 GHz. Un seul thread a été utilisé pour toutes
les expériences. Pour chaque instance, la métaheuristique
proposée a été exécutée 10 fois. La valeur o du générateur
de solutions initiales a été fixée a 0,3. Pour la méthode
exacte, la limite de temps a été fixée a 7200 secondes, et
pour les méthodes heuristiques (MaxSAT avec NuWLS-c
et la métaheuristique introduite), elle a été fixée a 1000
secondes.

Le Tableau 3 résume les résultats sur deux catégories
d’instances : les instances dont les solutions optimales
sont connues (O PT) totalisant 83 instances, et 1’ensemble
complet des 130 instances (ALL). Pour I’ensemble
complet, la métaheuristique est comparée avec la valeur de
la solution optimale. Pour les instances dont les solutions
optimales sont connues, les résultats de la méta-heuristique
(MetaH) et de la résolution MaxSAT heuristique sont
comparés, avec les métriques suivantes :

e Les écarts relatifs maximum (gap.max) et moyen
(gap.avg) par rapport a la meilleure solution connue
pour chaque instance;

* Le pourcentage d’instances pour lesquelles chaque
méthode a obtenu :

la meilleure solution (#best)

la meilleure solution de fagon consistante sur
tous les lancements (#best10)

— au moins une solution faisable (#feasible)

des solutions faisables a chaque lancement
(#feasible10)

211ft1«;: maxsa
311ft1 S:
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Table 2: Résumé des résultats des heuristiques sur chaque famille d’instances

name #tasks  #machines normal extended
o : cycle gap (%)  t(s) Fiterations feas. (%) cycle gap (%)  t(s) Hiterations feas. (%)
MERTENS 7 2-6 6-15 000 00 I8 100.0 8-20 000 03 11228 100.0
BOWMANS 8 3.7 17-28 000 00 2.8 100.0 23-37 387 0.1 2715 100.0
JAESCHKE 9 4-8 6-10 000 00 5.1 100.0 8-13 563 41 16119.5 100.0
JACKSON 11 2-6 9-23 000  89.0 3821364 100.0 12-30 138 86 19664.6 100.0
MANSOOR 11 1-5 45-185 000 0.1 103.0 100.0 59-241 975 240 40786.4 100.0
MITCHELL 21 3-7 16 - 35 036 350 31970.8 100.0 21 - 46 390 562 33399.2 100.0
ROSZIEG 25 5-9 16 - 26 171 1395 96666.8 100.0 21-34 757 2707 112665.2 100.0
HESKIA 28 2-6 171-512  -1.65 385.6 48887.4 1000 223-666  -31.68 303.3 8962.0 100.0
BUXEY 29 8-12 28-41 203 3157 255088.0 100.0 37-54  -1928 3952 41585.9 100.0
SAWYER30 30 8-12 28-41 374 4656 348708.0 100.0 37-54 1786 365.5 30136.5 100.0
GUNTHER 35 8-12 44-63 231 3927 152396.7 100.0 58-82 3186 3994 34261.2 100.0
WARNECKE 58 17-21 76 - 92 - - - 0.0 99-120  -3599 4284 3458.1 100.0
LUTZ2 89 22-26 19-23  -1413 4713 61436.6 80.0 25-30  -37.60 440.6 6246.6 100.0
021 18438 117344.3 90.8 1210 2074 26821.5 100.0

. ALL OPT faisabilité, I’algorithme a trouvé des solutions réalisables
Métrique (%) o ;

MetaH | MetaH MaxSAT dans toutes les exécutions pour 124 instances (95,38% des
gap.max 2407 | 24.07 107.32 instances), et n’a pas produit de solutions réalisables pour
gap.avg -6.50 2.31 4.27 6 instances difficiles (4,62% des instances). L’analyse

#best 63.08 51.81 80.72 comparative montre que, pour les instances avec des
#besFIO 62.31 50.60 R solutions optimales connues, notre méthode surpasse le
#fea.s1b1e 95.38 | 100.00  100.00 solveur heuristique MaxSAT en termes de gaps moyens
#feasible10 95.38 | 100.00 ' et maximums d’optimalité. Toutefois, le solveur MaxSAT

Table 3: Résumé des résultats des heuristiques sur les 130
instances

Le Tableau 2 détaille les résultats de la métaheuristique sur
chaque famille d’instances. Pour les instances normales et
étendues, nous fournissons 1’écart moyen entre la solution
trouvée par la métaheuristique et la meilleure solution
connue, le temps moyen (f) mis par la métaheuristique
pour trouver sa meilleure solution et le nombre moyen
d’itérations (#iterations) nécessaire a la métaheuristique
pour trouver sa meilleure solution. Nous indiquons
également le pourcentage de solutions réalisables trouvées
par la métaheuristique.

En ce qui concerne les instances dont les solution optimales
sont connues, nous fournissons des comparaisons détaillées
entre notre méthode proposée et la formulation MaxSAT
résolue via une approche heuristique, avec des métriques
calculées par rapport aux valeurs des solutions optimales

connues. Pour les autres instances, les métriques sont
calculées en comparant les performances de notre
méthode aux meilleures solutions obtenues par la

formulation MaxSAT, qu’elle soit résolue exactement ou
heuristiquement.

Les résultats expérimentaux présentés dans le Tableau 3
montrent que la métaheuristique proposée a égalé ou
amélioré les meilleures solutions connues lors des 10
exécutions indépendantes pour 81 instances (soit 62,31%
des instances). Si I’on considere les cas ou la meilleure
solution connue a été atteinte ou dépassée dans au
moins une exécution, ce nombre passe a 82 instances
(soit 63,08% des instances). En ce qui concerne la
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heuristique a identifi€é des solutions optimales pour
28,92% d’instances supplémentaires. Une analyse plus
approfondie du Tableau 2 révele que les performances de
la métaheuristique s’améliorent considérablement pour les
instances de plus grande taille, avec des gains moyens d’au
moins 17% par rapport a la meilleure solution connue pour
les cas comportant plus de 25 taches et des temps de cycle
étendus.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé une approche
métaheuristique pour le probleme d’équilibrage de ligne
d’assemblage avec minimisation des pics de consommation
énergétique (SALB3PM). Nous nous sommes intéressés
a deux méthodes : une métaheuristique a redémarrages
multiples contenant une recherche locale exploitant trois
structures de voisinage ; et une formulation MaxSAT issue
de travaux précédents [/ ]. Les résultats expérimentaux
montrent que la nouvelle métaheuristique est efficace pour
trouver des solutions de haute qualité, en égalant ou en
améliorant la meilleure solution connue pour 62,31% des
instances lors de toutes les exécutions, et en obtenant des
solutions réalisables pour 95,38% des instances. De plus,
pour les instances comportant plus de 25 tiches et des
temps de cycle étendus, la métaheuristique améliore la
meilleure solution connue d’au moins 17%. Les approches
MaxSAT ont quant a elles des résultats qui se confirment
pertinents par comparaison avec la métaheuristique.

Une partie des travaux futurs concerne 1’amélioration de la
métaheuristique via ’ajout d’autres structures de voisinage
afin d’examiner de nouveaux espaces de solutions, la prise
en compte de I’historique des solutions pour accélérer
le processus de recherche, et 1’étude de représentations
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alternatives des solutions. Nous prévoyons également de
réguler automatiquement le parametre o au cours de la
recherche, afin d’équilibrer dynamiquement 1I’exploration
et I’exploitation. Par ailleurs, pour les instances difficiles
ou il est compliqué de trouver des solutions faisables, une
piste consiste a relacher la contrainte sur le nombre de
postes de travail afin de faciliter la recherche. Enfin, compte
tenu de la pertinence a la fois de la métaheuristique et
de I’approche MaxSAT et du comportement différent de
chacun en fonction de la famille d’instances étudiée, nous
comptons explorer ’hybridation entre les métaheuristiques
et les méthodes exactes. Une direction possible serait de
résoudre le sous-probléme de détermination des délais des
taches a 1’aide d’une formulation MaxSAT, pour obtenir des
solutions plus précises et plus efficaces.
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Résumé

Les puzzles de type Edge-matching — dont Eternity II (ir-
résolu depuis 2007) est un exemple emblématique — sont
I’archétype du probleme combinatoire difficile a résoudre.
Ce probleme a été abordé avec le parti pris de se limiter
a des modélisations simples, implémentables ex nihilo en
moins de 100 d’heures d’ingénierie, en utilisant la techno-
logie SAT. Quatre encodages CNF ont été essayés. Le plus
efficace s’est avéré étre celui qui produit les plus petites
formules, bien que ce soit le seul qui ne permette pas a la
propagation unitaire de restaurer la cohérence de domaine
sur les contraintes de concordance de motifs.

Mots-clés
Concordance de motifs, encodage CNF, SAT, CSP

Abstract

Edge-matching puzzles — of which Eternity Il (unsolved
since 2007) is an iconic example — are the archetype of
the notoriously difficult combinatorial problem. This pro-
blem was tackled with the aim of restricting the models to
simple ones, implementable from scratch in less than 100
engineering hours, using SAT technology. Four CNF enco-
dings were attempted. The most effective turned out to be
the one that produced the smallest formulas, although it is
the only one that does not allow unit propagation to restore
domain consistency on the pattern-matching constraints.

Keywords
Edge Matching Problems, CNF encoding, SAT, CSP

1 Introduction

Le probleme "Edge Matching Puzzle", popularisé par la
commercialisation du jeu Eternity II en 2007, constitue un
terrain idéal pour challenger les techniques les plus effi-
caces de résolution de problemes combinatoires. Les ins-
tances basées sur des grilles de dimensions supérieures a
10 x 10 sont de véritables challenges pour les solveurs SAT
les plus performants, sans compter que le puzzle original
de 2007, de dimension 16 par 16, est encore irrésolu au-
jourd’hui.

Quatre encodages CNF ont été essayés. Ils se différen-
cient par la modélisation des contraintes de concordance de
motifs, la maniere de les encoder en clauses proposition-
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nelles, et les capacités déductives de la propagation uni-
taire appliquée aux formules produites. Il s’avere que le
codage le plus performant est celui qui propage le moins,
mais qui produit les plus petites formules, ce qui confirme
qu’il est hasardeux de choisir a priori un encodage CNF de
contraintes énumératives sur le seul critere de sa capacité a
permettre a la propagation unitaire de restaurer la cohérence
de domaine, que nous appellerons DC-compliance dans la
suite de I’article. Une telle observation a déja été faite, no-
tamment dans [ 0] et [15], mais entre des représentations
respectivement linéaires et logarithmiques des valeurs des
variables, alors que les encodages comparés dans cet article
sont tous basés sur des représentations linéaires.

Le puzzle Eternity II est constitué d’une grille carrée de
16x16 et 256 pieces carrées ayant des motifs sur chacun
de leurs 4 cotés. Un motif spécifique, de couleur grise, in-
dique que le cdté concerné doit étre situé en bordure de la
grille. Quatre pieces de coin possédent chacune deux co-
tés gris. Cinquante-six pieces de bords posseédent chacune
un cOté gris. Les 196 autres pieces, dites centrales, ne pos-
seédent aucun coté gris. Le but du jeu est de choisir, pour
chaque piece, une position et une orientation telles que
chaque bord gris se situe en bordure de la grille (on dira
que les contraintes de bords sont respectées) et que chaque
paire de pieces adjacentes aient les mémes motifs sur leurs
cOtés contigus (on dira que les contraintes de concordance
de motifs sont respectées). Deux millions de dollars étaient
promis a la premiere personne trouvant une solution avant
le 31 décembre 2008. Cette date limite a été repoussée au 31
décembre 2009, puis 2010, mais aucune solution n’a encore
été exhibée au moment ou je rédige cet article, en février
2025.

Le puzzle Eternity II est une instance d’un probleme NP-
complet [ /], qui a inspiré plusieurs travaux dans le milieu de
la recherche en informatique et au-dela, visant essentielle-
ment a maximiser le nombre de concordances de motifs de
I’instance originale et des variantes dont les plus connues,
de dimensions 10 x 10, 12 x 12, 14 x 14, 16 x 16 ont été
publiées a 1’occasion du "Meta 2010 Eternity II contest"
[V]. Ces instances sont challengées comme des problemes
d’optimisation, notamment dans [ 3, 14, [7].
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FIGURE 1 — Une instance résolue de Edge-Matching pro-
blem.

2 Résolution avec un solveur SAT

Les quatre encodages CNF ayant été essayés pour la réso-
lution du probleme a I’aide d’un solveur SAT reposent sur
quatre modélisations de plus haut niveau sous forme de ré-
seaux de contraintes a domaines finis. Dans cette section,
ces quatre modeles sont d’abord présentés, puis leur traduc-
tion en clauses propositionnelles sont ensuite explicitées.
Enfin, les capacités de déduction de la propagation unitaire
appliquée a ces encodages sont comparées.

On notera n le nombre de lignes et de colonnes de la grille,
dont chaque case sera identifiée par ses coordonnées (i, j)
aveci,j € {0,...,n—1}. On notera m le nombre de motifs
possibles pour les cotés des pieces, sans comptabiliser le
motif de bordure de grille. Les motifs seront identifi€s par
les entiers 0 a m, 0 désignant le motif de bordure. Les pieces
sont numérotées de 0 a n? — 1.

2.1 Modélisation a I’aide de contraintes

Les noms des quatre modeles présentés indiquent la na-
ture des contraintes de concordance qui imposent que
les motifs des cOtés en contact de deux pieces situées
dans des cases contigués soient identiques. FULL exprime
que chaque situation d’adjacence est représentée par une
seule contrainte énumérative, HALF exprime que chaque
contrainte de concordance est décomposée en deux demi-
contraintes connectées par des variables représentant le mo-
tif des deux bords en contact. Le chiffre qui suit indique
I’arité des contraintes énumératives.

2.1.1 Modele FULL-4
A chaque case de la grille de coordonnées (i, j) sont asso-
ciées deux variables :

— Une variable P; ; de domaine {0, ...,n? — 1}, dont

la valeur indique la piece présente dans la case.
— Une variable O; ; de domaine {0,...,3}, dont la
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valeur indique I’orientation de la piece présente
dans la case.

Les contraintes sont les suivantes :

1. Chaque picce occupe exactement une case
alldiff(P; ;).

2. A chaque paire (i,7), (k,I) de cases contigués,
verticalement ou horizontalement, on associe une
contrainte de concordance reliant les variables F; ;,
O;,5, Pr, et Oy,. Cette contrainte est définie en
extension. Elle exprime les combinaisons (piece,
orientation) qui assignent le méme motif aux cotés
en contact.

2.1.2 Modele FULL-2

Ce modele est utilisé dans [!]. On reprend le principe de
FULL-4, mais en fusionnant les variables indiquant la piece
située dans chaque case et son orientation, de maniere a
rendre binaires les contraintes de concordance. A chaque
case (7, j) est donc associée une seule variable (); ; de do-
maine 0. . . 4n? —1 dont chaque valeur représente une piece
et une des orientations possibles de cette piece.

Les contraintes sont les suivantes :

1. Chaque piece occupe exactement une case.

2. A chaque paire (i,7), (k,I) de cases contigués,
verticalement ou horizontalement, on associe une
contrainte de concordance reliant les variables @; ;
et Qi,. Cette contrainte est définie en extension.
Elle exprime les combinaisons (piece, orientation)
qui assignent le méme motif aux cotés en contact.

2.1.3 Modele HALF-3

Pour chaque case (i, j), on reprend les variables P; ;, O; ;
et la contrainte alldiff(P; ;) du modele FULL-4 et on in-
troduit des variables supplémentaires a domaines 0...m
représentées par les symboles U; ; (pour up), R; ; (pour
right), D; ; (pour down) et L; ; (pour left). Les symboles
associé€s a deux bords en contact représentent une méme
variable. Par exemple, Ry o et Ly, représentent une méme
variable.

Pour chaque case (i, j), 4 contraintes d’arité 3 définissent
le motif de chaque coté :

1. Une contrainte reliant P; ;, O; j et U; ;.
2. Une contrainte reliant P; ;, O; j et R; ;.
3. Une contrainte reliant P; ;, O; ; et D; ;.
4. Une contrainte reliant P; ;, O; j et L; ;.

Ces contraintes sont définies en extension.

Des contraintes supplémentaires restreignent les valeurs et
orientations des pieces situées dans les cases de bords et de
coins, ainsi que les valeurs des piéces situées dans les cases
centrales.

Ce modele est tres proche de celui utilisé dans [0], dans
lequel des variables distinctes sont utilisées pour représen-
ter les motifs des 4 bords de chaque piéce, avec ajout de
contraintes d’égalités entre bords contigus.



2.1.4 Modele HALF-2

On reprend le principe HALF-3, mais en fusionnant les va-
riables représentant la piece située dans une case et son
orientation selon le principe du modele FULL-2. La figure
2 donne une vue synthétique des contraintes représentant
les régles de concordance de motifs pour chacun des 4 mo-
deles.

B 04 PO | B 04 |[M]| PO
FuLL- Ly HALE-3

| 04 G‘L. | I 04 HI OL
FuLl- 2 HALF-2

FIGURE 2 — Vue synthétique des contraintes exprimant les
regles de concordance des motifs entre pieces adjacentes
dans les 4 modeles proposés.

2.2 Puissance déductive de la propagation

2.2.1 Propagation de FULL-4 versus HALF-3

Avant de passer aux encodages CNF ayant été utilisés pour
ces quatre modeles, il est intéressant de comparer les ca-
pacités de déduction de la restauration de la cohérence de
domaines sur les contraintes utilisées, aussi appelée propa-
gation.

Le premier point important est que la décomposition de
chaque contrainte d’adjacence en deux demi-contraintes,
avec introduction de variables auxiliaires, n’affecte pas les
déductions réalisables par propagation. En effet, les mémes
informations peuvent étre déduites par propagation des
contraintes de concordance de FULL-4 et HALF-3.
Rappelons que chaque contrainte de concordance de mo-
tifs entre cases contigués de FULL-4 est décomposée dans
HALF-3 en deux contraintes reliées par une variable qui re-
présente le motif commun aux deux cOtés en contact des
pieces concernées.

Soient deux cases contigués C et Cs. Soient g la contrainte
de concordance sur Py, O, P>, O associée a la frontiere
commune entre ces deux cases. Soient ¢; sur Py, Oy, M et
g2 sur P», Oy, M, les contraintes représentant la décompo-
sition de q.

Soit une valeur P; = p n’ayant pas de support pour q. Soit d
I’ensemble des motifs appartenant a des supports de P, = p
pour ¢;. Le fait que P, = p n’ait pas de support implique
qu’aucune des assignations autorisées de P et O ne com-
porte un motif de d sur le c6té de C'5 en contact avec C. En
conséquence, la propagation de ¢ retire ces motifs du do-
maine de M, ce qui permet a la propagation de ¢; de retirer
p du domaine de P;. Symétriquement, toute valeur P, = v
n’ayant pas de support pour ¢ est filtrée par la propagation
de ¢; et go.
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Un raisonnement similaire, appliqué a une valeur O; = r
(respectivement O, = r) n’ayant pas de support pour g,
montre que les propagations de ¢; et g retirent r du do-
maine de O; (respectivement O).

2.2.2 Impact de la fusion des variables dans FULL-2
et HALF-2

Les deux variables de HALF-3 représentant respectivement
la piece située dans une case et son orientation sont fusion-
nées en une seule dans HALF-2, dans le but de représenter
les regles de concordance par des contraintes binaires. Cette
fusion permet de réaliser toutes les propagations supportées
par HALF-3, et plus encore, car certaines déductions pou-
vant étre inférées par restauration de la cohérence de do-
maine sur les demi contraintes de concordance binaires ne
sont pas représentables par des sous-domaines des variables
utilisées par les demi contraintes de concordance d’arité 3
du modele HALF-3.

Plus précisément, certaines assignations partielles des va-
riables fusionnées de HALF-2 permettent de représenter
des situations qui ne sont pas représentables par des assi-
gnations partielles de variables de HALF-3. Par exemple,
pour un puzzle de 4 X 4, I'assignation Q22 € {19,33}
de HALF-2, qui exprime que la case (2,2) peut étre oc-
cupée uniquement par la piece 3 en orientation 1 ou par la
picce 1 en orientation 2, ne peut étre représentée par aucune
assignation partielle de HALF-3. L’assignation partielle de
HALF-3 la plus restrictive couvrant ces deux possibilités
est Poo € {1,3}, O22 € {1,2}, qui donne moins d’in-
formation, puisqu’elle couvre quatre configurations (piece
1 en orientations 1 et 2 et piece 3 en orientations 1 et 2) au
lieu de deux.

Ho%6- 1L Hof2.3
Qo P O
O(HMe B« Hx MW [ B [ B
Alm me@mmol || @>| |
. T(He B E: Hs 1 <D
pece | 3 | ms o o ma | | || | o

i : ! i orienYalrion.
A5 s B Be Ea
orienrakrio.—>p 4 L 3

FIGURE 3 — Une assignation partielle de la variable de fu-
sion Q2 2 du modele HALF-2 et I’assignation partielle la
plus restrictive des variables correspondantes du modele
HALF-3 qui couvre les mémes configurations (piece, orien-
tation).

Le méme raisonnement s’applique a la fusion des variables
représentant les pieces et orientations permettant de passer
du modele FULL-4 au modele FULL-2.

En résumé, le modele HALF-2 permet de réaliser plus
de propagations que le modele HALF-3 parce qu’il ex-
ploite des représentations plus expressives des combinai-
son (piece , orientation). Pour la méme raison, le modele
FULL-2 permet de réaliser plus de propagations que le mo-
dele FULL-4. Les modeles HALF-3 et FULL-4 permettent
de réaliser les mémes propagations sur les variables repré-
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sentant les pieces et leurs orientation, mais HALF-3 per-
met de réaliser en plus des propagations prenant en compte
les variables de motifs, qui n’existent pas dans FULL-4. La
méme remarque s’ applique a HALF-2 et FULL-2. Par ordre
décroissant de puissance de propagation, on a donc HALF-
2, puis HALF-3 et FULL-2, et enfin FULL-4. HALF-3 et
FULL-2 sont difficiles a comparer car HALF-3 tire parti
des variables de motifs et peut permettre a un solveur de
faire des hypotheses sur ces variables, alors que FULL-2
n’a pas cet avantage, mais permet des représentations plus
fines des combinaisons (piece, orientation).

2.3 Encodage des contraintes en CNF

2.3.1 Contraintes d’unicité

Chaque variable initiale V' de domaine a...b est traduite
par n variables propositionnelles qui seront notées V' =
a,...,V = b. Un ensemble de clauses exprime 1’unicité
de la valeur de V en utilisant I’encodage proposé dans [ 1],
de taille linéaire, avec un nombre linéaire de variables auxi-
liaires. Une telle contrainte peut étre encodée sans variables
auxiliaires avec un nombre quadratique de clauses, mais des
essais réalisés avec les instances de probleémes utilisés pour
comparer les différents encodages ont montré que cette op-
tion est moins efficace.

La contrainte alldiff des modeles FULL-4 et HALF-3 est
spécifiquement une contrainte de permutation. Elle est dé-
composée en deux contraintes d’unicité : une qui exprime
que chaque case contient exactement une piece, et une qui
exprime que chaque piece occupe exactement une case. La
premiere contrainte est déja nécessaire pour encoder 1’uni-
cité de la valeur assignée a chaque variable. La deuxieme
est encodée de la méme maniére, avec 1’approche présentée
dans [! |]. Une telle décomposition ne permet pas a la pro-
pagation unitaire du solveur SAT de restaurer la cohérence
de domaine du alldiff, mais aucun encodage ne le permet
avec un nombre polynomial de clauses [].

Dans les modeles FULL-2 et HALF-2, la nécessité que
chaque piéce p € 0..n%—1 occupe exactement une case est
encodée par une contrainte d’unicité entre les 4n? variables
propositionnelles Q; ; = rn*+ppouri, j € {0,...,n—1}
etr € {0,...,3}, qui exprime qu’une case et une seule
contient la piéce p dans une et une seule orientation r.

2.3.2 Contraintes énumératives

Les contraintes de concordance de motifs entre pieces adja-
centes se présentent sous forme énumérative dans les quatre
modeles proposés, mais des approches différentes ont été
adoptées pour les encoder en CNF.

Les contraintes d’adjacence du modele FULL-4 ont été en-
codées avec la méthode introduite dans [”], qui est une
généralisation du « support encoding » introduit dans [¢]
dans le cadre restreint des contraintes binaires. Cette ap-
proche encode en CNF chaque propagation possible de la
contrainte source en introduisant une variable auxiliaire
pour chaque support. Le nombre de clauses produit est en
O(km), avec k I'arité de la contrainte source et m son
nombre de solutions.

Les contraintes d’adjacence binaires des modeles FULL-2
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et HALF-2 ont été encodées avec la technique « support
encoding » introduite dans [“], qui permet a la propaga-
tion unitaire de restaurer la cohérence de domaine de la
contrainte source sans ajout de variables auxiliaires, avec
un nombre de clauses proportionnel au nombre de solutions
de la contrainte source.

Dans le cas du modele HALF-3, dans lequel les regles d’ad-
jacence sont décomposées en deux contraintes ternaires
partageant une méme variable auxiliaire, le choix d’un en-
codage plus concis a été fait : pour chaque case (4,j),
chaque piece p et chaque orientation r, et chaque variable
C associée a un coté de la case, la clause

~(P;; =p)V=(0i;=7)V(C=m)

est produite, ol m est le motif placé sur le coté désigné par
C lorsque la piece p a I’orientation 7.

En complément, des clauses sont ajoutées pour encoder les
propriétés suivantes (qui sont prises en compte implicite-
ment dans les autres modeles) :

1. Une case de coin ne peut contenir qu’une piece de
coin, dans une seule orientation possible.

2. Une case de bord ne peut contenir qu’une piece de
bord, avec une seule orientation possible.

3. Une case de centre ne peut contenir qu’une piece de
centre.

Cet encodage ne permet pas a la propagation unitaire
de restaurer completement la cohérence de domaine des
contraintes de concordance de motifs. Il ne permet méme
pas a la propagation unitaire de détecter certaines incohé-
rences. Par exemple, supposons que le domaine de la va-
riable P contient uniquement des pieces dont les cotés
ne sont ni rouge, ni vert, que le domaine de la variable
P, 5 contient uniquement des motifs dont les c6tés sont
rouges ou verts, et que le domaine de la variable R, i, aussi
nommée L 2, qui représente le motif de 1’aréte commune
des cases (1,1) et (1,2), contienne toutes ses valeurs ini-
tiales. Une restauration de la cohérence de domaines des
contraintes énumératives sous-jacentes aurait pour effet de
propager R; ; # rouge et Ry 1 # vert, puis de retirer toutes
les valeurs du domaine de P; ». Mais les clauses de I’enco-
dage HALF-3 ne permettent pas ces propagations.

2.4 Comparaison synthétique des quatre en-
codages CNF

Voici un bref résumé des points faibles et des points forts
des 4 encodages CNF.

Les encodages FULL-2 et HALF-2 sont ceux qui per-
mettent a la propagation unitaire de réaliser le plus de dé-
ductions, d’une part grice a une représentation des combi-
naisons (pieces, orientations) qui maximise la quantité d’in-
formation représentable par les assignations partielles, et
d’autre part en réalisant toutes les inférences relevant de la
restauration de la cohérence de domaine. Le modele HALF-
2 al’avantage de produire des formules de plus petite taille.
Le modele FULL-4 utilise une représentation moins expres-
sive que FULL-2 et HALF-2. Son encodage CNF permet a



la propagation unitaire de restaurer complétement la cohé-
rence de domaine des contraintes de concordance de motifs,
mais au prix de I’ajout de variables auxiliaires qui ne sont
pas nécessaires dans les représentations CNF de FULL-2 et
HALF-2. De surcroit, c’est celui des quatre encodages im-
plémentés qui produit les plus grosses formules. Il ne pré-
sente a priori aucun avantage par rapport a FULL-2-CNF et
HALF-2-CNFE.

La représentation adoptée pour encoder HALF-3 en CNF
est celle qui propage le moins. C’est la conséquence du
choix qui a été fait de privilégier la compacité des formules
produites au détriment des déductions réalisables par pro-
pagation unitaire. "Sur le papier"”, le seul intérét de 1’en-
codage CNF choisi pour le modele HALF-3 est donc de
produire de plus petites formules que tous les autres en-
codages, mais sans toutefois changer I’ordre de grandeur
de leurs tailles. Selon des critéres basés sur les capacités
de propagation, on pourrait considérer un tel choix comme
une erreur de conception. Et pourtant, les résultats présen-
tés dans la section suivante montrent que c’est I’encodage
le plus efficace !

3 Résultats

Les différentes approches de résolution ont été appliquées a
des lots de 100 instances de puzzle de tailles 5 x 5 a 10 x 10
générées aléatoirement, avec une limite de temps de 1000
secondes pour chaque instance, sur un ordinateur MacBook
M1 Pro. Un vérificateur a été utilisé pour valider toutes les
solutions trouvées.

La production d’un puzzle aléatoire de n x n avec m motifs
différents se fait en trois étapes :

1. Production d’une solution d’un puzzle torique (donc
sans bordure, le bord bas d’une piece située sur la
derniere ligne est en contact avec le bord haut de
la pieéce située sur la premiere ligne dans la méme
colonne, le bord droit d’une piece située sur la der-
niere colonne est en contact avec le bord gauche de
la piece de la mé€me ligne située sur la premiere co-
lonne) avec équilibrage des nombres d’occurrences
de motifs identiques, au sens ol chaque motif ap-
parait 2n?/m fois ou 1 + 2n?/m fois sur les 2n?
frontieres entre pieces contigués.

2. Assignation du motif 0 & chacun des 4n bords de la
grille.

3. Mélange des pieces ainsi obtenues.

Les résultats obtenus avec les quatre encodages CNF et la
version 4.0.1 du solveur kissat [5] (en utilisant les para-
metres par défaut) sont présentés dans les tableaux 4, 5,
6, 7 du plus performant au moins performant. Les temps
moyens de résolution ont été calculés uniquement sur les
instances résolues.

Pour les quatre encodages, la dispersion des temps de ré-
solution entre puzzles de méme taille est tres élevée. Par
exemple, dans le lot de puzzles de 8 x 8, avec I’encodage le
plus performant, on constate un facteur 100 entre les temps
de résolution minimaux et maximaux. Les 6 puzzles de 9x9
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résolus le plus rapidement (moins de 63 secondes) sont trai-
tés plus rapidement que les 6 puzzles de 8 x 8 dont la réso-
lution prend le plus de temps (plus de 63 secondes).

La mauvaise performance du FULL-4 montre que la DC-
compliance ne garantit pas 1’efficacité d’un encodage CNF
de contraintes énumératives, en particulier lorsqu’il intro-
duit des variables impliquées.

L efficacité relative de HALF-3 par rapport 8 HALF-2 est
surprenante, car le second permet toutes les propagations
possibles de chaque contrainte de concordance de motifs,
alors que le premier ne permet méme pas a la propagation
unitaire de détecter les incohérences sur ces contraintes, qui
sont par ailleurs décomposées de la méme maniere dans les
modeles CSP sous-jacents. En outre, les formules produites
par HALF-2 ne sont que deux fois plus grosses que celles
produites par HALF-3.

Les performances relativement proches de FULL-2 et
HALF-2 n’appellent pas de commentaire.

3.1 Conclusion et perspectives

La résolution du probleme de recherche de type « Edge
matching puzzle », connu sous le nom commercial « Eter-
nity II », a été abordée avec quatre encodages CNF et un
solveur SAT « Up-to-date ».

Les modeles utilisés sont directement inspirés de la spé-
cification native du probléme, reposant sur des contraintes
de concordance de motifs sur les paires de cases contigués.
Bien que la littérature propose des modeles plus sophisti-
qués, impliquant des contraintes sur un nombre plus élevé
de cases [0, 7], elles n’ont pas été exploitées ici. En effet,
I’objectif de ce travail n’était pas de relever le défi particu-
lier posé par ce probleme, mais plutdt de le traiter comme
un exemple type de probleme combinatoire difficile se pré-
sentant sous la forme d’un réseau relativement homogene
de contraintes de méme nature et de méme taille.

Le codage CNF qui s’est avéré le plus efficace est celui
qui produit les plus petites formules, mais au prix d’une
réduction drastique des capacités de déduction de la réso-
lution unitaire, puisque les propagations des contraintes de
concordance de motifs ne peuvent se faire que lorsque la
piece située dans une case et son orientation sont complete-
ment déterminées.

Ce constat nous rappelle que la résolution des problemes
NP-complets releve encore aujourd’hui d’une démarche es-
sentiellement expérimentale, et que nous sommes loin de
comprendre parfaitement les criteres d’efficacité des sol-
veurs CDCL. Le cas du codage HALF-3 mérite une étude
plus approfondie. Pourquoi est-il plus efficace qu’un co-
dage produisant des formules de taille seulement deux fois
plus grande tout en permettant plus de propagations ? Est-
ce que les propagations supplémentaires sont inutiles pour
la recherche d’une solution? (Le seraient-elles pour une
preuve d’incohérence?) Ou bien les clauses apprises par
le solveur permettent-elles de réaliser certaines propaga-
tions qui ne sont pas initialement implémentées dans 1’en-
codage ?

Il semble donc utile d’étudier plus en détail le comporte-
ment des solveurs CDCL sur des formules CNF résultant
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d’un encodage de contraintes, et en particulier I’hypothese
que ces solveurs puissent compenser des déficits de propa-
gation en produisant des clauses permettant de réaliser des
propagations qui ne sont pas initialement supportées.
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taille # variables | #clauses | poids | % résolu | temps moyen
5x5 2.6k 15k 0.2 Mo 100 0.03
6x6 5.2k 31k 0.5 Mo 100 0.18
Tx7 9.1k 57k 1 Mo 100 1.39
8% 8 15k 97k 1.7 Mo 100 20.2
9%x9 24k 154k 2.7 Mo 49 380
10 x 10 35k 233k 4.5 Mo 0 —
FIGURE 4 — Résultats de I’encodage HALF-3
taille # variables | # clauses | poids | % résolu | temps moyen
5x5H 7.5k 23k 0.3 Mo 100 0.00
6x6 15k 48k 0.8 Mo 100 0.09
TxT 29k 90k 1.8 Mo 100 1.04
8 x 8 49k 155k 3.8 Mo 100 27.8
9x9 79k 250k 7.6 Mo 30 425
10 x 10 120k 383k 14 Mo 0 —
FIGURE 5 — Résultats de ’encodage FULL-2
taille # variables | # clauses | poids | % résolu | temps moyen
5x5 8k 28k 0.4 Mo 100 0.00
6x6 17k 58k 0.9 Mo 100 0.03
TxT7 30k 107k 1.7 Mo 100 0,54
8 x 8 51k 180k 3.1 Mo 100 28.6
9%x9 82k 286k 5 Mo 25 530
10 x 10 124k 433k 7.8 Mo 0 —
FIGURE 6 — Résultats de I’encodage HALF-2
taille | # variables | # clauses | poids | % résolu | temps moyen
5x5 21k 64k 0.7 Mo 100 0.34
6x6 80k 230k 3.5Mo 100 2.68
77 246k 736k 12 Mo 100 474
8% 8 672k 2010k 33 Mo 37 497
9%x9 1470k 4420k 75 Mo 0 —

FIGURE 7 — Résultats de I’encodage FULL-4
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Alice Burlats, Cristel Pelsser, Pierre Schaus
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Résumé

Un systeme de gestion de réseau robuste doit permettre de
détecter et de diagnostiquer rapidement les pannes. Avec la
tomographie booléenne, la surveillance d’un ensemble suf-
fisant de routes permet de rendre toute panne détectable et
identifiable de maniére unique (I-identifiable). Etant donné
que ces sondes générent du trafic dans le réseau, il est cru-
cial de sonder le plus petit ensemble de routes possible
tout en garantissant une supervision efficace. Pour ce pro-
bléme nous expérimentons une approche basée sur la gé-
nération de colonnes pour résoudre les problemes de mé-
moire rencontrés par un modele de programmation linéaire
en nombres entiers tout en retournant de meilleures solu-
tions qu’un algorithme glouton.

Mots-clés

Tomographie booléenne, supervision de réseaux, program-
mation linéaire en nombres entiers, génération de colonnes

1 Introduction

Les pannes dans les réseaux informatiques sont fréquentes.
Elles surviennent suite a des erreurs de configurations, des
cables endommagés, des phénomenes naturels ou simple-
ment ’usure. La tomographie booléenne consiste a déter-
miner I’état de chaque nceud a 1’aide de mesures et de regles
d’inférence. Lorsqu’un nceud tombe en panne, toutes les
routes le traversant tombent également en panne. Une sonde
(un paquet ICMP) peut donc étre envoyée le long d’une
route pour vérifier si elle atteint sa destination, et donc s’as-
surer que la route, et tous les noeuds qu’elle traverse, est
fonctionnelle. En sondant régulierement un ensemble suffi-
sant de routes de mesure, ol chaque nceud est traversé par
au moins une route, toute panne dans le réseau peut étre
détectée.

Au-dela de la détection des défaillances, il est possible de
les localiser. L’ensemble des routes de mesures qui tra-
versent un nceud constitue son symprome, ce qui signifie
que sa défaillance entrainera la coupure de toutes ces routes.
La défaillance d’un seul nceud peut étre localisée si chaque
nceud présente un symptdme unique. Cette condition est
connue sous le nom de 1-identifiabilité.

La Figure | présente une petite topologie de réseau. Les
styles de lignes et les couleurs représentent les différentes
routes de mesure. Dans (1), chaque nceud est traversé par

JFPCQPFTA 2025

2025

38

0 0

ICEORCEER =020

FIGURE 1 — Illustration de la 1-identifiabilité. Avec les
routes mises en évidence : (1) tous les nceuds sont cou-
verts mais pas 1-identifiables; (2) tous les nceuds sont 1-
identifiables.

(6] (@]

au moins une route de mesure. Ainsi, lorsque 1’un d’entre
eux rencontre une défaillance, il est possible de la détec-
ter. Mais A et D ont la méme signature. Si I’un ou 1’autre
tombe en panne, dans les deux cas la route liant A a E et A
a D ne fonctionne plus. La panne sera détectée mais il sera
impossible de déterminer sans ambiguité sur quel nceud elle
se situe. Le réseau est couvert mais les défaillances ne sont
pas l-identifiables. Dans (2), une route liant E a D a été
ajoutée. Avec cette route supplémentaire, le réseau est 1-
identifiable car chaque nceud est traversé par un ensemble
unique de routes de mesure.

Etre réactif aux défaillances implique d’envoyer des sondes
tres fréquemment, ce qui peut perturber le réseau. Ainsi,
pour limiter ce probleme, il est nécessaire de minimiser le
nombre de routes de mesures qui doivent étre sondées.
Dans notre étude, nous considérons que nous n’avons pas
le contrdle sur la définition des routes dans le réseau : le
protocole de routage offre une route entre chaque paire de
nceuds. Nous piochons un sous-ensemble de routes de me-
sure parmi ces routes pour mesurer le réseau.

Nos contributions peuvent étre résumées comme suit :

Nous formulons le probléme de 1-identifiabilité par
ensembles (1IE) (Section 3);

Nous présentons un algorithme glouton et un modele
de programmation linéaire en nombres entiers (PLNE)
pour résoudre ce probleme (Sections 3.1 et 3.2);

Nous proposons une approche basée sur la génération
de colonnes (GC) pour résoudre un modele utilisant
moins de variables (Section 3.3);

Nous montrons que la génération de colonnes est ca-
pable de trouver de meilleures solutions que le glouton
tout en utilisant moins de 25% des variables du modele
PLNE complet. (Section 4).



2 Travaux antérieurs

Plusieurs approches pour la sélection de routes de mesure
dans un réseau ont été explorées. Stanic et al. [! 1] pré-
sentent un algorithme glouton et un modele PLNE. L’algo-
rithme glouton commence par sélectionner toutes les routes
possibles, puis les supprime une par une jusqu’a ce que la
suppression d’une route supplémentaire entraine une rup-
ture de la couverture ou une violation de la propriété de 1-
identifiabilité. Cette méthode est assez inefficace en termes
de complexité temporelle car le nombre de routes néces-
saires a la supervision est faible, comme montré dans la
section 4. La conception de leur modele PLNE est simi-
laire a celle du notre. Pepe et al. [] congoivent également
un algorithme glouton pour garantir la 1-identifiabilité des
liens dans le réseau. Leur algorithme produit une solution
avec autant de routes que d’éléments a identifier, ce qui est
sans doute sous-optimal.

Plusieurs études [ !, 2, 7, V] traitent d’un probleme connexe
qui implique la sélection de moniteurs a partir des nceuds du
réseau. Dans cette approche, tout chemin reliant deux mo-
niteurs sélectionnés est automatiquement considéré comme
un chemin de surveillance, ce qui élimine le besoin de choi-
sir explicitement les routes. Cette approche conduit a la sur-
veillance d’un plus grand nombre de routes.

3 Définition et approches

Le probleme de 1-identifiabilité par ensemble (1IE) :
Soit un univers U et une collection d’ensembles S =
{S1,...,8)5)},0uV¥S; € S, S; C U. Nous notons siC S
la collection contenant tous les ensembles contenant 1’é1é-
ment ¢,Vi € V. Le but de ce probleme est de trouver le
sous-ensemble S* C S de cardinalité minimale tel que :

— Vi € U, SN S* # () (couverture) ;
— Vi€ U, SN S* est unique (1-identifiabilité).

Pour chaque nceud i € U, nous appelons 1’intersection S* N
S* son symptome. Le but du 11E est de sélectionner la plus
petite collection d’ensembles tel que chaque élément d’un
univers dispose d’un symptdme unique.

Nous pouvons modéliser notre probleme de sélection de
routes comme un 1IE : L'univers U représente I’ensemble
de nceuds de la topologie, il contient un élément pour
chaque nceud présent dans le réseau. Chaque route dans
le réseau est représentée comme un ensemble non-ordonné
contenant chacun des nceuds traversés par la route. Ainsi, la
collection S représente 1’ensemble des routes définies par
le protocole de routage.

3.1 Algorithme glouton

Nous proposons 1’algorithme 1, inspiré de I’algorithme
MNMP [ 7], mais adapté pour travailler sur la sélection d’un
ensemble de routes de mesure, plutdt qu’un ensemble de
nceuds moniteurs.

Chaque ensemble S; de la collection des ensembles can-
didats S est représenté par deux bitsets. Le premier, ¥(.5;),
représente I’ensemble des éléments couverts par S;. Il s’ agit
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Algorithm 1 Algorithme glouton

1 S* «+ {} > Ensemble de routes de mesures
2 1+U > Nceuds non couverts
3 I'+ {(i,j) € U?|i<j} v Paires non distinguées
4: while I’ # () do

5: Schoisi 4~ arg MaXg, ¢ g\ g« I'nQ(S;)]

6: S* «— S§*U {Schoisi}

7: I + I/\Q(Schoisi)

8: I+ I\\I/(Schoisi)

9: end while

10: if I # () then > Au plus un nceud non couvert
11: Sehoisi ¢~ arg Maxg, ¢ g\ g« [ N U (S;)|

12: S* «— S*U {Schoisi}

13: end if

14: return S*

d’un bitset de longueur |U|, ol le bit ¢’ est vrai ssi 1’en-
semble S; contient ¢’. Pour chaque paire d’éléments i/, j/, si
I’ensemble S; contient soit ¢’ soit 5’ mais pas les deux, alors
choisir cet ensemble assure que ¢’ et j” auront un symptome
différent. On dit alors que .S; distingue i’ et j'. Pour chaque
S; € S, Q(S;) représente 1’ensemble des paires d’éléments
distinguées par .S;. C’est un bitset de longueur W
contenant un bit pour chaque paire d’éléments qu’il est pos-
sible de constituer dans U, ou le bit 1ié a la paire (i'j') est
vrai ssi ’ensemble S; permet de les distinguer.

La boucle while des lignes 4-9 est exécutée jusqu’a ce que
chaque paire d’éléments puisse étre distinguée. A chaque
itération, I’ensemble permettant de distinguer le plus de
paires non distinguées est ajouté. En cas d’égalité, nous sé-
lectionnons au hasard un ensemble parmi les meilleurs. A
la fin de cette boucle, il est possible qu’un élément unique
ne soit pas couvert. En effet s’il est le seul a avoir un symp-
tome unique, alors il est distingué de tous les autres nceuds.
Dans ce cas, un ensemble couvrant I’élément non couvert
est arbitrairement ajouté.

3.2 Formulation PLNE

Nous utilisons un ensemble de variables binaires x. Nous
avons une variable x; par ensemble candidat S; € S, qui
vaut 1 ssi I’ensemble S, est sélectionné. Pour chaque élé-
ment ¢ € U, la collection des ensembles candidats qui
couvrent i est représenté par un vecteur binaire C; =
{Ci1, ..., Cys1} de taille | S| ot O, vaut 1 ssi I’ensemble
S5 contient 1’élément i. Pour chaque paire d’éléments i <
j € U?, il existe également un vecteur binaire D(ij) =
{Dij)1,- -5 Djy s} de taille |S| représentant la collec-
tion des ensembles candidats qui contiennent soit ¢, soit j,
mais pas les deux. Il contient la collection d’ensembles qui
distinguent % et j; si au moins ’'un d’entre eux est sélec-
tionné, les symptdmes des deux éléments sont différents.

Le modele PLNE est composé de plusieurs contraintes.
L’équation (1) exprime la fonction objectif, c’est-a-dire le
nombre d’ensembles sélectionnés. L’équation (2) garantit
que chaque élément est contenu dans au moins un des en-
sembles sélectionnés, i.e., que chaque élément est couvert.
L’équation (3) est utilisée pour la 1-identifiabilité : elle im-
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pose que, pour chaque paire d’éléments, il existe au moins
un ensemble qui contient I’un d’entre eux et pas 1’autre,
c’est-a-dire qu’ils aient des symptomes différents.

minimiser Z Ts ey
5.e8

tel que :

Y Cize>1 VieU (2
S.es

> Dijsws > 1 Vi) eU%i<j ()
S.es8

2y € {0,1} VS, €5 (4

3.3 Génération de colonnes

Pour résoudre les problémes de mémoire rencontrés avec
le modele PLNE (voir section 4) sur les grandes instances,
nous explorons la GC pour n’utiliser qu’un petit sous-
ensemble des variables du modele original et limiter ainsi
la consommation de mémoire.

Probleme matitre restreint : La GC commence par la réso-
lution d’une relaxation linéaire réduite de notre probléme,
appelée probleme maitre restreint (PMR). Notre PMR est :

minimiser Z T 5)
S.e8

tel que :

S.€8

S.e8

zs € [0,1] VS, €S (8)

ot S C S est une collection réduite d’ensembles et z est un
vecteur de variables continues de taille |S|. Comme ce PMR
est une relaxation linéaire sur un trés petit sous-ensemble
de variables, il est plus facile a résoudre pour un solveur
de programmation linéaire (PL) que la formulation PLNE
d’origine. Mais comme il manque de nombreuses variables,
sa solution optimale peut ne pas étre optimale pour le pro-
bleme complet (dans sa version relaxée). Il faut donc prou-
ver qu’il n’existe aucune colonne supplémentaire possible
qui pourrait faire partie d’une solution de coit plus faible
Si une telle colonne existe, elle doit étre ajoutée a S.

Pour déterminer quelles colonnes doivent étre ajoutées pour
réduire le cotit de la solution, un probleme de tarification est
résolu. Ce dernier se base sur la version duale du probleme.
Probleme dual : Pour la relaxation linéaire du modele
PLNE, le probléme dual est :

maximiser Zﬂ'i+ Z T 9)
€U i<jeU?

tel que :

Y miCist+ > miDups <1 VS.€S8  (10)

icU i<jeU?
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ol 7 est un vecteur de variables duales de taille |U| liées
aux contraintes de couverture (une variable pour chaque
contrainte de couverture dans le PMR) et 7’ est un vecteur
de variables duales de taille W liées aux contraintes
de 1-identifiabilité (une variable pour chaque contrainte im-
posant la 1-identifiabilité). Ce probleme dual nous permet
d’en dériver le probleme de tarification.

Probleme de tarification :L’algorithme du simplex utilisé
pour trouver la solution optimale du PMR fournit également
la solution optimale (7, 7’) 5 & son probléme dual. Le cofit

réduit d’un ensemble S, € S\ S est donné par :

1—Z7Ticis— Z ﬂ-;jD(ij)s

icU i<jeU?

(1)

Si un ensemble S présente un cofit réduit négatif, cela si-
gnifie que la contrainte duale associée a S est enfreinte et
la solution trouvée () 5 peut donc étre non optimale. Pour
remédier a cela, S, doit étre ajouté a S. Mais il est important
que S soit aussi petit que possible. Par conséquent, il n’est
pas efficace d’ajouter tous les ensembles de S \ S qui pré-
sentent un colt négatif. Au lieu de cela, nous sélectionnons
les 10 variables présentant les cofits réduits les plus néga-
tifs. Ce parametre de 10 a été choisi comme compromis
entre la vitesse de convergence et le nombre de colonnes
ajoutées a chaque étape.

Initialisation : Pour obtenir les valeurs duales requises pour
déterminer quelles colonnes doivent étre ajoutées, le PMR
initial doit étre faisable. Il faut donc initialiser S avec une
solution viable. Pour cela, il est initialisé avec la solution
renvoyée par 1’algorithme glouton 1.

Solution entiere : Rappelons que la génération de co-
lonnes, lorsqu’elle atteint son critere d’arrét, fournit une
solution optimale a la relaxation linéaire du probleme. Elle
peut attribuer des valeurs fractionnaires aux variables bi-
naires et ne garantit pas que I’ensemble des colonnes can-
didates qui en résulte contienne la solution optimale au
probléme entier initial. Par conséquent, nous avons besoin
d’une étape supplémentaire pour obtenir une solution en-
tiere. Pour cela nous utilisons le modele PLNE sur la col-
lection réduite S obtenue 2 la fin de la GC. Cette approche
ne garantit pas de trouver la solution optimale du probleme
original mais permet tout de méme de retourner des solu-
tions de bonne qualitée comme montré dans la section 4.

4 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous évaluons nos différentes ap-
proches.' Nous utilisons Gurobi 11.0.2 [5] pour résoudre
le modele PLNE et le PRM de la génération de colonnes.
Toutes les expériences tournent sur des processeurs AMD
Epyc Genoa at CPU 2.4 GHz avec jusqu’a 766 Go de mé-
moire. La limite de temps est fixée a 30 minutes et chaque
solveur peut utiliser jusqu’a 20 GB de mémoire.

Dataset : Pour évaluer nos modeles, nous utilisons des
topologies du CAIDA ITDK (topologies IPv4 de Février
2022) [*], Rocketfuel [10] et du Internet Topology Zoo [0].

1. Le code source est disponible a https://github.con
BurlatsAlice/PathSelection



Nous supposons que les plus courtes routes sont basées
sur le nombre de hops. Pour avoir un ensemble de routes
plus réaliste, nous utilisons aussi des topologies provenant
de Repetita ['], elles contiennent des poids IGP réalistes.
Parmi elles, nous retrouvons des évolutions du Internet To-
pology Zoo et de Rocketfuel. Ainsi, pour certaines instances
nous avons deux versions. Dans ces cas-1a nous utilisons
celle contenant les poids IGP. Pour les topologies qui ne
sont pas connexes, nous gardons seulement la composante
la plus grande pour s’assurer que 1’instance peut étre ré-
solue. Au total, notre dataset contient 365 topologies, avec
jusqu’a 960 nceuds et 920640 routes.

Solveur | Meilleure solution trouvée | Optimalité prouvée

PLNE 335 (91.78%) 195 (53.42%)
Glouton 55 (15.07%) None
GC 262 (71.78%) None

TABLE 1 — Nombre d’instances résolues pour chaque mo-
dele.
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FIGURE 2 — (a) Proportion d’instances résolues par rapport
a la distance sur I’objectif avec la meilleure solution trou-
vée. (b) Distribution de la proportions de routes sélection-
nées par rapport au nombre total de routes candidates, selon
le nombre de nceuds dans la topologie.

Résultats : La Table | montre pour chaque solveur la
proportion d’instances pour lesquelles ils renvoient la
meilleure solution trouvée, et la proportion d’instances pour
lesquelles ils prouvent I’ optimalité de leur solution. Comme
le glouton et la GC ne sont pas en mesure de prouver 1’op-
timalité de leurs solutions, la dernieére valeur est None. La
figure 2a montre pour chaque solveur la différence de cofit
entre la solution du solveur et la meilleure solution trouvée.
Les résultats montrent que le modele PLNE est promet-
teur : dans la Table | nous observons que le glouton est ca-
pable de retourner la meilleure solution trouvée pour seule-
ment 15.07% des instances alors que cette proportion est de
91.78% pour le solveur PLNE. Pour 10,68% des instances
(39 instances), le glouton renvoie une solution utilisant au
moins 10 routes de plus que la meilleure solution trouvée.
Ainsi, I’utilisation d’un solveur PLNE exact comme Gurobi
réduit généralement le colit de surveillance.
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Mais le solveur PLNE manque de mémoire pour 30 ins-
tances : parmi elles, la plus petite topologie contient 372
nceuds et 138012 routes, mais la plus grande instance qui
est résolue sans probleme de mémoire contient 413 neeuds
et 170156 routes. Cette limitation de mémoire lui fait re-
tourner des solutions loin d’étre optimales (avec jusqu’a
283 routes supplémentaires), comme le montre la figure 2a.
Dans nos instances, la plupart des routes ont des contribu-
tions similaires. Ainsi, lorsqu’une route est sélectionnée, de
nombreuses autres routes voient leurs contributions devenir
tres limitées et deviennent donc inutiles. Le probléme peut
donc étre résolu en n’utilisant qu’un petit sous-ensemble de
variables, et donc en réduisant la mémoire consommée.

La GC permet d’exploiter cette caractéristique de nos ins-
tances : La figure 2b montre la distribution de la propor-
tion de colonnes utilisées pour résoudre une instance avec
la GC. Nous pouvons observer que, la plupart du temps,
moins de 15% des routes sont ajoutées au modele lors de la
GC. Cela montre deux choses : d’une part que la GC est ap-
propriée a ce probléme, car la plupart des variables peuvent
ne pas étre ajoutées au probleme; d’autre part tres peu de
routes (parmi celles fournies par le protocole de routage)
sont nécessaires pour assurer la 1-identifiabilité du réseau.
Pour aucune instance le solveur GC ne rencontre de pro-
blemes de mémoire. En ce qui concerne la qualité des so-
lutions obtenues, le tableau | montre qu’en utilisant la GC,
nous trouvons une solution avec un cofit égal a la meilleure
solution trouvée pour 71,78% des instances. La GC permet
d’améliorer la solution du glouton dans 87,67% des cas.
Pour 26,30% des instances, la limite de temps a été atteinte
lors de la résolution du modele PLNE final, ce qui indique
que le modele PLNE réduit reste difficile a résoudre malgré
I’ensemble restreint de colonnes. Pour 1,36% des instances,
la GC ne termine pas dans le temps imparti et la solution
rapportée est celle utilisée pour initialiser le PMR. Au fi-
nal, la GC retourne des solutions de meilleures qualités que
le glouton tout en se préservant des problemes de mémoire
du modele PLNE. Selon nous, elle représente le meilleur
compromis pour résoudre ce probleme.

5 Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes concentrés sur la
sélection des routes de mesure pour garantir la 1-
identifiabilité de chaque nceud dans un réseau. Nous avons
introduit le probléme de 1-identifiabilité par ensembles
pour sélectionner 1’ensemble minimal de routes de mesure.
Notre comparaison d’une approche de GC avec un modele
PLNE et un algorithme glouton a révélé que la GC évite
les limitations de mémoire du modele PLNE tout en four-
nissant des solutions supérieures a I’algorithme glouton et
des solutions de meilleure qualité que la PLNE sur les ins-
tances difficiles et de grande taille. Pour les travaux futurs,
le développement d’un algorithme de « branch-and-price »
en complément de la GC pourrait étre une direction promet-
teuse pour garantir I’optimalité des solutions trouvées.
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Résumé

L’équilibrage des lignes d’assemblage en aéronautique est
un défi majeur dans le domaine de la production. Les
usines aéronautiques sont généralement congues avec une
cadence de production prédéterminée, mais le systéme de
production nécessite un temps d’adaptation au démarrage.
Ce phénomene, appelé effet d’apprentissage, correspond a
I’amélioration progressive de lefficacité par la répétition
des tdches, réduisant ainsi leur durée. Cependant, la stabi-
lité de la ligne est également un facteur clé, car toute modi-
fication du processus de production engendre un coiit. Cette
étude utilise la programmation par contraintes pour optimi-
ser I’équilibrage des lignes d’assemblage, en intégrant I’ ef-
fet d’apprentissage afin de gérer le compromis entre [’at-
teinte d’une cadence de production cible et la minimisation
des ajustements apportés a la ligne d’assemblage.

Mots-clés

Equilibrage de ligne d’assemblage, ressources contraintes,
effet d’apprentissage, aéronautique, programmation par
contraintes.

1 Introduction

Le probleme d’équilibrage des lignes d’assemblage (As-
sembly Line Balancing Problem — ALBP) est un défi ma-
jeur d’optimisation en production industrielle. L’ objectif
est de répartir équitablement les charges de travail entre
les postes (les stations de travail) tout en minimisant les
temps d’inactivité et en s’assurant que la cadence de pro-
duction répond a la demande. 11 existe différentes catégories
et configurations de lignes d’assemblage, et les lignes d’as-
semblage aéronautiques sont généralement des systémes
droits a modele unique, comme illustré dabs la figure 1. La
cadence de production d’une ligne d’assemblage est repré-
sentée par son temps-de-cycle (TdC), c’est-a-dire le temps
entre la finalisation de 1’assemblage de deux exemplaires
consécutifs. Le TdC correspond également au temps im-
parti a chaque poste de travail pour réaliser s les tdches qui
lui sont allouées avant de transmettre 1’exemplaire au poste
suivant.

Les usines de fabrication d’avion sont congues pour pro-
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duire a une certaine cadence. Cependant, une fois la pro-
duction lancée, il faut du temps au systeme pour atteindre
cette cadence de production. Les opérateurs doivent acqué-
rir de I’expérience, améliorer leurs compétences, optimiser
la gestion de la chalne d’approvisionnement et affiner le
processus de production. Ainsi, la cadence de production
initiale des usines est toujours inférieure a la cadence cible,
et I’écart entre les deux peut étre significatif. A mesure que
la production progresse, les améliorations continues dans
I’optimisation des flux de travail, I’intégration de 1’automa-
tisation et I’accumulation d’expérience permettent de ré-
duire cet écart. Ce phénomene, connu sous le nom d’effet
d’apprentissage, désigne 1’amélioration progressive de 1’ef-
ficacité du systéme de production grace a la répétition des
taches, ce qui entraine une réduction de leur durée [5]. La
variation de la durée d’exécution d’une tiche en fonction de
sa répétition est appelée courbe d’apprentissage [0, | 0], et
la période durant laquelle cette durée s’améliore continuel-
lement jusqu’a atteindre un état stable est appelée phase
d’apprentissage. La période nécessaire au systeéme de pro-
duction pour atteindre la cadence de production cible est
appelée phase de montée en cadence.

Comme le temps nécessaire pour effectuer une tache dans
un environnement de fabrication diminue au fil du temps en
raison de I’effet d’apprentissage, la conception de la ligne
d’assemblage et du processus d’assemblage est continuel-
lement affinée. Cependant, la stabilité de la ligne est éga-
lement un facteur critique, car toute modification du pro-
cessus de production entraine des colts. Plusieurs causes
potentielles expliquent ce probleme : le temps nécessaire

Poste 1 Poste 2 Poste 3
N " %\ "%t —
i+1 i i—1
TdC TdC TdC

FIGURE 1 - Ligne d’assemblage droite a modele unique,
trois postes de travail. ¢ — 1, ¢ et 2 + 1 sont des exemplaires
d’avion successifs
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pour installer ou désinstaller les machines lourdes entre
les postes de travail, les erreurs commises par les techni-
cien(ne)s lorsque le processus d’assemblage change et de-
vient moins familier, ou encore les modifications dans la
gestion des stocks et de la chaine d’approvisionnement,
etc. Cela crée un dilemme pour les fabricants : optimiser
continuellement la ligne versus minimiser le coiit des ajus-
tements apportés au processus de production.

L’objectif de ce travail est d’étudier I’utilisation de la Pro-
grammation par Contraintes (Constraint Programming —
CP) pour traiter I’ALBP sous contraintes de ressources en
tenant compte de 1’effet d’apprentissage. Nous désignons ce
probleme par RC-ALBP/L. La décision implique un com-
promis entre le temps de montée en cadence — le temps né-
cessaire pour atteindre le taux de production cible ou le TdC
— et le nombre d’ajustements apportés a la ligne — le nombre
de fois ot on change le TdC. Cette décision consiste en 1’al-
location des tiches et des ressources a chaque poste de tra-
vail, ainsi que le TdC pour chaque période de production.
Cet article présente un travail préliminaire, dans lequel nous
définissons formellement RC-ALBP/L. L’encodage en CP
ainsi que les expériences associées sont encore en cours de
développement, et sa présentation formelle dépasse le cadre
de cet article. La structure de I’article est la suivante. Apres
la présentation de quelques travaux connexes dans la Sec-
tion 2, RC-ALBP/L est introduit formellement dans la Sec-
tion 3, avec un exemple illustratif du probleme. Enfin, nous
concluons et discutons des perspectives pour les travaux fu-
turs dans la Section 4.

2 Etat de I’art

L’ALBP est bien connu dans la littérature. A partir de la
version simple de I’ALBP (SALBP) [10], de nombreuses
extensions ont été proposées au fil des années [0, 7, ©].
Nous nous concentrons spécifiquement sur I’ALBP sous
contraintes de ressources (RC-ALBP) et sur I’ALBP tenant
compte de I’effet d’apprentissage.

I’ALBP sous contraintes de ressources. Ce probleme a
été désigné par plusieurs noms dans le passé [, ], mais
il n’a été formellement défini qu’en 2005 dans [’]. La dé-
finition du RC-ALBP a été davantage précisée dans [/”],
ou les auteurs ont souligné que les ressources requises
par les taches peuvent étre simples ou multiples, alterna-
tives et/ou concurrentes. La complexité du RC-ALBP a été
démontrée comme étant fortement NP-difficile dans [20)],
méme sans prendre en compte les aspects de planifica-
tion. Lorsque des ressources cumulatives sont considérées,
il faut non seulement allouer les tiches aux stations mais
aussi décider de leur date de début. Cette variante parti-
culiere du RC-ALBP a été largement étudiée sous le nom
de "Multi-Manned ALBP", introduit pour la premiére fois
dans [!7]. Plusieurs approches de résolution ont été déve-
loppées pour traiter le RC-ALBP, avec ou sans prise en
compte de la planification, incluant des techniques basées
surla CP [, 10, 14,210,220, 25 27].

I’ALBP avec ’effet d’apprentissage. Bien que ’ALBP
ait été largement étudié avec de nombreuses extensions, peu
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de travaux ont pris en compte 1’effet d’apprentissage, et la
plupart d’entre eux appliquent 1’approche basée sur la po-
sition. Une revue des travaux menés avant 2023 prenant en
compte I’effet d’apprentissage dans I’ ALBP est disponible
dans [!]. Une version relaxée du SALBP avec effet d’ap-
prentissage (SALBP/L) a été abordée pour la premiere fois
dans [! |]. Les auteurs y ont démontré que 1’affectation op-
timale des tiches, tout en minimisant le TdC d’un lot de
production, est déséquilibrée en présence d’un apprentis-
sage homogene. Ce travail a été étendu au SALBP/L dans
[/7]. La programmation linéaire en nombres entiers (ILP)
et une approche math-heuristique, basée sur la recherche
a voisinage variable et la programmation dynamique, ont
été utilisées pour traiter le méme probléme dans [5]. Dans
[1©], les auteurs ont proposé deux procédures de rééquili-
brage pour le SALBP/L afin de réduire le nombre de postes
de travail sur la ligne. Cependant, ce travail adopte une vi-
sion relaxée de I’effet d’apprentissage lors du comptage du
nombre de répétitions des taches dans 1’approche d’appren-
tissage basée sur la position. En effet, une tiche d’un exem-
plaire introduit plus tard peut étre traitée avant celle d’un
exemplaire introduit plus tot, et plusieurs instances d’une
méme tache peuvent étre traitées simultanément pour dif-
férents exemplaires. Plus récemment, ’ALBP a modeles
mixtes incorporant 1’effet d’apprentissage a été abordé a
I’aide d’approches ILP et math-heuristiques, étendant en-
core davantage les recherches dans ce domaine [, | ].

A notre connaissance, aucun travail dans la littérature
n’aborde simultanément le RCALBP en tenant compte des
aspects de planification avec des durées de taches dépen-
dantes de I’effet d’apprentissage.

3 Description du probleme

La ligne d’assemblage considérée est mono-produit et
droite. De plus, en raison de la nature de la ligne d’as-
semblage aéronautique, nous avons introduit la notion de
zone. Chaque poste de travail contient le méme ensemble
de zones, situées soit a I’intérieur, soit a I’extérieur de 1’ap-
pareil. Chaque zone possede une capacité et peut étre consi-
dérée comme une ressource cumulative et réutilisable pour
I’exécution des taches. En outre, pour des raisons de sé-
curité, certaines taches peuvent désactiver temporairement
certaines zones pendant leur exécution. Lorsqu’une zone
est désactivée, toute tiche nécessitant cette zone ne peut
étre exécutée. Toutefois, plusieurs tiches qui désactivent
la méme zone peuvent étre réalisées simultanément. Dans
cette section, nous décrivons formellement les composants
nécessaires a la définition d’une instance de RC-ALBP/L,
dans le but de minimiser la durée de la phase d’apprentis-
sage ainsi que le nombre d’ajustements de la ligne.

3.1 Entrées du probléme

Une instance de RC-ALBP/L est définie par un n-uplet
constitué des éléments suivants.

* Le TdC cible ¢4, qui correspond au TdC que ’on
souhaite atteindre.

e La valeur maximale du TdC c,,4,;, c’est-a-dire le



temps maximal autorisé entre 1’assemblage de deux
exemplaires consécutifs.

L’ensemble des postes de travail W = [1, W] . Les
postes sont ordonnés de 1 a W le long de la ligne.

L’ensemble des périodes P = [1, P]. Au début de
chaque période, un nouvel exemplaire entre sur la
ligne a la premiére station, et tous les exemplaires sur
la ligne sont déplacés vers leurs stations suivantes.
P peut étre considéré comme le nombre maximal
d’exemplaires pour atteindre la cadence cible. La du-
rée d’une période, qui correspond au TdC de la ligne
durant cette période, est une variable de décision.

L’ensemble des tiches 7T, avec pour chaque tiche ¢ €
T, une fonction décroissante, notée dur; : Z — N, qui
retourne la durée de la tiche en fonction du nombre
de fois qu’elle a été enticrement exécutée auparavant,
ou zéro si I’entrée est négative. Notons que, dans la
période numéro p, le nombre d’exécutions complétes
d’une tache affectée au poste w est p—w. Par exemple,
la durée d’une tache ¢ affectée au poste 3 pendant la
période 2 est dur:(2—3) = 0, puisque le poste 3 n’est
pas encore en service pendant la période 2. Pendant la
période 5, sa durée est dur(5—3) = dur:(2), car elle
a été exécutée deux fois (période 3 et période 4).

Le graphe G = (T, .A) représente la relation de pré-
cédence entre les tiches dans 7. Un arc (¢, u) indique
que ¢ doit étre terminée avant le début de u.

L’ensemble des ressources R, ol pour chaque res-
source r € R, capa, désigne la capacité de r, et
cons,; désigne la quantité de ressource r consommée
par la tiche ¢ € T. Les ressources peuvent générale-
ment représenter un ensemble de machines ou un en-
semble de technicien(ne)s affectés a un poste de travail
pour exécuter des taches dans ce poste.

L’ensemble des zones Z, ou, pour chaque zone z € Z,
capa,, désigne la capacité de z, cons,, désigne la
place de la zone z occupée par la tiche t € T, et
D, C Z est ’ensemble des zones qui sont désactivées
pendant I’exécution de la tiche ¢.

* L’horizon temporel est relatif a chaque station de tra-
vail, et est noté H = [0, ¢maz]-
Hypotheses. Une instance de RC-ALBP/L est dite bien for-
mée si les hypothéses suivantes sont vérifiées.

1. Le nombre de périodes P est supérieur au nombre de
postes de travail W.

2. Le TdC ne peut pas étre modifié pendant la phase de
remplissage de la ligne (les W premiéres périodes).
Sous cette hypothese, le TdC durant ces périodes est
égal au TdC maximal parmi elles.

3. Le premier TdC est supérieur au TdC cible.

Exemple 1. Nous considérons un exemple simplifié, ins-
tance de RC-ALBP/L, composé de 2 postes de travail, 2
ressources {71, 72}, chacune avec une capacité de 6, et une

1. Lanotation [[1, n]] désigne I’ensemble {1,2,...n}.
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zone z ayant une capacité de 1. Le TdC cible est de 12 et
le nombre maximal de périodes pour la montée en cadence
est de 6. La valeur maximale du TdC est de 20. Il y a 6
taches, chacune ayant une courbe d’apprentissage indivi-
duelle, c’est-a-dire des durées dépendant du nombre d’exé-
cutions completes de la tiche. La consommation des res-
sources et de la zone par chaque tache est représentée dans
la Table 1. La tache c est la seule a désactiver la zone z
pendant son exécution. Le graphe de précédence entre les
taches est présenté dans la Figure 2.

Task _Comsumption o dury(n) avec n =

rL T z 0 1 2 3 4 5
a 3 1 1 - 9 8 7 6 5 5
b 2 2 1 10 7 4 4 4 4
c 1 1 0 z 4 4 4 4 4 4
d 0 3 0 8 5 3 3 2 2
e 2 1 1 - 7 6 6 5 5 5
f 1 2 0 - 5 5 4 4 3 3

TABLE 1 — Exemple : I’informations sur les tiches

O——
(==

FIGURE 2 — Exemple : la relation de précédence

3.2 Affectation, solution et Pareto-optimalité

Affectation. Une affectation d’une instance de RC-
ALBP/L est définie par un n-uplet (wks, raw, start, cyc),
ol :
* wks : T — WV est une fonction qui associe, a chaque
tiche t € T, le poste w € W auquel elle est affectée ;

* raw : R x W — N est une fonction qui associe, a
chaque paire composée d’une ressource r € R et d’un
poste w € W, la quantité de r allouée au w;

e start : T x P — N est une fonction qui associe, a
chaque tiche ¢ € T et a chaque période p € P, la date
de début de ¢ relativement au poste de travail auquel
elle est affectée pendant la période p;

* cyc : P — N est une fonction qui associe, a chaque
période p € P, son TdC.

Notons que nous supposons dans cette étude que 1’affecta-
tion des taches et du nombre de ressources aux stations est
le méme pour toutes les périodes. Cependant, I’ordonnan-
cement des tiches au sein de chaque station peut changer
d’une période a I’autre.

On définit une fonction supplémentaire end : 7 x P — N
qui retourne, pour chaque tiche ¢ et chaque période p, la
date de fin de ¢ pendant p, relative a son poste de travail. La
valeur de cette fonction peut étre calculée comme suit :

end(t,p) = start(t,p) + dury(p — wks(t))
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une

cye(l) =19 cye(l) =19
p=1 i bl :
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
cye(2) =19 cye(2) =19
p=2 2] l b2 l & [ ar l Iz l :
0o 2 6 8 10 12 14 16 18 20 o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
cyc(3) =15 cyc(3) =15
. e‘Z .
p=3 a? ® ] ! e | & 11 7 1]
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
cyc(4) =15 cye(4) =15
. o) .
p=4 ot C ! ¢ e 1 [T,
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
cyc(b) =12 = Cigt cyce(5) = 12 = Cigt
. c4 .
p=5 P I3 : et [ T e
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Poste de travail 1

Poste de travail 2

FIGURE 3 — Laffectation et I’ordonnancement des tiches pour I’exemple simplifié

Onnote &; , = [start(t, p), end(t, p)[ I'intervalle de temps
durant lequel la tache ¢ est exécutée pendant la période p.

Solution. Une affectation est une solution au probleme si
elle satisfait les contraintes de précédence (Eq. | et 2), res-
pecte la capacité des ressources (Eq. 3 et 4) et la capacité
des zones (Eq. 5), satisfait les contraintes de désactivation
des zones (Eq. 0) et respecte les caractéristiques du TdC
(Eq. 7et8).

Y(t,u) € A, wks(t) < wks(u) (1)
Y(t,u) € A,¥p e P,

(wks(t) = wks(u)) = (end(t,p) < start(u,p)) (2)
Vr € R, Z raw(r,w) < capa, (3)
weW

Vr € R,Yw € W,Vp € P, VT € H,
Z cons, < raw(r,w) (4)
teT :wks(t)=w,7€E p
Vz e ZVYw e W,Vp e PVt € H,
Z cons,y < capa, (5)
teT wks(t)=w,7€Ep
VteT,VpeP,VreH,
(1 €&p) = (Oyr=0)avec Oy, = (6)
{u e T\A{t}| wks(u) = wks(t), ™ € Eyp, 3z € Dy :
cons, , > 0}
Vte T,VpeP, end(t,p) < cyc(p) (7)
Vp S Pa Ctgt S CyC(P) S Cmazx (8)

Pareto-optimalité. Une solution au probleme est dite
Pareto-optimale si aucune autre solution n’améliore 1’un
des deux criteres d’optimisation suivants sans détériorer
I’autre : 1) la durée de la phase d’apprentissage (Eq. 9), et 2)
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le nombre d’ajustements de la ligne (Eq. 10), qui représente
le critere de stabilité.

Z cyc(p) 9)
PEP ey < cyc(p)
ST (eyelp— 1) # cye(p)) (10)

pEP:p>W

Exemple 2. Une solution dominante pour 1’exemple précé-
dent est partiellement illustrée sur la figure 3. Les taches
{a, b} sont affectées au poste de travail I, et les tiches
{c,d,e, f} au poste de travail 2. Dans le poste 1, I’ordre
des taches reste inchangé tout au long du processus de pro-
duction. Dans le poste 2, pendant la période 1, aucune tiche
n’est exécutée, car le premier exemplaire se trouve encore
au poste de travail 1. Il n’y a aucun ajustement durant la
période 2 en raison de I’hypothése 2 du probleme. Les ajus-
tements de cadence sont réalisés pendant les périodes 3 et
5. En période 3, I’ordre d’exécution des tiches reste iden-
tique a celui de la période 2, mais une décision est prise
pour réduire le TdC de 19 a 15, car le temps nécessaire pour
ce poste est réduit durant cette période grace a I’effet d’ap-
prentissage. En période 5, une décision est prise pour modi-
fier I’ordre des taches et réduire davantage le TdC jusqu’au
temps cible. La durée de la phase d’apprentissage dans cet
exemple est de (19 x 2) 4+ (15 x 2) = 68, et le nombre
d’ajustements de la ligne est de 2.

4 Conclusion et travaux futurs

Dans cet article, nous avons formellement introduit une ex-
tension d’ ALBP, appelée RC-ALBP/L, qui permet d’adres-
ser la montée en cadence. La prochaine étape de ce travail
consistera a implémenter le modele proposé dans un sol-
veur de CP, puis a mener des expérimentations a partir de
données industrielles.
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Résumé

Le projet Harmoniser réalise un outil basé sur la program-
mation par contraintes pour aider les compositeurs de mu-
sique. Nous définissons un modele de composition pour la
musique tonale en quatre couches. Les quatre couches sont
(1) la structure globale, (2) les progressions d’accords et les
modulations, (3) la disposition des accords a quatre voix,
et (4) les ornements. Nous avons réalisé les couches 2 et
3 dans le solveur Gecode. Nous sommes en train de réali-
ser les autres couches avec une interface graphique comme
plug-in pour une station de travail audio numérique.

Mots-clés

Musique tonale, Station de travail audio numérique, pro-
grammation par contraintes.

Abstract

The Harmoniser project is building a tool to aid music com-
posers in creating musical pieces using constraint program-
ming. We define a four-layer composition process for to-
nal music that is useful for a significant number of compo-
sers. The four layers are (1) global structure, (2) chord pro-
gressions and modulations, (3) voicing (four-voice chord
layout), and (4) ornaments (adding local complexity). We
have defined layers 2 and 3 and implemented them in the
Gecode solver. We are building the remaining layers with a
GUI as a plug-in for a Digital-Audio Workstation.

Keywords

Tonal music, Digital-Audio Workstation (DAW), constraint
programming.

1 Introduction

La composition musicale est depuis longtemps considérée
comme une application prometteuse de la programmation
par contraintes (PC), car la musique tonale occidentale est
hautement combinatoire et repose sur une base théorique
solide ([7, 7]). La théorie musicale et la composition musi-
cale sont deux domaines vastes, et nous ne prétendons pas
les aborder de maniere exhaustive. Nous avons plutdt choisi
un sous-ensemble pertinent de la théorie musicale tonale et
proposé un processus de composition qui, bien que non gé-
néral, est utile a un nombre significatif de compositeurs.
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Travaux antérieurs La programmation par contraintes est
une technique populaire pour la génération ([17, 12, 4]).
La génération musicale avec PC est également populaire.
Elle est parfois ajoutée a certaines formes d’apprentissage
([14, 11]) pour offrir un meilleur contrdle a I'utilisateur et
une meilleure structure globale. Cependant, 1’ apprentissage
est limité par les données d’entralnement. Une approche
alternative consiste a formaliser la théorie musicale et a
s’appuyer uniquement sur PC ([15, |, 3, 5, 0]). Cette al-
ternative présente de multiples avantages. Premieérement, il
n’y a aucune limitation liée aux données d’entrainement.
Deuxiemement, elle garantit que les régles sont respectées
dans chaque solution générée. Troisiemement, elle facilite
la manipulation des solutions, offrant ainsi plus de contrdle
aux compositeurs. Cependant, elle présente deux inconvé-
nients. Premiérement, un ensemble conséquent de regles est
nécessaire, et deuxiemement, la recherche de solutions né-
cessite souvent un temps de calcul important. Les travaux
antérieurs utilisant PC pour créer des outils de composition
se divisent en deux catégories. La premiere concerne les
outils formalisant un aspect spécifique de la théorie musi-
cale ([, 25, 17]). La seconde concerne les outils capables
de modéliser une théorie musicale ([, |5, 20]), mais né-
cessitant de la programmation de la part du compositeur, ce
qui limite le public d’utilisateurs. Nous proposons une ap-
proche différente qui modélise entierement un style musical
sans nécessiter de la programmation.

Le projet Harmoniser Le projet Harmoniser définit un
processus de composition a quatre couches, chaque couche
contenant un modele de contraintes. Les contraintes sont
tirées de traités de théorie musicale et formalisées mathé-
matiquement (voir Sections 3 et 4). L’application de ces
contraintes par le solveur décharge le compositeur d’un tra-
vail fastidieux, qui lui permet de se concentrer sur 1’ajout
d’idées musicales pour fagonner les solutions et obtenir le
résultat souhaité. Afin de réduire la complexité de ce calcul,
nous suivons la décomposition du processus de composi-
tion introduite dans [ | ], conformément a [ | 0], qui conclut
qu’une structuration appropriée est nécessaire pour rendre
le probleme résolvable. Nous décomposons le processus
de composition musicale en problemes plus petits, pouvant
étre résolus indépendamment (voir Section 2).

Structure Cet article donne un aper¢u du projet Harmo-
niser en présentant quelques de ses idées les plus im-
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portantes. Pour une présentation plus compléte, nous ren-
voyons le lecteur aux publications [/, “”]. La Section 2
explique d’abord le processus de composition en quatre
couches. Nous présentons ensuite les principales idées des
deux couches actuellement implémentées : la Couche 2
(progressions d’accords et modulations, voir la Section 3)
et la Couche 3 (les voix, voir la Section 4). Pour chaque
couche, le modele formel est défini mathématiquement par
des contraintes, et son implémentation pratique est réalisée
dans le solveur de contraintes Gecode [!(']. La Section 5
propose une breve évaluation de I’outil actuel, notamment
son efficacité de calcul et son utilisation par un composi-
teur. Enfin, la Section 6 explique la suite du projet.

2 Processus de Composition

Il existe probablement autant de fagons de composer de la
musique qu’il y a de compositeurs. Dans un outil pratique,
il est néanmoins important de fournir une structure prédé-
finie pour guider les compositeurs. Nous avons identifié un
processus itératif a quatre couches, suffisamment général
pour étre pertinent pour une nombre significatif de compo-
siteurs. Nous expliquons brievement les quatre couches.

La structure globale (Couche 1) La premiere couche dé-
compose la piece musicale complete hiérarchiquement en
thémes, ol chaque théme primitif est une juxtaposition de
progressions incluant des modulations. Chaque progression
contient une séquence d’accords dans une tonalité. Deux
progressions successives sont reliées par une modulation.

Progressions et modulations (Couche 2) La deuxieme
couche réalise le développement harmonique au sein de
chaque progression. Elle définit une séquence de degrés
d’accords pour chaque progression, ainsi que des modula-
tions pour la transition d’une progression a la suivante. Les
degrés d’accords peuvent étre diatoniques (appartenant a la
tonalité) ou chromatiques (n’appartenant pas). La Section
3 présente les idées principales du modele formel de cette
couche. La définition complete est donnée dans [ ”].

Les voix (Couche 3) La troisieme couche définit les voix,
c’est-a-dire les notes pour chaque accord. La disposition
standard d’un accord est a quatre voix. Deux aspects sont
a prendre en compte : ’harmonie, c’est-a-dire I’interaction
entre les notes d’un accord donné, et la mélodie, c’est-a-dire
I’interaction temporelle entre les notes d’une méme voix.
Certaines régles des voix influencent les états des accords,
ce qui signifie que la couche 2 contient également des regles
des voix. La définition complete est donnée dans [~ 1].

Les ornements (Couche 4) La quatrieme couche est celle
des ornements mélodiques. Etant donné 1’harmonisation
d’une progression d’accords, des ornements tels que des
notes de passage ou des appoggiatures sont ajoutés pour
enrichir la piece. Cela ajoute une complexité essentielle.

3 Progression d’Accords et Modula-
tions (Couche 2)

La couche 2 définit un modele formel deo d’accords et
de modulations dans un contexte tonal. Nous donnons un
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T [ I [II[ IV V [ VI [ VI Vda|V/AI[V/IV/IV][V/V[V/VI[V/VI] bII | 6A
1 1 1|11 1 [1][1 T [ 1 1|11 1T]1]1
T 1 1 1 1 1 1] 1
T 1 1
v 11 11 11 1 | 1 1 1 1
v 1 1 1 1 1 1
VI 1 11 11 1|1 1|1
VII | 1 1 1
Vda |A 1 B C
V/II 1 1
V/II 1 1
V/IV | [ | | 1
V/V 1
V/VI 1 1
'V/VIlD 1 E 1 F
bIT T I |
64 |c 1 1 |H | | 1

FIGURE 1 — Matrice de transition 7" entre les degrés suc-
cessifs d’un accord dans une tonalité, utilisée pour définir
les progressions d’accords. Un emplacement vide dans la
matrice correspond a la valeur zéro.

apercu des principaux concepts du modele (le modele com-
plet est présenté dans [~ ”]). Nous définissons une progres-
sion comme une séquence de degrés d’accords dans une to-
nalité donnée et une modulation comme une transition entre
deux progressions successives de tonalités différentes. Le
modele définit les accords possibles (degré, qualité et état)
et les transitions entre eux, conformément a la théorie de
la musique tonale occidentale, basée sur le concept de fo-
nalité '. Tous les concepts utilisés dans le modele sont des
concepts standards de la théorie musicale tonale, pour les-
quels de nombreuses références existent ”.

Théorie musicale Les regles implémentées dans le modele
sont tirées de [ /] et [V], garantissant ainsi la cohérence avec
le modele des voix (Couche 3) [~ !]. Nous utilisons le cha-
pitre de Duha sur les modulations ainsi que les chapitres
4 (triades et accords de septieme), 6 (écriture des parties),
8-11 (harmonie diatonique), 13 (accords de dominante), 14
(accords prédominants), 16 (accord 6-4), 17 (troisieme et
sixieme degré), 19 (accord de septieme de sensible), 21 (ac-
cords de dominante secondaire), 29 (accord napolitain) et
30 (accord de sixte augmentée) de Gauldin. Le modele a
été élaboré en collaboration avec deux compositeurs.

Accord Un accord est un ensemble de trois notes ou plus,
identifié de maniére unique par un triplet (r, g, s) ol r est
la note fondamentale (I’'une des douze notes de la musique
occidentale), g est la qualité (qui définit les intervalles entre
les notes de 1’accord) et s est 1’état (défini par la note la plus
grave de I’accord). Dans une tonalité donnée, chaque note
posseéde un degré d qui définit sa fonction au sein de la tona-
lité, ainsi que les qualités et états possibles pour construire
des accords sur cette note comme fondamentale.

Matrice de transition d’accords Le cceur du modele de
la Couche 2 est la matrice de transition 7', qui définit les
transitions d’accords possibles entre deux degrés d’une to-
nalité (voir la Figure 1). Il s’agit d’une matrice constante
qui encode les transitions permises par la théorie musicale
tonale. La matrice 7" est complétée par trois autres matrices
constantes M, P et L, qui définissent respectivement les re-

1. Une tonalité est définie comme une paire composée d’une clé (1’une
des douze notes C, Cf, D, jusqu’a B) et d’un mode (majeur ou mineur).

2. Quelques liens : tonalité, accord, fonction, dominante secondaire et
accord de sixte augmentée, parmi beaucoup d’autres.



lations entre un degré d’accord et les qualités, états et notes
fondamentales possibles de 1’accord. Ces quatre matrices
encodent de maniere compacte une partie conséquente de
la théorie musicale, ce qui, a notre connaissance, n’a été
réalisé par aucun outil de composition précédent. A ces ma-
trices, des contraintes sont ajoutées pour modéliser des as-
pects spécifiques de la théorie musicale tonale qui ne sont
pas capturés par les matrices. De plus, des contraintes sont
ajoutées pour modéliser les modulations.

La matrice de transition 7" se lit comme suit : I’accord rang
peut étre suivi de 1’accord colonne si la valeur de la matrice
est égale a 1. Par exemple, I’accord III peut étre suivi du
VI et du V/VI, mais pas de tout autre degré. La matrice T’
encode les regles générales de I’harmonie tonale, tirées de
[7, ©]. Chaque bloc de la matrice contraint un aspect spéci-
fique des progressions d’accords dans un contexte tonal :
Le bloc A ( ) définit la succession d’accords
possible entre les accords diatoniques °.

Le bloc B (bleu foncé) définit les accords de do-
minante secondaire * qui peuvent suivre les accords
diatoniques.

Le bloc C ( ) définit quels accords chroma-
tiques peuvent suivre les accords diatoniques.

Les blocs D (vert) et E (cyan) définissent les accords
diatoniques et les autres dominantes secondaires qui
peuvent suivre les dominantes secondaires. Les do-
minantes secondaires doivent se résoudre vers un
accord basé une quinte en dessous de leur fonda-
mentale. Elles peuvent se résoudre soit vers 1’ac-
cord diatonique correspondant (par exemple, II pour
V/I), soit vers un autre accord de dominante basé
sur cette méme note (par exemple, V/V pour V/II).
Le bloc F (gris) applique les regles des accords
chromatiques suivant les accords de dominante se-
condaire. Ce n’est pas autorisé; cette partie de la
matrice est donc vide.

Les blocs G (violet) et H (magenta) appliquent les
regles des accords chromatiques. La sixte napoli-
taine (bII) et la sixte augmentée (6A\) doivent aller a
V, mais avant cela ils peuvent aller a I’appoggiature
du cinquieme degré (Vda).

Le bloc I (rouge) impose des regles de succession
d’accords chromatiques. Ce n’est pas autorisé ; cette
partie de la matrice est donc vide.

4 Les Voix (Couche 3)

La couche 3 définit un modele formel pour 1’enchainement
a quatre voix des accords, c’est a dire la traduction d’ac-
cords (exprimés en degrés) en ensembles de notes [ 1]. Le
modele est composé de deux parties : un modele de base
(pour les progressions d’accords simples) et une extension
(pour les progressions multiples, afin de gérer le résultat de
la couche 2). Le modele de base définit les voix d’une pro-
gression simple avec des accords diatoniques dans une tex-

3. L’appoggiature double du cinquieme degré (Vda) est traitée séparé-
ment car sa fonction musicale est completement différente.
4. Une dominante secondaire est la dominante d’un degré diatonique.
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ture a quatre voix, une technique courante pour représenter
I’harmonie. Le modele de base comprend des triades diato-
niques et des accords de septiéme de dominante, y compris
leurs renversements. L’extension prend en charge la juxta-
position de progressions, les accords chromatiques dans les
progressions, ainsi que les septiemes d’espece et les modu-
lations entre progressions.

Théorie musicale De [ /] nous reprenons les chapitres sur
les accords de 3 et 4 sons et les renversements. De [©] nous
reprenons les chapitres sur la texture a quatre voix, I’har-
monie diatonique, la septieme de dominante et les renver-
sements (chapitres 5a 11, 16 et 17).

Concepts de base La texture a quatre voix définit quatre
voix distinctes, appelées basse, ténor, alto et soprano, clas-
sées de la plus grave a la plus aigué en référence a I’am-
plitude des voix humaines correspondantes. Le modele
de base définit 15 regles (contraintes) et 5 préférences
(contraintes optionnelles avec cofits) pour les quatre voix.
Les contraintes harmoniques s’appliquent aux notes d’un
méme accord, tandis que les contraintes mélodiques s’ap-
pliquent aux transitions entre accords consécutifs ainsi que
les voix dominantes.

5 Evaluation

Nous présentons une évaluation de 1’état actuel de 1’outil
en deux parties. Nous abordons d’abord le temps de calcul
du solveur, puis nous expliquons comment un compositeur
peut utiliser I’outil. Le code source est sur github~.

5.1 Efficacité et nombre de solutions

Le modele étant congu pour offrir une liberté maximale
aux compositeurs, les seules contraintes appliquées par dé-
faut sont celles nécessaires pour garantir que les séquences
d’accords générées respectent les regles de 1’harmonie to-
nale. Dans ce cas, le nombre de solutions pour un probléme
donné est énorme. De plus, ces solutions sont trouvées ex-
trémement rapidement, méme pour des problemes de taille
significative ; I’efficacité n’est donc pas encore notre prio-
rité. Par exemple, I’enchainement d’accord pour le morceau
musical présenté dans la Section 5.2 a été généré en 3 ms
sur un MacBook Pro M1. Un morceau plus long, compor-
tant 60 accords et cinq modulations, a été généré en 20 ms.
Un aspect essentiel de 1’utilisation de 1’outil réside dans
I’ajout par le compositeur d’idées musicales, sous forme
de contraintes, pour guider le solveur. Nous prévoyons que
cela se fasse via une interface graphique, afin que le com-
positeur n’ait pas besoin d’écrire de code. L’ajout d’idées
musicales entrainera une augmentation du temps de calcul.
Le probleme passera d’un probleme de satisfaction (trouver
une solution valide) a un probléme d’optimisation (trouver
la meilleure solution), les criteres d’optimisation étant four-
nis par le compositeur. Par exemple, la Couche 1 pourrait
ajouter des contraintes globales pour appliquer la structure
AABA avec les themes A et B, avec des contraintes de simi-
larité entre les A, qui sont des variations d’un mé€me théme,
et une contrainte de différence pour le theme B contrasté.

5. https: yithub.com/sprockeelsd/Harmoniser
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FIGURE 2 — Représentation de 1’entrée au solveur.

5.2 L’utilisation par un compositeur

Nous nous mettons dans la peau d’un compositeur
pour montrer comment utiliser I’outil. Nous expliquons
I’exemple en termes de contraintes, mais dans un outil pra-
tique, ces contraintes seraient fournies via une interface gra-
phique. Pour notre exemple, nous souhaitons écrire une pro-
gression d’accords commencant en do mineur, modulant
vers sa tonalité relative mi bémol majeur, puis revenant a la
tonalité de do mineur, soit 28 accords. Nous souhaitons une
cadence parfaite sur I’accord 12 pour terminer le premier
enchainement en do mineur et une modulation d’accord pi-
vot de I’accord 18 a I’accord 23 pour y revenir.

En plus de ces instructions nécessaires, nous ajoutons les
contraintes suivantes pour exprimer nos intentions musi-
cales (voir la Figure 2). (1) Le premier accord doit étre I.
(2) Aucun accord ne peut étre III ou VII, sauf pendant la
modulation de I’accord pivot. (3) Seuls les accords de do-
minante peuvent avoir une septieme. (4) Il y a une demi-
cadence sur 1’accord sept. (5) Il y a un accord chromatique
juste avant (position six). (6) L’accord II ne doit étre utilisé
qu’en premiére inversion. (7) Il y a une cadence a la fin.

Si nous exécutons le solveur avec ces souhaits, il produit la
sortie suivante. Pour la premiere progression en do mineur,
les accords suggérés par le solveur sont I-II-Vda-V-VI-1V-
bII-V-I-V-I-IV-V-I. Ceci est intéressant, mais selon nos golits
personnels, nous apportons quelques modifications : I-1I-
Vda-V-1-IV-6 \-V-I-V-I-Vda-V-I. C’est également une so-
lution acceptée par le solveur. Pour la progression de mib
majeur vers do mineur, le résultat est I-VI-II-V-VI|I-V/VI| V-
VI\I-VII|II-V-I-VI-II-V-1, ou VI|I est I’accord pivot démar-
rant la modulation (sixieme degré en mib majeur et pre-
mier degré en do mineur) et les accords suivants sont dans
les deux tonalités jusqu’a la cadence en do mineur. Pour
cette partie, nous n’apportons qu’une petite modification :
nous modifions la cadence qui termine la modulation pour
qu’elle soit interrompue. Ceci est dii au goiit personnel.
Les accords finaux de cette partie sont donc I-VI-1I-V-VI|I-
V/VI\V-VI|[-VII|II-V-VI-I-II-V-1. Les états d’accords ont été
omis dans la liste, mais ils sont tels qu’illustrés dans la Fi-
gure 3. Ensuite la Couche 3 génére une texture a quatre
voix représentant notre morceau. La Figure 3 montre une
texture 2 quatre voix possible. Elle peut étre écoutée ici°.
Un rythme harmonique a été donné aux accords, ainsi que
quelques notes ornementales, par le compositeur. Nous pré-
voyons que le rythme et les notes ornementales soient four-
nis par I’outil dans une prochaine version.
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FIGURE 3 — Piece musicale basée sur la progression d’ac-
cords générée par la Couche 2. Les voix ont été ajoutées par
la Couche 3 et le rythme par le compositeur.

6 Travaux Futurs

L’outil Harmoniser complet intégrera les modeles des
quatre couches dans un seul systeme. Pour compléter les
contraintes harmoniques, nous ajouterons des contraintes
rythmiques aux quatre modeles. Nous travaillons sur une
application intégrant un systeme de gestion des solutions
afin que le compositeur puisse itérer sur différentes parties
de la piece musicale, conserver les bons résultats, ajouter
ou supprimer des idées musicales, combiner des solutions
partielles et écouter des solutions. Nous travaillons sur une
interface utilisateur graphique permettant au compositeur
d’utiliser I’outil sans aucune programmation. L’application
sera fournie sous forme de plug-in pour une station de tra-
vail audionumérique (DAW) afin de pouvoir étre intégrée a
I’atelier du musicien. Nous faisons actuellement un plug-in
expérimental utilisant la plateforme JUCE [ V].
L’application Harmoniser sera évaluée par des composi-
teurs qui donneront leur avis sur son ergonomie. Cette éva-
luation s’inscrit dans le cadre de notre collaboration conti-
nue avec Karim Haddad de 'IRCAM et Adrien Tsilogian-
nis du Conservatoire royal de Bruxelles. Nous espérons que
I’application finale sera utilisable par un large public de
compositeurs amateurs et servira de base a de futures ex-
tensions visant a I’adapter et a 1’étendre.

7 Conclusion

Cet article présente 1’état d’avancement du projet Harmoni-
ser, qui vise a développer un outil de composition basé sur
la programmation par contraintes. Ce projet définit un pro-
cessus de composition en quatre couches. Nous avons déve-
loppé la Couche 2 (progressions d’accords et modulations)
et la Couche 3 (les voix). Les travaux en cours portent sur
la création des Couches 1 et 4, I’ajout de contraintes ryth-
miques et la création d’un plug-in avec interface graphique
pour une station de travail audionumérique.
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Résumé

La Sélection de Valeur Impactant les Bornes est une heuris-
tique de sélection de valeur efficace mais coiiteuse, qui es-
time I’impact de chaque valeur d’une variable sur I’ objectif
via un calcul de point fixe. Nous introduisons deux amélio-
rations a son fonctionnement : (1) restreindre le calcul du
point fixe aux contraintes situées sur le plus court chemin
vers [’objectif, et (2) un regard-avant inversé fixant de ma-
niere optimiste la variable objectif a sa meilleure borne.
Validées sur des instances académiques et lors de la com-
pétition XCSP3, ces approches réduisent sensiblement les
coiits de calcul.

Mots-clés

Programmation par contraintes, sélection de valeur, opti-
misation

Abstract

Bound-Impact Value Selection is an effective but costly va-
lue selection heuristic that estimates the impact of each pos-
sible value on the objective through a fixpoint computation.
We introduce two improvements to this approach : (1) res-
tricting the fixpoint computation to constraints on the shor-
test path to the objective, and (2) a reversed look-ahead that
optimistically sets the objective variable to its best bound.
Validated on academic instances and in the XCSP® com-
petition, these approaches significantly reduce computation
costs.

Keywords

Constraint programming, value selection, optimization

Cet article est un résumé de [ /]

1 Introduction

Le paradigme de la Programmation par Contraintes (PPC)
permet de résoudre des problémes combinatoires de fagon
déclarative. La vision « Graal » de 1la PPC postule que 1’ uti-
lisateur se contente de spécifier le probleme, et 1’ ordinateur
le résout [/]. Toutefois, afin de garantir une efficacité pra-
tique, cette vision a été nuancée par le mantra historique
de la PPC : PPC = Modélisation + Recherche. La capa-

55

cité a programmer des recherches spécifiques demeure cru-
ciale pour réduire la taille de 1’arbre de recherche consi-
déré. Au fil du temps, I'intérét porté a la programmation
de la recherche a toutefois diminué grace a I’apparition de
méthodes génériques efficaces [0, 3, 9, 10].

Une procédure de recherche typique effectue, a chaque
nceud, deux choix successifs : la sélection d’une variable
non encore assignée, puis le choix d’une valeur que 1’on
affecte a cette variable dans la branche de gauche. Malgré
les nombreuses études consacrées a la conception d’heu-
ristiques de sélection de variables basées sur le principe
du premier-échec, peu de stratégies "boite noire" ont été
développées pour la sélection de valeur. Dans le contexte
de I’optimisation, une méthode générique simple et effi-
cace est le Sélection de Valeur Impactant les Bornes (SVIB)
[2]. Cette heuristique de regard-avant évalue chaque valeur
dans le domaine d’une variable : elle assigne successive-
ment la variable a chacune de ces valeurs et calcule le point
fixe induit par les contraintes. On mesure alors son impact
sur I’objectif — en particulier, I’augmentation de la borne
inférieure pour un probleme de minimisation. La valeur en-
tralnant I’augmentation la plus faible est sélectionnée pour
la branche de gauche. !

Bien que SVIB propose des solutions de meilleure qualité
que d’autres heuristiques plus naives (par exemple le choix
systématique de la valeur minimale du domaine), le gain en
guidage de la recherche peut étre cofiteux a obtenir. Cela est
particulierement vrai lorsque les domaines sont de grande
taille ou lorsque le nombre de contraintes impliquées dans
le point fixe est élevé. Une approche permettant de diminuer
ce surcollt consiste a n’examiner que les valeurs extrémes
(minimum et maximum) du domaine, surtout si ce dernier
est trop grand.

2 Contributions et conclusion

Notre travail introduit deux pistes pour réduire le coit de
SVIB. La premiere, appelée Point Fixe Restreint (PFR),
consiste a calculer le point fixe uniquement sur un ensemble
restreint de contraintes. Plus précisément, on ne considere

1. Cette idée est proche du branchement fort utilisé dans les solveurs
de Programmation Linéaire en Nombres Mixtes [ !].
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que les contraintes situées sur les plus courts chemins, dans
le graphe de contraintes, qui relient la variable choisie a
la variable objectif (chaque contrainte étant reliée aux va-
riables de son domaine). Cette étape allégée n’est utili-
sée que dans I’heuristique de choix de valeur afin de sé-
lectionner une valeur intéressante; la recherche complete
prend, quant a elle, en compte 1’ensemble des contraintes.
Par exemple, la Figure | illustre ce principe pour un Pro-
bleme du Voyageur de Commerce (PVC) avec un modele
de circuit en PPC. Les variables S; (i € 0..n), avec n = 4,
représentent le successeur de chaque noeud dans le tour, D;
la distance entre un nceud et son successeur, et D7ot la dis-
tance totale, qui constitue 1’objectif a minimiser.

5 8. 5.0
yd

(Circuit) Elementp) (Element;) (Elementy) (Element;

FIGURE 1 — Contraintes et variables pour un PVC a 4
nceuds. Les éléments en bleu indiquent le plus court che-
min reliant la variable Sy a 1’objectif DT ot. Seules les deux
contraintes mises en évidence sont propagées lors de 1’exa-
men des valeurs de Sy dans le cadre de PFR.

La seconde amélioration, nommée Regard-Avant Inversé
(RAI), part de la valeur de I’objectif. Au lieu de fixer suc-
cessivement la variable sélectionnée a chacune de ses va-
leurs (comme dans SVIB), on fixe de maniere optimiste la
variable objectif a sa borne inférieure (dans le cas d’une
minimisation), puis on calcule le point fixe. La valeur ef-
fectivement sélectionnée pour la variable provient alors des
valeurs qui subsistent apres le filtrage des domaines. Si une
inconsistence est détectée, on augmente la borne de I’objec-
tif, et I’on recommence jusqu’a ce que plus aucune variable
ne soit vidée de son domaine.

— SVIB Gloutonne
— = SVIB+PFR =—— Valeur min.

— RAI
— - RAI+PFR

~ 100 1

N

= 751

£

‘= 50+

o

£ 25
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1071 100 10! 102 103
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FIGURE 2 — Ecart primal [5] des heuristiques au cours du
temps, sur le PVC. Un écart de 100% indique qu’aucune
solution n’est encore trouvée, et un écart de 0% que la
meilleure solution est trouvée. L’approche RAI+PFR a le
méme comportement qu’une recherche gloutonne.

L article principal [ /] détaille le comportement de ces heu-
ristiques et propose des exemples guidés. Les expérimenta-
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tions, menées tant sur des problemes académiques que sur
18 problemes de la compétition XCSP? 2023 [2], montrent
que I’ajout de PFR dans la procédure de regard-avant et
I’utilisation de RAI réduisent sensiblement les coflits de cal-
cul, rendant moins pertinentes les restrictions antérieures
imposées a SVIB. En particulier, elles ont le méme com-
portement qu’une sélection gloutonne sur le PVC, comme
indiqué dans la Figure 2.
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Résumé

Ce papier est un résumé de [’article "Learning and
Fine-Tuning a Generic Value-Selection Heuristic Inside
a Constraint Programming Solver", publié dans la revue
"Constraints" en novembre 2024. Notre contribution est une
méthode pour apprendre des heuristiques de sélection de
valeurs dans un solveur de programmation par contraintes
(CP). Pour cela, nous utilisons (1) Une procédure d’appren-
tissage basée sur des redémarrage avec de I’apprentissage
par renforcement, (2) Une fonction de récompense capable
d’attribuer des valeurs intermédiaires non nulles basées sur
la propagation, et (3) une architecture neuronale basée sur
un réseau de neurones a graphe hétérogene.

Mots-clés

GNNs, Apprentissage par renforcement

1 Introduction et Contexte

Dans cet article, nous présentons une méthode pour ap-
prendre des heuristiques de sélection de valeurs dans un
solveur de programmation par contraintes (CP). Cette re-
cherche est motivée par un constat : si la programmation
par contraintes est une approche efficace pour résoudre des
problémes combinatoires, son efficacité dépend fortement
des heuristiques de branchement utilisées.

Les heuristiques actuelles, comme la recherche basée sur
I’impact [| 7] ou I’activité [ | (], présentent des limitations :
elles nécessitent une initialisation cofiteuse en calcul et
offrent de faibles performances au début de la recherche. De
plus, le développement d’heuristiques spécifiques a un pro-
bleme exige une expertise approfondie, souvent inaccessible
pour les utilisateurs sans formation avancée en programma-
tion par contraintes. Cette observation a motivé de nombreux
travaux visant a utiliser 1’apprentissage automatique pour
concevoir automatiquement des heuristiques efficaces sans
intervention experte [].

Notre contribution principale est une procédure d’appren-
tissage générique qui permet d’obtenir une heuristique de
sélection de valeurs directement a partir d’un modele CP en
entrée. Notre approche combine trois éléments clés :
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1. Une procédure d’apprentissage basée sur des redémar-
rages pour entrainer un agent d’apprentissage par ren-
forcement [ | 5] a I’intérieur d’un solveur CP.

2. Une fonction de récompense capable d’attribuer des
valeurs intermédiaires non nulles basées sur la propa-
gation effectuée pendant la recherche.

3. Une architecture neuronale basée sur une représentation
de graphe tripartite et un réseau de neurones a graphe
hétérogene, inspirée des travaux sur MIPs [©].

2 Contributions Techniques

2.1 Apprentissage basé sur les redémarrages

Contrairement aux approches précédentes [°] qui définissent
un épisode d’apprentissage comme un processus de résolu-
tion complet utilisant le DFS, nous proposons une approche
basée sur les redémarrages. Dans notre méthode, un épi-
sode est défini comme une seule plongée dans I’arbre de
recherche, sans retour arriere. L’ épisode s’arréte lorsqu’une
solution complete est trouvée ou lorsqu’un échec résulte de
la derniere décision de branchement.

Cette approche présente des avantages significatifs. Premie-
rement, elle évite les difficultés liées a 1’utilisation d’un
algorithme de retour arriere dans un cadre de processus de
décision markovien, probleme souligné précédemment [/ *].
Deuxiemement, elle permet de focaliser 1’apprentissage sur
I’ objectif de trouver rapidement de bonnes solutions, plutot
que de prouver 1’optimalité (qui nécessite souvent 1’explora-
tion d’un arbre de recherche exponentiellement grand).
S’inspirant des travaux récents [, | 3], notre méthode exé-
cute chaque épisode a I’intérieur du solveur pendant 1’en-
trainement, ce qui nous permet d’exploiter les informations
mises a jour lors de la propagation pour le branchement.

2.2 Récompense basée sur la propagation

Nous avons développé un nouveau schéma de récompense
basé sur la réduction du domaine de la variable choisie.
Cette réduction se produit au moment de la propagation des
contraintes apres avoir sélectionné une valeur.

Notre fonction de récompense comprend deux composantes :

1. Une récompense intermédiaire recueillie aux nceuds de
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branchement (mentionné plus haut).
2. Une récompense terminale obtenue en fin d’épisode.

Pour un probleme de minimisation, la récompense intermé-
diaire suit deux principes : toute réduction de domaine des
valeurs les plus élevées est récompensée et toute réduction
des plus petites est pénalisée. Cette approche guide 1’agent
vers des situations ot le colit minimum peut étre éventuelle-
ment obtenu tout en éliminant les solutions cofiteuses.

Ce mécanisme de récompense intermédiaire est particulie-
rement important car il permet d’atténuer le probleme bien
connu des récompenses clairsemées (sparse rewards), qui
complique généralement 1’apprentissage par renforcement.

2.3 Architecture de GNN hétérogene

Notre architecture neuronale est congue pour effectuer une
sélection de valeur. Elle comprend quatre étapes :

1. Encodeur de modele CP : Nous représentons le mo-
dele CP comme un graphe tripartite ou les variables, les
contraintes et les valeurs correspondent a des types de
nceuds spécifiques et des arétes représentant leurs rela-
tions. Cette approche s’inspire des travaux sur les MIPs
[©], adaptée a la programmation par contraintes, qui im-
plique des variables non binaires et des contraintes com-
binatoires. Notre encodage se distingue d’approches
récentes [, | 0], offrant un meilleur équilibre entre ex-
pressivité et efficacité computationnelle.

2. Encodeur de réseau neuronal a graphe : Nous utili-
sons une architecture hétérogéne ol une convolution
est effectuée pour chaque type de nceud. Ceci permet
de propager I’information dans le graphe tout en pré-
servant les caractéristiques de chaque type de nceud.

3. Décodeur de réseau neuronal : Cette étape prédit une
valeur ) pour chaque valeur disponible pour la variable
sélectionnée, en utilisant un algorithme d’apprentissage
par renforcement profond (deep Q-learning) [ !].

4. Politique d’action : Cette politique définit comment
exploiter les valeurs () approximées, équilibrant explo-
ration et exploitation pendant la phase d’apprentissage.

3 Résultats Expérimentaux

Nous avons évalué notre approche sur quatre problemes
d’optimisation combinatoire : coloration de graphes, en-
semble indépendant maximum (MIS), coupe maximum
(MAXCUT), couverture de sommets minimum (MVC).
Les expériences ont été menées sur des instances de dif-
férentes tailles : petites (20-30 nceuds), moyennes (40-50
nceuds) et grandes (80-100 nceuds). L’entrainement a été
effectué sur des graphes générés aléatoirement selon le mo-
dele de Barabdsi-Albert [ /], connu pour générer des graphes
qui imitent les organisations humaines et naturelles. Nos
résultats montrent que notre heuristique apprise :

— Trouve des solutions de qualité supérieure étant donné
un budget de nceuds.

— Trouve la solution optimale en explorant moins de
nceuds que les méthodes de référence [ 10, 17].

— Apprend une stratégie de branchement donnant des
solutions de haute qualité, apres une seule plongée.
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Pour I’évaluation, nous avons utilisé des profils de perfor-
mance [/] qui montrent que notre méthode surpasse les
autres approches pour trouver rapidement de bonnes solu-
tions. Par exemple, pour le probleme de MAXCUT avec 50
nceuds, une seule plongée avec notre approche produit une
solution avec un écart d’optimalité de 0.16, alors qu’une re-
cherche en profondeur avec une sélection de valeur aléatoire
nécessite 19 secondes et 53 000 nceuds explorés pour trouver
une solution avec un écart similaire.

Les expériences montrent également que 1’intégration de
notre heuristique apprise dans une recherche de type ILDS
[©] améliore considérablement les résultats, permettant d’ob-
tenir des solutions trés proches de 1’optimalité. Nous obser-
vons finalement que le calibrage (fine-tuning) d’un modele
avec une classe de problemes différente peut accélérer consi-
dérablement le processus d’apprentissage [ -], comme dé-
montré sur le probleme de coupe maximum avec 80 noeuds.

4 Défis et Perspectives

Malgré les résultats prometteurs, plusieurs défis persistent.

1. Mise a I’échelle de la représentation : La taille des
graphes augmente significativement avec la taille du
probléme et le nombre de noeuds dans 1’arbre de re-
cherche croit exponentiellement. Des mécanismes de
compression pourraient aider a atténuer cette difficulté.

2. Problemes fortement contraints : Notre approche
excelle avec des solutions facilement réalisables,
mais perd en efficacité sur des problemes fortement
contraints ou les récompenses sont plus rares.

3. Heuristique combinée variable/valeur : Une direc-
tion de recherche intéressante serait d’adapter notre
architecture pour apprendre simultanément une heuris-
tique de sélection de variables et de valeurs.

4. Preuve d’optimalité : Notre objectif actuel est de trou-
ver rapidement une bonne solution, mais accélérer la
preuve d’optimalité reste un défi ouvert. La redéfinition
de la fonction de récompense ou de 1’épisode pourrait
aider a aborder ce probleme.

5. Architecture de GNN : Les GNNs basés sur le passage
de messages ont des limitations intrinséques concernant
leur capacité de représentation [0] . L’exploration d’ar-
chitectures alternatives est une voie prometteuse.

5 Conclusion

Nous avons proposé une méthode générique basée sur 1’ap-
prentissage par renforcement pour obtenir une heuristique
de sélection de valeurs. Notre approche combine un entrai-
nement basé sur les redémarrages, un signal de récompense
non clairsemé, et une architecture de GNN hétérogene.

Les expériences sur quatre problemes démontrent que notre
méthode peut trouver de meilleures solutions en visitant
significativement moins de nceuds que d’autres méthodes
de référence. Nous avons également identifié plusieurs défis
qui constituent des directions pour nos travaux futurs.
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Résumé

La tendance actuelle de la communauté de programma-
tion par contraintes (PPC) a utiliser largement la techno-
logie SAT (c’est-a-dire la traduction des contraintes et/ou
le raisonnement a partir des clauses) est intéressante (et
s’est avérée efficace dans bon nombre de situations), mais
elle éclipse quelque peu I’intérét de la PPC. Si ’on consi-
dere les résultats des dernieres compétitions XCSP3 (2022,
2023, 2024 ; par exemple, voir www.cril.fr/XCSP24), on
peut observer qu’un solveur PPC “pur” comme ACE peut
étre comparativement tres efficace pour trouver des bornes
de bonne qualité. En fait, notre position est que “search is
not dead”, une référence a l’exposé invité a la conférence
CP’13 par Peter Stuckey qui affirmait que “search is dead,
long live proof . Il nous semble que se concentrer unique-
ment sur la preuve dés le début (du processus de résolu-
tion) n’est pas nécessairement la bonne approche, en parti-
culier avec les nouveaux progres réalisés pour conduire la
recherche de solutions (notamment, le solution-based phase
saving, et les trois heuristiques complémentaires actuelles
basées sur les conflits).

Mots-clés

recherche arborescente, heuristiques, contraintes

Abstract

The current trend in the CP (Constraint Programming)
community to widely use SAT technology (i.e., translating
constraints and/or reasoning from clauses) is interesting
(and has been shown to be effective in a number of situa-
tions) but somewhat detracts from the value of CP. Conside-
ring the results of the last (2022, 2023, 2024) XCSP3 com-
petitions (e.g., see www.cril.[r/XCSP24), one can observe
that a pure CP solver like ACE can be comparatively effi-
cient for finding good quality bounds. Actually, our position
is that "search is reborn", a reference to the invited talk at
the conference CP’13 by Peter Stuckey who claimed that
"search is dead, long live proof". It seems to us that focu-
sing only on proof from the start (of the solving process) is
not necessarily the right approach, especially with the new
advances made in search (notably, solution-based phase sa-
ving, and the three current complementary state-of-the art
conflict-based heuristics).

Keywords

tree search, heuristics, constraints
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1 Introduction

La programmation par contraintes (PPC) [15, 12, 1] est
une technologie utile pour modéliser et résoudre des pro-
blemes combinatoires sous contraintes. D une part, on peut
utiliser une bibliotheque comme PyCSP? [16] pour modéli-
ser les problémes qui se posent dans divers domaines d’ap-
plication (par exemple, I’ordonnancement, la planification,
la cryptographie, la bio-informatique, la chimie organique,
etc.) Les instances de problémes peuvent alors étre direc-
tement générées a partir de modeles et de données parti-
culieres. D’autre part, pour résoudre les instances (notam-
ment représentées au format XCSP? [6, 7]), on peut uti-
liser un solveur de contraintes comme ACE, dont il est
question dans le présent document. ACE est un solveur de
contraintes open-source, développé en Java, qui se foca-
lise sur les variables entieres (incluant les variables boo-
léennes ou 0/1), différentes forme de contraintes table, les
contraintes globales les plus importantes, les heuristiques
de recherche état-de-1’art et I’optimisation (mono-critere).

2 Vers une recherche robuste en PPC

ACE est un solveur complet, qui effectue une exploration en
profondeur de I’espace de recherche, avec retours-arricres.
A chaque étape (nceud de 1’arbre de recherche), une déci-
sion est prise (une affectation de variable ou une réfuta-
tion de valeur) et un processus de filtrage est exécuté (mé-
canisme de propagation de contraintes). Pour résoudre le
probleme de la forte variabilité des distributions de temps
d’exécution [“], la recherche est relancée régulierement, en
suivant une progression géométrique. L’ordre dans lequel
les variables sont choisies au cours de la construction de
la branche courante de I’arbre de recherche est déterminé
par une heuristique de choix de variables; une heuristique
générique classique est dom/wdeg [©], combinée a un mé-
canisme simulant une certaine forme de sauts en arriere in-
telligents [/ 5]. L'ordre dans lequel les valeurs sont choi-
sies lors de I’affectation des variables est déterminé par une
heuristique de choix de valeurs; pour I’optimisation, il est
fortement recommandé d’utiliser d’abord, si disponible, la
valeur de la derniere solution trouvée [0, ©].

Pour [D’optimisation (instances du probleme COP,
Constraint Optimization Problem), on utilise une stra-
tégie basée sur la mise a jour de la borne chaque fois
qu’une solution est trouvée; il s’agit d’une sorte de straté-
gie de descente (apparentée au Branch and Bound), dont le
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FIGURE 1 — Illustration de trois moments clés de la collecte d’informations concernant les conflits : ils correspondent au
traitement précoce (Early), intermédiaire (Midway) et tardif (Late) des conflits.

principe est équivalent (dans 1’hypotheése d’un probleme de
minimisation) a I’ajout d’une contrainte objectif spéciale
obj < oo au réseau de contraintes (bien qu’elle soit
initialement trivialement satisfaite), et & mettre a jour la
limite de cette contrainte chaque fois qu’une nouvelle
solution est trouvée. Cela signifie qu’a chaque fois qu’une
solution S est trouvée avec un colit B = obj(S), la
contrainte objectif devient obj < B. Par conséquent, cette
stratégie de descente progressive fournit une séquence de
solutions de plus en plus intéressantes, jusqu’a prouver
I’optimalité de la derniere solution trouvée.

Au moment de la rédaction de ce document, nous pensons
que ACE est un solveur compétitif en raison des ingrédients
suivants :

redémarrage fréquent de la recherche
enregistrement des nogoods de la branche courante
au moment du redémarrage [ 4]

pondération de contraintes pour la sélection des va-
riables [5, 10, 21, 17, 4]

raisonnement a partir du dernier conflit [ ]
solution(-based) phase saving [0, ©]

Fait important, dans [], nous avons montré que trois ma-
nieres d’exploiter les conflits pour guider la recherche pré-
sentent des comportements relativement complémentaires.
Cela peut s’expliquer par le fait que les informations sont
extraites a différents moments : au tout début du proces-
sus conduisant a un conflit (¢’est-a-dire au moment de la
décision), pendant la propagation de contraintes ou au mo-
ment ou le dernier propagateur (algorithme de filtrage) est
sollicité. On peut alors parler d’approches telles que le trai-
tement opérationnel des conflits est early (E), midway (M)
ou late (L). Ceci est illustré par la figure | ou une nou-
velle décision x = a est prise, lors de la résolution d’un ré-
seau de contraintes P, dans la continuité de deux décisions
prises précédemment v = a et w # b. Dans notre scénario,
I’exécution de la propagation de contraintes ¢ sur (I’état ac-
tuel de) P apres avoir assigné la valeur a a z, c’est-a-dire
@(P|z=a), révele une nouvelle situation conflictuelle (dé-
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signée par 1 ). Le traitement précoce de ce nouveau conflit
consiste a considérer la variable x impliquée dans la déci-
sion comme cause principale. C’est le principe de 1’heuris-
tique frba/dom [!7]. Le traitement intermédiaire de ce
conflit consiste a considérer que toutes les variables ayant
joué un rdle (c’est-a-dire ayant été choisies) au cours de la
propagation ont contribué a 1’échec. C’est le principe qui
sous-tend I’heuristique pick/dom [4]. Le traitement tar-
dif de ce conflit consiste a considérer la derniére contrainte
(ici, ¢2)) provoquant 1’échec (c’est-a-dire supprimant la der-
niere valeur d’un domaine) comme 1’objet d’intérét. C’est
le principe de la pondération des contraintes, comme dans
wdeg/dom [5, 10, 21].

L’intérét (la complémentarité) de ces trois heuristiques est
démontré lors de la compétition XCSP3 2024 (voir [3] et
www.cril.fr/XCSP24), a laquelle deux versions de ACE
[ -] ont participé :

— ACE, avec son comportement par défaut (une

seule heuristique de choix de variables est utili-
sée : wdeg®® [21] qui est un raffinement de
dom/wdeq), et la premiere valeur (i.e., plus petite)
est systématiquement choisie,
ACE-mix, qui exploite les trois principales heuris-
tiques de choix de variables mentionnées ci-dessus
(ainsi que wde geecdy et trois heuristiques de choix
de valeurs (sélection de la valeur la plus petite, la
plus grande, ou aléatoirement dans le domaine de la
variable sélectionnée).

I est clair que ACE-mix bénéficie de la complémentarité
de ces heuristiques puisque cette version obtient de bien
meilleurs scores que ACE dans les différents tracks de la
compétition. Sans surprise, cela montre que la recherche
devient (beaucoup) plus robuste lorsque I’on utilise des
heuristiques complémentaires (ici, basées sur les conflits).

En fait, nous pensons que la tendance actuelle de la commu-
nauté PPC a utiliser largement la technologie SAT (c’est-a-
dire traduire les contraintes en clauses et/ou raisonner a par-
tir de clauses) est intéressante (et s’est avérée efficace dans
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FIGURE 2 — Pour le track COP de la compétition XCSP3 2024, avec une vision orientée preuve, Picat surpasse CPMpy_ortools,

qui lui-méme surpasse ACE-mix.

bon nombre de situations), mais qu’elle éclipse quelque peu
la valeur de la PPC. En ce qui concerne les problémes d’op-
timisation (main track COP), sur le site des résultats de la
compétition XCSP? 2024 (voir www.cril .fr/XCSP24), deux
cactus plots sont visibles :

— un cactus plot, illustré a la figure 2, qui donne une
vue “orientée preuve” des résultats (c’est a dire que
seule les preuves d’optimalité comptent) : les ap-
proches basées sur SAT (et/ou sur la relaxation) sont
tres efficaces pour prouver 1’optimalité ;
un cactus plot, illustré a la figure 3, qui donne
une vue “orientée recherche” (c’est a dire que les
preuves d’optimalité sont ignorées) : les approches
basée principalement sur la PPC sont tres efficaces
pour trouver des bornes de bonne qualité.

3 Search, Reborn!

Méme des versions moins robustes de ACE, comme celles
soumises en 2022 (voir [ | ] et www.cril.fr/XCSP22) et 2023
(voir [] et ww.cril.fr/XCSP23), étaient déja trés compéti-
tives pour le main track COP. La vision orienté recherche
montre déja comparativement les trés bonnes performances
de ACE. En fait, notre position est que search is not dead
(ou search is reborn), en référence a la conférence invitée
[19] a CP’13 par Peter Stuckey qui affirmait que “search is
dead, long live proof”. Comme la résolution d’un probleme
d’optimisation passe par trois étapes :
— la phase d’accrochage pendant laquelle une pre-
miére solution doit étre trouvée,
— la phase de descente pendant la quelle une solution
optimale doit étre trouvée, aprés un cheminement
possiblement trés long depuis la premiere solution,

JFPCQPFIA 2025

— la phase de preuve pendant laquelle 1’ optimalité doit
étre prouvée,

il nous semble que se focaliser uniquement sur la preuve
des le départ n’est pas nécessairement la bonne approche,
surtout avec les nouvelles avancées réalisées pour conduire
la recherche (solution-based saving [0}, ] et les trois heu-
ristiques complémentaires basées sur les conflits). Pour la
phase de descente, la recherche telle qu’elle est effectuée
par un solveur PPC classique peut, sous réserve d’utiliser
des mécanismes de recherche complémentaires, devenir ex-
trémement compétitive (comme le montre ACE-mix).
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Résumé

L’unisson synchrone est un probleme de synchronisation
d’horloges de référence en systeme distribué, et notamment
en autostabilisation. Cet article explore I’autostabilisation
d’un algorithme d’unisson synchrone en utilisant une ap-
proche basée sur la satisfiabilité propositionnelle. Une for-
mulation logique de 1’algorithme est proposée, intégrant
Uunicité des valeurs d’horloge des nceuds, leurs mises a
Jjour en fonction de la valeur minimale des horloges des
neeuds voisins, ainsi que la vérification de la convergence
ou de la divergence. Afin d’optimiser la modélisation, des
contraintes additionnelles sur les configurations initiales
sont introduites pour limiter les cas redondants et non per-
tinents a analyser.

Mots-clés

Autostabilisation, unisson synchrone, satisfiabilité

Abstract

Synchronous unison is a benchmark clock synchroniza-
tion problem in distributed computing, and especially in
self-stabilization. This paper explores the self-stabilization
of a synchronous unison algorithm using a propositional
satisfiability-based approach. A logical formulation of the
algorithm is proposed, incorporating the uniqueness of
node clock values, their updates based on the minimum
clock value at neighboring nodes, and the verification of
the convergence or divergence. To optimize the modeling,
additional constraints are introduced to reduce redundant
and irrelevant cases to be analyzed.

Keywords

Self-stabilization, synchronous unison, satisfiability

1 Introduction

L’ autostabilisation a été¢ définie par Dijkstra [ ] dans le
contexte des systemes distribués. Un systeme distribué est
un ensemble d’entités de calcul, ici appelées processus, qui
sont a la fois autonomes et interconnectées entre elles. Le
but de ces processus est de coopérer afin de résoudre une
tache globale au systeéme. Un algorithme est dit autostabi-
lisant si, quel que soit 1’état initial du systeme sur lequel il
est déployé, il garantit le retour en temps fini, et sans in-
tervention extérieure, a un état dit légitime a partir duquel
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la spécification du systeme est réalisée. Bien que la notion
de panne ne soit pas explicite dans la définition des sys-
temes autostabilisants, la motivation premiere de cette ap-
proche est pourtant la folérance aux pannes. En effet, apres
un nombre fini de pannes transitoires I I’état d’un systeme
distribué peut étre quelconque et ainsi ne plus vérifier sa
spécification. Un algorithme autostabilisant garantit alors
que le systeme récupere de telles fautes en temps fini.

La conception d’algorithmes autostabilisants peut sembler
complexe au premier abord en raison de I’acces limité des
processus a I’état global du systeme. Pourtant, nombre de
ces algorithmes se révelent étonnamment élégants et par-
fois méme plus simples que leurs pendants non stabili-
sants. Cependant, démontrer formellement 1’autostabilisa-
tion d’un algorithme s’avere souvent ardu et sujet aux er-
reurs. Cela est principalement di a la nature combinatoire
du probléme : la convergence vers un état légitime doit
étre démontrée a partir de tout état du systéme. Dans cet
optique, nous nous intéressons ici a un probléme simple :
Iunisson synchrone. On suppose un systeme synchrone ol
les processus sont anonymes et arbitrairement connectés
entre-eux. Chaque processus dispose d’une horloge locale
dont les valeurs entiéres varient entre 0 a m — 1 ot m est ap-
pelée la période. A partir d’un état o I’horloge de chaque
processus a une valeur quelconque de {0, ..., m—1}, le but
est de faire converger le systeme vers un état a partir duquel
toutes les horloges sont identiques et s’incrémentent (mo-
dulo m) a chaque pas de calcul.

Arora et al. ont proposé une solution simple a ce pro-
bleme []. L’ autostabilisation de leur algorithme est démon-
trée pour tout m > max(2,2D — 1) ou D est le diamétre du
réseau [, ’]. Cependant, I’optimalité de cette borne reste
une question ouverte. Cette question est partiellement ré-
solue dans [ /] ou des états de divergence, c’est-a-dire, des
états a partir desquels des exécutions ne stabilisent jamais,
sont exhibés pour toutes périodes paires inférieures stricte-
ment a la borne; le cas impair restant non résolu a ce jour.
Nous proposons ici d’étudier comment la satisfiabilité pro-
positionnelle peut aider a traiter cette question, et plus gé-
néralement comment elle peut aider a vérifier I’autostabili-
sation d’algorithmes distribués.

1. C’est-a-dire, des perturbations temporaires de certains composants
du systémes (liens ou processus).
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La satisfiabilité propositionnelle (SAT) est un probleme
fondamental en logique et en informatique théorique,
consistant a déterminer si une formule booléenne peut étre
satisfaite par une assignation de valeurs. Ce probleme, qui
a été le premier démontré NP-complet [©], suscite un in-
térét croissant car les solveurs SAT modernes parviennent
a traiter efficacement de grandes instances issues d’appli-
cations concretes, malgré la difficulté théorique établie du
probléme. En plus de son rdle clé en vérification de logi-
ciels, d’intelligence artificielle et de cryptographie, SAT se
situe a I’intersection de plusieurs disciplines telles que la lo-
gique, la complexité, la programmation par contraintes ou
encore la théorie des graphes [*].

Dans cet article, nous proposons une approche formelle ba-
sée sur SAT pour analyser rigoureusement le comportement
de I’unisson synchrone d’ Arora et al. []. Les regles de mise
a jour des horloges sont traduites en contraintes logiques
sous forme normale conjonctive (FNC), permettant 1’utili-
sation de solveurs SAT pour vérifier si la synchronisation
est atteinte. Cette méthodologie offre un cadre systématique
pour étudier la stabilisation de I’algorithme dans différentes
topologies et configurations initiales et avec différentes pé-
riodes. Pour optimiser cette analyse, des techniques spé-
cifiques sont appliquées pour réduire les redondances des
configurations initiales, ce qui permet d’accélérer 1’évalua-
tion du modele. Cette approche, bien qu’axée sur 1’unisson,
fournit des garanties formelles concernant les scénarios de
synchronisation, tout en ouvrant des perspectives d’optimi-
sation dans des systemes distribués plus complexes.

Le reste de cet article est organisé comme suit. Dans la sec-
tion 2, nous présentons 1’algorithme d’unisson synchrone et
nous introduisons la satisfiabilité propositionnelle. La sec-
tion 3 est consacrée a la modélisation formelle de 1’algo-
rithme de 1’unisson synchrone d’Arora et al. [’], ou nous
détaillons les variables et notations, ainsi que la formula-
tion en forme normale conjonctive, avec une attention por-
tée sur le maintien de 1’unicité des horloges, la mise a jour
des horloges et la modélisation la propriété d’autostabili-
sation, mais aussi la modélisation de contraintes addition-
nelles sur les configurations initiales dans le but d’accélé-
rer la résolution du probléme. Enfin, la section 4 présente
une évaluation expérimentale des résultats obtenus. Nous
concluons et discutons les perspectives de nos travaux en
section 5.

2 Préliminaires

2.1 Unisson synchrone

Nous considérons un systeme distribué de n processus in-
terconnectés. Le réseau d’interconnexion est modélisé par
un graphe non-orienté connexe G = (V, E) ou V est un
ensemble de n sommets représentant les processus et F
un ensemble d’arétes représentant les liens de communi-
cation bidirectionnels entre les processus. L’ensemble des
voisins d’un processus p sera noté N(p). L'unisson syn-
chrone d’ Arora et al. [ ] est décrit dans le modele a états, un
modele a mémoires localement partagées ol chaque nceud
peut directement lire son état et ceux de ses voisins, mais
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peut uniquement modifier son propre état.

Etant donné un paramétre entier m commun 2 tous les
processus et appelé période, chaque processus p dispose
d’une seule variable p.c € {0,...,m — 1}, qui représente
son horloge. La configuration du systeme est ainsi modéli-
sée par le vecteur associant a chaque processus la valeur
de son horloge. L’ensemble des configurations possibles
du systeme sera noté I', ,,,. L’algorithme local de chaque
processus p est décrit par une unique regle de la forme
garde — action. La garde de la régle de p est un prédi-
cat sur I’état de p et ceux de ses voisins. La partie action
est une affection de 1’horloge de p. Dans une configuration
donnée, la régle d’un processus est dite activable si sa garde
est vraie. Une configuration ou aucune regle n’est activable
est dite terminale.

Le systeme est supposé synchrone : tant que le systeme
n’est pas dans une configuration terminale, des itérations
sont exécutées comme suit. Tous les processus dont la regle
est activable dans la configuration courante 7y; exécutent
simultanément 1’action de leur régle, générant ainsi une
nouvelle configuration ;41, et ainsi de suite. Une exécu-
tion de I’algorithme est donc une suite de configurations
Y0, .-+, - telle que pour tout ¢ > 0, v; est obtenu a
partir de ;_1 en une itération synchrone de 1’algorithme.
Le but de I’algorithme est d’atteindre une configuration
ou toutes les horloges se sont synchronisée sur une valeur
identique pour n’importe quelle configuration initiale pos-
sible.

Pour ce faire, a chaque itération, chaque processus p cal-
cule la valeur d’horloge minimale ¢,,;,, dans son voisinage
clos (c’est-a-dire, N (p) U {p}), puis modifie, si nécessaire,
son horloge p.c & (¢min + 1) mod m (cf. Algorithme 1). De
proche en proche, les valeurs les plus petites se propagent
dans le réseau. Cette convergence peut uniquement étre per-
turbée par I’apparition de O chez certains processus apres
que tout leur voisinage clos ait atteint la valeur maximale
m — 1. Arora et al. ont démontré que lorsque m est choisi
suffisamment grand (c¢’est-a-dire, m > max(2,2D — 1) ou
D est le diametre de (i), ce souci de réinitialisation locale ne
peut pas empécher le systeéme de converger puisque, quelle
que soit la configuration initiale g € Iy, il existe né-
cessairement une valeur ¢ > 0 telle que toutes les horloges
ont la méme valeur dans ~; suite a une exécution de 1’algo-
rithme.

Dans le cas ol m est choisi trop petit, 1’exécution peut

Algorithme 1 Unisson synchrone pour un processus p

Entrées :
N(p) I’ensemble des voisins de p
m :  un entier positif, la période

Variable :

p.c € {0,..,m — 1}, ’horloge de p
Macro :

New(p) = (min({g.c: ¢ € N(p)} U {p.c}) + 1) mod m
Regle :

p.c # New(p) — p.c :== New(p)




ne jamais converger. Dans ce cas, il existe un cycle entre
des configurations illégitimes (des configurations contenant
au moins deux valeurs différentes). Or, le nombre total de
configurations possibles est m™. Donc, si apres m™ — 1
itérations, le systeme est toujours dans une configuration
illégitime, on peut affirmer que I’exécution ne convergera
jamais. Ainsi, il est suffisant d’observer les t; = m™ pre-
mieres configurations d’une exécution pour pouvoir déci-
der si cette exécution converge ou diverge. Cependant, ce
nombre est trés grand et peut entrainer une modélisation ex-
ponentielle. On pourra alors choisir une valeur plus raison-
nable pour ¢, quitte a ne pas pouvoir décider dans certains
cas.

Exemple 1. Considérons un réseau de processus
G=({po,p1,-, 05}, E) dont la topologie est en an-
neau. Posons m = b et supposons la configuration initiale
~o donnée dans la Figure 1. A partir de ~yo, on obtient le
préfixe d’exécution yy,Y17Y2,7Y3 donné dans la Table I.
L’algorithme d’unisson atteint donc une configuration
légitime apres 3 itérations.

2 D5

FIGURE 1 — Configuration initiale vy dans un anneau de 6
neeuds avec m = 5.

Po | P1L | P2 | P3| P4 | D5
Yo | 2 4 0 1 4 4
¥ | 3 1 1 1 2 3
Yo | 2 2 2 2 2 3
v¥3 | 3 3 3 3 3 3

TABLE 1 — Préfixe de 4 configurations obtenu apres 3 itéra-
tions depuis vo.

Dans I’exemple précédent, une configuration légitime, ol
les horloges sont synchronisées est atteinte par I’algo-
rithme. Cependant, lorsque m est mal choisi, il peut exis-
ter des configurations a partir desquelles les horloges ne
se synchronisent jamais. On dira dans ce cas que le sys-
teéme diverge. Les propriétés de convergence et de diver-
gence, formellement définies ci-dessous, mettent en évi-
dence I’importance d’étudier le comportement des algo-
rithmes distribués, et particulierement 1’unisson synchrone,
et les parametres influencant la synchronisation dans son
contexte [V, | ].
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Définition 1 (Convergence). Etant donné une période m,
I’algorithme d’unisson synchrone exécuté sur un graphe G
de n sommets converge lorsque pour toute configuration
initiale o € I'y, ., on atteint en un nombre fini d’itérations
une configuration v, € Iy, ,, out toutes les valeurs d’hor-
loge des sommets sont identiques.

Définition 2 (Divergence). Pour une période donnée m,
I’algorithme d’unisson synchrone exécuté sur un graphe G
de n sommets diverge lorsqu’il existe une configuration ini-
tiale yo € Iy, p, a partir de laquelle les horloges ne se syn-
chronisent jamais : il existe une infinité de configurations
atteintes contenant au moins deux valeurs d’horloge dis-
tinctes.

Exemple 2. Considérons un réseau de n = 3 processus
dont la topologie est une chaine. Posons m = 2 et consi-
dérons la configuration initiale o donnée dans la Figure 2.
A partir de cette configuration initiale, on obtient le préfixe
d’exécution décrit dans la Table 2. La divergence est donc
atteinte dés la deuxiéme itération puisqu’on retrouve une
configuration identique a .

Po

P P2

FIGURE 2 — Configuration initiale vy dans une chaine de 3
nceuds avec m = 2.

Po | P1 | P2
Yo 0 1 1
Y1 1 1 0
w011

TABLE 2 — Deux itérations de 1’unisson synchrone sur une
chaine de 3 nceuds avec m = 2.

Notre analyse va porter sur I’impact de la topologie du
graphe et de la période m sur la synchronisation, en se
concentrant sur des topologies simples comme les lignes,
les anneaux et les étoiles. Le théoreme suivant démontré
dans [/] fournit notamment une limite générale intéres-
sante pour le nombre maximum d’itérations dans un graphe
connecté.

Théoréme 1. L’algorithme d’unisson synchrone est autos-
tabilisant dans tout graphe connecté de diametre D pour
m > max{2, 2D — 1}. Son temps de stabilisation est alors
d’au plus 3D — 2 itérations.

2.2 Satisfiabilité propositionnelle

Soit X un ensemble des variables propositionnelles. Un
littéral est une variable z € X ou sa négation T. Une
clause est une disjonction de littéraux. Une formule en
Forme Normale Conjonctive (FNC) est une conjonction de
clauses. Une affectation I : X — {vrai, fauz} associe a
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chaque variable une valeur booléenne et peut étre représen-
tée comme un ensemble de littéraux. Un littéral est satisfait
par une affectation [ sil € I, sinon il est falsifié par I. Une
clause est satisfaite par une affectation I si au moins un de
ses littéraux est satisfait par I, sinon elle est falsifiée par I.
Une formule FNC est satisfiable s’il existe une affectation
qui satisfait toutes ses clauses, sinon elle est insatisfiable.
Le probleme de satisfiabilité (SAT) consiste a déterminer si
une formule FNC donnée est satisfiable.

Bien que SAT soit NP-complet [©], les solveurs modernes
basés sur I’algorithme CDCL (Conflict Driven Clause Lear-
ning) [!”] sont efficaces et parviennent a résoudre des
instances impliquant un grand nombre de variables et de
clauses. En effet, au dela de 1’apprentissage de clauses et
du retour arriere non chronologiques, ces solveurs integrent
des mécanismes puissants comme, par exemple, les struc-
tures paresseuses, des heuristiques de branchement dédiées
ou encore les redémarrages [0]. Par ailleurs le probleme
SAT est largement utilisé pour modéliser et résoudre de
nombreux problémes combinatoires complexes issus de di-
vers domaines, notamment en vérification formelle [, /]
mais aussi en cryptographie, en bio-informatique et en pla-
nification [©].

Dans la suite, on s’intéresse a modélisation du comporte-
ment de 1’algorithme d’unisson synchrone, appliqué a un
graphe arbitrairement connecté. L’ objectif est de caractéri-
ser les conditions de convergence ou de divergence de 1’al-
gorithme. Cela implique la modélisation des états des hor-
loges des nceuds du réseau a 1’aide de formules logiques,
qui doivent étre exprimées de maniere a pouvoir étre réso-
lues efficacement par un solveur SAT.

3 Modélisation formelle de I’unisson
synchrone

Dans cette section, nous nous intéressons a la modélisation
formelle du comportement de 1’unisson synchrone a travers
la satisfiabilité propositionnelle. Nous commengons par in-
troduire les variables du modele, puis nous définissons les
contraintes qui encadrent 1’exécution de 1’algorithme. Ces
contraintes doivent non seulement représenter fidelement
I’évolution du systeme, mais aussi permettre de détecter sa
convergence ou sa divergence. On s’intéressera également a
I’introduction de contraintes permettant d’optimiser le mo-
dele en éliminant des configurations initiales redondantes.

3.1 Variables et Notations

On rappelle que le réseau est modélisé par un graphe non-
orienté connexe G = (V,E)ou V ={0,...,n — 1} estun
ensemble de n sommets représentant les processus. On no-
tera M = {0,...,m—1} I'ensemble des valeurs d"horloges
possibles, ou m est la période. Nous nous intéressons aux
t; premiéres configurations d’une exécution quelconque de
I’algorithme sur G. Elles seront indicéesde 0 aty —1. L’en-
semble des indices seranoté T' = {0, ..., ¢ty —1}. Pour mo-
déliser I’exécution de I’algorithme, il est aussi nécessaire de
raisonner sur 1’état des horloges des processus dans les dif-
férentes configurations. Pour cela, on introduit les variables
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d’horloge hy, ¢, pour tout (p,t,v) € V' x T x M. Chaque
variable hp,:, indiquera si I’horloge du processus p est
égale a la valeur v dans la configuration ¢. Cela s’aveére suf-
fisant pour modéliser I’exécution et pour détecter la conver-
gence. Cependant, la modélisation de la divergence néces-
site d’autres variables, notamment pour pouvoir représen-
ter la présence d’un cycle entre configurations illégitimes
pendant I’exécution et pour simplifier la transformation des
contraintes en forme normale conjonctive. L’ ensemble des
variables qui seront utilisées est donné ci-dessous :

— Variables d’horloge : h,:, oup € V,t € T,v €
M. Ces variables sont affectées a vrat si le proces-
sus p a la valeur d’horloge v dans la configuration ¢
et a faux sinon.

Variables de cycle : ¢; ou ¢t € T. Ces variables
sont affectées a vrai si la configuration ¢ € T et la
configuration initiale sont identiques.

Variables de similarité d’horloge : s, , o p €
V,t € T etv € M. Ces variables seront affectées
a vras si le processus p a la méme valeur d’horloge
dans la configuration ¢ € T et la configuration ini-
tiale.

3.2 Modélisation de I’exécution de ’unisson

Dans un premier temps, nous nous intéressons a la forma-
lisation des contraintes modélisant une exécution valide de
I’unisson synchrone. Plus précisément, nous définissons les
contraintes d’unicité des horloges ainsi que les regles de
mise a jour assurant la propagation correcte des valeurs
d’horloge au fil des itérations.

3.2.1 Unicité des horloges

Pour garantir une exécution valide de 1’algorithme, il est
nécessaire de maintenir 1’unicité de 1’horloge de chaque
processus a chaque itération. Précisément, il faut veiller a
ce que chaque processus possede une et une seule valeur
d’horloge a chaque configuration de I’algorithme. Cette
contrainte peut &tre modélisée comme suit :

/\ (h‘iA,t,U \ hp,t,v') vp € V7Vt S T (la)
(v,v')eM?
v<v’
V Bt VpeV,vteT  (lb)

veM

La contrainte (la) garantit qu'un processus ne peut pas
posséder simultanément deux valeurs d’horloge différentes
dans une configuration donnée tandis que la contrainte (1b)
assure que chaque processus possede au moins une va-
leur d’horloge valide a chaque configuration. Le nombre de
clauses induit par ces contraintes est en O(n x t ¢ * m?).

3.2.2 Mise a jour des horloges

Dans le cadre de I’algorithme de 1’unisson synchrone, les
horloges des processus doivent &tre mises a jour, a chaque
itération, en fonction des valeurs d’horloge de leurs voisins
immédiats. Plus précisément, la nouvelle valeur d’horloge
du processus p est déterminée en prenant le minimum des



valeurs d’horloge de ses voisins, ainsi que la valeur d’hor-
loge qu’il détenait a 1’étape précédente. Cette valeur sera
ensuite incrémentée de 1 modulo m. Pour simplifier les no-
tations, on dénote N (p) = N (p) U {p} le voisinage clos du
processus p € V. La contrainte de mise a jour des horloges
est alors modélisée comme suit :

A

d
(up/)p,emp)eM P

7)/:('r‘ru"rzp,ej\~](p)vp/ +1) mod m

Vte T\ {t;—1},YpeV (2

\/ hp',t,vp/) \/hp,t+1,11’

p'€N(p)

En effet, pour chaque assignation possible (v,) v €N (p) des
valeurs d’horloges du voisinage clos d’un processus p, on
veut s’assurer que la valeur minimale incrémentée de 1
modulo m, dénotée v’, soit propagée au processus p a la
configuration suivante, c’est a dire /\ . M) Pty =
hp 41,07 Cette derniére implication met parfaitement en
évidence le mécanisme de mise a jour des horloges dans
le cadre de 1’unisson synchrone et est donc réécrite sous
forme normale conjonctive dans la contrainte (2), en rajou-
tant les itérations nécessaires sur les assignations possibles
et le calcul de la nouvelle valeur de 1’horloge au niveau de
la conjonction. Pour fournir une analyse fine de la com-
plexité de I’encodage, on note dmax = maxpey |N(p)| le
degré maximal du graphe. Ainsi, il est clair que le nombre
de clauses serait borné par O (nxt s x m4max+1) Tl semble-
rait donc que la complexité de notre modele soit fortement
corrélée au degré maximal dans le graphe et qu’il soit donc
plus adapté aux graphes pour lesquels cette valeur reste re-
lativement petite. En particulier, pour les graphes en anneau
ou en chaine la complexité sera en O(n*t ¢+ xm?) puisque,
pour ces topologies, on a dy,x = 2.

3.3 Modélisation de la convergence

La convergence se produit lorsque les valeurs d’horloge
des processus atteignent en un nombre fini d’itérations une
configuration légitime, ou toutes les valeurs d’horloge sont
identiques pour I’ensemble des processus. Un algorithme
est dit convergent si, a partir de n’importe quelle confi-
guration initiale, une telle configuration légitime est tou-
jours atteinte en un nombre fini d’itérations. Pour démon-
trer cette propriété, nous allons raisonner par 1’absurde en
supposant que la convergence n’est jamais atteinte a partir
d’une certain configuration initiale. Autrement dit, il existe
(au moins) une configuration initiale, a partir de laquelle
aucune configuration légitime ne peut étre obtenue. Etant
donné qu’une configuration légitime engendre nécessaire-
ment une autre configuration légitime apres une itération
de I’algorithme, il suffit alors de montrer que la derniere
configuration ¢ty — 1 n’est pas légitime pour une certaine
configuration initiale. Cette propriété est ainsi traduite par
la contrainte suivante :

/\ \/ hp,tffl,v

vEM peV

3

69

A. Khoualdia, S. Cherif, S. Devismes, L. Robert

Ainsi, il est clair que la formule CNF ¢ obtenue grace aux
contraintes (1), (2) et (3) est insatisfiable si et seulement si
I’algorithme d’unisson synchrone converge. En effet, si ¢
est satisfiable, le modele fourni permet d’exhiber une confi-
guration initiale A\g € I';, ,,, déduite des variables d’horloge
hpo,. affectées a vrai pour p € V et v € M a partir de
laquelle I’algorithme ne converge pas. Plus spécifiquement,
apres une exécution valide de I’algorithme d’unisson a par-
tir de A\ (assurée par les contraintes (1) et (2)), on arrive
toujours a exhiber, au niveau de la dernieére configuration
t et pour toute valeur d’horloge possible v € M, un pro-
cessus p € V dont la valeur d’horloge ne prend pas la va-
leur v dans ¢y (assuré par la contrainte (3)). En terme de
complexité, la contrainte (3) nécessitant seulement O(m)
clauses, notre modele pour la convergence nécessite seule-
ment O(n X ty X m) variables avec un nombre de clauses
borné en O(n*tf *md"m*l) Ol d 0. est le degré maximal
du graphe.

3.4 Modélisation de la divergence

La divergence implique I’existence de deux configurations
illégitimes identiques dans 1’exécution. En effet, I’ensemble
des configurations légitimes est trivialement clos et I’algo-
rithme étant synchrone et déterministe, un tel cycle se ré-
pete a U'infini. Soit deux configurations (t1,2) € T? tels
que t; < tg, ou les valeurs d’horloge des processus en
to sont identiques a celles en t;1. On appellera une telle
occurrence un cycle au niveau des configurations (1, t2).
Pour établir la divergence, il faut donc modéliser I’ existence
d’un cycle au niveau de deux configurations illégitimes pos-
sibles atteintes par 1’algorithme. Pour simplifier la modéli-
sation, on considere 1’existence de cycle par rapport a la
configuration initiale, c’est a dire ¢; = 0. En effet, méme
si t; > 0, il est toujours possible de ramener 1’analyse a
la configuration initiale en prenant la méme configuration
comme état initial du systéme (n.b., un algorithme autosta-
bilisant doit converger depuis n’importe quelle configura-
tion initiale). De plus, pour garantir que les configurations
du cycle soient illégitimes, il suffit simplement de vérifier
que la configuration initiale est illégitime. On rappelle que
les variables c; ou t € T, définies auparavant, représentent
I’existence de cycle a la configuration ¢. Ainsi I’existence
d’un cycle entre configurations illégitimes peut se traduire
par les contraintes suivantes :

\ e (4a)
teT
o<t
AV oo (4b)
vEM peV

Clairement, la contrainte (4a) modélise I’existence d’un
cycle (0,t) ou t € T'; tandis que la contrainte (4b) ga-
rantit que la configuration 0, et donc toutes les configura-
tions du cycles, sont illégitimes. Pour instaurer le sens sé-
mantique de variables de cycle, il faut garantir que, si ses
variables sont affectées a vrai, alors il y a un cycle (0, t),
c’est a dire que les valeurs d’horloge dans la configuration ¢
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sont identiques a celles dans la configuration initiale. Dans
ce contexte, les variables de similarité d’horloge sy, ; ., ou
peV,teTetv e M peuvent jouer le role intermédiaire
de garantir une méme valeur d’horloge dans la configura-
tion ¢t € T et la configuration initiale. Ainsi, on rajoute les
contraintes suivantes :

aVv \/ spiw VET¥peV (5a)
veM
(Spotw V p0,0) A Gprto V hptw)
VteT,VpeV,YveM (5b)

La contrainte (5a) assure que la configuration ¢ € T
correspondante a les mémes valeurs d’horloge
que la configuration O ou, plus formellement, que
. — /\pev Venr Sp,to- La forme normale présentée
dans la contrainte (52) peut donc étre simplement obtenue
par la réécriture clausale de I’implication ainsi que la dis-
tributivité des disjonctions sur les conjonctions logiques.
La contrainte (5b) est nécessaire pour instaurer le sens
sémantique des variables s, ;, qui sont affectées a vrat
quand le processus p € V a la méme valeur d’horloge
v € V aux configurations O et ¢. Plus formellement, on a
Sp.tw = pow Ay, etsaforme normale présentée dans
la contrainte (5b) peut également étre déduite par réécriture
de I'implication et distributivité de la disjonction.

Ainsi, il est clair que la formule CNF ¢ obtenue par les
contraintes (1), (2), (4) et (5) est satisfiable si et seule-
ment si I’algorithme d’unisson diverge sur le réseau donné
en entrée avec la période m. En effet, un modele de v
permet d’exhiber une configuration initiale Ay € I'y, ,, 2
partir de la quelle une exécution valide de 1’unisson syn-
chrone géneére un cycle (0,t) de configurations illégitimes,
donné par une variable de cycle affectée & vrai au niveau
de la contrainte clausale (4a). De plus, en terme de com-
plexité de ’encodage pour la divergence, il est clair que
les contraintes (4) et (5) introduisent un nombre de clauses
borné en O(n x ty x m) et, par conséquent, que le mo-
dele a une complexité similaire au cas de la convergence,
principalement régie par la contrainte (2), c’est a dire en
O(n * ty * mmeet1) ol dyyq, est le degré maximal du
graphe. Cependant, le modele nécessite un nombre plus
grand de variables, mais qui reste borné en O(n x ty X m).

3.5 Elimination de configurations initiales

Dans cette section, nous cherchons a réduire le nombre de
configurations initiales a traiter en supprimant les configu-
rations redondantes. En d’autres termes, il s’agit d’élimi-
ner les configurations pour lesquelles le comportement de
I’algorithme est identique a celui d’autres configurations
déja prises en compte. Cette approche permet d’optimiser
I’exécution de 1’algorithme en évitant de traiter des situa-
tions qui, bien que différentes dans leur représentation, ne
conduisent pas a des résultats différents.

3.5.1 Ordre lexicographique

Dans de le cadre de 1’algorithme d’unisson, I’évolution des
valeurs d’horloge des processus dépend exclusivement de
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leur voisinage local et, plus particulierement, de leur voi-
sinage clos. En particulier, deux processus possédant le
méme ensemble de voisins dans la topologie étudiée évo-
luent de maniere identique, a permutation pres de leurs va-
leurs d’horloge initiales. Cette observation permet d’exploi-
ter une symétrie structurelle afin de réduire 1’espace des
configurations a considérer en instaurant un ordre lexico-
graphique particulier sur les valeurs initiales d”horloge pour
des processus ayant un voisinage identique dans la topo-
logie. Pour tirer parti de cette symétrie et éviter d’exami-
ner plusieurs configurations équivalentes, nous introduisons
des contraintes imposant un ordre lexicographique sur les
configurations. Plus précisément, seules les configurations
minimales selon cet ordre sont considérées, ce qui permet
d’éliminer les configurations redondantes et de réduire 1’es-
pace de recherche. Dans notre cas, on va introduire des
contraintes interdisant les configurations lexicographique-
ment plus grandes sur les voisinages locaux identiques que
celles sélectionnées. Cette contrainte, qu’on dénotera OL,
peut étre formulée comme suit :

A A

(p.p)EV? (vo')eM?
p<p’, v’ <w
N(p)=N(")

(hp,(),v V hp',O,v') (6)

Ainsi, si deux processus (p,p’) € V2 tels que p < p ont
un voisinage identique, la contrainte (6) garantit que p’ ne
puisse pas prendre une valeur d’horloge initiale plus pe-
tite que celle de p. Cette contrainte introduit un nombre de
clauses borné en O(n? x m?) et ne peut étre appliquée que
dans des topologies ol certains processus possedent un voi-
sinage identique, comme dans la topologie en étoile, ot un
processus central (hub) est connecté a plusieurs processus
périphériques (voir Figure 4), ou encore dans les graphes
complets.

3.5.2 Elimination des rotations

Comme étayé précédemment, lorsqu’une transformation
d’une configuration initiale ne modifie pas le comporte-
ment global de 1’algorithme, il est possible d’éliminer les
configurations redondantes afin d’optimiser la recherche et
I’analyse des cas pertinents. Un cas particulierement in-
téressant concerne les graphes, tels que les anneaux, ol
une méme configuration peut étre exprimée sous plusieurs
formes équivalentes via une simple rotation des indices des
processus. Dans ces structures, toute configuration initiale
peut étre transformée en une autre configuration par un dé-
calage uniforme des valeurs d’horloge. Des lors que la ro-
tation ne modifie ni les relations entre voisins ni la dy-
namique de I’algorithme, on peut restreindre 1’étude a un
sous-ensemble représentatif des configurations possibles.

Afin d’imposer cette restriction, on peut introduire une
contrainte garantissant que, parmi toutes les configurations
équivalentes, seules celles ou un processus spécifique dé-
tient la plus faible valeur d’horloge sont considérées. En
particulier, dans un graphe en anneau de n processus, on
considere une configuration ou le premier processus pos-
seéde la valeur d’horloge la plus faible parmi les valeurs



d’horloge des autres processus dans la méme configura-
tion. Puisque la rotation, qu’elle soit dans le sens direct ou
indirect, conserve le méme comportement de 1I’algorithme
d’unisson synchrone, on éliminera toute autre configura-
tion initiale qui est image de cette configuration afin d’évi-
ter ’analyse de cas redondants, comme démontré dans la
proposition 1, avec A[p] qui désigne la valeur d’horloge de
p € V dans la configuration A € I'y, ,,,. Cette contrainte,
qu’on dénotera ER, peut donc étre exprimée comme suit
sur toute topologie en anneau :

A N\ @ow VT

(1},71’)6]\/]2 peV\{0}
v<v’

N

Proposition 1. Soit G = (V,E) un graphe en anneau
composé de n processus et m une période. Soit ER =
{A €Ty m|3p € V\ {0}, Alp] < A[0]}. Alors, pour toute
configuration initiale \g € FER, il existe une configura-
tion Xy € Ty, \ ER a partir de laquelle une exécution
de l'unisson synchrone produit le méme comportement de
convergence ou de divergence.

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose que
V = {0,...,77, — ].} Soit \g € ER et pmin
argmin,, 1, Ao[p]. Nous définissons la configuration \j telle
que :

)\[P - pmin}
Al = Pmin + p]

pour pmin <p <n—1,

olp) =

pour 0 < p < Pmin-

Clairement, \; est obtenue par une rotation de Ay qui ra-
méne la valeur la plus petite au processus 0. Donc, A a
le méme comportement que A, a rotation pres, suite a une
exécution de 1’algorithme d’unisson synchrone puisque,
sous rotation, les relations entre voisins sont préservées et
chaque processus applique exactement les mémes regles
d’évolution que dans la configuration originale. Par ailleurs,
puisque A\y[0] = Ao[pmin] = minyey A[p], il n’existe pas
de processus p € V' \ {0} tel que A[p] < A[0] et donc A
appartient bien au noyau Iy, ,,, \ ER. O

La contrainte (7) introduit un nombre de clauses borné en
O(n x m?) et peut donc étre appliquée sur les graphes dont
la topologie permet de faire des rotations particulieres en
préservant les relations entre voisins comme la topologie
en anneau ou encore la topologie en étoile en appliquant la
contrainte uniquement sur les processus périphériques.

4 Evaluation expérimentale

4.1 Protocole expérimental

Nous avons encodé nos modeles en Python en utilisant
la bibliotheque PySAT ?. Nous avons généré une instance
pour chaque type de topologie (étoiles, chaines et anneaux),
chaque nombre de nceuds et chaque période. Nous avons
résolu ces instances en utilisant le solveur Cadical [>]. Les

ysathg.github.io
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tests ont été réalisés sur la plateforme MatriCS 3. sur une
machine équipée d’un processeur Intel Core 17 cadencé a
3,80 GHz, sous Ubuntu 22.04. Un temps limite de 3600 s a
été considéré pour chaque instance.

Nous avons généré un total de 720 instances réparties
comme suit. Pour chaque type de topologie parmi les an-
neaux, les chaines et les étoiles, on prend des tailles de
graphes n allant de 3 jusqu’a 10 noeuds, et on fait varier
les périodes m de 2 a 10. Ainsi, on obtient 72 formules de
convergence (resp. divergence) avec le modele initial (INI)
incluant les contraintes (1), (2) et (3) (resp. (1), (2), (4) et
(5)) pour chaque topologie. Par ailleurs, pour les topolo-
gies permettant des contraintes d’élimination de configu-
rations initiales, on génére également les instances corres-
pondantes. Ainsi, on a généré 144 instances de convergence
et de divergence pour la topologie en anneau (resp. étoile)
avec la contrainte d’élimination des rotation (resp. d’ordre
lexicographique). Enfin, on fixe £y = 100 pour toutes les
instances.

4.2 Analyse de la convergence et la diver-
gence de I’unisson synchrone

Les résultats présentés dans la Figure 3 illustrent le com-
portement de I’algorithme d’unisson synchrone en termes
de convergence et de divergence sur les différents types
de topologies (anneaux, chaines et étoiles) en fonction de
la taille n et de la période m. Pour les anneaux et les
chaines, toutes les instances ont pu étre résolues, révé-
lant une convergence alignée avec le Théoreme | lorsque
m > maz{2,2D — 1}. On rappelle que ces topologies pré-
sentent des diametres qui évoluent en fonction de la taille
des graphes avec D = |n/2] pour les anneaux et D = n—1
pour les chaines.

En revanche, pour les graphes en étoile, certaines instances
n’ont pas été résolues dans la limite d’une heure. Ceci est
traduit par la complexité accrue du modele dans le cadre
de la topologie en étoile, a cause du noeud central dont
le voisinage inclut tous les noeuds périphériques. Les ré-
sultats expérimentaux en terme de performance confirme-
ront également cette observation dans la section 4.3. Ce-
pendant, il est intéressant de noter que nos résultats ont
montré que la borne proposée dans Théoreme 1 est pré-
cise dans le cas des étoiles. En effet, ce théoreme indique
que la convergence est garantie dans les étoiles (de dia-
metre 2) a partir d’une période m supérieure ou égale a 3
(max(2,2 x 2 — 1) = 3). Or, nos résultats exhibent un cas
de divergence avec m = 2 dans les graphes en étoiles, in-
dépendamment de leurs tailles. Ainsi, I’algorithme d’unis-
son synchrone converge dans une étoile si et seulement si
m > 3. Nous démontrons que notre contre-exemple pour
m = 2 est général dans les étoiles dans la proposition sui-
vante.

Proposition 2. L’algorithme d’unisson synchrone diverge
pour tout graphe en étoile, quel que soit son nombre de
neeuds n > 3, avec la période m = 2.

3. h
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(a) Anneaux (b) Chaines (c) Etoiles

FIGURE 3 — Résultats de convergence et de divergence de I'unisson synchrone sur les anneaux, chaines et étoiles, pour
différentes tailles de graphe n et périodes m. Les signes (v'), (()) et (—) indiquent respectivement que 1’algorithme converge,

diverge ou que I’instance n’a pas été résolue dans le temps alloué.

Démonstration. Nous pouvons toujours exhiber une confi-
guration initiale o € I';, ., qui entraine la divergence de
I’unisson synchrone. Une telle configuration est illustrée
dans la Figure 1, ot la valeur initiale de I’horloge du nceud
central est fixée a 1, tandis que les valeurs des horloges des
nceuds périphériques prennent au moins deux valeurs ini-
tiales distinctes. Sans perte de généralité, nous supposons
que tous les nceuds ayant une valeur O sont situés a gauche
du nceud central, tandis que les nceuds ayant une valeur
d’horloge égale a 1 sont situés a sa droite.

FIGURE 4 — Configuration initiale assurant la divergence de
I’unisson synchrone sur un graphe en étoile avec n noeuds
et en fixant la période a m = 2.

Lors de I’exécution de I’algorithme d’unisson synchrone
sur un tel graphe avec la configuration initiale correspon-
dante, le noeud central mettra a jour son horloge a 1, les
nceuds périphériques situés a gauche mettront également
a jour leurs horloges a 1, tandis que les nceuds périphé-
riques situés 2 droite mettront a jour leurs horloges 2 0. A
I’itération suivante, un cycle de configurations illégitimes
est alors atteint, car nous revenons a la configuration non
convergente o. Etant donné que ce comportement se main-
tient pour un graphe en étoile de toute taille, nous concluons
que 'unisson synchrone diverge sur de tels graphes, indé-
pendemment de leurs tailles, lorsque m = 2.

O

4.3 Analyse des performances

Dans cette section, nous analysons les performances des
modeles sur différentes topologies en termes de temps
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moyen de résolution par taille de graphe. Les résultats ob-
tenus pour les graphes en anneau, en chaine et en étoile
sont présentés dans le Tableau 3, en fonction de la taille
du graphe, de la propriété analysée et du modele consi-
déré. Les résultats indiquent que le modele initial (INT) par-
vient a résoudre 1’ensemble des instances générées pour les
graphes en anneau et en chaine. En revanche, ce méme mo-
dele rencontre des difficultés croissantes avec la taille du
graphe pour la topologie en étoile. Il parvient ainsi a ré-
soudre 51 (resp. 50) instances sur 72 pour la vérification
de convergence (resp. divergence) sur les étoiles. Ce com-
portement n’est pas surprenant, car cette topologie présente
un degré maximal d,,x = n — 1, ce qui entraine une ex-
plosion combinatoire du nombre de clauses générées par la
contrainte (2). En effet, celui-ci croit selon une complexité
de I’ordre de O(n x ty x m™), ce qui explique la difficulté
du modele a gérer les grandes instances.

Les Figures 5 et 6 illustrent 1’évolution du temps de réso-
lution des instances générées pour la vérification de la di-
vergence, en fonction de la taille du graphe n et de la pé-
riode m, respectivement pour les topologies en anneau et
en étoile. Ces courbes mettent en évidence une augmenta-
tion progressive du temps de résolution a mesure que ces
deux parametres augmentent. On observe plus particuliére-
ment que, dans le cas des graphes en étoile, cette croissance
est plus marquée que pour les graphes en anneau. Cette
tendance, qui reste similaire pour la convergence ainsi que
pour les graphes en chaine, corrobore nos observations an-
térieures et confirme la complexité accrue du modele pour
certaines topologies.

Dans la suite, nous étudions les formulations augmentées
par les contraintes d’élimination des configurations ini-
tiales. Comme I’illustre le Tableau 3, la comparaison avec
le modele initiale met en évidence la pertinence d’intro-
duire ces contraintes, en particulier pour 1’analyse de la di-
vergence. Les résultats montrent une réduction significative
du temps de résolution pour les topologies en anneau et en
étoile grace aux contraintes d’élimination de rotation (ER)
et d’ordre lexicographique (OL), respectivement. Plus pré-
cisément, pour les graphes en anneau, le modele ER atteint
les meilleures performances globales, avec un temps total
de résolution de 18.1s pour la convergence et 57.61s pour
la divergence, sur I’ensemble des tailles de graphes testées.
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n Anneaux Chaines Etoiles
CONV DIV CONV | DIV CONV DIV

INI ER INI ER INI INI INI OL INI OL
3 1001 0.01 | 060 0.31 0.01 0.36 0.006 0.006 0.26 0.16
4 1018 0.11 1.96 0.60 0.10 1.4 0.15 0.33 3.10 1.29
5 | 053 052 | 488 1.58 0.34 3.73 5.04 5.78 46.10 11.90
6 | 113 113 | 11.07 3.17 0.53 7.03 123.25 176.65 483.09 [8] 211.90
7 | .71 207 | 19.72 545 2.11 8.01 102.23[6] 89.43[6] | 591.61[6] 92.33[6]
8 | 3.19 2.72 | 3530 9.72 3.20 1478 | 48.76 [4] 52.00[4] | 351.62[4] 39.56 [4]
9 | 454 393 | 64.80 16.88 4.57 21.39 | 44.89 (3] 56.34[3] | 188.65[3] 15.61[3]
10 | 8.11 7.61 | 59.59 19.90 7.94 28.07 7.58 [2] 0.81[2] 28.73 [2] 1.63 [2]

TABLE 3 — Temps de résolution en secondes pour les topologies en anneau, chaine et étoile. Pour chaque topologie, les temps
moyens de résolution pour la détection de la convergence (CONV) et la divergence (DIV) sur toutes les périodes pour une
taille de graphe donnée (n) sont reportés. Les résultats des modeles optimisés sont également reportés pour les topologies
permettant des contraintes supplémentaires (ER pour les anneaux et OL pour les étoiles) et les meilleurs résultats entre les
modeles initial et optimisé sont marqué en gras. Pour une taille » donnée avec des instances ayant atteint le temps limite, le

nombre d’instances résolues est indiqué entre ’[]’.

Comparé au modele initial, ER permet ainsi de réduire le
temps de résolution total de 6.701% pour la convergence
et de 70.892% pour la divergence. Ces résultats sont aussi
mis en évidence dans la Figure 5, démontrant ainsi I’im-
pact positif de cette optimisation sur 1’analyse du compor-
tement de I’unisson synchrone. Le graphe en étoile révele
une dynamique similaire puisque le modele OL démontre
une amélioration significative du temps de divergence avec
une valeur totale de 374.38s, soit une réduction de 77.858%
par rapport au modele initial (1 693.16s). Ces observations
sont aussi confirmé par la Figure 5 et mettent en avant la
pertinence de cette optimisation dans des structures ou les
interactions sont fortement centralisées autour d’un nceud
pivot. Toutefois, pour la convergence, le modele OL reste
légerement en retrait par rapport au modele ER, ce qui sug-
gere que son efficacité se manifeste principalement dans la
vérification de la divergence.

Pour résumer, les résultats montrent que, méme sans opti-
misation spécifique, les modeles sont capables d’analyser
le comportement de 1’unisson synchrone, notamment pour
les graphes en chalne qui présentent déja des temps de ré-
solution compétitifs. Les modeles optimisés, en particulier
ER, se révelent étre les plus efficaces pour réduire 1’effica-
cité du modele dans les graphes en anneau, tandis que OL
se distingue par une performance meilleure lors de la vérifi-
cation de la divergence dans les graphes en étoile, d’autant
plus que ce modele a permis de résoudre une instance de
plus par rapport au modele initial.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons présenté une approche for-
melle basée sur la satisfiabilité propositionnelle (SAT) pour
analyser le comportement de un algorithme autostabilisant
d’unisson synchrone. Précisément, on s’est intéressé a la
détection des cas ou cet algorithme converge ou diverge.
En représentant les états du probleme et son exécution en
contraintes logiques, nous avons montré comment les sol-
veurs SAT peuvent étre utilisés pour prouver 1’autostabili-
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sation d’un systeme distribué ou, dans le cas contraire, pour
produire un contre-exemple. Ce cadre a permis d’étudier
rigoureusement 1’autostabilisation d’un algorithme d’unis-
son synchrone dans des topologies variées, en prenant en
compte différentes périodes. En outre, nous avons optimisé
I’analyse en proposant des contraintes spécifiques pour éli-
miner les configurations initiales redondantes, ce qui a per-
mis d’accélérer I’évaluation du modele et de garantir des
résultats plus efficaces. Nos modeles ont également permis
d’exhiber des comportements particuliers, notamment la di-
vergence dans le cas des étoiles quand m = 2.

Plusieurs pistes de recherche restent ouvertes. Tout d’abord,
I’extension de notre analyse a d’autres types de graphes, tels
que les grilles, les tores ou les arbres binaires, permettrait
d’examiner plus en détail I’'impact d’autres topologies dis-
tribuées classiques sur 1’autostabilisation de 1’algorithme.
Ces structures, particulierement pertinentes pour des appli-
cations concretes, offrent une grande diversité de configu-
rations qui méritent une investigation approfondie afin d’af-
finer notre compréhension des dynamiques de convergence
et de divergence. On pourra aussi affiner le choix du nombre
maximal de configurations autorisées par rapport a la topo-
logie étudiée.

Il serait également pertinent d’étudier d’autres formulations
plus compactes de la contrainte de mise a jour des horloges
afin de réduire la complexité du modele. De plus,pour la
contrainte de convergence, il serait possible d’intégrer une
analyse plus fine en instaurant des contraintes redondantes
sur I’ensemble des configurations au lieu de se focaliser
uniquement sur la vérification de la synchronisation au ni-
veau de la derniere. Une telle approche permettrait alors de
détecter plus rapidement les configurations 1€gitimes. Une
autre perspective intéressante porte sur la prise en compte
des symétries pour la détection des cycle divergents. Ces
perspectives ouvrent la voie a une meilleure compréhen-
sion des dynamiques de synchronisation dans les systémes
distribués complexes, et a la mise au point de nouvelles mé-
thodes plus efficaces et optimisées pour traiter un éventail
plus large de cas d’applications.
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FIGURE 5 — Temps de résolution en secondes pour la divergence en fonction du nombre de nceuds n et de la période m pour
le graphe des anneaux avec le modele initial (INI) et augmenté par 1’élimination des rotations (ER)
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FIGURE 6 — Temps de résolution en secondes pour la divergence en fonction du nombre de nceuds n et de la période m pour
les graphes en étoile avec le modele initial (INI) et augmenté par 1I’ordre lexicographique (OL)
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Résumé

Le probleme du décodage par syndrome d’un code linéaire
binaire consiste a trouver une solution de faible poids de
Hamming pour un systeme linéaire bruité défini sur le corps
fini a deux éléments. Dans cet article, nous explorons plu-
sieurs modélisations de ce probleme basées sur la satisfia-
bilité. La premiere repose sur une représentation XNF, qui
combine des contraintes clausales utilisant a la fois I’opé-
rateur de disjonction classique (OR) et [’opérateur de dis-
Jjonction exclusive (XOR). Ce modéle est exploité par des
solveurs de satisfiabilité dédiés aux problemes cryptogra-
phiques. Un second modeéle proposé repose uniquement sur
des contraintes clausales classiques, générant ainsi des for-
mules CNF qui pourraient étre résolues a I’aide des sol-
veurs SAT de I’état de I’art. Nous comparons ces approches
afin d’évaluer leur efficacité dans la résolution du probléme
du décodage par syndrome.

Mots-clés
Décodage par syndrome, Satisfiabilité, Cryptographie

Abstract

The syndrome decoding problem for a linear binary code
consists in finding a low Hamming weight solution to a
noisy linear system defined over the finite field of two ele-
ments. In this paper, we explore several SAT-based models
for solving this problem. The first approach relies on an
XNF representation, which combines clausal constraints
using both classical disjunction (OR) and exclusive disjunc-
tion (XOR). This model is designed for SAT solvers specia-
lized in cryptographic problems. The second proposed mo-
del relies solely on classical clausal constraints, generating
CNF formulas that can be solved using state-of-the-art SAT
solvers. We compare these approaches to assess their effi-
ciency in solving the syndrome decoding problem.

Keywords
Syndrome Decoding, Satisfiability, Cryptography

1 Introduction

Le probleme de satisfiabilité propositionnelle (SAT)
consiste a déterminer, étant donné une formule en Forme
Normale Conjonctive (CNF), s’il existe une affectation des
variables qui la satisfait []. SAT est un probleme de déci-
sion fondamental en informatique et en intelligence artifi-
cielle, utilisé pour résoudre une large gamme de problemes
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dans divers domaines, tels que la cryptographie [ | 7, 20, 2¢],
la vérification matérielle et logicielle [!15], la planifica-
tion [21], et bien d’autres. Il a été le premier probleme
a avoir été démontré comme étant NP-complet [V]. Cer-
tains problémes, notamment en cryptanalyse, sont naturel-
lement formulés sous une autre forme appelée forme nor-
male algébrique (ANF). Bien qu’une conversion en forme
normale conjonctive (CNF) soit possible, elle peut provo-
quer une explosion combinatoire du nombre de variables et
de clauses [ | 0], compromettant ainsi 1’efficacité de la réso-
lution. Pour pallier cette limitation, certains solveurs, tels
que CryptoMiniSat [ 7], utilisent une structure hybride de
formules, combinant a la fois des clauses CNF classiques
et des clauses exprimées a I’aide de I’opérateur de disjonc-
tion exclusive (XOR), un format connu sous le nom de XNF
(XOR-CNF) [27].

Dans ce contexte, nous nous intéressons aux problemes
de décodage. En effet, pour assurer la transmission fiable
d’informations sur des canaux bruités, on utilise des codes
correcteurs, notamment des codes linéaires binaires, qui
ajoutent une redondance pour détecter et corriger les er-
reurs [74]. Les codes utilisés en théorie de 1’information
sont construits de maniere a ce que ce probleme soit facile a
résoudre, afin de garder une communication fluide. Cepen-
dant, décoder un code linéaire binaire dans le cas général est
un probleme NP-difficile [*]. Les cryptologues se sont in-
téressés a ce probleme des les années 70 [ | V], quand McE-
liece a mis en place un premier schéma de chiffrement a clé
publique dont la sécurité repose sur la difficulté de décoder
un code linéaire binaire. Avec 1’avénement de la cryptogra-
phie post-quantique, la cryptographie a base de code s’est
beaucoup développée au cours des dernieres années avec de
nombreux efforts a la fois du point de vue des constructions
et des attaques [0, |1, 21].

Un probleme qui intéresse particulierement les crypto-
logues est celui du décodage par syndrome qui consiste a
retrouver le bruit a partir de la matrice de parité du code [].
Concretement, ce probleme revient a résoudre un systeme
linéaire sous-déterminé modulo 2 avec la contrainte que la
solution doit étre de poids de Hamming faible. Bien que
ce probleme semble se modéliser facilement sous forme
de contrainte XNF, il n’existe a notre connaissance au-
cuns travaux qui visent a résoudre le probleme du décodage
par syndrome en utilisant des solveurs SAT. A noter que
d’autres problemes similaires, tel que le décodage par maxi-
mum de vraisemblance, sont connus pour se modéliser sous
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forme de problémes de programmation linéaire en nombres
entiers (PLNE) [ 7]. Il faut toutefois remarquer que ces tra-
vaux se focalisent sur des codes particuliers, a savoir des
codes type turbo [5] et des codes de parité a faible densité
(LDPC) [! 2], pour lesquels le décodage est plus facile que
dans le cas aléatoire qui nous intéresse dans ce papier.
Dans cet article, nous présentons des travaux préliminaires
visant a étudier deux approches de modélisation pour le
probléme de décodage par syndrome. La premiere repose
sur une représentation XNF, qui permet d’exprimer directe-
ment les contraintes de parité, complétée par des contraintes
clausales classiques pour intégrer la contrainte de poids sur
le vecteur d’erreur. La seconde approche consiste a formu-
ler le probleme sous un format CNF classique, en proposant
deux modélisations alternatives ol les contraintes XOR
sont réécrites a 1’aide de contraintes Pseudo-Booléennes
(PB). Cette derniere approche présente 1’avantage d’inté-
grer plus naturellement la spécification du poids d’erreur
lors de la reformulation des XOR et donc de réduire la com-
binatoire de 1’espace de recherche. Il est largement admis
que les représentations clausales classiques sont moins effi-
caces que les représentations XNF pour les problemes cryp-
tographiques. Notre objectif est donc de comparer une mo-
délisation XNF standard a une approche CNF enrichie par
des contraintes Pseudo-Booléennes, afin d’évaluer leur per-
formances respectives et d’identifier si une représentation
CNF classique peut rester pertinente pour certains types de
problemes cryptographiques comme le décodage par syn-
drome.

Cet article est organisé comme suit. Nous introduisons dans
la section 2 les notions fondamentales nécessaires a notre
étude, en rappelant les différentes représentations clausales
utilisées, avant de présenter en détail le probleme du dé-
codage par syndrome. Ensuite, nous poursuivons dans la
section 3 avec la modélisation de ce probleme a la fois en
format XNF et CNF classique. Nous analysons les résultats
expérimentaux obtenus afin de comparer ces différentes ap-
proches dans la section 4. Enfin, on conclut et discute des
travaux futurs dans la section 5.

2 Préliminaires
2.1 Satisfiabilité

Soit X = {z1,x9,...,z,} un ensemble de variables boo-
léennes qui peuvent prendre les valeurs Vra: (T ou 1) ou
Faux (L ou 0). Un littéral est soit une variable x € X,
soit sa négation =. Une formule CNF ¢ est une conjonc-
tion de clauses ¢ = C; A Cy A --- A C)y,, Ol chaque
clause C; est une disjonction (V) de littéraux. Une affec-
tation  : X — {True, False} est une fonction asso-
ciant a chaque variable de X une valeur de vérité. Ainsi,
une clause est satisfaite par une interprétation « si au moins
I’un de ses littéraux est satisfait par a. Une formule CNF
¢ est satisfaite par une interprétation « si toute ses clauses
sont satisfaites par o. Dans ce cas, on dit que la formule
est satisfiable et que «v est un modele de ¢. Le probleme de
satisfiabilité propositonnelle (SAT) consite a determiner si
une formule CNF donnée est satisfiable. Les solveurs SAT
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modernes sont extrémement performants et parviennent a
résoudre des formules comportant un grand nombre de va-
riables et de clauses en un temps remarquablement court,
malgré la difficulté théorique établie du probleme. En ef-
fet, ces solveurs sont basés sur 1’algorithme CDCL [”5]
(Conflict-Driven Clause Learning) et emploient donc des
mécanismes puissants comme 1’analyse de conflits , les re-
démarrages ou encore des heuristiques de branchement dé-
diées [“].

Une autre forme de représentation particulierement utili-
sée pour les problemes cryptographiques dans le cadre de
la satisfiabilité est le format XNF (XOR-CNF). Contrai-
rement aux formules CNF classiques, qui utilisent unique-
ment des contraintes clausales avec des opérations de dis-
jonction logique, les XNF emploient en plus des clauses
basées sur I’opérateur XOR (disjonction exclusive). Une
formule XNF est donc une conjonction de clauses CNF et
XOR, ou chaque clause XOR est une disjonction exclusive
de littéraux. Une clause XOR s’écrit donc sous la forme
C=1®ly®- - -l ot chaque l; est un littéral, et @ repré-
sente I’opérateur XOR. Il est possible d’ajouter la constante
T a une clause pour indiquer un littéral qui est toujours sa-
tisfait. Contrairement a 1’opération OR, une clause XOR
est satisfaite par une interprétation « si et seulement si un
nombre impair de ses littéraux sont satisfaits. Une formule
XNF est donc satisfaite par « si toutes ses clauses clas-
siques et XOR sont satisfaites.

Dans nos modeles, nous utiliserons également des
contraintes Pseudo-Booléennes (PB) qui imposent une
borne sur une somme pondérée de littéraux comme suit :

h

Zaixli ok

i=1

ol a;,k € Neto € {<,=,>}. Dans le cas ou tous les
poids sont fixés a 1 (et peuvent donc étre omis), de telles
contraintes sont plus couramment appelées contraintes de
cardinalité. Les contraintes PB et de cardinalité sont typi-
quement utilisées dans les solveurs pour imposer des bornes
pertinentes lors de la recherche et peuvent étre encodées ef-
ficacement sous forme clausale [0].

2.2 Le Probleme du Décodage par Syndrome

En communications numériques, la transmission fiable
d’informations est essentielle. Les canaux de transmission
sont souvent bruités, ce qui engendre des erreurs dans les
messages recus. Pour y remédier, on utilise des codes cor-
recteurs, notamment des codes linéaires binaires, qui in-
tegrent une redondance dans la transmission [~+].

Soit Fy le corps fini a deux éléments et soient n, k, et ¢ des
entiers tels que 0 < k < mnet0 <t < 7. Pour tout vecteur
v € F%, on note wt(v) son poids de Hamming, ¢’est-a-dire
le nombre de coefficients non nuls de v. Etant donné une
matrice H de taille (n — k) x n a coefficients dans F, le
code linéaire binaire C' de matrice de parité H est défini par
I’ensemble des vecteurs v appartenant au noyau a droite de
H. Autrement dit,

C={veF}:Hv=0} )



Soit u € Fy, u peut s’exprimer sous la forme :
u=v-+te

ol v € C est un mot de code et e est un vecteur d’erreur,
qu’on suppose généralement suffisamment petit pour que le
décodage fonctionne. Typiquement, si on se place dans le
cadre d’un décodage a distance complete, on a wt(e) < d
avec :

d = min{wt(u +v) : (u,v) € C* u # v}
On appelle syndrome de « le vecteur s € Fé"fk) tel que
Hu=s

Comme v € C,ona Hu= H(v+e) = Hv+ He = He.
Autrement dit, le syndrome de u est identique a celui de e.
Le décodage par syndrome consiste a décoder u en effec-
tuant les étapes suivantes :

1. Calculer le syndrome s = Hu.

2. Résoudre le probleme de décodage par syndrome,
c’est a dire trouver un vecteur e € F3 tel que
He = setwt(e) <t.

3. Récupérer le mot de code corrigé v = u + e.

Il est clair que la difficulté de ce probleéme se trouve
a I’étape 2. Ici, il est demandé de trouver une solution
de poids de Hamming faible & un syst¢me linéaire sous-
déterminé. Il existe des codes particulier pour lesquels ce
probléme est facile a résoudre, mais dans le cas général,
il est NP-difficile. Formellement nous définissons le pro-
bleme de la maniere suivante :

Définition 1 (décodage par syndrome a distance complete)

Etant donné un code linéaire binaire C de longueur n, de
dimension k et de distance minimale d représenté par sa
matrice de parité H € Fénfk)xn, un parametre t < d et
un vecteur s € ]Fg_k, resoudre le probléme du décodage
par syndrome consiste a retrouver e € [y tel que He = s

et wt(e) < t.

Si on considere plutdt des représentants sur Z des éléments
de [Fo, un systeme de décodage par Syndrome, qu’on appel-
lera Syndrome(k,n,t), peut s’écrire comme suit :

He=s mod 2 (2a)
> ei<t, (2b)
i=0

ou H est une matrice de n — k lignes et n colonnes a coeffi-
cients entiers, et e et s sont des vecteurs d’entiers respecti-
vement de n et n—k coefficients. On note H; ; le coefficient
sur la ¢-eme ligne, j-eéme colonne de H. Plus précisément,
Syndrome(k,n,t) est défini comme suit :

Ei: Y e=simod2 V0<i<n—k-1 ()

0<j<n—-1
Hiyjil

n—1
Z €; S t
=0

(3b)
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Les cryptologues s’intéressent en particulier au cas des
codes linéaires binaires aléatoires. Ces codes sont connus
pour avoir une distance minimale qui atteint la borne de
Gilbert-Varshamov, notée dgy et qui satisfait

kzl_H<dGV>7
n n

ou H est la fonction d’entropie binaire :

H :[0,1] — [0,1]
x = —xlogy(x) — (1 — x)logy (1l — ).

Si de plus le débit du code k/n est proche de 1/2, alors cette
instance du probleme (1) est difficile.

3 Modélisation du probleme de déco-
dage par syndrome

Dans cette section, on s’intéresse a la modélisation du pro-
bleme de décodage par syndrome grace a la satisfiabilité
propositionnelle. En particulier on introduit des modélisa-
tions basées a la fois sur les formats XNF et CNF.

3.1 Modélisation XNF

Le systeme de décodage par syndrome peut étre modélisé
en format XNF en utilisant 1I’opérateur XOR pour vérifier
la parité dans les équations F; ou 0 < ¢ <n — k — 1. Pour
simplifier les notations, on dénote m = n — k — 1 et Vg,
I’ensemble des indices des variables présentes dans I’équa-
tion E;. Plus formellement, pour tout i € {0,...,m},
onaVpg, = {j|0<j<n-—1letH;;=1}. Le systeme
Syndrome(k,n,t) peut donc s’écrire sous la forme sui-
vante :

P e o T VO<i<m  (4a)
JEVE, o

n—1

e <t (4b)
§=0

On peut également remarquer que lorsque la taille d’une
clause XOR est supérieure au poids t, le solveur doit se fier
a la contrainte (4b) impliquant des variables qui pourrait ap-
paraitre dans d’autres clauses XOR pour éliminer des sous-
espaces de la recherche ou il ne peut pas y avoir de solution.
Pour I’aider a raisonner directement sur les variables d’une
seule clause, on peut donc rajouter les contraintes redon-
dantes suivantes :

Z ejgt

JE€VE,

V0 <i<mtelque |Vg,|>t (5

3.2 Modélisation CNF

Il est largement admis que les représentations clausales
(avec disjonction classique) sont moins efficaces sur les
problemes cryptographiques que les représentations XNF,
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ou on admet des clauses avec des disjonctions exclusives.
En effet, une conversion classique d’une clause XOR en
format CNF sans ajout de variables additionnelles peut
avoir un colt exponentiel [ | 0]. Dans notre cas, on veut in-
troduire des modeles CNF dédiés au probleme du décodage
par Syndrome et qui seraient compétitifs.

Pour cela, on définit, pour 0 < ¢ < m, I’ensemble suivant :

Clairement, ces ensembles représentent les valeurs pos-
sibles que peuvent prendre les sommes eV, € dans
une équation F; donnée selon la parité indiquée par s;.
Il est important de noter que ces ensembles prennent
naturellement en compte la valeur du poids ¢ pour éli-
miner les sommes qui ne produisent pas une solu-
tion faisable. Ainsi, pour représenter le choix des va-
leurs possibles dans ces sommes dans les différentes
équations, on introduit les variables x;, pour tout
(1,v) € {0,...,m} x Kg,, qui sont affectés a vrai si
et seulement si la somme des variables dans I’équation
E; est égale a v. Plus formellement, x;, est affectée
a vrai si et seulement si Zjein e; = v. Le systtme
Syndrome(k,n,t) peut donc se réécrire comme suit :

Z ej = Z V- Ty VO<i<m (6a)
JEVE, veK g, \{0}
> wmi=1 YO<i<m  (6b)
vEKE;
n—1
e; <t (6¢)
i=0

La contrainte (6a) assure que la somme des variables dans
une équation est égale a 1’'une des valeurs possibles selon
sa parité tandis que la contrainte (6b) est nécessaire pour
s’assurer qu’une seule et unique valeur est sélectionnée a la
fois pour une équation donnée. On peut réécrire (6a) sous
forme de contrainte Pseudo-Booléenne (PB) comme suit :

Dot Y

JEVE, veK g, \{0}

v - fi,v = § v

vEKE;

VO<i<m (6a”)
La représentation ainsi définie peut s’apparenter a la repré-
sentation par polytopes introduite dans [0, 29], mais en
rajoutant moins de variables et en prenant en compte natu-
rellement le poids induit par le probleme de décodage par
syndrome dans chaque conversion de clause XOR.

On peut également remarquer que les €léments de 1’en-
semble K, peuvent étre déterminés par incréments de 2,
vu qu’on raisonne sur la parité. Pour tirer parti de cette ca-
ractéristique, on peut adapter le sens sémantique des va-
riables x; ,, pour représenter le fait que la somme des va-
riables dans I’équation E; est inférieure ou égale a v. Plus
formellement, x;, est affectée a vrai si et seulement si
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> e; < v. Cela nous permet donc de reformuler le
JEVE; I
systeme syndrome comme suit :

2.z +s; VO<i<m (7a)

> -

JEVE;

D

v€Kp,;\{0,1}

T V Tiv—2 VO<i<m,v e KE,\{O, 1,2, 3} (7b)

n—1
Zei <t
1=0

La contrainte (7a) constitue désormais une représentation
plus naturelle de la parité des sommes, permettant une
meilleure intégration des contraintes de parité dans la mo-
délisation CNF du probleme de décodage par syndrome.
On peut également la réécrire naturellement sous forme de
contrainte PB comme indiquée ci-dessous, ol max désigne
I’opérateur usuel renvoyant 1’élément maximal dans un en-
semble donné. Quant a la contrainte (7b), elle assure que
les valeurs possibles des sommes sont bien sélectionnées de
maniere cohérente et ordonnée, c’est a dire x; , — Tj 2,
en respectant 1’incrémentation par 2 imposée par la struc-
ture des ensembles K, .

(7c)

Z e + 2Ty = maz Kg,

JEVE,;

>

veKp,;\{0,1}

VO<i<m (7a%)
Cette représentation se rapproche ainsi davantage de celle
proposée dans [|] pour la certification des raisonnements
de parité. A noter que la deuxieme représentation est non
seulement plus naturelle mais elle permet également de ré-
duire la complexité de ’encodage. En effet, la complexité
de I’encodage d’une contrainte PB est souvent régie par le
nombre de littéraux a sommer et le poids maximal des litté-
raux. Dans notre cas, le nombre de littéraux a sommer reste
de méme ordre dans les deux modeles. Plus formellement,
pour 0 < ¢ < m, on peut remarquer que |Kg,| < |[Vg,| <n
ou n désigne la longueur du code et ainsi le nombre de litté-
raux sommés est de I’ordre de O(n) dans les deux modeles
CNF. Cependant, dans le premier modele CNF, le poids
maximal est max Kg,, pouvant atteindre n, tandis que le
poids maximal du deuxieéme modele est toujours fixe et égal
a2

4 Evaluation Expérimentale

4.1 Protocole expérimental

Pour évaluer les modeles introduits dans la section précé-
dente, nous avons testé des instances issues du Decoding
Challenge ', avec des valeurs de n comprises entre 10 et
150. Nous notons nos modeles (4), (4-5), (6) et (7) res-
pectivement XNF1, XNF2 , CNF1 et CNF2. Les expéri-
mentations ont été réalisées avec les solveurs CryptoMini-
Sat [77/] pour les instances XNF et CaDiCaL [/] pour les

1. https://decodingchallenge.org/syndrome
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Instance CardNetwork SortNetwork

n t XNF1 XNF2 CNF1 CNF2 XNF1 XNF2 CNF1 CNF2

10 4 163.98 191.47 78.47 78.23 197.40 162.38 61.84 72.94

20 5 91.83 61.58 141 7.50 120.77 86.90 1.54 2.59

30 7 12.39 12.46 43.93 26.00 31.74 23.98 35.16 35.19

40 8 47.66 48.67 8.41 42.98 99.89 65.42 16.58 27.84

50 9 88.63 95.39 38.32 24.10 77.11 120.20 26.18 31.54

60 | 10 123.83 111.76 31.16 48.41 69.28 92.92 33.62 38.30

70 | 11 137.69 135.75 81.34 96.33 220.39 195.08 126.20 43.13

80 | 12 1831.61 2314.17 752.01 368.60 7416.13 1038.27 421.41 542.20
90 | 13 | 10788.26 (17) 6859.91 3636.34 2623.91 8000.81 (8) 5556.04 7321.13 1711.03
100 | 14 | 16510.45 (1) | 21601.34 (18) 11696.80 (15) 7479.82 (17) 2977.08 (2) 18901.42 (18) 9276.91 (13) 13002.32 (14)
110 | 16 13202.29 (9) 15629.83 (16) | 13770.29 (18) | 10099.52 (18) 1853.72 (5) 12808.43 (12) | 12199.81 (17) | 13870.86 (18)
120 | 17 392.69 (3) 23613.99 (16) 8323.67 (12) 7184.07 (13) 6006.44 (5) 20028.54 (14) | 13394.07 (12) 6804.34 (9)
130 | 18 7118.13 (4) 13741.32 (8) 3962.57 3) 2882.16 (4) 4403.01 (3) 9863.13 (6) 7890.08 (5) 1141.45 (1)
140 | 19 - (0) 9196.25 (4) 8583.47 4) - (0) -(0) 3203.19 (1) 1480.40 (2) 3245.78 (3)
150 | 20 71.35 (1) 1536.56 (1) 2304.49 2) 271.72 (1) - (0) - (0) - (0) - (0)
SOMME | 50580.77 (205) | 95150.45 (243) | 53312.68 (234) | 31233.35 (233) | 31473.78 (183) | 72145.90 (231) | 52284.92 (229) | 40569.51 (225)

TABLE 1 — Somme des temps de résolution en secondes pour les instances résolues pour chaque taille n et ¢ selon les dif-
férentes modélisations et encodages du probleme de décodage par syndrome. Si des problemes n’ont pas été résolus dans la
limite du temps alloué, le nombre d’instances résolues est indiqué entre ’()’. Les meilleurs résultats sont marqués en gras et
soulignés, d’abord en fonction du nombre d’instances résolues, puis, en cas d’égalité, en fonction du temps de résolution.

instances CNF. Tous les tests ont été exécutés sur la plate-
forme de calcul MatriCS ” sur la partition bigmem, équipée
de 12 serveurs bi-processeur Intel Xeon E5-2680 v4 (2.40
GHz), chacun doté de 512 Go de mémoire, avec une limite
de temps fixée a 3600 secondes (soit 1 heure) par instance.
Nous avons utilisé la librairie PySAT® pour encoder nos
modeles ainsi que les contraintes pseudo-booléennes. En
particulier, nous avons testé deux encodages de la litté-
rature pour les contraintes de cardinalité présentes dans
tous les modeles : SortNetwork [7] et CardNetwork [!].
Pour une contrainte de cardinalité donnée sous la forme
Z?Zl l; < b, la complexité en termes de nombres de
clauses (et variables) générées est de O(h log? h) pour Sort-
Network et de O(hlog?b) pour CardNetwork. Ainsi, la
complexité pour notre modele XNF1 est respectivement de
Iordre de O(nlog® n) et de O(nlog? t) pour ces encodages
(de méme pour XNF2 avec un facteur n additionnel) . Pour
les modeles CNF, nous avons également sélectionné I’enco-
dage BinMerge [/ “] pour encoder les contraintes pseudo-
booléennes (spécifiquement les contraintes (6a”) et (7a)),
dont la complexité est de I’ordre de O(hlog? hlog W) ot
h désigne le nombre de littéraux dans la somme et W le
poids maximal. Ainsi, la complexité de nos modeles CNF1
et CNF2 est respectivement de I’ordre de O(nlog®n) et
O(nlog2 n). Enfin, pour chaque valeur de n, chaque mo-
dele et chaque encodage choisi pour les contraintes de car-
dinalité, nous avons généré 20 instances avec des graines
aléatoires distinctes, totalisant ainsi 2400 instances du pro-
bleme de décodage par syndrome.

4.2 Résultats globaux

Les résultats en termes de nombre d’instances résolues et de
temps de résolution sont présentés dans le tableau 1. Pour
I’encodage CardNetwork, XNF2 parvient a résoudre le plus
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grand nombre d’instances (243), avec une légere avance sur
CNF1 et CNF2, qui en résolvent respectivement 234 et 233,
soit 9 et 10 de moins. Cependant, ces deux modélisations
CNF se démarquent par leur meilleure efficacité en termes
de temps de résolution, avec des gains d’environ 44% pour
CNF1 et 67% pour CNF2 par rapport a XNF2. La modé-
lisation XNF1 restent nettement moins performantes, avec
seulement 205 instances résolues. On note également que
CNF2 est environ 38% plus rapide que XNF1, tout en résol-
vant 28 instances supplémentaires. Concernant 1’encodage
SortNetwork, XNF2 reste la modélisation la plus perfor-
mante en termes d’instances résolues (231), suivie de CNF1
(229) puis CNF2 (225), avec respectivement un écart de 2
et 6 instances par rapport a XNF2. Toutefois, les perfor-
mances en termes de temps de résolution sont a I’avantage
des modélisations CNF, avec un gain d’environ 28% pour
CNF1 et 44% pour CNF2 sur la somme totale des temps de
résolution par rapport a XNF2. Comme avec CardNetwork,
XNF1 reste en retrait, ne résolvant que 183 instances, soit
42 de moins que CNF2.

De maniere générale, les modélisations sont plus perfor-
mantes en nombre d’instances résolues lorsqu’elles sont
associées a I’encodage CardNetwork. Par exemple, XNF2
résout 12 instances de plus avec cet encodage comparé a
SortNetwork. Cela peut s’expliquer par le fait que CardNet-
work génere moins de variables et de clauses, ce qui rend
les instances plus faciles a résoudre. Globalement, CNF2
avec CardNetwork apparait comme un excellent compro-
mis entre nombre d’instances résolues et temps de réso-
lution, affichant le meilleur temps de résolution total, tout
en résolvant 50 instances de plus que XNF1 avec SortNet-
work, pourtant deuxieme en termes de temps. Enfin, CNF2
avec CardNetwork est environ 41% plus rapide que CNF1
avec le méme encodage, tout en ne résolvant qu’une seule
instance de moins. Nous remarquons également que XNF2
avec CardNetwork semble €tre la modélisation la plus ro-
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Instance CardNetwork SortNetwork
n XNF1 XNF2 CNF1 CNF2 XNF1 XNF2 CNF1 CNF2
10-50 404.49 409.57 170.55 178.81 526.92 458.87 141.29 170.11
60-100 72591.84 38222.93 34197.65 21417.07 126683.7 | 32983.73 | 42379.28 36936.97
110-150 | 319584.45 | 261717.95 | 256544.49 | 250837.47 | 325463.16 | 287103.3 | 265364.36 | 273462.43
TOTAL | 392580.77 | 300350.45 | 290912.68 | 272433.35 | 452673.78 | 320545.9 | 307884.92 | 310569.51

TABLE 2 — Score PAR1 obtenu pour chaque famille d’instances selon les différentes modélisations et encodages du probléme
de décodage par syndrome. Les meilleurs résultats sont marqués en gras et soulignés.

buste en termes de nombre d’instances résolues, notamment
lorsque la difficulté augmente. Elle fait la différence sur les
modélisations CNF pour les tailles n=120, 130 et 140, avec
respectivement 16, 8 et 4 instances résolues contre 12, 3 et
4 pour CNF1, et 13, 4 et 0 pour CNF2 avec le méme enco-
dage.

Du point de vue des instances, nous avons classé notre
benchmark en trois catégories : les instances faciles (n de
10 a 50), intermédiaires (n de 60 a 100) et difficiles (n de
110 a 150). Pour chaque famille d’instances, le PAR1 a été
calculé en cumulant les temps de résolution et en indiquant
la limite de temps pour les instances non résolues. Ces ré-
sultats sont présentés dans le tableau 2.

Pour les instances faciles, toutes les modélisations ont per-
mis de résoudre I’ensemble des instances. Quelle que soit
I’encodage utilisé, les modélisations CNF surpassent nette-
ment les modélisations XNF. CNF1 avec SortNetwork af-
fiche le meilleur temps, avec un gain d’environ 17% par
rapport a CNF2 avec le méme encodage (deuxiéme meilleur
temps), et un gain d’environ 65% par rapport a XNF1 avec
CardNetwork, qui reste la plus performante parmi les mo-
délisations XNF. Pour les instances intermédiaires, CNF2
associée a CardNetwork surpasse les autres modélisations,
avec un gain d’environ 35% par rapport a XNF2 associée
a SortNetwork, qui se classe en deuxieme position. Bien
que CNF2 résolve une instance de moins que XNF2 dans
cette catégorie, elle reste significativement plus rapide sur
celles qu’elle parvient a traiter. Enfin, en ce qui concerne
les instances difficiles, CNF2 avec CardNetwork conserve
la premiere place en termes de score PARI, suivie de pres
par CNF1, puis XNF2 avec le méme encodage. Méme si
XNF2 parvient a résoudre davantage d’instances que les
deux modélisations CNF, respectivement 6 et 9 instances de
plus que CNF1 et CNF2, ces dernieres restent plus perfor-
mantes en termes de temps de résolution sur les instances
qu’elles traitent.

Les résultats globaux montrent que les modélisations cou-
plées a I’encodage CardNetwork offrent les meilleures per-
formances. CNF2 avec CardNetwork affiche le score PAR1
le plus bas avec un gain d’environ 6% par rapport a CNF1
et de 9% par rapport a XNF2, tandis que XNF1 associée au
méme encodage et toutes les modélisations utilisant Sort-
Network restent en retrait.

4.3 CNF vs XNF

Dans cette section, nous analysons plus en détails les dif-
férences de performances entre les modélisations CNF et
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XNF. La Figure | présente 1’évolution du temps moyen de
résolution (en secondes) en fonction de la taille des ins-
tances (n), pour les différentes modélisations encodées avec
CardNetwork. La limite de temps est prise en compte dans
le calcul de la moyenne lorsqu’une instance n’est pas réso-
lue dans le temps imparti,.

On observe globalement une croissance trés rapide du
temps moyen avec la taille des instances. Cette croissance
devient particulierement marquée a partir de n = 80, avec
des augmentations de n = 70 an = 80 d’environ 1231% et
1604% pour XNF1 et XNF2, 824% et 282% pour CNF1 et
CNEF2. Ces valeurs illustrent I’explosion des temps de cal-
cul, notamment pour les modélisations XNF. Pour les tailles
d’instance allant de n = 10 a n = 120, on observe que
les temps moyens des représentations CNF restent systé-
matiquement inférieurs a ceux des XNF, a I’exception de
n = 30 ou la tendance s’inverse. De plus, on observe que
XNF1 est nettement moins performant que XNF2, particu-
lierement a partir de n = 90 jusqu’a n = 120. On remarque
également que CNF2 est constamment en dessous de CNF1
pour n = 80 a n = 120. Au-dela de n = 120, il devient

10* = I n

102

102

10*

Temps moyen (s)

10°

\
20 40 60 80 100 140

Instances (n)

120

FIGURE 1 — Temps moyens en secondes des différentes mo-
délisations encodées avec CardNetwork du probleme de dé-
codage par syndrome. Pour les problemes non résolus dans
le temps imparti, la limite de temps est prise en compte dans
la moyenne.
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FIGURE 2 — Comparaison des temps de résolution en secondes par instance pour les différentes modélisations avec I’encodage
CardNetwork. La limite de temps est prise en compte pour les instances non résolus dans le temps imparti.

plus difficile d’interpréter les courbes, vu la difficulté ac-
crue du probleme pour ces valeurs, faisant converger toutes
les courbes vers la limite de temps fixée.

La Figure 2 illustre une comparaison des temps d’exécu-
tion par instance entre les différentes modélisations enco-
dées avec CardNetwork. Parmi les modeles XNF, XNF1 est
systématiquement moins performant, étant surpassé par les
autres modélisations dans la majorité des cas. En compa-
rant XNF2 aux modélisations CNF, CNF1 est plus rapide
dans 47% des cas contre 37% en faveur de XNF2, et CNF2
I’emporte également dans 47% des cas contre 38% pour
XNF2. Cette tendance est particulierement marquée sur les
instances de difficulté intermédiaire, ot CNF1 et CNF2 do-
minent XNF2 respectivement dans 64% et 62% des cas.
Entre les deux modeles CNF, CNF2 se montre 1égérement
supérieur, étant plus rapide que CNF1 dans 43% des cas
contre 36% en faveur de CNF1. Cette domination de CNF2
est surtout visible sur les instances de difficulté intermé-
diaire et élevée.

Les modélisations CNF offrent globalement de meilleures
performances que les représentations XNF. Parmi elles,
CNF2 se démarque comme la plus performante, en particu-
lier sur les instances de difficulté intermédiaire et élevée. A
I’inverse, XNF1 affiche systématiquement les résultats les
plus faibles. CNF1 et XNF2 obtiennent de meilleures per-
formances que XNF1, mais restent globalement en retrait
par rapport 2 CNF2 en terme de temps de résolution.
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5 Conclusion

Dans cet article, nous avons présenté des travaux prélimi-
naires visant a résoudre le probleme du décodage par syn-
drome en utilisant des solveurs SAT, notamment Crypto-
MiniSat et CaDiCal, en modélisant ce probleme a ’aide
de représentations XNF et CNF. Alors que les représenta-
tions XNF sont généralement reconnues comme plus effi-
caces que les représentations clausales pour les problemes
cryptographiques, nos résultats montrent que, dans le cadre
du décodage par syndrome, les représentations CNF intro-
duites offrent des performances comparables et compéti-
tives a celles des représentations XNF.

Ces résultats ouvrent la voie a de nombreuses perspectives.
Nos observations suggerent qu’il serait pertinent d’explo-
rer des stratégies d’encodage hybrides, combinant les avan-
tages des représentations CNF et XNF, dans le but d’amé-
liorer les performances globales, notamment sur les ins-
tances les plus complexes. De plus, il pourrait étre judicieux
d’expérimenter d’autres encodages pour les contraintes de
cardinalité et pseudo-booléennes, dans le but d’optimi-
ser davantage les performances. Enfin, il serait intéressant
d’étudier des modélisations des variantes du décodage par
syndrome. En particulier, le décodage par syndrome avec
poids faible * s’intéresse a la recherche d’un vecteur d’er-
reur de poids minimal et on pourrait envisager de modé-
liser ce probleme grice a la satisfiabilité maximum (Max-
SAT) [¢], I’extension naturelle de SAT en probléme d’opti-
misation.

ow-weight
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Résumé

Le probleme de gestion de projet a contraintes de res-
sources consiste a planifier un ensemble de tdches consom-
mant des ressources durant un horizon temporel sujet a
certaines capacités de ressources et relations de précé-
dences entre des paires de tdches. Le probleme est natu-
rellement représenté par un graphe dirigé, généralement
appelé graphe de précédences, ou des paires de tdches sou-
mises a une précédence sont liées. Dans ce papier, nous
proposons d’utiliser les capacités d’un réseau de neurones
en graphes pour extraire de la connaissance du graphe de
précédence. Ce papier est un résumé de l’article "Learning
Precedences for Scheduling Problems with Graph Neural
Networks"[ ] publié a CP2024.

Mots-clés

Planification, graphe de précédence, réseau de neurones en
graphes.

Abstract

The resource constrained project scheduling problem
(RCPSP) consists of scheduling a finite set of resource-
consuming tasks within a temporal horizon subject to re-
source capacities and precedence relations between pairs
of tasks. The problem is naturally represented as a directed
graph, commonly referred to as the precedence graph, by
linking pairs of tasks subject to a precedence. In this paper,
we propose to leverage the ability of graph neural networks
to extract knowledge from precedence graphs. This paper is
a summary of the paper "Learning Precedences for Schedu-
ling Problems with Graph Neural Networks"[ -] published
at CP2024.

Keywords
Scheduling, Precedence graph, Graph neural network.

1 Introduction

Les problémes de planification existent dans de nombreux
domaines, de 1’assemblage d’avions a la planification de
taches de maintenance. La Programmation par Contraintes
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(PPC) a déja été utilisée de manicre fructueuse pour ré-
soudre différents types de problemes de planification. Le
succes de cette technique provient entre autres de la combi-
naison des contraintes globales et des heuristiques efficaces
dédiées a ce type de problemes. Les problemes de plani-
fication sont souvent NP-difficiles quand ils sont sujets a
des contraintes de précédence et de ressources. Cependant,
celles-ci peuvent également aider a améliorer les inférences
faites par les contraintes globales. Les précédences peuvent
étre naturellement représentées par un graphe dirigé en liant
deux taches sujettes a précédence. Les réseaux de neurones
en graphes (RNG) sont congus pour apprendre de données
structurées en graphes, permettant, entre autre, d’apprendre
a prédire si une aréte est présente ou pas. Notre papier vise
a répondre aux questions suivantes : un RNG peut-il nous
aider a identifier de nouvelles précédences, et si oui, a quel
point peuvent-elles étre utiles ?

2 Méthodologie

Pour apprendre des précédences présentes dans les solu-
tions, nous avons décidé d’utiliser un RNG a trois couches
GraphSAGE [!], suivi d’'un perceptron multicouche de
deux couches (réseau enticrement connecté).

En pratique, pour obtenir une prédiction une fois le mo-
dele entrainé, I'utilisateur crée le graphe d’entrée. Celui-
ci a comme arétes toutes les précédences de l’instance
ainsi que la fermeture transitive de celles-ci. De plus, les
noeuds sont annotés d’un vecteur contenant les caractéris-
tiques de la tache : la durée et la consommation normalisées
de chaque ressource. De ce graphe, on peut automatique-
ment déduire les arétes candidates (celle qui ne font pas
partie de la fermeture transitive, ni de I’inverse de celle-
ci). Le graphe est ensuite entré dans le RNG afin de calcu-
ler pour chaque noeud les projections des caractéristiques.
Pour chaque aréte candidate, les projections des deux extré-
mités sont ensuite entrées dans un perceptron multicouche,
dont la tache est de prédire la présence ou non de cette aréte.
Les prédictions sur les candidats sont ensuite classées par
prédictions décroissantes et sélectionnées une a une si elles



ne créent pas de cycle et que leur prédiction a sa valeur au-
dessus d’un certain seuil de sélection.

Lutilisateur peut ensuite faire ce qu’il désire des arétes
prédites. Dans notre cas, nous avons testé deux stratégies.
Premiérement, nous créons une restriction du probléme en
ajoutant des contraintes pour toutes précédences prédites.
Notre hypotheése est que cela peut diminuer la taille de
I’arbre de recherche a explorer, mais pour chaque précé-
dence mal prédite, il y a un risque d’enlever la partie de
I’arbre contenant la solution optimale. Deuxieémement, a
partir du graphe de précédence étendu des précédences pré-
dites, nous pouvons créer un ordre topologique des taches,
qui peut étre utilisé comme guide a une heuristique de re-
cherche (telle que la combinaison sbps/vsids). Notre hypo-
theése dans cette situation est que si cet ordre est proche de
celui de la solution optimale, alors celle-ci sera parmi les
premieres a étre découverte. De plus, avec une heuristique,
nous sommes siirs de ne pas perdre la solution optimale.

3 Expérimentations

Nous avons utilisé le dépot PSPLib [’] pour nos expé-
riences. Les instances ont 30, 60, 90 ou 120 taches. Les ins-
tances PSPLib sont des instances générées, avec différents
parametres (une série de 10 instances par ensemble de para-
metres). Pour nous assurer de ne pas causer de surapprentis-
sage, nous avons mis de cOté certaines séries entieres, ainsi
que certaines instances des séries restantes. Pour chaque
instance servant a I’apprentissage, nous avons calculé la
meilleure solution apres 1h de temps limite pour deux mo-
deles PPC afin de comparer I’effet de la qualité de I’en-
semble d’entrainement sur la méthode. Le premier utilise
les heuristiques sbps/vsids, I’autre utilise une simple heu-
ristique de placement de la tache le plus tdt. Nous avons
réalisé une validation croisé€e en K plis sur les arétes a ap-
prendre pour également éviter un surapprentissage.

3.1 Impact de la qualité de I’ensemble d’en-
trainement

Pour commencer, nous avons comparé un modele entrainé
sur les solutions générées avec sbps/vsids (solutions plus
proches de I’optimal) et un modele sur les solutions gé-
nérées sans (moins proches de 1’optimal). Les métriques
d’entrainement étaient légérement meilleures pour le se-
cond modele. Cependant, lorsque nous les utilisions, soit
comme contrainte additionnelle, soit comme guide heu-
ristique, les prédictions du premier modele se rendaient
plus utiles. Cette expérience a également confirmé certaines
hypotheses. Lorsque les prédictions sont utilisées comme
contraintes additionnelles, elles créent une restriction, qui
dans certain cas (si les prédictions sont correctes) permet
d’améliorer les solutions pour un méme temps de calcul.
Cependant, dans une majorité des cas, la restriction dimi-
nue la qualité des résultats, di a des prédictions erronées.
Si les prédictions sont utilisées pour guider 1’heuristique,
nous n’avons en effet pas de perte de I’optimal, et, dans
une majorité des instances, nous avons une amélioration de
I’optimum au temps d’arrét pour les plus faibles temps d’ar-
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rét, traduisant la découverte de meilleures solutions plus tot
dans la recherche.

3.2 Généralisation

La qualité de I’ensemble d’entrainement étant un facteur
important sur la qualité des prédictions, idéalement il ne
faudrait entrainer que sur des solutions optimales. Hors,
plus il y a de taches, plus il est difficile d’obtenir I’optimum
en temps raisonnable. Nous avons donc mesuré la nécessité
d’inclure des grosses instances dans I’ensemble d’entrai-
nement. Pour ce faire, nous avons entrainé un modgele sur
les instances de 60 tiches maximum et nous 1’avons com-
paré aux performances du modele entrainé sur les instances
de 120 taches ou moins. Les métriques des deux modeles
étaient similaires.

3.3 Agrégation de solutions

Dans les problemes de planification, il arrive souvent qu’il y
ait plusieurs solutions optimales. Celles-ci difféerent souvent
légerement I’une de 1’autre (planning ou des tiches moins
contraintes et moins demandeuses en ressources ont un peu
de liberté de placement). Pour encapsuler cette tendance,
nous avons généré, pour chaque instance, 100 solutions
avec le méme optimum que le meilleur trouvé. L’agréga-
tion de ces solutions correspond aux arétes présentes dans
au moins 70% de ces solutions. Notre but étant d’apprendre
des précédences plus cruciales a I’optimalité. Les métriques
d’apprentissage étaient similaires aux précédents modeles.
Les métriques d’utilisation en étaient cependant améliorées,
montrant une découverte de meilleures solutions plus tot
durant la recherche.

4 Conclusion

Ce papier présente une nouvelle approche basée sur les
réseaux de neurones en graphes afin de prédire de nou-
velles précédences pour le probleme de gestion de pro-
jet a contraintes de ressources. Les précédences apprises
peuvent soit &tre ajoutées comme contraintes additionnelles
afin de réduire 1’espace de recherche, soit comme heuris-
tique afin de guider la recherche. Nos expériences sur les
instances de PSPLIB nous confirment que di a la nature
difficile du probléme, il est difficile d’obtenir un bon rap-
pel au niveau des prédictions. Cependant, on observe quand
méme une accélération de la résolution. Une amélioration
des solutions a été observée dans nos expériences mais reste
difficile a atteindre. La qualité des prédictions dépend entre
autres de la qualité de ’ensemble d’entrainement. Utili-
ser un agrégat de plusieurs solutions a permis un appren-
tissage de précédences plus cruciales aux solutions. Nos
expériences montrent également une bonne généralisation,
comme le montre la comparaison entre les modeles entrai-
nés sur des instances de 60 tiches maximum et les modeles
entrainés sur des instances de 120 taches ou moins. Notre
méthode est également agnostique du solveur et peut étre
combinée avec d’autres méta-heuristiques telles que la re-
cherche a base de voisinage large.
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Résumé

Ce papier est un résumé de [’article "Learning Valid Dual
Bounds in Constraint Programming :@ Boosted Lagran-
gian Decomposition with Self-Supervised Learning" publié
a AAAI 2025. La décomposition lagrangienne relaxe les
problémes d’optimisation en sous-problémes plus simples
pour améliorer les algorithmes de séparation et d’éva-
luation en permettant le calcul d’une borne duale. Toute-
fois, en programmation par contraintes, [’optimisation des
multiplicateurs de Lagrange est coiiteuse en raison de la
complexité de résolution des sous-problemes. Nous pro-
posons une approche d’apprentissage auto-supervisé uti-
lisant des réseaux de neurones pour générer ces multipli-
cateurs et obtenir des bornes plus serrées. Cela réduit le
nombre d’itérations nécessaires et accélere les solveurs.
Notre méthode démontre une bonne généralisation sur des
problémes comme le sac a dos multidimensionnel.

1 Introduction

L’optimisation combinatoire est utilisée dans divers do-
maines comme 1’aérospatial, la planification des transports,
I’ordonnancement et I’économie. Un défi majeur est 1’ex-
plosion combinatoire : le nombre de solutions possibles
croit exponentiellement avec la taille du probleme, rendant
la résolution de problemes a grande échelle difficile. La pro-
grammation par contraintes (CP) est un outil versatile qui
permet de traiter des problemes combinatoires complexes, y
compris ceux avec des contraintes non linéaires, grace a des
techniques de recherche et de propagation [/]. Cependant,
contrairement a la programmation en nombres entiers, la
programmation par contraintes ne dispose pas d’un méca-
nisme efficace pour obtenir des bornes duales, limitant ainsi
sa compétitivité sur de nombreux problemes [, |, ¢, 5]. Cet
article propose une approche pour combler cette lacune en
développant une méthode générale et efficace de bornage
dual pour la programmation par contraintes.

2 Décomposition lagrangienne en CP

Un probléme d’optimisation sous contraintes (COP) est dé-
fini par un ensemble de variables discretes X, leurs do-
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maines de valeurs D(X), un ensemble de contraintes C'
limitant les affectations possibles, et une fonction objectif
f(X) a optimiser. Une solution faisable est une affectation
des valeurs de D(X) a X respectant toutes les contraintes.
Une solution optimale est une solution faisable qui maxi-
mise (ou minimise) la fonction objectif. La formulation ma-
thématique d’un COP inclut généralement m contraintes
qui définissent I’espace des solutions admissibles.

/\Ci(X)}

i=1

€]

max

XeD(X) {f(X)

La notation C;(X) indique que la contrainte C; s’applique
aux variables X. La décomposition lagrangienne (LD)
consiste a relaxer le probleéme afin d’obtenir une borne su-
périeure valide et, idéalement, serrée. Pour ce faire, les va-
riables impliquées dans chaque contrainte sont dupliquées,
a I’exception de celles de la premiére contrainte. On obtient
alors la borne duale suivante :

B(n) = o { 730 + 3 - (31 - )

=2

m
A Ci(X,;)}
i=1

)
ou les p; sont les multiplicateurs de Lagrange. Le probleme
résultant est une relaxation du probleme initial, fournis-
sant une borne duale B(u), qui correspond a une borne
supérieure dans un probleme de maximisation. Chaque
contrainte C; ayant un ensemble de variables distinct,
les sous-problemes peuvent étre résolus indépendamment,
simplifiant ainsi la résolution. Ainsi, Une borne duale valide
est obtenue en résolvant m sous-problémes plus simples,
mais la qualité de cette borne dépend fortement des multi-
plicateurs de Lagrange utilisés. Trouver ces multiplicateurs
optimaux est le principal défi de la décomposition lagran-
gienne, car I’équation associée n’est pas différentiable. La
méthode la plus courante pour les ajuster est 1’optimisation
par sous-gradient, qui les met a jour de maniere itérative a
partir d’une valeur initiale arbitraire [©].

it = pl o+ a(X] - X 3)

(2

Vie{2,...,m}
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Ha et al. (2015) [*] ont proposé d’intégrer cette procé-
dure dans la phase de recherche d’un solveur de program-
mation par contraintes (CP), en appliquant la décomposi-
tion lagrangienne (LD) et I’optimisation par sous-gradient
a chaque nceud de I’arbre de recherche. Cependant, cette ap-
proche est tres cofliteuse en temps, car chaque itération du
sous-gradient nécessite de résoudre chaque sous-probleme,
qui peuvent étre NP-difficile. Nous proposons d’accélérer
considérablement ce processus en utilisant de 1’apprentis-
sage automatique.

3 Notre Approche

La borne calculée dans I’Equation (2) posséde deux pro-
priétés importantes : (1) elle peut étre paramétrée a I’aide
des multiplicateurs de Lagrange p et (2) elle est toujours
valide, c’est-a-dire qu’elle ne sous-estimera jamais le profit
réel. Ces propriétés ouvrent la voie a une approche basée
sur I’apprentissage pour calculer cette borne. Inspirés par
Parjadis et al. (2024) [0], nous proposons d’entrainer un
modele Qy : G(V, E) — RIVI capable de prédire directe-
ment tous les multiplicateurs g pour un probléme d’optimi-
sation combinatoire (COP) donné sous forme de graphe G.
Ce graphe est constitué¢ d’un ensemble de nceuds V' (un par
multiplicateur) et d’arétes E reliant les noeuds partageant
la méme variable ou la méme contrainte. Le modele €y
est calibré par un ensemble de parametres différentiables
0. L’ objectif est d’éliminer les itérations du sous-gradient
en apprenant directement les multiplicateurs qui produisent
une borne serrée, ce qui permet d’accélérer 1’exécution et
d’améliorer le filtrage. La différentiabilité du modele est es-
sentielle, car la borne est calculée via une optimisation ba-
sée sur le gradient. L objectif est de trouver des parametres
0 minimisant la borne. Grice a la deuxieéme propriété, la
borne obtenue a la garantie d’étre valide, indépendamment
de la précision du modele. Ce travail introduit ainsi une mé-
thode générique d’apprentissage de bornes duales valides
pour tout type de COP discret, ce qui est un atout majeur
étant donné les difficultés a obtenir des garanties en optimi-
sation combinatoire avec 1’apprentissage automatique [].
La minimisation de la borne en fonction des multiplicateurs
1 et son gradient sont ainsi formulés :

min B(u) — VoB(u) avec p=Q(G) 4

En appliquant la régle du chainage on obtient alors :

0 1223

VoB(n) = <(X1—X7;)~80,..

.>Vz’e{2,...,m} )

Nous proposons d’utiliser une approche d’apprentissage
auto-supervisé pour paramétrer le modele €2y. La procé-
dure d’entralnement est formalisée comme suit. En en-
trée, elle recoit un ensemble de données D composé de
graphes G(V, E) représentant des instances d’un probléme
d’optimisation combinatoire (COP). Ces instances peuvent
provenir de données historiques ou étre générées synthéti-
quement, et leurs caractéristiques dépendent du probleme
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traité. A chaque itération, une étape d’optimisation L p est
réalisée, et tous les sous-problemes sont résolus via une
procédure dédiée afin d’obtenir les valeurs optimales de X;
pour les multiplicateurs p actuels. Ensuite, la borne et son
gradient sont calculés, suivis d’une mise a jour par descente
de gradient. Cela ajuste les valeurs des multiplicateurs pour
I’itération suivante, modifiant ainsi les solutions optimales
des variables X;. Finalement, les parametres 6 du réseau de
neurones entrainé €}y sont retournés.

4 Expérimentation

La méthode est testée sur deux problemes d’optimisation
combinatoire difficiles : le probleme du sac & dos multi-
dimensionnel et le probléme de planification des horaires.
Nous testons différentes méthodes :

CP : Une approche pure de programmation par
contraintes sans décomposition lagrangienne ni ap-
prentissage.

CP+SG : Le méme modele CP, amélioré avec
la décomposition lagrangienne et 1’optimisation
par sous-gradient, comme proposé par Ha et al.
(2015) [1].

CP+Learning(all) : Le modele CP avec décompo-
sition lagrangienne, utilisant les bornes apprises au
lieu du sous-gradient, avec I’apprentissage appliqué
a chaque nceud de I’arbre de recherche.
CP+Learning(all)+SG : Similaire & 1’approche
précédente, mais les bornes apprises sont encore
améliorées par I’ optimisation sous-gradient. Le mo-
dele entrainé {2y est appelé a chaque nceud de I’ arbre
de recherche pour obtenir les bornes.
CP+Learning(root)+SG : Le modele €2y est utilisé
uniquement au nceud racine, la borne résultante ser-
vant de valeur initiale pour amorcer 1’optimisation
sous-gradient dans les autres nceuds.

Les résultats obtenus confirment que 1’on obtient en
moyenne des bornes de meilleures qualités et que notre mo-
dele a une bonnne capacité a s’adpater a des instances dont
la distribution n’a pas été rencontrée durant la phase d’en-
trainement.

5 Conclusion

L article propose une méthode innovante pour améliorer
I’efficacité de la décomposition lagrangienne dans la pro-
grammation par contraintes. Il utilise un réseau de neu-
rones pour apprendre automatiquement des multiplicateurs
lagrangiens, permettant de produire des bornes duales ser-
rées sans nécessiter de bornes étiquetées. Cette approche
auto-supervisée permet soit de remplacer entierement les
itérations de sous-gradient, soit de les amorcer afin d’accé-
Iérer la convergence. Les expériences montrent que la mé-
thode réduit le temps d’exécution tout en conservant des
bornes de qualité. De plus, un ajustement fin permet une
meilleure généralisation a des instances hors distribution.
Ces résultats ouvrent des perspectives prometteuses pour
appliquer cette technique a des probleémes combinatoires ol
la programmation par contraintes est performante.
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Résumé

La satisfiabilité diversifiée est un probleme d’optimisation
combinatoire qui cherche a identifier k modeles satisfaisant
une formule CNF donnée tout en maximisant la somme des
distances entre chaque paire de modéles. Cet article pré-
sente deux nouvelles méthodes exactes de résolution. La
premiere approche s’ appuie sur la programmation quadra-
tique en nombres entiers, tandis que la seconde est ba-
sée sur une formulation pseudo-booléenne linéaire, pou-
vant également étre adaptée a la satisfiabilité maximum
(MaxSAT). Notre évaluation expérimentale approfondie dé-
montre efficacité et la performance des deux méthodes
proposées sur diverses instances. De plus, pour certaines
familles d’instances, les approches proposées parviennent
a obtenir des solutions optimales.

Mots-clés

Satisfiabilité diversifiée, Programmation en Nombres En-
tiers, Satisfiabilité Maximum, Modélisation

Abstract

Diverse Satisfiability is a combinatorial optimization pro-
blem that seeks to identify k models satisfying a given CNF
formula while maximizing the sum of pairwise Hamming
distances between them. This paper introduces two novel
exact solution methods. The first approach relies on qua-
dratic integer programming, while the second is based on
a linear Pseudo-Boolean formulation, which can also be
adapted to Maximum Satisfiability (MaxSAT). Our com-
prehensive experimental evaluation demonstrates the effi-
ciency and effectiveness of both proposed methods across
various benchmark instances. Furthermore, for some ins-
tance families, the proposed approaches manage to obtain
optimal solutions.

Keywords

Diverse Satisfiability, Integer Programming, Maximum Sa-
tisfiability, Modeling

1 Introduction

La satisfiabilité propositionnelle (SAT) est un probleme de
décision consistant a déterminer si une formule en forme
normale conjonctive (CNF) donnée peut étre satisfaite par
une affectation de variables [0], également appelée mo-
dele de la formule. SAT est le premier a avoir été démon-
tré NP-complet [©], et constitue un paradigme largement
utilisé pour la modélisation de nombreux problemes du
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monde réel, notamment en vérification matérielle et logi-
cielle [, 7], en planification et ordonnancement [, 5], ou
encore en bio-informatique [0, |7]. La version classique
du probleme SAT vise a trouver un unique modele pour
une formule CNF donnée, mais de nombreuses applications
réelles exigent I’identification de plusieurs modeles présen-
tant des propriétés structurelles diverses. Dans ce cas, le
fait de s’arréter au premier modele ne permet pas de me-
ner a bien 1’analyse souhaitée ou risque 1’omission d’in-
formations cruciales. Un exemple représentatif qu’on peut
citer est celui de la vérification bornée de modeles (Boun-
ded Model Checking, BMC) [!], ou chaque modele de la
formule correspond a un chemin de vérification possible.
Toutefois, se limiter & une unique solution peut accroitre le
risque d’omettre des erreurs spécifiques, dans la mesure ou
celle-ci ne permet pas de capturer 1’ensemble des compor-
tements potentiels du systeme vérifié. Cette limitation met
en évidence la nécessité de générer plusieurs solutions pré-
sentant une forte diversité structurelle, en vue d’accroitre la
robustesse des processus de débogage et de vérification.

Dans cette optique, Nadel a introduit le probleme de la
satisfiabilité diversifiée (Diverse Satisfiability) dans [Z(].
Etant donné une formule CNF, ce probléme consiste a iden-
tifier £ modeles de la formule maximisant la diversité struc-
turelle. Celle-ci est quantifiée a 1’aide de la somme des
distances de Hamming entre toutes les paires de modeles
sélectionnés, assurant ainsi une dispersion maximale dans
I’espace des solutions. Dans ce méme travail, I’auteur pro-
pose une méthode incompléte s’appuyant sur une heuris-
tique de décision dédiée. Un probleme connexe introduit
dans la littérature est celui de la distance de Hamming
maximale pour les problémes de satisfaction de contraintes
(CSP), initialement formulé par Crescenzi et Rossi dans
[“]. Néanmoins, ce probleme, bien qu’applicable a des ins-
tances a domaines finis, se limite a la recherche de deux
modeles distincts. Des lors, dans le cas binaire, il devient
essentiellement équivalent a une instance de la satisfiabilité
diversifiée avec k = 2.

Etant donné que le probléme SAT est déja NP-complet, le
probléme de la satisfiabilité diversifiée, qui requiert I’iden-
tification de k£ modeles satisfaisants distincts, représente un
défi computationnel encore plus complexe. En particulier,
pour un parametre donné p, Misra et al. [ 9] démontrent
que, méme dans le cas restreint ou k = 2, déterminer deux
modeles qui different exactement (ou au moins) sur p va-
riables demeure un probleme NP-difficile. Dans [”], An-
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gelsmark et Thapper établissent une borne supérieure de
complexité en O(1.7338"™) pour la résolution du probleme
de distance de hamming maximale sur les formules 2-SAT
(c’est-a-dire la satisfiabilité diversifiée avec k = 2, ou ’ins-
tance ne contient que des clauses de longueur 2). Plus gé-
néralement, ils montrent que, pour une formule [-SAT ou [
désigne la longueur maximale des clauses, une borne supé-
rieure en O((2a)™) peut étre obtenue, sous I’hypothese que
I’instance sous-jacente de [-SAT peut étre résolue en O(a™)
pour une certaine constante a.

Dans cet article, nous nous focalisons sur I’introduction
d’approches exactes pour le probleéme de satisfiabilité di-
versifiée, lesquelles, a notre connaissance, n’ont pas encore
été explorées dans la littérature. Nous proposons deux ap-
proches génériques, I’'une reposant sur la programmation
entiére quadratique (QIP) et ’autre sur la programmation
pseudo-booléenne linéaire, cette derniere pouvant étre aisé-
ment transformée en une instance de satisfiabilité maximum
(MaxSAT), I’extension naturelle de SAT en probleme d’op-
timisation. Notre approche QIP permet de formuler la fonc-
tion objectif de maniere naturelle sous forme quadratique,
tandis que les approches linéaires reformulent 1’objectif
comme une combinaison linéaire d’une série de variables
booléennes, s’appuyant sur deux fonctions de pondération :
la pondération directe (DW) et la pondération incrémentale
(IW). Lefficacité des approches proposées est ensuite éva-
luée au travers d’expérimentations approfondies.

La suite de cet article est structurée comme suit. La sec-
tion 2 présente les définitions formelles, les notations ainsi
que les fondements théoriques du probleme de satisfiabi-
lité diversifiée, en plus d’introduire les paradigmes stan-
dards de la programmation enticre quadratique, la pro-
grammation pseudo-booléenne linéaire, et la satisfiabilité
maximum. La section 3 expose nos approches exactes, in-
cluant la formulation quadratique ainsi que les formulations
pseudo-booléennes linéaires et leur transformation en mo-
deles MaxSAT. La section 4 fournit une analyse détaillée
des résultats expérimentaux obtenus. Enfin, la section 5 ré-
capitule nos contributions et discute les perspectives de nos
travaux.

2 Préliminaires
2.1 Satisfiabilité diversifiée

Soit X un ensemble de variables booléennes prenant des
valeurs dans {Vrai, Fauz} (ou {0,1}). Un littéral [ est
soit une variable x € X, soit sa négation . Le litté-
ral positif I = x est dit satisfait lorsque z est affectée
a Vrai, tandis que le littéral négatif [ = 7T est satisfait
lorsque x est affectée a Faux. Une clause C' est une dis-
jonction (V) de littéraux, et peut également étre représen-
tée comme un ensemble de littéraux. Plus précisément, on
peut écrire un clause sous la forme C = CT U C~, ou
CT est ’ensemble des littéraux positifs et C~ 1’ensemble
des littéraux négatifs. De plus, une clause est satisfaite des
lors que 1’un de ses littéraux est satisfait. Une formule en
forme normale conjonctive (CNF) est une conjonction (A\)
de clauses, et elle est satisfaite si toutes ses clauses sont sa-
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tisfaites. Une formule CNF ¢ composée de m clauses peut
étre représentée comme un ensemble de clauses, c’est-a-
dire ¢ = {C1,...,C,,}. Etant donnée une formule CNF ¢
définie sur les variables de X, le probleme de satisfiabilité
propositionnelle (SAT) consiste a déterminer s’il existe une
affectation « : X — {Vrai, Fauz} qui satisfait ¢. Lors-
qu’une telle affectation existe, on 1’appelle modele de ¢ et
on dit que la formule est satisfiable.

Nous introduisons ci-apreés de maniere formelle la notion
de distance de Hamming entre deux affectations, qui cor-
respond au nombre de valeurs différentes attribuées aux va-
riables booléennes dans une paire d’affectations. Nous dé-
finissons ensuite une notion essentielle a la formulation du
probleme de satisfiabilité diversifiée, a savoir la mesure de
diversité pour des ensembles d’affectations.

Définition 1 (Distance de Hamming entre affectations).
Etant donné un ensemble de variables booléennes X et
deux affectations o, ag des variables de X, la distance
de Hamming entre o et aa, notée Dis(au, az), est définie
comme suit :

{z € X | ai(x) # 0a(@))]
=3 Jau(x) — as(a)|

zcX

Dis(ay,an) =

Définition 2 (Diversité). Etant donné un ensemble de va-
riables booléennes X et un ensemble A = {aq,...,q}
de k affectations des variables dans X, la diversité de A,
notée Div(A), est définie comme suit :

k

k-1
Div(A Z Z is(o, o) (D

=i+1

Etant donnée une formule CNF ¢ etun entier k > 2, le pro-
bleme de la satisfiabilité diversifiée (Diverse satisfiability,
ou Diverse SAT) consiste a trouver un ensemble de £ mo-
deles de ¢ avec une diversité maximale. Plus formellement,
nous cherchons :

A = argmaz 4¢go,130x1x1 Div(A)

Dans [20], Nadel évoque la notion de diversité pour une
variable, c’est-a-dire le nombre de ses assignations a Vrai
multiplié par le nombre de ses assignations a Faux, telle que
définie formellement ci-dessous. Cette notion lui a servi de
critere pour évaluer la contribution d’une seule variable a
la diversité, dans I’heuristique proposée par 1’auteur. Nous
formalisons la correspondance entre la diversité classique
et celles des variables dans Proposition 1.

Définition 3 (Diversité des Variables). Efant donné un en-
semble de variables booléennes X et un ensemble A =
{a1,...,ax} de k affectations des variables de X, la di-
versité de la variable © € X dans A, notée Div(x, A), est
définie comme suit :

Div(z,A) =T (z,A) - F(x, A)



— T(z,A) ={a € A|az) =1},
— Fla,A) = {a € 4] a(z) = 0}].
Proposition 1. Etant donné un ensemble de variables boo-

léennes X et un ensemble A = {«,...,ar} de k affecta-
tions des variables dans X, on a :

Div(A) = Div(x, A) 2)
zeX
Preuve.
k=1 k
Div(A) = Z Z Dis(ay, o)
=1 j=i+1
k—1
=y Z {z € X | ai(z) # a;(2)}]
=1 j=i+1
k-1 &
=2 > > 1
i=1j=i+1  zeX

a;(z)#aj(z)

k—1 k
=22 > 1!
T€X i=1  j=itl

a;(z)#a;(z)

fZTxA

zeX

ZwaA

zeX
L

Dans le reste de cet article, nous calculons la diversité des
modeles a I’aide de I’équation 2 puisqu’elle permet de re-
présenter plus naturellement le probleme dans nos formula-
tions.

2.2 Programmation quadratique en nombres
entiers

La programmation quadratique en nombres entiers (Qua-
dratic Integer Programming, QIP) est un paradigme de pro-
grammation mathématique avec des variables entieres, une
fonction objectif quadratique et des contraintes linéaires.
Comme défini dans [”], la forme classique d’un modele
QIP est la suivante :

(QIP) max ' Hz +c'x

st.z e P
zezZ"

o H € Q™*™ est une matrice symétrique, ¢ € Q" et P
est un polyedre, représenté par P = {x : Az < b} on
Ac men eth e Qm'

La programmation pseudo-booléenne linéaire (Linear
Pseudo-Boolean Programming, LPB) est définie dans le do-
maine des variables booléennes. Selon [ 0], elle peut étre
formulée sous le format suivant :

(LPB) max f(z1,...,%n)
st fi(xe,...,xn) 20, je{l,...,m}
x €{0,1}"
ob f(1,...,Tp) = Y oiy W - Ty, w; € L
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2.3 Satisfiabilité maximum

La satisfiabilité maximum (MaxSAT) est I’extension natu-
relle de SAT en probléme d’optimisation. Dans cet article,
nous utilisons sa version la plus générique, a savoir Max-
SAT partiel pondéré [+, |5]. Ce probleme prend en en-
trée une formule bipartite pondérée ¢ = H U S conte-
nant des variables booléennes dans X. H est I’ensemble
des clauses dures qui doivent étre satisfaites, comme dans
SAT. S est I’ensemble des clauses souples, composé de
clauses pondérées (C, W), oit W est un poids entier po-
sitif associé a la clause C. L’objectif de MaxSAT partiel
pondéré est d’obtenir une affectation o qui maximise (resp.
minimise) la somme des poids des clauses souples satis-
faites (resp. falsifiées) tout en satisfaisant toutes les clauses
dures. Formellement, soit cost,, (¢) la somme des poids des
clauses souples de ¢ falsifiées par 1’affectation c, le pro-
bleme MaxSAT partiel pondéré consiste ainsi a déterminer
optimum(¢) = rrgin costa ().

Dans le reste de I’article, nous utilisons MaxSAT pour faire
référence a sa variante partielle pondérée. De plus, la lit-
térature introduit des contraintes pseudo-booléennes (PB)
qui peuvent étre efficacement encodées sous forme clau-
sale [77]. Ces contraintes prennent la forme suivante :

Zaj-ljbb
J

ota; € N,b e N, estunlittéral et > € {=,>,<}. Un
cas particulier de contrainte PB survient lorsque tous les
coefficients des littéraux sont égaux a un et peuvent donc
étre omis [ 5]. Ces contraintes sont couramment appelées
contraintes de cardinalité et prennent donc la forme la sui-

vante :
> lisab
J

ol /; est un littéral, b € Net e {=, <, >}

3 Formulations pour la satisfiabilité
diversifiée

Dans cette section, nous présentons trois formulations dis-
tinctes du probleme de satisfiabilité diversifiée, a savoir une
formulation basée sur un modele de programmation qua-
dratique en nombres entiers (QP) et deux formulations li-
néaires pseudo-booléennes (DW et IW). Nous commengons
par la premiére formulation QP, présentée en 3.1, qui trans-
forme naturellement le probléme d’optimisation initial en
une fonction objectif quadratique. En 3.2, nous exposons
I’'idée générale permettant de faire le lien entre une formu-
lation avec variables entieres et objectif quadratique, et une
formulation avec variables booléennes et objectif linéaire,
conduisant ainsi aux deux modeles linéaires proposés en
3.3. Enfin, la section 3.4 présente la transformation des for-
mulations linéaires pseudo-booléennes vers des formula-
tions MaxSAT.

3.1 Formulation quadratique

Dans cette sous-section, nous présentons une formulation
en programmation quadratique en nombres entiers (QIP)
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Approches exactes pour le probleme de satisfiabilité diversifiée

max Z O; - (k—0;j) (QP-0)
JEN
S.C
D =Vig)+ > Vij=1 V(@,h)eKxM
l;ec, ;e
(QP-1)
Oj= Y. Vi Vie N  (QP-2)
i={1,...,K}
0; e NT,V;; € {0,1} Y(i,j) € K x N
(QP-3)

FIGURE 1 — Modele quadratique pour la satisfiabilité diver-
sifiée

pour le probleme de satisfiabilité diversifiée. Cette formu-
lation s’appuie naturellement sur la Proposition 1, qui ex-
prime la diversité comme la somme des diversités indivi-
duelles des variables. Etant donnée une formule CNF ¢
contenant n variables et m clauses, notre objectif est d’ob-
tenir £ modeles maximisant la diversité. Pour cela, nous
définissons un modele QIP a I’aide des deux séries de va-
riables suivantes, ot K = {1,...,k}, N = {1,...,n}et
M={1,...,m}:

— Variables entiéres O; Vj € N, qui représentent
le nombre d’affectations a Vrai de la j™ variable
dans I’ensemble A des k affectations, c’est a dire
T(LE 7 A) .

— Variables binaire V; ; V(i,j) € K x N, qui re-
présentent la valeur booléenne de la j°™ variable
dans la i*™ affectation o; € A, c’est a dire o (z;).

Nous obtenons la formulation quadratique (QP) illustrée
dans la Figure 1. L’équation QP-0 est une reformulation de
Proposition 1, indiquant que I’objectif de maximisation, a
savoir la diversité, est égal a la somme des diversités indi-
viduelles des variables. L’équation QP-1 garantit que I’en-
semble A des k affectations construites constitue bien des
modeles de la formule CNF ¢ donnée en entrée. L’équa-
tion QP-2 établit le lien sémantique entre les variables boo-
léennes V; ; et les variables entiéres O;. Cette formulation
requiert O(k - n) variables et O(k - m + n) contraintes.

3.2 De la formulation quadratique aux for-
mulations linéaires

Dans la sous-section précédente, la formulation proposée
utilise des variables entiéres ainsi qu’une fonction objec-
tif quadratique, conformément a la relation établie dans
Proposition 1. Toutefois, la présence d’un terme quadra-
tique dans la fonction objectif peut constituer un obstacle
important a la résolution efficace du probléme. Par consé-
quent, nous proposons une approche alternative consistant a
transformer la formulation QIP en une formulation linéaire
pseudo-booléenne. Autrement dit, il s’agit de transformer
la fonction objectif quadratique initiale en une combinai-
son linéaire de variables booléennes.
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FIGURE 2 — Les fonctions de poids DW et IW pour un scé-
nario avec k = 10

Pour chaque variable booléenne d’origine x; € X dans la
formule CNF ¢ donnée, nous introduisons d’abord une sé-
rie de variables booléennes auxiliaires destinées a représen-
ter le nombre d’affectations a Vrai de x; a travers les k mo-
deles, soit T'(x;, A). Il convient de souligner que la relation
de correspondance entre ces variables auxiliaires et 1’entier
T(xj,A) doit étre cohérente avec les fonctions de pondé-
ration. Nous développons ensuite deux fonctions de pondé-
ration distinctes, appelées respectivement pondération di-
recte (DW) et pondération incrémentale (IW), permettant
de reformuler le terme quadratique original Div(z;, A) =
T(zj,A) - (k—T(xj,A)).

Une illustration de ces deux fonctions de pondération dans
un scénario comportant £ = 10 modeles est présentée dans
la Figure 2. La premiére fonction, DW, associe directement
a chaque valeur possible de T'(x;, A) sa contribution cor-
respondante a la diversité. Les points bleus répartis sur la
courbe parabolique indiquent que le maximum de diversité
est atteint lorsque x; est assignée a Vrai dans exactement
la moitié des modeles. La seconde fonction, /W, adopte une
approche incrémentale en exprimant Div(z;, A) comme la
somme de contributions marginales. Les points rouges de la
Figure 2 illustrent la variation de la valeur de diversité lors-
qu’on incrémente T'(x;, A) d’une unité. Il est a noter que
ces valeurs incrémentales deviennent négatives au-dela du
point médian, traduisant les rendements décroissants asso-
ciés a une répartition déséquilibrée des affectations a Vrai.
Formellement, soit r = T'(x;, A), nous définissons la fonc-
tion de pondération directe (DW) comme suit :

D.=r-(k—r) Vre{0,...,k}

et la fonction de pondération incrémentale (IW) par :
Z, =D, —D,_1=-2r+k+1 Vre{l,...,k}

On peut remarquer que pour tout » € {1,...,k}, on a
Dr = Y.,_, L. Ces deux fonctions de pondération dis-
tinctes offrent donc des approches différentes mais mathé-
matiquement équivalentes pour reformuler la fonction ob-
jectif d’origine, comme cela sera détaillé dans la suite.



n k
maXZZDT “Ujr

(DW-0)
j=1r=0
S.C
N -Vig+ > Viy=1 V(i,h)eKxM
l,eCy lecy
(DW-1)

> Uie=1 VieN  (DW-2)
re({0}UK)

Yo Ui =Y Vi Vie N  (DW-3)
re({0}UK) i€EK
Vi; €4{0,1},U;» € {0,1} V(i,j) € K x N

V(r,j) € ({0} UK) x N (DW-4)

FIGURE 3 — Modele linéaire pour la satisfiabilité diversifiée
avec le pondération directe DW.

3.3 Formulations linéaires

3.3.1 Formulation par pondération directe

Nous présentons d’abord la formulation pour le probleme
de satisfiabilité diversifiée avec la fonction de pondéra-
tion DW, qui repose sur les variables suivantes, ou K =
{1,...,k}etN={1,...,n}:
— Variables binaires U, , V(r,j) € ({0}UK)x N,
qui représentent le fait que le nombre d’affectations
3 Vrai de la j°™ variable dans I’ensemble des k mo-
déles soit égal a r, c’est a dire T'(x;, A) = r.
— Variables binaire V; ; V(i,j) € K x N, qui re-
présentent la valeur booléenne de la 5°™ variable
dans la i*™ affectation a; € A, c’est a dire o (z;).
Ainsi, la formulation avec la fonction de pondération DW,
D, =r- (k —r), peut &tre obtenue comme indiqué dans la
Figure 3, ot M = {1,...,m}. L’équation DW-0 formule
la fonction objectif, ou chaque terme D,. - U; ,- indique qu’il
y a une contribution a la diversité D, = r - (k — r) lorsque
la variable x; est assignée a Vrai exactement dans r des k
modeles. L’équation DW-1 garantit que chaque modele a;
satisfait la formule CNF originale ¢, c’est-a-dire que pour
toute clause C}, de ¢ et chaque modele «;, au moins un lit-
téral de la clause doit étre satisfait selon les assignations de
variables dans «;. L’équation DW-2 impose qu’il y ait un
seul nombre d’assignations a Vrai de la variable j parmi les
k modeles. L’équation DW-3 établit la relation de corres-
pondance entre les variables Uj .. et les assignations réelles
des modeles V; ;. 'y a O(k - n) variables et O(k - m + n)
contraintes dans la formulation DW.

3.3.2 Formulation par pondération incrémentale

Dans cette sous-section, nous développons une autre for-
mulation pour le probleme de satisfiabilité diversifiée en
utilisant la fonction I/W. Les variables utilisées dans cette

formulation sont les suivantes :
— Variables binaires U; , V(r,j) € ({0}UK)x N,
qui représentent le fait que le nombre d’affectations

4 Vrai de la j®™ variable dans I’ensemble des k af-
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n k
maxz ZL

“Ujr (TW-0)
j=17r=0
S.C
S -Vi)+ Y Viy>1 Wih) €K xM
l;eCy Lecy
(IW-1)
Ujr <Ujr-1 V(r,7) € (K\ {1}) x N (IW-2)
N Uir=> Vij VieN  (IW-3)
rekK ieEK
Vi; €1{0,1},U;, € {0,1} V(i,j) € K x N
Y(r,j) € K x N (IW-4)

FIGURE 4 — Modele linéaire pour la satisfiabilité diversifiée
avec le pondération incrémentale IW.

fectations A soit supérieure ou égale a r, c’est a dire
T(xj,A) >=r.
— Variables binaire V; ; V(i,j) € K x N, qui re-
présentent la valeur booléenne de la 7™ variable
dans la i*™ affectation o; € A, c’est & dire o (z;).
La formulation linéaire avec IW, définie par Z, = —2r +
k41, est obtenue comme illustré dans la Figure 4. La struc-
ture de /W reste similaire a celle de DW. L’équation ['W-0
exprime la contribution incrémentale de 1’affectation Vrai
de la variable z; a la diversit€ globale. L’équation ['W-1 im-
pose la satisfiabilité de 1’ensemble des k affectations obte-
nues. L’équation [W-2 assure I’ordre dans 1’utilisation des
variables U; ,. ce qui, en conjonction avec ['W-3, permet de
capturer I’information sémantique de U} ... Les complexités
en nombre de variables et de contraintes dans la formulation
IW sont respectivement de O(n - k) et O(k - (m + n)).

3.4 Formulations MaxSAT

Lorsqu’on se focalise sur I’exigence intrinseque du pro-
bleme de satisfiabilité diversifiée, on ne peut pas ignorer
la tache centrale consistant a obtenir des modeles en lo-
gique propositionnelle, une tache pour laquelle MaxSAT
semble intuitivement étre mieux adapté. Dans cette sous-
section, nous présentons la transformation des formulations
linéaires précédentes vers MaxSAT. Nous reformulons les
modeles sous forme clausale, accompagnée de contraintes
pseudo-booléennes (PB) ou de cardinalité, comme illustré
dans la Figure 5. De plus, nous signalons que 1’équation
[W-0* peut contenir des poids négatifs, ce qui n’est pas
conforme au standard original de MaxSAT. Elle est donc
transformée a 1’aide de I’équation suivante :

L%

é i 8: Y(r,j) € K x N (IW-0)
Un exemple illustratif est présenté dans 1’exemple suivant.
Cette technique de normalisation permet de représenter cor-
rectement la fonction de poids incrémentale dans le cadre
standard de MaxSAT, qui exige des poids non négatifs pour
toutes les clauses souples.
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Exemple 1. Si on prend k = 4 and n = 3, selon la défini-
tionT, =-2r+k+1o0na:

T1=3Ts=1,Ts = 1,7, = -3

Pour chaque variable xj ou j € {1,2, 3}, avant normalisa-
tion, les clause souples présentent des poids négatifs selon
IW-0% :

(Uj1,3), (Uj2,1), (Uj3,—1), (Uj 4, —3)

La contribution des x; peut étre formulée comme suit :
0bjoriginal = 3Uj1 +Uj2 —Ujz —3Uj4

Apres normalisation de IW-0*, on obtient :

(Uj1,3), (Uj2,1),(Uj3,1), (Uja,3)
avec la contribution suivante :
0bjnormatized = 3Uj1 + Ujo +Ujs+3U;4

Puisque Uj,r = 1 — Uy, on peut réecrire les objectifs
comme suit :

Objnormalized = 3Uj,1 + Uj,? + (1 - Uj,3) + 3(1 - Uj;4)
=3Uj1 +Uj2 —Ujz —3Uja+ 4
= Objoriginal +4

L’ajout d’une constante a toutes les valeurs de la fonc-
tion objectif ne modifie pas la solution optimale d’une ins-
tance MaxSAT donc la formulation normalisée permet bien
d’identifier les mémes ensembles optimaux de modéles di-
versifiés.

4 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous présentons les résultats expérimen-
taux des approches proposées. Le protocole expérimental,
incluant I’environnement de test, les instances traitées, ainsi
que les solveurs utilisés, est détaillé en 4.1. La section 4.2
présente les performances globales, tandis que la section
4.3 compare les formulations basées sur les deux fonctions
de pondération distinctes.

4.1 Protocole expérimental

Tous les tests ont été menés sur la plateforme MatriCS b
équipée d’un systeme CentOS 8.6 et d’un processeur In-
tel Xeon ES5-2680 v4 fonctionnant a une fréquence de 2,40
GHz, avec une capacité Turbo Boost allant jusqu’a 3,30
GHz. Le temps limite fixé pour tous les solveurs est de 7200
secondes. Les instances utilisées dans nos expériences pro-
viennent de deux sources : 20 instances issues de la vérifica-
tion de matériel, telles que proposées et utilisées dans [()],
ainsi que 88 instances provenant de SATLIB °, pour un to-
tal de 108 instances réparties en 8 familles distinctes. La
taille de ces instances varie de 61 variables et 300 clauses

1. https: NWW . Ma ics.u-picardie.f
b a SATLIB/benchm.
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Soft Clauses
(Ujr,r - (k=1)) V(r,j) € ({0} UK) x N (DW-0)
Hard Clauses
(V Vipgv(V Viy)  ¥(,h) e Kx M (DW-1)
l;eCy eci
Yo U=1 VjeN (DW-2)
re({0}UK)
S U= Vi, VieN (DW-3)
re({0}UK) €K
(a) MaxSAT-DW
Soft Clauses
U T V(r,j) e K x N (IW-0%)
Hard Clauses
(\V Vipv(V Vi) Y(,h) e KxM  (IW-1)
l;eCy, lect
Uj,r — Uj,rfl V(T,j) € (K \ {1}) x N (IW-2)
N U= Vi, VjeN (IW-3)
rek ieK
(b) MaxSAT-IW

FIGURE 5 — Formulations MaxSAT avec DW (a) et IW (b).

a 83908 variables et 276106 clauses. Toutes les instances
garantissent I’existence d’au moins 10 modeles distincts.
Les solveurs de 1’état de 1’art suivants ont été utilisés dans
nos expériences afin d’évaluer les méthodologies propo-
sées : CPLEX [ |] pour la formulation QIP proposée en 3. |
ainsi que pour les deux formulations pseudo-booléennes li-
néaires introduites en 3.3 ; MaxHS [~ 1], WMaxCDCL [ | 4],
et OpenWBO [/¢] pour les deux formulations MaxSAT
décrites en 3.4. Nous notons que ces trois solveurs Max-
SAT représentent respectivement des approches basées sur
la programmation linéaire en nombres entiers (ILP), sur la
séparation et évaluation (Branch-and-Bound), et sur les ap-
pels aux oracles SAT. Pour réaliser les encodages CNF des
contraintes de cardinalité et pseudo-booléennes, nous avons
utilisé la bibliotheque PySAT * [ 12, 1 3], avec les contraintes
de cardinalité encodées a I’aide de I’encodage Cardinality
Network [*], qui permet d’encoder une contrainte de car-
dinalité de borne K sur N littéraux avec une complexité
O(Nlog® K) en termes de clauses et de variables auxi-
liaires. Concernant les contraintes pseudo-booléennes, nous
avons utilisé le mode "Best" proposé par PySAT, qui sé-
lectionne automatiquement la méthode d’encodage la plus
adaptée.

Pour justifier la non-trivialité des solutions obtenues, nous
avons également mis en place une approche naive par énu-
mération, basée sur le solveur SAT CaDiCaL [°]. Le sol-
veur est exécuté de maniere itérative k fois. Apres chaque
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itération, une nouvelle clause est ajoutée a la formule pour
bloquer I’assignation satisfaisante nouvellement trouvée.
Une fois les k itérations terminées, le programme est sus-
pendu et la diversité est calculée a partir des £ modeles ob-
tenus.

4.2 Performances globales

Les analyses de performance des différentes approches tes-
tées a travers I’ensemble des familles, pour les valeurs de
k égales a 2, 5 et 10, sont présentées dans les Tableaux 1,
2 et 3. Ces tableaux présentent les performances sous deux
aspects : la capacité des approches proposées a résoudre le
probleme a I’optimalité et la diversité obtenue par celles-
ci, comparée a I’énumérateur naif CaDiCal. A partir de
ces tableaux, il ressort que toutes les formulations propo-
sées parviennent a obtenir des solutions optimales dans cer-
taines familles, notamment pour des valeurs plus petites de
k, comme celle de 2. De maniere générale, les formulations
linéaires avec les fonctions de poids DW et IW, obtiennent
le plus grand nombre de solutions optimales pour toutes les
valeurs de k. L’écart se renforce lorsque la valeur de k aug-
mente jusqu’a 10, illustrant ainsi une bonne scalabilité de
I’approche linéaire pour la résolution du probléme.

Pour les solveurs MaxSAT, OpenWBO coopérant avec DW
obtient le plus grand nombre d’instances résolues a 1’opti-
malité, soit 89 sur 108, lorsque £ = 2, tandis que MaxHS
coopérant avec /W bascule en premiere position lorsque
k = 5 et k = 10, résolvant respectivement 67 et 33 ins-
tances. WMaxCDCL présente des performances compa-
rables a celles de MaxHS et OpenWBO lorsque £ = 2 et
k = 10, bien que ses performances different des deux autres
lorsque k& = 10.

De plus, on note que, dans plusieurs cas, bien que la for-
mulation QIP avec CPLEX parvienne a atteindre la valeur
optimale prouvée par certains autres solveurs, elle échoue
a prouver I’optimalité, avec respectivement 7, 21, et 15 ins-
tances non prouvées lorsqu’on prend £k = 2, k = 5 et
k = 10. Dans I’ensemble, ces résultats démontrent que,
malgré le fait que toutes les approches proposées sont ca-
pables de résoudre de maniere optimale le probleme de sa-
tisfiabilité diversifiée, le choix du solveur et de la fonction
de poids a un impact significatif sur les performances, cer-
taines combinaisons montrant des résultats supérieurs en
fonction des cas spécifiques.

En termes de diversité, pour k£ = 2,5, 10, les meilleurs ré-
sultats obtenus par un solveur exact est respectivement de
3.58, 2.50, et 3.34 fois meilleure que celle de la solution
obtenue par I’énumération naive avec CaDiCaL. Lorsqu’on
restreint 1’analyse aux cas avec optimalité prouvée, ces fac-
teurs deviennent respectivement de 113, 63, et 23. L’écart
de performance substantiel entre 1’énumérateur naif et les
approches exactes proposées démontre clairement la diffi-
culté inhérente du probléme, et confirme la nécessité de dé-
velopper des approches exactes performantes.

On peut également observer qu’avec 1’augmentation de la
valeur de k, les approches exactes proposées échouent par-
fois a obtenir des solutions faisables dans le temps im-
parti. Cela est particulierement le cas pour WMaxCDCL
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et CPLEX et pourrait &tre di au fait que 1’objectif interne
des solveurs exacts est d’obtenir des solutions optimales, de
sorte que les résultats intermédiaires incomplets ne reflétent
pas pleinement le processus de résolution. Par exemple,
I’approche linéaire avec IW résolue avec le solveur CPLEX
ne parvient a obtenir que 4 résultats faisables pour la fa-
mille difficile "hardware" lorsque £ = 5, mais tous ces ré-
sultats sont optimaux. Malgré cette difficulté, les approches
proposées offrent toujours une qualité satisfaisante pour les
solutions sous-optimales, ce qui démontre une grande ro-
bustesse.

En se focalisant sur la comparaison de la capacité de résolu-
tion optimale de toutes les approches exactes proposées, les
Figures 6, 7, 8 offrent une vision plus compléte du nombre
cumulé d’instances résolues par chaque approche dans le
temps imparti.
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| i
5000 J i
@ —— CPLEX-QIP i :
o 2000 —— CPLEX-DW i i
£ —-= CPLEX-IW i i
i= 3000 —— MaxHS-DW i i
—— WMaxCDCL-DW | i
2000 —— OpenWBO-DW | i
—-~ MaxHS-IW i i
1000 - WMaxCDCL»IW‘J
—-— OpenwBO-W | 1
o I I
0 20 40 60 80

Cumulative Solved Number

FIGURE 6 — Nombre cumulé d’instances résolues pour k =
2 en fonction du temps de résolution en secondes.
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FIGURE 7 — Nombre cumulé d’instances résolues pour k =
5 en fonction du temps de résolution en secondes.
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FIGURE 8 — Nombre cumulé d’instances résolues pour k =
10 en fonction du temps de résolution en secondes.
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Approches exactes pour le probleme de satisfiabilité diversifiée

Famille w v 4o, Enum CPLEX MaxSAT (DW) MaxSAT (IW)
CaDi. QIp DW w MaxHS WMaxCDCL OpenWBO MaxHS ~ WMaxCDCL OpenWBO

flat100- 30 155 562 121 23(6686)(73] 30(11)[103] 30(8)[103] 302)[103] 3015)[103] 302)[103] 30(9)[103]  30(16)[103] 306)[103]
flatl00+ 30 425 1584 121 1(6685)(63]  30(1047)[283]  30(730)[283]  30(486)[283] 30357)[283] 30(50)[283] 30(81)[283]  30(435)[283] 25(51)[235]
ais 4 155 2730 [18] 14)6] 4(196)[34] 4(60)[34] 3(56)[34] 4(5831)[34] 435341 3(69)[34] 31701221 3425)122]
morphed 20 500 3100 2 0(-)[0] 20(65)[200] 2025)[200]  19(166)[200]  20(9836)[200] 1921)[199] 1(8)[200] 0()[0] 1846)[197]
logistics 41881 11682 131 1(5531)(216] 3(58)[365] 3(108)[368] 3(286)[364] 2(443)[218] 2(13)[293] 2(304)[366] 1(28)[218] 2(2302)(285]
hardware 20 49391 161548  [5483] 0()[596]  4Q49)(1177]  4(195)[1180] 0(-)[18835] 0()[0]  4(66)[10052] 0(-)[18381] 0-)[0] 2(74)[9149]
All 108 9476 31620  [1018]  26(18903)[156] ~ 91(1626)[377]  9L(1126)[378]  85(996)[3647]  86(16482)[154]  89(187)[2018]  66(466)[3563]  64(631)[116]  80(2904)[1836]

TABLE 1 — Résultats pour k£ = 2. Pour chaque famille d’instances, le nombre d’instances (#1), le nombre moyen de variables (#V ar) et le nombre moyen de clauses (#CL)
sont indiqués. Ensuite, la diversité des résultats obtenue par I’approche d’énumération naive utilisant CaDiCaL (CaDi.) est rapportée. Les performances de 1’approche QIP
et de I’approche linéaire avec CPLEX ainsi que les trois solveurs MaxSAT, a savoir MaxHS, WMaxCDCL et OpenWBO, sur les formulations avec deux fonctions de poids
distinctes (DW, IW) sont présentées sous la forme de #OPT (tot_timeop:)[Divgu], ot #OPT représente le nombre de solutions optimales obtenues dans le temps limite,
tot_time,p, est la somme des temps de résolution pour ces solutions optimales et Div,y; est la diversité moyenne calculée en fonction des meilleures solutions faisables
(ou optimales) obtenues pour pour toutes les instances dans la famille concernée. Dans le cas ou aucune solution faisable n’est trouvée dans le temps limite, la diversité est
considérée comme étant nulle (égale a 0 comme pénalité) sinon la diversité de la meilleure solution faisable est considérée. Parmi toutes nos approches, celle ayant résolu de
maniere optimale le plus grand nombre d’instances dans le temps le plus court est indiquée en gras. De plus, la meilleure diversité globale Div,;; parmi toutes les approches,
y compris I’énumération naive avec CaDiCaL, est soulignée.

Famille #1 #Var sop, | Enum. CPLEX MaxSAT (DW) MaxSAT (IW)
CaDi. QP DW w MaxHS WMaxCDCL OpenWBO MaxHS WMaxCDCL OpenWBO

flatl00- 30 155 562 [50] 05951 30(2169)[827] 30(81)[827] 30(3558)[827] 30(5311)[827] 20(7597)[817] 30(609)[827] 304472)[827] 28(403)(823]
flatl00+ 30 425 1584 1321 0()[59]  22(56712)[1493]  29(26379)[2160]  29(13603)[2249] ~ 27(25914)[1973]  20(15181)[2148] 30(3023)[2267]  28(25118)[2067]  30(796)[2267]
ais 4 155 2730 [280] 0(-)[50]1 1(5834)[119] 1(2348)[124] 1429)[314] 1(643)[124] 0(-)[304] 1(506)[327] 1(763)[124] 1(3987)[306]
morphed 20 500 3100 130] 0(-)[87] 0C)1977]  3(10458)[1985] 0(-)[1855] 0(-)[0] 0()[1197] 6(9311)[2000] 00)[0] 0(-)[2000]
logistics 41881 11682 [38] 00)[0] 0(-)[995] 0(-)[1608] 0(-)[2604] 00)[0] 0(-)[1682] 0(-)[2652] 00)[0] 0(-)[1782]
hardware 20 49391 161548  [42853]  O()[1919]  3(16991)[3850] 4(4427)[3850] 0(-)[82752] 0(-)[0] 0(-)[87145] 0(-)[100503] 00)[0] 0(-)[8613]
All 108 9476 31620  [7976]  OC-)[555]  S6(81706)[1765]  67(43693)[1974]  60(17589)[16630]  S8(31870)(782] ~ 40(22779)[17257]  67(13449)[19952]  59(30354)[808]  59(5185)[2901]

TABLE 2 — Résultats pour k = 5. Le format des données est aligné avec Tableau .
Famile # #var yo | Enum. CPLEX MaxSAT (DW) MaxSAT (IW)

CaDi. QP DW w MaxHS WMaxCDCL OpenWBO MaxHS ~ WMaxCDCL OpenWBO
flatl00- 30 155 562 [337]  0()[1501]  30(14651)[3410]  30(1253)[3410] 00)[3224]  10(14085)[1815]  1(1209)[2897]  27(21543)[3410] 0)[2144]  17(31749)[3410]
flatl00+ 30 425 1584 [179] 0()[20]  5(18333)[1487]  16(d3420)[3905] 0(-)[8323] 00)[0] 0(-)[8286] 6(20519)[9350] 00)[1531] 7(3270)[9350]

ais 4 155 2730 [1226] 00)[0] 00)[211] 0()[211] 00-)[1272] 0(-)[0] 0(-)[1230] 0(-)[1366] 00)[0] 0(-)[1278]
morphed 20 500 3100 [168] 0()[0]  8(45029)[7988]  7(31263)[7993] 0(-)[6548] 00)[0] 0(-)[5106] 0(-)[6371] 00)[0] 0(-)[8000]
logistics 4 1881 11682 1208] 0()10] 0()[0] 0()[1942] 0(-)[9230] 0(-)10] 00-)[7772] 0(-)[9975] 0(-)[0] 0()[7760]
hardware 20 49391 161548  [105280] 00)[0] 0(-)[14790] 0()[15886]  0(-)[330172] 0(-)10] 0(-)[34762] 0(-)[42646] 00)[0] 0(-)[21896]

All 108 9476 31620  [19724]  0()[423]  43(78013)[5586]  53(75936)[6534]  0()[65952]  10(14085)[504]  1(1209)[10823]  33(42062)[13042] 0()[1021]  24(35019)[9416]

JFPCQPFIA 2025

TABLE 3 — Résultats pour & = 10. Le format des données est aligné avec Tableau 1.
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Lorsque k = 2, DW surpasse généralement /W, a 1’ex-
ception du seul cas ou CPLEX-DW et CPLEX-IW par-
viennent a résoudre rapidement toutes les instances. A me-
sure que k augmente a 5 et 10, /W montre généralement
une meilleure performance que le poids direct. Par ailleurs,
on observe que la formulation quadratique (QIP) montre
des performances plus faibles par rapport aux approches li-
néaires. De plus, I’approche linéaire avec CPLEX se com-
porte de maniére comparable aux solveurs MaxSAT uni-
quement lorsque k£ = 5, mais elle présente un avantage
dans tous les autres cas. Ces résultats confirment que nos
approches exactes peuvent résoudre efficacement les pro-
blemes de satisfiabilité diversifiée de taille raisonnable, les
approches linéaires montrant des résultats particulierement
prometteurs.

4.3 Poids direct vs poids incrémental

Pour analyser les différences entre les deux fonctions de
poids proposées, DW et IW, nous menons une comparai-
son détaillée de leurs performances a travers différentes
familles d’instances et configurations de solveurs. Les Fi-
gures 9 et 10 présentent les comparaisons des temps d’exé-
cution des deux fonctions de poids pour £ = 2 et k = 5.
Chaque point dans les diagrammes de dispersion corres-
pond a une instance, avec ses coordonnées déterminées
par le temps d’exécution pour les deux fonctions de poids.
Lorsqu’une instance n’a pas été résolue dans le temps im-
parti, la limite du temps d’exécution est reportée. Les points
situés en dessous de la diagonale indiquent les instances ol
IW réalise de meilleures performances, tandis que les points
au-dessus de la diagonale sont en faveur de DW.

Nous observons que les distributions des points suivent des
tendances distinctes lorsque la valeur de k varie. Lorsque
k = 2, DW montre généralement des performances su-
périeures, avec 33.33%, 62.96%, 95.37%, 92.59% des
points situés au-dessus ou sur la ligne diagonale respecti-
vement pour les solveurs CPLEX, MaxHS, WMaxCDCL,
OpenWBO. A mesure que k augmente & 5, nous obser-
vons une tendance ou /W surpasse DW, avec des pourcen-
tages de points de 84.26%, 89.81%, 81.48%, 72.22% situés
sous ou sur la ligne diagonale respectivement pour les sol-
veurs CPLEX, MaxHS, WMaxCDCL et OpenWBO. Dans
le cas de k = 10, nous omettons les figures correspon-
dantes car toutes les approches, a 1’exception des modeles
linéaires avec CPLEX, n’ont pas réussi a résoudre de nom-
breuses instances, mais nous observons clairement dans le
Tableau 3 que /W obtient les meilleurs résultats. Enfin, sur
la base des résultats obtenus pour toutes les valeurs de &,
nous constatons 1’avantage de /W par rapport a DW a me-
sure que k£ augmente.

5 Conclusion

Dans cette étude, nous avons proposé des formulations
exactes pour le probleme de la satisfiabilité diversifiée,
en utilisant la programmation entiere quadratique (QIP)
ainsi que des modeles de programmation linéaire pseudo-
booléene, pouvant étre adaptées en formulations MaxSAT.
Ces approches permettent de formuler I’ objectif de la satis-
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fiabilité diversifiée sous 1’angle de la diversité des variables.
L approche QIP présente une formulation naturelle de 1’ob-
jectif sous forme quadratique, tandis que les formulations
linéaires et MaxSAT reposent sur deux fonctions de poids
distinctes, exploitant pleinement les capacités des solveurs
modernes a résoudre des problemes d’optimisation linéaire
complexes. Les résultats expérimentaux, menés sur un large
éventail d’instances avec différentes valeurs du parametre
k, représentant le nombre de modeles, démontrent 1’effica-
cité et la robustesse des méthodologies proposées.

Dans le cadre de nos travaux futurs, nous envisageons de
concevoir des algorithmes dédiés pour la satisfiabilité di-
versifiée qui dépassent les limitations des schémas de réso-
lution globaux tout en conservant la structure et la représen-
tation de 1’objectif proposées dans nos approches actuelles.
Par ailleurs, & mesure que nous élargissons nos expériences
a un éventail d’instances plus large, nous espérons établir
de nouvelles solutions optimales, afin de soutenir les cher-
cheurs intéressés par ce domaine. Ces reperes élargis fa-
ciliteront également la conception et I’évaluation d’algo-
rithmes heuristiques et d’approximation pour le probleme
de la satisfiabilité diversifiée.
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Résumé

Le probleme de satisfiabilité maximum (MaxSAT) constitue
un défi d’optimisation majeur avec de nombreuses ap-
plications du monde réel. Cet article propose une ap-
proche qui integre des techniques de prétraitement issues
de la programmation linéaire en nombres entiers (PLNE)
dans les solveurs MaxSAT. Les résultats expérimentaux
montrent que ce prétraitement améliore [’efficacité des
solveurs MaxSAT modernes sur les récents benchmarks
de I’évaluation MaxSAT. Une analyse approfondie révéle
que cette méthode peut réduire le nombre de variables
d’environ 40% et le nombre de clauses d’environ 60% pour
certaines instances MaxSAT. En particulier, elle est parti-
culierement efficace sur la famille d’instances « extension
enforcement », permettant au solveur WMaxCDCL de ré-
duire le temps CPU de plus de 65% lors de la résolution de
ces cas.

Mots-clés
Satisfiabilité Maximum, PLNE, prétraitement

Abstract

The Maximum Satisfiability problem (MaxSAT) is a major
optimization challenge with numerous practical applica-
tions. This paper proposes an approach that integrates pre-
processing techniques from Integer Linear Programming
(ILP) into MaxSAT solvers. Experimental results show
that this preprocessing enhances the efficiency of modern
MaxSAT solvers on recent MaxSAT evaluation benchmarks.
A detailed analysis reveals that this method can reduce the
number of variables by approximately 40% and the number
of clauses by around 60% for certain MaxSAT instances.
Notably, it proves particularly effective for the "extension
enforcement" instance family, enabling the WMaxCDCL
solver to reduce CPU time by more than 65% when solv-
ing these instances.

Keywords
Maximum Satisfiability, ILP, Preprocessing.

1 Introduction

La satisfiabilité maximum (MaxSAT) constitue une exten-
sion naturelle de la satisfiabilité propositionnelle (SAT)
en probleme d’optimisation []. Pour une formule don-
née en forme normale conjonctive (CNF), SAT consiste
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a vérifier s’il existe une interprétation des variables qui
satisfait toutes les contraintes clausales de la formule,
Dans MaxSAT, ’objectif est de trouver le nombre maxi-
mum de clauses pouvant étre satisfaites dans la formule.
De nombreux problemes d’optimisation du monde réel
peuvent étre modélisés sous forme d’instances MaxSAT,
notamment dans les domaines de la planification et de
I’ordonnancement [5, 0, 5] ou encore de la vérification
matérielle et logicielle [1”], entre autres. Malheureuse-
ment, MaxSAT est plus difficile & résoudre que SAT, tant
en théorie qu’en pratique, car il est plus complexe de trou-
ver et de prouver 1’optimalité des solutions [ /].

Les algorithmes de résolution du probleme MaxSAT peu-
vent étre globalement classés en deux catégories : les al-
gorithmes exacts et les algorithmes heuristiques. Les al-
gorithmes exacts, tels que ceux de type séparation (BnB)
et évaluation et la programmation linéaire en nombres en-
tiers (PLNE), visent a trouver la solution optimale tout en
démontrant son optimalité. En revanche, les algorithmes
heuristiques, comme la recherche locale ou le recuit simulé,
sont généralement plus rapides, mais ne garantissent pas
I’optimalité [/, “]. Il est reconnu que les solveurs PLNE,
bien qu’efficaces sur certaines familles d’instances, ne sont
pas compétitifs pour la majorité des instances MaxSAT (in-
dustrielles ou aléatoires) [’]. Ainsi, la pratique courante
observée dans les évaluations MaxSAT' récentes, en par-
ticulier pour les solveurs les plus performants, consiste a
combiner les solveurs PLNE dans un portfolio avec d’autres
types de solveurs.

A titre d’exemple, dans la derniere évaluation MaxSAT [ -],
ou la limite de temps totale est de 3600 secondes par in-
stance, le solveur EvalMaxSAT exécute d’abord le solveur
PLNE SCIP [!] pendant 400 secondes, puis un solveur
basé sur I’algorithme OLL [“] pendant 3200 secondes. De
méme, UWrMaxSat [ /] alterne 1’exécution de SCIP et
de son propre algorithme MaxSAT avec des limites de
temps possiblement différentes, en comparant les bornes
supérieures et inférieures obtenues pour les améliorer
mutuellement. Ainsi, dans ces solveurs hybrides tirant
parti de PLNE, le solveur PLNE est généralement utilisé
de maniére indépendante dans un cadre de portfolio, néces-
sitant un réglage heuristique minutieux, notamment sur la
gestion des durées d’exécution.

Uhttps://maxsat-evaluations.github.io/
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Dans cet article, contrairement aux méthodes existantes,
nous proposons une approche unifiée dans laquelle la PLNE
est enticrement intégrée au processus de résolution en tant
qu’étape de prétraitement. Notre approche consiste d’abord
a lire la formule CNF pour la convertir en un ensemble
de contraintes linéaires entieres avec une fonction objec-
tif. Ensuite, un solveur PLNE est appelé pour simplifier le
probléme, avant que les contraintes linéaires simplifiées ne
soient retransformées en forme clausale afin d’étre résolues
par un solveur MaxSAT. Les résultats expérimentaux mon-
trent que cette approche permet de résoudre un plus grand
nombre d’instances que les solveurs MaxSAT de 1’état de
I’art. De plus, notre méthode ne nécessite pas de définir des
limites de temps heuristiques pour les solveurs PLNE, qui
continuent a s’exécuter jusqu’a la fin du prétraitement, con-
trairement a d’autres approches telles que EvalMaxSAT ou
UWrMaxSat.

La suite de ce papier est organisée comme suit. La Section 2
introduit formellement le probleme MaxSAT et présente
brievement les techniques de prétraitement en PLNE. La
Section 3 décrit notre méthode d’intégration des techniques
de prétraitement PLNE dans un solveur MaxSAT. La Sec-
tion 4 présente les résultats expérimentaux. Enfin, on conlut
et on discute les perceptives de nos travaux dans la Sec-
tion 5.

2 Préliminaires

2.1 Satisfiabilité Maximum

Etant donné un ensemble de variables propositionnelles
V = {x1,x9,...,2,}, un littéral | est soit une variable
z, soit sa négation —z. Une clause c est une disjonction
de k littéraux l; V ... V i, et peut étre représentée comme
un ensemble de littéraux. Une formule I’ en forme nor-
male conjonctive (CNF) est une conjonction de m clauses
c1/\...\cp,. Une variable z est dite affectée si elle prend la
valeur O (false) ou 1 (true). Un littéral = est évalué a vrai
(faux) si la variable x est affectée a 1 (0). Pour —x, c’est
I’inverse. Une clause c est satisfaite si I’un de ses k littéraux
est évalué a vrai. Une formule F est satisfaite uniquement
lorsque toutes ses clauses le sont. Une affectation est dite
complete si toutes les variables sont affectées, sinon elle est
dite partielle. Le probleme de satisfiabilité propositionnelle
(SAT) consiste a trouver une affectation complete qui satis-
fait une formule CNF donnée [*].

MaxSAT est une extension naturelle du probleme SAT en
probléme d’optimisation, et consiste a trouver une affecta-
tion qui maximise le nombre de clause satisfaites dans une
formule CNF donnée. Dans la suite, on emploie le terme
MaxSAT pour désigner la version la plus générique de ce
probléme: MaxSAT partiel pondéré [/]. MaxSAT partiel
divise les clauses en deux catégories : les clauses dures et
les clauses souples, c’est-a-dire F' = H U S. L’objectif
est de trouver une affectation qui satisfait toutes les clauses
dures H tout en maximisant le nombre de clauses souples
satisfaites dans S. Dans MaxSAT partiel pondéré, chaque
clause souple ¢ € S est associée a un poids entier positif w,.
L’objectif consiste alors a trouver une affectation optimale
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qui maximise la somme des poids des clauses souples sat-
isfaites dans S, tout en satisfaisant I’ensemble des clauses
dures dans H.

2.2 Techniques de prétraitement

Les solveurs PLNE utilisent des techniques de prétraite-
ment afin de transformer un modele donné en un modele
équivalent, mais potentiellement plus facile a résoudre. Ces
techniques incluent la fixation de variables, I’agrégation de
variables, 1’élimination de contraintes redondantes, ainsi
que d’autres mécanismes d’inférence avancés [!3]. La
technique de fixation de variables repose sur un algorithme
de probing qui attribue temporairement la valeur 0 ou 1
a une variable binaire, puis propage les implications qui
en découlent. L’agrégation de variables exploite les équa-
tions et les relations de contraintes présentes dans le mod-
ele, ainsi que des algorithmes de détection de clusters, afin
de regrouper plusieurs variables en une seule. Par ailleurs,
I’élimination des contraintes redondantes permet de sup-
primer les contraintes qui sont implicitement satisfaites par
d’autres, simplifiant ainsi le modele [].

Des techniques de prétraitement sont également utilisées
dans les solveurs SAT et MaxSAT, telles que la propaga-
tion unitaire, la détection de failed literals, la résolution
auto-subsomante, ainsi que d’autres méthodes avancées [“].
Bien que ces techniques partagent des similarités con-
ceptuelles avec celles employées en PLNE, leur implé-
mentation differe. Afin de déterminer si les solveurs
MaxSAT peuvent bénéficier des techniques de prétraite-
ment issues de PLNE, il est nécessaire de convertir un prob-
léme MaxSAT en un probléme PLNE. Un tel modele pour
MaxSAT partiel pondéré est donné par 1’équation (1). Soit
c une clause dans S (resp. H) de la forme S Vv ST (resp.
H- VvV HI), ot S (resp. S) est une disjonction de lit-
téraux négatifs (resp. positifs) tels que —x (resp. x). De
nouvelles variables binaires y, sont introduites pour chaque
variable propositionnelle z, et z. pour chaque clause souple
c de la formule.

Objectif: Maximiser Z We * Z¢ (1a)
ceS

Sous contraintes:

Yoot D (l-y)21, VeeH  (1b)
zeHT zeH,
ze < Znyr Z(lfyx), Yee S (1c)

zeST z€SL

z. €{0,1}, Vee S (1d)
yr € {0,1}, Vz eV (le)

3 Prétraitement PLNE pour MaxSAT

Cette section présente notre méthodologie visant & inté-
grer les techniques de prétraitement PLNE dans les solveurs
MaxSAT, ainsi que les encodages des variables et des con-
traintes.



3.1 Méthodologie

Pour intégrer les techniques de prétraitement de la PLNE
dans un solveur MaxSAT, nous proposons la méthodologie
suivante :

1. A partir d’une instance MaxSAT (origininst), con-
struire le modele PLNE (originModel) en utilisant les
équations (1a)—(le).

2. Appliquer des techniques de prétraitement a
originModel a 1’aide d’un solveur PLNE, puis
extraire le modele prétraité (preModel).

3. Convertir preModel en une instance MaxSAT sim-
plifiée (simplnst). Si la conversion échoue, inter-
rompre le prétraitement et revenir a la résolution de
origininst.

4. Résoudre simplInst a 1’aide d’un solveur MaxSAT
afin d’obtenir la solution de I’instance simplifiée
(simpSol).

5. Transformer simpSol en une solution de I’instance ini-
tiale (orgSol) et retourner le résultat.

L’aspect clé de notre méthodologie réside dans la conver-
sion de preModel en simplInst. Nous commengons par ex-
aminer les types de variables et de contraintes présents dans
preModel, puis on proceéde a leur encodage au format CNF
pondéré. Cet encodage consiste a associer les variables de
preModel a celles de simplnst, a encoder les contraintes
sous forme de clauses dures, et a représenter la fonction ob-
jectif sous forme de clauses souples. Les détails de cette
procédure sont décrits dans les sous-sections suivantes.

3.2 Encodage des variables

Les variables dans preModel peuvent étre affectées,
agrégées ou libres. Nous sauvegardons les valeurs des vari-
ables affectées afin de faciliter la reconstruction de la solu-
tion initiale. Pour les variables non affectées (sans valeur
fixée) de preModel, nous appliquons 1’algorithme | afin de
déterminer leurs littéraux correspondants dans simplnst.
Pour simplifier, nous considérons uniquement deux types
d’opérations d’agrégation : x y etx -y. Si
I’agrégation implique plus de deux variables, nous re-
tournons un échec et interrompons le processus de prétraite-
ment. La structure de données d’entrée, vpool, maintient
la correspondance entre les variables de preModel et leurs
équivalents dans simplnst, garantissant ainsi une recon-
struction correcte de la solution de I’instance originale.

Example 1. On suppose qu’on a trois variables dans
preModel avec les relations d’agrégation suivantes : (x =
—y) et (y = z). 1l suffit alors de créer une nouvelle variable
v1 dans simplnst pour remplacer x, y et z. La correspon-
dance finale est la suivante : {& — —w1, y = v1, 2 = v1},
ce qui garantit les équivalences (x = —y) et (y = 2).
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Input : Variable z, table de correspondance vpool
Output : Littéral /it ou *échec’
if x n’est pas agrégée then
if x n’est pas dans vpool then
| wvpool[z] < nouvelle variable dans simpInst;
return vpool [x];
else if = est agrégée a y then
lit + GetVarLit(y, vpool);
if x = —y then
\ return —lit;
else
| return lit;

else
‘ return’échec’;
Algorithme 1 : GetVarLit(x, vpool)

3.3 Encodage des contraintes

Nous utilisons le solveur SCIP pour effectuer le prétraite-
ment de originModel, car il s’agit d’un solveur open-
source de programmation en nombres entiers mixtes large-
ment utilisé dans les évaluations MaxSAT. SCIP propose
une interface permettant d’extraire des informations détail-
1ées a partir de preModel. Nous prenons en compte les
types de contraintes listés ci-dessous, générés par SCIP
dans preModel. Ces contraintes — en particulier la con-
trainte non linéaire Logical AND — proviennent principale-
ment de techniques d’extraction de portes logiques [!0].
D’autres types de contraintes, telles que les contraintes
pseudo-booléennes [*], seront prises en charge dans le
cadre de travaux futurs.

« Contrainte Logical OR: Y | z; > 1, encodée par
laclause (x1 V x2 V... V z,).

« Contrainte Logical AND: []!"_, z; = y, encodée par
les clauses (y V —x1 V 2z V ... V —my), (-y V ;)
V1<i<n.

« Contrainte Setppc packing: " | x; < 1, encodée
par les clauses (—x; V —z;) V1 < i < j < n.

« Contrainte Setppc partitioning: ;.  x; = 1, en-
codée par les clauses (1 Va2 V...V 2y,), (nx; V 1)
Vi<i<j<n.

L’algorithme parcourt 1’ensemble des contraintes dans
preModel. Siune contrainte correspond a un type reconnu,
elle est encodée sous forme d’une ou plusieurs clauses
dures et ajoutée a simplnst. Dans le cas contraire, le pré-
traitement est interrompu et I’instance MaxSAT originale
est transmise au solveur MaxSAT. Concernant la fonction
objectif, les variables de décision sont encodées sous forme
de clauses souples, en leur attribuant des poids correspon-
dant aux coefficients des variables dans le modele PLNE.
Afin de limiter le temps consommé durant le prétraitement,
la taille de I’instance d’entrée est d’abord vérifiée. Si elle
dépasse un seuil prédéfini, le prétraitement est ignoré. De
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MSE19-24
1843

SCIP
809

CPLEX
850

Table 1: Comparaison du nombre d’instances résolues par
les solveurs PLNE.

Solveur Avec Sans
prétraitement prétraitement

RC2 1220 1238

WMaxCDCL 1426 1436

EvalMaxSAT 1433 1435

UWrMaxSat 1443 1444

Table 2: Comparaison des solveurs MaxSAT, avec et sans
prétraitement, en fonction du nombre d’instances résolues.

plus, comme la taille de simplnst n’est pas nécessaire-
ment inférieure a celle de 1’instance initiale, nous réutil-
isons I’instance d’origine dans le cas ou simplnst s’avere
plus volumineuse.

4 Evaluation expérimentale

Nous utilisons des solveurs PLNE et MaxSAT de I’état de
I’art pour nos expériences. Plus précisément, les solveurs
PLNE utilisés sont SCIP (version 9.1.1) et CPLEX (ver-
sion 22.1.1.0). Parmi les solveurs MaxSAT, le solveur
RC2 a remporté I’évaluation MaxSAT de 2019, tandis que
les solveurs WMaxCDCL, UWrMaxSat et EvalMaxSAT
sont classés parmi les trois meilleurs dans la catégorie
non pondérée de I’édition 2024. Les instances MaxSAT
proviennent de la catégorie non pondérée des évaluations
MaxSAT de 2019 a 2024 (MSE19-24). Afin de garantir
I’équité des tests, les doublons ont été supprimés. Les cal-
culs ont été réalisés sur la plateforme MatriCS’, équipée
d’un processeur AMD EPYC 7502 a 64 cceurs (2,5 GHz) et
de 1000 Go de mémoire vive. Chaque instance de test est
exécutée sur un ceeur, avec 31 Go de RAM et une limite de
temps fixée a 3600 secondes.

Nous avons comparé notre méthodologie aux solveurs
PLNE ainsi qu’aux solveurs MaxSAT. La Table I, la Ta-
ble 2 et la Figure | présentent, pour chaque solveur, le
nombre d’instances résolues ainsi que les temps de cal-
cul correspondants. D’apreés les résultats, bien que les
solveurs PLNE obtiennent des performances modestes sur
I’ensemble du benchmark, leurs techniques de prétraite-
ment permettent de simplifier les instances originales. Cette
simplification a permis aux solveurs WMaxCDCL et RC2
de résoudre respectivement 10 et 18 instances supplé-
mentaires. En revanche, les techniques de prétraitement
n’améliorent pas de maniere significative les performances
des solveurs EvalMaxSAT et UWrMaxSat, probablement
en raison de I'intégration déja existante de SCIP dans ces
deux solveurs [ ].

Nous avons ensuite réalisé des expériences supplémentaires
sur le solveur WMaxCDCL. La Table 3 présente le nombre
d’instances affectées par le processus de prétraitement. Les

24
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Famille Instances +Petites +Grandes FEchouées Ignorées
MS19only 427 84 148 129 66
MS20only 401 54 90 124 133
MS21only 254 42 63 83 66
MS22only 254 33 110 65 46
MS23only 260 37 73 100 50
MS24only 247 19 62 114 52

Total 1843 269 546 615 413

Table 3: Nombre d’instances plus petites (+Petites), plus
grandes (+Grandes), échouées et Ignorées pour chaque
famille du benchmark. Les instances ignorés sont celles
contenant plus de 200000 variables ou 1000000 de
clauses.

Métriques (moy) +Petites | +Grandes
temps de prétraitement 2.88s 19.71s
Taux de variables affectées 34% 6%
Taux de variables agrégées 36% 23%

Table 4: Temps moyen de prétraitement et taux de variables
affectées et agrégées.

résultats démontrent que le prétraitement permet de simpli-
fier avec succes 269 instances. En revanche, 615 instances
n’ont pas pu étre converties en raison de contraintes non
prises en charge ou d’agrégations complexes, et 546 in-
stances ont été prétraitées en devenant plus volumineuses
que les originales. Cela montre que les techniques de pré-
traitement PLNE ne sont pas toujours pertinentes pour les
instances MaxSAT.

Nous avons également comparé diverses métriques des
instances simplifiées avec succes et des instances plus
grandes dans la Table 4. D’apres les résultats, nous avons
observé un contraste marqué entre les deux groupes. Cer-
taines instances sont plus facilement simplifiées par les
techniques de prétraitement, tandis que d’autres ne le sont
pas. Le taux de variables affectées est nettement plus élevé
pour les instances simplifiées avec succes, ce qui indique
que la technique de fixation des variables joue un rdle im-
portant dans la simplification des instances.

Pour évaluer les bénéfices que WMaxCDCL tire des in-
stances simplifiées, nous avons augmenté la limite de temps
a 10000 secondes et effectué des tests sur les instances de
la famille "extension enforcement”, qui modélise un prob-
léme dans le domaine de I’argumentation abstraite, inclu-

3500

SCIP

CPLEX

RC2
RC2+pre
WMaxCDCL

3000

25004

- —:= WMaxCDCL+pre
o 2000 —— EvalMaxSAT
_g —-— EvalMaxSAT+pre
2 15001 — UWrMaxSat
o —-— UWrMaxSat+pre
10001
5001
0
400 600 800 1000 1200 1400
Solved instances
Figure 1: Nombre d’instances résolues vs. temps CPU



Temps (s) Taux (%)
Inst Origin  Simp Prétraitement Vars Clauses
1 670 54 2.7 30.3 57.1
2 1284 379 2.8 21.3 51.5
3 200 106 3.0 33.6 59.1
4 985 270 2.4 435 64.6
5 2814 1549 16.0 42.7 64.6
6 3645 1012 15.1 344 59.6
7 >10000 5614 16.9 323 58.3
8 >10000 4177 18.3 35.9 60.5
9 4786 1252 16.0 38.5 62.1
10 >10000 3136 14.5 342 59.5
11 3170 296 14.5 44.4 65.7
12 589 734 16.8 323 583
13 5181 804 15.7 373 61.4
14 2992 1314 15.7 36.8 61.0
15 5000 1328 15.2 373 61.3
16 1774 440 10.8 56.2 72.5
17 1115 193 9.3 56.7 72.8

Table 5: Temps CPU et taux de réduction des variables et
des clauses sur les instances de la famille "extension en-
forcement" (no-strict). "Origin" et "Simp" représentent re-
spectivement le temps CPU pris par WMaxCDCL pour ré-
soudre une instance originale et une instance simplifiée.

ant les variantes strict et nonstrict [!]. Nous avons
choisi la variante nonstrict de cette famille, car WMax-
CDCL a résolu 5 instances supplémentaires grace aux tech-
niques de prétraitement proposées en 3600 secondes. Les
résultats sont présentés dans la Table 5. Le taux de réduc-
tion du nombre de variables est calculé selon la formule
(Origingers — Simpyars)/OT1giNyars * 100%, la méme
formule étant appliquée au nombre de clauses. D’apres les
résultats, nous observons que le prétraitement a permis de
réduire environ 40% des variables et 60% des clauses, ce
qui a permis 8 WMaxCDCL d’économiser plus de 65% du
temps CPU lors de la résolution de ces instances.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé une méthodologie
pour intégrer les techniques de prétraitement PLNE dans
les solveurs MaxSAT. Les résultats expérimentaux mon-
trent que ces techniques de prétraitement permettent a
WMaxCDCL, le vainqueur de 1’évaluation MaxSAT 2024
dans la catégorie non pondérée, de résoudre 10 instances
supplémentaires dans cette catégorie et de réduire la
consommation de temps CPU de plus de 65% pour la réso-
lution des instances de la famille "extension enforcement".
Cependant, le prétraitement n’est pas toujours bénéfique
pour les solveurs MaxSAT, car il peut parfois rendre
les instances simplifiées plus grandes que les originales.
De plus, les techniques de prétraitement n’apportent pas
d’amélioration substantielle pour les solveurs MaxSAT
qui utilisent un solveur PLNE dans un portfolio. Nos
travaux futurs viseront a étendre le types de contraintes
supportées ainsi que 1’agrégation complexe de variables
dans preModel. 1l serait également pertinent de réaliser
une analyse approfondie des techniques de prétraitement
dans les solveurs PLNE afin d’en améliorer la compatibilité
avec les solveurs MaxSAT.
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Résumé

Cet article présente de nouvelles formulations basées sur
la Satisfiabilité Maximum (MaxSAT) pour encoder des pro-
blémes de Programmation Non Linéaire en Nombres En-
tiers (NLIP) avec des fonctions polynomiales. Nous dé-
veloppons un cadre générique pour les fonctions poly-
nomiales discretes, basé sur trois techniques d’encodage
d’entiers issues de la littérature. Notre approche traite tout
d’abord chaque terme polynomial comme une unité ato-
mique et démontre comment ces derniers peuvent étre effi-
cacement encodés grdce a des représentations compactes
d’assignations d’entiers. De plus, nous présentons deux
méthodes distinctes de décomposition basées sur les degrés
des termes polynomiaux. Ces travaux ont donc le potentiel
d’étendre Iapplicabilité des solveurs MaxSAT a un éventail
plus large de probléemes d’optimisation.

Mots-clés

Satisfiabilité Maximum, Programmation Non Linéaire en
Nombres Entiers, Polynomes, Encodages

Abstract

This paper introduces novel Maximum Satisfiability (Max-
SAT) formulations for encoding Nonlinear Integer Pro-
gramming (NLIP) problems with polynomial functions.
Specifically designed for discrete polynomial functions, we
develop a generic framework based on three established
integer encoding techniques from the literature. Our ap-
proach treats each polynomial term as an atomic unit and
demonstrates how these can be efficiently encoded through
compact representations of integer assignments. Additio-
nally, we present two distinct decomposition methods based
on polynomial term degrees. This preliminary work lays a
foundation for future research and has the potential to ex-
tend the applicability of modern MaxSAT solvers to a wider
range of optimization problems.

Keywords

Maximum Satisfiability, Nonlinear Integer Programming,
Polynomials, Encodings

1 Introduction

La satisfiabilité propositionnelle (SAT) et la satisfiabilité
maximum (MaxSAT) sont deux formalismes puissants do-
tés d’une grande expressivité en logique propositionnelle.
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Etant donné une formule propositionnelle sous forme d’un
ensemble de clauses, le probleme SAT consiste a détermi-
ner si cette formule est satisfiable [7]. A son tour, Max-
SAT consiste a maximiser le nombre de clauses satisfaites
dans la formule donnée. Ces dernieres années, MaxSAT
a connu un essor important avec des applications dans
de nombreux domaines, notamment la vérification maté-
rielle et logicielle [, 53], la planification et 1’ordonnan-
cement [0, 5] et la bio-informatique [0, | /]. Ces appli-
cations illustrent la maniere dont MaxSAT parvient a ré-
duire I’écart entre les variables booléennes, éléments ato-
miques fondamentaux de la logique propositionnelle, et les
variables entieres, davantage représentatives des probléma-
tiques issues du monde réel. Par ailleurs, 1’introduction de
contraintes pseudo-booléennes conféere a MaxSAT la capa-
cité de traiter des problemes de programmation linéaire en
nombres entiers. Néanmoins, le potentiel de MaxSAT dans
un cadre non linéaire reste peu exploré dans la littérature.
Cet article propose donc d’étudier la formulation de pro-
blemes de programmation non linéaire en nombres entiers,
exprimés a I’aide de fonctions polynomiales, a travers le
prisme de la satisfiabilité maximum.

La programmation non linéaire en nombres entiers (Non-
linear Integer Programming, NLIP) constitue un probleme
fondamental, avec de nombreuses applications dans des do-
maines variés [~ ], 13, 29], puisque de nombreuses situa-
tions réelles s’expriment naturellement sur des domaines
discrets au sein de structures polynomiales complexes. Ce-
pendant, NLIP demeure un probleme notoirement diffi-
cile, tant sur le plan théorique que pratique. Cette difficulté
provient principalement de la combinaison des contraintes
d’intégralité et de la non-linéarité des expressions polyno-
miales. En effet, il a ét€¢ démontré dans [ /] que : (i) I’op-
timisation entiere d’un polyndme quadratique dans une ré-
gion polygonale convexe est un probleéme NP-difficile; (ii)
lorsque les variables ne sont pas bornées, méme avec une
fonction objectif linéaire et des contraintes polynomiales,
le probleme devient incalculable par une fonction récursive
des lors qu’il implique jusqu’a 10 variables entieres. En
outre, il a également été€ établi dans [ ] que cette incalcula-
bilité persiste pour des fonctions objectif linéaires soumises
a des contraintes quadratiques, des lors que les variables ne
sont pas bornées. Ainsi, nous restreignons notre étude aux
cas ou les variables entieres sont bornées.

Dans cet article, nous proposons des formulations Max-
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SAT pour la programmation non linéaire en nombres en-
tiers, fondées sur des représentations entieres de la litté-
rature. Tout d’abord, nous traitons chaque terme polyno-
mial comme une unité atomique indépendante, pour la-
quelle nous élaborons des représentations booléennes. En
particulier, nous développons trois formulations différentes
basées sur les encodages one-hot, unaire et binaire. De plus,
nous examinons les décompositions possibles de 1’ordre
des termes polynomiaux pour établir des formulations plus
compactes. Les formulations proposées dans cet article
mettent en évidence le potentiel de MaxSAT pour aborder
une classe plus large de probleémes d’optimisation au-dela
de leur domaine d’application traditionnel.

Le reste de cet article est organisé comme suit. La section 2
présente les définitions et notations fondamentales de Max-
SAT et NLIP; et passe en revue des travaux connexes de la
littérature. La section 3 considere chaque terme polynomial
comme une unité atomique, utilisant les trois représenta-
tions différentes pour encoder un NLIP donné. La section
4 se focalise sur la décomposition du degré des termes po-
lynomiaux donnés, réduisant ainsi la complexité des enco-
dages. La section 5 présente une étude de cas sur les poly-
ndmes d’ordre supérieur comme exemple illustratif. Enfin,
nous concluons et discutons des travaux futurs dans la sec-
tion 6.

2 Préliminaires

2.1 Satisfiabilté maximum

La satisfiabilit¢é maximum (MaxSAT) est I’extension de la
satisfiabilité (SAT) en probleme d’optimisation. Dans cet
article, nous utilisons sa version générique, a savoir Max-
SAT partiel pondéré [, /]. Ce probleme prend en entrée
une formule bipartite pondérée ¢ = H U S contenant des
variables booléennes dans X. H est ’ensemble des clauses
dures qui doivent &tre satisfaites, comme dans SAT. S est
I’ensemble des clauses souples, constituées de clauses pon-
dérées (C, W), ou We est un poids entier positif asso-
cié a la clause C. L’objectif de MaxSAT partiel pondéré
est de trouver une affectation des variables o qui maximise
(resp. minimise) la somme des poids des clauses souples
satisfaites (resp. falsifiées) tout en satisfaisant toutes les
clauses dures. Formellement, soit cost,(¢) la somme des
poids des clauses souples dans ¢ falsifiées par 1’affectation
«, le probleme MaxSAT partiel pondéré cherche a obtenir
optimum(¢) = n}}in costa ().

Dans la suite, nous utiliserons simplement MaxSAT pour
désigner la version partielle pondérée définie ci-dessus. Il
convient de noter que dans MaxSAT, les poids sont consi-
dérés comme des entiers positifs. Cependant, dans cet ar-
ticle, nous permettons que les poids soient négatifs, car ils
peuvent toujours &tre normalisé en poids positifs. Enfin,
nous mentionnons que la littérature introduit les contraintes
Pseudo-Booléennes (PB) [ ], qui peuvent étre formalisées

comme Suit :
Z a; - lj >b
J

tel que a; € N,b € N, [; est un littéral et > € {=, >, <}.
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2.2 Programmation non linéaire en nombres
entiers

Dans cette section, nous définissons formellement les com-
posants de la Programmation Non Linéaire en Nombres
Entiers (NLIP) en se focalisant sur les fonctions polyno-
miales et nous introduisons les terminologies pertinentes
utilisées dans I’ensemble de cet article. Comme mentionné
dans I’introduction, notre étude se limite aux variables en-
tieres bornées inférieurement par 0 et supérieurement par
une constante fixée ub. Le domaine des variables entiéres
est donc donné par V' = {0, 1,...,ub}. De plus, nous re-
streignons les coefficients a ’ensemble des entiers Z, car
les applications réelles nécessitant une précision infinie sont
extrémement rares.

Définition 1 (Terme polynomial). Un terme T'(X) sur les
variables X = (X1, ..., Xm) est appelé terme polynomial
s’il a la forme suivante :

TX)=c [[" X,

9=q1

avecce Z, keNetq,...,qn €{1,...,m}

A noter que, dans la définition ci-dessus, les indices k
ne sont pas nécessairement distincts. Nous appelons un
terme contenant une seule variable (par exemple X?) un
terme pur, et un terme contenant plusieurs variables diffé-
rentes (par exemple X1 X5) un terme croisé. Nous appe-
lons k I’ordre de T'(X). En particulier, lorsque k& > 2, nous
qualifions ce terme de terme de grand ordre. Lorsque le
contexte est clair, nous abrégeons 7'(X) en 7. Sans perte
de généralité, pour une formulation d’un terme polyno-
mial a m variables et d’ordre &, nous utiliserons également
une représentation équivalente T(X) = ¢ - [, X va
Z;n:l k, = k. En introduisant la notion de termes polyno-
miaux, nous pouvons maintenant formaliser les fonctions
polynomiales (non linéaires) avant de présenter NLIP.

, ou

Définition 2 (Fonction polynomiale). Une fonction P(X)
est dite polynomiale si elle peut s’écrire comme la somme
d’une série de n termes polynomiaux :

PX) =37 T,(X)

oun € Net T1(X),...,T,(X) sont des termes polyno-
miaux.

Etant donné P(X), s’il existe p tel que T},(X) est un terme
de grand ordre, alors P(X) est appelée une fonction poly-
nomiale non linéaire.

Définition 3 (NLIP). Un modéle de programmation non li-
néaire en nombres entiers (NLIP), comportant m variables
entieres et M contraintes, peut étre formalisé de la maniére
suivante [5, 20] :

min f(X)
gi(X) < b;
XeX, Xc{0,...,ub}™

(NLIP)
, M

S.t. 1=1,...
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ou au moins 'une des fonctions f ou g; est non linéaire;
X est un vecteur dont chacun des m composants est une
variable entiere positive ou nulle, bornée supérieurement
par ub.

Dans le cadre de cette étude, nous restreignons toutes les
fonctions f et g; a des fonctions polynomiales.

Exemple 1. Ci-dessous, on donne un exemple de probleme
NLIP a deux variables :

min sc% + 2129 — 229

s.t. x? —x9 <3

1+ 29 <5 x1,x9 € {0,1,2,3,4}

2.3 Travaux connexes

Nous avons déja présenté la définition de la programmation
non linéaire en nombres entiers (NLIP) [75, 2(]. Lorsque
les contraintes entieres imposées aux variables sont res-
treintes a des contraintes booléennes, c’est-a-dire lorsque
toutes les variables ne peuvent prendre que les valeurs
dans {0, 1}, le probleme NLIP se transforme alors en un
probleme de programmation non linéaire en 0-1, égale-
ment connu sous le nom d’optimisation pseudo-booléenne
(PBO) [, “]. Selon la nature des contraintes, PBO peut
étre affiné en plusieurs sous-domaines. Par exemple, on dis-
tingue le PBO quadratique, ou toutes les contraintes sont de
degré deux. Le probleme MaxSAT pondéré partiel [7+, /]
traite également de 1’optimisation sur des variables boo-
léennes, mais dans le cadre de la logique propositionnelle,
ou les contraintes sont exprimées sous forme de clauses
dures et la fonction objectif est représentée par des clauses
souples.

Beaucoup d’efforts ont été consacrés dans la littérature
pour combler le fossé entre les différents types d’optimi-
sation mathématique. Par exemple, [|“] présente une mé-
thode simple pour transformer tout probléme de program-
mation entiere en un probleme de programmation entiere
0-1, en remplagant chaque variable entiere par une série
de variables booléennes représentant collectivement 1’entier
d’origine en format binaire. Plusieurs travaux [ 1, 12, 3, 50]
introduisent également des réductions de PBO non linéaire
vers des polyndomes multilinéaires, ou encore vers PBO
quadratique et linéaire. Enfin, plusieurs méthodes existent
pour transformer les contraintes PB en clauses [/, 25, 1],
ce qui fait le lien entre PBO et MaxSAT. Nous évoquons
ici également les travaux connexes de [’], qui explorent la
formulation des problémes linéaires a domaines finis sous
forme de problemes SAT équivalents, en proposant six mé-
thodes de mappage différentes. Cette étude peut également
étre vue comme une réflexion sur I’encodage des variables
entieres a I’aide de variables booléennes. Il est également
important de noter que, comme le souligne [”], la pro-
grammation pseudo-booléenne est un domaine qui n’a pas
été aussi développé que celui de la satisfiabilité, ce qui ex-
plique pourquoi nous développons notre travail a travers le
prisme de MaxSAT.

Dans cet article, nous présentons donc une transforma-
tion de bout en bout de NLIP vers MaxSAT. Notre travail
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s’appuie sur des travaux antérieurs portant sur les repré-
sentations booléennes des entiers, les contraintes pseudo-
booléennes ainsi que les techniques de décomposition, afin
d’introduire un schéma de formulation systématique de
NLIP a I’aide de MaxSAT.

2.4 Représentation des entiers avec MaxSAT

Dans cette section, nous présentons différents encodages
des entiers a 1’aide de variables booléennes. Plus préci-
sément, €tant donné une variable entiere naturelle bornée
X € Ntelle que X < ub, ot ub est une borne supérieure
constante, une série de variables booléennes x; est utilisée
pour représenter X, selon I'une des trois approches cou-
ramment employées dans la littérature : la représentation
one-hot [ 5, 7], la représentation unaire [0, ©] et la repré-
sentation binaire [+, 30]. Il convient de noter que les re-
présentations one-hot, unaire et binaire correspondent res-
pectivement aux encodages standard (Standard mapping),
régulier (Full regular mapping), et logarithmique (Full lo-
garithmic mapping), tels que définis dans [].

Etant donné un entier naturel X < ub, les représentations
one-hot et unaire utilisent toutes les deux ub + 1 variables
booléennes pour représenter X. Dans une représentation
one-hot, seul le bit dont I’indice correspond a la valeur de X
est assigné a 1, tandis que tous les autres sont assignés a 0.
En revanche, dans la représentation unaire, tous les bits dont
I’indice est inférieur ou égal a la valeur de X sont assignés
a 1, les autres étant assignés a 0. Il est important de noter
que, puisque X € N et que 0 constitue une borne inférieure
implicite, la variable x( est toujours fixée a 1. En ce qui
concerne la représentation binaire, elle utilise |log, ub| + 1
variables booléennes pour coder X . Les bits correspondent
a ceux de I’écriture binaire (c’est-a-dire en base 2) de la
valeur de X. Ainsi, les bits sont assignés a 1 s’ils corres-
pondent a des positions actives dans la représentation bi-
naire de la valeur attribuée a X, et a 0 dans le cas contraire.

Exemple 2. Supposons que la borne supérieure de la va-
riable entiére soit ub = 6, et que la valeur obtenue soit
X = 5. Dans les représentations one-hot et unaire, il faut
ub+1 = T variables booléennes pour encoder cette valeur.
On obtient alors I’affectation suivante dans la représenta-
tion one-hot : vy = 0,27 = 0,29 = 0,23 = 0,24 =
0,z5 = 1,26 = 0, et I'affectation suivante dans la re-
présentation unaire : g = l,x1 = 1,z = l,xz3 =
l,xy = 1,25 = 1,2¢ = 0. En revanche, la représenta-
tion binaire ne nécessite que |log, 6| + 1 = 3 variables.
Etant donné que (5)10 = (101)a, Uaffectation correspon-
dante est : xo = 1,27 = 0,29 = L.

Par la suite, lors de la représentation de la variable en-
tiere X, € X (¢ € {1,2,...,m}), nous désignons les
variables booléennes associées par :1:@, ou r est I’identi-
fiant de la variable. Nous récapitulons 1’ensemble des no-
tations et des identifiants utilisés dans le Tableau 1. Sauf
indication contraire, log désignera le logarithme en base 2.
En se basant sur les représentations entieres introduites pré-
cédemment, nous abordons désormais la formulation d’un
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TABLE 1 — Notations

Notation Description

Ensembles

N Ensemble des entiers naturels : {0,1,2,...}

Z Ensemble des entiers relatifs : {...,—2,—1,0,1,2,...}
Variables et fonctions

X Une variable entiére

X Un vecteur de variables entieres

T(X) Un terme polynomial sur X (abrégé en T")

P(X) Une fonction polynomiale non linéaire sur X

T Une variable booléenne correspondant a X

Indices

Dy P1, D2,y - - - Indice des termes dans une fonction

q,91,92, - - - Indices des variables entiéres dans un terme

Ty, T2, ... Indices des variables booléennes correspondant a un entier

probléme général d’optimisation sous contraintes par une
reformulation en MaxSAT.

Un modele MaxSAT partiel pondéré se compose de clauses
souples pondérées et de clauses dures, ce qui correspond
dans le cadre de NLIP respectivement a la fonction objectif
et aux contraintes : les premieres décrivent 1’objectif a op-
timiser, tandis que les secondes définissent I’espace de so-
lution. Plus précisément, si toutes les clauses souples sont
des clauses unitaires contenant un seul littéral (ce qui peut
toujours étre obtenu en remplacant toute clause non uni-
taire par un littéral, et en ajoutant des contraintes dures as-
surant leur cohérence), chacune de ces clauses peut étre vue
comme un terme de la fonction objectif, avec son poids re-
présentant le coefficient associé. L'exemple 3 illustre une
transformation simple d’un modele de programmation li-
néaire en un modele MaxSAT.

Exemple 3. Le programme linéaire booléen suivant :

max 2x + 3y
s.c x+2y <10
z,y € {0,1}

peut étre représenté avec le modele MaxSAT suivant :

(2,2), (y,3)
x + 2y < 10 (constrainte PB)

Clauses souples :

Clauses dures :

Ainsi, étant donné une instance de NLIP avec des variables
dans X, I’objectif de la procédure de formulation est de
transformer la fonction objectif et les contraintes en clauses.
Essentiellement, ces tiches peuvent étre réduites a la repré-
sentation de chaque terme polynomial 7'(X). Dans la suite,
nous abordons cette question sous du point de vue des fonc-
tions objectif, bien qu’une procédure identique puisse Etre
appliquée a la transformation des contraintes.

3 Formulations atomiques des

termes non linéaires

Dans cette section, nous nous focalisons sur les termes po-
lynomiaux, considérés comme des unités atomiques. Nous
les encodons a 1’aide des trois représentations : one-hot,
unaire et binaire.
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3.1 Formulation one-hot

La représentation one-hot constitue la formulation la plus
directe. Nous commencons par le cas le plus simple, a sa-
voir la représentation d’un terme pur sous forme one-hot :

ub
k k
Toure =c- X :E c-r"-x,
r=0

Pour transformer une terme croisé avec deux variables, on
peut également procéder comme suit :

ub  ub
) _ k1 yvka _ § : § k1,.k2 .(q1) ,.(q2)
sz—cross =cC- qu Xq2 - C-T1 Ty 'Llrl '7’7‘2

r1=07r2=0

On remarque ici que cette équation contient des termes boo-
léens non linéaires de la forme z'™2'%) ce qui consti-
tue une difficulté systématique lorsqu’on traite un terme
croisé. Toutefois, il est possible de linéariser ces produits
a ’aide d’une nouvelle série de variables booléennes auxi-
liaires. Prenons I’exemple de Tj; 055 : On peut introduire
des variables auxiliaires z, , V(r1,72) € V%, o0V =
{0,..., ub}, etil suffit de rajouter les contraintes auxiliaires
suivantes :

Zry s 4 (w&‘fl) A I£Z2)) V(ry,re) € V2

En généralisant la procédure ci-dessus, on peut obtenir la
formulation suivante pour tout terme polynomial 7" com-
portant m variables distinctes et d’ordre k :

m m
T=c-[] x5 (such that )k, = k)
q=1 q=1
ub  ub ub m
= c- (H ’]"Zq) CZry T, Tm (OH'I)
r1=07r2=0 Tm= q=1

2y roerm /\ 3353) V(ri,re,...,rm) € V™ (OH-2)
q=1

(OH-3)

ngq) =1 Vge{q,....qm}

reV

Les équations OH-1 & OH-3 constituent ainsi la représenta-
tion one-hot pour tout terme polynomial. Lorsque 7" appar-
tient a la fonction objectif donnée, on considere 1’équation
OH-1 comme les clauses souples suivantes :

m
(le,T2»~-~»7‘m7 Cc- (H T(I;q)) V(T‘l, T2, ., Tm) evym
g=1

tandis que OH-2 et OH-3 sont considérées comme
contraintes dures.

Exemple 4. Supposons T = X?X5 et ub = 3. Nous uti-

. . , 1
lisons des variables booléennes 1:£ )

2 P
et x£ ) pour représenter Xo en encodage one-hot. Nous

introduisons d’abord les variables booléennes auxiliaires

pour représenter X1
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Zry .y pour tout (r1,m3) € V2 = {0,1,2,3}? et ajoutons
les contraintes suivantes :

Z 151) =1 et

r eV

> a1
ro€V

Zryry <7 (3551) A xg)) V(Tlﬂn?) € {Oa 1a 273}2
Nous pouvons alors représenter T comme suit
1XO)'21,0+(4XO)'2210+(9><0)-2370
1><1)'Zl’1+ 4><1)'22’1+(9><1

( )
1><2)'21’2+(4><2)'2272—|—(9><2)'2312
1><3)'21,3+(4><3)~22,3+(9><3)'

- 20,0 +
<201 t+
20,2 +

20,3+

A~~~

L’avantage de la représentation one-hot réside dans sa sim-
plicité. Cependant, pour encoder un terme comportant m
variables et d’ordre k, elle nécessite un nombre de variables
auxiliaires de I’ordre de O(ud™), ainsi que O (ub™) clauses
pour I’encodage des contraintes (et jusqu’a O(ub®) dans le
pire des cas ou k = m).

3.2 Formulation unaire

Dans cette section, on présente la formulation unaire, fon-
dée sur la variation incrémentale de la valeur d’un terme
lorsque les valeurs de ses variables changent. Cela corres-
pond essentiellement a la notion de différence définie dans
la suite. La théorie des différences remonte a 1’applica-
tion des méthodes de différences finies en analyse discréte
[11,34]. Les différences sont aux fonctions discretes ce que
les dérivées sont aux fonctions continues. De méme, les
sommes préfixées, définies ci-dessous, sont aux fonctions
discretes ce que les intégrales sont aux fonctions continues.
L’analogie entre ces concepts est illustrée dans les figures |
et 2, qui seront étayés plus en détail dans la Proposition 3.
Les différences offrent un cadre naturel pour décomposer
les fonctions discrétes en contributions incrémentales, ce
qui est particulierement utile pour représenter les termes
polynomiaux dans les formulations MaxSAT. En compre-
nant comment les valeurs des fonctions changent lorsque
les variables augmentent d’une unité, nous pouvons enco-
der efficacement les variables entieres a 1’aide de variables
booléennes dans une représentation unaire. Formellement,
la différence d’un terme polynomial 7" est définie comme
suit :

X X

Xo—1 Xo

Xosa e
F(X)=F(X)-F(X —1)
X2, F(X) = F(Xo) — F(0)

FUX) = lim FCO-F(X-a)
() e A

Jo¥0 F/(X)dX = F(Xo) — F(0)

FIGURE 1 — Fonction continue FIGURE 2 — Fonction discrate
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Définition 4 (Différence d’un terme). Pour un terme
k s
¢ - T2y Xq", sa différence

(rl,..

polynomial T(X) =

T au poit X = ., Tm) est définie par

_ 0 sidged{l,...,m}tel query =0;
T(le 77'm) = Z (*1)|S‘T(T,17...,T;n) sinon
SC{1,...,m}

ory=ry—1sige Setry=rysige{l,..., m}\S.

En se basant sur la définition de la différence et sur la
structure des_termes polynomiaux, la Proposition 1 décrit
I’échelle de T et 1a Proposition 2 établit une forme inductive
de la fonction de différence pour les termes polynomiaux,
en fonction de leur degré.

Proposition 1. Etant donné T(X) d’ordre k, ’ordre de
T(X) est inférieur a k.

Preuve. L’ensemble {1,...,m} a 2™ sous-ensembles dis-
tincts, y compris 2™ sous-ensembles de cardinalité im-
paire et 21 sous-ensembles de cardinalité paire, par
conséquent les coefficients des termes d’ordre le plus élevé
s’annulent mutuellement dans la somme.

Proposition 2. Etant donné un terme polynomial
TX)=c- H;nzl 7‘5" et un point fixe X = (ry,...,ry) tel
que X, #0Vq e {1,...,m},ona:

(rﬁ;” — (rm — 1)km) “T(r1,y .oy Tm—1)
~1 k
S Tme1) =C- H;n:ll rq".

onT(ry,..

Preuve. On peut démontrer ce résultat en raisonnant sépa-
rément sur les cas o m € S oum ¢ S, comme suit :

T(ry,..oorm) =y ()17, )
SC{1,...,m}
= > 0ETEL )

SC{1,....,m—1}

>

SC{1,....m—1}

(DT ) (e = D

:f(rl, ey Tm—1) phm _ T(rl, ceysTm—1) - (rm — 1)k’”
=(rE = (P — D) T, )

Cette formule récursive nous permet de calculer la fonction
de différence pour des termes de grand ordre, et sera éga-
lement utile dans les discussions ultérieures. Ayant défini
la notion de différence, nous introduisons a présent celle
de somme cumulative, reflétant I’analogie entre les dérivées
et les intégrales dans le calcul différentiel continu. Cette
construction sera utilisée pour reconstruire les termes po-
lynomiaux a partir de leurs formes différentielles dans le
cadre de ’encodage unaire.
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Définition 5 (somme cumulative des différences d’un
terme). La somme cumulative des différences d’un terme
polynomial T(X) en X = (X1,...,X,,) est définie par :

Z Z Z T(re, ... 7m)

ri=1ro=1 Tm=1

PreSumyp(X) =

La proposition suivante révéle que la relation entre la
somme cumulative et la différence est analogue a la relation
entre I’intégrale et la dérivée.

Proposition 3. Pour tout terme polynomial T et tout
X = (X1,...,Xm), ona PreSump(X) = T(X).

Preuve. Cette proposition peut étre démontrée par
récurrence sur la dimension m de X. Lorsque
m 1, on a T(X) T(X) — T(X — 1). Ainsi

X

= > (T(r)-T(r-1))
r=1
ce qui montre que la proposition est vérifiée. Sup-

posons maintenant que la propriété soit vraie pour
m, et montrons qu’elle ['est aussi pour m + 1.
Etant donné X (X1,..., Xmt1), on a

PreSumr(X) =T(X)-T(0) = T(X),

X1 Xm Xm41
OEDS ( S Tl 7,,M>>

m+1=1

X1 Xom Xom+1
Ko -
=> 3 g = DF) T, )
ri=1  rp=1 \rmi1=1

K41

K
Z (Tm++11 -

Tm41=1

. ‘T“m) . (7.m+1 _ 1)km+|)

Tm=1

X Xom
E T 717~'-1Tm) ‘)(WH»lkerl
=1

1 Tm=1

=T(r1,.srm) - )<m+1kvarl =T(r1,...,rme1) = T(X)

Sur la base des concepts de différence et de somme cumu-
lative, nous pouvons développer la formulation MaxSAT
fondée sur I’encodage unaire pour les termes polynomiaux.
Commengons par le cas simple d’un terme pur contenant
une seule variable entiere X :

Toure(X) = ¢ X*
Nous avons alors :
Tpure(T) -

D’ou, pour un X quelconque :

ub
Tpure:Z’f(r) Zc (7‘

Un exemple correspondant est donné ci-dessous.

Tpure(X = T) = Tpure(rfl) = C~(7‘k7(r71)k)

(r—1)% .z,

Exemple 5. Soit T = X? un terme contenant une variable
entiere X bornée par ub = 4. On suppose que ’on utilise
des variables booléennes x.. pour représenter X sous enco-
dage unaire. Ainsi, on obtient T(X) = 1z + 3x2 + b3 +
Tx4 comme indiqué dans Table 2.
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X 0 1 2 3 4
T=X210 1 4 9 16
T -1 3 5 7

TABLE 2 — Différence unidimensionnelle

La représentation unaire pour les termes purs repose sur la
différence unidimensionnelle. Lorsqu’un terme polynomial
contient deux variables différentes, on utilise alors la dif-
férence bidimensionnelle, comme illustré dans 1’Exemple
suivant.

Exemple 6. Supposons que T = X2X, et que la borne
supérieure soit ub = 3. Nous utilisons les variables boo-
léennes z\V) pour représenter X et 2 pour représenter
Xs selon la représentation unaire. La valeur originale de T
ainsi que les valeurs de la différence bidimensionnelle sont

données respectivement dans les Tables 3 et 4.
X2 X2

Xilo 12 3 Xilo 172 3

0 ]0 0 0 0 0 ]o 0o 0 o0

1 o 1 2 3 1o 1 1 1

2 0 4 8 12 2 o 3 3 3

3 J]o 9 18 3 J]o 5 5 5

TABLE 3 — Valeurs du terme TABLE 4 — Différence bidimensionnelle
Etant donné une paire de valeurs (X1, X3), la somme
cumulative bidimensionnelle de la coordonnée corres-
pondante dans la Table 4 donne exactement la valeur

de T. Par exemple, si X1 = 3 et Xo = 2, alors :
X1 X»
T(X1,Xs2) = Z Z (r1,72) = 1+143+3+5+5 =18
ri=1rqo=1

On remarque que la représentation one-hot pour ce cas
entrainerait un poids maximal des clauses souples allant
jusqu’a 27, tandis que dans la représentation unaire, le
poids maximal n’est que de 5.

En généralisant la procédure ci-dessus, on peut obtenir le
modele suivant pour tout terme polynomial 7' d’ordre &
comportant m variables :

T:c-HX(fq (tel que qu:
g=1 q=1

ub  ub ub
=D > D Tl )2, (U-D)
ri=1ry=1 Tm=1

avec
m
Zry s /\ xg) V(r,...,rm) € V™ (U-2)

(q) N l,(LI)

V(¢,7r) € N xV (U-3)
Les équations U-1 a U-3 constituent la représentation
unaire de tout terme polynomial. Lorsque 7" est un élément
de la fonction objectif donnée, on considere U-1 comme des

contraintes souples, tandis que U-2 et U-3 sont considérées
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comme des contraintes dures. La représentation unaire né-
cessite O(ub™) variables auxiliaires z et O(ub™) clauses
pour I’encodage des contraintes (et O(ub”*) dans le pire des
cas o k = m) pour encoder un terme avec m variables et
d’ordre k.

Dans la résolution de MaxSAT pondéré, la variance des
poids des clauses souples constitue un facteur important in-
fluencant la difficulté du probleme. Un travail récent [0]
propose une approche innovante qui traite ces défis dans
MaxSAT pondéré par un mécanisme de verrouillage et de
déverrouillage partiel des poids souples. Ce mécanisme met
également en évidence un probléme majeur : lorsque les
poids souples présentent de grandes disparités, le nombre
de schémas de partitionnement possibles des poids aug-
mente considérablement, ce qui complexifie I’espace de re-
cherche.

Le principal avantage apporté par la représentation unaire
réside donc dans la réduction de I’échelle des poids des
clauses souples. Comme démontré dans la Proposition 1,
la représentation unaire garantit un ordre de grandeur du
poids souple (O(ub*~1)) toujours inférieur a celui obtenu
par I’encodage one-hot (O(ub)).

3.3 Formulation binaire

Dans cette sous-section, nous présentons la représentation
binaire applicable a tout terme polynomial. Nous explo-
rons progressivement les cas des termes d’ordre un, d’ordre
deux, puis des ordres supérieurs. Supposons qu’il existe un
terme linéaire 7}, = c¢X que I’on souhaite représenter de
maniere binaire. On aura ainsi :

Tpure =c- X = c-2"x,

>

re{0,...,|logub]}

La représentation binaire consiste donc a décomposer tout
entier X comme la somme d’une série de puissances de 2,
ce qui permet d’encoder un terme linéaire avec O(log ub)
variables. Passons maintenant a un autre exemple ol I’ordre
est égal a 2. Etant donné T = X; X5, la représentation bi-
naire de ce terme peut étre formulée comme suit :

|log ub] |log ub]
X1Xo :( Z 27’11‘“)( Z 2T2$T2)
r1=0 ro=0

|log ub] [logub]

— E E 271+T2.’L‘T1 T,

r1=0 ro=0

(B-qua-cross)

L’équation B-qua-cross peut étre généralisée pour formu-
ler tout terme polynomial 7" avec m variables différentes
et d’ordre k. Dans cette formulation, nous commengons

en Hq"

.4} contient chaque 1nd1ce de variable répété

kq
par reformuler []", Xg*
{q1, 42 - -

X, ol I’ensemble
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m 9k
— kq
T=c-[[Xbe=c ][] X,
q=1 q:q’l
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autant de fois que sa puissance dans le terme original.

(tel que Z ke =k)
1

|logy ub] |log, ub] |log, ub) q,;

E § § r
2 q) T Rrir,. Tk
a

r1=0 ro=0 =0 q=

(B-1)
i

Zry o /\ xg.‘fz) Y(ry,...,m.) €1{0,..., [logub]}*
9=q;

(B-2)

Les équations B-1 et B-2 constituent la représentation bi-
naire de tout terme polynomial. Lorsque 7" est un élément
de la fonction objectif considérée, I’équation B-1 est prise
comme contrainte souple, tandis que I’équation B-2 est
considérée comme contrainte dure.

Exemple 7. Supposons que T = X?X, et que ub = 3.

Nous utilisons des variables booléennes ac( )

senter X1 et x( ) pour représenter Xo dans ['encodage
binaire. Comme |logub] + 1 = |log3] + 1 = 2, nous
avons besoin de 2 variables booléennes pour chaque va-
riable entiére, indexées par 0 et 1. La représentation bi-
naire nécessite de réécrire T = X1X1Xo. Nous intro-
duisons alors les variables booléennes auxiliaires zy, r, rq
pour tout (r1,7r9,73) € {0,1}3 et ajoutons les contraintes
suivantes :

pour repré-

Zry o,y 7 (1'%) A xi? A Ig)) V(ry,ra,73) € {0, 1}3

Nous pouvons alors représenter I’ comme suit :

T=2. 20,0,0 T 2!
+ 2l . 21,00 + 22

2

- 20,1,0 + 2
3

“211,0 + 2

1

©20,0,1 + 2
2

©21,0,1 + 2

*20,1,1
*21,1,1
Par exemple, supposons que X1 = 3 = 21 + 20 et que

Xy =2=2% Ainsi, " =1, 2V = 1, 2P = 1, 2{? =
Oetdoncona:

=1, z;

|logy ub] [log, ub] |[log, ub] 3

P DR DR DR | LU
Tl— To2= =0 3=
=2 2001 +2% 2010+ 2% 2101+ 2% 2110

=2+44+4+8=18
ce qui correspond biena 3-3-2 = (1+2)-(1+2)-(0+2).

Nous notons ici une différence majeure des formulations
one-hot et unaire. La formulation binaire met principale-
ment I’accent sur le degré k, plutdt que sur le nombre de
variables distinctes m impliquées dans 1’expression, ce qui
explique pourquoi elle commence par la reformulation de
k /
[T, Xq¢ = 1%, X,. L'exemple suivant illustre la né-
q= a=q;
cessité de cette approche.
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Exemple 8. Soit T(X) = X2 On note que T(4) = 4*> =
16, mais T(1 + 3) = 12 + 32 = 10 # 16. Ainsi, on peut
seulement reformuler ce terme comme suit :

|log ub]
X2 =( Y 2x)
r=0
|log ub]
= Z 2%, 42 Z 2ty .,
r=0 0<ri1<re<|logub]

(B-qua-pure)

L’Equation B-qua-pure peut étre considérée comme un cas
particulier de I’Equation B-qua-cross.

Pour encoder un terme avec m variables et un ordre k, la
représentation binaire nécessite :

— O((log ub)*) variables auxiliaires z

— O((log ub)*) clauses pour encoder les contraintes.
Nous remarquons que, dans la représentation binaire, c’est
I’ordre £ qui affecte la complexité, contrairement aux repré-
sentations one-hot et unaire ol ¢’est le nombre de variables
distinctes m qui a un impact; cependant, elle parvient a ré-
duire la base de la complexité exponentielle a log ub au lieu
de ub dans les encodages précédents.
Nous résumons les complexités des trois représentations
présentées dans Table 5. Les trois méthodes de représen-
tation offrent différents compromis en termes d’avantages
et d’inconvénients. La représentation one-hot offre une im-
plémentation simple, mais souffre d’une complexité élevée
a mesure que le nombre de variables augmente. L’avantage
clé de la représentation unitaire est la réduction de 1’échelle
du poids des clauses souples. La représentation binaire offre
I’encodage le plus compact avec une mise a I’échelle loga-
rithmique, mais devient plus complexe lorsqu’il s’agit de
termes de grand ordre contenant seulement quelques va-
riables différentes. Ces caractéristiques guident le choix des
méthodes d’encodage appropriées en fonction de la struc-
ture spécifique des termes polynomiaux dans les applica-
tions pratiques. Malgré la complexité quantifiée, il est éga-
lement important que la représentation soit compatible avec
I’information sémantique originale du probleéme formulé.

4 Stratégies de décomposition pour
les termes non linéaires

4.1 Au-dela du traitement atomique

Dans la section précédente, nous avons exploré les for-
mulations atomiques basées sur trois représentations dif-

Aspect One-hot | Unaire Binaire
Variables Auxiliaires | O(ub™) | O(ub™) O((log ub)¥)
Contraintes O(ub™) | O(ub™) O((log ub)¥)
Poids maximal Owb®) | O(wb*=1) | O(udb®)

TABLE 5 — Analyse de complexité des différentes formula-
tions atomiques, ol m est le nombre de variables distinctes
dans le terme, k > m est I’ordre du terme et ub est la borne
supérieure des variables enticres.
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férentes, consistant a énumérer toutes les affectations pos-
sibles des valeurs des variables pour le terme polynomial
donné avec m variables et d’ordre k, entrainant des com-
plexités en termes de variables/contraintes de O(ud™),
O(ub™) et O((logub)¥) respectivement. Avec I’augmen-
tation du nombre de variables (I’ordre), la complexité aug-
mente de maniere exponentielle et conduit a une explosion
combinatoire. Cette explosion est initialement générée par
le fait de traiter le terme polynomial comme une instance
atomique et d’énumérer toutes les valeurs possibles. Dans
cette section, nous essayons de décomposer un terme en
plusieurs sous-unités, dont le produit reste égal au terme
original. Plus précisément, étant donné un terme polyno-
mial 7'(X), la décomposition séquentielle présentée dans
la section 4.2 calcule itérativement chaque produit cumula-
tif de T'(X), tandis que la décomposition binaire présentée
dans la section 4.3 calcule récursivement le produit des uni-
tés voisines.

Exemple 9. Considérons un terme polynomial T =
X1 X0 X3X4X5X6X7Xs. Les Figures 3 et 4 illustrent com-
ment la décomposition séquentielle et la décomposition bi-
naire traiteraient ce terme de maniére différente. Comme
montré dans la Figure 3, la décomposition séquentielle
traite les variables de maniére séquentielle de gauche a
droite, tandis que la décomposition binaire présentée dans
la Figure 4 permet un traitement paralléle a chaque niveau.
Les deux méthodes nécessitent T multiplications.

Les deux méthodes de décomposition laissent deux degrés
de liberté : le choix de la représentation des entiers et le plan
de la décomposition. En ce qui concerne le premier choix,
les trois méthodes de représentation des entiers — one-hot,
unitaire et binaire — peuvent étre appliquées dans chacune
des stratégies de décomposition. Par souci de clarté et de
concision, nous concentrons notre discussion sur la tech-

y(1234567) ‘

FIGURE 3 — Décomposition séquentielle de 1’ordre

y(12345678)

y(5673)

=l

FIGURE 4 — Décomposition binaire de 1’ordre
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nique de représentation binaire. Le second choix concerne
la maniere de structurer I’arbre de décomposition lui-méme
et, plus spécifiquement, 1’ordre et le regroupement des va-
riables. Ce volet reste une question ouverte avec un poten-
tiel d’optimisation important. Il est a noter que la représen-
tation binaire offre une flexibilité supplémentaire : lorsque
plusieurs termes polynomiaux partagent des sous-groupes
de variables communes, ces sous-groupes peuvent étre re-
présentés par les mémes nceuds dans leurs arbres de décom-
position respectifs, réduisant ainsi potentiellement la redon-
dance dans 1’encodage. L’exemple présenté plus tard dans
la section 5 illustrera cette pertinence.

De plus, afin de simplifier la discussion suivante, nous
introduisons la notation Mul(z("),z(?)). Supposons que
(M) et (2 soient deux séries de variables binaires re-
présentant respectivement les deux entiers X; borné par
uby et Xy borné par ubs sous la représentation binaire.
Mul(z(™, 2(2)) définit 1a formulation binaire du produit de
ces deux entiers. Selon I’Equation B-qua-cross,ona:

|log ub1 ] [log ubs |
Mul(z™,2®) = Z Z 2ritr2y o (Mul-B-1)
r1=0 ro=0
Zryry < (mﬁp A zg,?) (Mul-B-2)
V(ry,m2) € {0,..., [loguby |} x {0,...,|logubs |}

Nous remarquons que chaque appel de Ml utilise implici-
tement la formulation binaire pour un terme quadratique, et
nécessite donc O(log ub; - log uby) variables auxiliaires et
clauses.

4.2 Décomposition séquentielle

Dans cette section, nous présentons la décomposition sé-
quentielle, qui traite le terme polynomial de maniere sé-
quentielle, calcule chaque produit cumulatif, et introduit
une nouvelle série de variables y,. pour chaque opération
de multiplication. Formellement, étant donné un terme po-

lynomial T'(X) = [];, X,? “, nous le réécrivons d’abord
sous la forme Hgéq, X, (tel que Z;”:l kq, = k), puis nous
i1

continuons la procédure comme suit :

ar

T(X) = H X{fq = X, (tel que qu =k)
q=1 a=4j a=1
[log(ub?)] L, , ,
Z orylhide) — Mul(z(1) | 2(92)) (LD-1)
r=0
Llog(ubK)j .,
Z oy Tk) = oy (y (it 1) | (i)
r=0
VK € {3,...,k} (LD-2)
Llog(ub®)] .
T(X) _ Z 2'ry1(a(h».,qk) (LD_3)
r=0

Les équations [LD-1 a LD-3 constituent la représentation de
la décomposition séquentielle des termes de grand ordre.
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L’équation [LD-3 décrit le remplacemement du terme de
grand ordre apparu par la somme pondérée des variables
booléennes représentées en binaire y(q; @) Les équations
LD-1 et LD-2 sont utilisées pour maintenir de maniere ité-
rative le produit cumulatif du terme donné avec un total de
k — 1 multiplications, chaque contrainte de celles-ci pou-
vant étre formulée comme une contrainte pseudo-booléenne
avec jusqu'a O(k? - log® ub) littéraux et un poids maxi-
mal inférieur 2 ub®. L’échelle du nombre de clauses utili-
sées est corrélée a la méthode d’encodage PB choisie. Par
exemple, si on considere 1’encodage PB classique "binary
merge" [¢], qui parvient a encoder une contrainte pseudo-
booléenne avec O(N log?(N) 1og(Winaz)) clauses, ot N
est le nombre de littéraux et W, .. est la valeur maximale
des poids, cela meéne finalement a une complexité globale
de O(k*log® ub - log? (k2 log® ub)) clauses dans la formu-
lation par décomposition séquentielle.

4.3 Décomposition binaire

La décomposition binaire offre une autre perspective pour
traiter les termes de grand ordre, ou nous divisons récursi-
vement le produit en deux parties de taille similaire jusqu’a
ce que chaque partie devienne une seule variable. L’idée
principale est de diviser récursivement le produit en deux
parties a peu pres égales, en calculant le produit de chaque
partie séparément, puis en les combinant. Cela forme une
structure d’arbre binaire ol chaque nceud interne représente
le produit de ses deux enfants, comme illustré dans la Fi-
gure 4.

Etant donné un terme polynomial T'(X) = | X;C ‘,
nous le réécrivons d’abord sous la forme Hg;;q; X, (tel que

S kg = k), puis nous appliquons la décomposition bi-
qg=1""q ’

naire. Cette procédure commence par obtenir la valeur de
P, représentant I’ensemble de toutes les paires d’intervalles
adjacents devant étre multipliées dans 1’arbre binaire. For-

mellement, P peut €tre défini comme suit :
P={Z,9)|Z,J C{a1, 4

ol 7 est I’ensemble de tous les noeuds non-feuilles dans
1’arbre de décomposition binaire, et pour chaque nceud N €
T, il existe exactement une paire (Z,7) € P telle que Z U
J = N etque Z et J sont des enfants de N dans 1’arbre.

(18 /2 ar
TX)=[[x.= ] Xo- [I X«
q=q} q=q} 9=y /2741
yt =27 Vge{q,....q}
vr € {0,..., [log(ub®)]}  (BD-1)
[log(ubmﬂj‘)j
Z 2Ty£1n7) — Mul(y(z),y(J))
r=0
Y(Z,J)€P (BD-2)
Llog(ub®) ] .,
T(X) — Z zryT('ql..Aq;c) (BD-3)
r=0

0 INT = 0,70 € T}
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Exemple 10. Etant donné k = 8, I’ensemble P obtenu in-
clut les paires d’intervalles suivantes :

— Niveau 1 : (¢1,43), (45, 44). (45, 96).(q7, 48)

— Niveau 2 : (q145,9394), (4596 474%)

— Niveau 3 : (q1 42544, 4596479%)
L’équation BD-1 initialise les variables auxiliaires yﬁ-q) avec
les variables d’origine xﬁ‘”. L’équation BD-2 combine ré-
cursivement les paires de sous-produits en utilisant 1’opéra-
tion Mul défini précédemment, et I’équation BD-3 repré-
sente le résultat final. La principale différence entre la dé-
composition binaire et la décomposition séquentielle réside
dans leurs modeles de multiplication. L’échelle du nombre
de sommets dans un arbre binaire avec k£ sommets est
O(k), donc il y a O(k) procédures de multiplication dans
la procédure de décomposition binaire, ce qui est aligné
avec la décomposition séquentielle proposée dans la sous-
section précédente. De maniére similaire a la décomposi-
tion séquentielle, lorsqu’on considére I’encodage PB avec
la méthode "Binary Merger", la complexité finale devient
O(k*log® ub-log? (k? log® ub)). Bien que la complexité gé-
nérale soit la méme, nous notons que la décomposition bi-
naire maintient des distances moyennes plus courtes entre
les valeurs entieres originales et le produit général, ce qui
conduit intuitivement a des lignes d’inférence plus courtes
lorsque le modele est résolu.

5 Etude de cas

Dans cette section, nous étudions la pertinence de la for-
mulation proposée sur la fonction polynomiale de grand
ordre P(X) = X1X2X3X4 +X3X4X5X6 +X1X2X5X6,
ou toutes les variables sont bornées par ub. Limités par
I’espace, nous ne présentons ici que la formulation ba-
sée sur la décomposition binaire. Dans ce cas spécifique
de P, un plan de partition est présenté dans la Figure 5.
En conséquence, nous pouvons maintenir les ensembles P
pour les trois termes respectivement, ¢’est-a-dire : Pjo34 =
{(17 2)’ (374)7 (127 34)}’ P3y56 = {(37 4)» (57 6)’ (347 56)}7
et Piosg = {(1, 2), (5, 6), (12, 56)}

Pour chaque élément de P, une nouvelle série de variables
auxiliaires est introduite. Cependant, grice a la structure
spécifique et au plan de partitionnement choisi, nous par-
venons a utiliser efficacement les variables auxiliaires in-
termédiaires (12, y(34) et y(°9), chacune servant de com-

‘ y(1234) ‘ ‘ y(1256) | [ y(3456) ‘

W ‘ ;@4) ‘ ‘ y(se) ‘

FIGURE 5 — Un plan de décomposition binaire compact
pour un polyndme d’ordre supérieur

posant dans deux termes différents. A partir de ce plan de
décomposition, nous pouvons construire les termes du poly-
ndme en utilisant ’une des trois représentations suivantes :
one-hot, unaire ou binaire, chacune impliquant une échelle
différente de variables auxiliaires.

La formulation binaire dans le cadre de la décomposition
binaire a été introduite dans la sous-section 4.3. Nous pré-
sentons ici simplement la formulation correspondante lors-
qu’elle est appliquée au polynome P.

Y =2 V(g r)e{1,...,6} x{0,..., logub|} (BD-B-1)
\IHlJ\)J

27y ) = Mul(y™® ,y )

|log(ub

r=0
(Z,T) € P1234 U P3ase U Pi2se (BD-B-2)
[log(ub")]
P(X) — Z 2r(y7(‘1234) + y£3456) + y£1256)) (BD-B-3)

r=0

L’équation BD-B-1 représente la base de la structure ré-
cursive de la décomposition binaire, tandis que I’équation
BD-B-2 définit une étape récursive obtenue par la représen-
tation binaire, reliant deux niveaux de variables auxiliaires.
L’équation BD-B-3 décrit la reformulation finale du poly-
ndme.

Nous remarquons que I’opération de multiplication (Mul)
joue un role essentiel dans la formulation. En raison de
contraintes d’espace, nous nous limitons dans la suite a la
présentation de la formulation unaire, celle basée sur one-
hot pouvant &tre modélisée de maniere analogue. Pour obte-
nir la formulation correspondante, nous définissons d’abord
I’opération de multiplication correspondante avec la formu-
lation unaire comme suit :

ub1 ubz
Mul®) (x(l),x(2)) = Z Z T(r1) - T(r2)zryry
r1=07r2=0
(Mul-U-1)
Zriry < (fﬂﬁ) A Ig))
W(rira) € {0 ubi} x {0, uby}  (Mul-U-2)

Ainsi, nous pouvons établir le plan de formulation suivant
pour le polyndme P(X) en utilisant la formulation unaire
dans le cadre d’une décomposition binaire :

y &P =y D e {1, ub T
Y(Z,T) € Piasa U Psase U Piase (BD-U-0)
Y@ =z V(g r) e{l,...,6} xV (BD-U-1)
wblZIHITI
Z T(r) -y &9 = Mul (y D, y))
r=0
(Z,T) € Piaga U Pzase U Prase (BD-U-2)
ub?
P(X) =Y T(r)(y"* 4 399 4 (129))  (BD-U-3)
T‘1:0
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6 Conclusion

Dans cet article, nous avons étudié différentes formulations
fondées sur MaxSAT pour les programmes entiers non li-
néaires comportant des termes polynomiaux. Nous avons
d’abord présenté des encodages pour les termes polyno-
miaux, en proposant trois stratégies différentes, adaptées
a divers cas d’usage et avec des complexités différentes.
Nous nous sommes ensuite concentrés sur la décomposi-
tion des termes selon leur ordre, ce qui permet d’obtenir des
formulations a complexité réduite. En combinant ces deux
approches, nous proposons ainsi un schéma de formulation
générique applicable a toute instance de programmation en-
tiere non linéaire incluant des termes polynomiaux.
Comme perspectives, il serait intéressant de continuer a
explorer les trois autres méthodes de mappage proposées
dans [”], ainsi que d’affiner la stratégie de sélection des
méthodes de représentation/décomposition. Sur le plan pra-
tique, apres la maturité de la méthode de formulation propo-
sée, une mise en ceuvre approfondie des formulations pour-
rait &tre appliquée a différents problemes du monde réel,
élargissant ainsi le champ d’application des technologies
modernes SAT et MaxSAT. Nous espérons également dé-
velopper une bibliotheque permettant une utilisation plus
facile des formulations et qui sera mise a disposition de la
communauté.
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Résumé

Le clustering sous contraintes incrémentales voit un ex-
pert améliorer pas a pas une partition de départ par
ajouts successifs de contraintes. Un conflit peut apparaitre
quand des contraintes ajoutées entrent en contradiction
avec d’autres fournies aux itérations précédentes. Pour ré-
soudre ce probleme, nous proposons une approche hybride
combinant apprentissage automatique et programmation
par contraintes. Notre méthode consiste a entrainer un mo-
dele sur les retours utilisateurs passés, pour calculer un
score d’adéquation des contraintes a ce modeéle. Cette me-
sure est ensuite employée comme pondération pour un pro-
bléme d’optimisation sous contraintes afin d’identifier les
contraintes divergeant le plus du retour utilisateur pour les
enlever en priorité. Des tests sur des jeux de données et des
cas pratiques d’utilisation montrent la pertinence de cette
approche.

Mots-clés

Clustering sous contraintes incrémentales, programmation
par contraintes, insatisfiabilité, ensemble de correction mi-
nimal

Abstract

Constraint-incremental clustering consists in letting an ex-
pert iteratively add constraints to improve an initial parti-
tion step-by-step. Conflicts can occur when a newly added
constraint contradicts others given in previous iterations.
We address this issue by introducing a hybrid approach
combining machine learning and constraint programming
(CP). Our method learns a model that scores the adequacy
of each constraint with respect to past user feedback. These
scores are then used in a CP model computing a minimal
correction set, identifying the constraints whose removal
would resolve the conflict while preserving those most ali-
gned with user intent. Experiments on synthetic and real-
world datasets demonstrate the efficiency and practical re-
levance of this guided correction mechanism.

Keywords

Constraint-incremental clustering, constraint program-
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ming, unsatisfiability, minimal correction sets

1 Introduction

La recherche en IA hybride - I’intégration de différents do-
maines de I’intelligence artificielle pour créer une synergie
entre eux - suscite de plus en plus d’intérét a 1’heure ot les
demandes d’explicabilité des modeles et d’intégration de
I’humain dans les systemes utilisant I’IA sont des enjeux
importants. Parmi les défis posés par ces approches, la ges-
tion du bruit dans le retour utilisateur revét une importance
particuliere. Qu’il provienne d’incohérences dans les spé-
cifications de I'utilisateur ou d’interprétations ambigués,
I’expérience montre qu’elles sont inévitables en pratique.
En programmation par contraintes (PPC), elles conduisent
ades ensembles de contraintes insatisfiables nécessitant une
relaxation pour arriver a une solution.

Le clustering est une tache importante en fouille de don-
nées dont I’ objectif est de partitionner un ensemble de don-
nées (objets) en groupes (clusters) d’une maniere telle que
les objets appartenant 2 un méme cluster soient similaires
mais différents de ceux appartenant aux autres clusters. Le
clustering sous contraintes [8] a pour objectif de trouver
des clusters plus pertinents en spécifiant, sous forme de
contraintes, les propriétés requises. Cela permet de pallier
dans une certaine mesure aux biais des algorithmes de clus-
tering. Parmi les contraintes les plus communément utili-
sées figurent les contraintes must-link/cannot-link (ML/CL)
imposant que des objets appartiennent (ou non) a un méme
cluster [21], ou que les clusters aient une taille minimale
et/ou maximale [2]. Elles sont en général données par 1’ex-
pert et modélisent ses connaissances a priori sur le résultat
attendu.

Dans la pratique, I’expert peut éprouver des difficultés a
spécifier des le début du processus toutes les connaissances
nécessaires a 1’élaboration d’une partition intéressante. Une
alternative est de lui proposer de réagir sur un résultat en
cherchant a le corriger afin de suggérer des connaissances
intéressantes a intégrer, conduisant ainsi a une nouvelle par-
tition qui pourra étre encore itérativement améliorée. Ceci
constitue un processus interactif potentiellement source de



conflits : une nouvelle contrainte peut étre incompatible
avec une autre proposée plusieurs itérations auparavant,
sans que I’utilisateur s’en rende compte.

Résoudre un conflit dans un ensemble de contraintes re-
vient a identifier un sous-ensemble de contraintes a relacher
afin de trouver une solution. Afin de respecter au mieux les
désirs de I’utilisateur, ce sous-ensemble doit préserver au
mieux les informations déja données tout en permettant la
reprise du processus. 11 doit aussi étre possible d’expliquer a
I’utilisateur comment le choix du sous-ensemble & relacher
a été effectué. Un systeme qui semble (du point de vue de
I’utilisateur) ignorer arbitrairement une partie des informa-
tions données peut réduire la confiance dans le processus et
décourager I’implication humaine.

Nous proposons une mesure d’adéquation des contraintes
exploitant le contexte incrémental, décrivant I’accord entre
une contrainte et un modele d’apprentissage basé sur les
retours utilisateurs antérieurs. Nous expliquons également
comment utiliser cette mesure en PPC pour trouver un en-
semble minimal de correction optimal d’aprés cette me-
sure. Nous donnons une implémentation de ces contribu-
tions dans un systeme de clustering sous contraintes incré-
mentales composé d’un modele PPC de modification mi-
nimale de partition et d’un algorithme de clustering actif
reposant sur un arbre de décision.

Dans la section 2, nous passons en revue des travaux
antérieurs liés a 1’identification de sous-ensembles de
contraintes insatisfiables, et au clustering sous contraintes
incrémentales. Dans la section 3, nous clarifions le contexte
du clustering sous contraintes incrémentales dans lequel
s’inscrivent nos contributions. Dans la section 4, nous dé-
crivons la mesure d’adéquation et son utilisation pour le cal-
cul de MCS. Dans la section 5, nous présentons les résultats
expérimentaux sur les aspects critiques de cette approche.

2 Travaux antérieurs

2.1 Contraintes et insatisfiabilité

Le probleme de satisfiabilité d’un ensemble de contraintes
est bien étalbi en programmation par contraintes et plus lar-
gement dans les paradigmes déclaratifs. La recherche sur
le sujet est allée au-dela du simple diagnostic d’insatisfia-
bilité pour développer des méthodes de calcul d’ensembles
insatisfiables minimaux (MUS), qui aident a comprendre
les causes des conflits en identifiant des combinaisons pro-
blématiques de contraintes. De plus, des ensembles de cor-
rection minimaux (MCS) peut aussi étre trouvés; ils repré-
sentent le plus petit ensemble de contraintes a enlever pour
rendre le reste satisfiable. Parmi les approches notables, on
peut citer CAMUS [14] qui effectue des résolutions suc-
cessives de problemes MaxSAT pour énumérer des MCS
pour ensuite en déduire des MUS. L’algorithme MARCO
[13] parcourt des formules booléennes représentant les dif-
férentes parties de 1’ensemble de contraintes. Chaque nou-
velle formule est testée pour savoir sa satisfiabilité, puis
étendue ou rétrécie pour arriver a un MSS ou un MUS se-
lon le résultat. QUICKXPLAIN [9] sélectionne un MUS en
prenant en compte un ordre donné sur les contraintes pou-
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vant refléter des préférences utilisateur. Il fonctionne par
recherche dichotomique en respectant 1’ordre établi sur les
contraintes.

2.2 Clustering sous contraintes incrémen-
tales

Il existe un effort de recherche grandissant dans ce que
nous appelons le clusteing sous contraintes incrémentale.
On peut donner comme point d’origine [6], qui introduit
I’idée de récupérer des retours utilisateur de fagon itérative
a partir d’un résultat existant, au lieu de demander a définir
I’ensemble des contraintes a utiliser en une seule fois.
Par la suite, d’autres travaux reprendront et étendront ce
concept. [19] décrit une méthode basée sur une matrice
d’utilité qui représente la valeur de décisions prises selon
des attributs catégoriels (par exemple, choisir une place de
parking en fonction du batiment dans lequel on travaille).
Une méme décision a donc une valeur différente selon
la catégorie a laquelle elle est appliquée. L’ objectif est
de faire coincider du mieux possible les clusters avec
les catégories qui maximisent une décision particuliere.
Pour cela, on prend une décision pour chaque cluster
de la partition courante et on calcule la distribution des
utilités des points selon la décision prise. Des contraintes
ML sont générées entre les points qui ont les utilités les
plus élevées dans le méme cluster, et des contraintes CL
sont ajoutées entre les points d’utilités tres différentes.
On calcule alors une nouvelle partition a 1’aide de ces
nouvelles contraintes avec COPKMEANS [21]. Dans
[16], I'algorithme INCREMENT découpe une partition
de départ en sous-clusters et en extrait un représentant de
chaque. L utilisateur étiquette chaque représentant, puis un
encodeur apprend un espace sémantique en se basant sur
les étiquettes généralisées a 1’ensemble des sous-clusters.
Enfin, INCREMENT partitionne le nouvel espace en
fonction du nombre d’étiquettes distinctes avec KMEANS,
ce qui permet de modifier le nombre de clusters de départ
tout en propageant les étiquettes dans le jeu de données.

Du coté des approches déclaratives, [10] présente un mo-
dele en programmation linéaire a nombre entiers (PLNE)
qui effectue des modifications au niveau des clusters telles
que la réduction du diametre d’un cluster. Une autre ap-
proche en PLNE [18] integre des contraintes en post-
traitement a une matrice d’allocation probabiliste des points
aux clusters. Le PLNE produit une partition en assignant
a chaque point son cluster le plus proche en prenant en
compte les contraintes utilisateur de divers types : ML/CL,
triplet, taille des clusters, contrainte sur les voisins, les at-
tributs... Ce modele peut également produire des clusters
chevauchants en permettant a un point d’appartenir a plu-
sieurs clusters en méme temps.

Plus récemment, [11] présente un systéme de clustering col-
laboratif sous contraintes appelé -SAMARAH. Plusieurs
agents calculent différentes partitions d’un jeu de données,
puis on identifie les conflits entre les partitions pour les mo-
difier. Quand tous les conflits ont été résolus, un résultat
final est désigné par vote. Les contraintes ML/CL sont inté-

JFPCQPFIA 2025



Ensemble de correction minimal basé sur 'adéquation des contraintes en clustering

grées dans le critere global de qualité de -SAMARAH, et
de nouvelles contraintes peuvent étre ajoutées apres 1’ uni-
fication. Les contraintes sont dispersées entre les différents
agents et servent a provoquer des différences par la créa-
tion de nouveaux clusters, pour créer de nouveaux conflits
et contrebalancer la tendance du systeme a I’homogénéisa-
tion des agents.

L’exploitation de contraintes déja fournies a été explorée
en clustering actif pour générer de nouvelles contraintes
a faire valider par ’expert, qui ne sont pas redondantes
avec les contraintes connues [22, 1]. Par ailleurs, [20] pré-
sente une approche bayésienne pour estimer le meilleur
sous-ensemble de contraintes d’un ensemble insatisfiable
de contraintes must-link/cannot-link. Enfin, [7] décrit deux
mesures de qualité d’un ensemble de contraintes : 1’infor-
mativité par rapport a un algorithme de clustering, c’est-a-
dire le taux de contraintes qui ne sont pas immédiatement
satisfaites par 1’exécution de 1’algorithme ; la cohérence des
contraintes entre elles selon leur projection de 1’'une sur
I’autre dans un espace métrique, qui estime la redondance
de I’ensemble.

3 Clustering sous contraintes incré-
mentales

Soit D un jeu de données de n points décrits par m attributs.
Le probleme du clustering consiste a chercher une parti-
tion de D en k clusters de points similaires entre eux et
différents des points des autres clusters. Dans le contexte
de clustering sous contraintes incrémentales, des informa-
tions sur la partition voulue ou des relations entre les points
sont exprimées sous forme de contraintes. Ces contraintes
sont ajoutées itérativement ; on obtient a chaque itération un
nouveau lot de contraintes a utiliser. L’ensemble C; contient
les contraintes employées a I’itération ¢ pour modifier la
partition courante. C; peut contenir des contraintes issues
des lots précédents. Le lot L, contient les contraintes ob-
tenues a l'itération ¢ par un algorithme de clustering actif
proposant des contraintes informatives et/ou par ajout di-
rect de I'utilisateur. De facon générale, le processus peut
étre résumé par les étapes suivantes :

1. calculer une partition de départ P;

2. demander a I’expert un lot de contraintes d’apres D
etP;
3. modifier P a I’aide de ’ensemble de contraintes C;

comprenant le lot de contraintes obtenu L; et tout
ou partie des contraintes antérieures ;

4. répéter les étapes 2 et 3 jusqu’a satisfaction de 1’ex-
pert ou épuisement des contraintes possibles.

De nombreuses contraintes pour le clustering ont été dé-
veloppées, portant sur les relations entre certains points ou
sur des propriétés des clusters eux-mémes. En I’ occurrence,
nous nous concentrons sur des contraintes portant sur des
paires, des triplets ou des groupes de points.

Définition 3.1 (Contrainte must-link [21]). Soit P une par-
tition d’un jeu de données X. Une contrainte must-link
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entre deux points x; et x; de X indique qu’ils doivent ap-
partenir au méme cluster de P, formellement :

ML(z2) 2 vC, eP, 2, €C, = z;,€C,, (1)

Définition 3.2 (Contrainte cannot-link). Soit P une par-
tition d’un jeu de données X. Une contrainte cannot-link
entre deux points x; et x; de X indique qu’ils doivent ap-
partenir a des clusters différents de P, formellement :

CL(zi,2) YV C, eP, 2 eCy = 1, ¢C,, (2

La fermeture transitive sur un réseau de contraintes ML/CL
permet d’obtenir des contraintes supplémentaires selon
trois regles [15] :

1. ML(zq,2p) N ML(zp,x.) = ML(z4,2.);
2. ML(xg,xp) ANCL(zp,2.) = CL(24,%c);

3. pour un clustering binaire (k = 2), CL(z4,x5) A
CL(zp,x.) = ML(2q, ).

Définition 3.3 (Contrainte triplet). Soit P une partition
d’un jeu de données X. Une contrainte triplet entre trois
DOInNts T, Ty et Ty, de X indique que le point ., est plus si-
milaire a x, qu’a x,,. Cela implique les relations suivantes
en fonction des affectations de P :
. def

Triplet(xg, Tp, ) = xp ¢ Co = , ¢ Cy  (3)
avec Cy, le cluster auquel est assigné x,. Autrement dit, si
T, et xy, sont dans le méme cluster, x,, doit également faire
partie du cluster puisqu’un point moins similaire a x, en
fait partie.

Définition 3.4 (Plage de clusters d’un ensemble de points).
Soit S un ensemble de points d’un jeu de données X. La
plage (span) de clusters de S pour une partition P est :

Sp(S,P)={C, | x€ C,NS}VC, P “4)
Exemple 3.1. La plage de clusters de {1, x2,x3} pour la
partition {1,1,2} est Sp({z1, z2, 23}, {1,1,2}) = {1, 2}.

Définition 3.5 (Contrainte sur la plage de clusters). Soit
‘P une partition d’un jeu de données X en k clusters. Une
contrainte sur la plage de clusters [17] sur S C X restreint
la plage de clusters Sp(S,P). On distingue deux types de
contrainte sur la plage de clusters. Une contrainte spéci-
fique contraint la plage de S par rapport a un ensemble
C C [1, K] donné :

SSpan(S,C) % sp(s,P) C C 5)
Une contrainte sur la plage de clusters générique ne donne
qu’une borne supérieure ~y sur le nombre de clusters dis-
tincts dans S :

GSpan(S,7) 2 |Sp(S, P)| < v ©6)



Au fil des itérations, il peut arriver que 1’expert donne des
contraintes contradictoires avec d’autres recues a une ité-
ration antérieure. Cela peut venir d’une simple erreur, ou
d’un changement des attentes au cours du processus pou-
vant étre provoqué par exemple par un déclic en observant
les partitions successives. Dans tous les cas, il est nécessaire
de résoudre le conflit afin de procéder a la modification et
de ne pas bloquer le processus.

3.1 Cadre applicatif

Outre une description théorique, nous proposons une im-
plémentation de notre modele dans un cadre de clustering
sous contraintes incrémentales incorporant un modele PPC
de modification minimale de clustering [3] et un algorithme
de clustering actif basé sur les retours utilisateurs passés.

Algorithm 1 Clustering actif sous contraintes incrémen-
tales
Input : Dataset D, budget B
Output : partition P
1:t+0
2: C« ()
3: P < initialClustering(D)
4: U, sat + user Feedback(P)
5. while sat == false do

> Retour initial

6 ifU # 0 then

7: L+ U > Ajout de contraintes
8: else

0: Ly < activeSelection(D, P, B) > [4]
10: C+—CuUB

11: C, < constraintSet(C)

12: P + modifyClustering(D, P, C;) > [3]
13: if P == () then

14: P <+ solveCon flict(Ct) > Section 4
15: U, sat + user Feedback(P)

16: t—t+1

17: return P

Ce cadre décrit par 1’algorithme 1 repose sur une boucle re-
posant sur la réaction de I’expert a la partition qui lui est
présentée. Il ou elle peut donner ses propres contraintes ou
utiliser le clustering actif pour générer des contraintes po-
tentielles a valider. Le lot de contraintes produit ainsi que
les contraintes antérieures sont utilisées pour modifier la
partition. Notre contribution se place dans le cas ou la mo-
dification n’est pas réalisable en raison d’un conflit entre les
contraintes choisies.

La modification minimale de clustering est faite via un
modele en PPC. La partition modifiée est représentée par
des variables entieres G; de domaine {1,...,k} telle que
G; = csignifie que le point ¢ appartient au cluster ¢ dans la
partition modifiée.

min - SN I(Pli] # Gi) d(i, Gy) @)
s.t.
Zj=1 < ¢ 8)
Secc Ze > 6-|C| ©)
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avec c; une contrainte quelconque parmi les types décrits
auparavant (ML/CL, triplet ou sur la plage de clusters) et
d(i, G_i) 1a distance du point 7 a un représentant du cluster
G; auquel il est affecté.
La fonction indicatrice I(P[i] # X;) retourne 1 si le nu-
méro de cluster du i*™ élément de la partition modifiée est
différent du numéro de cluster a I’entrée du modele, et O
sinon.
Les contraintes décrites précédemment sont exprimées de
la forme suivante :
— Les contraintes ML/CL sont exprimées par G; =
Gj et G; # G respectivement.
— Une contrainte triplet peut s’exprimer avec une im-
plication logique :
Go=G, = G,=G) (10)
— Les contraintes sur la plage de clusters sont ex-
primés avec des contraintes globales. Concernant
les contraintes spécifiques portant sur un groupe de
points S et un ensemble C' de clusters autorisés, des
contraintes de domaine peuvent étre employées :

GieCVies (11)

— Dans le cas des contraintes sur la plage de clus-
ters génériques, on utilise la contrainte globale az-
most_nvalue ' [5] :

atmost_nvalue(v,{G; | i € S}) (12)

4 Résolution de conflit entre des
contraintes de clustering

Pour rappel, un probleme de satisfaction de contraintes est
posé sur un ensemble de variables V), chacune ayant un
domaine de valeurs autorisées dans un ensemble D, et un
ensemble de contraintes C a satisfaire. Un solveur en pro-
grammation par contraintes alterne entre la recherche (choi-
sir une variable et y assigner une valeur de son domaine)
et la propagation de contraintes (réduire les domaines des
autres variables en filtrant les valeurs qui ne permettent
plus de satisfaire le probléme) jusqu’a trouver une assigna-
tion de toutes les variables, solution du probleme. Soit un
probleme de satisfaction de contraintes 7 = (V, D, () tel
que C est insatisfiable, c’est-a-dire qu’au moins un sous-
ensemble S C C est tel que ses contraintes ne peuvent pas
étre toutes satisfaites en méme temps. Nous cherchons a ré-
soudre le conflit en identifiant des contraintes a enlever pour
permettre la satisfaction de toutes les contraintes restantes.
Différents sous-ensembles pertinents peuvent étre calculés
a partir de ce probleme. Leurs définitions sont rappelées ci-
dessous [14].

Définition 4.1 (Sous-ensemble insatisfiable minimal
(MUS?). Soit S un sous-ensemble de C. S est un
sous-ensemble minimal non satisfiable si et seulement si :

1. https://sofdem.github.io/gccat/gccat/Catmost_nvalue.html
2. De I’anglais Minimal Unsatisfiable Subset.
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— S est insatisfiable ;
— Ve S, {5\ c} est satisfaisable.

Définition 4.2 (Sous-ensemble satisfaisable maximal
(MSS?)). Soit S un sous-ensemble de C. S est un sous-
ensemble satisfiable maximal si et seulement si :

— S est satisfiable ;

— Ve ¢ S,{SUc} est insatisfiable.

Définition 4.3 (Sous-ensemble de correction minimal
(MCS*)). Soit S un sous-ensemble de C. S est un sous-
ensemble de correction minimal e si et seulement si :
— C\ S est satisfiable ;
— Vee S, {C\{S\ c}} estinsatisfiable.
De facon équivalente, S est un MCS si et seulement
siC\ S est un MSS.

Il y a donc trois facons d’obtenir un MCS : soit par
construction depuis 1’ensemble vide, soit par énumération
des MUS du probléeme pour trouver un MCS dual, soit par
calcul d’un MSS pour obtenir le complémentaire.

4.1 Adéquation d’une contrainte a un mo-
dele

11 existe souvent de multiples facons de résoudre le conflit,
de sorte que la recherche d’un MCS est un probléme combi-
natoire. Si I’on recherche un seul ensemble répondant a des
exigences pratiques, il faut définir une fonction a optimiser
représentant les propriétés désirées. La cardinalité de 1’en-
semble est I’objectif par défaut dans ce genre de problemes,
mais il est également possible de pondérer les contraintes et
chercher le MCS minimisant le poids des contraintes qui le
constituent.

C’est dans ce but que nous présentons une mesure desti-
née a servir de fonction de pondération dans un probleme
d’optimisation sous contraintes. Cette mesure, que nous ap-
pelons adéquation d’une contrainte a un modele, estime a
quel point I’affectation des points d’une contrainte dans un
modele d’apprentissage supervisé entrainé sur des retours
utilisateurs passés (€tiquetage partiel du jeu de données,
contraintes déja fournies...) est en accord avec la définition
de la contrainte. La raison d’étre de cette mesure est lie a
I’interaction intrinséque au clustering sous contraintes in-
crémentales : quand un conflit est détecté dans I’ensemble
des contraintes fournies, il faut expliquer a 1’utilisateur ce
qui pose probléme et proposer une solution qui permette de
continuer le processus. Dans cet esprit, on considere que -
quitte a proposer une résolution du conflit - un MCS per-
tinent contient des contraintes qui semblent incongrues au
vu des informations déja données par I’utilisateur. On peut
alors renforcer I’efficacité de la correction en laissant 1’ utili-
sateur confirmer la validité de tout ou partie des contraintes
proposées a la relaxation, ou le rejeter pour trouver un autre
MCS en écartant ces contraintes, le tout dans un fonction-
nement transparent et itératif.

On peut faire le parallele avec la mesure d’informativité
présentée dans [7] : un contrainte informative selon un algo-
rithme de clustering A contient surtout des contraintes qui

3. De I'anglais Maximal Satisfiable Subset.
4. De I’anglais Minimal Correction Subset.
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ne sont pas immédiatement satisfaites par la simple exé-
cution de A sur le jeu de données. De facon analogue,
I’adéquation d’une contrainte a un modele peut étre vue
comme une mesure de la capacité avec laquelle un modele
d’apprentissage supervisé M peut satisfaire une contrainte
grace a son seul entrainement.

Le modele appris est un algorithme d’apprentissage super-
visé qui utilise comme étiquettes 1’affectation de la parti-
tion courante pour I’apprentissage. Son ensemble d’entrai-
nement est un sous-ensemble du jeu de données sur lesquels
I’utilisateur a déja réagi. Ce modele tente ensuite de généra-
liser aux points qui ne sont liés a aucune contrainte, repré-
sentant ainsi une approximation de la partition désirée par
I’utilisateur, d’apres les informations connues [4]. En fonc-
tion du modele utilisé (basé sur des arbres, des vecteurs de
support, probabiliste...), les parametres définissant le mo-
dele varient et la facon de calculer I’adéquation change éga-
lement. Mais la signification pratique est claire : nous vou-
lons éviter d’enlever les contraintes qui répondent parfaite-
ment a cette vision de la partition désirée.

Définition 4.4 (Adéquation d’une contrainte a un modele).
Soit un jeu de données X, un ensemble de contraintes C, M
un modele d’apprentissage supervisé appris sur un sous-
ensemble X de X, contenant les points impliqués dans des
contraintes de C, et ¢ une contrainte d’arité n. Quand M
est utilisé pour prédire les assignation du reste du jeu de
données, il produit une partition prédit Paq. L’adéquation
de ¢ a M est une fonction ADQ(c) : M — [0,1] telle
qu’une valeur de 1 correspond a un accord total avec M et
a Uinverse, une valeur de 0 représente la plus forte disso-
nance entre M et la contrainte.

Pour prendre I’exemple des contraintes de clustering défi-
nies en Section 3 : une contrainte must-link, qui indique que
deux points doivent étre groupés ensemble, aura une adé-
quation de 1 si le modele utilisé les considére comme si-
milaires, et une adéquation de 0 s’ils sont tres différents (la
notion de similarité dépendant du fonctionnement du mo-
dele utilisé). De méme, une contrainte triplet sera d’adéqua-
tion maximale si le modele classe le point de référence et le
point positif ensemble tout en classant le point négatif dans
un cluster éloigné ou différent; dans le cas des contraintes
sur la plage de clusters, on considere que 1’adéquation est
nulle si le modele disperse les points concernés dans plus de
clusters que spécifié, sinon on évalue 1’adéquation moyenne
de chaque sous-ensemble placé dans le méme cluster.

On définit les formules suivantes pour chaque type de
contrainte afin de calculer leur adéquation a un modele
M doté d’une fonction de similarité entre deux points
SIM(x,y) : X — [0,1] dépendant du fonctionnement de
M

ADQum(CL(z,y)) = 1 — ADQu(ML(x,y))  (14)



ADQam(Triplet(a,p,n)) = 0.5 (1 + _ap—an
max(ap, an)

5)

ou ap ADQm(ML(a,p)) et an
ADQm(ML(a,n)). Cette mesure donne 0.5 si le
point de référence a est a égale distance de p et de n. Elle
augmente a mesure que p se rapproche et/ou n s’éloigne,
et diminue s’ils ont le comportement inverse. Dans le
cas ou les trois points sont confondus, 1’adéquation vaut
également 0.5, ce qui correspond au but de la fonction : il
est étrange de donner une contrainte posant des distances
différentes entre trois points s’ils sont confondus.

ADQu(Span(s.7) = 4 0, 55 =7
(16)
ou v est le nombre de clusters maximal de la contrainte
(dans le cas générique) ou la cardinalité de I’ensemble de
clusters fourni (dans le cas spécifique).
Les contraintes considérées dans le cadre de cette publi-
cation peuvent toutes €tre retranscrites en un ensemble de
contraintes ML, ce qui permet de simplifier les formulations
des mesures d’adéquation.
Pour expliciter le principe, prenons un cas concret ou le
modele utilisé est un arbre de décision. La fonction SIM
peut reposer sur différentes métriques liés aux arbres. Nous
choisissons d’utiliser la mesure du dernier ancétre com-
mun entre deux points (Eq. 17). Ainsi, I’adéquation d’une
contrainte ML par rapport a un arbre de décision sera de
1 si les deux points se trouvent dans la méme feuille, et
va diminuer a mesure que le dernier ancétre commun est
proche de la racine, jusqu’a atteindre O s’il s’agit de la ra-
cine elle-méme. D’autres choix de métriques ou de modeles
sont possibles a condition de pouvoir normaliser la mesure.
En effet, I’adéquation pouvant porter sur des contraintes de
portées tres différentes, il est nécessaire de pouvoir expri-
mer I’adéquation de toute contrainte sur le méme intervalle
de valeurs afin d’éviter que des contraintes aient un score
plus élevée simplement parce qu’elles portent sur un grand
nombre de points. Concretement, cela introduirait un biais
favorisant la sélection de contraintes binaires dans la consti-
tution de MCS.

profondeur(z N y)
max (profondeur(x), profondeur(y))

LCA(z,y) =

A7)

4.2 Modele PPC pour choisir le MCS d’adé-
quation minimale

Afin de calculer un MCS contenant les contraintes d’adé-
quation minimale a un modele donné, nous exprimons un
probléme d’optimisation sous contraintes (COP) en pro-
grammation par contraintes en reprenant les variables et
contraintes décrites en Section 4. Plus particulierement, la
construction du MCS revient a donner une affectation aux
variables binaires Z réifiant les contraintes utilisateur. Dans

>owy ADQAM(ML(z,y)) sinon
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une solution du COP, on obtient donc un MCS {¢;|Z; = 0}
et un MSS {¢;|Z; = 1}. Une fonction objectif pondérant
les contraintes avec leur adéquation au modele appris sur
les retours utilisateurs M oriente le solveur vers le MCS
contenant les contraintes les moins adéquates :

[
argmianax(ADQM(c),e) xI(Z; ==0) (18)
i=0
La fonction indicatrice I(Z; == 0) retourne 1 si la

contrainte ¢ doit étre relachée (et donc faire partie du MCS)
et 0 si elle peut €tre conservée pour la modification.

Si le poids d’une contrainte est nul, alors I’assignation de
la variable binaire correspondante dans le COP n’aura pas
d’impact sur 1’objectif. C’est pourquoi une valeur € arbi-
traire non nulle mais proche de 0 est utilisée le cas échéant
afin que toutes les contraintes de E soient prises en compte
dans le calcul du MCS optimal. Cela est d’autant plus im-
portant qu’il parait trés pertinent d’inclure une contrainte
avec une adéquation nulle au modele dans une solution.
Dans le cadre du clustering sous contraintes incrémentales,
I’insatisfiabilité d’un CSP a une itération ¢ vient d’au moins
une contrainte appartenant au lot L; qui vient d’étre obtenu
(dans le cas contraire, la modification au temps ¢ — 1 n’au-
rait pas pu étre calculée). Le probleme peut donc étre res-
treint & ’ensemble des contraintes contenant au moins un
des points impliqués dans les contraintes de L; :

E={ceC |31 e L;s.t.portée(c) N portée(l) # O}
(19)
La formalisation du COP s’écrit donc sous la forme sui-
vante :

arg min Ziill w; (1—2Z;) (20)
st. Y (1-2)>1 (1)

La contrainte 21 indique qu’au moins une des contraintes
du MCS doit provenir du dernier lot de contraintes. Elle
sert a orienter la recherche sur un ensemble restreint des
contraintes considérées.

5 Expérimentations

Les expérimentations visent a :

— estimer I'impact de la mesure d’adéquation sur les
contraintes choisies pour correction.
déterminer le nombre de contraintes qu’il est pos-
sible de traiter en temps raisonnable pour un
contexte d’interaction avec I’humain.
évaluer I’efficacité de la méthode dans un cas d’ap-
plication réel, sur des séries temporelles d’images
satellite.
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5.1 Protocole expérimental

Implémentation. Le modele PPC de calcul de MCS a été
implémenté en Python avec CPMpy >. Cela permet d’utili-
ser en méme temps le solveur CP-SAT d’or—tools® et
les librairies d’apprentissage automatique de Python telles
que scikit-learn. Nous avons choisi 10™* comme valeur de
¢”. La prédiction de la partition désirée par ’expert est réa-
lisée avec un arbre de décision de profondeur maximale 3
utilisant I’indice de Gini pour les décisions de branchement.

Méthodologie. Le modele PPC de calcul de MCS est in-
tégré dans le cadre de clustering actif incrémental sous
contraintes décrit en Section 3. L’arbre de décision uti-
lis€ pour calculer I’adéquation des contraintes est ap-
pris en début d’itération, avant d’obtenir un nouveau lot
de contraintes. Le modele PPC de calcul du MCS opti-
mal est utilisé en post-hoc, si la modification de partition
échoue. La premiere itération ne produit pas de conflit :
les contraintes sont générées en se basant sur la vérité ter-
rain des jeux de données. Le deuxieme lot de contraintes est
bruité de facon a introduire un conflit avec le premier lot.
Nous avons répété les expériences 10 fois pour prendre en
compte la variance des résultats.

Jeux de données. Les expériences ont été réalisées sur trois
jeux de données du dépdt de I'UC Irvine ® : MNIST (60000
points répartis en 10 classes), Letters (20000 points répartis
en 26 classes) et Adult (48842 points répartis en 2 classes).

5.2 Impact de la mesure d’adéquation

Pour évaluer si les MCS calculés en utilisant la mesure
d’adéquation sont pertinents, nous comparons les MCS
construits a partir d’ensembles de contraintes insatisfiables
sans pondération (c.a.d le MCS optimal est celui qui
contient le moins de contraintes possible), et avec pondé-
ration par ’adéquation a un arbre de décision appris sur
une partition des points soumis aux contraintes.

Nous avons testé différents cas représentant les différentes
combinaisons de contraintes possibles parmi celles définies
en Section 4 :

— un ensemble de contraintes ML/CL contenant un ou
plusieurs cycles contenant une unique contrainte CL.
[201;
un ou plusieurs triplets en conflit avec des
contraintes CL posées sur les mémes points concer-
nés par le triplet;
une contrainte sur la plage de clusters sur un groupe
de points impliqués dans un cycle de contraintes CL
tel qu’il faut plus de clusters pour satisfaire le cycle
de CL que ne le permet la contrainte sur la plage de
clusters.

On constate d’apres la table 1 que les contraintes consti-

5. https://github.com/CPMpy/cpmpy

6. https://developers.google.com/optimization

7. Depuis la version 9.24 de CPMpy, des coefficients réels peuvent étre
utilisés dans la fonction objectif, ce qui évite les transformations en valeurs
entieres habituellement nécessaires. Nous avons cependant constaté que
le solveur cesse de donner des solutions correctes pour des valeurs en-
dessous de 10~%.

8. https://archive.ics.uci.edu/ml/index.php
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Cas ‘ ML/CL ‘ Triplet ‘ Plage de clusters

MNIST

Non pondéré 0.67 0.78 0.89

Pondéré 0.45 0.12 0.34
Letters

Non pondéré 0.6 0.85 0.59

Pondéré 0.34 0.4 0.23
Adult

Non pondéré 0.89 0.77 0.87

Pondéré 0.24 0.18 0.23

TABLE 1 — Table des valeurs d’adéquation moyennes des
contraintes constituant les MCS calculées avec ou sans pon-
dération.

tuant les MCS calculés par notre modele PPC ont une adé-
quation plus faible a I’arbre de décision utilisé que celles
d’un MCS obtenu sans pondération des contraintes. Quand
les MCS calculés avec et sans pondération ont la méme car-
dinalité, le choix optimal fait avec la pondération ne varie
pas. A I'inverse, le seul critere de cardinalité introduit de la
variance dans les résultats a partir du moment ou plusieurs
MCS de méme taille existent.

5.3 Passage a I’échelle du modele

Etant donné que le modele est destiné 2 une application
dans un cadre interactif, il est primordial que la solution
optimal doit trouvée en temps réel. Nous avons mesuré
le temps de calcul du MCS pour différentes tailles d’en-
sembles de contraintes ML/CL (de 10 a 10000 contraintes)
sur le jeu de données MNIST. La figure 1 montre que le
temps de calcul n’excede pas 5 secondes en moyenne pour
la plus grande valeur testée. Pour les tailles d’ensembles de
contraintes attendues dans le contexte du clustering incré-
mental sous contraintes, le temps d’exécution est de 1’ordre
de la seconde.

N @ s ao~d Now s

Temps (s)

o
N oW s ool

10 100 1000
Nombre de contraintes

10000

FIGURE 1 — Evolution du temps de calcul de MCS pour
différentes tailles d’ensembles de contraintes (échelle loga-
rithmique).

Ces résultats montrent non seulement que ce modele est



suffisamment rapide pour étre intégré dans un cadre interac-
tif, mais aussi qu’il peut étre employé avant de tenter la mo-
dification de partition, pour vérifier la satisfiabilité de 1’en-
semble de contraintes C; et produire directement un moyen
de résoudre le conflit le cas échéant.

5.4 Application sur un cas réel : coupes de
bois

Présentation des données. Le jeu de données utilisé est
une série temporelle de 11 images satellite de dimensions
724 x 337 d’une zone des Vosges, prises sur une période de
3 ans (détail en table 2) [12]. Au lieu des canaux habituels,
chaque pixel est associé a une série de valeurs NDVI (Nor-
malized Difference Vegetation Index) indiquant le niveau de
végétation a chaque date.

Période Date Coupes
t1 08/05/2016 -
to 23/08/2016 -
t3 26/08/2016 -
ty 10/05/2017 8
ts 19/06/2017 -
tg 23/08/2017 -
ty 25/09/2017 -
ts 08/05/2018 2
to 02/07/2018 -
t1o 24/07/2018 -
t11 16/08/2018 -

TABLE 2 — Dates des prises de vue de la série temporelle et
nombre d’apparitions de zones de coupes claires a chaque
période

On dispose d’étiquettes qui décomposent la série tem-
porelle en 3 classes : végétation, artificiel, coupe claire.
Cette derniere classe a plusieurs particularités : elle a été
construite avec précision par des experts, alors que les
deux autres ont été délimitées de facon plus approximative.
Elle est aussi trés petite en proportion des données totales
(moins de 0.3% des données, ce qui correspond a 639 pixels
sur un total de 243.988 pixels), ce qui la rend difficile a dé-
tecter par des méthodes non supervisées. Elle est composée
de 10 zones identifiées par les experts comme des endroits
ou des arbres ont été coupés. La période d’apparition des
zones de coupes claires est indiquée dans la table 2. En-
fin, I’évolution temporelle des zones de coupes claires (une
baisse forte et ponctuelle du NDVI suivie d’un retour pro-
gressif a la normale) est similaire a celle des zones de prai-
ries fauchées ou de récoltes de cultures, ce qui complique
encore le probleme. Dans ces conditions, I’intervention de
I’expert pour dissiper la confusion est primordiale. La fi-
gure 2a présente la répartition en pixels des classes annotées
et met en exergue la complexité de la tiche.

On dispose de 179 contraintes ML/CL issues de 1’exper-
tise humaine (Figure 2b). Pour tester notre méthode, nous
introduisons du bruit dans ces contraintes pour simuler
des erreurs dans les annotations humaines. Cela se tra-
duit par I’inversion du statut des contraintes bruitées (un
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ML devient un CL ou inversement). Plus la proportion de
contraintes bruitées est grande, plus 1’algorithme d’appren-
tissage supervisé duquel découle 1’adéquation est impacté
par le bruit. Nous avons mesuré que notre modele PPC
de calcul de MCS identifie toutes les contraintes bruitées
tant que moins 10% de I’ensemble de contraintes est bruité.
Au-dela de 25% de contraintes bruitées, les MCS ont au-
tant de chance de comporter de vraies annotations que les
contraintes bruitées.

6 Conclusion

Nous avons développé un modele en programmation par
contraintes pour calculer un ensemble de correction mini-
mal sur des ensembles de contraintes en clustering. Ce mo-
dele repose sur une mesure d’adéquation des contraintes a
un algorithme d’apprentissage supervisé appris sur les re-
tours utilisateurs passés. Le modele trouve un MCS optimal
efficacement et choisit des contraintes qui semblent contra-
dictoires avec le reste du retour utilisateur. Une piste d’amé-
lioration possible est 1’étude du fonctionnement de la me-
sure d’adéquation avec d’autres modeles (SVM, classifica-
teur bayésien). Des expériences supplémentaires simulant
des comportements d’utilisateurs humains dans la généra-
tion d’erreurs pourraient confirmer la pertinence de notre
méthode.
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Résumé

La décomposition lagrangienne est une méthode de pro-
grammation linéaire en nombres entiers qui exploite
la structure d’un probléme pour construire des sous-
problémes indépendants. La résolution de ces sous-
problemes procure une borne a I’optimalité sur le probleme
original. La qualité de cette borne peut étre optimisée par
des itérations de sous-gradients sur un vecteur de multipli-
cateurs. On compte plusieurs contributions qui transposent
ces principes en programmation par contraintes. Une ap-
proche récente, introduite par Bessa et al. (2025) permet
d’inférer une meilleure borne grdce a un modeéle d’appren-
tissage. Notre projet de recherche vise a trouver des trans-
positions de cette méthode vers d’autres domaines de réso-
lution de problémes combinatoires et d’en évaluer ’apport.
Une premiére discipline identifiée est la planification auto-
matique. Ce papier montre nos avancées préliminaires pour
améliorer une méthode existante de décomposition lagran-
gienne en planification. Nos premiers résultats témoignent
d’une avancée des performances avant d’avoir incorporé
U’apprentissage dans notre méthodologie.

Mots-clés

Décomposition lagrangienne, Apprentissage automatique,
Planification automatique.

Abstract

Lagrangian decomposition is an integer programming me-
thod that exploits the structure of a problem to construct in-
dependent sub-problems. Solving these sub-problems pro-
vides an optimality bound on the original problem. The
quality of the bound can be optimized by subgradient itera-
tions on a vector of multipliers. Many contributions trans-
pose these principles to constraint programming. A recent
approach, introduced by Bessa et al. (2025), allows a better
bound to be inferred using a learning model. Our research
aims to find transpositions of this method to other domains
of combinatorial optimization, and to evaluate its contribu-
tion. A first discipline identified is Al planning. This paper
shows our preliminary advances in improving an existing
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Lagrangian decomposition method for planning. Our first
results show an improvement in performance before incor-
porating learning into our methodology.

Keywords

Lagrangian decomposition, Machine learning, Al plan-
ning.

1 Introduction

Les méthodes completes en recherche opérationnelle sont
utilisées pour résoudre des problemes combinatoires et ga-
rantir 1’optimalité des solutions trouvées. Cependant, lors-
qu’elles sont confrontées a des problémes de grande taille,
il devient nécessaire de s’appuyer sur des mécanismes per-
mettant de réduire efficacement I’espace de recherche et
de guider la recherche d’une solution. Dans les méthodes
de recherche opérationnelle classique, comme la program-
mation linéaire en nombres entiers (PLNE), une famille de
techniques permet de tirer parti de la structure globale du
probléme et de ses contraintes en le décomposant [, 27].
La résolution de ces décompositions fournit une borne a
I’optimalité sur laquelle la résolution peut s’appuyer pour
éliminer une partie des solutions candidates de 1’espace
de recherche. En programmation par contraintes (PPC), il
existe déja des approches inspirées par la décomposition
en PLNE [!7] pour utiliser ces méthodes sur un ensemble
plus varié de problemes. L’'une d’entre elles, la décompo-
sition lagrangienne [|”], a été I’objet de contributions ré-
centes [, ’] proposant de borner un modele de PPC ou
d’améliorer la propagation d’un groupe de contraintes afin
d’accélérer la convergence. La difficulté de cette méthode
reste la recherche de multiplicateurs lagrangiens permet-
tant d’obtenir une borne la plus stricte possible. Plusieurs
contributions ont essayé de répondre a des problématiques
similaires en PLNE avec des modeles d’apprentissage auto-
matique [/, 5, ©] mais ce n’est que plus récemment qu’une
méthodologie a été considérée en PPC [*].

Notre projet de recherche vise a prolonger ce travail de
transposition en explorant de nouvelles possibilités d’hy-



bridation entre la décomposition lagrangienne et 1’appren-
tissage automatique vers d’autres méthodes de résolution de
problémes combinatoires. Ce papier propose d’analyser une
méthode de décomposition existante en planification auto-
matique. Nous détaillons les travaux préliminaires a 1’incor-
poration d’un mécanisme d’apprentissage et les premiers
résultats sur les performances. Enfin, nous expliquerons nos
futurs travaux pour compléter notre contribution.

2 Méthode initiale

Le papier de Pommerening et al. [2] présente une méthode
appliquant la décomposition lagrangienne a la planification
automatique. Dans cette section, nous caractérisons les no-
tions de base de la planification et les apports du papier sur
lesquels s’appuient nos travaux.

2.1 Notions de base

Une tiche de planification classique peut adopter plusieurs
formalismes [! |], nous définissons d’abord le systeme de
transitions d’une tiche pour ensuite évoquer SAS™ [].

On définit une tiche de planification par un tuple © =
(S,L,c,T,s0,S:) avec S I’ensemble des états, L 1’en-
semble des labels des transitions, ¢ L — ]RO+ une
fonction de cott, ' C S x L x S I’ensemble des re-
lations de transition, sg 1’état initial et S, C S D’en-
semble des états terminaux (goal state). L’ objectif est de
trouver un plan correspondant a une séquence de labels
(l,...,l,) permettant de transitionner de sy vers un état
S« € S,. Transitionner d’un état s vers un état s’ est pos-
sible si 3l € L tel que (s,l,s") € T. Chaque état du
plan doit pouvoir transitionner vers 1’état suivant, tel que
{<80, ll, $1>, <81, l2, $2>, ey <8n,1, ln, 8*>} - T. On sou-
haitera minimiser le coit du plan obtenu par >, c¢(;)
pour une recherche optimale.

Le formalisme SAS™ permet de représenter ce systeme de
transition de fagon plus compacte, via des variables d’état
et des actions de changement d’état. On définit une tache
SAS™ par un tuple IT = (V, O, s, S«, cost), avec V 'en-
semble des variables, O 1’ensemble des actions, sg et s,
les assignations partielles de variables de 1’état initial et
des états terminaux. Finalement, cost : O — ]R(T est une
fonction de colit similaire & c¢. Chaque variable v € V
est caractérisée par un domaine D, comprenant la valeur
indéfinie (). Dans cette représentation, un état s est for-
malisé par un ensemble de faits. On peut représenter un
fait, ou une assignation, par une paire (v, D,). On dénote
vars(s) C V I’ensemble des variables assignées dans s et
s[v] la valeur de v dans s. Chaque action o € O possede
des préconditions pre(o) et des effets ef£(o), deux en-
sembles de faits. Une action o est applicable a un état s si
pre(o) C s, i.e. tout fait dans pre(o) Iest aussi dans s.
La fonction o(s) est I’application de o sur s, pour toutes va-
riables v € vars(ef£(0)), o(s)[v] = ef£(0)[v], les autres
variables restant inchangées. De facon équivalente, I’objec-
tif est de trouver une séquence d’actions ™ = (01, ...,05)
applicable a I’état s et aux états intermédiaires vers un état
Si-

La recherche d’une séquence a travers 1’espace d’état est
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complexe, d’autant plus lors d’une recherche optimale. Elle
est donc nécessairement guidée par une fonction heuris-
tique. L’algorithme de recherche guidée A* [|-] priorise
I’expansion d’états selon 1’évaluation d’une fonction heu-
ristique. On définit » € R} U{oo} une fonction heuristique
sur un état s et estimant le coflit de transition de cet état vers
s.. La valeur oo est retournée si I’objectif n’est pas attei-
gnable depuis s. Une heuristique h admissible, i.e., qui ne
surestime pas le coiit optimal de s vers s.., permet de guider
la recherche tout en préservant son optimalité. On dénote
f* la fonction optimale donnant le cotlit minimal de s vers
S«, alors h est admissible si Vs € S, h(s) < f*(s, cost).

2.2 Heuristiques d’abstraction

En planification, les heuristiques d’abstractions imposent
une équivalence entre des états d’un systeme de transition
en les réduisant a un état abstrait. Cette méthode permet de
construire un nouveau systeéme de transition dont la taille
de I’espace de recherche est réduite et d’en obtenir une va-
leur heuristique grace a un algorithme de recherche, comme
Dijkstra [V], ou par un solveur grace a une modélisation en
programme de flots. Helmert et al. [ | 6] donnent une défini-
tion générale de la représentation d’une abstraction pour un
systeme de transition.

Une abstraction d’un systeme O est une surjection € qui
applique S vers un ensemble d’état abstraits S€. On dé-
note ensuite le systtme de transition abstrait ©. un tuple
(S€,L,T¢,s§,S¢) avec T = {(e(s),l,e(s))|(s,1,8) €
T}, s§ = €(so) et S = {e(s«)|s« € Si}. Le calcul d’une
heuristique d’abstraction h. se fait en deux étapes : 1’état
courant est d’abord projeté dans I’espace de I’abstraction
gréace a la fonction € et on résout le systeéme abstrait en com-
mencant par 1’état projeté afin de retourner le coiit du plan
7. comme valeur de I’heuristique.

2.3 Partitionnement de coiits

Utiliser plusieurs abstractions différentes d’une tache est
souhaitable pour obtenir une meilleure heuristique par I’ad-
dition des résultats des abstractions. Seulement, ces heu-
ristiques sont rarement additives [29]. C’est a dire que la
somme de leur valeur peut ne pas étre admissible, a cause de
la possibilité d’une utilisation redondante d’actions entres
plusieurs abstractions. Des contributions proposent de dis-
tribuer les cofits de chaque action entre I’ensemble des abs-
tractions pour dépasser cette limite lors de la recherche d’un
plan optimal [!Z]. On note la part des cofits distribués a
une abstraction e par un vecteur cost.. Pour que la distri-
bution assure 1’additivité d’un ensemble d’abstractions F/,
la contrainte suivante doit étre satisfaite : ) 5, costc o <
cost(0),Yo € O. Les heuristiques de partitionnement de
colts font partie de la famille des heuristiques de comptage
d’opérations [~ | ] dont chaque abstraction peut se représen-
ter par un programme linéaire avec des variables count. ,
le nombre d’utilisations de I’action o dans € et des variables
auxiliaires y.. On dénote A, et B, des matrices de poids sur
le nombre d’utilisation des actions et b, un vecteur contrai-
gnant un nombre d’utilisation minimum sur les ensembles
d’actions. La forme générale de ces programmes est la sui-
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vante :

min costjcoumﬁ6
Ac.count. + Beye > be
counte,ye > 0

ey

s.t

Pour qu’une heuristique de comptage soit admissible, il faut
que chaque contrainte ait une solution pour chaque plan 7,
ol count. , est équivalent au nombre de o dans le plan.

2.4 Décomposition lagrangienne

Pommerening et al. [7”] montrent un parallele entre le par-
titionnement de codts et la décomposition lagrangienne en
s’appuyant sur la formalisation en programme linéaire de
ces heuristiques. La décomposition lagrangienne exploite
la structure des problemes d’optimisation par 1’utilisation
des variables liantes entre des groupes de contraintes. Elle
introduit tout d’abord des contraintes d’équivalence entre
les variables liantes et de nouvelles variables indépendantes
qui les remplaceront dans les contraintes du probleme ori-
ginal. Par exemple pour un programme générique avec des
variables x et une série de contraintes A;xz + B;y; > b;,
avec 1 < ¢ < k. On peut créer de nouvelles variables z;, de
nouvelles contraintes © = x; puis remplacer les contraintes
sous la forme A;x; + B;y; > b;. La relaxation lagran-
gienne est alors appliquée aux contraintes d’équivalences
en les déplacant dans la fonction objectif avec un vecteur
A€ R’go appelé multiplicateurs lagrangiens. Par exemple,
une contrainte générique Ax > b relaxée par cette mé-
thode est ajoutée a la fonction sous la forme A\(b — Azx).
Le choix des multiplicateurs A est important puisque ces
derniers agissent directement sur la qualité de la borne.
Dans la littérature, les multiplicateurs peuvent €tre optimi-
sés grace a leur dual et par plusieurs méthodes, tels que 1’al-
gorithme du sous-gradient qui sera abordé plus loin dans ce
papier. L’ objectif est d’ensuite pouvoir décomposer le pro-
bleme initial en séparant les contraintes originales dans ¢y,
en sous-problemes que 1’on peut ensuite formaliser comme
suit :

éi(\;) =min Az,
Ajzi + By > b;
i, Y >0

(@)

s.t

Un sous probleme supplémentaire ¢ est formalisé pour dé-
finir la contrainte Zle Ai < csur les multiplicateurs :

k
¢o(N) =min (c—»_ N)"x A3)
1

1=
st >0

Les k sous-problémes montrent une similitude avec les heu-
ristiques d’abstractions partitionnées et leurs représenta-
tions mathématiques. Les multiplicateurs lagrangiens sont
en fait un équivalent au cofit partitionné dans chaque abs-
traction et les variables x sont similaires aux variables
count. La contrainte d’admissibilité sur le partitionnement
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du coft est assurée par le sous probleme supplémentaire.
On peut donc employer les mémes méthodes d’optimisa-
tion des multiplicateurs lagrangiens aux codts partitionnés
pour resserrer 1’heuristique vers le colit optimal de la tche
de planification. Pommerening et al. [7”] itere sur des mé-
thodes de sous-gradient [ (] pour améliorer un partitionne-
ment initial. Chaque abstraction est résolue lors d’une ité-
ration t et retourne un plan wgt) afin de compter le nombre
d’occurrences des actions. Le partitionnement des cofits
pour I’itération suivante est calculée par sous-gradient, i.e.,
costgﬂ) = costg) + n(t)occurences(ﬂ'ét)), avec 7) une
fonction de pas et occurences une fonction retournant le
vecteur d’occurrences des actions dans un plan. Une pro-
jection du partitionnement dans un espace admissible est
requise en fin d’itération pour satisfaire la contrainte d’ad-
ditivité. Enfin, la valeur heuristique est retournée par 1’ad-
dition du cot des plans de chaque abstraction a la derniere
itération.

3 Implémentation actuelle

Dans cette section nous décrivons les changements apportés
au planificateur Fast Downward [ | 5] pour I’implémentation
des mécanismes de partitionnement et de décomposition la-
grangienne. L’implémentation résultante est ensuite com-
parée avec celle initialement proposée par Pommerening et
al. [2”] disponible en ligne '.

3.1 Améliorations apportées

Notre premiere amélioration a consisté a transposer les al-
gorithmes de décomposition lagrangienne vers une version
plus récente de Fast Downward (24.06) car plusieurs chan-
gements majeurs ont été opérés depuis la version utilisée
par Pommerening et al. [2”]. Nous avons aussi simplifié le
code et amélioré sa consommation mémoire en ne retrans-
crivant que la partie nécessaire a nos travaux. Par exemple,
nous avons fait le choix de ne pas transposer les structures et
méthodes qui résolvent les abstractions avec un programme
linéaire et de réduire la taille des systemes de transitions
abstraits. Cette démarche nous permet d’économiser de la
mémoire vive lorsque nous générons de nombreuses abs-
tractions de nos taches. L’amélioration n’a pas d’impact sur
la structure des algorithmes de recherche, par conséquent,
le nombre de nceuds étendus et le nombre de nceuds évalués
sont identiques lorsque les parametres du planificateur sont
les mémes.

Notre deuxieme amélioration a été de changer la fonction
de pas dans le calcul du sous-gradient. Pommerening et
al. [27] implémentent un pas tel que 7(t) = }. Cette mé-
thode possede plusieurs désavantages, notamment, elle ne
prend pas compte de la possibilité que les colits entre les
actions soient hétérogenes. Un effet de zigzag peut égale-
ment apparaitre sur le gradient, car la méthode le pousse
dans une mauvaise direction, e.g., la direction inverse de
I’itération précédente. Un effet de "sur place" peut aussi étre
constaté pendant 1’étape de projection. La littérature sur les
méthodes de sous-gradients répertorie des approches qui ré-

1. https://zenodo.org/records/550(



duisent ces phénomenes [!(]. Nous avons implémenté un
nouveau pas inspiré du pas de Polyak [!©]. On remplace
alors 7(t) par B (ubl — B{)/|dD||2. O € [0,2] est
un parametre arbitraire, ubg> est une estimation de la borne
haute de notre heuristique sur I’abstraction e, hgt) est la va-
leur de notre heuristique d’abstraction € et d*) le vecteur
de la regle de déviation. Nous avons fait le choix de di-
minuer 5} de moitié lorsque la somme des abstractions
n’augmente pas pendant 10 itérations de sous-gradients. La
borne ubgt) est calculée sur le plan wgt) avec le colit original
des actions utilisées. Ainsi, 1’aspect hétérogene des actions
et de leur répartition a travers les abstractions est pris en
compte dans la méthode de sous-gradients. La valeur d(*)
est calculée par d) = aoccurences(ni”)+(1—a)d®=1).
a € [0,1] est un paramétre arbitraire et d° = 0. Le but de
d® est de "dévier" le gradient avec le calcul de déviation
précédent pour diminuer I’effet de zigzag.

3.2 Résultats comparatifs

Nous avons effectué plusieurs expérimentations compara-
tives entre notre version de la décomposition lagrangienne
dans Fast Downward et celle de Pommerening et al. [2”].
Nous utilisons les instances de tiches de la piste optimale
de I'International Planning Competition (IPC) de 1998 a
2018 et nous limitons le temps de recherche a 1800s et
la mémoire a 2GB pour chaque instance. La limite de
temps correspond au standard d’IPC et la limite de mé-
moire rejoint celle de Pommerening et al. pour leurs expéri-
mentations. Nous avons paramétré les deux approches afin
qu’elles utilisent toutes deux des abstractions de 2 variables
au plus et nous nous limitons aux patrons intéressants pour
du partitionnement non négatif [7(/]. Le partitionnement
initial est le partitionnement saturé [~-] qui €tait celui avec
les meilleures performances initiales dans le papier initial.
Le processus de partitionnement est appelé uniquement sur
le premier état évalué, les itérations de sous-gradients sont
exécutées a chaque état et sont limitées a 200. Les para-
metres de notre pas sont a = 0.5 et 5; = 0.001.

Premiérement, nous avons constaté que les longueurs des
plans conjoints aux deux approches ne sont pas différentes,
ce qui veut dire que notre approche reste optimale. Une pre-
miere différence est que notre approche résout 453 taches
sur les 1827 instances sélectionnées contre 427 pour la
méthode initiale. La valeur évaluée par notre heuristique
sur 1’état initial est plus élevée dans 522 tiches. Cet écart
montre que notre changement de pas rend notre heuristique
plus informative, puisque les deux méthodes utilisent un
partitionnement ainsi qu’un nombre d’itérations similaire.
Ce changement s’explique par la prise en compte des colits
hétérogenes qui permet des pas plus grands et par mitiga-
tion des effets de stagnation lors des itérations. Nous pou-
vons également constater une baisse de 1’empreinte mé-
moire de notre implémentation, ce qui pourrait s’avérer
utile pour des instances ou des configurations générant des
abstractions en plus grand nombre. La figure | présente une
comparaison entre les deux méthodes en termes de nombre
de nceuds évalués et de nombre de neeuds étendus. Un point
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FIGURE 1 — Distribution comparative du nombre de nceuds
évalués a et étendus b entre les deux implémentations sur
les instances références.

s’écartant d’un cdté ou de I’autre de la diagonale indique
un nombre supérieur d’évaluations ou d’expansions pour
la méthode sur 1’axe associé. Le nombre de nceuds éva-
Iués est inférieur dans 208 taches contre 26 et le nombre
de nceuds étendus est inférieur dans 218 taches contre 30
pour notre méthode. Nous pouvons donc étendre et évaluer
moins d’états, parfois d’un ordre supérieur a 103, tout en
résolvant plus de taches.

4 Futurs travaux

A terme, notre objectif de recherche est d’obtenir direc-
tement des multiplicateurs lagrangiens donnant une borne
strict et d’ainsi éviter les étapes de sous-gradients qui sont
prohibitives en temps de calcul. A cette fin, notre prochaine
étape est de quantifier le potentiel du gain de temps que peut
apporter un modele d’apprentissage des multiplicateurs la-
grangiens. Pour cela, nous allons mettre en place une heu-
ristique oracle en encodant les évaluations d’état de la dé-
composition lagrangienne sur nos instances de référence.
Une comparaison de cette méthode avec notre implémenta-
tion nous permettra d’obtenir la quantité de temps gagné par
I’économie des itérations du mécanisme du sous-gradient et
du partitionnement des cofits afin de valider notre hypothese
de recherche.

Ensuite, il conviendra de définir notre modele d’apprentis-
sage. Celui-ci pourra s’inspirer des dernicres contributions
sur des représentations en graphes dans le domaine de la
planification automatique [/, 0] ainsi que des mécanismes
d’apprentissage des multiplicateurs lagrangiens dans le do-
maine de la programmation par contraintes []. Il nous fau-
dra également étendre les expérimentations a la comparai-
son avec d’autres planificateurs de 1’état-de-1’art. Un point
intéressant sera d’analyser les performances par rapport
au planificateur Scorpion [25] sur un jeu d’instances com-
munes. Il s’agit d’un planificateur employant également le
partitionnement de colits comme heuristique principale et
démontrant d’excellents résultats sur la derniere compéti-
tion IPC [”7]. Nous voulons enfin pouvoir étendre notre re-
cherche a d’autres problemes combinatoires en dehors de la
planification.
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Résumé

Dans cet article nous proposons un formalisme pour dé-
crire des relations d’alignement entre des objets afin de
définir un espace de positionnement au sein duquel nous
cherchons la présence de motifs particuliers. La modéli-
sation proposée s’appuie sur plusieurs graphes décrivant
des aspects complémentaires de cet espace de positionne-
ment. Afin de rechercher des motifs dans ces graphes, et
donc d’identifier des structures particulieres formées par
les objets, nous proposons d’utiliser une approche de réso-
lution par contraintes, s’appuyant sur un algorithme de fil-
trage existant et permettant de traiter le probleme d’isomor-
phisme de sous-graphes. Des expérimentations nous per-
mettent d’évaluer les avantages/inconvénients des repré-
sentations proposées. Une application potentielle qui a mo-
tivé ce travail est la recherche de structures de tableaux au
sein de documents professionnels.

Mots-clés

Isomorphisme de sous-graphes - Modélisation - Algo-
rithmes de filtrage

Abstract

In this paper, we propose a formalism for describing ali-
gnment relationships between objects in order to define a
positioning space within which we search for specific pat-
terns. The proposed modelling is based on several graphs
that describe complementary aspects of this positioning
space.To search for patterns in these graphs, and thus iden-
tify specific structures formed by the objects, we propose
using a constraint-based solving approach. This approach
builds on an existing filtering algorithm and enables us to
address the subgraph isomorphism problem. We evaluate
the advantages/disadvantages of the proposed representa-
tions by means of some experiments. A potential application
that motivated this work is the search for table structures in
professional documents.

Keywords
Subgraph isomorphism - Modelling - Filtering Algorithms

1 Introduction

La modélisation et 1’analyse de relations spatiales entre ob-
jets [25] est une préoccupation cruciale notamment pour

JFPCQPFTA 2025

134

la compréhension d’images et pour les systemes d’infor-
mation géographique [“]. Sur le plan plus formel, nous
pouvons mentionner le systtme RCC-8 (Region Connec-
tion Calculus) qui permet un raisonnement qualitatif a
partir d’'un modele de représentation spatiale et d’un en-
semble d’axiomes [], en s’appuyant notamment sur les in-
tervalles de Allen [!]. Le raisonnement dans RCC-8 étant
NP-complet en général [ ], des approches efficaces ont
été proposées dans la communauté de la programmation par
contraintes pour aborder ces systemes [ 0, ¢]. En outre, il
est intéressant de se rappeler que des travaux fondateurs en
programmation par contraintes ont justement été motivés
par ’analyse de scénes et d’images [ 5, | *].

Dans ce travail, nous souhaitons restreindre les relations
spatiales a des relations d’alignement et nous focalisons
notre problématique sur une recherche de motifs. La moti-
vation principale de cette approche trouve son origine dans
des travaux précédents que nous avons menés pour ex-
traire automatiquement des informations a partir de docu-
ments structurés, et plus particulierement de factures [2”].
Au sein des diverses techniques utilisées, qui incluent de
plus en plus d’approches basées sur les réseaux de neu-
rones [0], des approches basées sur des modélisations
utilisant des graphes ont été proposées [/, 19, 3]. La fi-
gure | illustre comment un document peut étre modélisé
par un graphe une fois son contenu analysé via des ou-
tils classiques (OCR, tokenisation...) qui permettent notam-
ment d’obtenir les positions des différents éléments du do-
cument. Toutefois, nombre de ces approches, issues de 1’ap-
prentissage profond, nécessitent un entrainement coliteux et
des jeux de données extrémement importants. Cela nous a
conduits a proposer une approche a base de programma-
tion par contraintes qui nous a permis de traiter des jeux de
données réels de maniere efficace, dans un contexte réel de
gestion électronique de documents [~ |]. Dans ce contexte,
via une modélisation adéquate, la recherche d’un tableau au
sein d’un document peut étre ramenée a la recherche d’un
sous-graphe (le tableau) dans un graphe (le document).

Le probleme d’isomorphisme de sous-graphes (SIP) est
connu pour étre NP-complet dans le cas général [0]. Des
algorithmes dédiés a la résolution des problemes d’iso-
morphisme de sous-graphes ont ainsi été proposés depuis
de nombreuses années [’<, 5]. Actuellement des algo-
rithmes exacts performants, basés sur des approches par fil-



FIGURE 1 — Exemple de transformation d’une facture en un
graphe apres I’analyse de I’image initiale de la facture en
entrée (par exemple un document numérisé). Les arétes en
rouge traduisent les relations d’alignement entre les entités
élémentaires extraites. Notons que cette facture contient un
tableau (illustration extraite de [ ])

trage sont ainsi disponibles [0, 10, 14]. Ces dernieres ap-
proches s’appuient sur les principes de la programmation
par contraintes, notamment en tirant partie d’algorithmes
de filtrage spécifiquement dédiés au SIP [77/, 23], pouvant
étre vu alors comme une contrainte globale. En effet, les
problémes d’isomorphisme de sous-graphes peuvent aussi
étre formulés comme des CSP de maniere assez directe,
notamment en lien avec des contraintes globales de type
Alldiff{ 1 7].

Dans ce contexte, les objectifs de ce travail exploratoire
sont, d’une part de proposer un cadre général pour la modé-
lisation d’espaces de positionnement sous forme de graphes
représentant plusieurs points de vue complémentaires (ali-
gnement de tokens basiques, organisation en lignes et co-
lonnes...) et, d’autre part, d’étudier comment cette modéli-
sation peut faciliter la recherche de motifs au sein de ces
espaces de positionnement. En nous concentrant sur le pro-
bleme sous-jacent d’isomorphisme de sous graphes, nous
nous appuyons sur un algorithme simple de filtrage [ 7],
utilisant les spécificités de notre modélisation. Notre but
n’est pas ici de proposer un nouvel algorithme de filtrage
mais plutdt d’analyser comment se comportent différents
modeles possibles, intégrant une contrainte globale dédié,
sur quelques cas d’études.

Larticle est organisé comme suit : apres une introduction
qui motive 1’étude des relations d’alignement entre objets et
présente les objectifs et le contexte de ce travail, la section
2 définit un cadre formel pour décrire des espaces de posi-
tions et propose plusieurs représentations de ces espaces via
des graphes, en précisant également la notion de motif dans
chacun des cas et leurs liens avec le probleme d’isomor-
phisme de sous-graphes. La section 3 propose une modéli-
sation de la recherche de motifs sous la forme de problemes
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de satisfaction de contraintes et précise les mécanismes de
filtrage pouvant étre utilisés dans ce contexte. Enfin une
section est consacrée a la présentation d’expérimentations
visant a illustrer les différents modeles et concepts intro-
duits.

2 Graphes de positions

2.1 Espaces et représentations

Afin de proposer un cadre général, nous nous basons sur
des relations d’ordre partiel qui permettent de définir le po-
sitionnement relatif d’objets/items/tokens.

Définition 1 (Relation d’alignement). Etant donné un en-
semble de tokens T, une relation d’alignement <C T X T
est une relation d’ordre partiel telle que Vt, ' 1" € T, (t <
UAt<t)y= (@t <t"Vvit'<t)

La condition introduite dans cette définition permet d’inter-
dire la présence d’alignements incohérents de notre point
de vue, c’est a dire correspondant a une division incon-
grue d’une méme ligne. Nous considérons ici une relation
d’ordre partiel stricte. On se donne a présent deux relations
d’alignement définies sur 7 x T : <y, (alignement horizon-
tal) et <,, (alignement vertical). Le triplet (7, <p, <, ) sera
considéré comme un espace de positionnement qui définit
ainsi I’organisation des tokens relativement a leurs aligne-
ments respectifs. Nous considérerons que tout élément de 7~
doit avoir un positionnement relatif par rapport a au moins
un autre élément (soit vertical soit horizontal). Si on sou-
haite relacher cette contrainte, il suffira de considérer des
relations réflexives, ce qui ne change pas fondamentalement
la suite.

Notons qu’un espace de positionnement peut ne pas €tre
cohérent relativement aux relations <y, et <, lorsqu’on les
interpréte en termes d’alignements verticaux et horizontaux
des tokens. La cohérence d’un espace de positionnement
peut &tre définie par le fait qu’il n’existe pas quatre tokens
ty,ta,t3,ty € T tels que t1 <p, to Aty <p tga N1 <y
ta Nty <y tgouty <, tag ANty <, ta ANty <p t3 Nty <p
to. Dans la suite, nous ne manipulerons que des espaces de
positionnement cohérents.

Notons ici que les graphes grilles (grid or lattice graphs)
pourraient partager certaines similarités avec notre ap-
proche mais ces graphes sont en général réguliers et consi-
derent comme sommets des points de coordonnées entieres
et comme arétes les paires de sommets partageant une co-
ordonnée. Ainsi, nous cherchons ici une représentation plus
spécifique et plus déclarative basée sur les alignements.
Afin d’illustrer les différentes représentations que nous al-
lons proposer, nous considérons 1’exemple suivant.

Exemple 1. Soir T ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}. Nous
définissons notre espace de positionnement en posant :
1 <p 2,2 <p 3,3 <p 4,5 <y 6,6<y, 7,8<p,99<,
10,1 <4 5,5 <4y 8,2 <4, 6,6 <y 9,9 <, 11,3 <, 7,7 <y
10. Dans cet exemple, nous pouvons observer que I’ élément
4 n’est aligné avec aucun autre élément selon <,,, ce qui
mettra en avant une colonne avec un seul élément. Il en va
de méme pour I’élément 11 relativement a <j,.
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Définition 2 (Graphe de positions). Etant donné un espace
de positionnement 11 = (T, <p, <), on définit le graphe
de positions induit G Pr; comme un graphe étiqueté orienté
(T, A E)ou ACT xTetE: T xT — {h,v} tels que :
— Vi, eT,t<pt' & (t,t')e ANE((t, ) =h
— VLt €T, t <, t' & (tt') e ANE((t, 1)) =v

Pour I’exemple |, nous obtenons le graphe de la figure 2.
Sur la figure 2, nous ne reportons pas les étiquettes des arcs
car les arcs étiquetés 'h’ seront horizontaux et naturellement
les arcs étiquetés 'v’ verticaux.

FIGURE 2 — Graphe de positions G P

Notons que les relations d’ordre partiel <, et <, sont tran-
sitives mais, a I’instar de ce qui est fait pour les diagrammes
de Hasse, nous pouvons simplifier notre représentation en
ne représentant pas la transitivité dans le graphe de posi-
tions.

Définition 3 (Graphe de positions réduit). Etant donné un
graphe de positions GPry = (T, A, £) construit sur un es-
pace de positionnement Il = (T, <, <,), le graphe de po-
sitions réduit G Pt = (T, Ave4, Ered) est obtenu a partir
de G Py avec

At = A\({(t,t") € A]3t" € T(t, 1) € AN(H',1") € A}
Ered st naturellement la restriction de € a A%

Nous avons considéré des relations d’ordre strict, si toute-
fois on prenait en compte un ordre réflexif, il conviendrait
de retirer également I’ensemble {(¢,t) € A}). Toujours
avec I’exemple 1, le graphe réduit est représenté sur la fi-
gure 3.

JFPCQPFIA 2025

136

recherche de motifs

8 9 10
_ ) _ o

FIGURE 3 — Graphe de positions réduit G P"¢?

En utilisant les relations d’alignements <j, (resp. <), nous
définissons de maniere naturelle la notion de ligne (resp.
colonne).

Définition 4 (Lignes et colonnes). Etant donné un espace
de positionnement 11 = (T,<p,<,), une ligne L C T
(resp. une colonne C C T) est un sous-ensemble totale-
ment ordonné (L,<y) (resp. (C,<,)). Ln C 27 (resp.
Cp C 27) est I’ensemble des lignes (resp. des colonnes)
associé a Il

Remarquons que (L1, C) et (Crr, €) sont deux ensembles
partiellement ordonnés selon la relation d’inclusion. Une
ligne (resp. colonne) compléte sera un élément maximal de
(L1, C) (resp. (Cr1, €)). Notons que 1’ensemble des lignes
(resp. colonnes) completes L£77"P (resp. C7) forment
une partition de Ly (resp. Cry).

Définition 5 (Graphe des lignes/colonnes). Etant donné un
espace de positionnement 11 = (T,<p,<,), GLCy
(L11UCr, I) est le graphe non-orienté ' des lignes/colonnes
associées a 11, tel que T C Ly x Cn vérifie ¥(l,c) €
Z,lNc # 0. GLCy est un graphe biparti.

Notons qu’il existe une aréte du graphe non orienté G LC'y,
notée (I, ¢) qui correspond en fait & chaque token ¢t € T tel
que t € cAt € . Le graphe de lignes/colonnes obtenu pour
I’exemple | correspond a la figure 4. Nous pouvons remar-
quer que ce graphe possede considérablement plus d’arétes

1. Comme nous allons manipuler des graphes orientés et non orien-
tés, afin de pas alourdir le vocabulaire et les notations, nous noterons ici
(I,¢) € T le fait que I'aréte ([, c) est dans Z, de la méme maniére que
pour les arcs. Le contexte, en général clair, permettra de distinguer cette
nuance habituelle.



que le graphe de postions. Toutefois, ayant une structure
bipartie, cela ne permet pas forcément de présumer de la
difficulté de trouver un motif en son sein.

FIGURE 4 — Graphe GLC - Une ligne {5, 6} est notée 156,
une colonne {3, 7} c37

Etant donné un graphe de lignes/colonnes GLCr = (L1 U
Cm,Z), le graphe réduit de lignes/colonnes G LCLe?
(L™ U C™P,I°°™P) est obtenu en restreignant Ly
(resp. Crr) aux lignes (resp. colonnes) complétes et en dé-
duisant naturellement Z¢°™P.

Remarque : Comme les lignes et colonnes sont des sous-
ensembles de 7T, elles pourraient étre également vues
comme des hyperarétes d’un hypergraphe sur 7. Nous ne
développons pas cette autre modélisation ici.

Nous allons a présent établir des équivalences entre nos dif-
férentes représentations d’un méme espace de positionne-
ment.

Propriété 1 (Equivalence entre GPr et GLCy ). Etant
donné un espace de positionnement Il = (T, <p,<,) et
GPq = (T, AE), GLCyy = (L1 U Cn, Z) ses représen-
tations associées. Les propositions suivantes sont équiva-
lentes, pour tout couple (t,t') € T X T :

1.t <pt' (resp.t <, t')
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2. (t,t') e AetE((t, 1)) = h (resp. E((t, 1)) =v)
3. 3dl € Ly, t €At €l(resp.3c € Cp,t € cAt' € ¢)

Nous noterons la relation d’équivalence induite entre les
représentations par ~i, i.e., GPy ~ GLCp

Démonstration. L’équivalence entre 1. et 2. est assurée par
la définition 2. Pour montrer I’équivalence entre 1. et 3., il
faut utiliser la définition 4 des lignes et des colonnes. Nous
avons en effet t <; t' (resp. t <, t’) qui implique qu’il
existe une ligne (resp. colonne) [ (resp. ¢) qui contient ¢ et ¢'.
La réciproque est également évidente au vu de la définition
des lignes et colonnes. (]

2.2 Isomorphisme de sous-graphes de posi-
tions

Afin d’alléger les notations, I’espace de positionnement
IT = (T, <p, <y) sera supposé connu dans la suite et nous
omettons donc les indices II.

Définition 6 (Motif de positions). Etant donné un ensemble
T, un motif de positions est un graphe dirigé étiqueté
MP = (T,AE), telque ACT xT et E: A— {h,v}.

Définition 7 (Isomorphisme de sous-graphes de positions).
Soit un graphe de positions GP = (T, A, E) et un motif
de positions MP = (T,A,E). MP est isomorphe & un
sous-graphe de G P si et seulement si il existe une injection
f T — T vérifiant :

— () e A= (f(t),f(t') € A

— (t,t") e A= E((t,1') = E((f(1), f('))
Chagque injection f définit donc un sous-graphe f
(f(T), Af(T),gf(T)) de GP, ou Apry = {
Alt,t" € f(T)} et Egr) est la restriction de £ a
notera alors GP >y MP.

)

(MP) =
(t,t") €
f(t). On

Sur D’exemple 1, nous pouvons rechercher, dans le
graphe GP™*?, le motif M = (T = {a,b,c,d}, A
{(aa b)>(ca d)v(aa C)v(ba d)}7E) avec E((aa b))
E((¢,d)) = h et E((a,c)) = E((b,d)) = v. Nous
aurons alors une solution illustrée par la figure 5.

Comme nos représentations sont équivalentes, nous allons
étendre cette équivalence a la recherche de motifs. Nous

définissons donc la notion de motif de lignes/colonnes.

de

2.3 Isomorphisme

lignes/colonnes
Définition 8 (Motif de lignes/colonnes). Un motif de
lignes/colonnes est un graphe non orienté MLC = (T'L U
TC,I) défini sur deux ensembles TL,TC tels que TL N
TC =0ettelque ] CTL xTC.

sous-graphes

Définition 9  (Isomorphisme de  sous-graphes
lignes/colonnes). Soit un graphe de lignes/colonnes
GLC = (L UC,I) et un motif de lignes/colonnes
MLC = (TLUTC,I). MLC est isomorphe a un sous-
graphe de GLC' si et seulement si il existe une injection
f:TLUTC — LUC vérifiant :

— VIeTL,f(l)e L,VeeTC, f(c) eC

— V(o) e L (f(D), f(e) €T
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FIGURE 5 — Motif M sur GP"¢¢ (en orange)

Chaque injection f définit donc un sous-graphe
FIMLC) = (f(L) U f(C),Ziswyus(c)) de GLC on

Lisyuscy = 1(f(1), f(c)) € ZI}. On notera alors
GLCvy MLC.

Propriété 2 (Equivalence de la recherche de motifs). Soit
un graphe de positions GP = (T, A,E), et un graphe de
lignes/colonnes GLC' = (LUC,T), tels que GP ~ GLC.
Soit un motif de positions MP = (T, A, E) et un motif de
lignes/colonnes MLC = (TLUTC,I), tels que TL C 27
et TC C 27 . Il existe une injection fP telle que GP >rp
M P si et seulement si il existe une injection fLC telle que
GLCvyrc MLC qui vérifient :

1. Vml € TLNt € T,(t € ml) & fP(t) €
fLC(ml)

2. Vme € TC,Vt € T,(t € me) & fP(t) €
fLC(mc)

3. Vml € TL,YNmc € TC,Nt € TymlNmec =t &
fLC(ml) N fLC(mc) = fP(t)

Démonstration. Supposons qu’il existe une injection fP :
T — T telle que GP byp MP. Soient TL C 27 et
TC C 27 etune fonction FLC : TLUTC — LUC qui vé-
rifie les trois conditions 1. 2. et 3. Soient lc, I’ € TLUTC
telles que lc # Ic¢’. Comme fP est injective et avec les
conditions 1. et 2., on a forcément fLC(lc) # fLC(Ic), et
donc fLC injective. Par ailleurs, nous savons que le motif
MP = (T, A, E) est isomorphe a un sous-graphe de GP
noté¢ fP(MP) (voir définition 7). Comme GP ~ GLC,
en utilisant la propriété 1, et les conditions 1.,2. et 3. liant
fP et fLC, nous pouvons en déduire qu’il existe un sous-
graphe de GLC construit comme ({I € L[|3fP(t) €
T,fP(t) e l}U{ceC|3fP(t) e T, fP(t) € c},{(,c) €
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L xC|3fP(t) € T, fp(T) € LN c} qui est isomorphe au
motif de lignes/colonnes (T'L U T'C, I) de telle sorte que
GLCvyrc MLC. Laréciproque peut étre obtenue en sui-
vant le méme raisonnement du fait des conditions imposées
dans la propriété 2. O

Le corollaire suivant découle de la propriété 2 et de la défi-
nition des équivalences entre modélisations de la définition
7.

Corollaire 1. Soit un graphe de positions G P et un graphe
de lignes/colonnes GLC tels que GP ~ GLC, un motif
de positions M P et un motif de lignes/colonnes M LC. S’il
existe des injections fP et fLC telles que GP>yp MP A
GLC >yrc MLC et qu’elles vérifient les conditions de la
propriété 2, on a alors fP(MP) ~ fLC(MLC)

Ce corollaire nous permet d’établir qu’il est équivalent de
rechercher un motif sur le graphe de position GP ou sur
son graphe de lignes et colonnes associé, GLC.

La propriété 2 et son corollaire assurent une cohérence entre
les motifs. Toutefois, il convient de remarquer que, d’un
point de vue opérationnel, étant donné un motif de posi-
tion M P, il faut construire un motif de lignes/colonnes cor-
respondant M LC'. Etant donné GP ~ GLC, nous aurons
alors un ensemble de solutions S, = {f P|GPv;p M P}
et un ensemble de solutions S{4C, = {fLC|GLC >¢p
MP}tels que VFP € S§,3fLC € SGES, fP(MP) ~
FLC(MLC) et réciproquement. Toutefois, les ensembles
de solutions ne sont pas directement équivalents. Revenons
a notre exemple .

Le motif illustré par la figure 5 et défini sur T
{a,b,c,d} va nous amener a rechercher un motif M LC
défini sur TL = {{a,b},{c,d} et TC = {{a,c},{b,d}
avee I = {({a.b}, {a,c}), ({a, b}, {b,d}), ({e. d} {a, c}),
({c,d}, {b,d})}. Si on considere la solution fP = {a —
1,b = 2,¢ — 5,d — 6} présentée sur la figure 5, il
existe donc plusieurs solutions pour ce motif dans le graphe
GLC. Celle qui nous intéresse est fLC {{a,b} —
{1,2},{c,d} — {5,6},{a,c} — {1,5},{b,d} —
{2,6}}, mais fLC' {{a,b} — {5,6},{c,d} —
{1,2},{a,c} — {2,6},{b,d} — {1,5}} est également
une solution au probleme de recherche de motif. Toute-
fois cette solution fLC’ ne vérifie pas les conditions de
la propriété 2 et nous n’avons donc pas fP(MP) ~
fLC'(MLC). Nous avons en effet perdu dans GLC la re-
présentation directe de 1’information sur les ordres entre to-
kens (postionnements relatifs verticaux et horizontaux) en
passant d’un graphe orienté a un graphe non orienté.

Nous pouvons toutefois ajouter des contraintes lors de la
recherche de motifs dans le graphe de lignes colonnes afin
d’extraire de I’ensemble des solutions obtenues celles qui
coincident avec le motif de position initial. Pour des rai-
sons de place, nous ne détaillons pas la formalisation de ce
rafinement des solutions mais nous allons décrire de ma-
niere opérationnelle comment dans notre recherche de mo-
tifs nous prendrons en compte ces contraintes.



3 Recherche de motifs

Dans cette section, nous allons présenter une modélisation
de la recherche de motifs sous la forme de CSPs et dé-
crire également un algorithme de filtrage qui permet de trai-
ter spécifiquement le probléme d’isomorphisme de sous-
graphes.

31

Soient un graphe GP = (7,A,&) et un motif associé
MP = (T, A, E) tels que présentés dans la définition 7.

Nous introduisons, de maniére naturelle en nous ap-
puyant sur cette définition, le probleme de satisfaction
de contraintes (X', D, C) p (variables,domaines,contraintes)
relatif a la recherche de M P dans GP de la maniére sui-
vante. L’ensemble des variables de décision est défini par :

Motifs de positions

X = {ult € T}

Nous associons donc a chaque élément du motif recherché
une variable de décision dont le domaine est défini par :

Vut S X,D(ut) =T

11 convient ensuite de faire le lien entre les arcs de GP et
les arcs du motif.

Vut,ut/ S X, (t7t/) ceA=> (Ut7Ut/) eA

Il reste a poser une contrainte également sur le type des arcs
correspondant a chacune des relations d’alignement.

Vuhutr S X,E((t,t/)) = 8((ut,ut/))

Enfin, comme ce CSP modélise la recherche de la fonction
fP de la définition 7 qui est injective, nous ajoutons une
contrainte globale bien connue [/ 7] sur I’ensemble des va-
riables de décision Alldif f(X).

3.2 Motifs de lignes/colonnes

Nous considérons a présent un graphe de lignes/colonnes
GLC = (LUC,T) et un motif de lignes/colonnes M LC =
(TLUTC,I) associé. De la méme maniére que précédem-
ment, nous définissons un CSP (X, D, C) ¢ relatif a la re-
cherche de M LC dans GLC. De la méme, maniere et pour
modéliser la fonction fLC' de la définition 9, nous posons
donc :

X ={wllce TLUTC}

Yue € X,le € TL = D(w.) =L

Yu € X,lceTC = D(Ulc) =C

Ve, uier € X, (I, 1) € I = (ue,uier) €T
Alldif f(X)

Notons bien que le graphe GLC' étant non orienté la no-
tation (lc,lc’) désigne une paire de valeurs non ordonnée
(comme déja précisé). De plus, le fait que le graphe GLC
soit biparti relativement a la partition £ UC de ses sommets
nous permet de restreindre la définition des domaines de
chaque variable. En lien avec les remarques de la fin de la
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section 2.3, nous introduisons des contraintes supplémen-
taires afin de mieux établir les liens entre motifs de posi-
tions et motifs de lignes/colonnes.

Nous définissons deux relations d’ordre sur les lignes et les
colonnes induites naturellement par les deux relations d’ali-
gnement <, et <, en premier lieu sur les lignes et colonnes
completes :

Vi,Il e L [ <, I &Telnt el t<, t
Ve, € COP e <, e dtecnt ed,t <, !

Cet ordre s’étend alors de maniére canonique aux lignes et
colonnes par :

Vi,l'l € L1 <, ' &3¢l e LomP [ CICAl CUA
1<, '

v
Ve, € Coe <y & 3, € € COMP c C e N C N
CC <h C/c

Nous étendons alors le motif M LC = (TLUTC,I) en
un motif de lignes/colonnes ordonnées M LCY = (T'L U
TC,I,0)avec O C (TLXTL)U(TCxTC),unensemble
de couples décrivant les relations d’ordres devant &tre res-
pectées par les lignes et colonnes entre elles. Nous pouvons
alors ajouter la contrainte d’ordre suivante a notre modele :

Yuge, uer € X, (ZC, ZC/) €0 = (ulc <y Uler VU <p ulc/)

3.3 Algorithme de filtrage

L’un de nos objectifs est de mesurer I’impact d’un algo-
rithme de filtrage spécifique sur la recherche de motifs en
fonction de nos différents modeles. Nous nous appuyons
sur la version simple de 1’algorithme Iterative Labeling Fil-
tering (ILF) [ 7]. Cet algorithme de filtrage repose globale-
ment sur un étiquetage des noeuds des graphes en fonction
de relations avec les autres noeuds. Comme la plupart des
algorithmes de filtrage le processus est itératif jusqu’a 1’ob-
tention d’un point fixe.

Nous allons préciser cet algorithme dans le cadre de la
recherche d’un motif de positions. Par conséquent, on se
donne en entrée un graphe GP = (T, A, £), un motif asso-
cié MP = (T,A,E) et le CSP associé (X, D,C)p afin
de pouvoir poser une contrainte globale d’isomorphisme
de sous-graphes SIP(GP, M P, X) telle que définie dans
(271

Pour étiqueter les sommets du graphe GP = (7, .A,&) on
définit une fonction totale d’étiquetage (qui n’a pas de lien
avec &) a: T UT — L, ou LL est un ensemble de labels.
GP et M P étant des graphes orientés, on définit classique-
ment pour tout sommet ¢ € T U T, deg™t(t) et deg™(¢)
son degré sortant et entrant. A I’aide de ces degrés, nous
construisons alors un ordre partiel> <C L x L défini ainsi
pour! = a(t) etl’ = a(t'):

1 =1 & deg™ (t) < deg™ (t') Adeg™ (t) < deg™(t')

2. D’autres mesures peuvent étre utilisées pour définir cet ordre par-
tiel. Toutefois, apres plusieurs expérimentations basées sur les cycles et
les distances, nous conservons le degré.
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Cet étiquetage permettra ainsi de déterminer les couples
d’associations compatibles entre les sommets du graphe
motif et ceux du graphe de positions cible.

CC = {(t,t') € T x Tla(t) < a(t')}

I1 est ainsi possible de filtrer les domaines des variables de
X al’aide de C'C, en supprimant du domaine D(z;) les va-
leurs t' € T telles que (¢,t') ¢ CC. Dans I’algorithme ILF,
cet étiquetage est ensuite itéré sur les voisins des sommets
de T'U T au moyen d’un ordre multi-ensemble et ce jus-
qu’a obtention d’un point fixe dans une séquence classique
de filtrages successifs des domaines. Nous avons donc re-
pris® ’algorithme ILF [ 7] en y introduisant le fait que pour
G P, le graphe est dirigé et pour G LC, le graphe est biparti,
comme nous le verrons dans les expérimentations de la sec-
tion suivante.

4 Analyse expérimentale

L’objectif de cette section est de comparer les deux mo-
deles complémentaires proposés en étudiant la recherche
d’un motif similaire dans les deux représentations. Nous
souhaitons également mesurer I’impact de I’algorithme de
filtrage ILF décrit plus haut.

4.1 Configuration des expérimentations

N

Nous proposons un générateur d’instances consistant a
créer deux relations d’alignement a partir d’une matrice bi-
naire M de dimension 10 x 10. On définit alors nos tokens
comme étant les valeurs non nulles de cette matrice et nos
deux relations <j et <, en fonction des positions des to-
kens sur les lignes et colonnes de /. Un parametre N cor-
respondra au nombre de tokens présents sur les 100 posi-
tions possibles. Les graphes de positions GP"¢¢ et graphes
lignes/colonnes GG LC' correspondant a 1’espace de position-
nement induit par M seront donc les graphes cibles pour
nos expérimentations, au sein desquels nous chercherons
différents motifs. Les parametres des deux exemples choi-
sis pour notre illustration expérimentale sont précisés dans
la table 1. Nous avons choisi ici de restreindre cette expéri-
mentation illustrative a des graphes de position réduits (i.e.,
sans considérer la transitivité des relations). Cela signifie
que les motifs recherchés ne peuvent coincider qu’avec des
sous-graphes cibles ne faisant pas intervenir cette transiti-
vité. Dans ce cas, nous pourrions utiliser pour GP"¢ un
algorithme simple de recherche de motif en lieu et place de
la PPC. Toutefois, notre objectif n’est pas ici la recherche
de I’efficacité de la résolution mais I’utilisation des diffé-
rents modeles de représentation dans un cadre unifié.

Nous nous limiterons ici a la présentation de deux matrices,
avec des densités de tokens variées. Toutefois, des expé-
riences similaires sur d’autres instances du méme type ré-
velent des caractéristiques identiques.

Nous proposons alors de rechercher les motifs suivants :

3. Pour des raisons d’espace, nous ne détaillons pas completement cet
algorithme ici et nous renvoyons le lecteur vers ’article original pour plus
de précisions.
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Cible (GP/GLC) # sommets # arcs/arétes
GP1 50 80
GLCl1 311 3346
GP2 40 60
GLC2 210 1386

TABLE 1 — Parametres des différents graphes cibles .

carré : motif de taille 2 x 2 ou tous les tokens sont
présents et contenant donc deux lignes et deux co-
lonnes (illustré sur la figure 5).

pan : motif identique au motif carré avec un to-
ken supplémentaire sur la premiere colonne, consti-
tuant ainsi une troisiéme ligne réduite a un seul
token. La figure 6 illustre ce motif pan présenté
comme un motif de positions et comme un motif
lignes/colonnes correspondant.

gap : motif de dimension 3 X 2 comportant un token
manquant situé a I’intersection de la deuxiéme ligne
et de la premiere colonne.

net : un motif de type carré de dimension 3 x 3.
Nous avons sélectionné ces motifs car ils nous permettent
d’exhiber différents cas pour les ensembles de solution cal-
culés, notamment absence de solutions, en fonction des pa-
rametres du graphe cible. Ils sont par ailleurs liés aux pro-
blématique rencontrés lors des travaux sur 1’extraction de
tableaux dans des documents, d’ou leurs formes assez spé-

cifiques.

(b) Equivalent lignes/colonnes

(a) Graphe de positions

FIGURE 6 - Motif de positions pan 6a et motif
lignes/colonnes induit 6b. Les labels des sommets corres-
pondant aux lignes et colonnes utilisent la méme conven-
tion que précédemment (type(l/c)) suivi du nom des som-
mets du motif qui sont dans la ligne/colonne correspon-
dante.

Pour évaluer 1’efficacité du solveur dans la résolution du
probléme, nous utilisons les mesures classiques suivantes
[’1:

— Sollicitations effectives (effs) : le nombre de sollici-
tations d’un propagateur ayant eu un effet tangible
sur la recherche.

— Affectations échouées (fails) : le nombre de fois ol
une affectation a été suivie d’un filtrage conduisant
immédiatement a un conflit.



— Décisions erronées (Wrgs) : cette mesure quantifie
le nombre de choix incorrects effectués par le sol-
veur. Notamment, cette mesure prend la valeur O si
le solveur explore I’espace de recherche sans com-
mettre d’erreur.

Toutes les expérimentations ont été menées en utilisant
PyCSP3 [1”] et le solveur ACE [! ] dans une configura-
tion de base.

4.2 Résultats

Motifs de positions : La table 2 correspond aux résultats
obtenus pour la recherche de motifs sur les graphes de posi-
tions GP1 et GP2 avec nos quatre motifs. La colonne ILF
indique I’utilisation (+) ou non (-) du filtrage ILF lors de la
résolution. La colonne Sol correspond au nombre de solu-
tions trouvées. Remarquons que les solutions trouvées ici
correspondent bien directement aux motifs attendus (ce qui
ne sera pas le cas pour les motifs lignes/colonnes). L’ indi-
cation domaine vide (ILF) correspond a des situations ou
le filtrage initial permet de réduire directement certains do-
maines a vide et donc de montrer 1’absence de solution.

Cible | Motif | ILF | Effs |Fails | Wrgs| Sol
+ [ 3227 12 | 28 | 5

Pal R85 84 | 85 | 5

carr |+ 3606 [ 11 | 33 |8

Pl ~[22541] 81 | 82 |8
net + | domaine vide (ILF) | O

T [26809] 42 | 43 | O

+ [ 6097 | 61 | 62 | 2

8P 126188 69 | 70 | 2

+ | 344 | 1 1[5

Pa S603 12 | 38 | 5
PR AERNAE

G (4020 | 12 | 38 |5
net + | domaine vide (ILF) | 0

T [6329] 32 33 [0

+ 1470 19 | 20 | O

8P 33832 | 33 | 0

TABLE 2 — Tableau des
tions

résultats sur les graphes de posi-

Motifs de lignes/colonnes : La table 3 correspond aux ré-
sultats obtenus pour la recherche de motifs sur les graphes
de lignes/colonnes GLC1 et GLC?2 avec nos quatre mo-
tifs (dans leurs versions de motifs de lignes/colonnes). Les
colonnes ILF et Sol ont naturellement les mémes significa-
tions que précédemment. La colonne Typage correspond a
I’utilisation (+) ou non (-), déja évoquée, du type des som-
mets (ligne ou colonne) pour filtrer les domaines (spécifi-
cité du probleme d’isomorphisme dans le cas d’un graphe
biparti). La colonne Ordre correspond a 1’ajout (+) ou non
(-) de la contrainte d’ordre sur les lignes/colonnes (expli-
quée dans la sous-section 2.3). Nous observons tout naturel-
lement que 1’ajout de Typage et Ordre réduit le nombre de
solutions en éliminant des solutions qui, en réalité, ne cor-
respondent a I’un des motifs de positions calculé. A contra-

141

R.-N. Assaf, F. Lardeux, F. Saubion

rio, en I’absence de Typage et Ordre certaines configura-
tions ne peuvent étre résolues. Dans ce cas, les champs des
différentes colonnes affichent la mention "out of memory",
indiquant que le solveur a dii faire face a un dépassement
de capacité mémoire.

Analyse des résultats : Comme annoncé, ces expérimen-
tations constituent une premiere analyse computationelle de
notre modélisation. Elles nous permettent toutefois d’obser-
ver les phénomenes suivants :

— Impact d’ILF sur la recherche de motif dans
GP : Dans la table 2, nous observons clairement
que I’utilisation du filtrage réduit considérablement
la taille de I’arbre de recherche. II est intéressant
de noter que pour le motif net (pour lequel il n’y a
pas de solution), ILF suffit a générer des domaines
vides. En outre, nous avons observé que la prise en
compte de I’orientation des arcs améliore la capa-
cité de filtrage de 1’algorithme.

Impact d’ILF sur la recherche de motif dans
GLC : Dans le cas des motifs lignes/colonnes, 1’in-
troduction des spécificités du graphe biparti dans le
modele (type des sommets et ordre comme men-
tionné dans la section 3.2) permet de réduire les do-
maines, ce qui rend I’utilisation d’ILF inutile.
Comparaisons des solutions obtenues sur GP
et GLC : Nous pouvons tout d’abord vérifier,
que lorsqu’il n’y a pas de solutions, les deux mo-
deles coincident bien. Les différences notables entre
les nombres de solutions obtenues pour un mo-
tif lignes/colonnes par rapport a un motif de posi-
tions correspondant est d’une part due a la notion
d’ordre qui a déja été illustrée sur notre exemple
dans la section 2.3, mais également car le motif
lignes/colonnes ne prend pas en compte la cardina-
lité des lignes et colonnes recherchées. Plus préci-
sément certaines solutions obtenues correspondent
a des lignes colonnes contenant plus (ou moins) de
tokens que le motif de positions initial. La recherche
d’un motif lignes/colonnes peut &tre vue comme une
étape intermédiaire. Les solutions obtenues doivent
ensuite €tre restreintes via une contrainte assurant
une cohérence entre le nombre de tokens présents
dans les lignes et colonnes du motif de positions
et la cardinalité implicite des lignes et colonnes du
motif lignes/colonnes. L’équivalence existentielle
mise en avant par la propriété 2 ne nous garantit
en effet pas directement, comme c’est le cas pour
I’ordre des lignes et colonnes, une correspondance
stricte des solutions. L.’ ajout d’une contrainte de car-
dinalité nous a permis de valider cette extension et
constitue une piste de développement future pour
I’amélioration du filtrage. Remarquons par ailleurs
que, en utilisant les contraintes de typage et d’ordre
sur les lignes/colonnes, si le nombre de solutions
est important, I’arbre de résolution est toutefois plus
compact que pour la recherche du motif de posi-
tions.
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Graphes de positions : représentations d’alignements et recherche de motifs

E
| &[T
Cible | Motif | = |&' |G|  Effs | Fails | Wrgs | Solutions
- - out of memory
++| -] 2573 42 58 4236
+|+| 1408| 35 46 1972
pan - out of memory
-+ |- out of memory
+|+| 1408| 35 46 1972
- | -]253173] 148 | 168| 2525552
+ |+ |- (128873 | 107| 128 1262776
carré + |+ 746 10 13 2471
- | -253173] 148 | 168| 2525552
—|+|-[128873| 107| 128 1262776
+ |+ 746 10 13 2471
GLCI - - 1300| 154| 155 0
++ - 1 0 0 0
net + |+ 1 0 0 0
- - 1325] 155| 156 0
—[+- 1 0 0 0
+ |+ 1 0 0 0
- - out of memory
++| -] 2155 41 51 5068
+ |+ 11| 13 18 1675
gap - - out of memory
-+ |- out of memory
+ |+ 811] 13] 18] 1675
- - out of memory
+ |+ |- [581834|3205| 3787 | 3377800
+ |+ 451 34 38 186
pan - - out of memory
— |+ | - |585407|3347| 3959 | 3377800
+ |+ 4531 34 38 186
- | -] 67135] 128| 161| 345024
++| -] 33302 62 67| 172512
carré + |+ 361 22 23 395
- | -] 67135] 128| 161| 345024
—|+|-] 33302 62 67| 172512
+ |+ 361 22 23 395
GLC2 - - 875| 100| 101 0
++ - 1 0 0 0
net + |+ 1 0 0 0
- - 9441 108 | 109 0
- +- 1 0 0 0
+ |+ 1 0 0 0
- - out of memory
+ |+ | - [582308|2378| 3029 | 3377800
+ |+ 252 7 7 192
gap - - out of memory
—|+|-1568372|3093 | 3656 | 3377800
+ |+ 252 7 7 192
TABLE 3 - Tableau des résultats sur les graphes
lignes/colonnes
JFPCQPFTA 2025
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5 Perspectives

Ce travail constitue une premiere étape dans la définition
d’un formalisme de description d’espaces de positionne-
ments d’objets via des relations simples d’alignements qui
peut trouver diverses applications potentielles. La défini-
tion de plusieurs modeles nous a permis de présenter dif-
férentes approches possibles pour rechercher des motifs au
sein de ces espaces de positionnement. En mettant en avant
des correspondances entre ces représentations, nous avons
également observé qu’elles ne visaient pas forcément, dans
leurs versions initiales, les mémes ensembles de solutions
(certaines pouvant étre vues comme des relaxations). Nous
avons pu toutefois préciser les contraintes additionnelles
nécessaires pour extraire précisément les structures recher-
chées.

Les perspectives sont nombreuses, tant du point de vue
de I’extension du formalisme pour affiner les équivalences
et les complémentarités entre les différents modeles de
graphes, que du point de vue de la résolution du probleme
en insérant des contraintes telles que la cardinalité au niveau
du filtrage et en définissant, par exemple, une approche de
résolution multi-niveaux, faisant appel aux différentes mo-
deles de maniere entrelacée.

Remerciements : Nous remercions les relecteurs pour
leurs remarques et suggestions pertinentes qui ont contri-
bué a identifier des pistes de recherche futures.
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Résumé

Le succes de la programmation par contraintes repose en
partie sur ’efficacité des contraintes globales et de leurs
algorithmes de filtrage. Nous étudions ici la contrainte glo-
bale de cardinalité avec coiits, qui généralise la contrainte
de différence en limitant le nombre d’affectations par va-
leur et en imposant une contrainte sur le coiit des affecta-
tions. L’algorithme classique de filtrage repose sur le calcul
systématique de plus courts chemins, ce qui le rend coiiteux
en pratique. Nous proposons une approche plus rapide, fon-
dée sur des bornes supérieures obtenues via des points de
repere (landmarks en anglais), réduisant ainsi significati-
vement les calculs explicites nécessaires. Les expériences
montrent que, dans le meilleur des cas, elle peut étre en
moyenne 57 fois plus rapide.

Mots-clés

Globale contrainte, Algorithme de filtrage, Contrainte glo-
bale de cardinalité avec coiits, Arc consistance

Abstract

The success of constraint programming relies partly on
the efficiency of global constraints and their filtering al-
gorithms. We study in this article the global cardina-
lity constraint with costs, which generalizes the difference
constraint by limiting the number of assignments per value
and imposing a constraint on the cost of assignments. The
classical filtering algorithm is based on the systematic com-
putation of shortest paths, which makes it costly in practice.
We propose a faster approach, based on upper bounds ob-
tained via landmarks, thus significantly reducing the expli-
cit computations required. Experiments show that, in the
best case, it is on average up to 57 times faster.

Keywords

Global constraint, Filtering algorithm,
constraints with costs, Arc consistency

Cardinality

1 Introduction

En Programmation par Contraintes (PPC), un probleme est
défini par des variables et des contraintes. Chaque variable
possede un domaine qui représente 1’ensemble de ses va-
leurs possibles, tandis qu’une contrainte exprime une re-

*Cet article se base sur des résultats publiés a CP 2024[7/].
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lation a satisfaire entre un groupe de variables. La PPC
s’appuie sur des méthodes de résolution adaptées a chaque
contrainte, appelées algorithmes de filtrage.

Le succes de la PPC repose en partie sur 1’efficacité de ces
algorithmes. Ils éliminent des valeurs dans les domaines des
variables lorsque celles-ci ne peuvent pas appartenir a une
solution satisfaisant la contrainte. En d’autres termes, ils
garantissent la consistance des contraintes en simplifiant le
probleme a résoudre.

Nous nous intéressons a la contrainte globale de cardina-
lité avec cofits (costGCC) [0]. Cette contrainte généralise la
contrainte de différence. Elle s’applique a un ensemble de
variables X = x1,...,x, avecdes valeurs V = vy, ..., v4.
Chaque valeur v; € V doit étre affectée entre [l;, u;] fois.
Un colit est associé a chaque affectation, et le cofit total
des affectations doit étre inférieur a H. Cette contrainte est
utilisée pour le routage ou 1I’ordonnancement, ou les coiits
peuvent modéliser des préférences, des poids ou des durées.
L’ algorithme de filtrage associé a la contrainte costGCC [0]
peut étre qualifié de répétitif. Il commence par calculer un
flot maximum a cofit minimum (minCostMaxFlow) afin de
vérifier si la contrainte est consistante, c¢’est-a-dire si une
solution existe. Puis, il élimine les valeurs inconsistantes
avec la contrainte, autrement dit qui ne peuvent pas appar-
tenir a une solution. Plus précisément, il examine chaque
valeur de chaque variable afin de déterminer s’il existe un
chemin dans le graphe résiduel dont la valeur est inférieure
aH.

Nous présentons une nouvelle approche visant & minimiser
I’aspect répétitif de 1’algorithme de filtrage. Cette approche
repose sur plusieurs observations :

— Flot suffisant : Un flot & colit minimal n’est pas né-
cessaire pour chaque affectation, une simple vérifi-
cation d’un cofit inférieur a H sulffit.
Approximation des coiits : Des bornes supérieures
approximatives sur les cofits des plus courts che-
mins sont suffisantes.

Points de repere : L’utilisation de nceuds parti-
culiers, appelés points de repere, s’avere efficace
pour accélérer le calcul des plus courts chemins
dans de grands graphes (contenant des millions de
nceuds) [7]. Soient x et y deux nceuds d’un graphe
et p un point de repere, alors d(z,p) + d(p,y) >
d(z,y) est toujours vérifiée. Cela permet d’obte-
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nir immédiatement une borne supérieure de d(z, y)
entre chaque paire de nceuds x et y.

Impact des suppressions : En début de recherche,
le filtrage n’élimine souvent aucune valeur. Cela
suggere que la marge entre H et le colit du flot mini-
mal est généralement importante, justifiant I’'usage
d’approximation.

Pour amélioré 1’algorithme proposé par Régin [0], nous
proposons une phase de prétraitement pour limiter les cal-
culs explicites des plus courts chemins. Notre méthode
identifie des points de repere dans le graphe, permettant
d’estimer des bornes supérieures sur les colits des chemins
réduisant les calculs inutiles. Ces points sont choisis selon
la structure du graphe (centre (C), périphérie (O), centre et
périphérie (C & O), degrée des nceuds (Deg) et aléatoire
(R)) : deux calculs de plus courts chemins suffisent par re-
pere. Nous introduisons une propriété pour détecter rapide-
ment I’arc consistance d’une contrainte costGCC, réduisant
davantage les opérations superflues.

Le Tableau | présente les ratios moyens d’accélération (Ré-
gin/Landmarks) obtenus avec notre méthode sur quatre en-
sembles de données : 1) Probleme du voyageur de com-
merce (TSP) [1], 2) probléeme de stockage avec cofits (Sto-
ckingCost) [*], 3) probleme d’ordonnancement de tiches
(FJSSP) [5, V] et 4) probleme d’assignation d’enfants a des
activités (CHILD) [¢]. La valeur de seuil H pour le TSP
provient de I’heuristique de Lin-Kernighan []. Pour les
autres instances, H correspond a la plus petite valeur ga-
rantissant ’existence d une solution.

Ces résultats montrent que notre approche est toujours au
moins aussi rapide que la méthode de Régin et qu’elle
peut étre en moyenne jusqu’a 57 fois plus rapide dans les
meilleurs cas.

\ [ €] O JC&O[Deg| R |

TSP (< 100 cities) 1.2 1.2 1.1 1.3 1.6
TSP (> 100 & < 250 cities) || 2.6 | 2.5 2.5 27 | 25
TSP (> 250 cities) 43.5 | 44.1 44 56.9 | 45.8
StockingCost (H) 1.2 1 1 1 0.9
StockingCost (H X 2) 157 | 16.5 | 16.9 16 | 164
FISSP (H) 0.8 1.7 0.75 1 0.8
FJSSP (H x 2) 1 1.3 1.3 1.3 | 1.3
CHILD (H) 09 | 1.2 1 0.8 1
CHILD (H x 2) 8.3 9 8 9.7 | 9.7

TABLE 1 — Ratio d’accélération (Régin/landmarks) du cal-
cul de I’arc consistance d’une contrainte costGCC avec 4
reperes.

2 Conclusion

Nous présentons une implémentation optimisée de 1’algo-
rithme d’arc consistance pour la contrainte costGCC, es-
sentielle dans de nombreux problémes industriels. L’algo-
rithme classique, basé sur le calcul exact des plus courts
chemins, est souvent trop lent en pratique. Nous proposons
une approche reposant sur des bornes supérieures issues
d’inégalités triangulaires et de points de repere, réduisant
ainsi le nombre de calculs nécessaires. Les gains sont d’au-
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tant plus significatifs que plus le graphe est grand plus les
colits de calcul sont important. De plus, nous introduisons
une condition suffisante, simple et rapide a évaluer, permet-
tant de vérifier efficacement si une contrainte costGCC est
arc consistante.
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Résumé

CHR est un langage a base de régles et de contraintes
pour modéliser et résoudre des problemes combinatoires.
Contrairement aux solveurs dédiés a un langage de mo-
délisation tel que CSP, lutilisateur écrit les régles qui
simplifieront le probléme jusqu’d sa résolution. Nous étu-
dions ici différents algorithmes de résolution (méthodes
de filtrage et d’énumération), ainsi que leur composi-
tion par activation et désactivation des composants. Il
est alors possible de définir des stratégies de résolution
flexibles et adaptatives, évoluant durant la résolution.
Ce travail préliminaire en CHR++, ouvre la voie a la
conception de solveurs performants pouvant ajuster leur
stratégie dynamiquement durant la résolution.

Mots-clés

stratégie, composition de solveurs, Constraint handling
rules, Constraint (logic) programming, CSP, CHR++

Abstract

CHR 1is a rule- and constraint-based language for mode-
ling and solving combinatorial problems. Unlike solvers
dedicated to a modeling language such as CSP, the user
writes the rules that simplify the problem until it is
solved. Here, we examine various solving algorithms
(filtering and enumeration methods), as well as their
composition through the activation and deactivation of
components. It is then possible to define flexible and
adaptive solving strategies that evolve during resolu-
tion. This preliminary work in CHR++ paves the way
for the design of high-performance solvers capable of
dynamically adjusting their strategy during resolution.

Keywords

strateqy, solvers composition, Constraint handling rules,
Constraint logic programming systems, CSP, CHR++

1 Introduction

La résolution de problemes combinatoires sous
contraintes est un domaine largement étudié, offrant
de nombreuses applications concretes, notamment en
logistique [!!], planification [7], allocation de res-
sources [!7], ... Pour traiter ces problémes, un large
éventail de méthodes a été développé, qu’elles soient
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exactes ou approchées.

Dans le cadre des approches exactes, plusieurs mé-
thodes ont été développées parmi lesquelles : méthode
analytique de réécriture (méthode de Gauss), méthode
de calcul numérique (Simplex), méthode d’exploration
arborescente (élagage alpha-béta [], CSP [10],...). Cer-
taines de ces approches, notamment les CSPs, reposent
sur un langage de modélisation de haut niveau associé a
un solveur chargé de résoudre le probleme. Ces solveurs
sont construits autour d’un ensemble de composants,
chacun étant dédié a un aspect clé de la méthode. Le
formalisme CSP, en particulier, permet de modéliser
précisément les propriétés du probléeme avant de les
soumettre a un solveur. Celui-ci est généralement congu
avec une architecture statique, ou les composants et
algorithmes sont sélectionnés dés 'implémentation, en
fonction des performances moyennes observées. Dans ce
travail préliminaire, nous nous proposons de définir un
langage de stratégie permettant d’organiser dynamique-
ment les composants d’un solveur. Nous concentrerons
d’abord notre étude sur les composants des solveurs
CSP afin d’analyser les opérateurs existants, d’enri-
chir leur palette par ’ajout de nouveaux opérateurs
et d’élaborer des stratégies simples. Nous présentons
les CSPs ainsi que les différents composants que nous
étudierons en section 2. La section 3 présente CHR,
notre langage de représentation et d’implémentation.
La section 4 est consacrée a ’étude expérimentale des
différents composants et ’analyse des premiers résul-
tats. Nous concluons en section 5, en proposant des
perspectives d’amélioration.

2 CSP

Un probléme modélisé par un CSP est fourni en entrée
d’un solveur en charge de le résoudre.

Définition 1 (CSP) Un CSP (Constraint Satisfac-
tion Problem) est un probléme modélisé sous forme
de contraintes. X est l’ensemble des wvariables
{X1,..., Xn} qui prennent leurs valeurs dans un en-
semble de domaines D = {D,...,D,}, avec X; € D;
Vi € [1,n]. Enfin, C = {Cy,...,Cp} est l’ensemble
des contraintes exprimées sur les variables. Résoudre
un CSP revient a trouver une assignation, pour chaque
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variable de X, qui satisfait toutes les contraintes de C'.

Les solveurs CSP, tels que Gecode [! 2], offrent la pos-
sibilité de paramétrer la recherche de solutions en sé-
lectionnant un ensemble d’heuristiques pour guider les
processus de branchement et de filtrage. Gecode per-
met notamment de configurer les stratégies de branche-
ment, de contrbler les mécanismes de redémarrage de
la recherche et de sélectionner la puissance de certains
opérateurs de filtrage '.

Cependant, ces parametres restent statiques, car les
choix de configuration sont fixés avant le démarrage de
la recherche et ne peuvent pas étre adaptés dynamique-
ment en cours d’exécution. Pour étudier, réorganiser et
combiner les différents composants d’un solveur, il est
essentiel de les implémenter dans un cadre flexible qui
permette leur réutilisation sans nécessiter un redévelop-
pement complet. Pour cela, I'utilisation d’un langage
de haut niveau spécialement adapté a la conception de
solveurs est indispensable.

3 CHR

CHR (Constraint Handling Rules) est un langage & base
de regles, offrant un haut niveau d’abstraction. Il per-
met de décrire les propriétés d’'un probleme, mais aussi
d’étendre ses capacités en ajoutant de nouvelles regles.
A la fois langage de modélisation et de programmation,
il constitue un cadre tres adapté au développement de
solveurs. CHR est utilisé pour implémenter et étudier
les différents composants d’un solveur CSP. Ces compo-
sants sont implémentés sous forme de regles, pouvant
étre activées ou désactivées dynamiquement. Cette ap-
proche permet de composer et d’orchestrer efficacement
les différents éléments du solveur.

3.1 Présentation

CHR est un langage de programmation a chainage avant
a base de régles et de contraintes [0], qui nécessite un
langage hote pour étre implémenté. CHR permet de
déclarer des régles qui réécrivent des contraintes (des
relations entre variables logiques), sous certaines condi-
tions, jusqu’a la rencontre d’un critéere de terminaison.
Nous utilisons ici CHRY [1], une extension de CHR
intégrant la disjonction. Cette extension est particulie-
rement adaptée a la modélisation de problémes combi-
natoires et a la conception d’algorithmes de résolution
efficaces reposant sur une exploration arborescente.

3.1.1 Regles CHR

Un programme CHR est un ensemble fini de regles.
Des lors qu’une contrainte est activée, le programme re-
cherche les regles qui peuvent étre déclenchées. Chaque
regle se compose d’une téte, d'une garde optionnelle et
d’un corps. La téte est une conjonction de contraintes
qui doivent étre présentes dans le store de contraintes
pour que la regle puisse s’appliquer. La garde est une

1. Voir Chapitres 8, 9 et Partie P : https://wuw.gecode.org/
doc/6.2.0/MPG. pdf
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condition qui doit étre satisfaite pour autoriser I'ac-
tivation de la regle. Le corps définit une séquence de
contraintes qui sont ajoutées au but lors du déclenche-
ment de la regle. 1l existe trois types de regles :

— Propagation: H =G |B
— Simplification : H < G | B
— Simpagation : Hi \ H, < G| B

Ou H, Hy et H, représentent des multiensembles de
contraintes, G une garde et B le corps d’'une régle.
Dans une regle de propagation, les contraintes H utili-
sées pour le déclenchement sont conservées dans le
store de contraintes. Dans une reégle de simplifica-
tion, les contraintes H sont supprimées du store de
contraintes au moment de son activation. Lors de I'ac-
tivation d’une regle de simpagation, le multiensemble
de contraintes Hy, est conservé, tandis que le multien-
semble de contraintes H, est supprimé du store de
contraintes.

3.1.2 Exemple de programme CHR

Le programme CHR présenté a la figure 1 permet de
calculer le plus grand commun diviseur (PGCD) de deux
nombres. Initialement, deux contraintes représentant
les conditions de départ du probléme (les deux nombres
dont on souhaite déterminer le PGCD) sont ajoutées.
Ensuite, la régle 2 réécrit les contraintes de la téte
en d’autres plus simples jusqu’a ce que la regle 1 soit
activée, mettant ainsi fin au calcul.

ged(0)
ged(N) \ ged(M)

& T
& N<M|ged(M—N)

(1)
(2)

FIGURE 1 — Programme CHR du PGCD

3.2 Solveur CSP en CHR

Nous proposons d’étudier les composants d’un solveur
CSP, tels que les opérateurs de filtrage et la fonction
d’énumération. Chacun de ces composants est implé-
menté sous forme d’un ensemble de regles CHR.
Certaines heuristiques ont démontré leur efficacité
comme 'ordonnancement dynamiquement de variables
(DVO) [!]. Cependant, il existe plusieurs heuristiques
DVO concurrentes et la représentation de ces heuris-
tiques dans des composants interchangeables offre la
possibilité de choisir 'heuristique DVO avant la re-
cherche et d’en changer pendant la recherche.

La figure 2 illustre deux regles implémentant des stra-
tégies d’énumération distinctes. La regle dom explore
successivement toutes les valeurs du domaine d’une va-
riable, tandis que bin applique un branchement binaire :
elle assigne une valeur a la variable sur une branche et
I’exclut sur ’autre. Pour enchainer les points de choix,
les contraintes CHR nyqr() €t nyqi() sont postées. Bien
que non détaillées ici, ces contraintes permettent d’im-
briquer récursivement les points de choix en ajoutant
les contraintes CHR nécessaires pour déclencher I'une
des deux regles présentées dans la figure 2. Dans la



regle dom, la variable héte d permet de propager le
domaine modifié a chaque opérande de la disjonction
et la contrainte ngom (d, A) fixe la variable logique A &
la prochaine valeur branchée sur le domaine d.

v(X,Dz) \ buar(X),buar(V) <

d<+ D,

\/ (aom (d, A),d < d/{A}, Dz = {2}, nvar (), nwar ()

" (dom)
(X, Dz) \ buar(X), boar(V) &

(Dw — {V}7 nvar(), nval() (bln)

V (Dy < Dy /{V}, boar(X), nvar ()

, v
FIGURE 2 — Enumérations en CHRY

Un solveur CSP sélectionne un type d’énumération a
priori, avant le début de la résolution. Pour permettre
un changement dynamique de stratégie d’énumération,
nous activons ou désactivons certaines regles en cours
d’exécution. Cette approche impacte directement le
comportement du programme et modifie ainsi le fonc-
tionnement initial du solveur. Dans notre étude expéri-
mentale, nous avons réimplémenté plusieurs composants
d’un solveur CSP. Implémentés sous forme de regles
CHR, ces composants peuvent étre activés ou désactivés
dynamiquement selon les besoins.

4 Expérimentations

L’étude expérimentale présentée ici vise a combiner et
évaluer différentes versions des composants d’un solveur
CSP en les appliquant & un probléme bien connu : le
probleme des N-Reines.

4.1 Le probleme des N-Reines.

Le probleme des N-Reines est un probleme classique de
la programmation par contraintes. Il consiste a placer
n reines sur un échiquier de taille n x n de maniere a
ce qu’aucune d’elles ne puisse en attaquer une autre,
que ce soit sur une méme ligne, colonne ou diagonale.
La figure 3 propose un modele CSP permettant de cal-
culer une solution a ce probleme, si elle existe. La taille
de I’échiquier n € N est un parameétre du modele qui
permet de générer I'instance a résoudre. La contrainte
all_diff(S) est satisfaite si toutes les variables assignées
de S prennent des valeurs distinctes.

X ={X1,...,Xn}
D=(D;=1.n|i€l.n)
C = {all_diff(X),
all_diff {X: +i]i€ 1.n}),
all_diff({X: —i|i€l.n})}

FIGURE 3 — Modele CSP des N-Reines
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Nous avons traduit ce modele en CHR, ot la contrainte
all_diff() a été convertie en un ensemble de régles assu-
rant le test de satisfiabilité, le filtrage de domaine (for-
ward checking [7]) et le maintien de 'arc-consistance.

4.2 Résultats

Ce travail est validé expérimentalement par l'utilisation
du solveur CHR++ qui est une implémentation CHR
efficace en C++ qui supporte le non-déterminisme don’t
know [7].

Nous avons choisi les composants suivants pour im-
plémenter le solveur CHR : branchement sur une va-
riable Vr € {first,min,deg}, branchement sur une
valeur VI € {first}, contrainte Ctr € {diff }, propaga-
teur Pr € {none, diff }, consistance Cs € {none,ac_1},
énumération Lb € {dom, bin}.
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FIGURE 4 — Distribution des indicateurs de recherche
sur les N-Reines, N variant de 1 a 16.

Nous avons testé différentes configurations de solveurs
CSP en cherchant a déterminer la satisfiabilité des
instances 1 < N < 16 du modele des N-Reines.
La figure 4 montre la distribution des indicateurs
de recherche : nombre de nceuds de l'arbre de re-
cherche (nodes), nombre d’échecs apres avoir fixé une
variable CSP (failures), profondeur de l’arbre de re-
cherche (peak_depth), nombre de propagations effec-
tuées (propagations). Les 24 compositions différentes
(VrxVIxCtrx PrxCsxLb) ont été testées. L’analyse
qui suit se concentre sur la composition numéro 15 de
la figure 4, car elle a une des moyennes et des écarts
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type la plus basse sur les indicateurs node, failure et
peak__depth.

La figure 5 montre ’évolution des indicateurs de re-
cherche pour la composition suivante : Vr = min qui
branche en priorité les variables qui ont le plus petit do-
maine, VI = first qui branche les valeurs dans l'ordre
de définition, Ctr = diff qui représente la contrainte
binaire #5, Pr = diff qui représente le propagateur
de la contrainte binaire #5, Cs = AC_1 qui repré-
sente une implémentation naive de l'arc consistance [7],
Lb = dom qui correspond a la régle dom de la figure 2.
On remarque sur cette instance que le nombre de noeuds
est proportionnel au nombre d’échecs, ce qui est pré-
visible, car chaque échec produit de nouveaux points
de choix. Les instances N € {5,7,9,16} se démarquent
des autres, car elles sont satisfiables et car le maintien
de I’arc consistance a permis d’éviter les échecs lors
de la recherche. L’étude de ce type d’instance pourrait
s’avérer intéressante pour détecter quand 'activation
de I'arc consistance est utile.

nodes

10

@

=

N3 N5 N7 N9 N11 N13 N15

failures

:

=

N3 N5 N7 N9 N11 N13 N15

peak_depth

&

=

N3 N5 N7 N9 N11 N13 N15

propagations

:

N1 N3 N5 N7 N9 N11 N13 N15

FIGURE 5 — Indicateurs pour la composition 15

5 Conclusion

L’objectif de ce travail est de présenter un systéme de
stratégies au-dessus de CHR qui permet a la maniére
d’ELAN [!] et de Tom [’], de définir la sémantique a
appliquer pour exécuter un ensemble de regles CHR.
L’élaboration d’'un langage déclaratif d’application et
de combinaison d’opérateurs de stratégies est en cours
d’élaboration avec pour objectif de 'intégrer dans le
solveur CHR++. La prochaine étape de ce travail est
donc de trouver des stratégies efficaces qui font varier
les composants du solveur CSP pendant la recherche.
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Résumé

L’apprentissage automatique a grandement bénéficié des
processeurs graphiques (GPU) pour accélérer I’entraine-
ment et l'inférence. Cependant, ce succes n’a pas été repro-
duit pour ’optimisation combinatoire générale et exacte.
Dans cet article, nous proposons de paralléliser sur GPU
un solveur de programmation par contraintes, qui est
une méthode générale et exacte basée sur la propaga-
tion de contraintes et le retour sur trace. Nous proposons
un algorithme efficace de propagation de bornes d’inter-
valles entiers sur GPU pour résoudre des problemes de
contraintes discretes. Notre approche décompose un ré-
seau de contraintes en un réseau de contraintes ternaire
optimisé pour les architectures GPU. Notre solveur de
contraintes est significativement plus simple qu’un solveur
de contraintes CPU optimisé, tout en étant compétitif par
rapport aux solveurs séquentiels sur les problémes du Mi-
niZinc Challenge 2024.

Mots-clés

programmation par contraints, GPU, solveur paralléle, co-
hérence de bornes

Abstract

Machine learning has tremendously benefited from gra-
phics processing units (GPUs) to accelerate training and
inference by several orders of magnitude. However, this
success has not been replicated in general and exact
combinatorial optimization. We explore GPU-accelerated
constraint programming, a general and exact method ba-
sed on constraint propagation and backtracking search. We
propose an efficient integer interval bound propagation al-
gorithm on GPUs for solving discrete constraint problems.
Our approach decomposes a constraint network into a ter-
nary constraint network optimized for GPU architectures.
Our constraint solver is significantly simpler than an opti-
mized CPU constraint solver, yet is competitive with opti-
mized sequential solvers in the MiniZinc 2024 challenge.

Keywords

constraint programming, GPU, parallel solver, bound
consistency
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1 Introduction

L’apprentissage automatique a grandement bénéficié des
processeurs graphiques (GPU) pour accélérer 1’entraine-
ment et 'inférence de plusieurs ordres de grandeur, par
exemple dans la classification d’images [”°]. Cependant,
ce succes n’a pas été reproduit pour I’ optimisation combi-
natoire générale et exacte. L’ optimisation combinatoire pa-
rallélisée sur GPU a été appliquée aux algorithmes de méta-
heuristiques [, 10, 42, 27], ainsi qu’a 1’optimisation exacte
limitée a des problemes spécifiques [, 19, |]. Une percée
récente dans la programmation linéaire (PL) sur GPU a été
rendue possible en utilisant un algorithme de résolution de
PL plus exotique appelé méthode hybride gradient primal-
dual, qui repose essentiellement sur des opérations de mul-
tiplication et d’addition matricielles [ 7, ”]. Cette méthode
a été utilisée avec succes pour résoudre des programmes li-
néaires mixtes entiers dans la bibliotheque NVIDIA cuOpt.
La programmation par contraintes est une méthode géné-
rale et exacte basée sur la propagation de contraintes et le
retour sur trace [4]. Il n’existe que peu de tentatives pour
paralléliser sur GPU la programmation par contraintes, soit
en limitant I’expressivité du langage de contraintes aux va-
riables a petits domaines [/ 5], soit en accélérant unique-
ment les contraintes coliteuses tandis que tout le reste est
exécuté sur le CPU [0, 43, 44]. Récemment, un nouveau
modele parallele de calcul appliqué a la programmation par
contraintes sur GPU a été proposé dans [ !]. Ils prouvent
formellement que la propagation de contraintes peut étre
parallélisée en place sans verrous et avec peu d’exigences
matérielles, tant que les domaines satisfont une structure
de treillis et que les propagateurs sont des fonctions mono-
tones. Bien que la formalisation proposée soit générale et
pour I’optimisation exacte, le prototype ne prend en charge
que quelques contraintes appliquées a un probléme d’or-
donnancement. Un travail similaire spécialisé dans la pro-
pagation des domaines pour la PL a été proposé dans [ %],
mais repose sur des opérations atomiques de minimum et
maximum.

L’implémentation proposée dans [ ] est simple mais non
optimisée pour les architectures GPU. Leur représentation
des contraintes entraine des accés mémoire non coalescés,
un déséquilibre de charge, une divergence de threads et une
pile non bornée; autant d’éléments nuisibles a 1’efficacité
sur GPU [”1]. Ces problemes sont exacerbés lorsque 1’on
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considere un solveur de contraintes discret et général sup-
portant de nombreuses contraintes (Section 3).

Pour relever ces défis, nous proposons un algorithme ef-
ficace de propagation de bornes d’intervalles entiers sur
GPU. Le solveur proposé est général et peut étre utilisé
avec les formats de spécification de contraintes standard
MiniZinc [77] et XCSP3 [V]. Notre approche décompose
un réseau de contraintes en un réseau de contraintes ter-
naire avec un nombre réduit d’opérateurs (Section 4). Cette
représentation ternaire nous permet d’optimiser les propa-
gateurs sur GPU (Section 3). Comme la taille de la décom-
position est jusqu’a 1000 fois plus grande que le réseau
de contraintes initial, nous appliquons plusieurs techniques
de prétraitement connues pour réduire sa taille (Section 5).
L’augmentation médiane est de 4,8x en nombre de variables
et de 4,3x en nombre de contraintes, bien que quatre pro-
blemes (sur 90) soient restés plus de 100x plus grands.
Notre solveur de contraintes est nettement plus simple
qu’un solveur de contraintes optimisé sur CPU. En particu-
lier, on n’implémente pas de contraintes globales, d’appren-
tissage de nogoods, de génération paresseuse de clauses,
de stratégies de redémarrage, de propagation événemen-
tielle, de restauration d’état basé sur le trailing ou recal-
cul, ni d’algorithme de cohérence de domaine. La plupart
de ces optimisations sont considérées comme essentielles
dans les solveurs de contraintes modernes [ ]. L’ architec-
ture GPU nous a conduits a concevoir un solveur nettement
plus simple :

— Cohérence de bornes en parallele en utilisant une
boucle de propagation similaire a AC1 — le premier
algorithme de consistence utilisé en programmation
par contraintes [5].

— Recalcul complet du nceud racine pour restaurer
Iétat [25].

— Recherche massivement parallele [760] pour distri-
buer les nceuds de 1’arbre de recherche sur les diffé-
rents multiprocesseurs de flux du GPU (Section 2).

Malgré son algorithme peu sophistiqué, notre solveur est
compétitif par rapport aux solveurs séquentiels sur les pro-
blemes du MiniZinc Challenge 2024. En comparaison avec
Choco [37], nous trouvons la méme valeur objective sur
49% des instances, une meilleure valeur sur 23% et une
pire sur 28%. En comparaison avec le meilleur solveur
OR-Tools [”], nous sommes égaux dans 32% des cas,
meilleurs dans 11% et moins bons dans 57%.

Dans son célebre billet de blog The Bitter Lesson, Rich
Sutton affirme que “les méthodes générales exploitant la
puissance de calcul sont finalement les plus efficaces, et
de loin” [#9]. Cet article peut étre considéré comme une
premiere étape explorant cette these dans le contexte de la
programmation par contraintes.

2  Contexte
2.1 Modele de programmation CUDA

Nous présentons les composants de 1’architecture GPU
NVIDIA Hopper et le modele de programmation CUDA
afin de comprendre les sections suivantes. Pour illustrer
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cette section, nous prenons I’exemple du systeme NVIDIA
GH200 Grace Hopper Superchip [©] utilisé dans les ex-
périences. Le GH200 combine un processeur Grace Arm
avec 72 cceurs Arm Neoverse V2 et un GPU H100 connecté
par une bande passante élevée. Le H100 possede un to-
tal de 16896 cceurs regroupés en 132 multiprocesseurs de
flux (SM) composés chacun de 128 cceurs. Il dispose d’une
mémoire globale — la mémoire principale du GPU — de
96GB et d’un cache L2 de 50MB partagé entre tous les SM.
Chaque SM possede son propre cache L1 de 256KB.

Le modele de programmation CUDA suit la structure hié-
rarchique du matériel. Un bloc est un groupe de threads
s’exécutant sur un seul SM. Dans la suite, nous fixons la
taille d’un bloc a 256 threads, mais elle peut parfois va-
rier en fonction de I’application (jusqu’a 1024 threads). Un
warp divise un bloc en groupes de 32 threads, chaque bloc
contenant donc 8 warps. Pour maximiser le parallélisme
d’un warp, les threads doivent exécuter — autant que pos-
sible — les mémes instructions sur des données multiples
(SIMD). Les différents warps peuvent exécuter des instruc-
tions différentes en parallele. Le pilote NVIDIA planifie les
warps sur les SM en fonction, entre autres, de la disponibi-
lité des données : lorsqu’un warp attend des données depuis
la mémoire globale, un autre warp peut étre planifié pour
masquer la latence des données. Une fonction s’exécutant
sur GPU est appelée un kernel. Pour une présentation plus
exhaustive de CUDA et de la programmation GPU, nous
renvoyons le lecteur a [30), 4 2].

Nous présentons maintenant trois défis de la programma-
tion CUDA qui ne sont pas rencontrés dans la programma-
tion CPU.

Regroupement des acces mémoire. Un thread lisant une
valeur depuis la mémoire globale déclenche une transaction
mémoire de 32, 64 ou 128 octets. Si tous les threads d’un
warp lisent des entiers de 4 octets contigus, les 32 entiers
peuvent étre récupérés en une seule transaction mémoire de
128 octets, ce qui est appelé regroupement des acces mé-
moire (memory access coalescing). Dans le pire des cas, les
32 entiers sont répartis sur plus de 128 octets, ce qui conduit
a 32 transactions mémoire. La différence d’efficacité entre
les acces coalescés et non coalescés est généralement d’un
ordre de grandeur, ce qui en fait une optimisation cruciale
dans la programmation CUDA.

Divergence des threads. Les threads d’un warp exécutent
une instruction commune a la fois. Considérons le pro-
gramme suivant (ol threadIdx.x est I’indice du thread
par rapport a son bloc) :

int warpIdx = threadIdx.x % 32;
if (warpIdx < 16) P

else Q

La moitié des threads de chaque warp exécute P et 1’autre
moitié exécute (). Les deux moitiés sont exécutées séquen-
tiellement : au plus 16 threads sont actifs en méme temps,
car P et () ne sont pas sur le méme chemin d’exécution et
n’ont donc aucune instruction commune. Dans la mesure
du possible, ce code doit étre réécrit pour éviter I’instruc-
tion conditionnelle en fusionnant P et ().



Manque d’abstraction. En général, un kernel représente
un algorithme parallélisé sur GPU, tel que un algorithme
de tri ou la multiplication matrice-vecteur creuse (SpMV).
Le CPU orchestre le flux principal de 1’application en exé-
cutant les kernels et les transferts de mémoire lorsque né-
cessaire. Le support de bibliotheque pour développer des
kernels plus complexes est limité et, en particulier, la ma-
jeure partie de la bibliotheque standard C++ est inacces-
sible au sein d’un kernel. Une autre limitation est 1’absence
de primitives d’entrée/sortie (seul printf est supporté).
Ainsi, le code CUDA typique reste relativement bas niveau
avec une programmation de style C, notamment avec des
pointeurs. Il est donc difficile d’écrire un logiciel de grande
envergure tel qu’un solveur de contraintes dans un seul ker-
nel. Néanmoins, la plupart de la syntaxe et de la séman-
tique de C++420 est supportée et une nouvelle bibliotheque
standard compatible CUDA (1ibcu++) est en cours de dé-
veloppement par NVIDIA [21], bien qu’elle manque en-
core de nombreuses structures de données utiles comme
vector. En attendant, nous avons développé une biblio-
theque de structure de données compatible CUDA, appelé
cuda-battery et disponible en ligne ' .

2.2 Programmation par Contraintes

Dans la suite, nous considérons la programmation par
contraintes sur des variables entieres uniquement. Soit X
un ensemble fini de variables et C' un ensemble fini de
contraintes. Pour chaque contrainte ¢ € C, nous notons
par scp(c) C X sa portée, ¢’est-a-dire I’ensemble des va-
riables libres de c. Un réseau de contraintes est une paire
P = (p,C) telle que p € X — P(Z) est le domaine des
variables et Vc € C, scp(c) C X. Une affectation est une
fonction asn : X — 7Z, et nous notons 1’ensemble de toutes
les affectations par Asn. L’ensemble des solutions d’une
contrainte est donné par rel(c) C Asn. L’ensemble des so-
lutions d’un réseau de contraintes est :

sol’(p,C) £ {asn € Asn |
Ve e C, asn € rel(c) AN\Vz € X, asn(z) € p(z)}

Sans perte de généralité, nous représentons le domaine des
variables a I’aide d’intervalles. Soit I = {[f,u] | ¢ €
ZU{—occ}t,u € ZU{oo}, ¢ < u}U{L} ’ensemble des
intervalles ordonnés par inclusion avec un élément spécial
1 représentant I’intervalle vide. Dans la suite, nous mani-
pulons exclusivement des intervalles, et donc la fonction de
domaine est définie par d € X — I. Nous notons D ’en-
semble de toutes les fonctions de domaine X — I, ordonné
point par point (d < d’ & Vz € X, d(z) C d'(z)). Soit
[¢, u] un intervalle, I’ensemble des valeurs dans I’intervalle
est donné par y([(,u]) £ {v € Z | £ <v < u}.

Un propagateur d’intervalle est une fonction p. : D — D
out ¢ € C est une contrainte. Pour d € D, un propagateur
est réducteur (p.(d) < d), monotone (d < d' = p.(d) <
pe(d")) et correct (sol(d,{c}) C sol(p.(d),{})). I est
également complet pour les intervalles singletons : lorsque
Va € sep(c), v € Z, d(x) = [v,v], alors sol(d,{c}) D
sol(pe(d), {})-

1. https://github.com/lattice-land/cuda- battery
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La propagation de contraintes consiste a trouver le
plus grand point fixe d’un ensemble de propagateurs
{p1,-..,pn} sur un domaine d € X — I. Tant que les
propagateurs sont exécutés de maniere équitable, leur ordre
d’exécution n’a pas d’importance et le méme plus grand
point fixe est toujours atteint []. Ce fait a été utilisé pour
concevoir divers algorithmes de propagation afin d’accélé-
rer le calcul du point fixe [0, 40].
Comme la propagation de contraintes est correcte mais
incomplete en général, elle doit étre entrelacée avec
une procédure de recherche. Soit split € D —
P(D) une function de branchement strictement réductrice
(Vd € D, Vd' € split(d), d < d), correcte et complete
Vd e D,|J{sol(d',C) | d' € split(d)} = sol(d,C)),
nous définissons 1’algorithme de résolution par propagation
et recherche comme suit.
function SOLVE(d, {c1,...,cn})

d <+ gfpype, 0...0pe,

ifVr € X, d(x) = [v,v] then return {d}

else if 3x € X, d(z) = L then return {}

else

(d1,...,dp) < split(d)
return | J;_, solve(d;, C)
end if
end function

Le plus grand point fixe paramétrique gfp, f d’une fonc-
tion f est équivalent 2 gfp (f o Ay.x N y), c’est-a-dire
que nous commencons le calcul du point fixe a partir de
I’élément x. 11 est bien connu que 1’algorithme solve est
une procédure de résolution correcte et compléte, voir par
exemple [74, 40]. Le résultat reste valable méme en pré-
sence d’intervalles infinis tant qu’ils deviennent finis apres
un nombre fini d’étapes de propagation.

Programmation par contraintes parallele. Le seul type
de parallélisme ayant fait ses preuves dans les solveurs
de programmation par contraintes consiste a diviser la re-
cherche entre les threads (par exemple, en assignant un
thread par sous-probleme dy, ..., d,,), ou a la répéter diffé-
remment dans une approche portfolio (par exemple, en uti-
lisant différentes fonctions split) [ /]. Dans les deux cas,
les threads travaillent sur une copie locale du probleme.
Cela est efficace et facile a implémenter car les threads
nécessitent peu de synchronisation et de communication,
comme illustré par 1’algorithme de recherche massivement
parallele (EPS) [20].

Représentation des propagateurs. Il est possible de
construire un nombre infini de contraintes, prenons par
exemple la séquence (1 = x2,m1 = =9 O x3,T1 =
To ©1 T3 O wy4,...) ou chaque ®; est un opérateur
arithmétique quelconque. Par conséquent, il est impossible
de créer statiquement un propagateur par contrainte pos-
sible. Historiquement, les solveurs ont limité leurs langages
de contraintes afin d’éviter la mise en ceuvre d’un trop
grand nombre de propagateurs [5, |3, ¢]. Les contraintes
plus complexes doivent étre réécrites en contraintes prises
en charge, soit automatiquement, soit par 1 utilisateur.
L’approche des indexicaux est un moyen particulierement
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concis de spécifier des propagateurs a I’aide de quelques
constructions primitives [ |, 40].

Cependant, la décomposition des contraintes en contraintes
primitives augmente le nombre de variables auxiliaires et
de propagateurs. Il a ét€ démontré que cela nuit aux per-
formances du solveur [17, “]. L’idée clé est donc d’implé-
menter un propagateur en tant qu’interpréteur sur I’arbre
syntaxique abstrait (AST) de la contrainte. Le propagateur
parcourt récursivement I’AST pour évaluer chaque nceud
et calculer le domaine de chaque sous-expression de la
contrainte. On parle de propagateur basé sur les vues dans
les travaux récents [/, 1], mais une technique similaire
avait déja été utilisée dans 1’algorithme de cohérence HC-
417].

Les solveurs de contraintes modernes tels que Choco et OR-
Tools implémentent la propagation basée sur les vues en
utilisant I’héritage pour représenter I’ AST, et le polymor-
phisme de sous-type pour évaluer I’arbre. Pour éviter la sur-
charge causée par le sous-typage dynamique, le polymor-
phisme paramétrique a également été utilisé [+, 27], mais
cela présente 1’inconvénient que le solveur doit étre recom-
pilé pour chaque nouveau probleme de contrainte traité.

3 Propagation Efficace de Bornes sur
GPU

La représentation basée sur les vues entraine des acces mé-
moire non coalescés, un déséquilibre de charge, une diver-
gence de threads et une pile non bornée ; autant d’éléments
nuisibles a I’efficacité sur GPU [ 1].

Pour comprendre ces problémes, nous considérons que
les propagateurs sont stockés dans un tableau de poin-
teurs de la forme Propagator+* p ou Propagator
est une interface. Comme nous considérons des propaga-
teurs peu coliteux en calcul pour des contraintes arithmé-
tiques simples (et non des contraintes globales), une straté-
gie parallele consiste a exécuter un propagateur par thread
gfp, pe,ll - - || pe,- Il est garanti que le méme plus grand
point fixe que celui calculé en Section 2 est finalement at-
teint [ 1].

Les lectures mémoires initiales sont coalescées lorsque
deux threads accedentap [0] etp [1]. Cependant, comme
*p[0] et xp[1] ne sont pas nécessairement contigus en
mémoire, les lectures futures peuvent étre non coalescées.
Il est possible d’améliorer la situation en aplatissant la re-
présentation des propagateurs dans un tableau de nceuds,
de maniere similaire a ce qui est utilisé pour représenter
les AST dans les compilateurs [/]. Le nceud racine des
deux propagateurs sont stockés de maniere contigiies, puis
les deux nceuds de gauche, et ainsi de suite. Lorsque deux
propagateurs ont des AST de formes différentes, nous de-
vons stocker la longueur des enfants, ou pour maintenir
la coalescence mémoire, utiliser un remplissage similaire
au format ELL pour les matrices creuses [0]. Mais cela
conduit toujours a un déséquilibre de charge car certains
threads peuvent devenir inactifs, et le temps d’exécution
d’un groupe de propagateurs paralleles est borné par le plus
lent d’entre eux. De plus, si les opérandes des nceuds ne sont
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pas du méme type (par exemple, une addition et une mul-
tiplication), les threads divergent et 1’évaluation des noeuds
devient séquentielle. Enfin, lors de I’évaluation de 1’AST,
des variables locales sont créées et empilées pour stocker
les intervalles des sous-expressions. Les fonctions récur-
sives empéchent le compilateur CUDA de faire ’inlining
et de calculer automatiquement la taille de la pile.

Notre solution pour résoudre ces problemes consiste a ré-
écrire le réseau de contraintes en un réseau de contraintes
ternaire, ¢’ est-a-dire un réseau de contraintes ne contenant
que des contraintes d’arité 3 telles que * = y + z et
b = (x < y). Nous introduisons la forme normale ternaire
(TNF), qui est une représentation optimisée des contraintes
ternaires pour GPU.

Définition 3.1. Une contrainte est en TNF si elle est de
la forme x = y ® z o z,y,z € X sont des variables et
© € OP = {+, %, /, mod, min, maz,=, <}.

Les contraintes unaires de la forme x = k, x < ketx >
koux € X et k € Z ne sont pas représentées comme
des contraintes mais directement comme des domaines des
variables.

La définition de I’ensemble OP pourrait étre différente. Par
exemple, la contrainte x = min(y, z) peut &tre réécrite
sous la forme —x = maz(—y, —z), ce qui, une fois dé-
composé en contraintes ternaires, donne ', 3y, 32/, ' =
maz(y', 2 YAz’ = zero—x ANy’ = zero—yAz' = zero—z,
avec d(zero) = [0, 0].

Cela permet de réduire la taille de OP, mais introduit trois
nouvelles variables et contraintes. Comme nous le verrons,
les opérateurs min et mazx sont particulierement impor-
tants car ils permettent aussi d’encoder la disjonction et la
conjonction, et il est donc préférable de les conserver.
L’absence de soustraction est justifiée par la sémantique re-
lationnelle des contraintes, car on peut réécrire x = y — 2
sous la forme y = x + z sans perte de précision.

Ce petit ensemble d’opérateurs est suffisamment expres-
sif pour résoudre des instances générales de MiniZinc sur
variables entieéres. Une question ouverte est de savoir s’il
existe un meilleur ensemble d’opérateurs OP pour I’exécu-
tion sur GPU.

Nous montrons en Section 4 comment réécrire un réseau
de contraintes en un réseau de contraintes ternaire utilisant
uniquement des contraintes en TNF. Nous discutons main-
tenant comment la TNF répond aux quatre problemes men-
tionnés précédemment.

Coalescence des acces mémoire. Un propagateur implé-
mentant une contrainte en TNF peut étre représenté par
une structure de 16 octets contenant les indices de trois va-
riables et le type d’opérateur.

struct Bytecode {
OP op; // OP est une énumération entiere.
int x;
int y;
int z;

}i



Les propagateurs sont stockés dans wun tableau
Bytecodex bc, et chaque thread d’un warp charge
en mémoire des propagateurs contigus. Un warp contient
32 threads et une transaction mémoire couvre 128 octets.
Par conséquent, seules 4 transactions mémoire sont néces-
saires (32 x 16/128) pour lire tous les propagateurs d’un
warp.

De plus, nous obtenons un bon équilibrage de charge, car
aucun chemin d’exécution n’est significativement plus long
qu’un autre — toutes les opérations sont définies par de
I’arithmétique sur intervalles, et donc rapides.

On pourrait argumenter que davantage de transactions mé-
moire sont nécessaires car il faut lire 4 entiers par propaga-
teur, nécessitant ainsi 4 transactions pour op, puis 4 pour x,
et ainsi de suite, menant a 16 transactions. Nous évitons ce
comportement en effectuant un chargement vectorisé de 4
entiers en une seule instruction PTX (le langage assembleur
de CUDA). Pour cela, il suffit de convertir Bytecode en
type spécial CUDA int4 comme suit :

__device__ Bytecode load(int i) {
int4 b4 = reinterpret_cast<intds«>(bc)[i];
return xreinterpret_cast<bytecode_type:>(&b4);

}

A T’aide du profileur CUDA, nous avons pu vérifier que
cette fonction est bien compilée en une seule instruc-
tion PTX 1d.global.v4.s32,sans variable temporaire
supplémentaire.

Notons qu’une représentation plus grande des propagateurs
(par exemple, 20 octets) nous empécherait de vectoriser les
lectures, car 16 octets est la taille maximale supportée.

Minimisation de la divergence des threads. Une fois le
bytecode b en mémoire, nous devons lire le domaine des
trois variables b.x, b .y etb. z dans des variables locales
et propager en fonction de I’opérateur b . op. Nous remar-
quons que les lectures des domaines des variables peuvent
étre non-coalescés, car les propagateurs n’accedent pas né-
cessairement a des variables contigiies en mémoire. Nous
laissons ouverte la question de savoir comment coalescer
les lectures des domaines des variables, et si cela est pos-
sible ou non.

Une premiere optimisation consiste a trier lexicographique-
ment le tableau de bytecodes selon (op, y, x, z). Cela réduit
la divergence car les propagateurs ayant les mémes opéra-
teurs sont exécutés ensemble. De plus, nous trions les va-
riables afin de réduire le nombre de transactions mémoire
— D’ordre y, z, z a donné les meilleurs résultats.

Une deuxiéme optimisation est de choisir un petit en-
semble d’opérateurs OP afin de minimiser la divergence
des threads, mais aussi de rendre le code plus court, ce qui
favorise davantage 1’inlining et nécessite moins de charge-
ments d’instructions. Bien que OP contienne 8 opérateurs
distincts, la fonction de propagation peut diverger en 13
points en raison des opérateurs < et = pouvant &étre niés
(par exemple, 0 = (y = z) modélise y # z) et réifiés. Nous
effectuons une analyse des opérateurs utilisés dans diffé-
rents problémes de contraintes en Section 6.

Une troisiéme optimisation consiste a représenter les
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constantes comme des variables. Cela permet de représenter
les contraintes ternaires avec seulement 16 octets comme
montré précédemment, mais aussi d’éviter la divergence
dans les feuilles de I’ AST ol un thread pourrait charger une
constante et 1’autre une variable.

Sans récursion. Etant donné que les contraintes ont une
représentation réguliere, les propagateurs peuvent étre im-
plémentés comme des fonctions sans récursion en utilisant
quelques instructions switch sur b.op. Cela permet au
compilateur CUDA de réaliser un inlining agressif, notam-
ment pour les fonctions d’arithmétique sur intervalles.

Point fixe par warp. Les propagateurs exécutés dans un
warp traitent souvent des contraintes partageant des va-
riables. Ce regroupement est presque accidentel et dii a
la maniere dont nous écrivons les modeles de contraintes,
mais aussi a la décomposition de chaque contrainte qui
est spatialement proche dans le tableau de bytecodes. Avec
cette observation en téte, nous proposons une nouvelle for-
mulation de point fixe par warp :

gfpd ()\x.gfpx Pe,y ” T ” pc32)
T
| (A\z.gfp, pe, ol - - Il Pe.,)

Chaque warp atteint un point fixe local avant de passer aux
32 propagateurs suivants. D’un point de vue algorithmique,
cela réduit le nombre total d’appels aux propagateurs. D’un
point de vue architecture matériel, cela permet de réutili-
ser le bytecode déja chargé dans le cache et les registres. 11
est important de noter que contrairement a ce que suggere
la formalisation mathématique ci-dessus, dans notre implé-
mentation, les domaines des variables sont partagés entre
les warps. En effet, nous lisons les domaines a chaque itéra-
tion pour permettre aux warps d’échanger des informations
pendant le calcul de leur point fixe local.

Bien que cette définition mathématique differe de 1I’'implé-
mentation, elle est plus simple a utiliser dans notre contexte
et a été démontrée équivalente [ ]. La boucle de point
fixe par warp est montrée plus efficace en Section 6. Elle
est également correcte, comme démontré par la proposition
suivante.

Proposition 3.1. Les deux plus grands points fixes suivants
sont égaux :

gfp, (\z.gfp, pe, | - - - || Pess)
I...
| (A\2.gfp, e, _soll - - - Il Pe,,)

gfpy pe |l - - |l pe,, =

Démonstration. L'ordre dans lequel les propagateurs
mettent a jour la mémoire dépend de la stratégie de pla-
nification des threads sous-jacente. Cependant, il a été dé-
montré que le plus grand point fixe parallele est toujours
le mé€me, indépendamment de la stratégie de planifica-
tion [ 1]. Le point fixe par warp impose essentiellement
une contrainte sur la stratégie de planification en exécu-
tant des groupes de 32 propagateurs jusqu’a ce qu’un point
fixe local soit atteint. Par conséquent, il existe une stratégie
de planification des propagateurs pour gfp,; pe, || - - - || pe,
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qui correspond a celle utilisée pour le point fixe par warp.
Puisque le plus grand point fixe est indépendant de la stra-
tégie de planification, les deux points fixes doivent étre
égaux. L

4 Réseau de Contrainte Ternaire

Soit (d € X — I,C) un réseau de contraintes. Nous in-
troduisons la fonction tcn(d, C') = (d’,C’) qui réécrit un
réseau de contraintes en un réseau de contraintes ternaire
ou chaque contrainte est en TNF. Le langage de contraintes
considéré pour C' est suffisant pour prendre en charge 95
instances entieres du MiniZinc Challenge 2024—Ies 5 res-
tantes utilisant des variables ensemblistes non supportées
pour le moment. La fonction tcn ne fait qu’ajouter des nou-
velles variables et par conséquent nous avons dom(d) C
dom(d") ot dom est le domaine de la fonction d.

Pour plus de clarté, nous notons (b7 X ¢ Y ) la fonction
qui retourne X si I’expression b est vraie et Y sinon. Nous
utilisons également 1’expression let let x = F in E’ qui
associe le résultat de 1’évaluation de I’expression F a la va-
riable z, et retourne 1’évaluation de I’expression E’ ot E’
peut utiliser z. Cela s’étend naturellement au cas ou E re-
tourne un tuple de valeurs, par exemple let z,y = E in E’.

Nous définissons d’abord plusieurs fonctions pour étendre
un réseau de contraintes avec une nouvelle variable = ¢
dom(d), et pour mettre & jour une variable déja présente
dans d:

extend(d, z, [¢,u]) = (dU {z — [€ ul}, )
extend(d, ) = extend(d, z, [—o0, o))
extend(d) = extend(d, fresh(d ))
extendp(d) = extend(d, fresh(d), [0,1])
extend o (d, k) =
let ¢ = __CONSTANT_(k <07 mksk) in
(cedom(d)? (d,c)sextend(d,c, [k, k]))
update(d, x, [{,u]) =

{ym (z=y? [ulnd(y):

d(y)) |y € dom(d)}

La fonction fresh(d) retourne un nom de variable x tel
que z ¢ dom(d). Nous utilisons la fonction extendp pour
créer une nouvelle variable booléenne. Afin d’éviter de
créer plusieurs variables représentant une méme constante,
nous générons un nom unique pour chaque constante. Par
exemple, CONSTANT_5 est le nom de la variable cor-
respondant a la constante 5, et __ CONSTANT_ml pour
la constante —1. Nous supposons qu’aucun nom de va-
riable dans le réseau de contraintes initial n’est de cette
forme. La fonction update(d,z,[¢,u]) intersecte le do-
maine [{;, u,| d’une variable = avec un intervalle [, u], ot
Iintersection d’intervalles est définie par [£,, 1, N [¢, u] =
[max{¥,, £}, min{uz, u}].

La fonction ten(d,C) =

(d', C") réécrit chaque contrainte
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en TNF :
ten(d, {}) = (d,{})
ten(d,{c1,c2,...,cn}) =
let d, T = ten(d, {ca,...,cn}) in

let d,U,z = tnf(d,c1) in
(update(d, z,[1,1]), T UU)

Chaque contrainte ¢ € C est réécrite en un ensemble 7'
de contraintes en TNF, éventuellement avec de nouvelles
variables dans d, a 1’aide de la fonction ¢nf. La variable x
est une variable booléenne qui réifie la contrainte c. Comme
les contraintes doivent toutes étre satisfaites, nous devons
fixer cette variable z a 1 pour activer la contrainte, ce qui
est fait en mettant a jour son domaine.

Nous introduisons la fonction récursive tnf(d,t)
(d’, T, x) qui réécrit un terme ou une contrainte ¢ en un en-
semble 7' de contraintes en TNF. Le résultat de I’expression
t (ou son statut de réification s’il s’agit d’une contrainte) est
stocké dans la variable z. Nous considérons d’abord les cas
de base (variables et constantes) et les contraintes unaires
(négation arithmétique —, appartenance a un ensemble € et
valeur absolue abs).

Les variables sont simplement retournées, car toute va-
riable apparaissant dans une contrainte doit déja étre pré-
sente dans d. Une nouvelle variable est créée pour chaque
constante distincte k en utilisant extend ., défini précédem-
ment. Les contraintes unaires sont réécrites en utilisant des
contraintes ternaires équivalentes.

Pour I’appartenance a un ensemble, nous avons besoin de
la fonction itvs(S) qui transforme un ensemble S en un
ensemble d’intervalles. Par exemple, itvs({1,2,3,5}) =
{[1,3],[5,5]}. La stratégie de réécriture est toujours la
méme : nous réécrivons d’abord les parametres de la fonc-
tion ou du prédicat, puis nous assemblons les résultats pour
réécrire I’expression courante.

tnf(d,z) = (d,{},z
tnf(d,—t) = tnf(d,Oft)
tnf(d,t € S) =

let d, T,z = tnf(d,t) in
let d = update(d, z, [min S, max S]) in
let d, U,y —

tnf (d, Vg e itus(s) (@ = E A2 <)) in
(d, TUU,y)

tnf(d, k) =
let d,x = extend . (d, k) in

(d,{} )

tnf (d, abs(t)) =
let d, T,z = tnf(d
let d,U,y = tnf(d,0 — z) in
let d,V,z = tnf(d, maz(x,y)) in
let d = update(d, z, [0, o0])
tnf(d, TUU U V,z)

,t) in

La réécriture des opérateurs binaires ©® € OP est factorisée
dans une fonction unique. Lorsque I’opérateur est booléen



(<, =), le résultat est stocké dans une variable booléenne,
sinon dans une variable entiere.

Les autres opérateurs peuvent étre réécrits en expressions
utilisant les opérateurs OP. En particulier, comme la sous-
traction est I’inverse de I’addition, nous avons z = y — 2z <
y = x + z. Ce n’est pas le cas pour la multiplication et la
division sur les entiers, ¢’est pourquoi nous conservons les
deux opérateurs. Nous réécrivons 1’opérateur # en utilisant
la négation de I’égalité. Comme nous pouvons €tre dans un
contexte réifié, nous ne pouvons pas simplement ajouter la
contrainte TNF zero = (z = y), ¢’est pourquoi nous délé-
guons la réécriture a 1’équivalence logique.

tnf(d, t1 ® t2) =
letd,z =
(©e{<,=}7 extendg(d) s extend(d) ) in
let d, T,y = tnf(d,t1) in
let d,U, z = tnf(d, t2) in
(d,TUUU{z=y0Oz},x)

tnf(d,t1 # t2) =
let d, zero = extend ., (d,0) in
tnf(d, zero < t1 = to)

tnf(d, tl - tg) =
let d, x = extend(d) in
let d, T,y = tnf(d,t1) in
let d,U, z = tnf(d, t2) in
(d, TUUU{y=x+z},z)

tnf(d,t1 > t2) = tnf(d,t2 < t1)
t’flf(d, t1 > t2) = tnf(d, to < t1 — 1)
tnf(d, t1 < tg) = tnf(d, t1 < tg— 1)

La derniére étape consiste a compiler les connecteurs lo-
giques en contraintes TNF. Les formules logiques peuvent
apparaitre dans des expressions arithmétiques, par exemple
(xr #yANx #2)+ (y # z) > 1, et les variables entieres
dans les formules logiques, par exemple ((z +w) Vy) = z.
Dans un contexte booléen, nous interprétons la valeur d’un
intervalle [¢,u] comme étant true si et seulement si 0 ¢
[¢,u], et false si £ = u = 0. Cependant, si la contrainte est
réifiée, nous devons associer {rue a 1 et non a n’importe
quelle valeur. Comme nous compilons V en min et A en
max, nous devons nous assurer que le résultat des connec-
teurs logiques se situe dans 1intervalle [0, 1].

La fonction booleanize mappe le domaine d’une expres-
sion apparaissant dans un contexte booléen a une variable
booléenne. Comme optimisation, nous ne connectons x a
une variable booléenne que si ce n’est pas déja une variable
booléenne, c’est-a-dire si son domaine ne se situe pas dans
intervalle [0, 1]. Cette fonction est ensuite utilisée pour ré-
écrire tous les connecteurs logiques.

Il est a noter que nous ne pouvons pas directement réécrire
t; zor ty en t1 # to, sinon des expressions telles que
[1, 1] zor [2, 2] seraient évaluées a true, ce qui, selon notre
sémantique, n’est pas correct car a la fois [1,1] et [2,2]
doivent étre associés a true.
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booleanize(d,t) =
let d, T,x = tnf(d,t) in
if =(d(x) <[0,1]) then
let d,U,b = tnf(d,z # 0) in
(d, TUU,b)
else (d,T, z)

tnf(d,—t) = tnf(d,t = 0)
t’fo(d, t1 = tg) = t’fo(d, -t V tg)

tnf(d, tl N tg) =
let d, b = extendp(d) in
let d,T,b; = booleanize(d, 1) in
let d,U, by = booleanize(d,t2) in
(d, TUU U {b = min(bl, bg)}, b)

t’fo(d, tl \ t2) =
let d,b = extendp(d) in
let d, T, by = booleanize(d, ) in
let d, U, by = booleanize(d, t2) in
(d, TUU U{b=maz(b1,b2)},b)

tnf(d, t & tg) =
let d,b = extendg(d) in
let d, T, by = booleanize(d,t) in
let d,U, ba = booleanize(d,t2) in
(d,TUU U{b= (by = ba)},D)

tnf (d,t1 zor ta) =
let d, T, b; = booleanize(d,t1) in
let d,U, ba = booleanize(d, t2) in
let d,V,b = tnf(d,b; # bs) in
(d,TUUUV,b)

Nous prouvons maintenant que chaque réseau de
contraintes {d, C') est équivalent 2 sa réécriture tcn(d, C),
c’est-a-dire qu’il posséde exactement le méme ensemble
de solutions. Comme nous introduisons de nouvelles
variables, nous devons restreindre les solutions a celles
définies sur les variables initiales. Soit asn : X — Z une
affectation et Y un sous-ensemble de X, sa restriction
asn|y est définie par {y — asn(y) | vy € Y}. Nous
étendons la restriction a I’ensemble des affectations A
comme suit : A|y = {asn|y | asn € A}.

Proposition 4.1 (Correction et complétude). Soit {(d, C) un
réseau de contraintes défini sur I’ensemble de variables X,
alors sol(d,C) = sol(ten(d, C))|x.

Proposition 4.2 (Unicité). De plus, nous avons une bijec-
tion entre les deux ensembles de solutions : |sol(d,C)| =

|sol(ten(d, C))|.

Ces affirmations peuvent étre prouvées par induction struc-
turelle sur la formule, montrant qu’a chaque étape ’en-
semble des solutions est préservé.

5 Prétraitement du
Contrainte Ternaire

Réseau de

Nous suivons des techniques de prétraitement standards
que nous spécialisons pour les réseaux de contraintes ter-
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naires [ 4, 7¢]. Le prétraitement a un impact substantiel sur
les performances comme le montrent les expériences. L’ ob-
jectif du prétraitement est essentiellement de supprimer des
variables et des contraintes. Avant de présenter notre algo-
rithme de prétraitement, nous définissons une structure pour
détecter les variables équivalentes.

Nous cherchons a trouver une partition £ de X telle que
chaque composante Y de E représente un ensemble de
variables équivalentes. Plus précisément, toutes les paires
de variables =,y € Y sont connectées par une contrainte
d’égalité x = y. Nous écrivons [z]g € E pour désigner la
classe d’équivalence de = dans E. Nous supposons que les
variables sont totalement ordonnées (par exemple, par un
indexage) et nous choisissons min Y comme variable repré-
sentative de la classe d’équivalence Y. Les classes d’équi-
valence sont découvertes par diverses techniques de prétrai-
tement. Initialement, nous supposons que les variables sont
toutes distinctes, ce qui est donné par la partition init (X ) £
{{z} | = € X}. Nous ajoutons une égalité de variables
x = y en supprimant les deux classes d’équivalence [x] g et
[y] e de E, puis en ajoutant leur union dans la partition. Le
domaine d’intervalle d’une variable x € X dans une classe
d’équivalence Y est I’intersection des domaines de toutes
les variables de Y, défini comme dg(z) = Nyepers AY)-
Nous appliquons sept fonctions de prétraitement :
Propagation pour réduire le domaine des variables.
Simplification algébrique pour Eliminer les
contraintes dont les solutions peuvent étre direc-
tement exprimées dans le domaine des variables.
Elle détecte également les équivalences entre les
variables et affine la partition E.

Elimination des sous-expressions communes pour
détecter les contraintes ternaires ayant la méme ex-
pression a droite de I’égalité. Par exemple, considé-
rons a =y + zetb = y + z, la procédure élimine
I'une des deux contraintes et fusionne les classes
d’équivalence de a et b.

Fusion des domaines des variables dans les classes
d’équivalence. Cela est particulierement utile pour
la propagation qui ne connait pas les classes d’équi-
valence.

Elimination des contraintes redondantes pour sup-
primer les contraintes qui sont déja impliquées par
d. Par exemple, si d(z) = [1,2] et d(y) = [2,3],
alors la contrainte ternaire 1 = (z < y) est toujours
vraie, indépendamment de 1’évolution de d.
Renommage des variables pour utiliser une variable
unique par classe d’équivalence.

Elimination des variables inutiles pour supprimer
les variables qui ne sont dans le domaine d’aucune
contrainte. Nous conservons les variables ayant un
domaine vide afin de pouvoir détecter 1’insatisfiabi-
lité.

Nous donnons un exemple de 1’algorithme de prétraitement
sur le réseau de contraintes {(d, {zr = y+z,w =y+z,z =
(y = 2)}) avec d(x) = [0,1], d(w) = [1,2] et toutes les
autres variables ayant pour domaine [—oco, 00].

La propagation est incapable de supprimer des valeurs des
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domaines et la simplification algébrique ne détecte aucune
contrainte d’égalité puisque x pourrait étre égal a 0. En-
suite, I’élimination de sous-expressions communes détecte
I’égalité x = w, modifie la partition en {{z, w}, {y},{z}}
et supprime la contrainte x = (y = z).

La propagation reste inefficace, mais cette fois la simplifi-
cation algébrique est capable de détecter 1’égalité y = =z
car dg(z) = d(z) Nd(w) = [1,1], et la partition est mise
a jour en {{z,w},{y, z}}. Ensuite, la simplification algé-
brique réécrit la contrainte w = y 4+ z en w = y x 2. Cela
permet a I’étape de propagation de réduire le domaine de y
a |, détectant ainsi effectivement que le probleme est insa-
tisfiable.

A ce stade, le réseau de contraintes est (d, {w = y * 2}) et
le prétraitement termine. Dans cette situation, le probleme
a été completement résolu, et détecté comme insatisfiable,
par le prétraitement.

6 Evaluation Expérimentale

Nous évaluons notre approche sur 90/100 instances du Mi-
niZinc Challenge 2024. Nous supprimons 5 instances du
probleme harmony contenant des variables d’ensemble (ac-
tuellement non prises en charge) et 5 instances supplémen-
taires du probleme yumi-dynamic pour lesquelles notre dé-
composition est trop volumineuse pour &tre résolue en pa-
rallele sur GPU (nécessite plus de 96GB). Les 90 instances
restantes peuvent étre résolues avec notre approche. Pour
toutes les instances, le modele MiniZinc est converti en un
format plus simple appelé FlatZinc, comme cela est fait
pendant le MiniZinc Challenge. Il y a une instance qui est
détectée comme insatisfiable lors de la conversion en Flat-
Zinc et que nous supprimons des expériences lorsqu’elle
n’est pas pertinente.

Notre solveur GPU, Turbo v1.2.87, est exécuté sur le su-
perprocesseur NVIDIA GH200 décrit dans la Section 2.
Choco v4.10.18 et OR-Tools v9.9 sont exécutés sur un pro-
cesseur AMD Epyc ROME 7H12 avec 64 cceurs cadencés
a 2,6GHz. Nous fixons la limite de temps pour chaque ins-
tance a 20 minutes.

Pour assurer 1’équité, nous créons les sous-problemes a
résoudre en parallele en suivant la méme stratégie de re-
cherche que celle utilisée pour la résolution. Cela permet a
notre algorithme paralléle d’explorer un arbre de recherche
similaire aux solveurs séquentiels, ce qui nous désavantage
car cela conduit a des blocs inactifs dans 20% des instances
en raison d’un déséquilibre de charge. La propagation et la
recherche sont entierement exécutées sur le GPU — le CPU
est limité a I’analyse, au prétraitement et a I’affichage du ré-
sultat final. La création des sous-problémes est incluse dans
la limite de temps, ainsi que les décompositions FlatZinc et
TCN.

Analyse des réseaux de contrainte ternaire. Comme nous
ne prenons en charge aucune contrainte globale, la conver-
sion de MiniZinc en FlatZinc est déja assez cofiteuse. La
Table | montre I’augmentation moyenne, médiane, 1’écart-
type et I’augmentation maximale du nombre de variables et

2

2. Disponible sur Github : https://github.com/ptal/turbo/tree/v1.2.8
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Variables Contraintes
moyenne médiane écart-type max moyenne médiane écart-type max
FlatZinc  9.42x 1.86x 18.63x 111.62x  24.94x 2.95x 67.91x 486.87x
TCN 53.61x 7.97x 151.61x 1133.22x  76.68x 6.21x 265.88x 1837.19x
Prétraité  22.06x 4.76x 50.48x 344.62x  36.39x 4.33x 115.18x 746.09x

TABLE 1 — Augmentation de la taille des réseaux de contraintes par rapport aux réseaux de contraintes Choco sur 89 instances.

Solveur TCN  Autre Egal
Choco 22.5% 28.1% 49.4%
OR-Tools 112% 573% 31.5%
Choco-64 6.7% 71.9% 21.3%
OR-Tools-64 0% 809% 19.1%

FIGURE 1 — Comparaison entre deux solveurs de
I’état de I’art et le réseau de contraintes ternaire
prétraité avec point fixe par war psur 89 instances.
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de contraintes pour un modele MiniZinc complétement dé-
composé (sans contraintes globales), apres décomposition
en TCN (Section 4) et apres prétraitement (Section 5).

Sur 63 des 89 instances, la décomposition FlatZinc est
inférieure a un ordre de grandeur par rapport au réseau
de contraintes Choco, tant en nombre de variables qu’en
nombre de contraintes. Apres I’application de la décompo-
sition TCN, nous augmentons encore de 5 fois le nombre de
variables et de 3 fois le nombre de contraintes en moyenne.
Heureusement, 1’étape de prétraitement réduit cette aug-
mentation a 2,5 fois pour les variables et 1,5 fois pour les
contraintes en moyenne, bien qu’elle ne contienne que des
contraintes ternaires. Le temps moyen de prétraitement est
de 24,225 avec un écart-type de 96,91s. Le temps médian
est de 0,91s et seulement 11 instances prennent plus de 10
secondes pour étre prétraitées.

Sur la Figure 2, nous analysons 1’utilisation des opérateurs
a travers les instances. De toute évidence, la divergence de
threads n’est plus la principale préoccupation puisque les
instances n’utilisent pas une grande variété d’opérateurs.
En particulier, il n’y a aucune instance avec des opéra-
tions de modulo et de division (ou elles sont simplifiées
apres le prétraitement). En raison du prétraitement, toutes
les contraintes d’égalité non réifiées 1 = (x = y) sont
supprimées. La contrainte *+ = y < z n’existe que dans
un contexte réifi¢ et 0 = y < z (modélisant y > z) et
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1 = y < z ont complétement disparu.

Cela est dii a la décomposition FlatZinc et TCN, ot y < z
est réécrit en y — z < 0 par la décomposition FlatZinc,
puis réécriten y = = + z A z < 0, ce qui permet de gérer
directement < et > dans le domaine des variables.

Les contraintes en TNF les plus utilisées sont 1’addition,
le maximum (qui est utilisé pour encoder la disjonction)
et I’égalité réifiée. De maniere intéressante, bien que pré-
sente dans 5 classes de problemes, la décomposition de la
contrainte globale all-different en O(n?) contraintes de la
forme 0 = (x = y) ne semble pas constituer un goulet
d’étranglement.

Analyse de TCN pour la propagation sur GPU. Afin de
valider notre décomposition TCN sur GPU, nous la com-
parons a une représentation traditionnelle des propagateurs
basée sur les vues [17, [4], également exécutée sur GPU.
Nous effectuons nos benchmarks sur un ensemble restreint
de 20 instances, allant de petites a grandes tailles (au moins
une pour chaque classe de probleme), afin d’économiser des
ressources.

Dans la Table 2, nous comparons I’efficacité brute en
termes de nceuds par seconde et d’itérations de point fixe
par seconde. Nous désactivons le prétraitement lors de la
comparaison entre la propagation basée sur bytecode et
celle basée sur les vues car nous ne disposons pas du méme
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Basé sur Bytecode

Basé sur Bytecode Basé sur Vues  Basé sur Vues

TCN Prétraité Propagation TCN Prétraité Propagation
Neeuds par seconde 103036 79884 24276 14623
Itérations de point fixe par seconde 1429274 1379686 291438 88944
Itérations de point fixe par nceud 13.9 17.3 12 6.1
Mémoire des propagateurs (MB) 0.69 0.91 15.82 10.33
Mémoire des variables (KB) 286.5 397.3 286.5 76.6

TABLE 2 — Analyse de I’efficacité de la représentation en bytecode (prétraitée) de TCN, de la représentation basée sur les vues
de TCN et de la représentation basée sur les vues de contraintes arbitraires. La moyenne est utilisée pour agréger les résultats.

FP signifie point fixe.

algorithme de prétraitement pour les deux. La propagation
basée sur bytecode explore environ 5 fois plus de noeuds
par seconde en moyenne que la propagation basée sur les
vues. Comme elle converge également pres de 3 fois plus
lentement, cela signifie que les propagateurs TCN pour-
raient bénéficier d’un tri plus intelligent pour accélérer la
convergence, offrant ainsi la possibilité de tripler le nombre
de nceuds explorés par seconde. La propagation basée sur
les vues sur GPU bénéficie également de la représentation
TCN, bien qu’elle soit clairement surpassée par la propaga-
tion basée sur bytecode.

De manicre intéressante, bien que la décomposition TCN
soit plus volumineuse, la représentation en bytecode est si
compacte qu’elle utilise beaucoup moins de mémoire que
les propagateurs basés sur les vues. Cependant, le stockage
des variables est plus volumineux.

Analyse des algorithmes de point fixe. Nous comparons
le point fixe par warp (WAC1) introduit dans la Section 3
avec la boucle de point fixe AC1. Globalement, WAC1 ex-
plore en moyenne 10% de nceuds en plus par rapport a AC1
et trouve une meilleure borne sur 12% des problémes tout
en étant égal sur les autres. De plus, en termes de vitesse
de convergence—mesurée par le nombre de propagateurs
appelés pour atteindre le point fixe—WACI est 30% plus
rapide en moyenne et converge plus rapidement sur 83 des
89 instances. Par conséquent, il est raisonnable de conclure
que WACI est une optimisation utile.

Plus important encore, cela montre qu’il existe des oppor-
tunités pour améliorer la planification des propagateurs afin
d’accélérer davantage la convergence du plus grand point
fixe. A ce stade, il n’est pas clair si une stratégie de pla-
nification dynamique serait efficace sur GPU en raison du
surcolt lié a la planification des propagateurs en parallele.
Nous laissons cette question ouverte pour les recherches fu-
tures.

Comparaison avec Choco et OR-Tools. Dans cette der-
niere série d’expériences, nous comparons notre approche
avec deux solveurs de 1’état de 1’art. Les résultats globaux
sont illustrés dans la Figure 1. Malgré la simplicité de notre
solveur, il n’est pas loin de Choco en mode séquentiel. Cela
démontre que 1’optimisation matérielle peut surpasser 1’op-
timisation algorithmique telle que les contraintes globales
et le redémarrage sur une certaine classe de problemes. Le
meilleur solveur OR-Tools ne nous dépasse pas complete-
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ment, car nous trouvons de meilleures bornes sur 10 ins-
tances.

Pour étre complets, nous présentons également la version
parallele de chaque solveur en utilisant 64 threads, bien
que la comparaison soit difficile en raison des stratégies
de parallélisation différentes. Choco et OR-Tools utilisent
tous deux une parallélisation portfolio impliquant diffé-
rentes stratégies de recherche, y compris des stratégies aléa-
toires. Nous sommes surpassés par ces deux solveurs. Pour
une meilleure évaluation, nous devrions implémenter une
recherche parallele portfolio au lieu de EPS dans notre sol-
veur GPU, en attribuant une stratégie de recherche par bloc.
Nous laissons cela pour des travaux futurs.

7 Conclusion

Selon la theése de Rich Sutton, tout ce dont nous avons be-
soin, c’est de plus de puissance de calcul et d’algorithmes
évolutifs basés uniquement sur la recherche et 1’apprentis-
sage ['V]. Dans cet article, nous proposons un algorithme
de résolution évolutif et simple, accéléré sur GPU, basé sur
la consistance des bornes et la recherche. Lorsqu’il est exé-
cuté en parallele sur un seul GPU, notre algorithme est com-
pétitif avec le solveur de contraintes séquentiel Choco. Par
conséquent, cette expérience soutient la thése de Rich Sut-
ton.

Cependant, nous devons réévaluer nos résultats en tenant
compte d’un solveur hybride SAT-CP tel que OR-Tools.
Dans ce cas, davantage de calculs ne suffisent pas a dépas-
ser 1’apprentissage de conflits. Le probleme immédiat est
que I’apprentissage de conflits est intrinséquement un pro-
cessus séquentiel, et difficilement parallélisable, bien qu’il
existe quelques tentatives infructueuses [2(]. La question
est alors : peut-on se passer de 1’apprentissage de conflits ?

Lors de la compétition XCSP3 2024, en comparant les sol-
veurs basés sur SAT (par exemple, OR-Tools et Picat) avec
ACE, un solveur purement basé sur la recherche, il a été
montré qu’ ACE est meilleur pour trouver de bonnes bornes
d’objectif, tandis que les solveurs basés sur les conflits sont
meilleurs pour prouver 1’optimalité [5]. Par conséquent, il
est possible que méme sans apprentissage de conflits, un
solveur de contraintes basé sur GPU puisse devenir compé-
titif avec les solveurs hybridés avec SAT.
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Résumé

Les langages de modélisation de programmation par
contraintes (PPC), tels que MiniZinc, Essence et CPMpy,
Jouent un role dans I’accessibilité des techniques de PPC
aux non-experts. Les langages de modélisation, comme les
solveurs, sont des pieces complexes de logiciels pouvant
contenir des bogues, réduisant leur utilité. Les tests a don-
nées aléatoires par mutations sont une maniere de tester
des systemes complexes en mutant des entrées et en Véri-
fiant la préservation de propriétés dans la sortie mutée. Ce
papier est un résumé de ’article "Mutational Fuzz Testing
for Constraint Modeling Systems"[ - ] publié a CP2024.

Mots-clés

Tests a données aléatoires par mutations, langage de mo-
délisation de problemes PPC, bogue

Abstract

Constraint programming (CP) modeling languages, like
MiniZinc, Essence and CPMpy, play a crucial role in ma-
king CP technology accessible to non-experts. Both solver-
independent modeling frameworks and solvers themselves
are complex pieces of software that can contain bugs, which
undermines their usefulness. Mutational fuzz testing is a
way to test complex systems by stochastically mutating in-
put and verifying preserved properties of the mutated out-
put. This paper is a summary of the article "Mutational
Fuzz Testing for Constraint Modeling Systems"[5] publi-
shed at CP2024.

Keywords

Fuzz testing, Constraint modeling language, bugs.

1 Introduction

La résolution sous contraintes est une technique de raison-
nement d’TA déclarative qui est utilisée pour une variété
d’applications allant de la planification de lignes de produc-
tions a 1’automatisation de programmes informatiques en
passant par des applications aérospatiales. Toutes ces appli-
cations requierent que les solveurs de contraintes donnent
des solutions correctes et fiables vis-a-vis du modele.
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Pour utiliser la puissance des solveurs modernes, il est
commun pour les utilisateurs d’écrire les spécifications
de leurs problemes dans un langage de modélisation de
contraintes haut niveau tel que MiniZinc, XCSP, Essence
ou CPMpy[!]. Ces langages de modélisation jouent un role
fondamental pour I’adoption a large échelle des technolo-
gies de programmation par contraintes (PPC) a travers de
nombreux domaines griace a leur formalisme haut niveau,
leur expressivité et les méthodes de définition de problémes
intuitives pour les utilisateurs. Ils offrent une abstraction
des détails de I’encodage des contraintes de haut niveau
dans les contraintes spécifiques prises en charge par un sol-
veur, permettant aux utilisateurs de se concentrer sur le pro-
bléme en cours plutdt que sur les spécificités des solveurs.

Les systtmes de modélisation reformulent ensuite les
contraintes utilisateur de haut niveau en des expres-
sions spécifiques aux solveurs telles que des clauses, des
contraintes linéaires ou des contraintes globales non im-
briquées. Pour cette étape, le code de base des systémes
de modélisation inclut un certain nombre de reformulations
et d’algorithmes d’encodage. Ces systemes sont également
complexifiés par la présence d’optimisations de modeles
tels que les systemes d’élimination de sous-expression
commune.

Comme de nombreux logiciels complexes, les systemes de
modélisation et les solveurs de contraintes peuvent conte-
nir des bogues. Dans le cas des systemes de modélisation,
ceux-ci peuvent avoir plusieurs types de comportements
indésirables allant de I’interruption de fonctionnement du
systeme a la génération de fausses solutions ou du retrait de
solutions valides (ex : retrait de I’optimal). Ces situations
peuvent avoir un impact important sur I’utilisateur et son
application. De plus, cela peut diminuer la confiance des
utilisateurs envers un solveur.

Pour ce faire, nous proposons le logiciel cadre Hurricane,
basé sur les techniques de vérification automatique par don-
nées aléatoires par mutations[”] pour vérifier les systemes
de modélisation de programmation par contraintes.
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2 Tests a données aléatoires par mu-
tations

Notre systeme de tests a données aléatoires par mutations
fonctionne de la maniére suivante. Un ensemble de m pro-
blemes de satisfaction ou d’optimisation de contraintes sa-
tisfaisables est sélectionné. A chaque itération de 1’algo-
rithme, un modele est sélectionné de maniere aléatoire
et un certain nombre de mutations sont appliquées aux
contraintes de ce modele. Une mutation est une fonction
qui prend en entrée un ensemble de contraintes et en sor-
tie donne un autre ensemble de contraintes. Ces nouvelles
contraintes sont ajoutées au modele. Apres application des
mutations, nous vérifions si certaines propriétés (dépen-
dantes du type de mutation) sont conservées. Si la vérifi-
cation échoue, 1’algorithme a découvert un bogue dans le
systeme et 1’enregistre pour analyse par 1’utilisateur.

2.1 Ensemble de modéele de départ

Avoir des modeles simples permet une plus grande facilité
a identifier la source en cas d’erreur. Pour également di-
minuer la complexité de création de cet ensemble et s’as-
surer que tous les types de contraintes supportées sont uti-
lisées, la meilleure piste est de partir des modeles utilisés
dans les tests unitaires. Ces modeles sont généralement pe-
tits, compréhensibles et contiennent un nombre restreint de
contraintes et variables a la fois.

2.2 Mutations

Les mutations sont de plusieurs types, classées en fonction
des propriétés qu’elles respectent mais également du type
de modifications appliquées sur les contraintes.

2.2.1 Reformulations

Les systemes de modélisation possedent généralement plu-
sieurs fonctions de reformulations afin de transformer les
modeles définis par les utilisateurs vers les solveurs. Ces
reformulations incluent entre autre la transformation en
contraintes linéaires, la décomposition de contraintes glo-
bales ou la simplification de termes. Ces transformations
peuvent servir directement de mutation.

2.2.2 Mutations haut niveau

Les mutations haut niveau sont des mutations basées sur
la logique entre deux expressions booléennes. Par exemple,
si le modele contient deux contraintes A et B, la contrainte
AN B est validée pour toutes les solutions du modele initial,
de méme que pour AV B. Ajoutée au modele, les mutations
de ce type ne change pas I’ensemble de solutions acceptées.

2.2.3 Mutation de sous-expressions : fusion séman-
tique

L’idée de ce type de mutation est de fusionner deux ex-
pressions et créer une variable auxiliaire pour celle-ci. Par
exemple, si on a les variables x; et xo, on peut définir
y = x1 + x2. Cette nouvelle expression est alors utilisée
pour substituer les anciennes expressions la ou elles sont
utilisées. Dans le cas de I’exemple, z; sera substitué par
Yy — Tg et xo sera substitué par y — ;.
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2.2.4 Mutation de sous-expressions : comparaisons

équivalentes

Ce type de mutation sélectionne une comparaison de ma-
niere aléatoire et applique une multiplication par une
constante (positive) de chaque coté de la comparaison.

2.3 Méthodes de vérifications

Une fois le modele muté obtenu, il faut vérifier si un bogue
a été potentiellement introduit. Pour cela, une méthode de
vérification est sélectionnée. Certaines sont plus coliteuse,
mais permettent plus de sécurité quant a la découverte d’un
bogue sur I’exemple.

Ces méthodes de vérifications sont les suivantes :

vérifier toutes les solutions : comparer 1’ensemble
de solutions du modele non muté avec 1’ensemble
de solutions du modele muté, si ceux-ci sont diffé-
rents, il existe un bogue

compter le nombre de solutions : comparer le
nombre de solutions des deux modeles, si le nombre
différe, il y a un bogue, un nombre égal n’impli-
quant pas forcément une absence de bogue

vérifier une solution spécifique : sélectionner une
solution du modele non muté et vérifier qu’elle est
toujours acceptée par le modele muté

vérifier la satisfaction : vérifier que le probleme est
toujours satisfaisable

vérifier I’optimum : vérifier que I’optimum est tou-
jours le méme

3 Discussion sur les résultats et
conclusion

Nous avons fait tourner Hurricane sur le systeme de modé-
lisation CPMpy et avons découvert un nombre significatif
de bogues, appartenant a plusieurs catégories et non détec-
tés par les tests unitaires. Certains causaient des arréts du
systemes, tandis que d’autres modifiaient I’ensemble de so-
lutions. Notre utilisation a montré également une augmen-
tation de la couverture de test du systeéme. Notre méthode
est également particulicrement bien conceptualisée pour de
I’intégration continue, et permet de découvrir de nouveaux
bogues au fur et a mesure du développement. Cependant,
bien que notre méthode soit efficace, I’une des principales
difficultés est la potentielle découverte d’'un méme bogue
via plusieurs modeles mutés. Il est en effet difficile, sans
analyse humaine, de détecter si la source du bogue est la
méme.

Notre logiciel cadre est également trés modulable et peut
évoluer en fonction des besoins du logiciel a tester. 11 est
en effet facile d’ajouter de nouveaux modeles de base, ainsi
que de nouvelles mutations. Pour les systemes de modéli-
sation intégrant plusieurs solveurs cibles, une nouvelle mé-
thode de vérification simple peut &tre de résoudre le modele
muté avec plusieurs solveurs et voir si ceux-ci s’accordent
sur la vérification. Nous pensons donc qu’il peut étre utile
pour tester tout systeme de modélisation.
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Résumé

Cet article s’intéresse a la correction de la représentation
des domaines des variables dans un solveur de contraintes.
Nous proposons d’utiliser la vérification déductive, et plus
précisément I’outil Why3, afin de fournir des implémenta-
tions correctes des domaines. L’article résume les travaux
réalisés par ’autrice, concernant la vérification formelle
des sparse sets pour représenter les domaines finis entiers.
La contribution nouvelle concerne le développement d’une
implémentation formellement vérifiée des domaines ensem-
blistes, basée, elle aussi, sur les sparse sets.

Mots-clés

vérification formelle, domaines entiers, domaines ensem-
blistes, sparse sets, Why3

1 Introduction

Développer un solveur de contraintes requiert entre autres
de choisir une représentation efficace et correcte pour les
domaines des variables. Différentes structures de données
sont utilisées dans les solveurs existants : séquences ou
arbres d’intervalles, bit-vecteurs, ensembles épars (sparse
sets en anglais et dans la suite), etc. Nous proposons de dé-
velopper de telles représentations, en utilisant un assistant a
la preuve puis d’en extraire un code exécutable. L’assistant
a la preuve nous permet d’implémenter, spécifier et prouver
que I’implémentation est correcte par rapport a la spécifica-
tion. A 1’aide de Coq, nous avons formalisé les séquences
d’intervalles pour représenter les domaines des variables
entieres [0]. Ici, nous nous concentrons sur les sparse sets
et les domaines ensemblistes représentés avec une variante
des sparse sets, a 1’aide de I’assistant a la preuve Why3. La
contribution nouvelle est la formalisation en Why3 des do-
maines ensemblistes. La premiere contribution a fait 1’objet
de la publication [”] que nous résumons dans 1’article.

Nous mettons 1’accent sur les spécifications des structures
de données, en particulier leurs invariants ainsi que sur les
spécifications des opérations. Nous démontrons en particu-
lier que les opérations établissent ou préservent les inva-
riants. Ces développements, dont le code complet est dispo-
nible, ont permis d’extraire du code exécutable en OCaml.
Nous avons choisi 1’outil de vérification déductive Why3
caril y est aisé de formaliser et prouver des algorithmes ma-
nipulant des données mutables, puis d’en extraire du code
exécutable efficace. Il est plus difficile de représenter des
structures de données mutables en Coq, les fonctionnalités
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impératives, comme par exemple la modification en place
de tableaux, n’y étant pas directement disponibles.

Une approche alternative consiste a prouver la correction
des implémentations existantes. Cette approche est impos-
sible pour le code d’un solveur dans son ensemble car
celui-ci est trop complexe. Elle pourrait cependant étre pos-
sible pour les modules relatifs aux domaines (e.g. dans Fa-
CiLe [0]). Cependant, en lisant, par exemple, le code de
MiniCP ou OscaR, on se rend compte que de nombreux as-
pects sont imbriqués et qu’il est difficile d’isoler les seuls
éléments des structures de données d’étude.

2 Présentation rapide de Why3

Why3 [] est une plateforme de vérification déductive de
programmes qui fournit un langage de spécification et de
programmation, appelé WhyML. Ce dernier permet a 1’uti-
lisateur d’écrire des programmes fonctionnels ou impéra-
tifs comportant du polymorphisme, des types et prédicats
inductifs, du filtrage, des exceptions, des références, des
tableaux, etc. Les programmes sont spécifiés a 1’aide de
contrats contenant des pré- et post-conditions et complé-
tés éventuellement par des invariants de boucle. La logique
sous-jacente est une extension de la logique du premier
ordre. A partir d’un programme annoté par sa spécification,
Why3 génere des conditions de vérification (VC), formules
logiques obtenues par un calcul de plus faible pré-condition
et dont la preuve assure la correction du programme par
rapport a sa spécification. Pour démontrer les VCs, Why3
s’appuie sur des prouveurs automatiques standards (nous
utilisons ici Alt-Ergo, CVC4 et Z3) ainsi que des assistants
de preuve interactifs tels que Coq ou Isabelle (que nous
n’avons pas utilisés ici). Des tactiques de preuve sont éga-
lement fournies, pour guider la preuve ou comprendre les
mangques ou erreurs au cours du développement.

Il existe de nombreuses bibliotheques qui peuvent Etre
utilisées, pour I’arithmétique des entiers, les listes poly-
morphes, les ensembles finis, les fonctions partielles, etc.
A partir des programmes WhyML vérifiés, des programmes
OCaml (et récemment des programmes C) corrects par
construction peuvent étre automatiquement extraits.

3 Sparse sets vérifiés

Un sparse set permet de représenter le domaine d’une va-
riable entiere, inclus dans un intervalle [0, N — 1]', ol

1. Ceci est un peu restrictif mais il est facile de retrouver le cadre plus
général en utilisant un offser comme cela est fait dans OscaR par exemple.
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P sineD =g rence a la valeur d’un terme au point d’appel de la fonction.

0 1
Une condition de vérification correspondant a la satisfac-
tion de cette post-condition est générée.

2 3 4 5
N
3‘6‘5‘2‘1‘7 0‘4‘8‘

Dense

type tsparse = { n : int;
mutable dense: array int; mutable sparse: array int;
mutable sizeD: int;
mutable ghost setD : fset int; }

invariant {

Sparse| 6 | 4 |30 |7|2]1]5]|8

FIGURE 1'_[Jn sparse set dom_ran dense n && dom_ran sparse n && O<=sizeD<=n &&
. setD C [0, n-1] &&
N est un entier naturel non nul. Cette structure de don- (forall x. O<=x<n -> (sparse[x]<sizeD <-> x € setD)) &&
P ‘1 z f 11 i. 0<=i - d i =1
nées utilise deux tableaux de longueur N appelés Dense e e
et Sparse, et un entier naturel sizeD. Les éléments du do- let remove (v : int) (a : tsparse)

. . < _ requires 0<=v<a.n && v € a.setD
maine, setD, sont les entiers présents dans le sous-tableau ensures (a.seth == (old a.5etD) - (v})

Densel0..sizeD — 1]. Le tableau Sparse associe toute va- -

_ < I . : swap_arrays a.dense a.sparse a.n a.sparsel[v] (a.sizeD - 1);
leur v de [0, N — 1] a sa position ¢ dans Dense. Les inva- a.5izeD < a.sizeD - 1:

riants de la structure de données sont les suivants : a.setD <- a.setD - {v}
setD C 0..N — 1 A setD = Densel0..sizeD — 1] (Py) Listing 1 — Sparse set en WhyML (extrait)
Sparse[v] =i <= Denseli] = v, for all i, v (P2)

Un sparse set est également peu coliteux a restaurer dans le
cadre d’une recherche de solution utilisant le backtracking.
11 suffit en effet de sauvegarder et restaurer la limite sizeD.
Nous retrouvons le méme ensemble mathématique, méme
si les deux tableaux sont différents. Cette situation est illus-
trée par un exemple dans la figure 2.

Un exemple est donné a la figure 1. Les fleches bleues y
illustrent I’invariant P, : Dense[l] = 4, Sparse[4] = 1.

Cette représentation est particulierement efficace pour le
test d’appartenance et les opérations remove (qui retire un
élément du domaine) et bind (qui lie une variable a une
valeur), qui sont en temps constant. Tester 1’appartenance
d’un élément v au domaine consiste a évaluer 1’expression
v < sizeD, retirer v revient a échanger, dans Dense, v . |sizeD =6 Dense |20 =3

avec Dense[N — 1], et de faire les modifications corres-
pondantes dans Sparse, réduire le domaine a {v} consiste Sparse TR 2 [AT5 8] Sparse [T To 3 2 4 i3]
a échanger v avec Dense[0] et mettre a jour Sparse.

Dy D,

(a) Sauvegarde (b) Apres retrait de 1, 6 et 3
La formalisation en WhyML suit tres fidelement cette pré- D,

sentation. Un extrait en est donné dans le listing 1. Le type
des sparse sets, tsparse, est défini ici comme un type
enregistrement comprenant, outre les champs n, dense et Sporse eTe o3 ]2 ] ]e]
sparse, un champ setD dit fantdme. Il aura pour valeur
le domaine courant et n’est 1a que pour les besoins de la
spécification et faciliter la preuve. Lors de I’extraction du FIGURE 2 — Restaurer un sparse set
code OCaml, il sera effacé. Cette valeur fantdbme, un en-
semble mathématique de type polymorphe fset int, est
mise a jour dans les différentes fonctions qui modifient un
sparse set. Dans la suite, nous écrivons ce code fantdme en
italiques et utilisons les notations mathématiques usuelles
pour dénoter les opérations ensemblistes mathématiques.
Le type tsparse est accompagné d’un invariant qui re-
prend les deux propriétés P; et P, énoncées plus haut.
dom_ran dense n spécifie que n est positif ou nul, que
le tableau dense est de longueur n et que ses éléments sont
compris entre 0 et n—-1. L’invariant est vérifié aux limites
des appels de fonction : chaque fois qu’un sparse set est
créé ou modifié, une VC correspondant resp. a I’établisse-
ment ou la préservation de I’invariant est générée.

1sizeD =6

P LR

(¢) Restauration (D2 = Dy)

Nous avons implémenté une fonction undo qui prend en
parameétre la valeur de sizeD a restaurer. Si le code de
la fonction est extrémement simple, sa spécification est
plus délicate et demande de revoir la définition du type
t sparse ainsi que la plupart des opérations. Nous introdui-
sons pour cela, dans tsparse, une nouvelle variable fan-
tome, states, qui stocke les différents états du domaine,
a savoir les valeurs successives de ’ensemble setD. Elle
est définie comme une fonction partielle qui associe a p le
modele de cardinal p *. Ainsi undo (p) consiste i revenir a
la situation antérieure ou le modele setD était states (p).
La variable states est soumise a I’invariant spécifié par le
prédicat inv_states (cf listing 2), qui est ajouté comme

Le contrat associé a la fonction remove sBéciﬁe que la va- invariant du type tsparse. La derniére propriété fait le
leur v a retirer doit appartenir au domaine - et que son effet lien entre states et sparse : si states(i) = s alors s =
est de retirer cette valeur. Pour exprimer cette propriété, le dense[0..i] (et donc tous les éléments de s ont une valeur
modele abstrait, soit la variable fantome setD, est utilisé. dans sparse strictement inférieure 2 i).

L’opérateur o1d, utilisé dans une post-condition, fait réfé-

predicate inv_states states setD n sparse =
—-— le domaine de définition est inclus dans [[|setD/[,n]

2. Cette pré-condition est ajoutée ici pour simplifier la présentation. (dom states) C [|setD|, n] &&
Le code vérifié et extrait ne fait pas cette hypothese et teste 1’appartenance
de v au domaine. 3. le cardinal de setD est exactement sizeD.
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—-— 1’état courant y est enregistré

states (|setD]|) = setD &&
—— chaque état stocké est bien formé et contient setD
forall i, s. states(i) = s —>
s C [0, n-1] && |setD| = 1i && setDh C s
—-— lien avec sparse
(forall i, s. 0<=i<=n -> states (i) = s —->

(forall x. 0<=x<n —-> (sparse[x]<i <-> x € s)))
let undo (a : tsparse) (p : int) : unit

requires {a.sizeD< p<= a.n && p € dom(a.states)}
ensures {exists s. (old a).states(p) = s && a.setD
ensures {forall i, v. p < i <= a.n —>

(a.states (i) = v <-> (old a) .states (i) =

== s}

v)}

let ghost (v :
a.seth <- v ;
a.sizeD <- p

fset int) = a.states(p) in
a.states <- [0, p-1] 9 a.states ;

Listing 2 — Invariant de states et undo en WhyML

La fonction undo (cf listing 2) a une large part "fantdme"
qui consiste a mettre a jour setD et states. L’opérateur <
permet de supprimer les potentiels éléments de 1’intervalle
[0, p-1] du domaine de states. Nous assurons ainsi que
les états stockés sont antérieurs a celui caractérisé par p.
La fonction undo a une pré-condition contraignant son pa-
rametre a €tre dans le domaine de définition de states.
Si la fonction extraite est utilisée sans vérifier cette pré-
condition, I’invariant pourrait &tre violé. Une version dé-
fensive, vérifiant dans le corps de undo que le parametre
p est bien un "cardinal rencontré précédemment”, a égale-
ment été développée et vérifiée, impliquant d’utiliser, pour
I’ensemble de la formalisation, un entier réversible pour la
limite sizeD. On dispose ainsi non seulement de la valeur
courante de sizeD mais aussi de ses valeurs antérieures. Le
type rint d’un entier réversible est donné ci-dessous.

{mutable value int;

mutable back : list int;}
invariant {sorted back && no_duplicates back &&
forall x. x € back -> value < x}

type rint =

Ainsi, dans la fonction remove, la valeur courante de I’en-
tier réversible sizeD est poussée dans la liste sizeD.back
avant d’étre décrémentée.
Pour assurer la cohérence entre sizebD et les états stockés
dans states, nous ajoutons la propriété suivante dans I’in-
variant du type tsparse :

forall x. (x = sizeD.value || <=>

X € dom states

X € sizeD.back)

Les preuves des VCs sont automatiques, moyennant 1’ajout
de quelques lemmes, eux aussi prouvés automatiquement.
Pour plus de détails, se reporter au code en ligne ( https:
ets)eta[’].

//gitlab.com/cdubois/why3

4 Sparse subsets vérifiés

Cette section présente la formalisation en Why3 des do-
maines des variables qui modélisent des ensembles d’en-
tiers, plus exactement des sous-ensembles d’un intervalle
[0, N — 1]. Le domaine d’une variable X est alors repré-
senté par un intervalle d’ensembles, dont la borne infé-
rieure, appelée required, contient les éléments qui doivent
étre dans I’ensemble X, et la borne supérieure, appelée
possible, contient les éléments qui peuvent apparaitre dans
I’ensemble X [“]. Ainsi le domaine de X est I’ensemble
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possible sized =6

7T 8
N=9
BE

required
sizel = 3
0o 1 2|8 4 s

0‘2‘3 1‘4‘57

Dense

Sparse

0‘3‘1‘2‘4‘8‘7‘6 5
01 2 3 4 5 6 7

FIGURE 3 — Un sparse subset

de tous les sous-ensembles de [0, N — 1] qui contiennent
required et sont contenus dans possible : {s C [0, N —
1]| required C s C possible}. Par exemple, I’intervalle
d’ensembles [{1, 3}, {1, 2, 3,4}] représente le domaine en-
sembliste {{1,3},{1,2,3},{1,3,4},{1,2,3,4}}.

La représentation concrete vérifiée réutilise et adapte la
structure de données de sparse set, comme cela est proposé
par Le Clément de Saint-Marcq et al. dans [5] et implé-
menté, par exemple, dans le solveur OscaR. Nous appelons
cette structure de données un sparse subset. L’ adaptation
consiste en la manipulation de deux limites, size; et sizea,
au lieu d’une seule. Le sous-tableau dense[0..size; —
1] contient les éléments requis (c’est-a-dire la borne
inférieure de I’intervalle d’ensembles), le sous-tableau
densel0..sizea — 1] contient les éléments possibles (c’est-
a-dire la borne supérieure de I’intervalle d’ensembles), le
reste du tableau dense contient, quant a lui, les éléments qui
ont été exclus du domaine au cours des filtrages successifs.
Un exemple est présenté a la figure 3, il représente 1’inter-
valle d’ensembles [{0, 2, 3}, {0, 1,2, 3,4, 8}] C ([0, 8]).
La spécification d’un sparse subset est présentée en
WhyML dans le listing 3. Nous retrouvons la taille n, les
deux tableaux dense et sparse, les deux limites rassem-
blées en un couple "réversible", sizel2 (de type rpair),
ceux-ci constituant la partie calculatoire, ainsi que les va-
riables fantdmes setD, required et possible qui servent
a la spécification. Comme précédemment, cette structure de
données est réversible : pour restaurer un sparse subset, il
suffit de restaurer les valeurs des deux limites, donc la va-
leur du couple size12. Nous introduisons donc également
une variable fantdme states, qui stocke les états succes-
sifs de la structure de données, c’est-a-dire ici un couple
composé des deux ensembles requiredetpossible. Elle
est, de la méme facon que pour les sparse sets, une fonc-
tion partielle définie sur des couples d’entiers. Les pro-
priétés invariantes sont similaires a celles pour les sparse
sets. Nous retrouvons, dans 1’ordre, les propriétés qui dé-
crivent le modele abstrait, la propriété P, qui impose a
dense et sparse d’étre inverses ’un de ’autre, les pro-
priétés qui font le lien entre les ensembles abstraits du mo-
dele et les bornes size; et sizes (getl et get2 sont resp.
la premiere et la deuxieme projection des couples), la pro-
priété spécifiant states et enfin la propriété assurant la
cohérence entre states et le couple réversible des deux
bornes. Le prédicat inv_states_set states, non déve-
loppé ici, est similaire a celui du listing 2, il repose sur la
définition d’un ordre sur les couples qui reflete le fait qu’au
cours des filtrages successifs, I’ensemble required grossit
(et donc size; augmente) alors que possible rétrécit (et
donc sizeg décroit). Le champ back d’un couple réversible
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d’entiers forme une liste triée selon cet ordre.

type tsparsesubset = {
n : int;
mutable dense: array(int); mutable sparse:
mutable sizel2: rpair;
ghost mutable setD: fset
ghost mutable required: fset int;
ghost mutable possible: fset int;
ghost mutable states: fmap (int,int)
invariant {
possible C (interval 0 n)
required C possible &&
forall s. s € setD <->(required C s C possible)
dom_ran dense n && dom_ran sparse n &&
(forall i. 0<=i<n -> sparse[dense[i]]=1)
O<=getl(sizel2.value)<= n &&
getl(sizel2.value)<=get2(sizel2.value)
(forall x. 0<=x<n ->
(sparse[x]<getl (sizel2.value)
(forall x. 0<=x<n ->
(sparse[x]<get2(sizel2.value) <-> x € possible)) &&
inv_states_set states required possible sizel2 sparse &&
forall x. (x = sizeD.value || x € sizeD.back) <->
x € dom states }

array (int);

(fset int);

(fset int,
&&

&&
&&

<=n &&

<-> x € required)) &&

Listing 3 — Type t sparsesubset en WhyML

Nous avons spécifié, implémenté et vérifié les opé-

rations create, full_interval, excludes_val,
requires_val (cf listing 4), excludesAll,
requiresAll..., inspirées de celles développées

dans OscaR ainsi qu’une opération undo. Les opé-
rations excludes, excludesAll,
requiresAll, sont en temps constant et consistent en
des échanges et des modifications des bornes. L’ opération
undo prend cette fois en paramétre deux entiers censés dé-
crire une "situation antérieure", son code WhyML consiste
a mettre a jour sizel2 par le couple formé des deux
parameétres, ainsi que les variables fantdmes (exactement
comme dans le cas des sparse sets).

requires_val,

—--La fonction impose v parmi les valeurs requises - Elle
leve une exception si v est déja exclue.
let requires_val (v : int) (a: tsparsesubset) : unit
requires {0<=v<a.n}
ensures {a.required == (old a.required) U {v}}
ensures {forall x. x € a.setD <->
exists y. yv € (old a).setD && x ==y U {v}}

raises {ImpossibleOp -> v €& a.possible) && a = old a}
let i = a.sparse([v] in
let (sizel, size2) = a.sizel2.value in
if i < sizel then ()
else

if i >= size2 then raise ImpossibleOp

else

begin

swap_two_arrays a.dense a.sparse a.n a.sparse[v] sizel;

set (sizel+l, size2) a.sizel2;

a.required <- a.required U {v};
a.setD <- addSet’ v a.setD;
a.states <- a.states U

{(a.sizel2, (a.required, a.possible))}

end

Listing 4 — Type t sparse en WhyML

Afin d’extraire un code OCaml exécutable efficace, tra-
vaillant sur des entiers machine bornés et non des entiers
mathématiques °, il reste une derniére étape. L’ implémen-
tation présentée dans cette section est modifiée pour utiliser
des entiers machine, et ce, sans difficulté : remplacement

4. addSet estune fonction logique qui ajoute son premier parametre
dans chacun des ensembles de son deuxieme parametre.
5. le type int de WhyML désigne le type des entiers mathématiques

JFPCQPFTA 2025

fset int) }

170

du type int par le type int 63 de la bibliothéque standard
de Why3 et insertion de quelques conversions dans les par-
ties logiques qui continuent de manipuler des entiers ma-
thématiques. Une modification a dii toutefois étre introduite
dans les spécifications pour ne pas occasionner d’overflow
dans I’opération size qui calcule la hauteur du treillis des
sous-ensembles sous-jacent. Ainsi a.n est contraint a étre
strictement inférieur & max_int. Les preuves des VCs de-
meurent automatiques. Le code complet est disponible a
I’adresse suivante : https://gitlab.cc >01s
w ts.

y3_sparse

5 Conclusion

Le travail présenté ci-dessus a permis de mettre a disposi-
tion une bibliotheque d’implémentations formellement vé-
rifiées pour représenter des domaines de variables dans un
solveur de contraintes.

Le développement réalisé en Why3 pour les domaines en-
semblistes a bénéficié grandement de celui réalisé au préa-
lable concernant la représentation des sparse sets. Il est plus
complexe dans la mesure ou ’on est amené a manipuler
un couple d’entiers (sizel2) au lieu d’un entier unique
(sizeD) et deux ensembles (required et possible) au
lieu d’un seul (setD) mais les spécifications sont tres simi-
laires. Il est sans doute possible de réutiliser une partie du
code WhyML en généralisant certaines propriétés, ce qui
n’a pas été fait ici. Nous envisageons également d’explorer
en Why3 la représentation basée sur les sparse bitsets [ 1].
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Résumé

Cet article aborde le probleme nouveau, découlant du
concept novateur de fédération de missions dans le do-
maine de I’observation de la Terre grdce au développement
de réseaux de stations terrestres, rencontré par le systeme
de communication et de gestion des ressources des satellites
(SCRMS). Ce probleme décisionnel est celui de la sélection
des contacts, sous contraintes de satisfaction des besoins
de communication des satellites, en minimisant le coiit et
les brouillages. Nous avons développé plusieurs méthodes
de résolution : un programme linéaire, des schémas de re-
cherche incomplete et des schémas d’allocation gloutonne.

Mots-clés

Observation de la Terre, ressources de communication,
GSaaS, programmation linéaire en nombres entiers, re-
cherche incomplete.

1 Introduction

Traditionnellement, les missions spatiales consacrées a
I’observation de la Terre disposent de leurs propres res-
sources. Chaque mission possede sa constellation de satel-
lites, ses stations au sol et son centre de contrdle. Les sta-
tions au sol sont dédiées a la communication avec les satel-
lites et permettent de charger des plans d’observation et de
télécharger des observations. Plus récemment, des stations
de communication tierces utilisant le paradigme de la sta-
tion au sol en tant que service (GSaaS) ont été développées
[/]. Dans ce paradigme, les clients réservent des ressources
de communication aupres d’un fournisseur de segments ter-
restres au lieu de construire leurs propres stations.

Une couche de fédération multi-agents pour coordonner
plusieurs missions d’observation de la Terre indépendantes
a été proposée []. L’ objectif de cette fédération est de per-
mettre aux clients qui demandent 1’acquisition de vastes
zones d’accéder facilement a plusieurs constellations de sa-
tellites et de sites de communication afin de composer et
de télécharger leurs acquisitions en un temps réduit com-
paré aux demandes conventionnelles non coordonnées. Le
systeme de communication et de gestion des ressources des
satellites (SCRMS) doit gérer les communications en uti-
lisant non seulement les stations terrestres appartenant aux

*Ce document résume en francais un article accepté a la conférence
CPAIOR’25 [1].
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missions de la fédération, mais aussi le GSaaS.

Le présent travail est consacré au développement et a I’éva-
luation expérimentale d’algorithmes permettant de résoudre
ce probleme d’allocation. Sa principale contribution est la
fourniture de lignes directrices solides pour la sélection
d’algorithmes pour la fonction de réservation de sites de
communication.

2 Probleme de sélection

Le SCRMS est chargé de fournir des possibilités de com-
munication avec le sol a tous les satellites de toutes les mis-
sions fédérées. Il gere la communication entre d’une part
N satellites et d’autre part des sites comprenant une ou plu-
sieurs stations au sol, chaque station contrdlant une antenne
spécifique. Pour cela il recherche des fenétres de commu-
nication pour le transfert de données en liaison montante et
descendante. Les missions fournissent les orbites de leurs
satellites et les réseaux de stations au sol publient les coor-
données et les masques de visibilité de leurs stations.

La propagation des orbites et le calcul des événements
conduisent pour chaque satellite ¢ a L; contacts potentiels
avec le sol. Chaque contact [ € {1,...L;} est caractérisé
par son site au sol, et sa fenétre temporelle [u, ;,; ], per-
mettant de déduire sa durée d; ;. La variable de décision
associée a un contact est z; ; € {0, 1}, valant 1 si le contact
[ du satellite ¢ est choisi dans la réservation.

La sélection de contacts permet de remplir en partie les be-
soins de communications d’un satellite. Chaque satellite ¢
a K; besoins a remplir, définis par une durée de communi-
cation D; j, a remplir sur une fenétre temporelle [t ;, ti k),
avec une liste de sites réservables S; , et une bande de ra-
diocommunication (bande S pour téléverser les futurs plan
d’observation et les opérations de maintenance, et bande X
pour le téléchargement des observations). Un contact peut
donc étre choisi pour participer a la validation d’un besoin
k si sa fenétre temporelle est inclue dans celle du besoin,
que le site fait partie des sites réservables et que la bande de
radiocommunication est la bonne. Notons Z;; I’ensemble
des besoins qu’un contact / est en mesure de satisfaire.
Notre probleme de décision est donc celui de sélec-
tionner des contacts tel que le plan obtenu puisse véri-
fier pour chaque satellite ¢ et chacun de ses besoins k
it Liykezi, diain = Dig.

Nous pouvons ainsi optimiser deux criteres : le coft total



de la sélection, en additionnant le cofit des contacts retenus
(dépendant du modele de cofit du GSaaS, basé sur la durée
du contact ou sur un cofit fixe par contact), et le conflit et
brouillage total induit par la sélection. Deux contacts [ et
m des satellites ¢ et j, respectivement, peuvent générer une
quantité b; ; ; , de conflit et brouillage si leurs fenétres tem-
porelles se chevauchent et qu’ils partagent le méme site (pas
nécessairement la méme antenne). Le total est obtenu en
faisant la somme du conflit et brouillage généré par toutes
les paires de contacts. Nous considérons ici un ordre lexi-
cographique sur les critéres, nous minimisons en premier
le colit (resp. le confit et brouillage) et a valeur égale nous
minimisons le confit et brouillage (resp. le coft).

3 Méthodes de résolution

Round-robin. La procédure round-robin permet d’envisa-
ger une distribution équitable d’articles entre des agents.
Nous associons ici les besoins aux agents et les contacts aux
articles. Chaque besoin est considéré a tour de rdle et sé-
lectionne un contact supplémentaire. L’ordre d’examen des
besoins dépend de I’évaluation de ces derniers ou de leur
difficulté, déclinant deux méthodes. L’ évaluation du besoin
k du satellite ¢ s’obtient en sélectionnant la meilleure va-
leur sur les criteres calculée en ajoutant un des contacts non
sélectionnés qui peuvent contribuer au besoin k. La dureté
du besoin est proportionnelle au ratio de sa durée de com-
munication et de la durée totale possible parmi les contacts
non sélectionnés.

Procédures gloutonnes. Un schéma d’allocation glouton
sélectionne les contacts un par un en faisant le choix qui
semble le meilleur sur le moment, sans réviser cette déci-
sion par la suite. Nous considérons deux manieres de choi-
sir : soit I’on se concentre sur les besoins, soit les contacts.
Dans le premier cas, les besoins sont sélectionnés de ma-
niere itérative pour €tre pleinement satisfaits, guidé par leur
évaluation ou par leur dureté (similaire au Round-robin). La
deuxieme méthode conduit a un glouton guidé€ par la sélec-
tion du contact avec la meilleure évaluation.

Recherches locales. Les procédures round-robin et glou-
tonnes sont des heuristiques constructives : elles produisent
des solutions partielles a chaque étape jusqu’a ce qu’elles
atteignent 1’admissibilité. A D'inverse, les recherches lo-
cales travaillent sur des solutions complétes en essayant
d’améliorer les criteres tout en maintenant 1’admissibilité.
Ces méthodes nécessitent une solution initiale et la défi-
nition du voisinage d’une solution. Pour choisir la solu-
tion initiale nous nous servons de deux heuristiques : si
le colit est optimisé en premier nous sélectionnons pour
chaque satellite 4 les contacts par ordre croissant de cofit
jusqu’a ce que ses besoins soient remplis, et sinon nous
utilisons la procédure du glouton guidé par I’évaluation du
besoin. Avec un voisinage obtenu par la dé-sélection d’un
unique z; ; (en interdisant celles qui violent la contrainte sur
les besoins), nous définissons deux schémas de recherche :
une recherche du meilleur d’abord, qui sélectionne la so-
lution avec la meilleure évaluation parmi toutes les solu-
tions déja évaluées mais non développées, et une recherche
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en profondeur d’abord, qui sélectionne la meilleure solu-
tion voisine de la solution courante. Avec un plus grand
voisinage obtenu en dé-sélectionnant un nombre donné de
contacts nous pouvons également reconstruire 1’admissibi-
lité a I’aide d’une recherche a large voisinage (Large Neigh-
borhood Search).

Programmation linéaire en nombres entiers. Les
contraintes sur les besoins ainsi que I’expression du cofit
sont déja linéaires et s’intégrent directement. L’ expression
du conflit et du brouillage est cependant quadratique, étant
donné qu’elle contient le produit z; ;2 ., afin d’ajouter la
quantité b; ; ; , ssi les deux contacts [ et m sont sélection-
nés. Cette expression est cependant facilement linéarisable
sans approximation en introduisant une variable binaire
intermédiaire ;; ;m, remplacant ce produit, et trois
contraintes linéaires pour chaque paire de contacts.

4 Résultats et perspectives

Les performances sont comparées sur un scénario réaliste
de 60 jours, avec une fédération de 3 constellations de 2,4
et 4 satellites respectivement, et des besoins qui évoluent
tout au long de cette période. Les méthodes doivent pla-
nifier chaque jour les contacts des 10 prochains. Les ré-
sultats obtenus sont satisfaisant, surtout pour la modélisa-
tion linéaire qui respecte la contrainte de temps de calcul
imposée (moins de 5 minutes pour obtenir le plan). Cer-
tains aspects du probléme réel ne sont cependant pas en-
core pris en compte, comme la possibilité que le GSaaS
refuse un contact. Il est aussi possible d’avoir des forfaits
de communication avec un nombre de contacts prépayé
et un cofit supplémentaire pour chaque contact excédent.
De plus les besoins considérés sont routiniers, dont seul
la charge évolue, mais il existe aussi des besoins urgents,
liés a I’observation d’une zone spécifique. Il est alors né-
cessaire de réserver des contacts avant et apres le survol
de cette zone pour mettre a jour les plans d’observation
et récupérer ces dernieres le plus rapidement possible. Ces
travaux sont réalisés dans le projet européen DOMINO-E
(https:

//domino—-e.eu/).
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Résumé

Dans le contexte des lignes d’assemblage en aéronautique,
I’augmentation du taux de production et la réduction des
colits d’exploitation sont deux objectifs importants, mais
parfois contradictoires. Dans les petites lignes d’assem-
blage, le partage des ressources de production entre les sta-
tions de travail constitue un moyen simple et efficace de ré-
duire les coiits d’exploitation. Ainsi, les travailleurs ne sont
pas affectés a une unique station, mais peuvent se dépla-
cer entre elles. De plus, la parallélisation des stations de
travail est une approche efficace pour augmenter le taux
de production. Toutefois, la combinaison de ces deux stra-
tégies complexifie la planification du travail sur la ligne.
Cet article traite du probleme de [’affectation des tdiches
aux stations de travail et de leur ordonnancement dans une
ligne d’assemblage ou les travailleurs peuvent se déplacer
entre les stations, et oul ces derniéres peuvent étre organi-
sées en paralléle. Nous modélisons ce probleme a I’aide de
la programmation par contraintes. Nous 1’évaluons sur des
cas d’étude industriels réels provenant de fabricants d’aé-
ronefs, ainsi que sur des jeux de données basés sur des ins-
tances la littérature.

Mots-clés

Programmation par contraintes, Ligne d’assemblage, Equi-
librage et ordonnancement, Stations de travail paralleles,
Travailleurs mobiles

Abstract

In the context of aircraft assembly lines, increasing the pro-
duction rate and decreasing the operating costs are two im-
portant, and sometimes contradictory, objectives. In small
assembly lines, sharing production resources across works-
tations is a simple and efficient way to reduce operating
costs. Therefore, workers are not assigned to a unique
workstation but can walk between them. On the other side,
paralleling workstations is an efficient way to increase the
production rate. However, the combination of both strate-
gies create complex conditions for tasks to access the pro-
duction resources. This paper addresses the problem of al-
locating tasks to workstations and scheduling them in an
assembly line where workers can walk across workstations,
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and where workstations can be organized in parallel. We
model this problem with Constraint Programming. We eva-
luate it on real world industrial use cases coming from air-
craft manufacturers, as well as synthetic use cases adapted
from the literature.

Keywords

Constraint Programming, Assembly Line, Balancing and
Scheduling, Parallel Workstations, Walking Workers

1 Description du probléeme

La production d’aéronefs est souvent réalisée sur des
chaines d’assemblage. Pour augmenter le taux de produc-
tion, il est possible d’ajouter des stations de travail ou d’or-
ganiser des stations en parallele. Cependant, ces approches
présentent des inconvénients tels que 1’occupation d’un es-
pace supplémentaire en usine et des coiits élevés.

Cet article est un résumé du travail [”], qui peut étre consi-
déré comme une extension du Resource Constrained Pro-
Jject Scheduling Problem (RCPSP) avec des stations de tra-
vail et des ressources cumulatives partagées entre stations.
Nous nous intéressons au probleme de 1’optimisation du
temps de cycle (i.e. le temps passé sur chaque station de tra-
vail) sur une chaine d’assemblage pulsée, qui vient d’un cas
d’étude réalisé avec un avionneur. Une ligne pulsée est dé-
coupée en plusieurs stations de travail. Ainsi, apres chaque
temps de cycle, I’avion passe de sa station courante a la
suivante sur la chaine. Le probléme considéré présente les
caractéristiques suivantes.

On souhaite minimiser la durée d’assemblage totale.
Le nombre et la disposition des postes de travail sont
donnés en entrée. Aussi, le seul moyen de diminuer la
durée d’assemblage est de réduire le temps de cycle.
La station est découpée en zones dans lesquelles les
taches ne peuvent pas se chevaucher temporellement.
Les techniciens peuvent se déplacer entre les stations
de travail, sans durée de transition.

Chaque technicien a une compétence spécifique et les
taches nécessitent un nombre précis de techniciens par
compétence. Les techniciens réalisent au maximum
une tache a chaque instant.

Les taches ne peuvent pas étre interrompues. Elles sont



FIGURE 1 - Illustration de deux configurations d’usine

de plus assignées a une unique station de travail.
La ligne d’assemblage est divisée en stades, qui peuvent
chacun contenir une ou plusieurs stations de travail en pa-
rallele. La figure | illustre deux configurations de ligne.
Dans la premiere configuration (a gauche sur la figure),
chaque stade contient une unique station de travail et
I’avion passe exactement la méme durée dans chaque sta-
tion de travail. Dans la deuxie¢me configuration (2 droite),
le premier stade est composé de deux stations de travail
en parallele permettant a I’avion de passer deux temps de
cycle sur chacune de ces stations. Dans cette configuration,
la station de travail du deuxieme stade, WS 1, est alimen-
tée alternativement par des avions venant WSy ; et WS 2.

Plusieurs travaux de la littérature sont en lien avec ce pro-
bleme. [ ] décrit une approche d’Assembly Line Balancing
Problem (ALBP) avec stations paralleles, affecte les tiches
aux stations de travail, mais ne les ordonnance pas. [°]
présente une approche de Multi-Manned ALBP avec tra-
vailleurs mobiles, affecte les tAches aux stations et les or-
donne, mais ne supporte pas les stations paralleles. L ori-
ginalité de notre approche est la considération conjointe de
techniciens mobiles et de stations de travail parallele. En
effet, dans cette configuration, une tache peut se retrouver
en compétition avec elle-méme pour I’acces aux ressources
mobiles. La figure 2 illustre ce cas de figure : 8 taches
doivent étre réalisées sur la ligne avec la configuration de
droite de la figure 1, et une ressource R; représentant trois
techniciens mobiles requis pour les taches ¢, t5 et . Dans
cet exemple, la tache ¢9 est a cheval sur le temps de cycle
et deux techniciens peuvent étre mobilisés simultanément
pour la réaliser (sur des avions qui se suivent sur la ligne).

stade 1 stade 2 Resource 1
Sous-stade 1.1'Sous-stade 1.2|Sous-stade 2.1 to
Zone 1 |t I o ts te , t2
***** i 1
Zone 2 ts  [ta] t7 te
Ct Ct Ct Ct

FIGURE 2 — Exemple de solution pour un probléme a 8
taches dans la configuration parallele

2 Contributions et expérimentations

Définition formelle du probléme. Nous avons tout
d’abord défini formellement une extension du probleme de
ligne d’assemblage avec ordonnancement des tiches, mo-
bilité des techniciens et stations paralleles.

Modele PPC. Un modele en Programmation par
Contraintes a été proposé. Ce modele s’appuie sur de mul-
tiples variables de décision de type intervalle organisées
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hiérarchiquement, permettant de représenter les affecta-
tions de taches (choix du stade, choix de la station) et leur
consommation des ressources. Plus précisément, chaque
tache est associée a une variable intervalle obligatoire cor-
respondant a sa réalisation et plusieurs variables intervalles
optionnelles pour représenter les assignations dans chaque
stade possible. Si un stade est composé de plusieurs sous-
stade, chaque intervalle optionnel est lui-méme décomposé
en plusieurs intervalles pour représenter la réalisation de la
tache sur chaque sous-stade. Par exemple, la tache t5 de
la figure 2 a une premiére partie sur le sous-stade 1.1 et
une seconde partie sur le sous-stade 1.2. Finalement, ces in-
tervalles optionnels peuvent étre décalés temporellement et
étre utilisés pour exprimer la consommation des ressources
partagées. Sur 1’exemple, le sous-intervalle de ¢ sur le
sous-stade 1.1 peut-étre utilisé tel que pour la consom-
mation de la ressource 1. Cependant, le sous-intervalle de
ty sur le sous-stade 1.2 doit étre décalé d’un temps de
cycle. Les sous-intervalles résultant font ensuite I’objet de
contraintes de type Cumulative pour chaque ressource. La
description complete du modele est disponible dans [”].

Expérimentations. Nous avons réalisé des expérimenta-
tions sur plusieurs jeux de données :
— des instances réelles venant d’un avionneur avec une
ligne composée de stations paralleles;
— des instances adaptées d’un jeu de données venant
d’un avionneur mais pour un autre probléeme;
— des instances de la littérature (PSPLib) adaptées pour
correspondre au probléme traité.
Le modele PPC a été implementé et testé avec 1’outil ILOG
CpOptimizer 20.1. Le solveur trouve la solution optimale
sur des petits jeux de données. Sur les plus grosses ins-
tances, le solveur trouve une solution rapidement mais ne
peut pas prouver son optimalité.

Analyse et perspectives. Globalement, la parallélisation
des tiches permet de diminuer le temps de cycle. Néan-
moins, un aspect non pris en compte ici est la surface au sol
nécessaire pour la duplication des stations. Il faudrait donc
étendre ce travail en considérant un (des) critere(s) supplé-
mentaire(s) pour contrebalancer le gain a paralléliser.
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Remplissage de camions citerne, routage et gestion d’inventaire
d’hydrocarbures avec OptalCP
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Résumé

Nous résolvons un probleme de remplissage de camions ci-
terne, transport et gestion d’inventaire d’hydrocarbures. Le
probleme combine ordonnancement, affectation de tdches a
des shifts, emplois du temps de personnel, gestion de niveau
d’inventaires et routage. Il illustre les variantes complexes
de flexible-jobshop que 1’on rencontre dans la pratique. Le
probleme étant trop complexe pour étre résolu directement,
nous procédons a des simplifications qui sont discutées et
évaluées dans ce travail.

Mots-clés

Ordonnancement, routage, inventaire, programmation par
contraintes, optalcp

Abstract

We solve a problem from the oil industry that combines
scheduling, transportation with shifts, inventory manage-
ment and routing. This problem is an example of the com-
plex variants of the flexible jobshop problem that appear
in industrial applications. The original problem cannot be
solved in all its complexity with existing scheduling engines
hence we had to evaluate various simplifications of the pro-
blem. The paper details the modeling process.

Keywords

Scheduling, routing, inventory management, constraint pro-
gramming, optalcp

1 Présentation du probléme

1.1 Production et transport d’hydrocarbures

L’extraction, raffinement et distribution d’hydrocarbures
sont usuellement séparés en opérations upstream, tout ce
qui est antérieur a la raffinerie, donc I’extraction de pétrole
et son transport par oléoduc, et en opérations downstream,
qui relevent de la distribution de produits finis par oléoduc,
bateau, train ou camion citerne.

Le transport downstream ressemble a un arbre ou les ni-
veaux successifs transportent des volumes de plus en plus
faibles a des points de distribution de plus en plus nom-
breux : un oléoduc pourra par exemple desservir 2 ports
depuis la raffinerie, des bateaux assureront 1’acheminement
vers une dizaine d’autres ports, ou le pétrole sera transporté
par camion vers une centaine de points de distribution (des
villes) d’ou il sera acheminé aux points de vente finaux (sta-
tions essence).
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Tous les problemes de transport d’hydrocarbures com-
portent une dimension de gestion d’inventaire : les points
en aval consomment des hydrocarbures en permanence (et
de facon variable en fonction de criteres divers comme la
saisonnalité), pendant que les points en amont produisent
des hydrocarbures. Et la capacité de stockage est finie en

tout point du réseau.

C I G s

FIGURE 1 — Camion citerne a double cuve dans une ligne
de remplissage ayant acces a 3 reservoirs, puis transport et
décharge chez un client.

1.2 Distribution par camions citerne

Les centres de distribution planifient sur une fenétre glis-
sante de 14 jours de la fagon suivante :

— Les camions citerne font la queue dans des lignes de
distribution afin de remplir leurs cuves, ensuite ils
se dirigent vers un client a livrer, déchargent apres
possiblement une attente, puis reviennent au centre
de distribution

— Les lignes de remplissage ont des horaires de fonc-
tionnement et peuvent distribuer plusieurs types
d’hydrocarbures, avec un temps supplémentaire si
changement d’hydrocarbure

— Certains clients ont des fenétres de livraison et des
installations de décharge particulieres (nombre de
tuyaux, volume maximal)

— Les conducteurs ont des contraintes horaires (shift
de 7h + heures supplémentaires, 12h de repos mini-
mum, 1 shift par jour maximum, 2 x 2 jours de repos
consécutifs)

Dans le probleme de distribution secondaire (du port vers
les villes) qui nous concerne les camions ont deux (2) cuves
(figure 1)



2 La solution existante

De nombreuses contraintes présentes dans la solution exis-
tante ne sont pas motivées par des limitations techniques
mais par le besoin de simplifier le probleme pour rendre sa
résolution plus rapide. Nous appelons approximation une
contrainte qui modifie ainsi le probleme.

2.1 Approximations utilisées

Les approximations suivantes étaient déja présentes dans la
solution que le client désire remplacer

2.1.1 Simplification de la gestion d’inventaire

La motivation de ces simplifications est de réduire la taille
des problemes a résoudre en le coupant en journées.
— Séparation du probléme en journées
L’horizon de 14 jours est divisé en 13 problemes de
24h et les livraisons sont réparties uniformément.
Les livraisons qui n’ont pu étre réalisées au jour j
sont reportées au jour j + 1.

2.1.2 Simplifcation du remplissage des camions

La motivation de ces simplifications est de rendre le pro-
bleme d’ordonnancement plus simple.

— Les réservoirs ont un volume illimité
Les lignes de remplissage sont connectées a des ré-
servoirs qui contiennent chacun un type d’hydro-
carbure (figure 1). Si la capacité de ces réservoirs
est considérée illimitée, le probleme se réduit a des
lignes de remplissage qui ont une liste de types
d’hydrocarbures qu’elles peuvent utiliser pour rem-
plir les cuves des camions citerne.
Les temps de remplissage des cuves est constant
Bien que tres 1égerement différent pour chaque type
d’hydrocarbure en raison de la différence de visco-
sité, on peut le considérer constant.
Le temps de changement de camion dans une
ligne de remplissage est constant
11 peut étre inclus dans la durée de remplissage.
Le temps de changement d’hydrocarbure dans
une ligne de remplissage est constant
On fixe ce temps a 10 minutes indépendamment du
type d’hydrocarbure.
Le temps de changement par un camion d’une
ligne a une autre est constant
On néglige la distance entre les lignes de remplis-
sage.

2.1.3

Ces simplifications évitent les variantes complexes de pro-
blemes de transport (selection de clients, multi-stop, gestion
des quais, emplois du temps).
— Clients transportant leurs hydrocarbures
Les centres de distribution n’ayant pas la capacité de
livrer a tous les clients, un accord est en place avec
certains clients pour qu’ils cherchent leur hydrocar-
bures au centre de distribution avec leur propres ca-
mions (dont la taille et capacité sont hétérogenes).
— Les deux cuves d’un camion citerne sont desti-
nées au méme client

Simplification du transport
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Cette limitation permet de faire du routage en étoile
au lieu de routage "multi-stop".

Les clients n’ont qu’un tuyau de décharge

Si un client a une capacité supérieure, il est dupliqué
et les livraisons sont réparties entre les deux clients
virtuels. Cela permet d’avoir un probleme disjonctif
a la décharge plutot que cumulatif.

Pas de temps de préparation entre décharges

Ce temps est négligé a la décharge.

2.1.4 Simplification des contraintes légales de travail

Un centre de distribution a un nombre fixe de camions et
un nombre modifiable de conducteurs. En toute généralité
il faudrait attribuer a la fois des livraisons et un camion a
chaque shift de conducteur puis ajouter les contraintes 1é-
gales de travail et enfin des temps morts pour la mainte-
nance des camions. Mais comme le probleme est divisé en
journées, les camions et les conducteurs ont été fusionnés
en un "shift par camion par jour".

Un shift par camion par jour

Résultat de la fusion du conducteur et du camion.
Les shifts sont limités a 12h

Un shift fait 7h + heures supplémentaires a distri-
buer avec précaution sur I’ensemble des conduc-
teurs. La limite de 12h est une premiere approche
a réviser selon les résultats.

Pas de temps de repos

Les conducteurs ont le droit a plusieurs temps de
repos (break) pendant leur shift. Ces temps de re-
pos ont été ignorés car la solution actuelle lais-
sait des "trous" suffisants pour les ajouter en post-
traitement.

Pas de durée minimale entre les shifts

Les conducteurs ont droit a 12h de repos entre les
shifts. Cette contrainte est ignorée dans le probleme
journalisé.

Pas de journée repos

Les conducteurs de camion ont le droit a des jour-
nées de repos alternant avec les journées de travail.
Ces contraintes sont ignorées dans le probleme jour-
nalisé.

2.2 Solution par fenétre glissante
La solution complete opere de la fagon suivante

1. L’horizon de 14 jours est découpé en 13 probléemes
journaliers par pré-allocation uniforme des livraisons
de chaque client aux journées.

2. Les problemes journaliers sont résolus en séquence en
reportant au jour 7 + 1 les livraisons qui n’ont pas pu
étre satisfaites pendant le jour j.

3. Les 13 journées sont assemblées et les shifts de 12h
qui amalgament camion et conducteur sont attribués a
des conducteurs en respectant les contraintes 1égales.
Tout ce qui provoque des violations lors de 1’assem-
blage est envoyé en 14e journée. Enfin les clients de-
vant chercher leurs hydrocarbures au centre de distri-
bution sont enfin ajoutés dans trous les lignes de char-
gement.
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FIGURE 2 — Deux camions en gris (Truck) faisant chacun
2 voyages en pointillés (Trip). Chaque voyage comporte le
remplissage des 2 cuves du camion citerne avec les hydro-
carbures de type A ou B (Load), et deux décharges chez le
client (Unload). En dessous les mémes décharges a I’inté-
rieur des fenétres temporelles

2.3 Formalisation

Nous formalisons le probléme journalier tel que résolu par
la solution existante au moyen du langage d’ordonnance-
ment de OptalCP [ !] (similaire a celui de IBM CP Optimi-
zer []).

Cette formalisation est issue de discussions et d’observa-
tions, nous ne pouvons garantir que 1’outil en place adhere
completement a cette spécification.

2.3.1 Modéele journalier de reférence

Dans le probleme il y a deux chargements et deux déchar-
gements par voyage (figure 2). Afin de ne pas complexi-
fier davantage la formulation, et parce que c’est la premiere
simplification faite par la suite, notre modele de référence
ne fait apparaitre qu’un seul chargement et déchargement.

Constantes

— Les livraisons pour le client ¢ sont indexées par k €
[1...N¢]
Le nombre de livraisons du produit p pour chaque
client cest Ny avec 5 Ny = N¢
M;; est le nombre de livraisons pour le client ¢ de
I’hydrocarbure p qui n’ont pas pu étre livrées la
veille est sont obligatoires
Nous appelons LP les paires (ligne, produit) com-
patibles, L,, les lignes compatibles avec le produit p
et P les produits disponibles a la ligne [
T. est le temps pour conduire du centre de distribu-
tion au client ¢
La matrice setup est le temps de changement d’hy-
drocarbure dans les lignes, avec 10 minutes si les
hydrocarbures sont de type différent, O sinon

Variables

— Load®" la charge optionnelle de la k-iéme livraison
pour le client ¢
Loadlc’]c la charge optionnelle sur la ligne [ de la k-
ieme livraison pour le client ¢
Loadg’k la charge optionnelle en produit p de la k-
ieme livraison pour le client ¢
Unload®* la décharge optionnelle de la k-ieme li-
vraison pour le client ¢
Trip®* le k-ieme voyage optionnel pour le client ¢
Trip;f’]C le k-eme voyage optionnel pour le client ¢
opéré sur le camion ¢
Truck; la tache optionnelle qui représente 1’en-
semble des voyages du camion ¢
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Equations
max Zpresence(Tripc’k)
ek

Vck alternative(Load”*, {Load* | Vi}) e))
Veck alternative(Load™*,{Loads* | Vp}) (2)
Vck presence(Load®’) ==

Z presence(Load;"") x presence(Load") (3)

lLp ELP
Vep My < Zpresence(Loadf,’k) <N, 4)
k

VI noOverlap({Load{"* | Vc k},setup) Q)
Veckl Load)* € Operating hours, (6)
Vek start(Trip™*) = start(Load®") 7
Veck end(Load”¥) + T. < start(Unload”") ®
Vck end(Unload®") + T. = end(Trip®*) )
Vck presence(Trip®") = presence(Load™") (10)
Vck presence(Trip®") = presence(Unload™")  (11)
Ve mnoOverlap({Unload”” | Vk}) (12)
Vek Unload®® e U Time Window, (13)
Vek alternative(Trip®", {Tripi* | Vi}) (14)
Vt mnoOverlap({Trip{"* |V ck}) (15)
¥t Truck, = span({Trip{”" |V c k}) (16)
Vt size(Truck:) < 12 hours (17)

Le probléme peut étre vu comme la fusion de plusieurs pro-
blemes classiques

Flexible jobshop (1-6)
(1) et (2) exige que pour chaque tiche Load soient
choisis une ligne et un produit qui sont obligés d’étre
compatibles par (3). Le nombre de livraisons d’un pro-
duit a un client ne doit pas étre supérieur au nombre
qu’il a commandé ni inférieur au nombre de livraisons
abandonnées la veille (4). (5) impose que chargements
qui ont lieu sur une ligne ne se chevauchent pas, et (6)
qu’ils aient lieu aux heures d’ouverture de la ligne.

Span complexe (7-11)
(10) et (11) imposent que si une livraison a lieu, elle
comporte un chargement et un déchargement (et in-
versement). (7) aligne le chargement et le début de la
livraison, (8) qu’il y ait assez de temps entre le char-
gement et le déchargement pour se déplacer chez le
client, (9) que le camion retourne au centre a peine
son déchargement fini.

Livraison avec fenétres temporelles (12-13)
(12) impose aux décharges de ne pas se chevaucher,
(13) de s’effectuer pendant les fenétres d’ouverture.
Bin packing temporel (14-17)
(14) exige que pour chaque tache Trip soit choisi un
camion, (15) que les voyages d’un camion ne se che-
vauchent pas, (16) que le shift d’'un camion couvre
exactement ses voyages et (17) que le shift d’un ca-
mion dure au maximum 12 heures.



2.3.2 Fonction objectif

Livraisons de la veille

L’objectif pousse le moteur a faire le maximum de
livraisons possibles durant la journée tandis que la
borne inférieure de la contrainte (4) garantit que
les livraisons ignorées de la journée précédente se-
ront nécessairement livrées dans la journée courante.
Comme les livraisons d’un méme produit sont inter-
changeables, cette contrainte s’exprime sur la somme
et non sur les livraisons individuelles.

Dans les jeux de données fournis on considere M =
0, autrement dit la borne inférieure de la contrainte (4)
est ignorée pour que les 13 journées puissent étre tes-
tées indépendamment.

Equilibrage des heures supplémentaires

La durée de 12h pour les shifts est la durée maximale
1égale, en réalité les shifts font 7h + heures supplémen-
taires qu’il faudrait distribuer de facon équilibrée au
moyen d’un objectif leximin. Comme le modele jour-
nalier ne représente pas les chauffeurs, et que les ob-
jectifs de maximisation du nombre de livraisons et li-
mitation des heures supplémentaires sont directement
en conflit, cet objectif est ignoré.

2.3.3 Modele d’assemblage des journées

Les solutions des 13 modeles journaliers forment un en-
semble / d’intervalles indexés par les journées j et les ca-
mions ¢. Afin d’y associer un conducteur d, on introduit les
variables booléennes x4, € {0, 1} et le modzle linéaire

d
max E E g Tt
d j t

vd Vi Y af <1 (18)
t
vd > xf <10
gt

Vdel J2 t1 t2

19

distance (I}, Ijyt,) < 12 hours
(20)

d d
= Tjey T Tipae, <1

La contrainte (18) impose a tout conducteur au plus un shift
par jour, tandis que (19) indique que le conducteur a 4 jours
de repos. La contrainte (20) empéche qu’un conducteur tra-
vaille des shifts consécutifs séparés de moins de 12 heures.
Les shifts qui n’auront pas pu étre attribués sont reversés
dans la 14e journée.

2.4 Limitations du modele journalier

La limitation la plus sévere du modele journalier est que le
concept de conducteur ne peut pas étre représenté directe-
ment, si bien que les contraintes 1égales liées aux conduc-
teurs ne sont pas considérées. Quand I’algorithme d’assem-
blage identifie une impossibilité due a une contrainte liée
aux conducteurs, il est trop tard pour remettre en cause la
solution du modele journalier.

Le choix de cette décomposition malgré ces limitations est
motivé par la nécessité de réduire autant que possible la
complexité du probléme afin qu’il soit soluble en un temps
raisonnable.
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2.5 Plan de travail
Nos objectifs dans ce travail sont

1. Réduire le temps de résolution du probléme journalier
au moyen d’approximations. Ces approximations mo-
difient le probleme étudié (autrement dit éliminent des
solutions auparavant admissibles).

2. Réduire le temps de résolution par une étude de dif-
férents modeles. Ces modeles améliorent la vitesse de
résolution sans altérer la nature du probleme étudié.

3. Essayer de transformer le modele journalier ainsi amé-
lioré en un modele multi-jours afin d’y ajouter les
considérations liées aux conducteurs.

3 Nouvelles approximations pour le
probléeme journalier

Nous allons considérer les approximations suivantes
— La réduction de 2 cuves a une cuve double
— L’élimination des temps d’attente avant la décharge
— La spécialisation des lignes de remplissage

3.1 Reduction de deux cuves a une

Appelons une configuration le couple d’hydrocarbures qui
est chargé dans les cuves d’un camion citerne, par exemple
AA, AB, BA, BB, etc.

— Si I’on impose que les deux cuves transportent le
méme produit alors le nombre de configurations re-
quises de chaque type possible est connu a I’avance.
Par exemple la seule facon de livrer 6 ordres de pro-
duit A et 4 ordres de produit B est 6A + 4B =
3AA +2BB.

Au contraire si les contenu des 2 cuves est indépen-
dant, le nombre de configurations ne peut étre dé-
terminé a I’avance. Par exemple 6 A + 4B peut étre
aussi obtenu par 2AA+ AB + BA+ BB ou encore
4AB + AA.

Remplacer les doubles cuves par une cuve unique de double
volume, permet de remplacer la suite d’intervalles Load®*
avec k € [1---  Ny] par autant de suites d’intervalles

que de produits Load®?"* avec k € [1... N§] (figure 3).

3 4 5

FIGURE 3 — Avoir une seule cuve permet de créer une sé-
quence par type de produit

3.1.1 Modé¢les sans double alternative

La réduction de deux cuves a une permet I’utilisation
de modeles sans la double alternative. Avec les variables
Lo.adcvk kEell--- Zp Nyl .il faut choisir la l.igne et le pro-
duit (double alternative) puis garantir a la fois leur compa-
tibilité et le nombre total de produits livrés. Dans le modele
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de référence les équations correspondantes sont :

Vck alternative(Load”*, {Load{" | Vi}) (1)

Veck alternative(Loadc’k, {Load;’k | Vp}) 2)

Vck presence(Load®¥) ==

Z presence(Load;"") x presence(Load}") (3)
lLp ELP

Yep Z presence(Load") < Nj
k

“

Avec les variables Load®P* k € [1... Ng] il faut juste
choisir la ligne. Le choix du produit disparait, la compati-
bilité est pré-calculée via L,, et le nombre de livraisons du
produit p est par construction < Ny

Vepk alternative(Load”” ", {Load!" |l ¢ L,})

La seconde approche n’est pas nécessairement plus rapide
car on perd la possibilité de remplacer de la contrainte
noOverlap par des précédences apres rupture de symétrie.
L’étude de ces modeles devra déterminer les gains.

3.2 Elimination du temps d’attente

3.2.1 Durée minimale d’un voyage

Un voyage est défini a partir de ses composants. Les équa-
tions correspondantes dans le modele de référence sont :

Vck start(Tripc’k) = start(Loadc‘k) @)
Veck end(Loadc’k) +T. < start(Unloadc’k) (®)
Vck end(Unload®") + T, = end(Trip®") €))

L’équation (8) est une inégalité car le camion peut arriver
au point de livraison et devoir attendre pour la décharge.
Inversement I’équation (9) est une égalité car il est inutile
d’attendre apres la derniere livraison du camion avant de
revenir au centre de distribution.

Ces équations impliquent que les voyages ont une durée
minimale

size(Trip®*) > 2T. + size(Load®) + size(Unload®)

3.2.2 Durée maximale d’un voyage

Le produit étant déchargé n’étant pas pertinent pour le pro-
bleme de décharge, il est inutile qu’un camion arrivé avant
chez le client décharge apres un camion arrivé apres (s’il y
avait des temps de changement de produit a la décharge ce
ne serait plus le cas). Cette propriété se traduit par :

c,k+1

Vek start(Trip®") < start(Trip ) =

start (Unloadc’k) < start(UnloachhLl )

Parce que les décharges sont disjointes, on peut remplacer
start par end dans le second membre de I’implication

c,k+1

Vek start(Trip®*) < start(Trip ) =

end(Unload®") < start(Unload®**?)

Ces équations signifient que 1’on peut imposer la conserva-
tion de I’ordre des départs et des décharges. En absence de
fenétres temporelles, 1’attente d’un camion ne peut étre que
causée par le camion précédent (qui lui méme a pu attendre
en raison de celui d’avant), donc I’attente du £-i€éme camion
est bornée par (k — 1) x size(Unload®) avec (k > 1).
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3.2.3 Fixer la durée des voyages

Quand on impose un ordre unique aux charges et décharges,
en absence de fenétres temporelles, les attentes a la dé-
charge sont dues aux départs rapprochés des camions se
dirigeant vers un méme client (figure 4). Des lors, impo-
ser que les livraisons se fassent sans attente est équivalent
a imposer une distance minimale de size(Unload) entre
les départs pour un méme client. Cela revient a constater
qu’une contrainte noOverlap([zy ...z + C]) est équiva-
lente & une contrainte allMinDistance(xy, C).

v [1]2] [3]

FIGURE 4 — Quatre camions qui livrent un méme client,
les pointillés désignent le temps de parcours, L les charge-
ments et U les déchargements. On constante que Uz doit
attendre que U soit fini.

3.2.4 Voyages de durée fixe et fenétres temporelles

La présence de fenétre temporelles peut avoir pour consé-
quence que I’approximation utilisant des voyages sans at-
tente rende certaines livraisons impossibles. Les tests de-
vront déterminer si c’est le cas.

3.2.5 Simplification de la structure des voyages

L’absence d’attente fixe la structure des voyages et permet
de la simplifier : les seules contraintes agissant sur les dé-
charges sont la contrainte noOverlap empéchant les dé-
charges de se chevaucher, et les fenétres temporelles.

V¢ nolOverlap({Unload®” | Vk}) (12)

Vck Unload® e U Time Window.. (13)

Comme la distance entre Load et Unload est fixe en 1’ab-
sence d’attente, les variables de déchargement Unload
peuvent étre éliminées et les contraintes posées sur les va-
riables Load

V¢ noOverlap({Load®" | Vk})
Vek Load®* e U (Time Window. — T¢)

@D
(22)

3.2.6 Bin packing a éléments de taille fixe

Les équations (14 - 17) définissent un probleme de bin-
packing temporel oil les éléments Trip®* de taille variable
doivent &tre mis dans les boites Truck;.

Vck alternative(Trip™* {Trip{* |Vt})  (14)
Vt noOverlap({TripS* |V ck}) (15)
Vt Truck, = span({Trip{"* |V c k}) (16)
Vt size(Truck:) < 12 hours (17)



La taille variable des éléments empéche 1’ajout d’une
contrainte redondante de packing ([] [*]). Avec 1’approxi-
mation size(Trip®¥) = L¢ les contraintes de packing
peuvent étre utilisées.

Les contraintes de packing ignorant la dimension tempo-
relle du probleme, leur efficacité dépendra de la propension
des contraintes temporelles (précédences, etc) a créer des
trous (figure 5)

N B
[ I T |

FIGURE 5 — La contrainte de packing n’identifie pas les
trous - les espaces dans lesquels aucun autre item ne peut
aller, par exemple une précédence entre b et ¢ crée un trou
entre a et b.

3.3 Spécialisation des lignes de chargement

La figure (6) montre les produits disponibles sur chaque
ligne de chargement. On constate que seules 7 lignes sont
multi-produit (0 a 5 et 20).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

p0
pl

p2

FIGURE 6 — Table de compatibilité entre lignes de remplis-
sage et types d’hydrocarbures

Les avantages des lignes spécialisées sont 1’absence de
temps de changement de produit et la simplicité de gestion
A

pratique (figure 7)

L2(B|B

AlA|AIA
L2 |B|B|B|B

L1

AlA

A [B

L1

FIGURE 7 — Toutes choses égales par ailleurs, I’opérateur
préfere une solution avec moins de changements (setups).

Plusieurs options de complexité croissante sont possibles

1. Spécialiser statiquement les lignes (pre-traitement) en
proportion des données.

2. Modifier le modele pour sélectionner pour chaque
ligne un unique type de produit.

3. Modifier le modele pour minimiser le nombre de chan-
gement de produit sur ’ensemble des lignes.

Nous nous limitions ici a la premiére approche, les deux
autres options feront 1’objet de travaux ultérieurs.
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3.4 Modele apres approximations

Le modele apres approximations, dans la variante double
index client c et produit p, s’écrit

Constantes

Les livraisons du produit p pour le client ¢ sont in-
dexéespar k € [1... Nj]

M;; est le nombre de livraisons pour le client ¢ de
I’hydrocarbure p qui n’ont pas pu étre livrées la
veille est sont obligatoires

L, est ’ensemble des lignes compatibles avec le
produit p, et les lignes ne peuvent utiliser qu’un seul
type de produit (p # ¢ = L, N Ly = 0)

T. est le temps requis pour se déplacer du centre de
distribution au client ¢

Variables

Load®P* la charge optionnelle de la k-iéme livrai-
son du produit p pour le client ¢

Loadf’p’]C la charge optionnelle sur la ligne [ de la
k-ieme livraison du produit p pour le client ¢
Trip®?* la k-ieme livraison optionnelle du produit
p pour le client ¢

TripS™”"* la k-me livraison optionnelle du produit
p pour le client ¢ opéré sur le camion ¢

Truck; la tiche optionnelle qui représente 1’en-
semble des voyages du camion ¢

Equations

max Z presence(Trip“?¥)

c,p,k

Vepk alternative(Load”* {Load!™" |l € L,}) (23)

VI noOverlap({Load{”"* | Vcp k}) (24)
Vepkl Load)™* € Operating hours, (25)
Vep Mj< Zpresence(Loadc’p‘k) (26)
k
Vek start(Trip®”*) = start(Load™?*) (27)
Vck presence(Trip“?*) = presence(Load®”")  (28)
Ve noOverlap({LoadC’p’k | Vp k}) (29)
Vepk Load”™* €| J (Time Window, — Tt.) (30)
Vek size(Trip®®*) =2 x T. + 2 x size(Load®)  (31)
Vepk alternative(Trip®?*, {Tripf’p’k | Vt}) (32)
¥t noOverlap({Trip{™" |V ecpk}) (33)
Vt Truck; = span({Trip{”"* |V ¢ p k}) (34)
Vt size(Truck;) < 12 hours (35)

On reconnait dans les équations (23 - 25) un flexible job-
shop, (27 - 29) définissent une distance minimale entre les
débuts de livraison pour un client ¢ tandis que (30) leur im-
pose des fenétres temporelles. Les équations (31 - 35) sont
un bin-packing temporel. La contrainte (26) impose un mi-
nimum de livraisons.
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4 Modélisation des sous-problemes

Une fois les approximations fixées (section 3.4), nous
considérons les différents modeles possibles pour les sous
problemes identifiés.

4.1 Flexible jobshop avec modes

Considérons a nouveau les équations du sous-probleme de
selection des lignes et des produits

Veck alternative(Load”*, {Load" | Vi}) (1)
Vck alternative(Load”*,{Loady" | Vp}) 2)
Vck presence(Load”") ==

Z presence(Load;"") x presence(Loadl") (3)

lLp ELP
Vep Z presence(Load;’k) <N, )
k

¥l noOverlap({Load;" | Vc k}) )

Ce probléme peut étre vu comme un flexible-jobshop avec
un job par client

une ressource principale, la ligne sur laquelle est
exécutée la tiche de remplissage (1) avec une
contrainte d’absence de chevauchement (5)

une ressource secondaire, le type de produit (2)
une contrainte de compatibilité entre les ressources
primaires et secondaires (3)

une contrainte de nombre total de ressources secon-
daires utilisées (4)

Les contraintes secondaires de cette forme sont parfois ap-
pelées modes et sont tres courantes dans les problemes réels
de manufacture (outils, travailleurs, etc).

Plusieurs modeles sont possibles pour représenter un
flexible jobshop avec modes

1. double alternative

2. alternatives hiérarchiques - ligne en premier
3. alternatives hiérarchiques - produit en premier
4. séparation par mode

5. alternative simple bidimensionnelle

4.1.1 Double alternative
Ce sont les équations (1- 5). L’équation de compatibilité (3)
se simplifie en vertu de la spécialisation des lignes :

Vckp presence(Load)") ==

Z presence(Load"")
l€Ly

(36)

indiquant que si le produit p est choisi pour la charge (c, k),
elle doit avoir lieu dans une ligne compatible avec p.

Si on remplace (36) dans le décompte des produits (4), on
constate ne plus avoir besoin des variables choisissant les
produits. On retrouve le modele d’alternative hiérarchique
avec ligne en premier.
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4.1.2 Alternatives hiérarchiques - ligne en premier

La double alternative peut étre transformée en une alterna-
tive hiérarchique dans laquelle on choisit la ligne et condi-
tionnellement a cette ligne, le type de produit.

Vck alternative(LoadC’k7 {Loadf’k |1 €lines}) (37)
VYekl alternative(LoadlC‘k, {Loadlc,’;f lpePR}) (33
V1 noOverlap({Load" | Ve Vk}) (39)
Vep Z Z presence(Loadlc,’j) <N, (40

k l€Ly

La contrainte (2) devient conditionnelle a la ligne [, la
contrainte de compatibilité disparait dans le pré-calcul de
P,. Sous hypotheése supplémentaire de spécialisation des
lignes on a P, = {p} donc la seconde alternative disparait
entierement

Vck alternative(LoadC’k, {Loadlc’k |l €lines}) (41)
V1 noOverlap({Load{" | Ve Vk}) 42)
Vep Z Z presence(Load"") < N (43)

k €Ly

4.1.3 Alternatives hiérarchiques - produit en premier
Si on choisit le produit en premier on obtient

Veck alterna‘cive(LoadC'k7 {Load;‘k | Vp}) (44)
Vckp alternative(Load;‘k, {Loadlc”:f [leLy}) @45
A noDverlap({Loadlcy’;)c |V ckp}) (46)
Vep Z presence(Load}*) < N @7

k

Danscecasonak € [1---> Niletilya (ZPN;) X |
P | variables de type Load;’k. On peut réduire le nombre
de variables en séparant les indexes & € [1---3 N7 par
type de produit, donnant lieu a la séparation par modes
4.1.4 Séparation par modes

Si on sépare l'indice k € [L---3 Nj]en Vp k, €
[1...N], et si on fixe le type de produit p pour chacun
de ces nouveaux indices, on obtient le modele

Vepk alternative(Loadc’p’k, {Loadlc’p’]C |[leLy}) (48)
Vi noOverlap({Loadlc’p’k |V ckp}) 49)

4.1.5 Alternative bidimensionnelle

On peut enfin faire une alternative simple sur un indexe bi-
dimensionnel représentant les couples ligne x produit ad-
missibles.

Vck alternative(Load®", {Loadi’: | (I, p) € LP}) (50)
Vi no[)vezrlap({Loadlc,’;)C |Vekpe P} (5D

Ve p Z Z presence(Loadlcy’;f) <N, (52)
ko1

Si chaque ligne a un seul produit, le produit p devient une
fonction de [ et les équations deviennent identiques aux
équations que ’alternative hiérarchique qui commence par
choisir la ligne, apreés simplification en vertu de 1’approxi-
mation de ligne spécialisée (41 - 43)



4.2 Rupture de symétrie et noOverlap

Les ruptures de symétrie sont des dominations : ce sont
des approximations, donc elles éliminent des solutions mais
gardent un représentant de chaque classe de solutions si
bien qu’au moins une solution optimale est conservée.
Quand les intervalles impliqués dans une contrainte
noOverlap sont identiques, on peut introduire un ordre
entre eux et éliminer la contrainte de non chevauchement.
Deux approches sont possibles

Précédences
VeVi<j end(Load®’) < start(Load®’)
chaines

Vck end(Load®") < start(Load®* 1)

d***+1) = presence(Load®")

Vck presence(Loa
4.2.1 Impact de la rupture de symétrie sur les équa-
tions de flexible jobshop

Le modele de séparation par modes (section 4.1.4) uti-
lise les variables Load®P*. On peut poser un rupture de
symétrie par couple (c,p) mais il restera une contrainte
noOverlap pour I’ensemble des produits

En revanche, en absence de rupture de symétrie, le mo-
dele alternative hiérarchique - ligne en premier (section
4.1.2) et le modele séparation de modes (section 4.1.4)
se confondent car on peut artificiellement ordonner les va-
riables Load®* en décidant que les N premieres seront
attribuées le produit p, etc.

Ces modeles ne sont différents que si on pose des
précédences sur Load®* de la forme end(Load®*) <
start(Load®**!). De maniére plus générale une séquence
Load®? Load®!... Load®* n’implique pas nécessaire-
ment des précédences entre ces taches. Et on peut exploi-
ter cette liberté ou bien pour imposer une chaine de précé-
dences, ou bien pour fixer les produits de certaines taches.

4.3 Fenétres temporelles

4.3.1 Fenétres et chaines

Quand les décharges forment une chaine et doivent avoir
lieu a l'intérieur de fenétres temporelles, on peut raffiner
les temps de début de certaines décharges dans la chaine.
Par exemple dans la figure 8 la décharge 5 ne peut avoir
lieu dans la premiere fenétre temporelle.

1 2 3 4 5 6

FIGURE 8 — Deux fenétres temporelles et 6 décharges

4.3.2 Disjonction sur les fenétres

Considérer une disjonction sur les fenétres de livraison,
c’est a dire un intervalle par livraison par fenétre semble
raisonnable dans la mesure ou (i) seule la moitié des clients
a des fenétres de livraison et (ii) dans le jeu de données
existant il n’y a que deux fenétres (9h-12h et 14h-16h).
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5 Extension a plusieurs journées

Nous étendons maintenant le modele journalier a 7 jours,
en séparant conducteurs et camions. Les contraintes portant
sur les conducteurs sont

nb_conducteurs conducteurs

nb_camions camions

5 journées de travail (shifts) de 8h par conducteur
2 jours de repos consécutifs par conducteur

12 heures entre shifts

au plus un shift par jour

les shifts commencent et terminent a I’heure ronde

5.1 Représentation des shifts

Etendre le modele journalier a plusieurs jours exige de re-
visiter le sous probleme de transport (14 - 17) qui garan-
tit que les voyages ont lieu a I'intérieur des shifts des ca-
mion/conducteur choisis. En particulier la contrainte span
qui garantissait que les voyages aient lieu a I'intérieur du

shift journalier du camion doit étre étendue a plusieurs
shifts.

5.1.1 Alternative sur les conducteurs x shifts

Considérions les variables
— Shift? représentant le s-iéme shift s € [1...5] du
conducteur d
— Tripg’f; représentant le fait que le voyage (c, k) est
effectué par le conducteur d dans son shift s
Les équations suivantes remplacent les équations (14 - 17)

Ve Vk alternative(Tripc’k7 {Tripfi’f: | VdVs})  (53)
VdVs shift? = span({TripZ’,lz | Ve VE}) (54)
Vd Vs noDverlap({TripZ:}; | Ve VE}) (55)

Cette représentation crée nb_voyages X nb_shifts X
nb_conducteurs intervalles pour représenter les voyages

5.1.2 noOverlap avec anti-shifts

Une seconde approche évite 1’alternative en introduisant
une contrainte noOverlap entre les tiches représentant le
complémentaire des shifts (les anti-shift) et les voyages (fi-
gure 9)

VeVk  alternative(Trip®”, {Trip$* | Vd }) (56)

VdVs end(Anti_shift?) = start(Shift?) (57)

VdVs end(Shift?) = start(Anti_shift?,) (58)
Vd noOverlap({Anti_shift? |Vs} U {Trip5" | Ve Vk})

(59)

Cette  représentation  crée  nb_voyages X

nb_conducteurs intervalles pour représenter les voyages

[ [mmswis]  ssEeie)

FIGURE 9 — tiches entre les anti-shifts en noir.
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5.2 Modele multi-jours
Nous pouvons a présent écrire un modele pour une semaine

Variables
— Load®P¥ la charge optionnelle de la k-iéme livrai-
son du produit p pour le client ¢
— Load{""" la charge optionnelle sur la ligne ! de la
k-iéme livraison du produit p pour le client ¢
— Trip®P* la k-ieéme livraison optionnelle du produit
p pour le client ¢
— Trip;? ** 1a k-eme livraison optionnelle du produit
p pour le client ¢ opéré sur le camion ¢
— Shift®* le s-ieme shift du conducteur d
— Anti_shift®® I’espace entre les shifts s — 1 et s
pour le conducteur d
— Shift_day®® intervalle indiquant la journée dans
laquelle se trouve le shift s du conducteur d
— 0f£? sequence de 2 jours de repos pour le conduc-
teur d
Equations

max Z presence(Trip®?")

c,p,k

VeVpVk alternative(Load®™", {Load{”"* | Vi € L,})

(60)
¥l noOverlap({Load{"™" | VcVp € P, Vk}) (61)
Ve Vp Yk Vi Loadlc’p’k € U Operating hours; (62)
VeVk  size(Trip®*) = 2 x (T. + size(Load®)) (63)
VeVpVk  start(Trip®”F) = start(Load™?*) (64)
Ve mnoOverlap({Load®”"* | ¥p Vk}) (65)
VeVp Wk Load””" €| J Time Window, — T (66)
VeVk alternative(Trip™”, {Trip5” |Vd }) (67)
VdVs end(Anti_shift?) = start(Shift?) (68)
VdVs end(Shift?) = start(Anti_shift?, ) (69)
Vd Vs size(Anti_shift;i) > 12 hours (70)
Vd Vs size(Shiftg) < 7 hours (71)
Vd noOverlap({Anti_shift? | Vs} U {Trip5" | Ve Vk})

(72)
VdVs start(Shift_day’) = start(Shift!) div 24 hours

(73)
Vd noOverlap({Shift_day? |Vs} U {0f£?}) (74)
VdVs size(Shift?) =1 (75)
Vd size(0ff?) =2 (76)
> > pulse(Shift:) < nb_trucks (77)

d s

Les équations (60 - 66) définissent le flexible jobshop
comme auparavant. L’équation (67) impose que pour tout
voyage soit choisi un conducteur - et non plus un camion
comme auparavant. Les équations (68 - 69) construisent la
séquence de shifts et anti-shifts, tandis que les équations
(70) et (71) imposent des contraintes sur la durée des shifts
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et la durée des espaces entre les shifts (les anti-shifts). La
contrainte (72) impose que les voyages et les anti-shifts
ne se chevauchent pas, autrement dit que les voyages se
placent quelque part dans les shifts / entre les anti-shifts.
L’équation (73) synchronise les shifts et leur représentation
modulo 24h tandis que 1’équation (74) impose un non che-
vauchement entre les journées travaillées et les deux jours
de repos consécutifs. Les contraintes (75) et (76) fixent la
durée en jours des journées de travail et de repos. Enfin la
contrainte (77) impose qu’a tout instant il n’y ait pas plus
de shifts de conducteurs que de camions disponibles.

5.3 Taille du modéle multi-jours

En théorie c’est au modele de déterminer combien de
conducteurs sont nécessaires pour les opérations mais un
nombre variable de conducteurs s’accommode mal avec la
représentation en shifts et anti-shifts. A la place nous fai-
sons un calcul de dimensionnement de la forme suivante
— dans le modele journalierily a H = nb_camions X
12h heures de travail
— dans le modele multi-jour il y a M =
nb_conducteurs X nb_jours_de_travail x 7h
heures de travail
— onpose 7 x H = M pour un modele sur 7 jours
Numériquement on obtient ¢ = z&bc[ = % = 147
conducteurs pour 2000 livraisons. L’alternative qui permet
d’allouer une livraison a un conducteur (67) crée donc 300
000 intervalles, ce qui est a la limite de ce que peuvent sup-
porter les moteurs d’ordonnancement comme OptalCP ou
CPO. Donc le probleme multi-jour est encore trop grand.

6 Expérimentations

6.1 Données de test

Les données contiennent les ordres de livraison pour 13
journées indépendantes (entre 43 et 373 livraisons par jour)
tout comme les clients qui chargent leurs hydrocarbures sur
leurs propre flotte. La journée 10 ne compte que 43 livrai-
sons car ¢’est un jour férié ot seul 1 shift de 8h de travail est
possible mais nous la résolvons avec les mémes contraintes
que les autres pour I’instant.

La séparation en 13 journées est due a I’heuristique de fe-
nétres glissantes de la solution en place. Les données brutes
pour un horizon de 14 jours sont les ordres de livraison des
13 journées concaténés, et tout autre partition de ces don-
nées est un jeu de test valide.

Ces données et les modeles testés sont disponibles
en ligne a 'adresse https://optalcp.com/docs/
benchmarks/ sous le nom tank-truck

6.2 Modéeles testés
Nous avons considéré
1. Approximations

(a) réduction de 2 cuves a une
(b) élimination du temps d’attente
(c) spécialisation des lignes

2. Ruptures de symétrie pour les chargements



(a) noOverlap (pas de rupture de symétrie)
(b) précédences
(c) chatnes (traitement spécial par OptalCP)
(d) chaines suivant la définition
3. Représentations du flexible jobshop
(a) double alternative
(b) alternatives hiérarchiques - ligne en premier
(c) alternatives hiérarchiques - produit en premier
(d) alternative bidimensionnelle
(e) séparation par modes
4. Représentations des fenétres temporelles
moteur

(a) calendriers fournis le

(forbiddenExtent)
(b) bornes en présence de chaines
(c) disjonction sur la fenétre

par

5. Représentations du sous probléme de bin-packing

(a) alternatives
(b) alternatives + contrainte pack redondante

Par ailleurs, en fonction des approximations utilisées cer-
taines de ces représentations fusionnent (notamment les
modeles pour le flexible jobshop avec la spécialisation des
lignes ou I’absence de rupture de symétrie).

Nous ne présenterons ici que les résultats pour deux
modeles (1abc2a3b4aSa) et (1abc2c3e4aSa) autrement dit
toutes les approximations et d’un co6té 1’alternative hié-
rarchique ligne en premier avec rupture de symétrie par
chaine, de 1’autre le modele par séparation de modes sans
rupture de symétrie. Nous les nommons 3b et 3e respecti-
vement.

6.3 Moteurs testés

Nous n’avons pas 1’autorisation de présenter les résultats
obtenus par la solution en place chez le client. A défaut
nous comparons OptalCP 2024.11.1.20 contre ILOG CP
Optimizer 22.1.1

Les test on eu lieu en 300 secondes sur un laptop 4 cores
17-1185G7@3.00GHz avec 16GB de RAM.

6.4 Résultats

Quelques solutions des instances journalieres pour Optal CP
et CPO en 5 minutes.

Les bornes inférieures (autrement dit d’autres solutions au
probléme de maximisation) de la colonne LB ont été trou-
vées en laissant OptalCP tourner pendant 10-30 minutes
pour les instances 5,6,15,13,11 et une semaine pour les
instances 4 et 12. Les bornes supérieures sont égales au
nombre d’ordres de livraison, aucun moteur n’ayant pu dé-
montrer qu’il n’est pas possible de livrer tous les ordres.
Le modele sans rupture de symétrie obtient de meilleurs
résultats. ' Tous les autres variantes de modeles ont des ré-
sultats significativement inférieurs, et les 3 approximations
réduisent grandement le probléme par rapport au modele de
référence (a 2 cuves).

1. Une version antérieure de cette étude montrait des résultats plus
proches mais les améliorations dans OptalCP ont bénéficié davantage 3e.
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OptalCP | CPO

jour livraisons LB UB 3b 3e 3e
10 43 43 43| 43 43 43
9 294 294 294 | 294 294 | 294
16 319 319 319 | 317 319 | 317
8 322 322 322|322 322 | 320
14 331 331 331|331 331 | 326
7 341 341 341 | 341 340 | 336
5 344 341 341 | 337 339 | 329
6 344 344 344 | 338 344 | 305
15 349 349 349 | 339 348 | 334
13 358 358 358 | 346 353 | 339
11 366 366 366 | 349 352 | 317
4 371 369 371 | 339 353 | 344
12 373 367 373 | 342 357 | 339

TABLE 1 — Résultats de OptalCP et CPO sur les 13 journées
considérées indépendamment. En gras le modele+moteur
ayant obtenu la meilleure solution dans ce test pour une ins-
tance donnée.

7 Conclusion

Nous avons résolu un probleme de transport d’hydrocar-
bures par camion citerne avec le moteur d’ordonnance-
ment OptalCP. Le probleme est un exemple de probleme
réel complexe ou sont mélangés des aspects de flexible-
jobshop, de tournée de véhicules avec fenétres, d’emplois
du temps de personnel et de gestion d’inventaire. Apres
analyse de chaque sous-probléme nous avons proposé di-
verses approximations et modélisations que nous avons en-
suite testées. Un jeu d’instances public a été crée afin que
d’autres équipes puissent également tester leurs approxima-
tions et modeles. Il nous semble important de souligner une
fois de plus qu’il s’agit d’un probléme dont les contours ne
sont pas fixés et que toutes les approximations et modeles
qui en pratique aboutissent a une amélioration sont accep-
tables.
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