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Introduction

Considérons deux variétés différentiables M et N . Nous supposerons
toujours dans cette introduction que les variétés sont de type fini, c’est-à-
dire que leurs nombres de Betti sont finis. Une immersion de M dans N est
une application différentiable

f : M # N

dont la dérivée en tout point x ∈M , dxf , est injective. Ce travail est centré
sur l’étude de l’espace des immersions

Imm (M,N)

défini comme l’ensemble de toutes les immersions f : M # N muni d’une
topologie convenable (la topologie C1-faible, voir la section 5.2). Un tel es-
pace d’immersions apparaît pour la première fois dans la littérature en 1958
dans l’article [31] de Stephen Smale dans lequel il démontre le célèbre théo-
rème affirmant qu’il est possible de “retourner” la sphère usuelle S2 dans
R3. Plus précisément Smale établit qu’il existe une famille continue d’im-
mersions (ou “homotopie régulière” dans la terminologie de Smale) reliant
le plongement standard f0 de la sphère dans R3 à la composée f1 = Rf0, où
R est la reflexion autour du plan Oxy. Smale ne construit pas explicitement
une telle homotopie régulière, mais il démontre que l’espace Imm

(
S2,R3)

est connexe par arcs et donc deux immersions quelconques de S2 dans R3

peuvent être reliées par un chemin continu, correspondant exactement à une
homotopie régulière. La preuve de la connexité de Imm

(
S2,R3) se base sur

1
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les techniques de la topologie algébrique ramenant le calcul de l’ensemble
des composantes connexes à certains calculs sur des groupes d’homotopie
supérieure d’autres espaces.

En généralisant les résultats de l’article original [31] S.Smale et M.Hirsch
ont donné dans ([15],[32]) une description homotopique de Imm (M,N)
pour des variétés plus générales que M = S2 et N = R3 à partir du type
d’homotopie de ces variétés et de leurs fibrés tangents. Cependant calculer
les invariants de Imm (M,N) reste difficile. Dans ce travail nous utiliserons
la puissance calculatoire de l’homotopie rationnelle pour obtenir une des-
cription plus explicite de ces espaces d’immersions. Nous obtiendrons ainsi
par exemple des formules explicites pour les nombres de Betti rationnels et
les rangs des groupes d’homotopies de certains espaces d’immersions.
Une motivation de ce travail vient de l’étude des espaces de plongements
entres variétés, Emb (M,N). Grâce à des méthodes récentes de Goodwillie-
Weiss ([10], [36] ), il est possible d’obtenir une description homotopique de
Emb (M,N). Pour des raisons techniques il est en fait en général plus facile
de décrire le type d’homotopie de

Emb (M,N)

qui est par définition la fibre homotopique

Emb (M,N) := hofibre (Emb (M,N) ↪→ Imm (M,N)) .

On obtient ainsi que le type d’homotopie rationnelle de l’espace Emb (M,N)
peut se construire à partir des types d’homotopies rationnelles des espaces
Emb (M,N) et Imm (M,N) ce qui donne une motivation supplémentaire
pour notre travail, sachant qu’il y a des résultats intéressants sur le type
d’homotopie rationnelle Emb (M,N) (voir entre autres [3],[30],[33]).

Venons-en à la description plus précise de nos résultats et méthodes. Ex-
pliquons d’abord la théorie de Smale-Hirsch ([15]) donnant une description
homotopique de Imm (M,N). Étant donnée une immersion f : M # N , on
a pour tout point x ∈M une injection linéaire

dxf : TxM ↪→ TyN, y = f (x) , (1)

entre les espaces tangents des deux variétés. On peut construire un espace
fibré naturel

π : E Stiefel (τM , τN ) −→M (2)
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dont la fibre au-dessus de tout point x ∈M consiste en des couples (y, λ), où
y ∈ N et λ : TxM ↪→ TyN est une une injection linéaire (voir chapitre 3 pour
les details sur cette "construction de Stiefel"). On voit alors que la famille
d’applications (dxf) de (1) paramétrée par x ∈M définit une section df du
fibré (2) :

E Stiefel (τM , τN )
π

��
M

df

DD

Si on note
Γ
(
E Stiefel (τM , τN ) π−→M

)
l’espace de toutes les sections continues de π (muni de la topologie compacte-
ouverte), l’opération de dérivation donne ainsi une application continue

Φ: Imm (M,N) −→ Γ (E Stiefel (τM , τN ) −→M)
f 7−→ (df : x 7→ dxf) .

On a alors le théorème remarquable suivant :

Théorème A (Smale-Hirsch,[15]). Si dimM < dimN ou si N n’a pas des
composantes compactes alors

Φ: Imm (M,N) −→ Γ (E Stiefel (τM , τN ) −→M)

est une équivalence d’homotopie faible.

L’étude de notre espace des immersions est ainsi ramenée à l’étude d’un
espace de sections d’un fibré explicite. D’autre part, des techniques dues à
André Haefliger dans[12] permettent de calculer le type d’homotopie ration-
nelle des différentes composantes connexes d’un espace des sections. Dans
notre cas, cet espace de sections dépend des fibrés tangents des deux varié-
tés.
Le type d’homotopie rationnelle du fibré tangent τM d’une variété M est
complètement déterminé par un modèle rationnel deM et des représentants
des classes de Pontryagin et d’Euler du fibré tangent (car la cohomologie
rationnelle de l’espace classifiant BSO (m) du fibré vectoriel est une algèbre
polynomiale engendrée par les classes de Pontryagin universelles et la classe
d’Euler universelle (si m est pair)).
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En conséquence il est naturel d’espérer pouvoir déterminer le type d’ho-
motopie rationnelle des composantes connexes de Imm (M,N) à partir des
modèles rationnels deM et N et des classes de Pontryagin et d’Euler de ces
variétés. Ce sont des résultats de ce type que nous poursuivons dans cette
thèse et dont nous énonçons un florilège ci-dessous.
Pour énoncer nos premiers résultats fixons quelques notations. Si X et Y
sont deux espaces topologiques,

Map (X,Y )

est l’espace des applications continues de X dans Y (muni de la topologie
compacte-ouverte), et si φ : X −→ Y est une application continue alors

Map (X,Y ;φ)

est la composante connexe deMap (X,Y ) contenant φ. De même si f : M #
N est une immersion

Imm (M,N ; f)

est la composante connexe de Imm (M,N) contenant f .
D’autre part, on note E repm (τN ) l’espace des m-repères de τN . Autrement
dit on a un espace fibré au-dessus de N

E repm (τN ) −→ N

dont la fibre au-dessus d’un point est la variété de Stiefel des m-repères
de Rn, repm (Rn), avec n = dimN (voir section1.5 pour les détails sur la
construction de ce fibré des repères).
Rappelons que deux espaces simplement connexes ont le même type d’homo-
topie rationnelle s’ils sont connectés par un zigzag d’applications continues
induisant des isomorphismes en homologie rationnelle. La théorie de Sulli-
van permet de complètement encoder le type d’homotopie rationnelle d’un
espace par un objet algébrique appelé modèle rationnel (voir la section 2.2
pour les détails de cette théorie). Si deux espaces X et Y ont le même type
d’homotopie rationnelle alors on écrit

X 'Q Y.

Nous montrons les résultats suivants.
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Théorème B (Théorème 5.3.1). Soient M et N deux variétés simplement
connexes de dimension m et m + k respectivement avec k ≥ 2. Si la classe
d’Euler de M est nulle ou k est impair et si toutes les classes de Pontryagin
rationnelles de N sont nulles, alors pour toute immersion f : M # N nous
avons

Imm (M,N ; f) 'Q Map (M,E repm (τN ) ;φf ) ,

pour une certaine application φf .

Théorème C (Corollaire 5.3.2). Si en plus des hypothèses du théorème B,
la classe de d’Euler de N est nulle, alors pour toute immersion f : M # N

il existe deux applications continues φ1
f : M → N et φ2

f : M → repm
(
Rm+k

)
telles que

Imm (M,N ; f) 'Q Map
(
M,N ;φ1

f

)
×Map

(
M, repm

(
Rm+k

)
;φ2

f

)
.

Lorsque la variété d’arrivée est un espace euclidien, N = Rm+k, on
obtient des résultats plus précis qui dépendent de la parité de la codimension
k. Plus précisément dans le cas où la codimension est impaire nous prouvons
le résultat suivant.

Théorème D (Théorème 5.4.3). SoientM une variété simplement connexe
de dimension m, et k ≥ 3 un entier impair. Alors, chaque composante
connexe de Imm

(
M,Rm+k

)
a le type d’homotopie rationnelle d’un produit

d’espaces d’Eilenberg-Maclane, qui ne dépendent que de la codimension k et
des nombres de Betti rationnels de M .

De manière surprenante, ce dernier résultat entraîne qu’en codimension
impaire suffisamment grande (plus précisément si k > m), le type d’homo-
topie rationnelle de Imm

(
M,Rm+k

)
ne dépend que de k et des nombres de

Betti rationnels de M , mais pas du tout des classes de Pontryagin de M !
En codimension paire la situation est un peu plus subtile. En effet, le type
d’homotopie rationnelle des composantes connexes de l’espace des immer-
sions dans un espace euclidien en basse codimension peut dépendre du choix
de la composante connexe. Plus précisément nous avons les résultats sui-
vants.

Théorème E (Théorème 5.4.7). Soient M une variété simplement connexe
de dimension m et k ≥ m+ 1 un entier pair. Si la classe d’Euler de M est
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nulle, alors nous avons l’équivalence d’homotopie rationnelle suivante :

Imm
(
M,Rm+k

)
'Q Map

(
M,Sk

)
×K,

où K est un produit d’espaces d’Eilenberg-Maclane qui ne dépendent que de
codimension k et des nombres de Betti rationnels de M .

Il faut noter que lorsque k ≥ m+1, Imm
(
M,Rm+k

)
est connexe. Dans

le cas non connexe nous avons le théorème suivant.

Théorème F (Théorème 5.4.8). Soient M une variété simplement connexe
de dimension m et k ≥ 2 un entier pair. Si la classe d’Euler de M est nulle,
alors chaque composante connexe de Imm

(
M,Rm+k

)
a le type d’homotopie

rationnelle du produit

Imm
(
M,Rm+k, f

)
'Q Map

(
M,Sk, f̃

)
×K.

Remarquons qu’on connaît des exemples de variété M (par exemple
M = Sk) telle que le type d’homotopie rationnel deMap

(
M,Sk, f̃

)
dépend

de la classe d’homotopie de f̃ . Ceci n’est pas possible lorsqueHk (M,Q) = 0.
Ceci nous amène au résultat suivant.

Théorème G (Corollaire 5.4.9). Si en plus des hypothèses du théorème F
Hk (M,Q) = 0, alors toutes les composantes connexes de Imm

(
M,Rm+k

)
ont le même type d’homotopie rationelle.

Les résultats précédents montrent que, lorsque la classe d’Euler de M
est nulle ou k est impair, le type d’homotopie rationnelle de l’espace des
immersions de M dans un espace euclidien de large codimension ne dépend
que de cette codimension et des nombres de Betti rationnels de la variété.
Ceci nous permet d’obtenir des formules explicites pour la série génératrice
des rangs des groupes d’homotopie de ces espaces des immersions. Nous
obtenons ainsi le résultat suivant pour les variétés compactes.

Théorème H (Théorème 5.5.3). Soient M une variété compacte, simple-
ment connexe, sans bord, de dimension m, et k ≥ 3 un entier impair. On
suppose que k ≥ m

2 + 1. Alors, on a la formule explicite suivante qui donne
les rangs des groupes d’homotopie de Imm

(
M,Rm+k, f

)
à partir de la série

de Poincaré de M et la codimension k. Ainsi la série
∞∑
i=1

rang πi
(
Imm

(
M,Rm+k, f

))
xi



Introduction 7

est donnée par :
x2k−m−1 (1− x2m+2)

1− x4 .PM (x) si m pair

x3k−m−2 (1− x2m+2)
1− x4 . (PM (x))2 si m impair

où

PM (x) =
m∑
i=1

dimHi (M,Q)xi est la série de Poincaré de M.

Dans le cas où la codimension est paire et Hk (M,Q) = 0 nous obtenons.

Théorème I (Théorème 5.5.4). Soient M une variété compacte sans bord,
simplement connexe de dimension m et k ≥ 2 un entier pair. On suppose
que k ≥ m

2 + 1. Si la classe d’Euler de M est nulle et si Hk (M,Q) = 0,
alors la série : ∞∑

i=1
rang πi

(
Imm

(
M,Rm+k, f

))
xi

est donnée par :
x2k−m−1 (1− x2m)

1− x4 PM (x)×K1 si m impair

x3k−m−2 (1− x2m)
1− x4 (PM (x))2 ×K1 si m pair

où
K1 =

∑
i

(
dimHk−i (M,Q)− dimH2k−i−1 (M,Q)

)
xi.

Notons que ces résultats impliquent que le rang des groupes d’homotopie
rationnelle d’un espace d’immersions dans un espace euclidien sont à crois-
sance polynomiale (voir le corollaire 5.5.5). D’autre part il est montré dans
[2] que les nombres de Betti rationnels de Emb (M,N) sont à croissance
exponentielle dès que la caractéristique d’Euler χ (M) ≤ −2. On déduit dès
lors le résultat suivant :

Théorème J (Corollaire 5.5.9). Soit M une variété simplement connexe de
dimension m et de caractéristique d’Euler χ (M) ≤ −2. Supposons que la
classe d’Euler de M est nulle ou k impair . Si k ≥ m+ 1, alors les nombres
de Betti rationnels de Emb

(
M,Rm+k

)
sont à croissance exponentielle.
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Plan du travail

– Dans le chapitre 1 on rappelle les notions de base du fibré et de l’es-
pace des fonctions qui seront utilisées dans tout ce travail.

– Dans le chapitre 2 on rappelle les notions de base de l’homotopie ra-
tionnelle. Entre autre, on rappelle la construction de modèle d’adgc
du fibré, du fibré de Borel et du fibré dont la fibre est un espace ho-
mogène. Un nouveau résultat dans ce chapitre est le théorème 2.8.1
qui donne la construction d’un modèle d’adgc du fibré des repères as-
socié à un fibré vectoriel. Ce chapitre sera clôturé par un rappel sur
l’homotopie rationnelle de l’espace des sections.

– Dans le chapitre 3 nous introduisons la notion de la construction de
Stiefel. On montrera par la suite beaucoup de propriétés importantes
de cette construction. Le résultat principal de ce chapitre est le théo-
rème 3.3.2. Enfin, il faut noter que cette construction est cruciale pour
la construction du modèle rationnel de l’espace des immersions.

– Dans le chapitre 4 nous construisons un modèle rationnel de la construc-
tion de Stiefel. Le principal résultat de ce chapitre est le théorème 4.1.1.

– Dans le chapitre 5 nous étudions le type d’homotopie rationnelle de
l’espace des immersions entre deux variétés. Dans ce chapitre on dé-
montre tous les résultats énoncés dans l’introduction.



CHAPITRE 1

Fibré des repères

1.1 Introduction

Dans ce chapitre on rappelle les propriétés du fibré et de l’espace des
fonctions qui sont nécessaires dans cette thèse.

Plan du chapitre

– Dans la section 1.2 on rappelle la définition du fibré, du fibré vecto-
riel, du morphisme entre fibrés. On termine cette section avec quelques
exemples de base.

– Dans la section 1.3 on rappelle des constructions des fibrés qui sont
très importantes dans cette thèse. Plus précisément, on parle de pro-
duit fibré et du complémentaire orthogonal d’un fibré vectoriel.

– Dans la section 1.4 on rappelle la définition de G-fibré principal, du
fibré associé à un G-fibré principal et du fibré Borel. On rappelle entre
autre des G-espaces, du théorème de classification de G-fibré principal
et des fibrés associés à un G-fibré principal.

– Dans la section 1.5 on rappelle la notion du fibré des repères associé
à un fibré vectoriel. Cette construction est très importante pour ce

9
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travail, plus précisément pour la construction du fibré de Stiefel (voir
le chapitre 3). On commence avec la définition de variété de Stiefel et
de variété de Grassmann.

– Dans la section 1.6 on rappelle la notion des classes de Pontyagin et
d’Euler d’un SO (m)-fibré principal. Ces objets sont au centre de cette
thèse.

– Dans la section 1.7 on rappelle la notion de l’espace des fonctions et
on donne quelques propriétés importantes de cet espace.

1.2 Notions de base sur les fibrés

Dans cette section on rappelle la définition de fibré, de morphisme entre
fibré et on donne des exemples de fibrés.

1.2.1 Définitions

Commençons par la définition d’un fibré.

Définition 1.2.1. Soit F un espace topologique. Un fibré ξ de fibre F est un
triplet ξ = (E, p,B), où E,B sont des espaces topologiques et p : E −→ B
est une application continue vérifiant :

1. Pour tout b ∈ B, p−1 (b) ∼= F .
2. Pour tout b ∈ B, il existe un couple (U, h) appelé carte locale en b, où

U ⊂ B est un voisinage ouvert de b, et h : U × F −→ p−1 (U) est un
homéomorphisme rendant commutatif le diagramme suivant :

U × F h //

pr1
""

p−1 (U)

p
{{

U

On dira que E est l’espace total, B est l’espace de base, p la projection, et
(U, h) la trivialisation locale. La fibre au-dessus de b ∈ B sera notée

Ebξ = p−1 (b) .

Si F est un espace vectoriel de dimension m et si pour toute trivialisation
locale (U, h), l’homéomorphisme h est linéaire, on dira que ξ = (E, p,B) est
un fibre vectoriel de rang m.
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Notation 1.2.2. Un fibré ξ = (E, p,B) de fibre F sera souvent noté

ξ : F −→ E
p−→ B.

Exemple 1.2.3. On commence avec le fibré trivial.
Fibré trivial : Si F et B sont deux espaces, on peut construire un fibré
d’espace total E = B × F , de base B, de projection p = pr1 : B × F −→ B
et de fibre F .
Fibré tangent : Si M est une variété de dimension m, on définit sur celle-
ci un fibré vectoriel de rang m, dont la fibre au-dessus d’un point x ∈ M
est l’espace tangent TxM en ce point. Ce fibré est noté τM = (TM, p,M).
Si τM est trivial on dit que M est parallélisable.

Définition 1.2.4. Un morphisme de fibrés φ : (E, p,B) −→ (E′, p′, B′) , est
la donnée d’une paire d’applications continues f : E → E′ et f̄ : B → B′

tel que le diagramme suivant commute :

E
f //

p

��

E′

p′

��
B

f̄

// B′

Le morphisme de fibrés φ est un isomorphisme s’il existe un autre mor-
phisme

ψ :
(
E′, p′, B′

)
−→ (E, p,B)

tel que
ψ ◦ φ = id(E,p,B) et φ ◦ ψ = id(E′,p′,B′,).

Si (E, p,B) est isomorphe à (E′, p′, B′) on notera :

(E, p,B) ∼=
(
E′, p′, B′

)
.

1.3 Quelques constructions de fibré

Dans cette section on rappelle quelques constructions des fibrés qui vont
être utilisées dans la suite de notre travail.
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1.3.1 Produit fibré "pullback"

Soient ξ = (E, p,B) un fibré de fibre F et f : X −→ B une application
continue. On peut définir un sous espace f∗E de X×E de la façon suivante

f∗E = {(x, e) ∈ X × E|p (x) = f (b)}.

On a aussi deux projections p1 : f∗E −→ X et p2 : f∗E −→ E définies
par p1 (x, e) = x et p2 (x, e) = e. Ces constructions satisfont la propriété
universelle, c’est-à-dire pour tout diagramme commutatif

E′
p′2 //

p′1
��

E

p

��
X

f
// B

il existe une unique application continue ψ : E′ −→ f∗E telle que

p1 ◦ ψ = p′1 et p2 ◦ ψ = p′2.

Ce qui peut se traduire par le diagramme suivant :

E′
p′2

$$

p′1

��

ψ

!!
f∗E

p2 //

p1
��

E

p

��
X

f
// B.

Proposition 1.3.1. [9, Exemple 1.56] Le triplet f∗ξ = (f∗E, p1, X) est un
fibré de fibre F . On l’appelle produit fibré de ξ le long de f .

Proposition 1.3.2. f∗ξ = (f∗E, p1, X) a les propriétés suivantes :
– Si ξ = (E1, p1, B1) et η = (E2, p2, B2) sont des fibrés et f : B1 −→ B2
une application continue alors

ξ ∼= η ⇒ f∗ξ ∼= f∗η.

– Si ξ = (E, p,B) est un fibré et f0, f1 : X −→ B sont deux applications
homotopes, alors

f∗0 ξ
∼= f∗1 ξ.
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1.3.2 Complémentaire orthogonal d’un fibré vectoriel

Dans cette section on rappelle la notion de complémentaire d’un fibré
vectoriel. On commence avec la définition de la métrique euclidienne d’un
fibré qui est un outil crucial pour la définition du complémentaire d’un fibré
vectoriel.

Définition 1.3.3. Soient ξ = (E, p,B) un fibré vectoriel de fibre Rn et
E (ξ ⊕ ξ) l’espace de Whitney défini comme suit

E (ξ ⊕ ξ) = {(x, y) ∈ E × E|p (x) = p (y)}.

Une métrique euclidienne sur ξ est une application continue

µ : E (ξ ⊕ ξ) −→ R

telle que la restriction à chaque fibre est un produit scalaire.

La proposition suivante nous garantit son existence. Elle est immédiate
à partir de [17, Théorème 5.5, p 32] et [17, Théorème 9.4, p 38].

Proposition 1.3.4. Tout fibré vectoriel dont l’espace de base est paracom-
pact peut être muni d’une métrique euclidienne.

Convention 1.3.5. Dans toute la thèse on suppose que les fibrés vectoriels
sont toujours munis d’une métrique euclidienne.

Si ξ = (E, p,B) est un fibré vectoriel muni d’une métrique µ et η =
(E′, p′, B) un sous fibré de ξ, nous pouvons construire le sous-fibré η⊥ dont
l’espace total est constitué des vecteurs de E orthogonaux à ceux de E′.
Nous obtenons ainsi un fibré vectoriel qui vérifie η ⊕ η⊥ = ξ.

Définition 1.3.6. η⊥ est appelé complément orthogonal de η dans ξ.

1.4 Fibré associé à un fibré principal

Dans cette section on rappelle la construction du fibré associé à un G-
fibré principal. Cette construction est utile pour la construction de Stiefel
que nous allons introduire dans le chapitre 3. On commence avec la notion
de G-espace.
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1.4.1 G-espace

Dans cette section on rappelle la notion des G-espaces.

Définition 1.4.1. Un G-espace à droite est un espace X muni d’une ap-
plication

X ×G −→ X

qui associe à tout couple (x, g) l’élément xg vérifiant les relations suivantes :

1. x (g1g2) = (xg1) g2 ∀x ∈ X et g1, g2 ∈ G,

2. x1 = x ∀x ∈ X.

Un G-espace à gauche est la donnée d’une application G×X −→ X

qui associe à tout couple (g, x) l’élément gx vérifiant les relations sui-
vantes :

1. (g1g2)x = g1 (g2x) ∀x ∈ X et g1, g2 ∈ G,

2. 1x = x ∀x ∈ X.

L’action de G sur X est dite libre si

gx = x⇔ g = e ∀ g ∈ G, x ∈ X et e l’élément neutre de G.

L’action de G sur X est dite transitive si

∀ (x, y) ∈ X ×X,∃g ∈ G| y = gx.

Remarque 1.4.2. Si X est un G-espace à gauche la relation

xs = s−1x,

donne à X une structure de G-espace à droite. Comme il y a une bijection
entre les G-espace à gauche et les G-espace à droite souvent on ne précisera
pas.

Définition 1.4.3. Une application f : X −→ Y entre deux G-espaces est
dite G-équivariante si on a

f (xg) = f (x) g,∀x ∈ X, g ∈ G.
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1.4.2 Fibré principal

Définition 1.4.4. Considérons P = (P, p,B), où P est un G-espace, B
est un espace topologique, et p : P −→ B est une application G-équivariante
(ici G agit trivialement sur B). Alors P = (P, p,B) est un G-fibré principal
s’il existe un recouvrement d’ouverts Oα de B et des applications continues
σα : Oα −→ P , appelées sections locales, vérifiant les propriétés suivantes :

1. pσα = id,

2. l’application hα : Oα × G −→ p−1 (Oα) définie par (y, g) 7→ σα (y) g
est un homéomorphisme.

Un G-fibré principal est dit G-fibré principal universel si son espace total
est contractile.

Définition 1.4.5. Un morphisme de G-fibrés principaux

φ : (P1, p1, B1) −→ (P2, p2, B2)

est un morphisme de fibrés, où φ : P1 −→ P2 est G-équivariante.

Proposition 1.4.6. [17, Théorème 3.2, p 43] Si φ est un morphisme entre
deux G-fibrés principaux de même base, alors φ est un isomorphisme de
fibrés.

Théorème 1.4.7. [23, Théorème p 197] Soient (EG, p,BG) un G-fibré
principal universel et B un CW complexe. Alors on a une bijection naturelle
entre l’espace [B,BG] et l’espace de tous les G-fibrés principaux au-dessus
de B, que l’on note P (B). On dit que BG est l’espace classifiant des G-
fibrés principaux.

Définition 1.4.8. Si f : B −→ BG est une fonction continue et P =
(P, p,B) un G-fibré principal tel que P = f∗EG, alors f est appelé appli-
cation classifiante de P.

1.4.3 Fibré associé à un G-fibré principal

Dans cette section on rappelle la construction d’un fibré associé à un
G-fibré principal. Cette construction est indispensable pour la suite.

Soient P = (E, p,B) un G-fibré principal et F un G−espace, alors E×F
est aussi un G-espace. L’action est définie par :
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(e, x) g =
(
eg, g−1x

)
pour e ∈ E, x ∈ F et g ∈ G.

Notons par E ×G F l’espace des orbites de E × F par cette action et par

q : E × F −→ E ×G F

la projection correspondante. L’application q détermine une application

ρ : E ×G F −→ B

via le diagramme commutatif suivant :

E × F q //

pr1
��

E ×G F
ρ

��
E

p // B

Plus précisément nous avons

∀ (x, e) ∈ X × E, ρ [e, x] = p (e) .

Proposition 1.4.9. [11, Propositon 1, p.198-199] Ξ = (E ×G F, ρ,B) un
fibré de fibre F .

Définition 1.4.10. Le fibré Ξ est appelé fibré associé à P de fibre F .

1.4.4 Classification de fibré associé au fibré principal

Dans cette section on va rappeler la définition du fibré de Borel. On dé-
duira ensuite une propriété importante de fibré associé au G-fibré principal.
Soit G un groupe de Lie connexe opérant sur un espace topologique F . On
considère un G-fibré universel principal (EG, p,BG).

Définition 1.4.11. Le fibré (EG×G F, p,BG) est appelé fibré de Borel de
fibre F .

Proposition 1.4.12. Soient P = (E, p,B) un G-fibré principal et

f : B −→ BG

sa classifiante. Si F est un G-espace, on a :

E ×G F ∼= f∗ (EG×G F ) .

Démonstration. Voir [35, Lemme 1].
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1.4.5 Réduction de structure de groupe

Dans toute cette section G est un groupe de Lie, et H un sous groupe
fermé de G.

Définition 1.4.13. Supposons que P = (P, p,B) est un G-fibré principal
et Q = (Q, q,B) est un H-fibré principal. Si f : Q −→ f (Q) ⊂ P est un
homéomorphisme vérifiant f (xg) = f (x) g pour x ∈ Q et g ∈ H, alors
Q = (Q, q,B) est appelé restriction de P = (P, p,B).

Proposition 1.4.14. [17, Théorème 3.1, p. 75] Soient G un groupe de
Lie, et H un sous groupe fermé de G. Supposons que F est un G-espace,
donc a priori un H espace. Si P = (P, p,B) est un G-fibré principal, et
Q = (Q, q,B) sa restriction à H. Alors il existe un isomorphisme naturel
entre les fibrés associés (P ×G F, p1, B) et (Q×H F, q1, B).

1.5 Fibré des repères associé à un fibré vectoriel

1.5.1 Variété de Stiefel et variété de Grassmann

Dans cette section nous rappelons les définitions de variété de Stiefel et
de variété de Grassmann. Nous commençons avec les définitions dem-repère
et de m-plan.

Définition 1.5.1. Soient q et n deux entiers positifs avec q ≤ n.
– Un q-repère dans Rn est la donnée de q-vecteurs linéairement indé-
pendants.

– Un q-plan dans Rn est un sous-espace vectoriel de dimension q.

Notation 1.5.2. On note repq (Rn) l’espace de tous les q-repères dans Rn
muni de la topologie produit. C’est-à-dire,

repq (Rn) = {(v1, · · · , vq) ∈ (Rn)q | (v1, · · · , vq) est un q-repère},

et Gq (Rn) l’ensemble de tous les q-plans dans Rn. C’est-à-dire

Gq (Rn) = {l’ensemble de tous les q-plans de Rn}.

Soit
π : repq (Rn) −→ Gq (Rn)

l’application qui envoie un q-repère sur le q-plan qu’il engendre et donne à
Gq (Rn) la topologie quotient résultante.
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Définition 1.5.3. Soient q et n deux entiers positifs avec q ≤ n. L’espace
repq (Rn) est appelé variété de Stiefel des q-repères de Rn et Gq (Rn) est
appelé variété de Grassmann.

La variété de Stiefel repq (Rn) admet une action naturelle du groupe
GL (q). L’action est donnée par :
Si g = (gij) ∈ GL (q) et si (v1 · · · , vq) ∈ repq (Rn), alors

(v1, · · · , vq) g = (w1, · · · , wq)

où

wj =
m∑
i=1

vigij .

Pour q < n, on peut montrer qu’on a des homéomorphismes suivants :

repq (Rn) ∼=
SO (n)

SO (n− q) et Gq (Rn) ∼=
SO (n)

SO (n− q)× SO (q) , (1.5.1)

et que
(
repq (Rn) , π,Gq (Rn)

)
est un SO (q)-fibré principal.

Remarque 1.5.4. Si n = ∞, repq (Rn) est contractile (voir [24, Lemme
1.20] pour la preuve). Par conséquent, si on pose

ESO (q) = repq (R∞) et BSO (q) = Gq (R∞) ,

le fibré (ESO (q) , π,BSO (q)) est un SO (q)-fibré principal universel (voir
définition 1.4.4 pour la définition du fibré principal universel).

1.5.2 Fibré des repères associé à un fibré vectoriel

Dans cette partie on rappelle brièvement la notion de fibré des repères
associé à un fibré vectoriel. Pour plus de détails, nous suggérons la référence
[26] ou [11, chapitre 5]. Cette notion de fibré de repère sera largement utili-
sée dans le chapitre 3. Plus précisément elle sera utile pour la construction
de Stiefel.

Etant donné un fibré vectoriel

ξ : Rn −→ Eξ −→ B
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de rang n, on peut lui associer naturellement un fibré des m-repères

repm (ξ) : repm (Rn) −→ E repm (ξ) π−→ B

dont la fibre est la variété de Stiefel repm (Rn) et tel que les points de l’espace
total au-dessus de b ∈ B correspondent aux m-repères de la fibre vectorielle
Ebξ = p−1 (b). C’est-à-dire,

E repm (ξ) = {(b, V ) | b ∈ B et V est un m− repère de Ebξ}

et π est la projection sur la première composante. L’action de GL (m)
sur chaque fibre repm (Rn) s’étend en une action naturelle de GL (m) sur
E repm (ξ). Lorsque m = n, on a repn (Rn) = GL (n), et repn (ξ) n’est rien
d’autre que le fibré principal

prin (ξ) : GL (n) −→ E prin (ξ) −→ B

associé au fibré vectoriel ξ.
Lorsque ξ : Rn −→ E −→ B est muni d’une métrique euclidienne et est
orienté, nous pouvons considérer le fibré des m-repères orthonormés

r̃epm (ξ) : r̃epm (Rn) −→ Er̃epm (ξ) π−→ B,

où

Ep̃rin (ξ) = {(b, V ) , b ∈ B et V est un m-repère orthonormé de Ebξ}.

Dans ces conditions, lorsque m = n nous avons un SO (n)-fibré principal
associé à ξ

p̃rin (ξ) : SO (n) −→ Ep̃rin (ξ) −→ B.

Et on a le résultat suivant.

Proposition 1.5.5. Soit ξ : Rm −→ Eξ −→ B un fibré vectoriel de rang
m, muni d’une métrique euclidienne. Si B est un CW -complexe simplement
connexe, alors le SO (m)-fibré principal

p̃rin (ξ) : SO (m) −→ Ep̃rin (ξ) −→ B,

est la restriction du GL (m)-fibré principal

prin (ξ) : GL (m) −→ Eprin (ξ) −→ B.
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Démonstration. Ce résultat vient de [17, Corollaire 2.4, p.75] en remarquant
que

GL (m)
SO (m) ' Z2.

Le résultat qui vient est important pour la suite de notre travail.

Proposition 1.5.6. Le SO (m)-fibré principal universel

prin0 : SO (m) −→ ESO (m) π0−→ BSO (m) ,

est isomorphe au SO (m)-fibré principal associé au fibré canonique γm,

prin (γm) : SO (m) −→ E prin (γm)
πprin(γm)−→ BSO (m) ,

où
E prin (γm) = {(W,w) ∈ BSO (m)× ESO (m) |w ∈W}

et pour (W,w) ∈ E prin (γm) on a

πprin0(γm) (W,w) = W.

Démonstration. Considérons l’application ψ : E prin (γm) −→ ESO (m) dé-
finie par ψ (W,w) = w. Cette application est SO (m)-équivariante, en effet
pour g ∈ SO (m) et (W,w) ∈ E prin (γm) nous avons

ψ ((W,w) g) = ψ (W,wg) = wg.

D’autre part le diagramme suivant est commutatif

E prin (γm) ψ //

πprin0(γm) ''

ESO (m)

π0ww
BSO (m) .

Par conséquent ψ est morphisme entre les SO (m)-fibrés principaux prin et
prin0. La conclusion vient de la proposition 1.4.6.

Nous allons clôturer cette partie par un résultat important dans dans
la suite de notre travail. Plus précisément ce résultat sera utilisé pour la
preuve de lemme 3.2.4 et lemme 3.2.5 qui sont des résultats techniques
pour les principaux résultats de cette thèse.
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Proposition 1.5.7. Soit ξ : Rn −→ Eξ −→ X un fibré vectoriel de rang
n, avec n ≥ 0. Soit f : X ′ −→ X une application continue. Si f∗ξ est le
produit fibré de ξ le long f∗ξ, alors pour r ≥ 0, le fibré repr (f∗ξ) des r-
repères associé à f∗ξ est le produit fibré du fibré repr (ξ) des r-repères associé
à ξ le long de f .

Démonstration. Pour la preuve nous suggérons [29, p.52].

1.6 Classes de Pontryagin et classe d’Euler du fibré des re-
pères associé à un fibré vectoriel

On commence cette section avec la construction de deux applications
qui seront importantes dans la suite. Considérons l’isomorphisme

l : R∞ × R∞ −→ R∞

((x0, · · · , ) , (y0, · · · , )) 7→ (x0, y0, · · · ) ,

et observons que si U ⊂ R∞ et V ⊂ R∞ sont des sous espaces de dimension
m et k respectivement, l’image de U × V ⊂ R∞ × R∞ est un sous espace
W ⊂ R∞ de dimension m+ k. Ainsi l’isomorphisme l permet de définir un
homéomorphisme entre Gm+k (R∞ ⊕ R∞) et Gm+k (R∞). La classe d’homo-
topie de cet homéomorphisme ne dépend pas du choix de l’isomorphisme
l (voir [23, p 186] pour plus de details). Nous avons donc une application
induite

Bim,k : BSO (m)×BSO (k) −→ BSO (m+ k)
(U, V ) 7→ i (U, V ) .

De même, en utilisant l’isomorphisme entre R∞ ⊕ R et R∞ on définit une
application entre BSO (m) et BSO (m+ 1) en envoyant un m-plan X sur
le m+1-plan X⊕R (voir [23, p 186] pour plus de details). Plus précisément
nous avons l’application

Bim : BSO (m) −→ BSO (m+ 1)
X 7→ X ⊕ R.

Le théorème qui suit est un résultat clé pour la suite.

Théorème 1.6.1. [24, Théorème 7.1] Il existe des classes uniques pi dans
H4i (BSO (m) ,Q) appelées classes de Pontryagin universelles et une unique
classe em dans Hm (BSO (m) ,Q) appelée classe d’Euler universelle telle
que :
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1. p0 = 1, pi = 0 si i >
[
m
2
]
et em = 0 si m est impair et e2

m = pl si m =
2l,

2. (Bim)∗ (pi) = pi et (Bim)∗ (em) = 0,
3. (Bim,k)∗ (pi) =

∑
r+t=i pr ⊗ ps,

(Bim,k)∗ (em+k) = em ⊗ ek.
En plus la cohomologie rationnelle de BSO (m) est l’algèbre polynomiale
suivante :{

H∗ (BSO (m) ,Q) = Q [p1, · · · , pl] si m = 2l + 1,
H∗ (BSO (m) ,Q) = Q [p1, · · · , pl−1, e2l] si m = 2l.

A présent on définit les classes de Pontryagin et d’Euler d’un fibré vec-
toriel. La référence principale est [25].

Définition 1.6.2. Soient ξ = (E, p,B) un fibré vectoriel orienté de rang m
et

f : B −→ BSO (m)

sa classifiante. Alors :
1. la i-eme classe de Pontryagin rationnelle de ξ est la classe de coho-

mologie
pi (ξ) = f∗pi ∈ H4i (B,Q) ;

2. la classe d’Euler rationnelle de ξ est la classe de cohomologie

e (ξ) = f∗em ∈ Hm (B,Q) .

Les classes de Pontryagin et d’Euler doivent satisfaire la condition suivante.
Si
(
ψ, ψ̄

)
: ξ −→ ξ′ est un morphisme des fibrés vectoriels on a

ψ∗pi
(
ξ′
)

= pi (ξ) et ψ∗e
(
ξ′
)

= e (ξ) .

Définissons les classes de Pontryagin et la classe d’Euler du fibré princi-
pal.

Définition 1.6.3. Soient P = (E, p,B) un SO (m)-fibré principal et

f : B −→ BSO (m)

sa classifiante. Alors :
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1. la i-eme classe de Pontryagin rationnelle de P est la classe de coho-
mologie

pi (P) = f∗pi ∈ H4i (B,Q) ;

2. la classe d’Euler rationnelle de P est la classe de cohomologie

e (P) = f∗em ∈ Hm (B,Q) .

Remarque 1.6.4. Si ξ = (E, p,B) un fibré vectoriel orienté de rang m et

f : B −→ BSO (m)

sa classifiante. D’après la proposition 1.5.7 le SO (m)-fibré principal associé
a ξ

prin (ξ) : SO (m) −→ E prin (ξ) −→ B

est aussi classifié par f . Dès lors on a

pi (prin (ξ)) = pi (ξ) et e (prin (ξ)) = e (ξ) .

Notation 1.6.5. Dans la suite les classes de Pontryagin et la classe d’Euler
de prin (ξ) seront notées respectivement pi (ξ) et e (ξ).

1.7 Espace des fonctions

Dans cette section on rappelle quelques notions de base sur l’espace
des fonctions continues. Ces notions seront utilisées dans le chapitre 2 et
le chapitre 5. Les références sont [14, p.529-532], [17, p.4-5]. On commence
avec la définition suivante.

Définition 1.7.1. Considérons X et Y deux espaces topologiques. On note
hom (X,Y ) l’ensemble des applications continues de X vers Y . Pour toute
partie compacte K de X et tout ouvert U de Y on définit le sous-ensemble
de hom (X,Y ) suivant

W (K,U) := {f ∈ hom (X,Y ) | f (K) ⊂ U}.

La famille {W (K,U)}K,U engendre une topologie sur hom (X,Y ) qu’on ap-
pelle topologie compacte-ouverte.

Maintenant on définit l’espace des fonctions.
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Définition 1.7.2. Soient X et Y deux espaces topologiques. L’espace des
fonctions de X vers Y , noté Map (X,Y ), est hom (X,Y ) muni de la topo-
logie compacte-ouverte.

L’espace des fonctions a les propriétés suivantes.

Proposition 1.7.3. [6, Corollaire 3.9] Soient X,Y,X ′ et Y ′ des espaces
topologiques séparés. Si X est homotope à X ′ et Y homotope à Y ′ alors
Map (X,Y ) est homotope à Map (X ′, Y ′). C’est-à-dire

X ' X ′ et Y ' Y ′ ⇒Map (X,Y ) 'Map
(
X ′, Y ′

)
.

Proposition 1.7.4. [6, Proposition 3.6] Si X et Y1 · · ·Yn sont des espaces

topologiques séparés, on a un homéomorphisme entre Map

(
X,

n∏
i=1

Yi

)
et

n∏
i=1

Map (X,Yi). C’est-à-dire

Map

(
X,

n∏
i=1

Yi

)
∼=

n∏
i=1

Map (X,Yi) .



CHAPITRE 2

Homotopie rationnelle et espace des sections

2.1 Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est de rappeler les outils de base de la
théorie de l’homotopie rationnelle, qui seront utilisés dans la suite de cette
thèse. Nous expliquerons entre autre le modèle du fibré dont la fibre est
un espace homogène (section 2.6), ceci va nous permettre de construire un
modèle d’adgc du fibré des repères dans la section 2.8. Nous terminerons ce
chapitre par une note sur l’homotopie rationnelle de l’espace des sections
d’un fibré (section 2.9). Nous rappellerons entre autre la rationalisation de
l’espace des sections, puis nous allons rappeler le modèle rationnel introduit
d’abord par A. Haefliger dans [12], et plus tard par E. H. Brown, R. H.
Szczarba dans [5] et U. Buijs, A. Murillo dans [7]. Ces résultats seront utili-
sés pour la preuve des principaux résultats de cette thèse (voir le chapitre 5).

Plan du chapitre
– Dans la section 2.2 on rappelle les définitions et résultats de base de
la théorie de l’homotopie rationnelle. On parlera entre autres du type
d’homotopie rationnelle et de modèle de Sullivan pour les espaces sim-
plement connexes. On finira cette section par un exemple classique qui
sera utile dans la suite.

– Dans la section 2.3 on rappellera la construction du modèle de Sul-

25
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livan relatif d’un fibré. On commencera avec la définition d’algèbre
relative de Sullivan.

– Dans la section 2.4 on rappellera la construction du modèle d’un fibré
produit fibré.

– Dans la section 2.5 on rappellera la construction du modèle de fibré
de Borel dont la fibre est un espace homogène.

– Dans la section 2.6 on construira un modèle explicite du fibré dont la
fibre est un espace homogène.

– Dans la section 2.7 on rappellera le modèle rationnel de BSO (n) et
de l’application classifiante du fibré vectoriel.

– Dans la section 2.8 on construira un modèle d’adgc du fibré des repères
associé à un fibré vectoriel. Les résultats obtenus dans cette section
sont parmi les nouveaux résultats de cette thèse.

– Dans la section 2.9 on rappellera la construction du modèle de Sullivan
de l’espace des sections. On commencera avec la rationalisation de
l’espace des sections et on terminera le chapitre avec un exemple.

2.2 Théorie de l’homotopie rationnelle

Dans cette section on rappelle les notions de base de l’homotopie ration-
nelle. Les principales références sont [8], [9, chapitre 2].

Définition 2.2.1. Un espace X simplement connexe (c’est-à-dire connexe
par arc et tel que π1 (X,x0) = 0) est dit rationnel si pour tout entier
n ≥ 2, πn (X) est un Q-espace vectoriel. Une rationalisation d’un espace
X simplement connexe est la donnée d’un espace rationnel XQ simplement
connexe et d’une application Φ: X −→ XQ qui induit un isomorphisme

π∗ (X)⊗Q
∼=−→ π∗ (XQ) .

Théorème 2.2.2. Soit X un espace simplement connexe. Alors, il existe
un espace rationnel XQ et une rationalisation Φ: X −→ XQ. De plus, si YQ
est un espace rationnel simplement connexe, alors pour toute application



2.2. Théorie de l’homotopie rationnelle 27

continue f : X −→ YQ il existe une application continue g : XQ −→ YQ,
(unique à l’homotopie près), telle que le diagramme suivant commute

X
f //

Φ   

YQ

XQ.

g

==

Notation 2.2.3. Si f : X −→ Y est une application continue entre deux
espaces simplement connexes, le théorème 2.2.2 nous montre qu’il existe une
unique application à homotopie près entre les rationnalisés. Elle sera notée

fQ : XQ −→ YQ.

Théorème 2.2.4 (Whitehead-Serre). Si f : X −→ Y une application conti-
nue entre deux espaces simplement connexes, alors les affirmations suivantes
sont équivalentes

– π∗ (f)⊗Q est un isomorphisme ;
– H∗ (f,Q) est un isomorphisme ;
– H∗ (f,Q) est un isomorphisme.

Dans ce cas on dit que f est une équivalence d’homotopie rationnelle.

Définition 2.2.5. Deux espaces simplement connexes X et Y ont le même
type d’homotopie rationnelle s’il existe un zigzag

X
f0←− Z0

f1−→ · · · fk←− Zk
fk+1−→ Y,

où Z0, · · · , Zk sont des espaces simplement connexes et les applications
f0, · · · , fk sont des équivalences d’homotopie rationnelle. On note alors

X 'Q Y.

Proposition 2.2.6. Deux CW -complexes simplement connexes X et Y ont
le même type de l’homotopie rationnelle si et seulement si leurs rationali-
sations sont homotopiquement équivalentes,

XQ ' YQ.
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2.2.1 Modèle de Sullivan pour les objets algébriques

Dans cette partie on rappelle la notion du modèle de Sullivan qui est un
outil indispensable pour la théorie de l’homotopie rationnelle.

Définition 2.2.7. Une algèbre différentielle graduée commutative (adgc)
(A, d) est la donnée d’une algèbre graduée A = ⊕n∈NAn sur le corps Q, et
d’applications linéaires d : An −→ An+1 vérifiant les axiomes suivants :

– commutativité :
a · b = (−1)|a||b| b · a,

– règle de Leibnitz

d (a · b) = d (a) · b+ (−1)|a| · d (b) ,

pour tout a, b ∈ A. Ici |a| est le degré de a (a ∈ An si et seulement si
|a| = n).

– d ◦ d = 0. On dit que d est la différentielle.

Définition 2.2.8. Soient (A, dA) et (B, dB) deux adgc. Un morphisme
d’adgc f : A → B est la donnée d’une famille d’applications f = (fn)n∈N
avec fn : An → Bn, telle que le carré

An
dA //

fn
��

An+1

fn+1
��

Bn
dB
// Bn+1

commute pour tout n. Un morphisme d’adgc est un quasi-isomorphisme s’il
induit un isomorphisme en cohomologie.

Définition 2.2.9. Une algèbre commutative libre au-dessus d’un espace
vectoriel V , que l’on note ΛV , est le quotient

ΛV = TV

I
,

où TV =
⊕
k≥0

V ⊗k est l’algèbre tensorielle et I ⊂ TV est l’idéal engendré

par les éléments de la forme a · b− (−1)|a||b| b · a pour a, b ∈ V .
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Définition 2.2.10. Une algèbre de Sullivan est une adgc de la forme
(ΛV, d) telle que V admet une base bien ordonnée {xα}α∈I , où I est un
ensemble bien ordonné, tel que d (xα) ∈ Λ (xβ)β<α. Une algèbre de Sullivan
est dite minimale si d (V ) ⊂ Λ≥2V .

Définition 2.2.11. Un modèle de Sullivan d’une adgc (A, d) est la donnée
d’une algèbre de Sullivan (ΛV, d) et d’un quasi-isomorphisme d’adgc

ψ : (ΛV, d) '−→ (A, d) .

Si (ΛV, d) est minimal on dit que c’est un modèle minimal de A.

2.2.2 Modèle de Sullivan pour les espaces

La correspondance entre la topologie et l’algèbre se fait grâce à une paire
de foncteurs. Le foncteur des PL-formes (PL= "piecewise linear") noté APL
qui va de la catégorie des espaces topologiques, noté Top, vers la catégorie
des adgc notée ADGC, et le foncteur réalisation noté, | · |, qui part de
ADGC vers Top.

APL : Top � ADGC : | · |
X 7→ APL (X) .

La construction de ces foncteurs est due à D. Sullivan, elle se trouve dans [8].
Une propriété importante du foncteur APL est que pour chaque espace sim-
plement connexe X on a un isomorphisme entre la cohomologie rationnelle
de X et celle de APL (X) :

H∗ (APL (X) ,Q) ∼= H∗ (X,Q) .

Donc APL (X) encode complètement le type d’homotopie rationnelle de X.
Toute adgc faiblement équivalente à APL (X) est appelée modèle de X.

Définition 2.2.12. Le modèle de Sullivan de APL (X) est appelé modèle
de Sullivan de l’espace X, pour X espace simplement connexe. Il est noté
mX ,

mX : (ΛV, d) '−→ APL (X) .

Le théorème suivant est fondamental en homotopie rationnelle.
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Théorème 2.2.13. Soient X et Y deux espaces simplement connexes dont
la cohomologie de chacun est de type finie. Alors X et Y ont le même
type d’homotopie rationnelle si et seulement si APL (X) et APL (Y ) sont
faiblement équivalent. C’est-à-dire,

X 'Q Y ⇐⇒ mX ' mY .

Exemple [Modèle des spheres Sn].
La cohomologie rationnelle de Sn est une algèbre extérieure à un généra-
teur en degré n. Si ω dénote le cocycle de APL (Sn) représentant la classe
fondamentale en degré n, on a un morphisme d’adgc

ψ : (Λ (x) , 0) −→ APL (Sn)
x 7→ ω.

Si n est un entier impair, Λ (x) est une algèbre extérieur à un seul générateur
et par conséquent ψ un quasi-isomorphisme.
Si n est un entier pair, Λ (x) a pour base 1, x, x2, · · · et ψ n’est pas un quasi-
isomorphisme. Cependant, pour des raisons de degré, ω2 est un cobord.
C’est-à-dire

ω2 = dα,

pour un certain α en degré 2n− 1.
On ajoute donc un générateur y de degré 2n − 1 à Λ (x) avec dy = x2, et
on définit

ψ : (Λ (x, y) , d) −→ APL (Sn)

par ψ (x) = ω et ψ (y) = α.

Un calcul simple montre que 1, x est une base pour H∗ ((Λ (x, y) , d) ,Q),
et par conséquent ψ est un quasi-isomorphisme. Finalement, pour n pair,
un modèle de Sn est (Λ (x, y) , d).

2.3 Modèle d’un fibré

Dans cette section on rappelle la construction du modèle relatif de Sul-
livan d’un fibré. On commence par la définition suivante.

Définition 2.3.1. Une algèbre relative de Sullivan est une adgc de la forme
(B ⊗ ΛV,D), où

– B = B ⊗ 1 est une sous-adgc avec H0 (B,Q) = Q,
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– 1⊗ V = V = {V p}p≥1,
– V = ∪∞k=0V (k) où V (0) ⊂ V (1) ⊂ · · · est une suite croissante de
sous espaces gradués vérifiant la condition de nilpotence, c’est-à-dire

D : V (0) −→ B et D : V (k) −→ B ⊗ ΛV (k − 1).

L’algèbre (B ⊗ ΛV,D) est dite minimale si

D (V ) ⊂ B+ ⊗ ΛV +B ⊗ Λ≥2V.

Définition 2.3.2. Soient φ : (A, dA) −→ (B, dB) un morphisme d’adgc
avec H0 (A,Q) = 0. Un modèle relatif de Sullivan de φ est la donnée d’une
algèbre relative de Sullivan (A⊗ ΛV,D) et d’un quasi-isomorphisme

θ : (A⊗ ΛV,D) '−→ (B, dB)

rendant commutatif le diagramme suivant :

A
φ //

i %%

B

(A⊗ ΛV,D)
θ

'
99

où i est l’inclusion de A⊗ 1 dans A⊗ ΛV .

La proposition qui suit nous garanti l’existence du modèle relatif de
Sullivan.

Proposition 2.3.3. [8, Proposition 14.3] Un morphisme d’adgc

φ : (A, dA) −→ (B, dB)

admet un modèle relatif de Sullivan si H0 (A,Q) = H0 (B,Q) = Q et H1 (φ)
injectif.

Soit ξ = (E, p,B) un fibré de fibre F . On suppose que B est simplement
connexe et que E est connexe par arc. Nous allons rappeler la construction
du modèle relatif de Sullivan de p : E −→ B. Soit j : F −→ E l’inclusion de
la fibre en y0 ∈ B. En appliquant APL au digramme commutatif

F
j //

��

E

p

��
{y0} // B,
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on obtient le diagramme commutatif suivant :

APL (F ) APL (E)
APL(j)oo

Q

OO

APL (B)εoo

APL(p)

OO

où ε est l’augmentation correspondant à y0.
Comme B est simplement connexe H1 (APL (p)) = 0. D’après la proposi-
tion 2.3.3, p admet un modèle relatif de Sullivan de la forme :

m : (APL (B)⊗ ΛV, d) '−→ APL (E) .

L’augmentation ε : APL (B) −→ Q définit une algèbre de Sullivan quotient(
ΛV, d̄

)
= Q⊗APL(B) (APL (B)⊗ ΛV, d) .

Ainsi, on forme le diagramme commutatif suivant :

APL (F ) APL (E)
APL(j)oo APL (B)oo

(
ΛV, d̄

)m̄

OO

(A⊗ ΛV, d)ε.idoo

APL(p)'

OO

(A, dA) ,

m'

OO

oo

où (A, dA) est un modèle de B.

Théorème 2.3.4. [8, Théorème 15.3]. Si un des espaces gradués H∗ (B,Q),
H∗ (F,Q) est de type fini, alors

m̄ :
(
ΛV, d̄

)
−→ APL (F )

est un quasi-isomorphisme.

2.4 Modèle du produit fibré

Dans cette courte section on va rappeler le modèle relatif de Sullivan du
produit fibré (voir la section 1.3.1 pour la définition du produit fibré).
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Tout d’abord on fixe un fibré ξ = (E, p,B) de fibre F , on suppose que
B et F sont simplement connexes. Considérons une application continue
f : X → B et désignons p′ : E′ → X le produit fibré de p le long de f . Si

(A⊗ ΛW,d) '−→ APL (E)

est un modèle relatif de Sullivan de APL (p) et Φf : (A, d) → (C, d) un
modèle de f , alors on a le théorème suivant.

Théorème 2.4.1. [9, Théorème 2.70] Le modèle relatif de Sullivan de
APL (p′) est de la forme

(C ⊗ ΛW,D) −→ APL
(
E′
)
,

où D est la différentielle définie par

D (w) = (Φf ⊗ 1) d (w)

avec Φf ⊗ 1 la multiplication naturelle

Φf ⊗ 1 : A⊗ ΛW −→ C ⊗ ΛW.

2.5 Modèle du fibré de Borel

Dans cette section on construit un modèle du fibré de Borel, qui a été
défini dans la section 1.4.4, dont la fibre est un espace homogène (c’est-à-
dire le quotient des groupes de Lie). Cette construction sera très utile dans
le chapitre 4.
Soient G et H deux groupes de Lie compacts et simplement connexes. On
considère K, un sous groupe fermé de H et µ : G −→ H un morphisme
de groupes de Lie. L’espace homogène H

K admet une action du groupe G
définie par :

g.hK = (µ (g)h)K.

Cette action définit le fibré de Borel

π : EG×µG
H

K
−→ BG.

L’inclusion deK dansH, que nous notons par ν, et le morphisme µ induisent
respectivement des applications entre les espaces classifiants

Bν : BK −→ BH, et Bµ : BG −→ BH.
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Comme G,H et K sont simplement connexes alors les espaces classifiant
BG, BH et BK le sont aussi, et d’après [4, Théorème 19.1] leurs co-
homologies rationnelles H∗ (BG,Q) , H∗ (BH,Q) et H∗ (BK,Q) sont des
algèbres libres qu’on notera ΛVG,ΛVH et ΛVK . Donc (ΛVG, 0) , (ΛVH , 0) et
(ΛVK , 0) sont les modèles minimaux de BG, BH et BK respectivement.
On notera

Bµ∗ : (ΛVH , 0) −→ (ΛVG, 0) , et Bν∗ : (ΛVH , 0) −→ (ΛVK , 0) ,

les modèles de Bµ et Bν respectivement. On note par sVH la suspension de
l’espace vectoriel gradué VH défini par (sVH)i = V i+1

H . On définit une adgc
(ΛVG ⊗ ΛVK ⊗ ΛsVH , d), où d est définie par{

dx = 0 si x ∈ VG ⊕ VK ,
d (sv) = Bµ∗ (v)−Bν∗ (v) si sv ∈ sVH .

On a ainsi le résultat suivant :
Théorème 2.5.1. [22, Proposition 5.1] Avec les notations ci-dessus,

(ΛVG, 0) ↪→ (ΛVG ⊗ ΛVK ⊗ ΛsVH , d)

est un modèle relatif de Sullivan du fibré de Borel

π : EG×µG
H

K
−→ BG.

2.6 Modèle du fibré associé à un G-fibré principal avec fibre
espace homogène

Tout d’abord, notons que la notion du fibré associé a été rappelée dans
la section 1.4.3. Dans cette section on construit le modèle du fibré associé
à un G-fibré principal lorsque la fibre est un espace homogène. Considérons
le fibré

P ×µG
H

K
−→ B

associé au G-fibré principal P → B. D’après la proposition 1.4.12, il existe
f : B → BG tel que P ×µG

H
K −→ B soit le produit fibré de π : EG×µG

H
K →

BG le long de f . Ce qui se traduit par le diagramme suivant :

P ×µG
H
K

f̄ //

��

EG×µG
H
K

��
B

f // BG.



2.7. Modèle de BSO (n) et de l’application classifiante du fibré
vectoriel 35

Si
ψf : (ΛVG, 0) −→ (A, dA)

est un modèle de f , le théorème 2.4.1 nous permet de déduire le résultat
suivant :

Corollaire 2.6.1. Le fibré P ×µG
H
K −→ B admet un modèle de la forme

(A, dA) ↪→ (A⊗ ΛVK ⊗ ΛsVH , D) ,

avec 
D|A = dA

D|VK = 0
D (sv) = ψf ((Bµ)∗ (v))−Bν∗ (v) si sv ∈ sV.

2.7 Modèle de BSO (n) et de l’application classifiante du fi-
bré vectoriel

2.7.1 Modèle de BSO (n)

Rappelons que d’après le théorème 1.6.1 la cohomologie rationnelle de
la grassmannienne orienté BSO (n) est l’algèbre

– H∗ (BSO (n) ,Q) = Q
[
p1, · · · , pn−1

2

]
si n est impair,

– H∗ (BSO (n) ,Q) = Q
[
p1, · · · , pn2−1, en

]
si n est pair.

où deg (pi) = 4i et deg (en) = n. Donc son modèle minimal est :

•
(
Λ
(
p1, · · · , pn−1

2

)
, 0
)
, si n est impair,

•
(
Λ
(
p1, · · · , pn2−1, en

)
, 0
)
, si n est pair.

La forme de ce modèle dépend donc de la parité de n. Pour obtenir une
formulation uniforme de ce modèle indépendante de la parité de n, nous
introduisons la convention suivante dite convention du générateur optionnel.
Si n est un entier naturel nous désignerons par en :
• un générateur de degré n, si n est pair,
• aucun générateur, si n est impair.
Par exemple, un modèle de Sullivan de BSO (n) est donné par
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(
Λ
(
{pt} : t est un entier compris entre 1 et n− 1

2 , en

)
, 0
)

avec deg pt = 4t. Dans ce modèle, par convention, le générateur en n’appa-
raît que si n est pair. Ainsi un modèle de BSO (3) est donné par (Λ (p1) , 0)
avec deg (p1) = 4. Tandis qu’un modèle de BSO (4) est (Λ (p1, e4) , 0) avec
deg (p1) = deg e4 = 4.

De manière analogue nous désignerons par ēn :
• un générateur de degré n, si n est impair,
• aucun générateur, si n est pair.
Ainsi par exemple, un modèle de SO (n) est donné par(

Λ
(
{xt} : t est un entier compris entre 1 et n− 1

2 , ēn−1

)
, 0
)

avec deg (xt) = 4t − 1. Nous dirons que en et ēn sont des générateurs op-
tionnels, car ils n’apparaissent que pour une certaine parité de n.

2.7.2 Modèle de l’application de classifiante du fibré vectoriel

Soit ξ un fibré vectoriel orienté de rang n au-dessus d’un espace simple-
ment connexe X et

f : X −→ BSO (n)

son application classifiante. Notre objectif dans cette section est de rappeler
un modèle rationnel de f .
Considérons(

Λ
(
{pt} : t est un entier compris entre 1 et n− 1

2 , en

)
, 0
)

le modèle minimal de BSO (n) construit dans la section 2.7.1. Supposons
que

1. (A, dA) est un modèle d’adgc de X,
2. pt (ξ) ∈ A4t ∩ ker dA sont des représentants des classes de Pontrayagin

de ξ,
3. e (ξ) ∈ An ∩ ker dA est un représentant de la classe d’Euler de ξ (si n

est pair).
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Alors d’après [8, bas de la page 217] un modèle d’adgc de f est donné par

ψf : (Λ ({pt}, en) , 0) −→ (A, dA)

avec
ψf (pt) = pt (ξ) et ψf (en) = e (ξ) si n est pair.

2.8 Modèle rationnel du fibré des repères

Dans cette section nous allons utiliser le corollaire 2.6.1 pour construire
un modèle relatif de Sullivan du fibré des m-repères associé à un fibré vec-
toriel de rang m + k (voir la section 1.5.2 pour la définition). De cette
construction nous allons déduire un résultat classique qui est celui du mo-
dèle minimal de la variété de Stiefel (corollaire 2.8.5). Ces résultats seront
utilisés dans le chapitre 5 pour étudier le type d’homotopie rationnelle de
l’espace des immersions.

Soit η : Rm+k −→ Eη −→ Y un fibré vectoriel de rang m + k avec Y
simplement connexe. Considérons

repm (η) : repm
(
Rm+k

)
−→ E repm (η) −→ Y,

le fibré des m-repères qui lui est associé. Notre objectif dans cette section
est de construire un modèle rationnel de repm (η).
Soit (A, dA) un modèle d’adgc de Y . Considérons (Λ ({xi}, ēm+k−1) , 0) et
(Λ ({bi}, ek) , 0) les modèles de Sullivan minimaux de SO (m+ k) etBSO (k)
respectivement et où les générateurs sont définis comme suit :

1. xi pour 1 ≤ i ≤ m+k−1
2 avec i entier et |xi| = 4i− 1,

2. bj pour 1 ≤ j ≤ k−1
2 avec j entier et |bj | = 4j,

3. si k est pair un générateur ek de degré k,
4. si m+ k est pair un générateur ēm+k−1 de degré m+ k − 1.

Nous allons construire un modèle relatif de Sullivan avec ces générateurs.
Par convention si un générateur n’apparaît pas dans cette liste, on considère
dans les formules ci-dessous que ce générateur est nul. Entre autres, lorsque
k est un entier impair il n’y a pas de générateur ek et lorsque m + k est
impair il n’y a pas de générateur ēm+k−1. De même si i > k−1

2 alors par
convention bj = 0 dans les formules définissant D ci-dessous.
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Soient pi (η) et e (η) dans A ∩ ker dA des représentants des classes de Pon-
tryagin et d’Euler de η respectivement. Définissons un modèle relatif de
Sullivan

(A⊗ Λ ({xi}, {bj}, ek, ēm+k−1) , D) , (2.8.1)

où la différentielle D est définie par :

• D|A = dA,

• Dxi = pi (η)− bi si 2i 6= k et Dxi = pi (η)− e2
k si 2i = k,

• Dbj = 0,

• Dek = 0,

• Dēm+k−1 = e (η).

Il faut noter que les générateurs ek et ēm+k−1 sont optionnels et n’appa-
raissent que sous certaines conditions de parité de k et m+ k.

Théorème 2.8.1. Soit un fibré vectoriel orienté η de base Y et de rang
m + k avec k ≥ 1. Supposons Y simplement connexe et soit (A, dA) un
modèle d’adgc de Y . Alors un modèle d’adgc du fibré des m-repères associés
à η

repm (η) : repm
(
Rm+k

)
−→ E repm (η) −→ Y,

est donné par

(A, dA) ↪→ (A⊗ Λ ({xi}, {bj}, ek, ēm+k−1) , D) (2.8.2)

construit en (2.8.1) et où les générateurs ek et ēm+k−1 n’apparaissent que
pour certaines parités de m et m+ k.

Dans le tableau ci-dessous nous donnons une description complète de

(A⊗ Λ ({xi}, {bj}, ek, ēm+k−1) , D)
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suivant les parités de m et de k

m=2l m=2l+1

k=2s

• A⊗ Λ({xi}, {bj}, ek, ēm+k−1),
• 1 ≤ i ≤ l + s − 1 et 1 ≤ j ≤
s− 1,
• D|A = dA,

• Dxi = pi (η) − bi si i 6= s et
Dxs = ps (η)− e2

k,
• Dbj = Dek = 0,
• Dēm+k−1 = e (η).

• A⊗ Λ({xi}, {bj}, ek),
• 1 ≤ i ≤ l + s et

1 ≤ j ≤ s− 1,
• D|A = dA,

• Dxi = pi (η)− bi si i 6= s
et Dxs = ps (η)− e2

k,
• Dbj = Dek = 0,

k=2s+1

• A⊗ Λ({xi}, {bj})
• 1 ≤ i ≤ l + s et 1 ≤ j ≤ s,
• D|A = dA,

• Dxi = pi (η)− bi
• Dbj = 0,

•
A⊗ Λ({xi}, {bj}, ēm+k−1),

• 1 ≤ i ≤ l+s et 1 ≤ j ≤ s,
• D|A = dA,

• Dxi = pi (η)− bi,
• Dbj = 0,
• Dēm+k−1 = e (η).

Remarque 2.8.2. le théorème 2.8.1 est utile en ce sens qu’il fournit un
modèle de Erepm (η), qui n’est rien d’autre que la fibre du fibré Stiefel (ξ, η).

Pour la preuve de ce théorème nous avons besoin du résultat suivant.

Lemme 2.8.3. On a un isomorphisme de fibré au-dessus de Y entre repm (η)
et le fibré

E repm
(
Rm+k

)
−→ Eprin (η)×SO(m+k) E repm

(
Rm+k

)
−→ Y,

associé au SO (m+ k)-fibré principal

prin (η) : SO (m+ k) −→ Eprin (η) −→ Y.

Démonstration. Définissons une application

ψ : Eprin (η)×SO(m+k) repm
(
Rm+k

)
−→ E repm (η)
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par
ψ ([(x, v) , y]) = (x, vm) ,

où vm est la projection de v sur ces m premières composantes. Cette appli-
cation est bien définie et est continue. En plus elle admet un inverse ψ−1

défini par
ψ−1 (x, v) = [(x,w) , y] ,

où
y ∈ p−1 (x) et w = v ⊕ v⊥,

v⊥ étant le complémentaire orthogonal de v dans Eprin (η),

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 2.8.1.

Démonstration du théorème 2.8.1. Tout d’abord, remarquons que le fibré

Eprin (η)×SO(m+k) repm
(
Rm+k

)
−→ Y

est le produit fibré du fibré de Borel

ESO (m+ k)×SO(m+k) repm
(
Rm+k

)
−→ BSO (m+ k) (2.8.3)

le long de
f : Y −→ BSO (m+ k) .

D’après le lemme 2.8.3 le fibré

Eprin (η)×SO(m+k) repm
(
Rm+k

)
−→ Y

est isomorphe à repm (η). De ce fait on déduit que

repm (η) : Erepm (η) −→ Y

est le produit fibré du fibré de Borel 2.8.3 le long de f . Comme k ≥ 1, alors
repm

(
Rm+k

)
est homéomorphe à SO(m+k)

SO(k) (voir la proposition 2.8.5). En
utilisant la construction de la section 2.6, avec H = G = SO (m+ k) et
K = SO (k), on trouve un modèle de p2 de la forme

(A, dA) ↪→ (A⊗ ΛVK ⊗ ΛsVH , D) ,



2.8. Modèle rationnel du fibré des repères 41

où

(ΛVK , 0) '−→ APL (BSO (k)) ,
(ΛsVH , 0) '−→ APL (SO (m+ k))

et 
D|A = dA

D|VK = 0
D (sv) = ψf ((Bµ)∗ (v))−Bν∗ (v) si sv ∈ sV.

L’application ψf est le modèle de f , Bµ∗ est le modèle de

Bµ : BSO (m+ k) −→ BSO (m+ k) ,

et Bν∗ est le modèle de

Bν : BSO (k) −→ BSO (m+ k) .

Pour la suite nous allons discuter en fonction des parités de m et k.
– Si m = 2l + 1, k = 2s+ 1, d’après le théorème 1.6.1,

H∗ (BSO (m) ,Q) = Λ (b1, · · · , bs)
H∗ (BSO (m+ k) ,Q) = Λ (a1, · · · , al+s, em+k)

et les modèles de Bµ et Bν sont définis par :

(Bµ)∗ (ai) = ai

(Bν)∗ (ai) = bi.

D’un autre côté, il faut noter que le modèle rationnel de f est complè-
tement determiné par les classes de Pontryagin pi (η) et d’Euler e (η)
de η. Explicitement, on a

ψf : (Λ(a1, · · · , al+s, em+k), 0) −→ (A, dA) ,

avec

ψf (ai) = pi (η)
ψf (em+k) = e (η) .

Par conséquent, le modèle de

E repm (η) −→ Y
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est

(A, dA) ↪→ (A⊗ Λ (x1, · · · , xl+s, ēm+k−1, b1, · · · , bs) , D) ,

où 
D|A = dA

Dbi = 0
Dxi = ψf ((Bµ)∗ (ai))− (Bν)∗ (ai) = pi (η)− bi
Dēm+k−1 = e (η) .

Pour les autres cas, en procédant de la même manière, on trouve :
– si m = 2l, k = 2s+ 1, alors on a :

(A, dA) ↪→ (A⊗ Λ(x1, · · · , xl+s, b1, · · · , bs), D) ,

avec 
Da = dAa si a ∈ A
Dxi = pi (η)− bi
Dbi = 0

– si m = 2l + 1,k = 2s, alors on a :

(A, dA) ↪→ (A⊗ Λ(x1, · · · , xl+s, b1, · · · , bs−1, ek), D) ,

avec 
Da = dAa si a ∈ A
Dxi = pi (η)− bi si i 6= s

Dxs = ps (η)− e2
k

Dek = Dbi = 0

– si m = 2l, k = 2s, alors on a :

(A, dA) ↪→ (A⊗ Λ(x1, · · · , xl+s−1, ēm+k−1, b1, · · · , bs−1, ek), D) ,

avec 

Da = dAa si a ∈ A
Dxi = pi (η)− bi si i 6= s

Dxs = ps (η)− e2
k

Dēm+k−1 = e (η)
Dek = Dbi = 0.
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Remarque 2.8.4. P. Marry [21] à déjà obtenu ce résultat avec une preuve
plus longue.

Dans le théorème 2.8.1 nous avons construit un modèle du fibré des
m-repères associé à η. La fibre de ce fibré est pour k ≥ 1 la variété de Stiefel

repm
(
Rm+k

)
∼=
SO (m+ k)
SO (k) .

Comme la fibre du modèle est un modèle de la fibre, nous retrouvons à
partir du théorème 2.8.1 le modèle d’adgc classique de la variété de Stiefel.
En effet, la fibre du modèle (2.8.2) est(

Λ ({xi}, {bj}, ek, ēm+k−1) , D̄
)

(avec la convention que ek et ēm+k−1 n’apparaissent que sous certaines pa-
rités de k et m+ k). De plus pour j ≤ k−1

2 nous avons

D̄xj = −bj .

Donc, les premiers générateurs xi, pour i ≤ k−1
2 , viennent "tuer" les géné-

rateurs bj . En conclusion nous avons le résultat classique.

Corollaire 2.8.5. [21, Proposition 3.1] Un modèle d’adgc de la variété de
Stiefel

repm
(
Rm+k

)
∼=
SO (m+ k)
SO (k)

est donné par (
Λ
(
{xi} k

2≤i≤
m+k−1

2
, ek, ēm+k−1

)
, D̄
)

(où ek et ēm+k−1 n’apparaissent que si k et m+k sont pairs respectivement)
avec

1. D̄x k
2

= e2
k si k est pair,

2. D̄xi = D̄ek = D̄ēm+k−1 = 0 pour i > k
2 .

Remarque 2.8.6. Ce résultat montre que pour k ≥ 1 la variété de Stiefel
repm

(
Rm+k

)
à le type d’homotopie rationnelle d’un produit de sphères. Il

sera utilisé dans le chapitre 5 pour l’étude de type d’homotopie rationnelle
de l’espace des immersions.
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2.9 Homotopie rationnelle de l’espace de sections

Soit ξ : F −→ E
p−→ B un fibré et s : B −→ E une section de ξ (voir

Définition 2.9.1). On suppose que B et F sont simplement connexes et B
est de type fini. Notre objectif dans cette partie est de rappeler les résultats
bien connus, sur l’homotopie rationnelle de l’espace des sections, qui seront
utilisés dans le chapitre 5. Les références principales pour cette partie sont
[7], [9, p.367-369] [12].

2.9.1 Rationalisation de l’espace des sections

Dans cette sous-section on rappelle la construction du rationalisé de
l’espace des sections. On commence par la définition de section d’un fibré
et de l’espace des sections.

Définition 2.9.1. Une section de ξ : F −→ E
p−→ B est une application

continue
s : B −→ E

vérifiant ps = id. On note Γ (p) l’espace de toutes les sections de ξ muni de
la topologie compacte-ouverte. C’est-à-dire,

Γ (ξ) = {s : B −→ E| ps = id}.

Si s0 est une section de ξ on notera Γs0 (ξ) l’espace de toutes les sections
de ξ homotopes à s0. C’est-à-dire,

Γs0 (ξ) = {s : B −→ E| s ' s0 et ps = id}.

Pour la suite de cette section on aura besoin des définitions suivantes.

Définition 2.9.2. [19, Début p.398] Un fibré ξ de fibre F simplement
connexe est dit rationnel si F est un espace rationnel.

Définition 2.9.3. [19, Définition 3.1] Soit ξ : F −→ E
p−→ B un fibré de

fibre F simplement connexe. La rationalisation par fibre de ξ est la donnée
d’un fibré rationnel ξ′ : F ′ −→ E′

p−→ B et d’un morphisme de ξ vers ξ′
induisant une rationalisation sur les fibres. Le fibré ξ est appelé rationalisé
par fibre de ξ.

Théorème 2.9.4. [19, Théorème 3.2 et Théorème 6.1] La rationalisation
par fibre d’un fibré existe toujours si la fibre de ce fibré est simplement
connexe et est unique à l’homotopie près.
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Notation 2.9.5. Dans la suite le rationalisé par fibre d’un fibré

ξ : F −→ E
p−→ B

de fibre simplement connexe sera noté

ξ(Q) : FQ −→ E(Q)
p(Q)−→ B.

Dans le résultat ci-dessous on va montrer que si le rationalisé d’un fibré
est trivial alors son rationalisé par fibre est aussi trivial. Le résultat est le
suivant.

Corollaire 2.9.6. Soit ξ : F → E
p→ B un fibré avec F simplement connexe.

Si ξQ : FQ → EQ
pQ→ BQ est trivial alors ξ(Q) : FQ → E(Q)

p(Q)→ B est trivial.

Démonstration. D’après le théorème 2.9.4 la rationalisation par fibre est
unique à l’homotopie près. D’autres part on obtient le fibré ξ(Q) par un
produit fibré de ξQ le long de la rationalisation rQ : B −→ BQ. C’est-à-dire

E(Q) //

p(Q)

��

EQ

pQ

��
B rQ

// BQ.

Dès lors si ξQ est trivial le rationalisé par fibre ξ(Q) est trivial.

Le résultat suivant nous donne la rationalisation de l’espace des sections.

Théorème 2.9.7. [27, Théorème 5.3] Soit ξ = (E, p,B) un fibré de fibre
F . On suppose que B et F sont simplement connexes et que B est de type
fini. Alors pour toute section s de ξ, Γs (ξ) est nilpotent et si r : E −→ E(Q)
est la rationalisation par fibre de ξ l’application

Γs (ξ) −→ Γrs
(
ξ(Q)

)
est une rationalisation.
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2.9.2 Modèle de l’espace des sections

Soit ξ = (E, p,B) un fibré de fibre F . On Suppose que B et F sont sim-
plement connexes et B est de type fini. Notre objectif dans cette section est
de donner une description du modèle de Γ (ξ) construit par Haefliger [12].
Plusieurs auteurs [5], [7], [9, p.367-369] ont repris cette construction. Consi-
dérons la projection p de ξ et fixons-en un modèle

(A, d) ↪→ (A⊗ ΛV,D) ,

dans lequel A est de dimension finie. Notons(
A], δ

)
=
(
hom (A,Q) , d]

)
la coalgèbre différentielle graduée de A et considérons l’algèbre commutative
libre Z-graduée (

Λ
(
A⊗ ΛV ⊗A]

)
, D̃
)
,

la différentielle D̃ est induite par D et δ. Soit J l’idéal différentiel engendré
par 1⊗ 1− 1 et des éléments de la forme

v1v2 ⊗ β −
∑
j

(−1)|v2||β′j |
(
v1 ⊗ β′j

) (
v2 ⊗ β′′j

)
, (2.9.1)

b⊗ α⊗ β −
∑
j

(−1)|β
′
j |(|α|−1) β′j (b)α⊗ β′′j , (2.9.2)

où v1, v2 ∈ V, α ∈ ΛV, b ∈ A, β ∈ A] et ∆β =
∑
j β
′
j ⊗ β′′j . L’inclusion de

V dans A⊗ ΛV induit un isomorphisme d’algèbre graduée

ρ : Λ
(
V ⊗A]

)
−→ Λ

(
A⊗ ΛV ⊗A]

)
/J,

de sorte que Λ
(
V ⊗A]

)
hérite d’une différentielle d̃ qui fait de ρ un iso-

morphisme d’algèbres différentielles graduées.

Théorème 2.9.8. [12]
(
Λ
(
V ⊗A]

)
, d̃
)
est un modèle de Γ (ξ).

A présent on suppose que ξ = (E, p,B) est un fibré trivial de fibre F et
choisissons-en un modèle d’adgc

(A, dA) ↪→ (A, dA)⊗ (ΛV, d) ,
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où A est une adgc de dimension finie de B et (ΛV, d) un modèle de Sulli-
van de F . Dans ce cas il est suffisant de considérer l’ideal différentiel J de
Λ
(
ΛV ⊗A]

)
engendré par 1⊗ 1∗ − 1 et des éléments de la forme :

v1v2 ⊗ β −
∑
j

(−1)|v2||β′j |
(
v1 ⊗ β′j

) (
v2 ⊗ β′′j

)
, (2.9.3)

où v1, v2 ∈ V, β ∈ A] et ∆β =
∑
j β
′
j ⊗ β′′j . Ici aussi,

ρ : Λ
(
V ⊗A]

)
−→ Λ

(
ΛV ⊗A]

)
/J (2.9.4)

est un isomorphisme d’algèbres graduées qui induit une différentielle d̃ dans
Λ
(
ΛV ⊗A]

)
.

Théorème 2.9.9.
(
Λ
(
ΛV ⊗A]

)
, d̃
)
est un modèle de Map (B,F ).

Exemple 2.9.10 (Modèle de Map (Sn, X)). Considérons un modèle fini
(A, 0) de Sn, où A = Λa si n est impair, et A = (Λa) /a2 si n est pair. Si
(ΛV, d) est le modèle minimal de X, le modèle de Map (Sn, X) est l’algèbre
de Sullivan relative (Λ (V ⊕ snV ) , D), où snV = a′ ⊗ V (a′ est le dual de
a) et {

D|V = d

D (snv) = (−1)n sn (dx) .

Remarque 2.9.11. Pour la construction des modèles d’adgc des compo-
santes connexes de l’espace des sections d’un fibré nous suggérons les réfé-
rences [7] et [12].
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CHAPITRE 3

Construction de Stiefel

3.1 Introduction

Étant donné deux fibrés vectoriels orientés

ξ : Rm −→ Eξ
πξ−→ X,

et
η : Rm+k −→ Eη

πη−→ Y

de rang m et m + k respectivement, avec m et k des entiers positifs, nous
pouvons construire un diagramme

E Stiefel (ξ, η) π2 //

π1
��

Y

X

dont les deux applications π1, π2 sont des fibrés. Cette construction sera
appelée construction de Stiefel associée à ξ et η (voir définition 3.2.1 pour
la définition précise). L’importance de cette construction dans l’étude des
espaces des immersions vient du théorème de Smale-Hirsch (voir le théo-
rème 5.2.7) qui identifie l’espace des immersions d’une variété M dans une
autre variété N à l’espace des sections du fibré

π1 : E Stiefel (τM , τN ) −→M,

49
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où τM et τN sont les fibrés tangents de M et N respectivement. Un résultat
fondamental de ce chapitre est le théorème 3.3.2 qui permet d’obtenir le fibré
de Stiefel par des produits fibrés itérés à partir des applications classifiantes
de ξ et η. Plus précisément, nous démontrons qu’on a le diagramme des
produits fibrés suivant (dans lequel γm est le fibré vectoriel universel de rang
m et f et g sont les applications classifiantes de ξ et η respectivement) :

E Stiefel (ξ, η)

π1

��

// E Stiefel (γm, η)

��

p.b.

//

��

Y

g

��

��

p.b.

BSO (m)×BSO (k)
Bj
//

pr1
��

BSO (m+ k)

X
f

// BSO (m) .

(3.1.1)

Dans le chapitre suivant, nous déduisons facilement à l’aide du diagramme
(3.1.1) un modèle rationnel de la construction de Stiefel associée à ξ et η
à partir des modèles de X et de Y et des classes de Pontryagin et d’Euler
rationnelles de ξ et η.

Plan du chapitre

– Dans la section 3.2 nous allons introduire la construction de Stiefel
associée à un couple de fibrés vectoriels. Cette construction vient avec
deux fibrés dont le fibré de Stiefel. Nous allons aussi donner quelques
exemples et propriétés de cette construction qui seront utiles dans la
suite de ce travail. Plus précisément nous allons donner l’exemple de
la construction de Stiefel dans le cas où les deux fibrés sont triviaux,
et nous allons montrer que la construction de Stiefel à une propriété
de double fonctorialité (voir section 3.2.2).

– Dans la section 3.3 nous allons étudier un cas intéressant de la construc-
tion de Stiefel. Il s’agit de la construction de Stiefel associée aux fibrés
vectoriels universels. Son importance vient du fait que la construc-
tion de Stiefel associée à un couple de fibrés vectoriels quelconque
s’obtient à partir de cette construction par un double produit fibré
(théorème 3.3.2). En outre nous allons montrer que cette construction
(construction de Stiefel associée aux fibrés vectoriels universels) est
homotopiquement équivalente à un diagramme dont le modèle ration-
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nel s’avère être beaucoup plus facile (voir le théorème 3.3.1).

3.2 Définition de la construction de Stiefel

Dans cette section nous allons introduire la construction de Stiefel asso-
ciée à deux fibrés vectoriels. Cette construction vient avec deux fibrés, dont
le plus important (dans notre travail) est appelé fibré de Stiefel associé à ξ
et η et est noté Stiefel (ξ, η).

3.2.1 Construction de Stiefel associée à un couple de fibrés vec-
toriels

L’objectif de cette section est d’introduire la construction de Stiefel as-
sociée à un couple de fibrés vectoriels.

Soient deux fibrés vectoriels orientés

ξ : Rm −→ Eξ
πξ−→ X,

et
η : Rm+k −→ Eη

πη−→ Y,

où m et k sont des entiers positifs. On considère d’une part le fibré des
m-repères associé à η (voir la section 1.5.2 pour la définition du fibré des
repères)

repm (η) : repm (Rn) −→ E repm (η)
πrepm(η)−→ Y, (3.2.1)

et d’autre part le SO (m)-fibré principal associé à ξ (qui est le fibré des
m-repères de ξ)

prin (ξ) : SO (m) −→ E prin (ξ)
πprin(ξ)−→ X. (3.2.2)

On a une action du groupe SO (m) sur E prin (ξ) et sur E repm (η) (voir la
section 1.5.2). Ces actions induisent une action diagonale sur E prin (ξ) ×
E repm (η). Considérons E prin (ξ)×SO(m)E repm (η) l’espace des orbites de
E prin (ξ)× E repm (η) par l’action diagonale. Posons

E Stiefel (ξ, η) = E prin (ξ)×SO(m) E repm (η) .
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Nous avons le diagramme des fibrés suivant :

E Stiefel (ξ, η) π2 //

π1
��

Y

X

(3.2.3)

où les applications π1 et π2 sont définies pour tout [(x, u) , (y, v)] dans
E Stiefel (ξ, η) par

π1 [(x, u) , (y, v)] = x et π2 [(x, u) , (y, v)] = y.

Notons que π1 est un fibré de fibre E repm (η).

Définition 3.2.1. Soient ξ et η deux fibrés vectoriels orientés de rang m
et m+ k respectivement, alors

1. Le diagramme (3.2.3) est appelé la construction de Stiefel associée à
ξ et η.

2. Le fibré
E repm (η) −→ E Stiefel (ξ, η) π1−→ X,

est appelé fibré de Stiefel associé à ξ et η. Il est noté Stiefel (ξ, η).

Exemple 3.2.2. Si ξ et η sont des fibrés vectoriels triviaux, alors

E prin (ξ) = X × SO (m) et E repm (η) = Y × repm (Rn) .

Par conséquent la construction de Stiefel associée à ξ et η est le diagramme
des fibrés triviaux

X × Y × repm (Rn) pr2 //

pr1
��

Y

X.

3.2.2 Double fonctorialité de la construction de Stiefel

Soient ξ et η deux fibrés vectoriels avec rang (ξ) ≤ rang (η). Dans cette
section nous allons montrer que si f∗ξ et g∗η sont respectivement les pro-
duits fibrés de ξ et η le long de f et g alors, la construction de Stiefel associée
à f∗ξ et g∗η s’obtient à partir de la construction de Stiefel associée à ξ et η
par un double produit fibré le long de f et g. Plus précisément nous allons
démontrer le théorème suivant :
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Théorème 3.2.3. Considérons deux fibrés vectoriels orientés

ξ : Rm −→ Eξ −→ X,

η : Rm+k −→ Eη −→ Y

de rang m et m + k respectivement, avec m, k des entiers positifs. Soient
f : X ′ −→ X et g : Y ′ −→ Y deux applications continues et f∗ξ et g∗η les
produit fibrés de ξ et η le long de f et g respectivement. Alors la construction
de Stiefel associée à f∗ξ et g∗η s’inscrit dans le diagramme suivant, dans
lequel les carrés (1), (2), (3) sont des produit fibrés

E Stiefel (f∗ξ, g∗η)

π′2

))

π′1

''

//

��

p.b.(1)

E Stiefel (ξ, g∗η) //

��

p.b.(2)

Y ′

g

��
E Stiefel (f∗ξ, η)

��

//

p.b.(3)

E Stiefel (ξ, η) π2
//

π1
��

Y

X ′
f

// X.

(3.2.4)

La suite de cette section est consacrée à la preuve de ce théorème. Pour
toute la suite de cette section on fixe ξ, η, f et g comme dans le théo-
rème 3.2.3. Pour la preuve de ce théorème nous allons montrer séparément
que chaque carré est un produit fibré.
Nous allons commencer avec le carré (3). D’après la proposition 1.5.7, le
SO (m)-fibré principal associé à f∗ξ

prin (f∗ξ) : SO (m) −→ E prin (f∗ξ) f∗π−→ X

est le produit fibré de SO (m)-fibré principal associé à ξ

prin (ξ) : SO (m) −→ E prin (ξ) π−→ X

le long de f . Nous avons donc le carré commutatif suivant :

E prin (f∗ξ)
prin (f)//

f∗π
��

E prin (ξ)

π

��
X ′

f
// X,
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un élément typique de E prin (f∗ξ) est un couple (x′, u) avec x′ ∈ X ′ et
u un m-repère de la fibre de f∗ξ au dessus de x′. Cette fibre s’identifie
canoniquement à la fibre de ξ au-dessus de f (x′) et il est clair que

prin (f)
(
x′, u

)
=
(
f
(
x′
)
, u
)
.

Cette application est SO (m)-équivariante. Dès lors l’application

prin (f)× id : E prin (f∗ξ)× E repm (η) −→ E prin (ξ)× E repm (η)

est SO (m)-équivariante par l’action diagonale. Un passage au quotient nous
donne l’application prin (f)×SO(m) id

E prin (f∗ξ)×SO(m) E repm (η) −→ E prin (ξ)×SO(m) E repm (η)

définie pour tout [(x′, u) , (y, v)] ∈ E prin (f∗ξ)×SO(m) E repm (η) par

prin (f)×SO(m) id
[(
x′, u

)
, (y, v)

]
=
[(
f
(
x′
)
, u
)
, (y, v)

]
.

Nous avons le diagramme commutatif suivant :

E prin (f∗ξ)×SO(m) E repm (η) //

π′1
��

E prin (ξ)×SO(m) E repm (η)
π1
��

X ′
f

// X.

(3.2.5)

qui s’identifie au carré (3) du diagramme (3.2.4).

Lemme 3.2.4. Le diagramme (3.2.5) est un produit fibré.

Démonstration. D’après la proposition 1.5.7

prin (f∗ξ) ∼= f∗ prin (ξ)

alors

prin (f∗ξ)×SO(m) E repm (η) ∼= f∗ prin (ξ)×SO(m) E repm (η) (3.2.6)

et d’après [17, Proposition 6.3, p 47] nous avons

f∗ prin (ξ)×SO(m) E repm (η) ∼= f∗
(
prin (ξ)×SO(m) E repm (η)

)
(3.2.7)

De (3.2.6 ) et (3.2.7 ) on déduit

prin (f∗ξ)×SO(m) E repm (η) ∼= f∗
(
prin (ξ)×SO(m) E repm (η)

)
.

Ceci achève la preuve.
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Dans le lemme suivant nous montrons que le carré (2) du (3.2.4) est un
produit fibré.

Lemme 3.2.5. Le diagramme suivant est un produit fibré

E prin (ξ)×SO(m) E repm (g∗η) //

π′2
��

E prin (ξ)×SO(m) E repm (η)

π2

��
Y ′ g

// Y,

(3.2.8)

où
• pour tout [(x, u) , (y, v)] ∈ E prin (ξ)×SO(m) E repm (g∗η) on a

π2 [(x, u) , (y, v)] = y

• pour tout [(x, u) , (y, v)] ∈ E prin (ξ)×SO(m) E repm (g∗η) on a

π′2 [(x, u) , (y, v)] = y et
id×SO(m) repm (g) [(x, u) , (y, v)] = [(x, u) , (g (y) , v)] .

Démonstration. Considérons le diagramme

E prin (ξ)×SO(m) E repm (g∗η)
id×SO(m)repm(g)

//

p′1
��

π′2

%%

(I)
E prin (ξ)×SO(m) E repm (η)

p1
��

π2

yy

E repm (g∗η)
repm(g) //

p′2
��

(II)
E repm (η)

p2
��

Y ′ g
// Y

d’après la proposition 1.5.7 le digramme (II) est un produit fibré. Considé-
rons un espace Z et deux applications continues α : Z −→ Y ′ et

β = (β1, β2) : Z −→ E prin (ξ)×SO(m) E repm (η)

tel que
π2 ◦ β = g ◦ α.
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Nous allons montrer qu’il existe une unique application

Φ: Z −→ E prin (ξ)×SO(m) E repm (g∗η)

tel que
π′2 ◦ Φ = α et id×SO(m) repm (g) ◦ Φ = β.

Existence : Comme π2 = p2 ◦ p1 alors l’égalité

π2 ◦ β = g ◦ α,

entraîne

p2 ◦ (p1 ◦ β) = g ◦ α. (3.2.9)

Comme (II) est un produit fibré de l’égalité (3.2.9) implique l’existence
d’une unique application

Φ2 : Z −→ E repm (g∗η)

telle que
p′2 ◦ Φ2 = α et repm (g) ◦ Φ2 = p1 ◦ β.

Posons Φ = (β1,Φ2). L’application Φ est bien définie et pour z ∈ Z nous
avons d’une part :

π′2 ◦ Φ (z) = p′2 ◦ p′1 ◦ Φ (z) = p′2 ◦ p′1 [β1 (z) ,Φ2 (z)]
= p′2 ◦ Φ2 (z)
= α (z) ,

et d’autre part

id×SO(m) repm (g) ◦ Φ (z) = id×SO(m) repm (g) [β1 (z) ,Φ2 (z)]
= [β1 (z) , repm (g) ◦ Φ2 (z)] .

Comme repm (g) ◦ Φ2 = p1 ◦ β, nous avons donc

repm (g) ◦ Φ2 (z) = β2 (z) .

En conclusion nous avons :

π′2 ◦ Φ = α et id×SO(m) repm (g) ◦ Φ = β.
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Unicité : Supposons qu’il existe une autre application

Φ′ =
(
Φ′1,Φ′2

)
: Z −→ E prin (ξ)×SO(m) E repm (g∗η)

telle que
π′2 ◦ Φ′ = α et id×SO(m) repm (g) ◦ Φ′ = β,

donc pour tout z ∈ Z nous avons :

π′2 ◦ Φ′ (z) = p′2 ◦ p′1 ◦ Φ′ (z) = p′2 ◦ p′1
[
Φ′1 (z) ,Φ′2 (z)

]
= p′2 ◦ Φ′2 (z) = α (z) , (3.2.10)

et

repm (g) ◦ p′1 ◦ Φ′ (z)
= repm (g) ◦ Φ′2 (z) = β2 (z) . (3.2.11)

Comme (II) est un produit fibré des égalités (3.2.10) et (3.2.11) on a :

Φ2 = Φ′2.

Il reste à montrer que
Φ′1 = β1.

Comme

id×SO(m) repm (g) ◦ Φ′ (z) = id×SO(m) repm (g)
[
Φ′1 (z) ,Φ′2 (z)

]
=

[
Φ′1 (z) , repm (g) ◦ Φ′2 (z)

]
=

[
Φ′1 (z) , repm (g) ◦ Φ2 (z)

]
=

[
Φ′1 (z) , β2 (z)

]
l’égalité id×SO(m) repm (g) ◦ Φ = β entraîne que[

Φ′1 (z) , β2 (z)
]

= [β1 (z) , β2 (z)] ,

par conséquent il existe g ∈ SO (m) tel que(
Φ′1 (z) , β2 (z)

)
=
(
β1 (z) g, g−1β2 (z)

)
.

Mais l’action de SO (m) sur E repm (η) est libre, dès lors :

β2 (z) = g−1β2 (z)⇒ g = 1

donc, (
Φ′1 (z) , β2 (z)

)
= (β1 (z) , β2 (z)) .

Ceci achève la preuve.
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A présent nous allons montrer que le carré (a) du diagramme (3.2.4) est
un produit fibré. Plus précisément nous allons montrer le lemme suivant :

Lemme 3.2.6. Avec les définitions et notations du théorème 3.2.3, le dia-
gramme

E Stiefel (f∗ξ, g∗η)
pb

//

��

E Stiefel (ξ, g∗η)

��
E Stiefel (f∗ξ, η) // E Stiefel (ξ, η)

(3.2.12)

est un produit fibré.

Pour la preuve de ce résultat nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 3.2.7. [20] Considérons le diagramme commutatif suivant :

• //

��

(1)
•

��
•

��

//
(2)
•

��
• // •.

Si le carré (2) est un produit fibré alors le carré (1) est un produit fibré si
et seulement si le rectangle entier est un produit fibré.

Nous avons besoin du lemme suivant aussi.

Lemme 3.2.8. Reprenons les hypothèses et notations de la proposition 3.2.3.
Si π′ est la projection du Stiefel (f∗ξ, g∗η), fibré de Stiefel associé aux fibrés
vectoriels f∗ξ, g∗η, alors le diagramme suivant est commutatif :

E Stiefel (f∗ξ, g∗η)
id×SO(m)repm(g)

//

π′1 ''

E Stiefel (f∗ξ, η)

π′
ww

X ′

Démonstration. Soit [(x, u) , (y, v)] ∈ E Stiefel (f∗ξ, g∗η), nous avons

π′ ◦
(
id×SO(m) repm (g)

)
[(x, u) , (y, v)] = π′ [(x, u) , (g (y) , v)]

= x = π′1 [(x, u) , (y, v)] .
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Démonstration du lemme 3.2.6. Considérons le digramme

E Stiefel (f∗ξ, g∗η) //

��

(1)
E Stiefel (ξ, g∗η)

��
E Stiefel (f∗ξ, η) //

��

(2)
E Stiefel (ξ, η)

��
X ′ // X

Le carré (1) est commutatif, en effet pour

[(x, u) , (y, v)] ∈ E Stiefel (f∗ξ, g∗η)

nous avons (
id×SO(m) repm (g)

)
◦
(
prin (f)×SO(m) id

)
[(x, u) , (y, v)]

=
(
id×SO(m) repm (g)

)
[(f (x) , u) , (y, v)]

= [(f (x) , u) , (g (y) , v)] ,

et (
prin (f)×SO(m) id

)
◦
(
id×SO(m) repm (g)

)
[(x, u) , (y, v)]

=
(
prin (f)×SO(m) id

)
[(x, u) , (g (y) , v)]

= [(f (x) , u) , (g (y) , v)] .

Du lemme 3.2.4 et du lemme 3.2.8 on déduit que le grand rectangle est un
produit fibré. Comme le carré (2) est un produit fibré (Proposition 3.2.5)
de lemme 3.2.7 on conclut que le diagramme (1) est un produit fibré.

Démonstration du théorème 3.2.3. Il vient des lemme 3.2.4, lemme 3.2.5 et
lemme 3.2.6.

3.3 Construction de Stiefel universelle

Dans la section 3.2.1 nous avons introduit la construction de Stiefel as-
sociée à un couple de fibrés vectoriels. Dans cette section nous allons étudier
cette construction dans un cas particulier de fibrés vectoriels. Plus précisé-
ment nous allons nous intéresser à la construction de Stiefel associée aux
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fibrés vectoriels universels. Cette construction a une propriété importante
en ce sens qu’elle est homotopiquement équivalente à un diagramme dont la
construction du modèle rationnel est plus facile (théorème 3.3.1). En plus,
du théorème de classification des fibrés vectoriels et de la proposition 3.2.3
nous allons montrer que la construction de Stiefel associée à un couple de
fibrés vectoriels s’obtient à partir de la construction de Stiefel associée aux fi-
brés vectoriels universels par un double produit fibré (voir le théorème 3.3.2).

Soient m et k deux entiers positifs. On rappelle que le fibré vectoriel
universel

γm : Rm −→ Eγm −→ BSO (m) ,

est un fibré vectoriel de rang m où

Eγm = {(W,x) | W ⊂ R∞, dimW = m, et x ∈W},

et la projection est l’application qui envoie (W,x) sur W . D’après la pro-
position 1.5.6, le fibré principal associé à γm est le SO (m)-fibré principal
universel

prin : SO (m) −→ ESO (m) −→ BSO (m) ,

et le fibré des m-repères associé à γm+k est

repm
(
γm+k

)
: repm

(
Rm+k

)
−→ E repm

(
γm+k

)
−→ BSO (m+ k)

où l’espace total E repm
(
γm+k

)
est

{(W,w) |W ⊂ R∞, dimW = m+ k,w est un m− repère de W}

et la projection est l’application qui envoie (W,w) ∈ E repm
(
γm+k

)
sur W .

Ainsi la construction de Stiefel associée aux fibrés vectoriels γm et γm+k est

ESO (m)×SO(m) E repm
(
γm+k

)
π2 //

π1

��

BSO (m+ k)

BSO (m) .

(3.3.1)

Dans cette section nous allons montrer le théorème suivant :
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Théorème 3.3.1. Soit m, k ≥ 0. Alors il existe un digramme commutatif

BSO (m) BSO (m)×BSO (k)
pr1oo Bj //

β'
��

BSO (m+ k)

BSO (m) E Stiefel
(
γm, γm+k

)
π2
//

π1
oo BSO (m+ k) ,

(3.3.2)

dans lequel
• l’application β est une équivalence d’homotopie,
• l’application Bj est l’application induite par l’inclusion canonique :

j : SO (m)× SO (k) ↪→ SO (m+ k) ,

• la ligne du bas est la construction de Stiefel associée aux fibrés vectoriels
universels.

Ce théorème et le théorème 3.2.3 nous permettent de démontrer que la
construction de Stiefel associée à deux fibrés vectoriels classifiés respecti-
vement par f et g s’obtient par un double produit fibré de la construction
de Stiefel universelle le long de ces applications. Plus précisément nous en
déduirons le théorème suivant :

Théorème 3.3.2. Soient m et k deux entiers positifs. Soient ξ et η deux
fibrés vectoriels orientés classifiés par f : X −→ BSO (m) et g : Y −→
BSO (m+ k) respectivement. Alors la construction de Stiefel associée à ξ
et η est donnée par le double produit fibré :

E Stiefel (ξ, η)

π1

��

π2

))// E Stiefel (γm, η)

��

p.b.

//

��

Y

g

��

��

p.b.

BSO (m)×BSO (k)
Bj
//

pr1
��

BSO (m+ k)

X
f

// BSO (m) .
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La suite de cette section est consacrée à la preuve du théorème 3.3.1.

Nous allons commencer avec la construction de β.
Soit l : R∞ ⊕ R∞ −→ R∞ l’isomorphisme linéaire défini par

l ((x0, x1, · · · ) , (y0, y1, · · · )) = (x0, y0, x1, y1, · · · ) .

Dans la section 1.6 nous avons vu que l induit un homéomorphisme entre
Gm (R∞ ⊕ R∞) et Gm (R∞) que nous allons noter aussi par l. Considérons
deux endomorphismes jodd : R∞ −→ R∞ et jeven : R∞ −→ R∞ définis par

jodd (x0, x1, · · · ) = (0, x1, 0, · · · ) , et
jeven (x0, x1, · · · ) = (x0, 0, x2, · · · ) .

Les applications l, jodd et jeven induisent les applications suivantes :

Ej : ESO (m)× ESO (k) −→ ESO (m+ k)
(u, v) 7→ l (jodd (u) , jeven (v)) ,

et

Bj : BSO (m)×BSO (k) −→ BSO (m+ k)
(A,B) 7→ l (jodd (A)⊕ jeven (B)) .

Soit le SO (m)-fibré principal, SO (m) −→ ESO (m) π0−→ BSO (m) , où
la projection est définie par π0 (e) = 〈e〉. Nous rappelons que 〈e〉 est le sous-
espace engendré par e. D’après la définition d’un fibré principal, il existe
un recouvrement d’ouverts {Oi} de BSO (m) et des applications continues
σi : Oi −→ ESO (m), appelées sections locales au-dessus de Oi, vérifiant
pour tout i

π0 ◦ σi = id,

où id désigne l’application identité de Oi.
Par conséquent, si A ∈ BSO (m), il existe Oi tel que A ∈ Oi. Ainsi σi (A) ∈
ESO (m). Pour (A,B) ∈ BSO (m)×BSO (k) définissons β par :

β (A,B) = [σi (A) , (Bj (A,B) , jodd (σi (A)))] . (3.3.3)

Maintenant montrons que cette définition de β ne dépend pas du choix
de la section locale σi. Pour cela supposons que Or est un autre ouvert du
recouvrement contenant A et σr une section locale au-dessus de Or. Comme
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ESO (m) −→ BSO (m) est un SO (m) fibré principal, il existe g ∈ SO (m)
tel que

σr (A) = σi (A) .g. (voir [11, section 5.2, p.195] ).
Par conséquent,

[σr (A) , (Bj (A,B)) , jodd (σr (A)))]
= [σi (A) .g, (Bj (A,B) , jodd (σi (A) g))]
=

[
σi (A) .g, g−1. (Bj (A,B) , jodd (σi (A)))

]
= [σi (A) , (Bj (A,B) , jodd (σi (A)))] .

Nous avons ainsi le lemme suivant qui est utile pour la preuve du théo-
rème 3.3.1.

Lemme 3.3.3. Pour tout A ∈ BSO (m), l’application

βA : BSO (k) −→ E repm
(
γm+k

)
B 7→ (Bj (A,B) , jodd (σi (A)))

est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. Considérons le SO (k)-fibré principal universel au-dessus de
BSO (k)

SO (k) −→ ESO (k) π0−→ BSO (k) ,
où π0 envoie un k-repère de R∞ sur le k plan qu’il engendre. On note
π0 (v) = 〈v〉. Considérons le SO (k)-fibré principal

SO (k) −→ E repm+k

(
γm+k

)
p0−→ E repm

(
γm+k

)
où l’espace total E repm+k

(
γm+k

)
est

{(W,w) |W ⊂ R∞, dimW = m+ k,w est un m+ k − repère de W}

et la projection est définie pour tout (W,w) ∈ E repm+k

(
γm+k

)
par

p0 (W,w) = (W,w1) ,

où w1 dénote les m premiers vecteurs du m+ k-repère w. Pour A ⊂ R∞ un
sous espace de dimension m. Définissons

β̄A : ESO (k) −→ E repm+k

(
γm+k

)
v 7→ (Bj (A, 〈v〉) , Ej (σi (A) , v)) .
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L’application β̄A est une équivalence d’homotopie car les espaces ESO (k) et
E repm+k

(
γm+k

)
sont contractiles. En plus, pour tout v ∈ ESO (k), nous

avons d’une part :

p0 ◦ β̄A (v) = p0 (Bj (A, 〈v〉) , Ej (σi (A) , v))
= (Bj (A, 〈v〉) , jodd (σi (A))) ,

et d’autre part nous avons :

βA ◦ π0 (v) = βA (〈v〉) = (Bj (A, 〈v〉) , jodd (σi (A))) .

Par conséquent le diagramme des SO (k)-fibrés principaux suivant est com-
mutatif

ESO (k) β̄A //

π0

��

E repm+k

(
γm+k

)
p0
��

BSO (k)
βA

// E repm
(
γm+k

)
Autrement dit

(
β̄A, βA

)
un morphisme des fibrés principaux. Comme β̄A

est une équivalence d’homotopie, il est de même que βA.

A présent nous allons donner la preuve du théorème 3.3.1.

Démonstration du théorème 3.3.1. La première partie est directe. En effet
pour (A,B) ∈ BSO (m)×BSO (k), nous avons d’une part :

π1 ◦ β (A,B) = π1 ([σi (A) , (Bj (A,B) , jodd (σi (A)))])
= π0 (σi (A)) = A = pr1 (A,B) ,

et d’autre part :

π2 ◦ β (A,B) = π2 ([σi (A) , (Bj (A,B) , jodd (σi (A)))])
= Bj (A,B) .

Ceci achève la première partie.
Maintenant, montrons que β est une équivalence d’homotopie. De la pre-
mière partie nous avons :

π1 ◦ β = pr1.
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Comme
pr1 : BSO (m)×BSO (k) −→ BSO (m) ,

et
π1 : ESO (m)×SO(m) E repm

(
γm+k

)
−→ BSO (m)

sont des fibrés, le couple (β, id) est donc un morphisme des fibrés. Comme
BSO (m) est un CW-complexe de type fini, d’après [17, théorème 4.3, p 223]
pour que β soit une équivalence d’homotopie, il suffit que sa restriction sur
les fibres soit une équivalence d’homotopie. Si A ∈ BSO (m) la restriction
de β sur les fibres au dessus de A est l’application

β|A : BSO (k) −→ π−1
1 (A) = {[e, (W,w)] | π1 (e) = A},

définie pour B ∈ BSO (k) par β|A (B) = β (A,B). Cette application est la
composée de

βA : BSO (k) −→ E repm
(
γm+k

)
qui est une équivalence d’homotopie d’après le lemme 3.3.3 et de l’applica-
tion

α : E repm
(
γm+k

)
−→ π−1

1 (A) ,

définie pour (W,w) ∈ E repm
(
γm+k

)
par α (W,w) = [σi (A) , (W,w)] qui est

un homéomorphisme (voir [11, proposition 1, p 198] ou [18, proposition 3.7]
pour la preuve). Par conséquent β|A est une équivalence d’homotopie.
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CHAPITRE 4

Modèle rationnel du fibré de Stiefel

4.1 Introduction

Dans tout ce chapitre m et k sont des entiers positifs. Pour tout réel x,
on note par bxc sa partie entière par défaut et on note par dxe sa partie
entière par excès.
Notre objectif est de construire un modèle d’adgc du fibré de Stiefel associé
à un couple du fibré vectoriel que nous avons construit dans le chapitre 3.
Considérons deux fibrés vectoriels orientés :

ξ : Rm −→ Eξ −→ X,

η : Rm+k −→ Eη −→ Y,

de rang m et m+ k respectivement et de bases simplement connexes. L’ob-
jectif de ce chapitre est de construire un modèle d’adgc du fibré de Stiefel

E Stiefel (ξ, η) π1−→ X, (4.1.1)

à partir des données suivantes :
• des entiers i, t, `, avec 1 ≤ i ≤ bm+k

2 c, 1 ≤ t ≤ b
m
2 c, d

k
2e ≤ ` ≤ b

m+k
2 c,

• un modèle d’adgc (A, dA) de X,
• un modèle de Sullivan minimal (ΛV, d) de Y ,
• des représentants pt (ξ) ∈ A4t ∩ ker dA, des classes de Pontryagin,

67
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• d’un représentant e (ξ) ∈ Am ∩ ker dA de classe d’Euler de ξ (si m est
pair).
• des représentants pi (η) ∈ (ΛV )4i ∩ ker d des classes de Pontryagin de η,
• d’un représentant e (η) ∈ (ΛV )m+k∩ker d de classe d’Euler de η (si m+k
est pair).

Définissons des éléments p̄i (ξ) ∈ A4i ∩ ker dA, i ≥ 1 à partir de la relation :(
1 + p1 (ξ) · · ·+ pbm2 c (ξ)

)
(1 + p̄1 (ξ) + · · · ) = 1.

Le modèle d’adgc du fibré de Stiefel sera un modèle de Sullivan relatif
de la forme

(A, dA) ↪→
(
A⊗ ΛV ⊗ Λ

(
{x`}d k2 e≤`≤bm+k

2 c, ēm+k−1, ek
)
, D
)

(4.1.2)

où
• ēm+k−1 est un générateur de degré m+ k− 1 qui n’apparaît que si m+ k
est pair,
• ek est un générateur de degré k qui n’apparaît que si k est pair,
• x` sont des générateurs de degré 4`− 1 qui apparaissent pour tout entier
` compris entre dk2e et b

m+k
2 c,

• D|A = dA, D|V = d,

• Dx k
2

= 1⊗ p k
2

(η)⊗ 1− p̄ k
2

(ξ)⊗ 1⊗ 1− e2
k si k est pair et

Dx` = 1⊗ p` (η)⊗ 1− p̄` (ξ)⊗ 1⊗ 1 si ` > k
2 ,

• Dēm+k−1 = 1⊗ e (η)⊗ 1− e (ξ)⊗ ek.
Le résultat que nous allons montrer s’énonce comme suit :

Théorème 4.1.1. Un modèle d’adgc du fibré de Stiefel (4.1.1) associé aux
fibrés vectoriels orientés ξ et η est donné par le modèle de Sullivan relatif

(A, dA) ↪→ (A⊗ ΛV ⊗ Λ ({x`}, ēm+k−1, ek) , D) ,

décrit en (4.1.2).

La suite de ce chapitre est consacrée à la preuve de ce résultat. En
voici l’idée. Le théorème 3.3.1 affirme que si ξ et η sont des fibrés vectoriels
classifiés respectivement par f : X −→ BSO (m) et g : Y −→ BSO (m+ k),
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la constuction de Stiefel associée à ξ et η s’obtient par le double produit
fibré suivant :

E Stiefel (ξ, η)

π1

��

// E Stiefel (γm, η)

��

p.b.

//

��

Y

g

��

��

p.b.

BSO (m)×BSO (k)
Bj
//

pr1
��

BSO (m+ k)

X
f

// BSO (m) .

Comme le modèle d’adgc d’un produit fibré est bien connu en homotopie
rationnelle (voir théorème 2.4.1), pour déterminer un modèle d’adgc de

E Stiefel (ξ, η) π1−→ X

nous avons juste besoin :
– d’un modèle d’adgc du diagramme

BSO (m)×BSO (k) Bj //

pr1
��

BSO (m+ k)

BSO (m) ,

(4.1.3)

– d’un modèle d’adgc de f : X −→ BSO (m) et de g : Y −→ BSO (m+ k).

Plan du chapitre

– Dans la section 4.2 nous allons construire un modèle d’adgc de f et
un modèle d’adgc de g.

– Dans la section 4.3 nous allons construire un modèle d’adgc du dia-
gramme (4.1.3).

– Dans la section 4.4 nous allons utiliser le modèle de g construit dans
la section 4.2 et le modèle de Bj construit dans la section 4.3 respec-
tivement pour construire un modèle de E Stiefel (γm, η).

– Dans la section 4.5 nous allons donner la preuve du théorème 4.1.1.
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– Dans la section 4.6 nous allons montrer que sous certaines hypothèses
liées au classes de Pontryagin et d’Euler de ξ et η, le fibré Stiefel (ξ, η)
est rationnellement trivial

4.2 Modèle d’adgc des classifiantes f et g

Notre objectif dans cette section est de rappeler les modèles d’adgc des
applications classifiantes de ξ et η.
Commençons avec la convention suivante :

Convention 4.2.1. Dans toute la suite de ce chapitre, nous utiliserons les
indices suivants :

1. i est un entier compris entre 1 et bm+k
2 c,

2. ` est un entier compris entre dk2e et b
m+k

2 c,
3. t est un entier compris entre 1 et bm2 c,

4. j est un entier compris entre 1 et bk2c.

Soient ξ et η deux fibrés vectoriels orientés de rang m et m+ k respec-
tivement et de bases X et Y respectivement. Nous supposons que X et Y
sont simplement connexes. Soit f : X −→ BSO (m) la classifiante de ξ et
soit g : Y −→ BSO (m+ k) la classifiante de η. D’après la section 2.7.2 les
modèles d’adgc de f et de g sont complètement déterminés par les classes de
Pontryagin et d’Euler de ξ et η respectivement. Pour donner une description
explicite pour ces modèles, en vertu de la construction de la section 2.7.1,
nous fixons les notations suivantes pour les modèles de Sullivan minimaux
de BSO (m) et BSO (m+ k) :

(Λ ({pt}, em) , 0) '−→ Apl (BSO (m))
(Λ ({ai}, em+k) , 0) '−→ Apl (BSO (m+ k))

où
– deg (pt) = 4t et deg (ai) = 4i où les entiers i et t prennent les valeurs

précisées à la convention 4.2.1,
– em et em+k sont les générateurs optionnels (voir la section 2.7.1) avec

deg (em) = m (si m est pair) et deg (em+k) = m + k (si m + k est
pair).
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Pour la suite nous considérons (A, dA) un modèle d’adgc de X et (ΛV, d) un
modèle de Sullivan minimal de Y . Choisissons aussi des représentants des
classes caractéristiques comme suit :

1. pt (ξ) ∈ A4t ∩ ker dA pour 1 ≤ t ≤ bm2 c avec t entier, sont des repré-
sentants des classes de Pontryagin de ξ,

2. pi (η) ∈ (ΛV )4i ∩ ker d pour 1 ≤ i ≤ bm+k
2 c avec i entier sont des

représentants des classes de Pontryagin de η,
3. e (ξ) ∈ Am ∩ ker dA est un représentant de classe d’Euler de ξ (si m

est pair),
4. e (η) ∈ (ΛV )m+k ∩ ker d est un représentant de classe d’Euler de η (si
m+ k est pair).

Alors, d’après la construction de la section 2.7.2, un modèle d’adgc ψf de
la classifiante f est défini de (Λ ({pt}, em) , 0) vers (A, dA) par

ψf (pt) = pt (ξ) et ψf (em) = e (ξ) si m est pair,

de même un modèle d’adgc ψg de g est défini de (Λ ({ai}, em+k) , 0) vers
(ΛV, d) par

ψg (ai) = pi (η) et ψg (em+k) = e (ξ) si m+ k est pair.

A présent nous définissons des éléments homogène p̄i ∈ H4i (BSO (m) ,Q),
vérifiant la relation(

1 + p1 + · · · pbm2 c
)

(1 + p̄1 + · · · ) = 1.

Ainsi pour i ≥ 1, p̄i est un polynôme de p1, · · · , pbm2 c. Dans la suite, ∀i ≥ 1,
on notera par p̄i (ξ) , l’image de p̄i par ψf le modèle de la classifiante de ξ.
C’est-à-dire

∀i ≥ 1, p̄i (ξ) = ψf (p̄i) .

4.3 Modèle d’adgc de l’application Bj

Notre objectif dans cette section est de construire un modèle d’adgc du
diagramme :

BSO (m)×BSO (k) Bj //

pr1
��

BSO (m+ k)

BSO (m)

(4.3.1)
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Soient (Λ ({ai}, em+k) , 0), (Λ ({pt}, em) , 0) et (Λ ({bj}, ek) , 0) les modèles
de Sullivan minimaux des espaces BSO (m+ k) , BSO (m) et BSO (k) res-
pectivement. Considérons les générateurs x` de degrés 4i−1 pour dk2e ≤ ` ≤
bm+k

2 c, et le générateur optionnels ēm+k−1 degré m + k − 1 qui n’apparaît
que si m + k − 1 est impair (voir la section 2.7.1). Définissons une algèbre
de Sullivan relative :

(A1, D1) = (Λ ({ai}, em+k)⊗ Λ ({x`} , {pt} , em, ek, ēm+k−1) , D1) (4.3.2)

où ēm+k−1, em, ek et em+k sont les générateurs optionnels de degrés m+k−
1,m, k et m+ k respectivement et la différentielle D1 est définie par :
• D1ai = D1em+k = D1em = D1pt = D1ek = 0,
• D1x k

2
= a k

2
+ e2

k − p̄ k2 si k est pair et D1x` = a` − p̄` si ` > k
2 ,

• D1ēm+k−1 = em+k − emek.
Le théorème que nous allons prouver est le suivant :

Théorème 4.3.1. Considérons (A1, D1) l’adgc de Sullivan relative définie
en (4.3.2). Considérons (Λ ({ai}, em+k) , 0) et (Λ ({pt}, em) , 0) les mo-
dèles minimaux de BSO (m+ k) et BSO (m) définis plus haut. Alors le
diagramme

(A1, D1) (Λ ({ai}, em+k) , 0)_?
oo

(Λ ({pt}, em) , 0)
?�

OO

est un modèle d’adgc du diagramme (4.3.1).

Pour la preuve de ce théorème nous avons besoin de Lemme suivant

Lemme 4.3.2. Considérons les générateurs bj , pt, ek, em introduits dans la
section 4.2 et la section 4.3. Si fi = ai −

∑
t+j=i ptbj et si p̄i, i ≥ 1 sont des

des éléments de degré 4i vérifiant(
1 + p1 + · · · pbm2 c

)
(1 + p̄1 + · · · ) = 1,

alors ∀` > dk2e nous avons la relation suivante

a` − p̄` = − (p̄`−1 (a1 − f1) + · · ·+ (a` − f`)) ,

et si k est pair

a k
2
− e2

k − p̄ k2 = −
(
p̄ k

2−1 (a1 − f1) + · · ·+
(
a k

2
− f k

2

))
.
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Démonstration. Tout d’abord notons que

1 + f1 + · · ·+ fbm+k
2 c = 1 + a1 + · · · abm+k

2 c

−

 ∑
t+r=1

ptbj + · · ·+
∑

t+j=bm+k
2 c

ptbj


= 2 + a1 + · · · abm+k

2 c −

1 +
∑
t+j=1

ptbj + · · ·+
∑

t+j=bm+k
2 c

ptbj


= 2 + a1 + · · · abm+k

2 c −
(
1 + p1 + · · ·+ pbm2 c

) (
1 + b1 + · · · bb k2 c

)
par conséquent (

1 + p1 + · · ·+ pbm2 c
) (

1 + b1 + · · · bb k2 c
)

= 1 + (a1 − f1) + · · ·+
(
abm+k

2 c − fbm+k
2 c

)
Comme

(1 + p̄1 + · · · ) =
(
1 + p1 + · · ·+ pbm2 c

)−1

on a d’une part ∀i ≥ 1, p̄i est un polynôme de p1, · · · pbm2 c et d’autre part

1 + b1 + · · · bb k2 c =
(
1 + (a1 − f1) + · · ·+

(
abm+k

2 c − fbm+k
2 c

))
(1 + p̄1 + · · · )

En particulier pour ` > k
2 on obtient

a` − p̄` = − (p̄`−1 (a1 − f1) + · · ·+ (a` − f`)) ,

si k est pair b k
2

= e2
k et par conséquent

a` + e2
k − p̄ k2 = −

(
p̄ k

2−1 (a1 − f1) + · · ·+
(
a k

2
− f k

2

))
.

Démonstration. Soit (Λ ({xi}, ēm+k−1) , 0) le modèle minimal de SO (m+ k),
et soient (Λ ({ai}, em+k) , 0), (Λ ({pt}, em) , 0) et (Λ ({bj}, ek) , 0) les modèles
de Sullivan minimaux de BSO (m+ k), BSO (m) et BSO (k) respective-
ment. Comme

Bj : BSO (m)×BSO (k) −→ BSO (m+ k)
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a pour fibre homotopique l’espace SO(m+k)
SO(m)×SO(k) . D’après [13, Section 3], il

admet un modèle de Sullivan relatif de la forme

(Λ ({ai}, em+k)⊗ Λ ({pt}, {bj}, ek, em)⊗ Λ ({xi}, ēm+k−1) , D1)

où D1 est la différentielle définie par :
D1xi = id∗ (ai)−Bj∗ (ai)
D1ēm+k−1 = id∗ (em+k)−Bj∗ (em+k)
D1ai = D1bj = D1pt = 0
D1em+k = D1em = D1ek = 0.

(4.3.3)

Bj∗ est un modèle de Bj. Mais d’après le théorème 1.6.1 Bj∗ est défini de
(Λ ({ai}, em+k) , 0) vers (Λ ({pt}, em) , 0)⊗ (Λ ({bj}, ek) , 0) par :

Bj∗ (ai) = pi + bi +
∑

t+j=i≥1
ptbj , et Bj∗ (em+k) = emek.

En injectant cette définition dans (4.3.3), on trouve
D1xi = ai −

(
pi + bi +

∑
t+j=i ptbj

)
D1ēm+k−1 = em+k − emek
D1ai = D1bj = D1pt = 0
D1em+k = D1em = D1ek = 0.

(4.3.4)

Ce modèle n’est pas minimal. En vu d’obtenir un modèle de Sullivan relatif
minimal, définissons l’adgc de Sullivan relative suivante

(Λ ({ai}, em+k)⊗ Λ ({x`} , {pt} , em, ek, ēm+k−1) , D1)

avec
• D1ai = D1em+k = D1em = D1pt = D1ek = 0,
• D1x k

2
= a k

2
− e2

k − p̄ k2 si k est pair et D1x` = a` − p̄` si ` > k
2 ,

• D1ēm+k−1 = em+k − emek.
Nous définissons aussi φ de

(Λ ({ai}, em+k)⊗ Λ ({x`} , {pt} , em, ek, ēm+k−1) , D1)

vers

(Λ ({ai}, em+k)⊗ Λ ({pt}, {bj}, ek, em)⊗ Λ ({xi}, ēm+k−1) , D1)

par
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1. φ (ai) = ai, φ (em+k) = em+k, φ (pt) = pt, φ (ek) = ek, φ (em) = em,
2. φ (x`) = − (p̄`−1x1 + p̄`−2x2 + · · ·x`)
3. φ (ēm+k) = ēm+k.

Cette application est un quasi-isomorphisme. En effet on a φ (D1ai) =
D′1ai = 0, φ (D1em+k) = D′1em+k = 0, φ (D′1pt) = D′1pt = 0, φ (D1ek) =
D′1ek = 0, φ (D1em) = D′1em = 0, φ (D1x`) = φ (a` − p̄`) = a` − p̄` et

D′1 (p̄`−1x1 + p̄`−2x2 + · · ·x`) =
(
p̄`−1D

′
1x1 + p̄`−2D

′
1x2 + · · ·D′1x`

)
= p̄`−1 (a1 − (p1 + b1)) + · · ·+ p̄1(a` −

∑
t+j=`

ptbj)

= − (a` − p̄`) (d’après le lemme 4.3.2).

donc ∀` > k
2 on a φ (D1x`) = D′1φ (x`). On montre de façon similaire que

φ
(
D1x k

2

)
= a k

2
− e2

k − p̄ k2 = D′1φ
(
x k

2

)
.

Ceci montre que φ est un morphisme d’adgc et il est clair qu’il induit un
isomorphisme en cohomologie. Ceci achève la partie horizontale de la preuve.

4.4 Modèle d’adgc de E Stiefel (γm, η) −→ Y

Soit η : Rm+k −→ Eη −→ Y un fibré vectoriel de rang m+ k et de base
simplement connexe. L’objectif de cette section est de construire un modèle
d’adgc du fibré

E Stiefel (γm, η) π2−→ Y

à partir des données suivantes :
• un modèle de Sullivan (ΛV, d) de Y ,
• des représentants pi (η) ∈ (ΛV )4i∩ker d de classe de Pontryagin de η pour

1 ≤ i ≤ bm+k
2 c

• d’un représentant e (η) ∈ (ΛV )m+k ∩ ker d de la classe d’Euler de η (si
m+ k est pair).

Notre modèle d’adgc de π2 est un modèle de Sullivan relatif de la forme

(ΛV, d) ↪→ (ΛV ⊗ Λ ({x`} , {pt} , em, ek, ēm+k−1) , D2) (4.4.1)

où les générateurs xi, pt, ek, em et ēm+k−1 sont ceux introduits dans la
section 4.2 et la section 4.3, et la différentielle D2 est définie par :
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• D2|ΛV = d,

• D2x` = p` (η) ⊗ 1 − p̄` si ` > k
2 et D2x k

2
= p k

2
(η) ⊗ 1 − e2

k − p̄ k2 si k est
pair,
• D2ēm+k−1 = e (η)⊗ 1− emek,
• D2pt = D2em = D2ek = 0.
Le résultat que nous allons montrer est le suivant :

Proposition 4.4.1. Considérons η : Rm+k −→ Eη −→ Y un fibré vectoriel
de rang m+k, avec Y simplement connexe. Si (ΛV, d) est un modèle d’adgc
de Y . Alors le modèle de Sullivan relatif

(ΛV, d) ↪→ (ΛV ⊗ Λ ({x`} , {pt} , em, ek, ēm+k−1) , D2)

construit en (4.4.1) est un modèle d’adgc de π2 : E Stiefel (γm, η) −→ Y .

Démonstration. D’après le théorème 3.3.2 le diagramme suivant est un dia-
gramme produit fibré

E Stiefel (γm, η) //

π2

��

BSO (m)×BSO (k)

Bj

��
Y g

// BSO (m+ k) .

(4.4.2)

Considérons pi (η) et e (η) dans A∩ker dA respectivement des représentants
des classes de Pontryagin et de Euler de η. Considérons le modèle minimal
de BSO (m+ k)

(Λ ({ai}, em+k) , 0) '−→ Apl (BSO (m+ k))

avec deg (ai) = 4i et em+k est le générateur optionnel de degrés m+k. Dans
la section 4.2 nous avons vu que le modèle d’adgc de g est complètement
déterminé par les classes de Pontryagin et d’Euler de η. Autrement dit, si
ψg est le modèle de g, nous avons :

ψg : (Λ ({ai}, em+k) , 0) −→ (A, dA) ,

avec
ψg (ai) = pi (η) et ψg (em+k) = e (η) .
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D’autre part, d’après le théorème 4.3.1, un modèle de Sullivan relatif de

Bj : BSO (m)×BSO (k) −→ BSO (m+ k)

est donné par
(Λ ({ai}, em+k) , 0) ↪→ (A1, D1)

avec

(A1, D1) = (Λ ({ai}, em+k)⊗ Λ ({x`} , {pt} , em, ek, ēm+k−1) , D1)

et 

D1x` = a` − p̄` si ` > k
2

D1x k
2

= a k
2
− e2

k − p̄ k2 si k est pair
D1ēm+k−1 = em+k − emek
D1ai = D1pt = 0
D1em+k = D1em = D1ek = 0.

Dès lors d’après le théorème 2.4.1 un modèle de Sullivan relatif de π2 est de
la forme :

(ΛV, d) ↪→ (ΛV ⊗ Λ ({x`} , {pt} , em, ek, ēm+k−1) , D2)

avec
D2x = (ψg ⊗ 1) (D1x) ,

où ψg ⊗ 1 est défini de

Λ ({a`}, em+k)⊗ Λ ({xi} , {pt} , em, ek, ēm+k−1)

vers
ΛV ⊗ Λ ({x`} , {pt} , em, ek, ēm+k−1) .

Un calcul simple nous donne :
• D2|ΛV = d,
• D2x` = p` (η) ⊗ 1 − p̄` si ` > k

2 et D2x k
2

= p k
2

(η) ⊗ 1 − e2
k − p̄ k2 si k est

pair,
• D2ēm+k−1 = e (η)⊗ 1− emek,
• D2pt = D2em = D2ek = 0.
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Exemple 4.4.2. Considérons un fibré vectoriel η : Rm+k −→ Eη −→ Y .
Supposons Y simplement connexe. Si (ΛV, d1) est le modèle minimal de Y
le modèle relatif de Sullivan de E Stiefel (γm, η) :

m=2 m=3

k=3

• (ΛV ⊗ Λ(x2, e2), D2)
• D2x2 = p2 (η)⊗ 1
• D2e2 = 0
• D2|V = d1

• (ΛV ⊗ Λ(x2, p1, ē5), D2)
• D2x2 = p2 (η)⊗ 1− p2

1

• D2ē5 = e (η)
• D2p1 = 0
• D2|V = d1

k=4

• (ΛV ⊗ Λ(x2, e2, e4, ē5), D2)
• D2x2 = p2 (η)⊗ 1− e2

4 − e4
2

• D2ē5 = e (η)⊗ 1− e2.e4

• D2e2 = D2e4 = 0
• D2|V = d1

• (ΛV ⊗ Λ(x2, x3, p1, e4), D2)
• D2x2 = p2 (η)⊗ 1 + e2

4 − p2
1

• D2x3 = −p3
1

• D2ē5 = e (η)⊗ 1
• D2e4 = 0
• D2|V = d1

4.5 Modèle rationnel du fibré de Stiefel

Dans cette section nous allons donner la preuve du théorème 4.1.1 qui
donne un modèle d’adgc explicite du fibré de Stiefel.

Démonstration du théorème 4.1.1. D’après la proposition 1.4.12

π1 : E Stiefel (ξ, η) −→ X

est le produit fibré de

π : E Stiefel (γm, η) −→ BSO (m)

le long de f : X −→ BSO (m). Alors, d’après le théorème 2.4.1 le modèle
de π1 est de la forme :

(A, dA) ↪→ (A⊗ ΛW,D) ,

où
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• (A, dA) est un modèle d’adgc deX,
(
ΛW, D̄

)
est un modèle de E repm (η),

• Dx = (ψf ⊗ 1) (D2x) , où

ψf ⊗ 1 : Λ ({pt}, em)⊗ ΛW −→ A⊗ ΛW

avec
ΛW = ΛV ⊗ Λ ({x`}, ek, ēm+k−1) ,

et d’après le théorème 4.4.1

D2x` = p` (η)⊗ 1− p̄` si ` > k
2

D2x k
2

= p k
2

(η)⊗ 1− e2
k − p̄ k2 si k est pair

D2ēm+k−1 = e (η)⊗ 1− emek
D2|V = d

D2pt = 0.

Par conséquent pour ` > k
2 , on a :

Dx` = (ψf ⊗ 1) (D2x`)
= (ψf ⊗ 1) (1⊗ p` (η)⊗ 1− p̄`)
= (ψf ⊗ 1) (1⊗ p` (η)⊗ 1)− (ψf ⊗ 1) (p̄`)
= 1⊗ p` (η)⊗ 1− p̄` (ξ)⊗ 1⊗ 1.

En procédant de la même manière, on trouve :

Dx k
2

= 1⊗ p k
2

(η)⊗ 1− p̄ k
2

(ξ)⊗ 1⊗ 1− e2
k si k est pair

Dēm+k−1 = e (η)⊗ 1− e (ξ) ek
Dek = 0
D|V = d

D|A = dA.

Ainsi suivant les parités de m et k le modèle notre modèle de fibré de Stiefel
est donné par la formule suivante :

– Si m = 2l + 1 et k = 2s+ 1, il est de la forme

(A⊗ ΛV ⊗ Λ (xs+1, · · · , xl+s, ēm+k−1) , D) ,
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avec
Dx` = 1⊗ p` (η)⊗ 1− p̄` (ξ)⊗ 1⊗ 1 pour s+ 1 ≤ ` ≤ l + s

Dēm+k−1 = 1⊗ e (η)⊗ 1,
D|V = d

D|A = dA,

– si m = 2l et k = 2s+ 1,

(A, dA) ↪→ (A⊗ ΛV ⊗ Λ (xs+1, · · · , xl+s) , D) ,

où
D|A = dA

D|V = d

Dx` = 1⊗ p` (η)⊗ 1− p̄` (ξ)⊗ 1⊗ 1 pour s+ 1 ≤ ` ≤ l + s,

– si m = 2l et k = 2s,

(A, dA) ↪→ (A⊗ ΛV ⊗ Λ (xs, · · · , xl+s−1, ēm+k−1, ek) , D) ,

où

D|A = dA

D|V = d

Dxs = 1⊗ ps (η)⊗ 1− p̄s (ξ)⊗ 1⊗ 1− e2
k,

Dx` = 1⊗ p` (η)⊗ 1− p̄` (ξ)⊗ 1⊗ 1 si pour s+ 1 ≤ ` ≤ l + s− 1
Dēm+k−1 = 1⊗ e (η)⊗ 1− e (ξ) ek
Dek = 0.

– si m = 2l + 1 et k = 2s,

(A, dA) ↪→ (A⊗ ΛV ⊗ Λ (xs, · · · , xl+s, ek) , D) ,

où

D|A = dA

D|V = d

Dxs = 1⊗ ps (η)⊗ 1− p̄s (ξ)⊗ 1⊗ 1− e2
k,

Dx` = 1⊗ p` (η)⊗ 1− p̄` (ξ)⊗ 1⊗ 1 pour s+ 1 ≤ ` ≤ l + s,

Dek = 0.
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4.6 Trivialité rationnelle du fibré de Stiefel

Dans cette section nous allons déduire à partir du théorème 4.1.1 que,
sous certaines conditions liées aux classes de Pontryagin de ξ, le fibré de
Stiefel associé à ξ et η est rationnellement trivial. Tout d’abord rappelons
la définition d’un fibré rationnellement trivial.

Définition 4.6.1. Considérons un fibré ξ : F → E → B et son modèle
relatif de Sullivan

(A, dA) ↪→ (A⊗ ΛV ) .

Le fibré ξ est dit rationnellement trivial s’il existe un isomorphisme

ψ : (A, dA)⊗ (ΛV, d)
∼=−→ (A⊗ ΛV,D)

rendant commutatif le diagramme

(A, dA) �
� //
� u

((

(A⊗ ΛV )

(A, dA)⊗ (ΛV, d)
ψ

∼=
66

Remarque 4.6.2. Si ξ : F → E → B est rationnellement trivial son ratio-
nalisé

ξQ : FQ −→ EQ −→ BQ

est trivial. C’est-à-dire EQ = FQ ×BQ.

Du théorème 4.1.1 nous déduisons le résultat suivant.

Corollaire 4.6.3. Soient ξ : Rm → Eξ → X et η : Rm+k → Eη → Y deux
fibrés vectoriels de rang m et m + k respectivement de bases simplement
connexes. Si la classe d’Euler de ξ est nulle ou k est impair, et si

∀` ≥ k

2 , p̄` (ξ) = 0,

alors le fibré Stiefel (ξ, η) est rationnellement trivial.

Démonstration. Soit (A, dA) un modèle d’adgc de X et (A, dA) le modèle
de Sullivan minimal de Y . D’après le théorème 4.1.1 le modèle de
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π1 : E Stiefel (ξ, η) −→ X

est de la forme

(A, dA) ↪→
(
A⊗ ΛV ⊗ Λ

(
{x`} k

2≤`≤
m+k−1

2
, ēm+k−1, ek

)
, D
)

où
1. D|A = dA, D|V = d,

2. Dx k
2

= 1⊗ p k
2

(η)⊗ 1− p̄ k
2

(ξ)⊗ 1⊗ 1− e2
k et

Dx` = 1⊗ p` (η)⊗ 1− p̄` (ξ)⊗ 1⊗ 1 si ` > k
2 ,

3. Dēm+k−1 = 1⊗ e (η)⊗ 1− e (ξ) ek.
4. Dek = 0.

Par conséquent si

∀ ` ≥ k

2 , p̄` (ξ) = 0 et e (ξ) = 0 ou k est impair

on a
1. D|A = dA, D|V = d,

2. Dx k
2

= 1⊗ p k
2

(η)⊗ 1− e2
k et Dx` = 1⊗ p` (η)⊗ 1 si ` > k

2 ,

3. Dēm+k−1 = 1⊗ e (η)⊗ 1.
Des lors (

A⊗ ΛV ⊗ Λ
(
{x`}d k2 e≤`≤bm+k

2 c, ēm+k, ek
)
, D
)

=

(A, dA)⊗
(
ΛV ⊗ Λ

(
{x`}d k2 e≤`≤bm+k

2 c, ēm+k−1, ek
)
, D̄
)
,

où
(
ΛV ⊗ Λ

(
{x̄`}d k2 e≤`≤bm+k

2 c, ēm+k, ek
)
, D̄
)
est le modèle de E repm (η)

qui est la fibre du fibré de Stiefel.

Nous avons aussi le corollaire suivant

Corollaire 4.6.4. Si la classe d’Euler rationnelle de η est nulle et si toutes
les classes de Pontryagin rationnelles de η sont nulles pour des degrés plus
grand à 2k − 2, alors

E repm (η) 'Q Y × repm
(
Rm+k

)
.
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Démonstration. Comme la fibre du modèle est le modèle de la fibre, d’après
le théorème 4.1.1 le modèle de E repm (η) est de la forme(

ΛV ⊗ Λ
(
{x`}d k2 e≤`≤bm+k

2 c, ēm+k−1, ek
)
, D̄
)

avec
1. D̄|V = d,

2. Dx k
2

= 1⊗p k
2

(η)⊗1−e2
k si k est pair et D̄x` = 1⊗p` (η)⊗1 si ` > k

2 ,

3. D̄ēm+k−1 = 1⊗ e (η)⊗ 1.
Si e (η) = 0, et si ∀` ≥ k

2 , p` (η) = 0 alors
1. D̄|V = d,

2. D̄x k
2

= −e2
k si k est pair et D̄x` = 0 si ` > k

2 ,

3. D̄ēm+k = 1⊗ e (η)⊗ 1.(
ΛV ⊗ Λ ({x`}, ēm+k−1, ek) , D̄

)
= (ΛV, d)⊗

(
Λ ({x`}, ēm+k−1, ek) , d′

)
,

où (ΛV, d) est le modèle minimal de Y et (Λ ({x`}, ēm+k−1, ek) , d′) est le
modèle minimal de la variété de Stiefel repm

(
Rm+k

)
(voir [21]).

Remarque 4.6.5. Ces résultats sont très utile dans la suite de cette thèse.
en effet, ils permettent d’identifier sous certaines hypothèses l’espace des
immersions à un certain espace des fonctions comme nous le verrons dans
le chapitre suivant.
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CHAPITRE 5

Homotopie rationnelle de l’espace des immersions

5.1 Introduction

Étant donné deux variétés M et N lisses, un problème intéressant est
d’étudier les applications lisses entre M et N . Un cas particulièrement in-
téressant est celui de plongement (voir la définition 5.2.2) de M dans N
lorsque dimN ≥ dimM . Comprendre l’espace des plongements de M dans
N , Emb (M,N), est un problème très intéressant en mathématique. Ce-
pendant, ceci est très compliqué ; car la propriété d’être un plongement est
globale surM . Cependant il existe une classe de fonctions proches des plon-
gements dont la propriété est locale sur M : il s’agit des immersions de M
dans N (voir la définition 5.2.2). L’espace des immersions de M dans N ,
noté Imm (M,N), est l’ensemble de toutes les immersions de M dans N
muni de la C1-topologie faible. L’étude de l’espace des immersions fournit
beaucoup d’informations sur l’espace des plongements. La théorie des im-
mersions va connaître un grand succès dans le monde des mathématiques.
Un problème intéressant est de comprendre le type d’homotopie de l’espace
des immersions. Cependant l’étude de l’espace des immersions peut s’avé-
rer très compliqué même dans des cas simples. Ce problème va connaître
une énorme avancée grâce au travail de thèse de M. Hirsch [16]. M. Hirsch
montre que l’espace des immersions entre deux variétés a le type d’homo-
topie de l’espace des sections d’un certain fibré (voir le théorème 5.2.7).
Ce résultat ramène le problème de l’étude de type d’homotopie de l’espace

85
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des immersions à celui de l’espace des sections d’un fibré. L’étude de type
d’homotopie de l’espace des sections d’un fibré s’avère être plus abordable,
cependant ce problème est en général délicat.
Dans ce chapitre en se basant sur le travaux de M. Hirsch nous allons étudier
le type d’homotopie rationnelle de l’espace des immersions d’une variété M
simplement connexe et de type fini dans une autre variété N simplement
connexe. Dans une première partie (voir la section 5.3) nous allons étudier
le type d’homotopie rationnelle de Imm (M,N) (voir la définition 5.2.4),
où M et N sont deux variétés avec dimM < dimN . Nous montrerons que
sous certaines conditions liées à la classe d’Euler de M et aux classes de
Pontryagin de N , chaque composante connexe de cet espace est rationnelle-
ment équivalente à un espace des fonctions (théorème 5.3.1). Des résultats
plus intéressants seront obtenus lorsque N = Rm+k (voir la section 5.4).
On montrera que dans ce cas, toutes les composantes connexes de l’espace
des immersions ont le même type d’homotopie rationnelle qu’un produit
d’espaces d’Eilenberg-Maclane (voir théorème 5.4.3, théorème 5.4.8, et co-
rollaire 5.4.9). Ces résultats vont nous permettre de donner une formule ex-
plicite de la série des groupes d’homotopie rationnelle de Imm

(
M,Rm+k

)
,

ils nous permettront aussi de montrer que les nombres de Betti de l’espace
Emb

(
M,Rm+k

)
des plongements de M dans Rm+k sont à croissance expo-

nentielle (voir le corollaire 5.5.9).

Plan du chapitre

– Dans la section 5.2 on rappelle certaines définitions de base sur les
immersions. On définit entre autres la C1-topologie faible, l’espace
des immersions et l’espace des plongements. Cette section sera clô-
turée avec le célèbre théorème de Smale-Hirsch (voir théorème 5.2.7)
qui identifie l’espace des immersions à l’espace des sections d’un fibré.
Nous allons finir cette section avec des résultats classiques qui lient
les immersions et les classes caractéristiques.

– Dans la section 5.3 on étudie le type d’homotopie rationnelle de l’es-
pace des immersions d’une variété dans une autre variété. Le résultat
fondamental de cette section est le théorème 5.3.1.

– Dans la section 5.4 on étudie le type d’homotopie rationnelle d’une
variété M dans un espace euclidien. On distinguera deux cas suivants
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la parité de la codimension. On montrera les théorème 5.4.3, 5.4.8 et
le corollaire 5.4.9 qui sont les principaux résultats de la section.

– Dans la section 5.5 on va donner quelques applications importantes
des résultats de la section 5.3, la section 5.4. Plus précisément nous
allons calculer la série de groupes d’homotopie de Imm

(
M,Rm+k

)
et

puis nous montreront que les nombres de Betti de Imm
(
M,Rm+k

)
sont à croissance polynomiale (corollaire 5.5.5), et puis on verra que
les nombres de Betti rationnels de Emb

(
M,Rm+k

)
sont à croissance

exponentielle (corollaire 5.5.9).

5.2 Espace des immersions et fibré de Stiefel

Dans cette section nous rappelons la définition de l’espace des immer-
sions, de l’espace des plongements qui sont les objets centraux de ce travail.
Nous rappelons entre autres les résultats importants de la théorie d’immer-
sion qui seront utilisés pour la suite.

5.2.1 C1-topologie faible

Commençons par un rappel sur la notion de la C1-topologie faible qui
est un outil indispensable pour la définition de l’espace des immersions. La
référence principale est [16, chapitre 2].

Considérons M et N deux variétés de classe C1, et notons C1 (M,N)
l’ensemble des applications deM versN de classe C1. Nous allons construire
une base de voisinage définissant une topologie appelée la C1-topologie
faible. Soit donc f ∈ C1 (M,N). Pour deux cartes (φ,U) et (ψ, V ) sur
M et N respectivement, pour K ⊂ U un compact vérifiant f (K) ⊂ V , et
pour 0 < ε ≤ ∞, désignons par

N 1 (f ; (φ,U) , (ψ, V ) ,K, ε) ,

l’ensemble des applications g : M −→ N de classe C1 vérifiant g (K) ⊂ V et

|| Dk
(
ψfφ−1 (x)

)
−Dk

(
ψgφ−1 (x)

)
||< ε

pour tout x ∈ φ (K) , k = 0, 1.
Ici || . || dénote la norme euclidienne standard.
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Définition 5.2.1. La C1-topologie faible sur C1 (M,N) est la topologie
engendrée par la famille des N 1 (f ; (φ,U) , (ψ, V ) ,K, ε).

5.2.2 Définition de l’espace des immersions

Le but de cette sous section est de rappeler la définition de l’espace des
immersions, qui est l’objet central de cette thèse.

Définition 5.2.2. Une immersion entre deux variétésM et N est une appli-
cation de classe C1 f : M # N, telle que pour tout x ∈M , la differentielle
Txf : TxM −→ Tf(x)N est injective.
Un plongement est une immersion qui est un homéomorphisme sur son
image.

Définition 5.2.3. Deux immersions f, g : M # N sont régulièrement ho-
motopes s’il existe une application de classe C1

F : M × [0, 1] −→ N

(x, t) 7→ Ft (x) = F (x, t)

telle que F0 = f, F1 = g et chaque Ft est une immersion.

Définition 5.2.4. L’espace des immersions de M dans N , que l’on note
Imm (M,N), est l’ensemble de toutes les immersions f : M # N muni de
la topologie induite par la C1-topologie faible de C1 (M,N). C’est-à-dire,

Imm (M,N) = {f : M # N | f est une immersion}.

L’espace des immersions de M dans N n’est pas connexe en général. Si
f : M # N est une immersion on notera :

Imm (M,N ; f)

la composante connexe de Imm (M,N) contenant f .

Pour la suite faisons la remarque suivante :

Remarque 5.2.5. Si M et N sont deux variétés de classe C1 alors les
classes d’équivalence d’homotopie régulière de M dans N s’identifient aux
composantes connexes de l’espaceImm (M,N).

Définition 5.2.6. L’espace des plongements de M dans N est le sous-
espace

Emb (M,N) = {f : M −→ N | f est un plongement}.
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5.2.3 Théorème de Smale-Hirsch

L’objectif de cette section est de rappeler le théorème central de la théo-
rie des immersions : le théorème de Smale-Hirsch (théorème 5.2.7). Ce théo-
rème nous sera d’une grande utilité dans la suite de ce travail en ce sens
que c’est le point de départ dans l’étude d’homotopie de Imm (M,N).

En appliquant la construction de Stiefel (voir la définition 3.2.1) aux
deux fibrés tangents τM et τN , on obtient le fibré

Stiefel (τM , τN ) : E repm (τN ) −→ E Stiefel (τM , τN ) π1−→M.

Un point typique de E Stiefel (τM , τN ) est une GL (m)-orbite [(x, v) , (y, w)]
où v = (v1, · · · , vm) est un m-repère de l’espace tangent au point x ∈M et
w = (w1, · · · , wm) est un m-repère de l’espace tangent de N au point y et

π1 [(x, v) , (y, w)] = x.

Notons Γ (Stiefel (τM , τN )) l’espace des sections de ce fibré (voir la défini-
tion 2.9.1). Nous allons à présent rappeler la construction de "Smale-Hirsch"
qui est une application continue

s : Imm (M,N) −→ Γ (Stiefel (τM , τN ))
(f : M → N) 7→ (s (f) : M −→ E Stiefel (τM , τN )) .

Soit f ∈ Imm (M,N), montrons comment la section s (f) est construite.
Si x ∈M,v = (v1, · · · , vm) est un m-repère dans TxM alors on pose

df×mx (v) := (dfx (v1) , · · · , dfx (vm))

(où dfx : TxM −→ Tf(x)N est la différentielle de f en x) qui est un m-repère
de f en x. Ceci induit une application

φf : E prin (τM ) −→ E prin (τM )× E repm (τN )
(x, v) 7→

(
(x, v) ,

(
f (x) , df×mx (v)

))
qui est clairement GL (m)-équivariante, et donc elle induit une applica-

tion entre les espaces d’orbites
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φ̄f : E prin (τM )
GL (m) −→ E prin (τM )×GL(m) E repm (τN ) .

Comme prin (τM ) est un GL (m)-fibré principal, il vient que la source de φ̄f
est canoniquement homéomorphe àM et le but de φ̄f est E Stiefel (τM , τN ).
Ceci induit donc une application

s (f) : M −→ E Stiefel (τM , τN ) .

Il est facile de vérifier que s (f) est une section de π1 et qu’elle dépend
continûment de f (par la C1-topologie). Dans [15] Morris Hirsch démontre
le résultat suivant :

Théorème 5.2.7 (Smale-Hirsch). Soient M et N deux variétés de dimen-
sions m et m+ k respectivement, avec k ≥ 1. Alors, l’application

s : Imm (M,N) −→ Γ (Stiefel (τM , τN ))

est une équivalence d’homotopie.

Ce théorème est d’une importance capitale dans la théorie des immer-
sions. En effet, il réduit les calculs des groupes d’homotopie de l’espace des
immersions aux calculs des groupes d’homotopie de l’espace des sections qui
semble être plus abordable. Une des premières applications de ce théorème
est obtenue lorsque M est parallélisable et N = Rm+k. En effet dans ces
conditions le fibré de Stiefel est trivial, dès lors l’espace des sections est l’es-
pace des fonctions de M dans repm

(
Rm+k

)
. Plus précisément nous avons

le résultat suivant.

Corollaire 5.2.8. Soit M une variété de dimension m et k un entier stric-
tement positif. Si M est parallélisable alors

Imm
(
M,Rm+k

)
'Map

(
M, repm

(
Rm+k

))
.

Une autre application (peut être la plus surprenante) du théorème de
Smale-Hirsch est le fameux théorème de Smale, plus connu sous le nom du
théorème d’inversion de sphère, qui stipule que deux immersions de S2 dans
R3 sont isotopes. Plus précisément on a le résultat suivant :

Théorème 5.2.9. [31] L’espace Imm
(
S2,R3) est connexe.

Dans la suite de ce chapitre nous utiliserons le théorème de Smale-Hirsch
pour étudier le type d’homotopie rationnelle de Imm (M,N).
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5.2.4 Immersion, classes de Pontryagin et classe d’Euler

Dans cette section on rappelle des liens importants entre la classe d’Eu-
ler, les classes de Pontryagin et les immersions. la plus part des résultats de
cette section sont inspirés de [1]. On commence avec la proposition suivante.

Proposition 5.2.10 ([25] corollaire 3.5). Soient M et N deux variétés de
classe C1 avec dimM ≤ dimN . Alors, pour toute immersion f : M # N ,
avec N riemannienne, il existe la decomposition en somme de Whitney

f∗τN ∼= τM ⊕ νf .

Définition 5.2.11. Si f : M # N est une immersion, alors le fibré νf est
appelé fibré normal de f .

Pour la suite rappelons que p̄i (τM ) ∈ H4i (M,Q) , i ≥ 1 sont des élé-
ments homogènes vérifiant(

1 + p1 (τM ) + · · ·+ pbm2 c (τM )
)

(1 + p̄1 (τM ) + · · · ) = 1. (5.2.1)

Notons que pour raison de degré, les classes de Pontryagin de M de degré
plus grand que m sont nulles. C’est-à-dire

∀i > m

4 , pi (τM ) = 0.

En vertus de cela l’équation (5.2.1) devient :(
1 + p1 (τM ) + · · ·+ pbm4 c (τM )

)
(1 + p̄1 (τM ) + · · · ) = 1.

Dans la proposition suivante on montre que sous certaines conditions
ces éléments coincident avec les classes de Pontryagin du fibré normal.

Proposition 5.2.12. Soient M une variété de dimension m et N une va-
riété riemannienne de dimension m+ k. Si f : M # N est une immersion
alors pour tout i ≥ 1 :

p̄i (τM ) = pi (νf ) .

Démonstration. En effet, d’après la proposition 5.2.10

f∗τN ∼= τM ⊕ νf .

Donc pour tout i ≥ 1 on a l’égalité suivante entre les classes de Pontryagin
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pi (f∗τN ) = pi (τM ⊕ νf ) .

D’autres part d’après [25, Théorème 15.3]

∀i ≥ 1 on a pi (τM ⊕ νf ) =
∑
t+j=i

pt (τM ) pj (νf ) .

donc

1 +
∑
t+j=1

pt (τM ) pj (νf ) + · · ·+
∑

t+j=m
pt (τM ) pj (νf )

=
(
1 + p1 (τM ) + · · ·+ pbm2 c (τM )

) (
1 + p1 (νf ) + · · ·+ pb k2 c

(νf )
)

Par conséquent(
1 + p1 (τM ) + · · ·+ pbm2 c (τM )

) (
1 + p1 (νf ) + · · ·+ pb k2 c

(νf )
)

= 1 + p1 (τN ) + · · ·+ pbm+k
2 c (τN ) .

Comme pour tout i ≥ 1, pi (τN ) = 0 on a

(
1 + p1 (τM ) + · · ·+ pbm2 c (τM )

) (
1 + p1 (νf ) + · · ·+ pb k2 c

(νf )
)

= 1.

Dès lors
1 + p1 (νf ) + · · ·+ pb k2 c

(νf ) = 1 + p̄1 (τM ) + · · · .

De cette proposition on déduit facilement le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.13. Soient M une variété de dimension m et N une variété
riemannienne de dimension m+k. Supposons que pour tout i ≥ 1, pi (τN ) =
0. Si f : M # N est une immersion, alors :

∀i ≥ k

2 , p̄i (τM ) = 0.
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5.3 Homotopie rationnelle de l’espace des immersions d’une
variété dans une autre variété

Dans toute cette section N est une variété riemannienne. Notre objectif
est de démontrer que chaque composante connexe de Imm (M,N) a le type
d’homotopie rationnelle d’un espace fonctionnel lorsque la classe d’Euler de
M et toutes les classes de Pontryagin de N . C’est le théorème suivant :
Théorème 5.3.1. Soient M et N deux variétés simplement connexes de
dimension m et m+ k respectivement. Supposons qu’elles sont de type fini
et que k ≥ 2. Si la classe d’Euler de M est nulle ou k est impair et si toutes
les classes de Pontryagin rationnelle de N sont nulles, alors pour toute
immersion f : M # N nous avons une équivalence d’homotopie rationnelle

Imm (M,N ; f) 'Q Map (M,E repm (τN ) ;φf )

où φf de M dans E repm (τN ).
Démonstration. Comme M est immersible dans N et ∀i ≥ 1, pi (τN ) = 0,
alors d’après le corollaire 5.2.13 on a

∀i ≥ k

2 , p̄i (τM ) = 0,

dès lors si la classe d’Euler de M est nulle ou si k est impair, du corol-
laire 4.6.3 nous déduisons que le fibré Stiefel (τM , τN ) est rationnellement
trivial. Par la suite son rationalisé, Stiefel (τM , τN )Q, est trivial et d’après le
corollaire 2.9.6 son rationalisé par fibre, Stiefel (τM , τN )(Q), est aussi trivial.
D’un autre côté, du théorème 5.2.7 nous avons :

Imm (M,N) ' Γ (Stiefel (τM , τN )) .

Par conséquent si f : M # N est une immersion, il existe une section

s (f) : M −→ E Stiefel (τM , τN )

telle que

Imm (M,N ; f) ' Γs(f) (Stiefel (τM , τN )) .

Vu que E repm (τN ) est simplement connexe (car N est simplement
connexe et k > 1), et que M est simplement connexe et de type fini (par
hypothèse), d’après le théorème 2.9.7 nous avons l’équivalence suivante :

Γs(f) (Stiefel (τM , τN ))Q ' Γrs(f)
(
Stiefel (τM , τN )(Q)

)
. (5.3.1)

où



94 Chapitre 5. Homotopie rationnelle de Imm (M,N)

r : EStiefel (τM , τN ) −→ E Stiefel (τM , τN )(Q)

est la rationalisation par fibre. Comme lStiefel (τM , τN )(Q) est trivial de
(5.3.1) nous avons l’équivalence suivante

Γrs(f)
(
Stiefel (τM , τN )(Q)

)
' Map

(
M, (E repm (τN ))Q ;φf

)
' Map (M,E repm (τN ) ;φf )Q

où φf est la composante de s (f) à valeur dans E repm (τN ).

Corollaire 5.3.2. En plus des hypothèses du théorème 5.3.1, si la classe
d’Euler de N est nulle, alors pour toute immersion f : M # N il existe
deux applications continues φ1

f : M −→ N et φ2
f : M −→ repm

(
Rm+k

)
telle

que

Imm (M,N ; f) 'Q Map
(
M,N ;φ1

f

)
×Map

(
M, repm

(
Rm+k

)
;φ2

f

)
.

Démonstration. Si la classe d’Euler de N est nulle, du corollaire 4.6.4 on a

E repm (τN ) 'Q N × repm
(
Rm+k

)
.

Par conséquent d’après la proposition 1.7.3 et le théorème 5.3.1, nous avons

Imm (M,N ; f) 'Q Map
(
M,N × repm

(
Rm+k

)
;φf

)
.

La conclusion vient de la proposition 1.7.4.

5.4 Homotopie rationnelle de l’espace des immersions d’une
variété dans un espace euclidien

Dans cette section on s’intéresse au cas N = Rm+k. Plus précisément, on
étudie le type d’homotopie rationnelle de Imm

(
M,Rm+k

)
, où m > 0 est

la dimension de M et k > 1 est la codimension. Ce cas est particulièrement
intéressant en ce sens que beaucoup de nouveaux résultats (intéressants
bien évidemment) vont apparaître. Cette section sera subdivisée en deux
sous sections suivant la parité de k. Dans la première partie (section 5.4.1)
on étudie le cas où k est impair. On montre ensuite que sous de bonnes
hypothèses (liées aux classes de Pontryagin de M), toutes les composantes
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connexes de Imm
(
M,Rm+k

)
ont le même type d’homotopie rationnelle.

Mieux, on montre que chaque composante a le type d’homotopie rationnelle
d’un produit d’espaces d’Eilenberg-Maclane qui ne dépendent que de la
cohomologie rationnelle de M et de k (voir le théorème 5.4.3). Dans la
deuxième partie (section 5.4.8), on étudie bien évidemment le cas où k est
un entier pair. On montre que dans ce cas le type d’homotopie rationnelle
des composantes connexes de Imm

(
M,Rm+k

)
n’est pas toujours le même

(théorème 5.4.8). Mais, on verra qu’avec une hypothèse supplémentaire (liée
à la cohomologie rationnelle de M) toutes les composantes connexes ont le
même type d’homotopie rationnelle (corollaire 5.4.9). Les résultats obtenus
dans cette section (théorème 5.4.3, théorème 5.4.8, corollaire 5.4.9) sont
parmi les principaux résultats de cette thèse et font l’objet de [37].

5.4.1 Cas où la codimension est impaire

On commence cette section par la définition d’un espace d’Eilenberg-
Maclane et de nombre de Betti rationnel d’un espace.

Définition 5.4.1. Soient G un groupe abélien et n ≥ 2 un entier. Alors un
espace d’Eilenberg-Maclane K (G,n) est un CW-compelexe connexe tel que{

πi (K (G,n)) = 0 si i 6= n

πn (K (G,n)) = G.

Définition 5.4.2. Le i-ème nombre de Betti rationnel d’un espace X, noté
bi (X), est la dimension de l’espace vectoriel rationnel Hi (X,Q). C’est-à-
dire,

bi (X) = dimHi (X,Q) .

Le i-ème nombre d’Hurewicz d’un espace X, noté hi (X), est la dimension
de l’espace vectoriel rationnel πi (X)⊗Q. C’est-à-dire

hi (X) = dim πi (X)⊗Q.

Nous allons montrer le théorème suivant.

Théorème 5.4.3. Soient M une varieté simplement connexe de dimension
m, et k ≥ 3 un entier impair. SiM est de type fini, alors chaque composante
connexe de Imm

(
M,Rm+k

)
a le type d’homotopie rationnelle d’un produit

d’espaces d’Eilenberg-Maclane, qui ne dépendent que de la codimension k et
des nombres de Betti rationnels de M .
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Nous avons aussi le résultat suivant.

Corollaire 5.4.4. Soit f une immersion de M dans Rm+k, et soit l’espace
Imm

(
M,Rm+k, f

)
la composante connexe de Imm

(
M,Rm+k

)
contenant

f . Alors, si k = 2s+ 1 avec s entier positif, on a l’équivalence d’homotopie
rationnelle suivante :

Imm
(
M,Rm+k; f

)
'Q

{∏
s≤i≤l+s

∏
1≤q≤4i−1Ai,q si m = 2l∏

s≤i≤l+s
∏

1≤q≤4i−1Ai,q ×K si m = 2l + 1,

avec

Ai,q = K
(
H4i−1−q (M,Q) , q

)
,

K =
∏

1≤j≤m+k−1
K
(
Hm+k−1−j (M,Q) , j

)
.

Lorsque k ≥ m + 1 l’espace des immersions de M dans Rm+k est sim-
plement connexe. Du théorème 5.4.3 nous déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 5.4.5. Soient M une variété simplement connexe de dimension
m et k un entier positif impair. Si M est type fini et k ≥ m + 1, alors
l’espace des immersions Imm

(
M,Rm+k

)
a le type d’homotopie rationnelle

d’un produit d’espaces d’Eilenberg-Maclane qui ne dépendent que de k et des
nombres de Betti rationnels de M .

Ce résultat est surprenant car il montre que lorsque k ≥ m + 1 le type
d’homotopie rationnelle de l’espace des immersions Imm

(
M,Rm+k

)
ne de-

pend que de nombre des Betti rationnels deM et de k, mais pas du tout des
classes de Pontryagin deM . En outre il faut noter que ce résultat généralise
le corollaire 5.2.8 Pour la démonstration de ces résultats on a besoin du
théorème suivant.

Théorème 5.4.6. [28, Théorème 1] ou [34] Soient X un espace topologique
et n ≥ 1 un entier impair. Alors toutes les composantes de Map (X,Sn) ont
le même type d’homotopie rationnelle. Chaque composante connexe a le type
d’homotopie rationnelle d’un produit d’espaces d’Eilenberg-Maclane qui ne
dépendent que des nombres de Betti rationnels de X. Plus précisément,

Map (M,Sn, f) 'Q
∏

1≤i≤n
K
(
Hn−i (X,Q) , i

)
.
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Ici Map (M,Sn, f) est la composante de Map (M,Sn) contenant f .

Démonstration du théorème 5.4.3. Soient f : M # Rm+k une immersion et

s (f) : M −→ E Stiefel (τM , τRm+k),

la section de Stiefel (τM , τN ) induite par f (voir équation (5.2.1)). D’après
le théorème 5.2.7 on a

Imm
(
M,Rm+k, f

)
' Γs(f) (Stiefel (τM , τN ))

où Γ (Stiefel (τM , τN ) , sf ) est l’espace des sections de Stiefel (τM , τN ) homo-
topes à sf . Soit

Stiefel (τM , τN )(Q) : E Stiefel (τM , τRm+k)(Q)
p(Q)−→M

le rationalisé par fibre de Stiefel (τM , τN ) et

(s (f))(Q) : M −→ (E Stiefel (τM , τRm+k))(Q)

l’application obtenue par composition de s (f) et de

E Stiefel (τM , τRm+k)
r(Q)−→ (E Stiefel (τM , τRm+k))(Q) .

Il faut noter que la classe d’Euler et toutes les classes de Pontryagin ration-
nelles de Rm+k sont nulles et comme k > 1, l’espace E repm (τRm+k), qui
est la fibre du fibré de Stiefel, est simplement connexe. Comme M est sim-
plement connexe, de type fini et k impair, d’après le corollaire 5.3.2, pour
toute immersion

f : M # Rm+k

nous avons l’équivalence rationnelle suivante :

Imm
(
M,Rm+k; f

)
'Q Map

(
M,Rm+k, φ1

f

)
×Map

(
M, repm

(
Rm+k

)
, φ2

f

)
.

Comme Rm+k est contractile, alorsMap
(
M,Rm+k, φ1

f

)
est contractile. Par

conséquent

Imm
(
M,Rm+k; f

)
'Q Map

(
M, repm

(
Rm+k

)
;φ2

f

)
.

Pour terminer, il suffit de montrer que l’espaceMap
(
M, repm

(
Rm+k

)
;φ2

f

)
a le type d’homotopie rationnelle d’un produit d’espaces d’Eilenberg-Maclane
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qui ne dépendent que des nombres de Betti rationnels de M . Comme k est
impair, d’après le corollaire 2.8.5, repm

(
Rm+k

)
a le type d’homotopie ra-

tionnelle d’un produit d’espaces d’Eilenberg-Maclane. Plus précisément

repm
(
Rm+k

)
'Q

{∏
s≤i≤l+sK (Q, 4i− 1) si m = 2l∏
s≤i≤l+sK (Q, 4i− 1)×K (Q, n) si m = 2l + 1,

où n = m+ k − 1.
Par conséquent

Map
(
M, repm

(
Rm+k

)
, φ2

f

)
'Q

{∏
s≤i≤l+sBi si m = 2l∏
s≤i≤l+sBi ×K1 if m = 2l + 1

où Bi = Map (M,K (Q, 4i− 1) ; si) et K1 = Map (M,K (Q, n) ; s0) avec
si : M −→ K (Q, 4i− 1) sont les composantes de (φ2

f )Q.
D’autre part, d’après le théorème 5.4.6 chaque composante connexe de l’es-
pace Map (M,K (Q, 4i− 1)) a le type d’homotopie rationnelle d’un pro-
duit d’espaces d’Eilenberg-Maclane qui dépendent seulement des nombres
de Betti rationnels de M . Plus précisément on a :

Map (M,K (Q, 4i− 1) , si) '
∏

1≤q≤4i−1
K
(
H4i−1−q (M,Q) , q

)
.

En posant
Ai,q = K

(
H4i−1−q (M,Q) , q

)
et

K =
∏

1≤j≤m+k−1
K
(
Hm+k−1−j (M,Q) , j

)
,

on obtient :

Map
(
M, repm

(
Rm+k

)
, φ2

f

)
'Q

{∏
s≤i≤l+s

∏
1≤q≤4i−1Ai,q si m = 2l∏

s≤i≤l+s
∏

1≤q≤4i−1Ai,q ×K si m = ł

avec ł = 2l + 1.

5.4.2 Cas où la codimension est paire

Dans cette section nous allons montrer les résultats suivants :
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Théorème 5.4.7. Soient M une variété simplement connexe de dimension
m, et k ≥ 2 un entier pair. On suppose que M est de type fini et que sa
classe d’Euler, e (τM ), est nulle. Si k ≥ m+1, Imm

(
M,Rm+k

)
est connexe

et nous avons l’équivalence d’homotopie rationnelle suivante

Imm
(
M,Rm+k

)
'Q Map

(
M,Sk

)
×K,

où Map
(
M,Sk

)
est l’espace des fonctions de M dans Sk et K est un pro-

duit d’espaces d’Eilenberg-Maclane qui dépendent seulement des nombres de
Betti rationnels de M .

Théorème 5.4.8. Soient M une variété simplement connexe de dimension
m et k ≥ 2 un entier pair. On suppose que M est de type fini et (τM ) = 0.
Si 2 ≤ k ≤ m, alors chaque composante connexe de Imm

(
M,Rm+k

)
a le

type d’homotopie rationnelle du produit

Imm
(
M,Rm+k, f

)
'Q Map

(
M,Sk, f̃

)
×K,

où
• Imm

(
M,Rm+k, f

)
est la composante connexe de Imm

(
M,Rm+k

)
conte-

nant f ,
• K est un produit d’espaces d’Eilenberg-Maclane qui dépendent seulement
des nombres de Betti rationnels de M , et
• Map

(
M,Sk, f̃

)
est la composante connexe de l’espace des fonctions de

M dans Sk contenant la fonction f̃ induite par l’immersion f .

Démonstration du théorème 5.4.7 et du théorème 5.4.8. De théorème 5.2.7,
on a une équivalence d’homotopie entre l’espace des immersions de M dans
Rm+k et l’espace des sections de Stiefel (τM , τRm+k)

Imm
(
M,Rm+k

)
' Γ (Stiefel (τM , τRm+k)).

– Si k ≥ m+1, la connexité de E repm (τRm+k), qui est de k−1, est plus
grande que la dimension deM , par conséquent l’espace des sections de
Stiefel (τM , τRm+k) est connexe et donc Imm

(
M,Rm+k

)
est connexe.

Maintenant on va montrer que Γ (Stiefel (τM , τRm+k)) a le type d’ho-
motopie rationnelle du produit de Map

(
M,Sk

)
et d’un produit d’es-

paces d’Eilenberg-Maclane. Comme M est simplement connexe, de
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type fini et de classe d’Euler nulle, et que ∀i ≥ 1, pi (τRm+k) = 0, alors
d’après le corollaire 5.3.2 on a :

Imm
(
M,Rm+k

)
'Q Map

(
M,Rm+k

)
×Map

(
M, repm

(
Rm+k

))
'Q Map

(
M, repm

(
Rm+k

))
.

La deuxième équivalence vient du fait queMap
(
M,Rm+k

)
est contrac-

tile. D’après le corollaire 2.8.5 on a

repm
(
Rm+k

)
'Q

{∏
s+1≤i≤l+s−1K (Q, 4i− 1)× Sk si m = 2l + 1∏
s+1≤i≤l+s−1 K (Q, 4i− 1)×B × Sk si m = 2l,

où
B = K (Q,m+ k − 1) .

Dès lors,

Map
(
M, repm

(
Rm+k

))
'Q

{
Bs,l ×H si m = 2l + 1
Bs,l ×A×H si m = 2l,

où

Bs,l =
∏

s+1≤i≤l+s−1
Map (M,K (Q, 4i− 1))

H = Map
(
M,Sk

)
A = Map (M,K (Q,m+ k − 1)) .

Finalement, le théorème 5.4.6 nous donne :

Imm
(
M,Rm+k

)
'Q

{
As,l ×H si m = 2l + 1
As,l ×H ×K si m = 2l,

où

As,l =
∏

s+1≤i≤l+s

∏
1≤q≤4i−1

K
(
H4i−1−q (M,Q) , q

)
K =

∏
1≤j≤m+k−1

K
(
Hm+k−1−j (M,Q) , j

)
.
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– Si 2 ≤ k ≤ m, dans ce cas Imm
(
M,Rm+k

)
n’est pas toujours

connexe. Si f : M # Rm+k est une immersion, en utilisant les mêmes
arguments que dans la preuve du théorème 5.4.3, on obtient

Imm
(
M,Rm+k; f

)
'Q

{
As,l ×G si m = 2l + 1
As,l ×G×K si m = 2l,

où

G = Map
(
M,Sk, f̃

)
, et

K =
∏

1≤j≤m+k−1
K
(
Hm+k−1−j (M,Q) , j

)
.

Corollaire 5.4.9. Si en plus des hypothèses du théorème 5.4.8, Hk (M,Q) =
0, alors toutes les composantes connexes de Imm

(
M,Rm+k

)
ont le même

type d’homotopie rationnelle, donc l’application f̃ peut être considérée comme
une constante.

Remarque 5.4.10. Lorsque k ≥ m+ 1, alors Hk (M,Q) = 0, de ce corol-
laire et du théorème 5.4.7 on déduit que le type d’homotopie rationnelle de
Imm

(
M,Rm+k

)
ne dépend que de nombre de Betti de M et de k comme

dans le cas de la codimension impaire.

Démonstration du corollaire 5.4.9. D’après le théorème 5.4.8, si e (τM ) = 0,
nous avons

Imm
(
M,Rm+k; f

)
'Q Map

(
M,Sk; f̃

)
×K,

où
• Imm

(
M,Rm+k; f

)
est la composante connexe de Imm

(
M,Rm+k

)
conte-

nant f ,
• K est un produit d’espaces d’Eilenberg-Maclane qui dépendent seulement
des nombres de Betti rationnels M , et

• Map
(
M,Sk; f̃

)
est la composante connexe de l’espace des fonctions de

M dans Sk contenant la fonction f̃ induite par l’immersion f .
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Pour finir, il suffit de montrer que :

Map(M,Sk; f̃) 'Q Map(M,Sk; 0).

Pour celà, considérons (Λ(x, y), d) le modèle minimal de Sk et (A, dA) un
modèle de M de dimension finie. Soit

φ : (Λ(x, y), d) −→ (A, dA)

un modèle de f̃ . Comme Hk(A, d) = 0, alors φ est homotope à une certaine
application qui envoie x sur 0. Remplaçons φ par cette application. Dès lors
φ(y) = a est un cocycle.
Maintenant considérons le morphisme

A⊗ Λ(x, y) σ=id⊗φ−→ A,

et procédons à un changement de variables en vue d’avoir :

σ(x) = σ(y) = 0.

Posons y′ = y − φ(y) = y − a et dy′ = dy.
On peut supposer avec la même différentielle que :

σ(x) = σ(y) = 0.

Toutes les étapes qui suivent dans la construction du modèle rationnel de
Map(M,Sk; f̃) dépendent seulement de Λ(x, y), A et σ. Le résultat est le
même pour tout f̃ . Par conséquent on a :

Map(M,Sk; f̃) 'Q Map(M,Sk; 0).

Ainsi toutes les composantes de Imm
(
M,Rm+k; f

)
ont le même type d’ho-

motopie rationnelle.

5.5 Croissance des nombres de Betti de l’espace des plonge-
ments

Dans cette section on donne quelques applications intéressantes des ré-
sultats obtenus dans la section 5.4. Plus précisément, on montrera que si M
est une variété satisfaisant à la dualité de Poincaré, la série de Hurewicz-
Poincaré (voir Définition 5.5.2) de Imm

(
M,Rm+k

)
s’exprime en fonction
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de la série de Betti-Poincaré de M (voir le théorème 5.5.3 et le théo-
rème 5.5.4). On déduira le corollaire 5.5.5, qui stipule que les nombres de
Betti de l’epace Imm

(
M,Rm+k

)
sont à croissance polynomiale. Cette sec-

tion sera clôturée avec le corollaire 5.5.9 qui montre la croissance exponen-
tielle des nombres de Betti de Emb

(
M,Rm+k

)
.

Définition 5.5.1. Une suite de réels positifs (an)n∈N est à croissance expo-
nentielle s’il existe N ∈ N et des constantes C1 et C2 (avec C1 ≥ C2 > 1),
tel que pour tout n ≥ N on ait :

Cn2 ≤
n∑
i=0

ai ≤ Cn1 .

En se rappelant de la définition des nombres de Betti (Définition 5.4.2),
nous avons la définition suivante :

Définition 5.5.2. La série de Betti-Poincaré d’un espace X est la série
génératrice des nombres de Betti de X,

BettiX (x) =
∑
i

bi (X)xi.

La série d’Hurewicz-Poincaré d’un espace X est la série génératrice des
nombres de Hurewicz de X

Hur (X) (x) =
∑
i

hi (X)xi.

Nous allons montrer le résultat suivant :

Théorème 5.5.3. Soient M une variété compacte, simplement connexe,
sans bord, de dimension m et k ≥ 3 un entier impair. Si k ≥ m

2 + 1, alors,
– si m est pair

Hur
(
Imm

(
M,Rm+k; f

))
= x2k−m−1 (1− x2m+2)

1− x4 BettiM (x) ,

– si m est impair,

Hur
(
Imm

(
M,Rm+k; f

))
= x3k−m−2 (1− x2m+2)

1− x4 (BettiM (x))2 ,
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où 1
1−x4 = 1 + x4 + x8 + · · ·

Démonstration. Dans toute la preuve bi désigne le i-eme nombre de Betti
de M .
D’après le corollaire 5.4.4, pour toute immersion f de M dans Rm+k on a :

Imm
(
M,Rm+k, f

)
'Q

{∏
s≤i≤l+s

∏
1≤q≤4i−1Ai,q si m = 2l∏

s≤i≤l+s
∏

1≤q≤4i−1Ai,q ×K si m = 2l + 1,
avec

Ai,q = K
(
H4i−1−q (M,Q) , q

)
K =

∏
1≤j≤m+k−1

K
(
Hm+k−1−j (M,Q) , j

)
.

Par conséquent :
– si m est pair on a :

Hur
(
Imm

(
M,Rm+k; f

))
=

m+k−1
2∑

i= k
2

4i−1∑
q=1

b4i−1−qx
q.

En posant q′ = 4i− 1− q, on obtient :

Hur
(
Imm

(
M,Rm+k; f

))
=

m+k−1
2∑

i= k
2

0∑
q′=4i−2

bq′x
4i−1−q′

=
m+k−1

2∑
i= k

2

x4i−1
0∑

q′=4i−2
bq′x

−q′

On effectue à nouveau un changement de variables en posant q” =
m− q′. On obtient dès lors que :

Hur
(
Imm

(
M,Rm+k; f

))
=

m+k−1
2∑

i= k
2

x4i−1−m
m∑

q′′=m−4i+2
bm−q′′x

q′′ .

Par la dualité de Poincaré, on a bm−i = bi, et par conséquent :

Hur
(
Imm

(
M,Rm+k; f

))
=

m+k−1
2∑

i= k
2

x4i−1−m
m∑

q′′=m−4i+2
bq′′x

q′′ .
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D’un autre côté, comme ∀i < 0, bi = 0 alors

∀i ≥ m+ 2
4 , on a

m∑
q′′=m−4i+2

bq′′x
q′′ =

m∑
q′′=0

bq′′x
q′′

et comme k ≥ m
2 + 1(hypothèse) on a donc :

m+k−1
2∑

i= k
2

x4i−1−m
m∑

q′′=m−4i+2
bq′′x

q′′ =
m+k−1

2∑
i= k

2

x4i−1−m
m∑

q′′=0
bq′′x

q′′ .

Donc

Hur
(
Imm

(
M,Rm+k; f

))
=
(
1 + x4 + · · ·+ x2m−2)

xm+1−2k BettiM (x) .

Pour finir, il suffit de remarquer que

1 + x4 + · · ·x2m−2 = 1− x2m+2

1− x4 .

– Si m est impair, on a :

Hur
(
Imm

(
M,Rm+k; f

))
=

m+k−1
2∑

i= k
2

x4i−1−m
m∑

q′′=0
bm−q′′x

q′′ ×K,

où

K = xk−1
m∑

j=−k+2
bjx

j = xk−1
m∑
j=0

bjx
j ; car k ≥ 3.

Le reste de la preuve est le même que lorsque m est pair.

Si la codimension est paire, nous avons le résultat suivant :

Théorème 5.5.4. Soient M une variété compacte sans bord, simplement
connexe de dimension m et k ≥ 2 un entier pair. On suppose que k ≥ m

2 +1.
Alors, si e (τM ) = 0 et Hk (M,Q) = 0 on a
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– Si m est impair

Hur
(
Imm

(
M,Rm+k; f

))
= x2k−m−1 (1− x2m)

1− x4 BettiM (x)×K1,

où

K1 = Hur
(
Map

(
M,Sk; 0

))
=
∑
i

(bk−i (M)− b2k−i−1 (M))xi.

– Si m est pair

Hur
(
Imm

(
M,Rm+k; f

))
= x3k−m−2 (1− x2m)

1− x4 (BettiM (x))2 ×K1.

Démonstration. La preuve se fait de la même manière que dans le cas où
la codimension est impaire. On utilise entre autres le corollaire 5.4.9 et [28,
Proposition 2.3].

Du théorème 5.5.3 et théorème 5.5.4 nous déduisons le résultat suivant.

Corollaire 5.5.5. Soient M une variété simplement connexe de dimension
m, et k ≥ 2. Si M est de type fini et si e (τM ) = 0 ou k impair, alors les
nombres de Betti rationnels de chaque composante connexe de l’espace des
immersions de M dans Rm+k sont à croissance polynomiale.

En vue d’énoncer le résultat ci-dessous, rappelons les définitions sui-
vantes :

Définition 5.5.6. La caractéristique d’Euler d’un espace X, notée χ (X),
est

χ (X) =
∞∑
i=0

(−1)i dimH i (X,Q) .

Définition 5.5.7. L’espace Emb
(
M,Rm+k

)
est la fibre homotopique de

l’inclusion
Emb

(
M,Rm+k

)
↪→ Imm

(
M,Rm+k

)
.

Théorème 5.5.8. [2]. Soit M une variété de dimension m et de caracté-
ristique d’Euler χ (M) ≤ −2. Alors, si k ≥ m + 1, les nombres de Betti
rationnels de Emb

(
M,Rm+k

)
sont à croissance exponentielle.

De ce théorème et du corollaire 5.5.5 on déduit le résultat suivant.
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Corollaire 5.5.9. Soit M une variété simplement connexe de type fini de
dimension m et de caractéristique d’Euler χ (M) ≤ −2. Suppose e (τM ) = 0
ou k impair. Si k ≥ m+1, les nombres de Betti rationnels de Emb

(
M,Rm+k

)
sont à croissance exponentielle.
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