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Introduction

Considérons deux variétés différentiables M et N. Nous supposerons
toujours dans cette introduction que les variétés sont de type fini, c’est-a-
dire que leurs nombres de Betti sont finis. Une immersion de M dans N est
une application différentiable

fiMe N

dont la dérivée en tout point x € M, d, f, est injective. Ce travail est centré
sur ’étude de ’espace des immersions

Imm (M, N)

défini comme ’ensemble de toutes les immersions f: M & N muni d’une
topologie convenable (la topologie C'-faible, voir la section 5.2). Un tel es-
pace d’immersions apparait pour la premiere fois dans la littérature en 1958
dans larticle [31] de Stephen Smale dans lequel il démontre le célebre théo-
réme affirmant qu’il est possible de “retourner” la sphére usuelle S? dans
R3. Plus précisément Smale établit qu’il existe une famille continue d’im-
mersions (ou “homotopie réguliere” dans la terminologie de Smale) reliant
le plongement standard fy de la spheére dans R? & la composée f; = Rf, ot
R est la reflexion autour du plan Oxy. Smale ne construit pas explicitement
une telle homotopie réguliere, mais il démontre que I'espace Imm (S? R3)
est connexe par arcs et donc deux immersions quelconques de S? dans R?
peuvent étre reliées par un chemin continu, correspondant exactement a une
homotopie réguli¢re. La preuve de la connexité de Imm (S?,R?) se base sur

1



2 Introduction

les techniques de la topologie algébrique ramenant le calcul de I’ensemble
des composantes connexes a certains calculs sur des groupes d’homotopie
supérieure d’autres espaces.

En généralisant les résultats de I’article original [31] S.Smale et M.Hirsch

ont donné dans ([15],[32]) une description homotopique de Imm (M, N)
pour des variétés plus générales que M = S? et N = R? & partir du type
d’homotopie de ces variétés et de leurs fibrés tangents. Cependant calculer
les invariants de Imm (M, N) reste difficile. Dans ce travail nous utiliserons
la puissance calculatoire de ’homotopie rationnelle pour obtenir une des-
cription plus explicite de ces espaces d’immersions. Nous obtiendrons ainsi
par exemple des formules explicites pour les nombres de Betti rationnels et
les rangs des groupes d’homotopies de certains espaces d’immersions.
Une motivation de ce travail vient de ’étude des espaces de plongements
entres variétés, Emb (M, N). Grace & des méthodes récentes de Goodwillie-
Weiss ([10], [36] ), il est possible d’obtenir une description homotopique de
Emb (M, N). Pour des raisons techniques il est en fait en général plus facile
de décrire le type d’homotopie de

Emb(M,N)
qui est par définition la fibre homotopique
Emb(M,N) := hofibre (Emb(M,N) — Imm (M,N)).

On obtient ainsi que le type d’homotopie rationnelle de ’espace Emb (M, N)
peut se construire a partir des types d’homotopies rationnelles des espaces
Emb(M,N) et Imm (M,N) ce qui donne une motivation supplémentaire
pour notre travail, sachant qu’il y a des résultats intéressants sur le type
d’homotopie rationnelle Emb (M, N) (voir entre autres [3],[30],[33]).

Venons-en a la description plus précise de nos résultats et méthodes. Ex-
pliquons d’abord la théorie de Smale-Hirsch ([15]) donnant une description
homotopique de Imm (M, N). Etant donnée une immersion f: M & N, on
a pour tout point x € M une injection linéaire

dxf: TzM;)TyNa Y= f(m)v (1)

entre les espaces tangents des deux variétés. On peut construire un espace
fibré naturel

w: E Stiefel (tar, 77v) — M (2)
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dont la fibre au-dessus de tout point = € M consiste en des couples (y, \), ou
y € Net \: T,M — T,N est une une injection linéaire (voir chapitre 3 pour
les details sur cette "construction de Stiefel"). On voit alors que la famille
d’applications (d, f) de (1) paramétrée par z € M définit une section df du
fibré (2) :

E Stiefel (tpr, 7n)
y
df : \Lﬂ'
M

Si on note
r (E Stiefel (77, Tn) — M)

Pespace de toutes les sections continues de 7 (muni de la topologie compacte-
ouverte), 'opération de dérivation donne ainsi une application continue

&: Imm (M,N) — T (E Stiefel (tas,7v) — M)
f— df:z—dyf).

On a alors le théoreme remarquable suivant :

Théoréme A (Smale-Hirsch,[15]). Sidim M < dim N ou si N n'a pas des
composantes compactes alors

®: Imm (M, N) — T (E Stiefel (tas, 7v) — M)
est une équivalence d’homotopie faible.

L’étude de notre espace des immersions est ainsi ramenée a I’étude d’un

espace de sections d’un fibré explicite. D’autre part, des techniques dues a
André Haefliger dans[12] permettent de calculer le type d’homotopie ration-
nelle des différentes composantes connexes d’un espace des sections. Dans
notre cas, cet espace de sections dépend des fibrés tangents des deux varié-
tés.
Le type d’homotopie rationnelle du fibré tangent 75; d’une variété M est
completement déterminé par un modele rationnel de M et des représentants
des classes de Pontryagin et d’Euler du fibré tangent (car la cohomologie
rationnelle de I'espace classifiant BSO (m) du fibré vectoriel est une algebre
polynomiale engendrée par les classes de Pontryagin universelles et la classe
d’Euler universelle (si m est pair)).
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En conséquence il est naturel d’espérer pouvoir déterminer le type d’ho-
motopie rationnelle des composantes connexes de Imm (M, N) a partir des
modeles rationnels de M et N et des classes de Pontryagin et d’Euler de ces
variétés. Ce sont des résultats de ce type que nous poursuivons dans cette
these et dont nous énongons un florilege ci-dessous.

Pour énoncer nos premiers résultats fixons quelques notations. Si X et YV
sont deux espaces topologiques,

Map (X,Y)

est l'espace des applications continues de X dans Y (muni de la topologie
compacte-ouverte), et si ¢: X — Y est une application continue alors

Map (X,Y;¢)

est la composante connexe de Map (X,Y’) contenant ¢. De mémessi f: M 9
N est une immersion

Imm (M, N; f)

est la composante connexe de Imm (M, N) contenant f.
D’autre part, on note Erep,, (1) l'espace des m-repeéres de 7. Autrement
dit on a un espace fibré au-dessus de NV

Erep,, (tn) — N

dont la fibre au-dessus d’un point est la variété de Stiefel des m-reperes
de R, rep,, (R™), avec n = dim N (voir sectionl.5 pour les détails sur la
construction de ce fibré des repéres).

Rappelons que deux espaces simplement connexes ont le méme type d’homo-
topie rationnelle s’ils sont connectés par un zigzag d’applications continues
induisant des isomorphismes en homologie rationnelle. La théorie de Sulli-
van permet de completement encoder le type d’homotopie rationnelle d’un
espace par un objet algébrique appelé modele rationnel (voir la section 2.2
pour les détails de cette théorie). Si deux espaces X et Y ont le méme type
d’homotopie rationnelle alors on écrit

Xﬁ@y

Nous montrons les résultats suivants.
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Théoréme B (Théoreme 5.3.1). Soient M et N deux variétés simplement
connezes de dimension m et m + k respectivement avec k > 2. Si la classe
d’Fuler de M est nulle ou k est impair et si toutes les classes de Pontryagin
rationnelles de N sont nulles, alors pour toute immersion f: M & N nous
avons

Imm (M, N; f) ~qg Map (M, Exep,, (Tn) ; ¢f) ,
pour une certaine application ¢f.

Théoréme C (Corollaire 5.3.2). Si en plus des hypothéses du théoréme B,
la classe de d’Euler de N est nulle, alors pour toute immersion f: M & N
il existe deux applications continues qﬁ}: M — N et d)?c: M — rep,, (Rm+k>
telles que

Imm (M, N; f) ~g Map (M, N: ¢}) x Map (M, rep,, (Rm+k) ;¢§) .

Lorsque la variété d’arrivée est un espace euclidien, N = R™+* on
obtient des résultats plus précis qui dépendent de la parité de la codimension
k. Plus précisément dans le cas ou la codimension est impaire nous prouvons
le résultat suivant.

Théoréme D (Théoréme 5.4.3). Soient M une variété simplement connexe
de dimension m, et k > 3 un entier impair. Alors, chaque composante
connexe de Imm (M, Rm+k) a le type d’homotopie rationnelle d’un produit
d’espaces d’Eilenberg-Maclane, qui ne dépendent que de la codimension k et
des nombres de Betti rationnels de M.

De manieére surprenante, ce dernier résultat entraine qu’en codimension
impaire suffisamment grande (plus précisément si k > m), le type d’homo-
topie rationnelle de Imm (M , Rm+k) ne dépend que de k et des nombres de
Betti rationnels de M, mais pas du tout des classes de Pontryagin de M !
En codimension paire la situation est un peu plus subtile. En effet, le type
d’homotopie rationnelle des composantes connexes de ’espace des immer-
sions dans un espace euclidien en basse codimension peut dépendre du choix
de la composante connexe. Plus précisément nous avons les résultats sui-
vants.

Théoréme E (Théoreme 5.4.7). Soient M une variété simplement connexe
de dimension m et k > m + 1 un entier pair. St la classe d’Euler de M est
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nulle, alors nous avons [’équivalence d’homotopie rationnelle suivante :
Imm (M, Rm+k) ~g Map (M, Sk) x K,

ou K est un produit d’espaces d’Filenberg-Maclane qui ne dépendent que de
codimension k et des nombres de Betti rationnels de M.

Il faut noter que lorsque &k > m+1, Imm (M , Rm+k) est connexe. Dans
le cas non connexe nous avons le théoreme suivant.

Théoréme F (Théoreme 5.4.8). Soient M une variété simplement connexe
de dimension m et k > 2 un entier pair. Si la classe d’Euler de M est nulle,

alors chaque composante connexe de Imm (M, ]Rerk) a le type d’homotopie
rationnelle du produit

Imm (M, RMHE, f) ~o Map (M, sk, f) x K.

Remarquons qu’on connait des exemples de variété M (par exemple
M = S*¥) telle que le type d’homotopie rationnel de Map (M Sk F ) dépend

de la classe d’homotopie de f. Ceci n’est pas possible lorsque H* (M,Q) =0.
Ceci nous amene au résultat suivant.

Théoréme G (Corollaire 5.4.9). Si en plus des hypothéses du théoréme F
HF* (M,Q) =0, alors toutes les composantes connexes de I'mm (M, R’"‘H")
ont le méme type d’homotopie rationelle.

Les résultats précédents montrent que, lorsque la classe d’Euler de M
est nulle ou k est impair, le type d’homotopie rationnelle de ’espace des
immersions de M dans un espace euclidien de large codimension ne dépend
que de cette codimension et des nombres de Betti rationnels de la variété.
Ceci nous permet d’obtenir des formules explicites pour la série génératrice
des rangs des groupes d’homotopie de ces espaces des immersions. Nous
obtenons ainsi le résultat suivant pour les variétés compactes.

Théoréme H (Théoreme 5.5.3). Soient M une variété compacte, simple-
ment connexe, sans bord, de dimension m, et k > 3 un entier impair. On
suppose que k > 5 + 1. Alors, on a la formule explicite suivante qui donne
les rangs des groupes d’homotopie de Imm (M, R™tk, f) a partir de la série
de Poincaré de M et la codimension k. Ainsi la série

Zi:?rcmg i (Imm (M, R™HE f)) zt
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est donnée par :

xzk—m—l (1 _ $2m+2)

A Py () st m pair
Bk—m—2 (] _ 5,2m+2
i . ( 4:5 ) (Par (2))* sim impair
-z

m
Py (x) =) dim H; (M, Q) 2" est la série de Poincaré de M.
i=1

Dans le cas ol la codimension est paire et H* (M, Q) = 0 nous obtenons.

Théoréme I (Théoreéme 5.5.4). Soient M une variété compacte sans bord,
simplement connexe de dimension m et k > 2 un entier pair. On suppose
que k > 5 + 1. Si la classe d’Euler de M est nulle et si H*(M,Q) = 0,
alors la série :

irang e (Imm (M, R™TF f)) z’
est donnée par :

x2k:—m—1 (1 o me)

T Py () x K st m impair
—x

3k—m—2 1— 2m
x 1 —(x4 v") (Py (2))? x Ky sim pair

ol
K=Y (dim H* (M, Q) — dim H2*~=1 (M, Q)) .

7

Notons que ces résultats impliquent que le rang des groupes d’homotopie
rationnelle d’un espace d’immersions dans un espace euclidien sont & crois-
sance polynomiale (voir le corollaire 5.5.5). D’autre part il est montré dans
[2] que les nombres de Betti rationnels de Emb (M, N) sont & croissance
exponentielle dés que la caractéristique d’Euler x (M) < —2. On déduit des
lors le résultat suivant :

Théoréme J (Corollaire 5.5.9). Soit M une variété simplement connexe de
dimension m et de caractéristique d’Euler x (M) < —2. Supposons que la
classe d’Euler de M est nulle ou k impair . Si k > m+ 1, alors les nombres
de Betti rationnels de Emb (M, Rm+k> sont a croissance exponentielle.
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Plan du travail

— Dans le chapitre 1 on rappelle les notions de base du fibré et de 'es-
pace des fonctions qui seront utilisées dans tout ce travail.

— Dans le chapitre 2 on rappelle les notions de base de I’homotopie ra-
tionnelle. Entre autre, on rappelle la construction de modele d’adgc
du fibré, du fibré de Borel et du fibré dont la fibre est un espace ho-
mogene. Un nouveau résultat dans ce chapitre est le théoreme 2.8.1
qui donne la construction d’un modéle d’adgc du fibré des repéres as-
socié a un fibré vectoriel. Ce chapitre sera cloturé par un rappel sur
I’homotopie rationnelle de I'espace des sections.

— Dans le chapitre 3 nous introduisons la notion de la construction de
Stiefel. On montrera par la suite beaucoup de propriétés importantes
de cette construction. Le résultat principal de ce chapitre est le théo-
reme 3.3.2. Enfin, il faut noter que cette construction est cruciale pour
la construction du modele rationnel de I'espace des immersions.

— Dans le chapitre 4 nous construisons un modele rationnel de la construc-
tion de Stiefel. Le principal résultat de ce chapitre est le théoréme 4.1.1.

— Dans le chapitre 5 nous étudions le type d’homotopie rationnelle de
I’espace des immersions entre deux variétés. Dans ce chapitre on dé-
montre tous les résultats énoncés dans I’'introduction.



CHAPITRE 1

Fibré des repeéres

1.1 Introduction

Dans ce chapitre on rappelle les propriétés du fibré et de ’espace des
fonctions qui sont nécessaires dans cette these.

Plan du chapitre

— Dans la section 1.2 on rappelle la définition du fibré, du fibré vecto-
riel, du morphisme entre fibrés. On termine cette section avec quelques
exemples de base.

— Dans la section 1.3 on rappelle des constructions des fibrés qui sont
trés importantes dans cette these. Plus précisément, on parle de pro-
duit fibré et du complémentaire orthogonal d’un fibré vectoriel.

— Dans la section 1.4 on rappelle la définition de G-fibré principal, du
fibré associé a un G-fibré principal et du fibré Borel. On rappelle entre
autre des G-espaces, du théoreme de classification de G-fibré principal
et des fibrés associés a un G-fibré principal.

— Dans la section 1.5 on rappelle la notion du fibré des repéres associé
a un fibré vectoriel. Cette construction est tres importante pour ce

9



10 Chapitre 1. Fibré des repéres

travail, plus précisément pour la construction du fibré de Stiefel (voir
le chapitre 3). On commence avec la définition de variété de Stiefel et
de variété de Grassmann.

— Dans la section 1.6 on rappelle la notion des classes de Pontyagin et
d’Euler d’un SO (m)-fibré principal. Ces objets sont au centre de cette
these.

— Dans la section 1.7 on rappelle la notion de ’espace des fonctions et
on donne quelques propriétés importantes de cet espace.

1.2 Notions de base sur les fibrés

Dans cette section on rappelle la définition de fibré, de morphisme entre
fibré et on donne des exemples de fibrés.

1.2.1 Définitions

Commengons par la définition d’un fibré.

Définition 1.2.1. Soit F' un espace topologique. Un fibré £ de fibre F' est un
triplet £ = (E,p, B), ou E, B sont des espaces topologiques et p: E — B
est une application continue vérifiant :
1. Pour toutb e B, p~1 (b) & F.
2. Pour tout b € B, il existe un couple (U, h) appelé carte locale en b, o
U C B est un voisinage ouvert de b, et h : U x F — p~* (U) est un
homéomorphisme rendant commutatif le diagramme suivant :

UxF
pri /

On dira que E est l’espace total, B est l’espace de base, p la projection, et
(U, h) la trivialisation locale. La fibre au-dessus de b € B sera notée

Eé=pl(b).

Si F' est un espace vectoriel de dimension m et si pour toute trivialisation
locale (U, h), ’homéomorphisme h est linéaire, on dira que § = (E,p, B) est
un fibre vectoriel de rang m.
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Notation 1.2.2. Un fibré £ = (E,p, B) de fibre F' sera souvent noté
& F— FE -2 B

Exemple 1.2.3. On commence avec le fibré trivial.

Fibré trivial : Si F et B sont deux espaces, on peut construire un fibré
d’espace total E = B X F', de base B, de projection p=pri: Bx FF — B
et de fibre F.

Fibré tangent : Si M est une variété de dimension m, on définit sur celle-
ct un fibré vectoriel de rang m, dont la fibre au-dessus d’un point x € M
est Uespace tangent T,M en ce point. Ce fibré est noté oy = (TM,p, M).
St Ty est trivial on dit que M est parallélisable.

Définition 1.2.4. Un morphisme de fibrés ¢ : (E,p, B) — (E',p/, B'), est
la donnée d’une paire d’applications continues f : E — E' et f: B — B’
tel que le diagramme suivant commute :

Le morphisme de fibrés ¢ est un isomorphisme s’ existe un autre mor-
phisme

v (B9, B") — (E,p,B)

tel que
Yop=idpyp) et po =idp y p ).

Si (E,p, B) est isomorphe a (E',p', B") on notera :

(E,p,B) = (E',p/,B").

1.3 Quelques constructions de fibré

Dans cette section on rappelle quelques constructions des fibrés qui vont
étre utilisées dans la suite de notre travail.
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1.3.1 Produit fibré "pullback"

Soient £ = (E,p, B) un fibré de fibre F et f: X — B une application
continue. On peut définir un sous espace f*E de X x E de la facon suivante

fTE={(z,e) € X x Elp(x) = f(b)}.

On a aussi deux projections p; : f*EF — X et po : f*E — FE définies
par pi (z,e) = x et pa(x,e) = e. Ces constructions satisfont la propriété
universelle, c’est-a-dire pour tout diagramme commutatif

!

X ——B
f

/
E' i)
Py

il existe une unique application continue 1 : B/ — f*E telle que
pLoy =phet ppoy) =ph.

Ce qui peut se traduire par le diagramme suivant :

Proposition 1.3.1. [9, Exemple 1.56] Le triplet f*¢ = (f*E,p1, X) est un
fibré de fibre F'. On [’appelle produit fibré de & le long de f.

Proposition 1.3.2. f*¢ = (f*E,p1,X) a les propriétés suivantes :
—- Si & = (Ev,p1,B1) et n = (E2,p2, B2) sont des fibrés et f : By — Bo
une application continue alors

E=n= fE= .

- Si & = (FE,p,B) est un fibré et fy, f1 : X — B sont deux applications
homotopes, alors

fos = fig.
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1.3.2 Complémentaire orthogonal d’un fibré vectoriel

Dans cette section on rappelle la notion de complémentaire d’un fibré
vectoriel. On commence avec la définition de la métrique euclidienne d’un
fibré qui est un outil crucial pour la définition du complémentaire d’un fibré
vectoriel.

Définition 1.3.3. Soient £ = (E,p, B) un fibré vectoriel de fibre R™ et
E (£ ®E) Vespace de Whitney défini comme suit

E€®¢) ={(x,y) € ExElp(z) =p(y)}.
Une métrique euclidienne sur & est une application continue
pE(E®E) —R
telle que la restriction a chaque fibre est un produit scalaire.

La proposition suivante nous garantit son existence. Elle est immédiate
a partir de [17, Théoréeme 5.5, p 32] et [17, Théoréme 9.4, p 38].

Proposition 1.3.4. Tout fibré vectoriel dont l’espace de base est paracom-
pact peut étre muni d’une métrique euclidienne.

Convention 1.3.5. Dans toute la thése on suppose que les fibrés vectoriels
sont toujours munis d’une métrique euclidienne.

Si £ = (E,p,B) est un fibré vectoriel muni d’une métrique p et n =
(E',p', B) un sous fibré de &, nous pouvons construire le sous-fibré n* dont
lespace total est constitué des vecteurs de E orthogonaux a ceux de E’.
Nous obtenons ainsi un fibré vectoriel qui vérifie n ® nt = €.

Définition 1.3.6. 7+ est appelé complément orthogonal de 1 dans €.

1.4 Fibré associé a un fibré principal

Dans cette section on rappelle la construction du fibré associé a un G-
fibré principal. Cette construction est utile pour la construction de Stiefel
que nous allons introduire dans le chapitre 3. On commence avec la notion
de G-espace.
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1.4.1 G-espace

Dans cette section on rappelle la notion des G-espaces.

Définition 1.4.1. Un G-espace d droite est un espace X muni d’une ap-
plication
XxG—X
qui associe d tout couple (x,g) l’élément xg vérifiant les relations suivantes :
1. (g192) = (zg1) g2 YV € X et g1,92 € G,
2. zl=xVzreX.

Un G-espace a gauche est la donnée d’une application G x X — X
qui associe a tout couple (g,x) Uélément gx vérifiant les relations sui-
vantes :

1. (g192) = g1 (gox) Vx € X et g1,92 € G,
2. le=x Ve e X.

L’action de G sur X est dite libre si
gr=x<g=eVgecG,zeX ete l’élément neutre de G.
L’action de G sur X est dite transitive si
V(z,y) € X x X,3g9 € G|y = gx.

Remarque 1.4.2. Si X est un G-espace a gauche la relation

s = s_lx,

donne a X une structure de G-espace a droite. Comme il y a une bijection
entre les G-espace a gauche et les G-espace a droite souvent on ne précisera
pas.

Définition 1.4.3. Une application f : X — Y entre deux G-espaces est
dite G-équivariante si on a

f(zg)=f(z)g,Vz e X,g€G.
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1.4.2 Fibré principal

Définition 1.4.4. Considérons P = (P,p,B), ot P est un G-espace, B
est un espace topologique, et p: P — B est une application G-équivariante
(ici G agit trivialement sur B). Alors P = (P,p, B) est un G-fibré principal
s’il existe un recouvrement d’ouverts O de B et des applications continues
oq : O — P, appelées sections locales, vérifiant les propriétés suivantes :
1. po, =1d,
2. lapplication ho: Oy x G — p~1(0y) définie par (y,9) — 04 (y)g
est un homéomorphisme.

Un G-fibré principal est dit G-fibré principal universel si son espace total
est contractile.

Définition 1.4.5. Un morphisme de G-fibrés principaux

¢: (P1,p1,B1) — (P, p2, B2)
est un morphisme de fibrés, ou ¢: P — P est G-équivariante.

Proposition 1.4.6. [17, Théoréme 3.2, p 43] Si ¢ est un morphisme entre
deuxr G-fibrés principaux de méme base, alors ¢ est un isomorphisme de

fibrés.

Théoréme 1.4.7. [23, Théoréme p 197] Soient (EG,p, BG) un G-fibré
principal universel et B un CW complexe. Alors on a une bijection naturelle
entre l'espace [B, BG| et Uespace de tous les G-fibrés principauz au-dessus
de B, que l’on note P(B). On dit que BG est 1'espace classifiant des G-
fibrés principauz.

Définition 1.4.8. Si f : B — BG est une fonction continue et P =
(P,p, B) un G-fibré principal tel que P = f*EG, alors [ est appelé appli-
cation classifiante de P.

1.4.3 Fibré associé a un G-fibré principal
Dans cette section on rappelle la construction d’un fibré associé a un

G-fibré principal. Cette construction est indispensable pour la suite.

Soient P = (E, p, B) un G-fibré principal et F' un G—espace, alors E x F
est aussi un G-espace. L’action est définie par :
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(e,z)g = (eg,g_lm) poure€ E,x € Fetged.
Notons par F X F' 'espace des orbites de EF X F' par cette action et par
q: EXF — ExgF
la projection correspondante. L’application ¢ détermine une application
p: ExgF —B

via le diagramme commutatif suivant :

ExF—2 - ExgF

ml g

E B

Plus précisément nous avons
V(z,e) e X X E, ple,z] =ple).

Proposition 1.4.9. [11, Propositon 1, p.198-199] = = (E x¢ F,p,B) un
fibré de fibre F'.

Définition 1.4.10. Le fibré = est appelé fibré associé¢ a P de fibre F'.

1.4.4 Classification de fibré associé au fibré principal

Dans cette section on va rappeler la définition du fibré de Borel. On dé-
duira ensuite une propriété importante de fibré associé au G-fibré principal.
Soit G un groupe de Lie connexe opérant sur un espace topologique F'. On
considere un G-fibré universel principal (EG, p, BG).

Définition 1.4.11. Le fibré (EG x¢ F,p, BG) est appelé fibré de Borel de
fibre F.

Proposition 1.4.12. Soient P = (E,p, B) un G-fibré principal et
f:B— BG
sa classifiante. Si F est un G-espace, on a :
ExqgF=f"(EGxgF).

Démonstration. Voir [35, Lemme 1]. O
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1.4.5 Reéduction de structure de groupe

Dans toute cette section G est un groupe de Lie, et H un sous groupe
fermé de G.

Définition 1.4.13. Supposons que P = (P,p, B) est un G-fibré principal
et Q@ = (Q,q,B) est un H-fibré principal. Si f: Q — f(Q) C P est un
homéomorphisme vérifiant f (xg) = f(x)g pour x € Q et g € H, alors
Q = (Q,q, B) est appelé restriction de P = (P,p, B).

Proposition 1.4.14. [17, Théoréme 3.1, p. 75] Soient G un groupe de
Lie, et H un sous groupe fermé de G. Supposons que F est un G-espace,
donc a priori un H espace. Si P = (P,p,B) est un G-fibré principal, et
Q = (Q,q,B) sa restriction a H. Alors il existe un isomorphisme naturel
entre les fibrés associés (P xg F,p1,B) et (Q xg F,q1,B).

1.5 Fibré des repeéres associé a un fibré vectoriel

1.5.1 Variété de Stiefel et variété de Grassmann

Dans cette section nous rappelons les définitions de variété de Stiefel et
de variété de Grassmann. Nous commencons avec les définitions de m-repére
et de m-plan.

Définition 1.5.1. Soient q et n deuz entiers positifs avec ¢ < n.
— Un g-repére dans R" est la donnée de g-vecteurs linéairement indé-
pendants.
— Un g-plan dans R™ est un sous-espace vectoriel de dimension q.

Notation 1.5.2. On note rep, (R™) lespace de tous les q-repéres dans R™
muni de la topologie produit. C’est-a-dire,

rep, (R") = {(v1,- -+ ,vg) € (R")?] (v1,--- ,v,) est un g-repére},
et G4 (R™) l'ensemble de tous les q-plans dans R™. C’est-d-dire
G4 (R™) = {l’ensemble de tous les g-plans de R"}.

Soit

7 :rep, (R") — Gy (R")
Uapplication qui envoie un q-repere sur le g-plan qu’il engendre et donne a
G4 (R™) la topologie quotient résultante.



18 Chapitre 1. Fibré des repéres

Définition 1.5.3. Soient q et n deux entiers positifs avec ¢ < n. L’espace
rep, (R™) est appelé variété de Stiefel des g-reperes de R et G, (R™) est
appelé variété de Grassmann.

La variété de Stiefel rep, (R") admet une action naturelle du groupe
GL (q). L’action est donnée par :
Si g = (gi5) € GL(q) et si (v1---,vq) € rep, (R™), alors

(Ulv"' 7Uq)g:(w17"' 7w(1)

m
wj =Y vigij-
i=1
Pour g < n, on peut montrer qu’on a des homéomorphismes suivants :

SO (n)
SO (n—q)

SO (n)
SO (n—q) x SO (q)’

rep, (R") = et G4 (R") = (1.5.1)

et que (repq (R™), 7, Gy (R”)) est un SO (¢)-fibré principal.

Remarque 1.5.4. Sin = oo, rep, (R") est contractile (voir [24, Lemme
1.20] pour la preuve). Par conséquent, si on pose

ESO (q) = rep, (R*) et BSO (q) = G4 (R™),

le fibré (ESO (q),m, BSO (q)) est un SO (q)-fibré principal universel (voir
définition 1.4.4 pour la définition du fibré principal universel).

1.5.2 Fibré des repéres associé a un fibré vectoriel

Dans cette partie on rappelle brievement la notion de fibré des repeéres
associé a un fibré vectoriel. Pour plus de détails, nous suggérons la référence
[26] ou [11, chapitre 5]. Cette notion de fibré de repére sera largement utili-
sée dans le chapitre 3. Plus précisément elle sera utile pour la construction
de Stiefel.

Etant donné un fibré vectoriel

E:R"—FE(— B
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de rang n, on peut lui associer naturellement un fibré des m-repéres
rep,, (€) : rep,, (R") — Erep,, (£) = B

dont la fibre est la variété de Stiefel rep,,, (R™) et tel que les points de I’espace
total au-dessus de b € B correspondent aux m-reperes de la fibre vectorielle
Ey¢ = p~1(b). Cest-a-dire,

Erep,, (§) ={(b,V) | b€ B etV est un m — repere de Ep}

et 7w est la projection sur la premiére composante. L’action de GL (m)
sur chaque fibre rep,, (R") s’étend en une action naturelle de GL (m) sur
Erep,, (£). Lorsque m = n, on a rep,, (R™) = GL (n), et rep,, () n’est rien
d’autre que le fibré principal

prin (§) : GL (n) — Eprin({) — B

associé au fibré vectoriel &.
Lorsque ¢ : R — E — B est muni d’'une métrique euclidienne et est
orienté, nous pouvons considérer le fibré des m-repéres orthonormés

—_—~

fep,, (&) : Tep,, (R") — Efep,, (§) — B,

N

ol
Eprin (&) ={(,V),be B etV est un m-repére orthonormé de Ep}.

Dans ces conditions, lorsque m = n nous avons un SO (n)-fibré principal
associé a &

prin (§) : SO (n) — Eprin ({) — B.
Et on a le résultat suivant.

Proposition 1.5.5. Soit £: R™ — E¢ — B un fibré vectoriel de rang
m, muni d’une métrique euclidienne. Si B est un CW -complexe simplement
connexe, alors le SO (m)-fibré principal

prin (€) : SO (m) — Eprin (§) — B,
est la restriction du GL (m)-fibré principal

prin (§) : GL (m) — Eprin (§) — B.
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Démonstration. Ce résultat vient de [17, Corollaire 2.4, p.75] en remarquant

que
GL(m)
SO (m)

3

EZQ.

Le résultat qui vient est important pour la suite de notre travail.
Proposition 1.5.6. Le SO (m)-fibré principal universel
pring: SO (m) — ESO (m) =% BSO (m),
est isomorphe au SO (m)-fibré principal associé au fibré canonique ™,

prin (™) : SO (m) — E prin () ™ BSO (m),

Eprin (v™) = {(W,w) € BSO (m) x ESO (m) |w € W}
et pour (W,w) € Eprin (™) on a
Tpring (ym) (W w) = W.

Démonstration. Considérons 'application ¢: E prin (") — ESO (m) dé-
finie par ¥ (W, w) = w. Cette application est SO (m)-équivariante, en effet
pour g € SO (m) et (W, w) € E prin (y"™) nous avons

Y (W, w) g) = (W, wg) = wg.

D’autre part le diagramme suivant est commutatif

E prin (y™) v ESO (m)
”m /
BSO (m).

Par conséquent ¢ est morphisme entre les SO (m)-fibrés principaux prin et
pring. La conclusion vient de la proposition 1.4.6. O

Nous allons cloturer cette partie par un résultat important dans dans
la suite de notre travail. Plus précisément ce résultat sera utilisé pour la
preuve de lemme 3.2.4 et lemme 3.2.5 qui sont des résultats techniques
pour les principaux résultats de cette these.
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Proposition 1.5.7. Soit £ : R" — E{ — X wun fibré vectoriel de rang
n, avec n > 0. Soit f: X' — X une application continue. Si f*¢ est le
produit fibré de & le long f*§, alors pour r > 0, le fibré rep, (f*€) des r-
repéres associé a f*€ est le produit fibré du fibré rep,. (§) des r-repéres associé

a & le long de f.

Démonstration. Pour la preuve nous suggérons [29, p.52]. O

1.6 Classes de Pontryagin et classe d’Euler du fibré des re-
peéres associé a un fibré vectoriel

On commence cette section avec la construction de deux applications
qui seront importantes dans la suite. Considérons 1’isomorphisme

[: R® xR*® — R*®
(($O>"'7)7(y07"'7)) = (x(]vy()v"')a

et observons que si U C R et V' C R* sont des sous espaces de dimension
m et k respectivement, 'image de U x V' C R* x R™ est un sous espace
W C R* de dimension m + k. Ainsi I'isomorphisme ! permet de définir un
homéomorphisme entre G+ (R* & R*) et G, (R*). La classe d’homo-
topie de cet homéomorphisme ne dépend pas du choix de I’isomorphisme
[ (voir [23, p 186] pour plus de details). Nous avons donc une application
induite
By, : BSO (m) x BSO (k) — BSO (m+k)
U, V) = (UV).
De méme, en utilisant I'isomorphisme entre R® @ R et R> on définit une
application entre BSO (m) et BSO (m + 1) en envoyant un m-plan X sur
le m+ 1-plan X @R (voir [23, p 186] pour plus de details). Plus précisément
nous avons ’application
Bipy: BSO(m) — BSO(m+1)
X - XeR.

Le théoreme qui suit est un résultat clé pour la suite.

Théoréme 1.6.1. [24, Théoréme 7.1] Il existe des classes uniques p; dans
H* (BSO (m),Q) appelées classes de Pontryagin universelles et une unique
classe ey, dans H™ (BSO (m),Q) appelée classe d’Euler universelle telle
que :
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1. po=1,p; =0 sii> [Z] etey, =0 si m est impair et e2, =p sim=
20,

2. (Bim)" (pi) =pi et (Bim)" (em) =0,
8. (Bimx)" (pi) = Xpi1—i Pr @ Ps,
(Bimk)" (emtk) = em @ ey.
En plus la cohomologie rationnelle de BSO (m) est l'algébre polynomiale
sutvante :

{H* (BSO(m))@) :Q[plv"' apl} 82m:2l+1)
H* (BSO (m)7(@) = Q[pla 7p171762l] st m = 2.

A présent on définit les classes de Pontryagin et d’Euler d’un fibré vec-
toriel. La référence principale est [25].

Définition 1.6.2. Soient £ = (E,p, B) un fibré vectoriel orienté de rang m
et
f: B— BSO (m)

sa classifiante. Alors :

1. la i-eme classe de Pontryagin rationnelle de & est la classe de coho-
mologie '
pi (&) = f*pi € HY (B,Q);
2. la classe d’Euler rationnelle de & est la classe de cohomologie

e(§)=/f"eme H" (B,Q).

Les classes de Pontryagin et d’Euler doivent satisfaire la condition suivante.
Si (1#,1/;) : & — & est un morphisme des fibrés vectoriels on a

pi (€) = pi (§) ety e({) =e(§).

Définissons les classes de Pontryagin et la classe d’Euler du fibré princi-
pal.

Définition 1.6.3. Soient P = (E,p, B) un SO (m)-fibré principal et
f: B— BSO(m)

sa classifiante. Alors :



1.7. Espace des fonctions 23

1. la i-eme classe de Pontryagin rationnelle de P est la classe de coho-
mologie

pi (P) = f*pi € H*(B,Q);

2. la classe d’Euler rationnelle de P est la classe de cohomologie
e(P)=fem € H™ (B,Q).
Remarque 1.6.4. Si £ = (E,p, B) un fibré vectoriel orienté de rang m et
f: B— BSO (m)

sa classifiante. D’aprés la proposition 1.5.7 le SO (m)-fibré principal associé
ag
prin (§) : SO (m) — Eprin (§) — B

est aussi classifié par f. Dés lors on a
pi (prin (§)) = pi (§) et e (prin (£)) = e ().
Notation 1.6.5. Dans la suite les classes de Pontryagin et la classe d’FEuler

de prin (§) seront notées respectivement p; (§) et e (§).

1.7 Espace des fonctions

Dans cette section on rappelle quelques notions de base sur l’espace
des fonctions continues. Ces notions seront utilisées dans le chapitre 2 et
le chapitre 5. Les références sont [14, p.529-532], [17, p.4-5]. On commence
avec la définition suivante.

Définition 1.7.1. Considérons X etY deux espaces topologiques. On note
hom (X,Y') l’ensemble des applications continues de X wvers Y. Pour toute
partie compacte K de X et tout ouvert U de 'Y on définit le sous-ensemble
de hom (X,Y) suivant

W(K,U):={f €hom(X,Y)| f(K)cCU}.

La famille {W (K,U)} kv engendre une topologie sur hom (X,Y') qu’on ap-
pelle topologie compacte-ouverte.

Maintenant on définit ’espace des fonctions.
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Définition 1.7.2. Soient X et Y deux espaces topologiques. L’espace des
fonctions de X wvers Y, noté Map (X,Y), est hom (X,Y) muni de la topo-
logie compacte-ouverte.

L’espace des fonctions a les propriétés suivantes.

Proposition 1.7.3. [6, Corollaire 3.9] Soient X,Y, X' et Y’ des espaces
topologiques séparés. Si X est homotope a X' et Y homotope a Y' alors
Map (X,Y) est homotope & Map (X',Y"). C’est-a-dire

X~X"etY~Y = Map(X,Y) ~ Map (X',Y').
Proposition 1.7.4. [6, Proposition 3.6] Si X et Y1---Y,, sont des espaces

n
topologiques séparés, on a un homéomorphisme entre Map (X, HY,) et
i=1

n
H Map (X,Y;). C’est-a-dire
=1

Map (X,ﬁlﬁ) = ﬁMap(X,Yi).

i=1 i=1



CHAPITRE 2

Homotopie rationnelle et espace des sections

2.1 Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est de rappeler les outils de base de la
théorie de 'homotopie rationnelle, qui seront utilisés dans la suite de cette
these. Nous expliquerons entre autre le modele du fibré dont la fibre est
un espace homogene (section 2.6), ceci va nous permettre de construire un
modele d’adgc du fibré des repéres dans la section 2.8. Nous terminerons ce
chapitre par une note sur 'homotopie rationnelle de ’espace des sections
d’un fibré (section 2.9). Nous rappellerons entre autre la rationalisation de
I’espace des sections, puis nous allons rappeler le modele rationnel introduit
d’abord par A. Haefliger dans [12], et plus tard par E. H. Brown, R. H.
Szczarba dans [5] et U. Buijs, A. Murillo dans [7]. Ces résultats seront utili-
sés pour la preuve des principaux résultats de cette theése (voir le chapitre 5).

Plan du chapitre

— Dans la section 2.2 on rappelle les définitions et résultats de base de
la théorie de 'homotopie rationnelle. On parlera entre autres du type
d’homotopie rationnelle et de modele de Sullivan pour les espaces sim-
plement connexes. On finira cette section par un exemple classique qui
sera utile dans la suite.

— Dans la section 2.3 on rappellera la construction du modele de Sul-
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livan relatif d’un fibré. On commencera avec la définition d’algebre
relative de Sullivan.

— Dans la section 2.4 on rappellera la construction du modele d’un fibré
produit fibré.

— Dans la section 2.5 on rappellera la construction du modele de fibré
de Borel dont la fibre est un espace homogene.

— Dans la section 2.6 on construira un modele explicite du fibré dont la
fibre est un espace homogene.

— Dans la section 2.7 on rappellera le modele rationnel de BSO (n) et
de 'application classifiante du fibré vectoriel.

— Dans la section 2.8 on construira un modele d’adgc du fibré des repéres
associé & un fibré vectoriel. Les résultats obtenus dans cette section
sont parmi les nouveaux résultats de cette these.

— Dans la section 2.9 on rappellera la construction du modele de Sullivan
de l'espace des sections. On commencera avec la rationalisation de
I’espace des sections et on terminera le chapitre avec un exemple.

2.2 Théorie de I’homotopie rationnelle

Dans cette section on rappelle les notions de base de ’homotopie ration-
nelle. Les principales références sont [8], [9, chapitre 2].

Définition 2.2.1. Un espace X simplement conneze (c’est-a-dire conneze
par arc et tel que w1 (X,x0) = 0) est dit rationnel si pour tout entier
n > 2,7, (X) est un Q-espace vectoriel. Une rationalisation d’un espace
X simplement connexe est la donnée d’un espace rationnel Xq simplement
connexe et d’une application ®: X — Xq qui induit un isomorphisme

™ (X) ® Q = 7, (Xq) .-

Théoreéme 2.2.2. Soit X un espace simplement connexe. Alors, il existe
un espace rationnel Xq et une rationalisation ®: X — Xq. De plus, si Yo
est un espace rationnel simplement conmnexe, alors pour toute application
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continue f: X — Yg il existe une application continue g: Xo — Yo,
(unique a l’homotopie prés), telle que le diagramme suivant commute

Notation 2.2.3. Si f: X — Y est une application continue entre deux
espaces simplement connezxes, le théoréeme 2.2.2 nous montre qu’il existe une
unique application a homotopie prés entre les rationnalisés. Elle sera notée

f@: X@ — YQ.

Théoréme 2.2.4 (Whitehead-Serre). Si f : X — Y une application conti-
nue entre deux espaces simplement connezxes, alors les affirmations suivantes
sont équivalentes

~ 7. (f) ® Q est un isomorphisme ;

— H, (f,Q) est un isomorphisme ;

- H*(f,Q) est un isomorphisme.

Dans ce cas on dit que f est une équivalence d’homotopie rationnelle.

Définition 2.2.5. Deux espaces simplement connexes X et'Y ont le méme
type d’homotopie rationnelle s’il existe un zigzag

x oz g Iy
ou Zy,--+, 2 sont des espaces simplement connexes et les applications
fo, -+, fr sont des équivalences d’homotopie rationnelle. On note alors
X =~Q Y.

Proposition 2.2.6. Deux CW -complexes simplement connexes X etY ont
le méme type de I’homotopie rationnelle si et seulement si leurs rationali-
sations sont homotopiquement équivalentes,

X@ ~ YQ.
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2.2.1 Modele de Sullivan pour les objets algébriques

Dans cette partie on rappelle la notion du modele de Sullivan qui est un
outil indispensable pour la théorie de 'homotopie rationnelle.

Définition 2.2.7. Une algebre différentielle graduée commutative (adgc)
(A,d) est la donnée d’une algébre graduée A = BpenA" sur le corps Q, et
d’applications linéaires d : A™ —s A™L wérifiant les axiomes suivants :

— commutativité :

a-b=(=1)p.q

— régle de Leibnitz
d(a-b)=d(a)-b+ (1) d (),

pour tout a,b € A. Ici |a| est le degré de a (a € A™ si et seulement si
jal = n).
—dod=0. On dit que d est la différentielle.

Définition 2.2.8. Soient (A,da) et (B,dp) deux adgc. Un morphisme
d’adgc f: A — B est la donnée d’une famille d’applications f = (fp)
avec fp : A™ — B"™, telle que le carré

neN

AP da Antl

commute pour tout n. Un morphisme d’adgc est un quasi-isomorphisme sl
induit un isomorphisme en cohomologie.

Définition 2.2.9. Une algebre commutative libre au-dessus d’un espace
vectoriel V', que l'on note AV, est le quotient
TV

AV = —
Iv

ou TV = @V®k est lalgebre tensorielle et I C TV est lidéal engendré
k>0

par les éléments de la forme a - b — (—1)|aHb| b-a pour a,be V.
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Définition 2.2.10. Une algebre de Sullivan est une adge de la forme
(AV,d) telle que V' admet une base bien ordonnée {xq}acr, ot I est un
ensemble bien ordonné, tel que d (zo) € A(zg),4_,,. Une algébre de Sullivan

est dite minimale si d (V) C AZ2V.

B<a

Définition 2.2.11. Un modéle de Sullivan d’une adge (A,d) est la donnée
d’une algébre de Sullivan (AV,d) et d’un quasi-isomorphisme d’adgc

Y: (AV,d) = (A,d).

Si (AV,d) est minimal on dit que c¢’est un modele minimal de A.

2.2.2 Modele de Sullivan pour les espaces

La correspondance entre la topologie et I’algebre se fait grace a une paire
de foncteurs. Le foncteur des PL-formes (PL= "piecewise linear") noté Apy,
qui va de la catégorie des espaces topologiques, noté Top, vers la catégorie
des adgc notée ADGC, et le foncteur réalisation noté, | - |, qui part de
ADGC vers Top.

APLITOP = ADGC||
X = APL(X).

La construction de ces foncteurs est due & D. Sullivan, elle se trouve dans [8].
Une propriété importante du foncteur Apy, est que pour chaque espace sim-
plement connexe X on a un isomorphisme entre la cohomologie rationnelle
de X et celle de Apr, (X) :

Donc Apy, (X) encode complétement le type d’homotopie rationnelle de X.
Toute adge faiblement équivalente & Apr, (X) est appelée modele de X.

Définition 2.2.12. Le modéle de Sullivan de Apr, (X) est appelé modeéle
de Sullivan de [’espace X, pour X espace simplement connexe. Il est noté
mx,

mx: (AV,d) i> APL (X) .

Le théoréme suivant est fondamental en homotopie rationnelle.
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Théoréme 2.2.13. Soient X etY deux espaces simplement connexes dont
la cohomologie de chacun est de type finie. Alors X et Y ont le méme
type d’homotopie rationnelle si et seulement si Apr, (X) et Apr (Y) sont
faiblement équivalent. C’est-a-dire,

XQQY<:>szmy.

Exemple [Modele des spheres S™].
La cohomologie rationnelle de S™ est une algebre extérieure a un généra-
teur en degré n. Si w dénote le cocycle de Apy, (S™) représentant la classe
fondamentale en degré n, on a un morphisme d’adgc

’QZJZ (A(J:),O) — APL(Sn)

x — w.

Sin est un entier impair, A (z) est une algebre extérieur a un seul générateur
et par conséquent ¥ un quasi-isomorphisme.
Si n est un entier pair, A (z) a pour base 1,x, 22, --- et v n’est pas un quasi-
isomorphisme. Cependant, pour des raisons de degré, w? est un cobord.
C’est-a-dire

w? = da,
pour un certain « en degré 2n — 1.
On ajoute donc un générateur y de degré 2n — 1 a A (x) avec dy = x
on définit

2, et

¥ (A(z,y),d) — ApL (S")

par 1 () = w et 1 (y) = o

Un calcul simple montre que 1, x est une base pour H* ((A (z,y),d),Q),
et par conséquent 1 est un quasi-isomorphisme. Finalement, pour n pair,
un modele de S™ est (A (x,y),d).

2.3 Modeéle d’un fibré

Dans cette section on rappelle la construction du modele relatif de Sul-
livan d’un fibré. On commence par la définition suivante.

Définition 2.3.1. Une algebre relative de Sullivan est une adgc de la forme
(B® AV, D), ou
~ B=B®]1 est une sous-adgc avec H° (B,Q) = Q,
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- 1®V=V={Vp}p21,
-V =UlyV (k) ou V(0) C V(1) C --- est une suite croissante de
sous espaces gradués vérifiant la condition de nilpotence, c’est-da-dire

D:V(0)—BetD:V(k)— BAV (k—1).
L’algébre (B ® AV, D) est dite minimale si
D (V) C BT ®@ AV + B ® A=%V.

Définition 2.3.2. Soient ¢: (A,da) — (B,dp) un morphisme d’adgc
avec HY (A, Q) = 0. Un modele relatif de Sullivan de ¢ est la donnée d’'une
algébre relative de Sullivan (A ® AV, D) et d’un quasi-isomorphisme

0: (A® AV,D) = (B,dp)

rendant commutatif le diagramme suivant :

o

(A® AV,D)

ot i est l'inclusion de A®1 dans A AV.

La proposition qui suit nous garanti ’existence du modele relatif de
Sullivan.

Proposition 2.3.3. /8, Proposition 14.3] Un morphisme d’adgc
(;5: (A,dA) — (B,dB)
admet un modéle relatif de Sullivan si H® (A,Q) = HY (B,Q) = Q et H' (¢)
injectif.
Soit & = (E, p, B) un fibré de fibre F'. On suppose que B est simplement
connexe et que E est connexe par arc. Nous allons rappeler la construction

du modele relatif de Sullivan de p: £ — B. Soit j : FF — FE l’inclusion de
la fibre en yg € B. En appliquant Apy, au digramme commutatif

r—7’ .p

L

{yO} 4>B7
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on obtient le diagramme commutatif suivant :

o
App (F) L2 40 (B)

T TAPL (»)

Q “— Apr (B)

ou ¢ est 'augmentation correspondant a yq.
Comme B est simplement connexe H' (Apy (p)) = 0. D’apreés la proposi-
tion 2.3.3, p admet un modele relatif de Sullivan de la forme :

L’augmentation € : Apy, (B) — Q définit une algebre de Sullivan quotient
(AV,d) = Q @4, (5) (Apr (B) @ AV, d).

Ainsi, on forme le diagramme commutatif suivant :

o
Apr, (F) re) Apr (E) Apr (B)

mT NTAPL(IJ) NTm

(AV, J) <A@ AV,d) < (A, da),

ou (A,d4) est un modele de B.

Théoréme 2.3.4. [8, Théoréme 15.5]. Si un des espaces gradués H, (B, Q),
H, (F,Q) est de type fini, alors

m: (AV,J) — APL (F)
est un quasi-isomorphisme.

2.4 Modele du produit fibré

Dans cette courte section on va rappeler le modele relatif de Sullivan du
produit fibré (voir la section 1.3.1 pour la définition du produit fibré).
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Tout d’abord on fixe un fibré £ = (E,p, B) de fibre F', on suppose que
B et F sont simplement connexes. Considérons une application continue
f: X — B et désignons p': £’ — X le produit fibré de p le long de f. Si

(A® AW, d) =5 App (E)

est un modele relatif de Sullivan de Apr, (p) et ®¢ : (A4,d) — (C,d) un
modele de f, alors on a le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.1. [9, Théoréme 2.70] Le modéle relatif de Sullivan de
Apr (p') est de la forme

(C® AW, D) — Apr, (E'),
ou D est la différentielle définie par
D (w)=(®;®1)d(w)
avec Py @ 1 la multiplication naturelle

01 A@ AW — C @ AW.

2.5 Modele du fibré de Borel

Dans cette section on construit un modele du fibré de Borel, qui a été
défini dans la section 1.4.4, dont la fibre est un espace homogene (c’est-a-
dire le quotient des groupes de Lie). Cette construction sera tres utile dans
le chapitre 4.

Soient G et H deux groupes de Lie compacts et simplement connexes. On
considere K, un sous groupe fermé de H et p : G — H un morphisme
de groupes de Lie. L’espace homogene % admet une action du groupe G
définie par :

g-hK = (u(g)h) K.

Cette action définit le fibré de Borel
H
m: EG X, % — BG.

L’inclusion de K dans H, que nous notons par v, et le morphisme p induisent
respectivement des applications entre les espaces classifiants

Bv: BK — BH, et By : BG — BH.
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Comme G, H et K sont simplement connexes alors les espaces classifiant
BG, BH et BK le sont aussi, et d’apres [4, Théoréeme 19.1] leurs co-
homologies rationnelles H* (BG,Q), H* (BH,Q) et H* (BK,Q) sont des
algebres libres qu’on notera AV, AV et AVk. Donc (AVg,0), (AVy,0) et
(AVk,0) sont les modeles minimaux de BG, BH et BK respectivement.
On notera

Bu* : (AVy,0) — (AVg,0), et Bv* : (AVy,0) — (AVk,0),
les modeles de Bu et By respectivement. On note par sV la suspension de

i

I’espace vectoriel gradué Vg défini par (sVg)' = Vﬁ“. On définit une adgc
(AVg @ AVk ® AsV,d), ou d est définie par

{dx:()sixe Ve @ Vi,

d (sv) = Bup* (v) — Bv* (v) si sv € sVj.

On a ainsi le résultat suivant :

Théoréme 2.5.1. [22, Proposition 5.1] Avec les notations ci-dessus,
(AVg,0) = (AVg @ AVk ® AsVy, d)

est un modéle relatif de Sullivan du fibré de Borel

W:EGX’&%—)BG.

2.6 Modele du fibré associé a un G-fibré principal avec fibre
espace homogeéne

Tout d’abord, notons que la notion du fibré associé a été rappelée dans
la section 1.4.3. Dans cette section on construit le modele du fibré associé
a un G-fibré principal lorsque la fibre est un espace homogene. Considérons
le fibré I

o
P xq e — B
associé au G-fibré principal P — B. D’apres la proposition 1.4.12, il existe
f: B — BG tel que P x, £ —s B soit le produit fibré de 7 : EG x}, & —
BG le long de f. Ce qui se traduit par le diagramme suivant :

H f H
PXZ‘FHEGXZF

|,

B BG.
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Si

¢f : (AVG7O) — (AvdA)
est un modele de f, le théoreme 2.4.1 nous permet de déduire le résultat
suivant :
Corollaire 2.6.1. Le fibré P x/, % — B admet un modéle de la forme
(A, dA) — (A R AV @ AsVy, D) ,

avec

Dy =da
D\VK =0
D (sv) =4y ((Bp)* (v)) — Br* (v) sisv e sV.

2.7 Modele de BSO (n) et de ’application classifiante du fi-
bré vectoriel

2.7.1 Modele de BSO (n)

Rappelons que d’apres le théoréme 1.6.1 la cohomologie rationnelle de
la grassmannienne orienté BSO (n) est l'algebre

-~ H*(BSO(n),Q)=Q [pl, e ,pan} si n est impair,
~ H*(BSO(n),Q) = Q [p1.-- ,ps1,eu] si n est pa.
ou deg (p;) = 4i et deg (e,) = n. Donc son modeéle minimal est :

. (A <p1,"' ,pnT—1) 70), si n est impair,

° (A (pl, e ,p%_l,en) ,O), si n est pair.

La forme de ce modele dépend donc de la parité de n. Pour obtenir une
formulation uniforme de ce modele indépendante de la parité de n, nous
introduisons la convention suivante dite convention du générateur optionnel.
Si n est un entier naturel nous désignerons par e, :

e un générateur de degré n, si n est pair,
e aucun générateur, si n est impair.

Par exemple, un modele de Sullivan de BSO (n) est donné par
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n—1
(A ({pt}: t est un entier compris entre 1 et 5 ,en> ,0)

avec deg py = 4t. Dans ce modele, par convention, le générateur e, n’appa-
rait que si n est pair. Ainsi un modele de BSO (3) est donné par (A (p1),0)
avec deg (p1) = 4. Tandis qu'un modele de BSO (4) est (A (p1,e4),0) avec

deg (p1) = deges = 4.

De maniere analogue nous désignerons par e, :
e un générateur de degré n, si n est impair,
e aucun générateur, si n est pair.

Ainsi par exemple, un modele de SO (n) est donné par
. . n—1 _
<A ({xt}: t est un entier compris entre 1 et —5 en_1> ,O)

avec deg (z;) = 4t — 1. Nous dirons que e, et €, sont des générateurs op-
tionnels, car ils n’apparaissent que pour une certaine parité de n.

2.7.2 Modele de P’application de classifiante du fibré vectoriel

Soit £ un fibré vectoriel orienté de rang n au-dessus d’un espace simple-
ment connexe X et

f: X — BSO (n)

son application classifiante. Notre objectif dans cette section est de rappeler
un modele rationnel de f.
Considérons

n—1
<A ({pt}: t est un entier compris entre 1 et 5 ,en> ,O)

le modele minimal de BSO (n) construit dans la section 2.7.1. Supposons
que
1. (A,d4) est un modele d’adge de X,
2. pi (€) € A Nkerdy sont des représentants des classes de Pontrayagin
de ¢,

3. e(&) € A" Nkerdy est un représentant de la classe d’Euler de £ (si n
est pair).
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Alors d’apres [8, bas de la page 217] un modele d’adgc de f est donné par

Q;Z)f : (A ({pt}v en) ) 0) — (Av dA)

avec
Yy (pe) =pe (§) et vy (en) = e (&) sin est pair.

2.8 Modéele rationnel du fibré des repeéres

Dans cette section nous allons utiliser le corollaire 2.6.1 pour construire
un modele relatif de Sullivan du fibré des m-repéres associé a un fibré vec-
toriel de rang m + k (voir la section 1.5.2 pour la définition). De cette
construction nous allons déduire un résultat classique qui est celui du mo-
dele minimal de la variété de Stiefel (corollaire 2.8.5). Ces résultats seront
utilisés dans le chapitre 5 pour étudier le type d’homotopie rationnelle de
I’espace des immersions.

Soit n: R™** — En — Y un fibré vectoriel de rang m + k avec Y
simplement connexe. Considérons

Tep,, (77) $T€PDy, (Rm+k) — Erepm (77) — Y>

le fibré des m-reperes qui lui est associé. Notre objectif dans cette section
est de construire un modele rationnel de rep,, (7).

Soit (A,d4) un modele d’adge de Y. Considérons (A ({z;i}, €mir—1),0) et
(A ({bi}, er),0) les modeles de Sullivan minimaux de SO (m + k) et BSO (k)
respectivement et ou les générateurs sont définis comme suit :

m+tk—1
2

1. z; pour 1 << avec i entier et |x;| = 4i — 1,

2. bjpour 1 <j< % avec j entier et |bj| = 47,
3. si k est pair un générateur ey de degré k,
4. si m + k est pair un générateur €,, 1 de degré m + k — 1.

Nous allons construire un modele relatif de Sullivan avec ces générateurs.
Par convention si un générateur n’apparait pas dans cette liste, on consideére
dans les formules ci-dessous que ce générateur est nul. Entre autres, lorsque
k est un entier impair il n’y a pas de générateur e et lorsque m + k est
impair il n’y a pas de générateur €,,,_1. De méme si i > % alors par
convention b; = 0 dans les formules définissant D ci-dessous.
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Soient p; (1) et e (n) dans A Nkerdy des représentants des classes de Pon-
tryagin et d’Euler de 7 respectivement. Définissons un modeéle relatif de
Sullivan

(A®A({xi}v{bj}>ekaém+k—l)7D)7 (2'8'1)

ou la différentielle D est définie par :

® Dy =dy,

e Dz; =p;(n) —bi si2i #ket Dx; =p; (n) — e} si 2i =k,
e Db; =0,

e Dep =0,

e Dépyr1=¢e(n).

Il faut noter que les générateurs ey et €,,4+1—1 sont optionnels et n’appa-
raissent que sous certaines conditions de parité de k et m + k.

Théoréme 2.8.1. Soit un fibré vectoriel orienté n de base Y et de rang
m + k avec k > 1. Supposons Y simplement connexe et soit (A,da) un
modeéle d’adgc de Y. Alors un modéle d’adgc du fibré des m-repéres associés

an
rep,,, (1) : xep,,, (R™*) — Evep,, (1) — Y,
est donné par
(A, da) = (A A({zi}, {05}, ers emin-1), D) (2.8.2)

construit en (2.8.1) et ot les générateurs ey, et €p,+k—1 n'apparaissent que
pour certaines parités de m et m + k.

Dans le tableau ci-dessous nous donnons une description compléte de

(A@A({zi}, {bj}; ers emik-1) , D)
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suivant les parités de m et de k

i A®A({xi}7{bj}7ek7ém+kfl)7
el <i<l+s—letl<j<

o A® A({z;},{b}, er),
e 1<i<I+set

s—1,
1<53<s—-1
® D‘A:dAa Dij 7dS ’
k=25 | Duy = pi(n) —bisii £ set | AT B
ngszps(n)—ei’ hd sz:pZ(n)_bz sii#s

et Dxs = ps(n) — ez,

L] Dbj :Dek :0,
e Db; = Dej, =0,

® Dépyp1=¢ (77)

A A({zi},{b}, emir—1),

A A i)bl
o A®A({zi}, {b}) e 1<i<I+setl1<j<s,

e 1 <i<l+setl<j<s,

k=2s+1 | 4 Dy = da, o Djy=da,
e Dx; =p;(n) — by,
® Doi=pi(n) —bi o« Db; =0
i =Y,

e Db; =0, -
o Dépyp—1 =e(n).

Remarque 2.8.2. le théoréeme 2.8.1 est utile en ce sens qu’il fournit un
modéle de Erep,, (1), qui n’est rien d’autre que la fibre du fibré Stiefel (£, 7).

Pour la preuve de ce théoréme nous avons besoin du résultat suivant.

Lemme 2.8.3. On a un isomorphisme de fibré au-dessus de'Y entre rep,, (1)
et le fibré

Erep,, (Rm+k> — Eprin (1) Xsom+k) £ 1ep,, (Rm+k> —Y,
associé au SO (m + k)-fibré principal
prin () : SO (m + k) — Eprin (n) — Y.
Démonstration. Définissons une application

Y1 Eprin () X so(m-+k) '€Pp, (Rm%) — Erep,, (1)
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par
(0 ([(33, U) 7y]) - (3?, Um) )

ou v, est la projection de v sur ces m premieres composantes. Cette appli-
cation est bien définie et est continue. En plus elle admet un inverse ¢!
défini par
-1
(0 (xﬂ)) = [(x’w)’y]v

ou
yepl(z) et w=vdvt,

vt étant le complémentaire orthogonal de v dans Eprin (1), O]
Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 2.8.1.
Démonstration du théoréeme 2.8.1. Tout d’abord, remarquons que le fibré
Eprin (1) X 50(m+k) TP, (Rm+k) —Y
est le produit fibré du fibré de Borel
ESO (m + k) X50(m k) TP (Rm+k) —»BSO(m+k)  (28.3)

le long de
f:Y —BSO(m+k).

D’apres le lemme 2.8.3 le fibré
Eprin (1) X 50(m+k) T€Pp, (Rm+k) — Y
est isomorphe a rep,, (). De ce fait on déduit que

rep, (77) : Erepm (77) —Y

est le produit fibré du fibré de Borel 2.8.3 le long de f. Comme k > 1, alors
rep,, (Rerk) est homéomorphe a %ﬂg)]ﬁ) (voir la proposition 2.8.5). En

utilisant la construction de la section 2.6, avec H = G = SO (m + k) et
K = S0 (k), on trouve un modele de p2 de la forme

(A, dA) — (A Q@ AVg ® AsVy, D) ,
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ou
(AVk,0) — Apr (BSO(k)),
(ASVH,O) i) APL(SO(’ITL+/€))
et
Dig=da
D|VK — 0

D (sv) =4y ((Bp)* (v)) — Br* (v) si sv € sV.
L’application 17 est le modele de f, Bu* est le modele de
Bu: BSO (m+k) — BSO (m+k),
et Br* est le modele de
Bv: BSO (k) — BSO (m+k).

Pour la suite nous allons discuter en fonction des parités de m et k.
- Sim=2l+1, k=2s+ 1, d’apres le théoreme 1.6.1,

H*(BSO (m),Q) = A(by,---,b)
H*(BSO (m+k),Q) = A(a1, - ,a1ts mik)
et les modeles de By et By sont définis par :
(Bp)* (ai) = ai
(Bv)*(a)) = by

D’un autre c6té, il faut noter que le modele rationnel de f est comple-
tement determiné par les classes de Pontryagin p; () et d’Euler e (n)
de n. Explicitement, on a

wf : (A(alv o Altsy em-‘rk‘)a 0) — (Aa dA) )
avec
Yy (a;) = pi(n)
vy (emk) = e(n).
Par conséquent, le modele de

Erep,,(n) — Y
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est
(A7dA) — (A®A($1, >$l+87ém+k—17b17”' 7b8)7-D)7
ou
Dig=da
Db, =0

Dzi = ¢y (Bp)* (ai)) — (Bv)* (a;) = pi (n) — bi
Deépmik-1=1e(n).
Pour les autres cas, en procédant de la méme maniere, on trouve :
sim=2l, k=2s+1, alors on a :
(AadA) — (A®A(x17 7xl+87b17'” 7b8)7-D)7
avec
Da=dpasiac A
Dz; = p; (n) — b
Db; =0
sim =2+ 1,k =2s,alorson a:
(A7 dA) — (A ® A(.%'l, e 7xl+87b17 e 7b8—176k)7D) 5
avec
Da=dpasiac A
Dx; =p;(n) — b sii#s
Dzs = ps (1) — e%
Dep, =Db; =0
sim=2l, k=2s, alorson a :
(A7dA) — (A & A(l’l, oy Tl4s—1, ém+k—17 bla e absfh ek:)a D) 3
avec
Da=dsasiac A
Dz;=p;i(n) —bisii#s
Dzs = ps(n) — €2

Deépyi—1 =e(n)
De;, = Db; = 0.
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O]

Remarque 2.8.4. P. Marry [21] a déja obtenu ce résultat avec une preuve
plus longue.

Dans le théoreme 2.8.1 nous avons construit un modele du fibré des
m-repeéres associé a 7). La fibre de ce fibré est pour k£ > 1 la variété de Stiefel

k) ~ SO (m+k
rep,, (R +k> = S(O (2—) )

Comme la fibre du modele est un modele de la fibre, nous retrouvons a
partir du théoreme 2.8.1 le modele d’adge classique de la variété de Stiefel.
En effet, la fibre du modele (2.8.2) est

(A ({ai} {bs} exsBmsn) . D)

(avec la convention que ey et €,,1,_1 n’apparaissent que sous certaines pa-
rités de k et m + k). De plus pour j < % nous avons

Dl‘j = —bj.

Dong, les premiers générateurs x;, pour i < %, viennent "tuer"' les géné-

rateurs b;. En conclusion nous avons le résultat classique.

Corollaire 2.8.5. [21, Proposition 3.1] Un modéle d’adgc de la variété de
Stiefel
SO (m+k)

SO (k)

12

rep,, (Rerk)
est donné par

(8 (2 sicmspm o Bnsin) . D)

(0t ey et €pyr—1 n'apparaissent que sik et m—+k sont pairs respectivement)
avec

1. D:cg = e% st k est pair,

2. Dx; = Dej, = Dém+k_1 =0 pour i > g
Remarque 2.8.6. Ce résultat montre que pour k > 1 la variété de Stiefel
rep,, (R“”k) a le type d’homotopie rationnelle d’un produit de sphéres. 11

sera utilisé dans le chapitre 5 pour l’étude de type d’homotopie rationnelle
de l’espace des immersions.
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2.9 Homotopie rationnelle de I’espace de sections

Soit ¢: F — E -+ B un fibré et s : B — E une section de ¢ (voir
Définition 2.9.1). On suppose que B et F' sont simplement connexes et B
est de type fini. Notre objectif dans cette partie est de rappeler les résultats
bien connus, sur I’homotopie rationnelle de ’espace des sections, qui seront
utilisés dans le chapitre 5. Les références principales pour cette partie sont
[7], [9, p.367-369] [12].

2.9.1 Rationalisation de I’espace des sections

Dans cette sous-section on rappelle la construction du rationalisé de
I’espace des sections. On commence par la définition de section d’un fibré
et de ’espace des sections.

Définition 2.9.1. Une section de £: F — E L5 B est une application
continue

s:B—F

vérifiant ps = id. On note I' (p) U'espace de toutes les sections de & muni de
la topologie compacte-ouverte. C’est-a-dire,

') ={s:B— E|ps=id}.

Si so est une section de & on notera Iy, (§) l'espace de toutes les sections
de & homotopes a sy. C’est-a-dire,

Iy, (§) ={s: B — E|s~sq et ps =id}.
Pour la suite de cette section on aura besoin des définitions suivantes.

Définition 2.9.2. [19, Début p.398] Un fibré & de fibre F simplement
conneze est dit rationnel si F' est un espace rationnel.

Définition 2.9.3. [19, Définition 3.1] Soit £: F — E 25 B un fibré de
fibre F' simplement connexe. La rationalisation par fibre de £ est la donnée
d’un fibré rationnel & F' —s E' 25 B et d’un morphisme de & vers &'
induisant une rationalisation sur les fibres. Le fibré £ est appelé rationalisé
par fibre de &.

Théoréme 2.9.4. [19, Théoréme 3.2 et Théoréme 6.1] La rationalisation
par fibre d’un fibré existe toujours si la fibre de ce fibré est simplement
conneze et est unique a [’homotopie pres.
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Notation 2.9.5. Dans la suite le rationalisé par fibre d’un fibré
&F—E-2B
de fibre simplement connexe sera noté
£t Fo — Eg -3 B.
Dans le résultat ci-dessous on va montrer que si le rationalisé d’un fibré
est trivial alors son rationalisé par fibre est aussi trivial. Le résultat est le

suivant.

Corollaire 2.9.6. Soit&: F — E % B un fibré avec F simplement conneze.
Si &g Fop — Eg i1 Bq est trivial alors §q): Fo — E() "Q B est trivial.

Démonstration. D’apres le théoreme 2.9.4 la rationalisation par fibre est
unique a I’homotopie prés. D’autres part on obtient le fibré ) par un

produit fibré de g le long de la rationalisation rqg: B — Bg. C’est-a-dire

Eg) —Eq

1) l po

Dés lors si {p est trivial le rationalisé par fibre {(q) est trivial.
O

Le résultat suivant nous donne la rationalisation de ’espace des sections.
Théoréme 2.9.7. [27, Théoréme 5.3] Soit & = (E,p, B) un fibré de fibre
F. On suppose que B et F' sont simplement connexes et que B est de type

fini. Alors pour toute section s de &, I's (§) est nilpotent et sir: E — Eq)
est la rationalisation par fibre de & 'application

Is (5) —> LI'ys (5(@))

est une rationalisation.
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2.9.2 Modele de ’espace des sections

Soit £ = (E, p, B) un fibré de fibre F. On Suppose que B et F' sont sim-
plement connexes et B est de type fini. Notre objectif dans cette section est
de donner une description du modele de I' (§) construit par Haefliger [12].
Plusieurs auteurs [5], [7], [9, p.367-369] ont repris cette construction. Consi-
dérons la projection p de & et fixons-en un modele

(A,d) = (A® AV, D),
dans lequel A est de dimension finie. Notons
(Aﬂ,a) - (hom (4,0Q) ,dﬁ)

la coalgebre différentielle graduée de A et considérons ’algebre commutative
libre Z-graduée

(A(A@AV@Aﬂ),D),

la différentielle D est induite par D et §. Soit J I'idéal différentiel engendré
par 1 ® 1 — 1 et des éléments de la forme

nef — S (D) (weg) (nes)),  (29.0)
J

boaef — 3 (DY b as s, (2.9.2)
J

ottv, vt €V, a € AV, be A, B e Al et A = >-; B85 @ By L'inclusion de
V dans A ® AV induit un isomorphisme d’algebre graduée

piA(Veat) —A(As AV @A) /)

de sorte que A (V ® Aﬁ) hérite d’une différentielle d qui fait de p un iso-
morphisme d’algebres différentielles graduées.

Théoréme 2.9.8. [12] (A (V ® Aﬁ) ,J) est un modéle de I" (§).

A présent on suppose que £ = (E, p, B) est un fibré trivial de fibre F' et
choisissons-en un modele d’adgc

(A,da) = (A,da) ® (AV,d),
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ot A est une adgc de dimension finie de B et (AV,d) un modele de Sulli-
van de F. Dans ce cas il est suffisant de considérer l'ideal différentiel J de
A (AV ® Aﬁ) engendré par 1 ® 1* — 1 et des éléments de la forme :

Vv @B — ZG@WW%M®@NW®W% (2.9.3)

J

ottvy,vg €V, fe Al et AB = >; B @ B7. Ici aussi,

pih(Veat) — A(AV @A)/ (2.9.4)

est un isomorphisme d’algébres graduées qui induit une différentielle d dans
A(AV @ 4F).

Théoréme 2.9.9. (A (AV ® Aﬁ> ,J) est un modéle de Map (B, F).

Exemple 2.9.10 (Modele de Map (S™, X)). Considérons un modéle fini
(A,0) de S™, ou A = Aa sin est impair, et A = (Aa) /a® sin est pair. Si
(AV,d) est le modéle minimal de X, le modéle de Map (S™, X) est l’algébre
de Sullivan relative (A (V @ s"V), D), ot s"V =d @V (d' est le dual de
a) et

{szd
D (s"v) = (—1)" s" (dz) .

Remarque 2.9.11. Pour la construction des modéles d’adgc des compo-

santes connexes de l’espace des sections d’un fibré nous suggérons les réfé-
rences [7] et [12].
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CHAPITRE 3

Construction de Stiefel

3.1 Introduction

Etant donné deux fibrés vectoriels orientés
&R — Be S X,
et
m-+k Ty
n: R — En —Y

de rang m et m + k respectivement, avec m et k des entiers positifs, nous
pouvons construire un diagramme

E Stiefel (€,n) —=Y

.

X

dont les deux applications 7, e sont des fibrés. Cette construction sera
appelée construction de Stiefel associée a & et n (voir définition 3.2.1 pour
la définition précise). L’importance de cette construction dans ’étude des
espaces des immersions vient du théoréme de Smale-Hirsch (voir le théo-
réme 5.2.7) qui identifie ’espace des immersions d’une variété M dans une
autre variété N a ’espace des sections du fibré

m1: E Stiefel (tpr, 78v) — M,

49
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ou Ty et T sont les fibrés tangents de M et N respectivement. Un résultat
fondamental de ce chapitre est le théoreme 3.3.2 qui permet d’obtenir le fibré
de Stiefel par des produits fibrés itérés a partir des applications classifiantes
de & et n. Plus précisément, nous démontrons qu’on a le diagramme des
produits fibrés suivant (dans lequel v est le fibré vectoriel universel de rang
m et f et g sont les applications classifiantes de £ et 7 respectivement) :

E Stiefel (&,n)

E Stiefel (v, n) Y (3.1.1)

e

71 BSO (m) x BSO (k)?BSO (m+ k)
p.b. i ’
pri
X 7 BSO (m).

Dans le chapitre suivant, nous déduisons facilement a I’aide du diagramme
(3.1.1) un modele rationnel de la construction de Stiefel associée a £ et n
a partir des modeles de X et de Y et des classes de Pontryagin et d’Euler
rationnelles de & et 7.

Plan du chapitre

— Dans la section 3.2 nous allons introduire la construction de Stiefel
associée a un couple de fibrés vectoriels. Cette construction vient avec
deux fibrés dont le fibré de Stiefel. Nous allons aussi donner quelques
exemples et propriétés de cette construction qui seront utiles dans la
suite de ce travail. Plus précisément nous allons donner ’exemple de
la construction de Stiefel dans le cas ou les deux fibrés sont triviaux,
et nous allons montrer que la construction de Stiefel & une propriété
de double fonctorialité (voir section 3.2.2).

— Dans la section 3.3 nous allons étudier un cas intéressant de la construc-
tion de Stiefel. 1l s’agit de la construction de Stiefel associée aux fibrés
vectoriels universels. Son importance vient du fait que la construc-
tion de Stiefel associée a un couple de fibrés vectoriels quelconque
s’obtient a partir de cette construction par un double produit fibré
(théoreme 3.3.2). En outre nous allons montrer que cette construction
(construction de Stiefel associée aux fibrés vectoriels universels) est
homotopiquement équivalente & un diagramme dont le modele ration-
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nel s’avere étre beaucoup plus facile (voir le théoreme 3.3.1).

3.2 Définition de la construction de Stiefel

Dans cette section nous allons introduire la construction de Stiefel asso-
ciée a deux fibrés vectoriels. Cette construction vient avec deux fibrés, dont
le plus important (dans notre travail) est appelé fibré de Stiefel associé a &
et 7 et est noté Stiefel (&, 7).

3.2.1 Construction de Stiefel associée a un couple de fibrés vec-
toriels

L’objectif de cette section est d’introduire la construction de Stiefel as-
sociée a un couple de fibrés vectoriels.

Soient deux fibrés vectoriels orientés
& R™ — BES X,

et
n: R™HF — pp ™y,

ou m et k sont des entiers positifs. On considére d’une part le fibré des
m-reperes associé a n (voir la section 1.5.2 pour la définition du fibré des
reperes)

rep,,, (1) : rep,, (R") — Erep,, (n) 2", (3.2.1)

et d’autre part le SO (m)-fibré principal associé & & (qui est le fibré des
m-reperes de &)

prin (€) : SO (m) — Eprin (€) 22 x. (3.2.2)

On a une action du groupe SO (m) sur E prin (§) et sur E'rep,, () (voir la
section 1.5.2). Ces actions induisent une action diagonale sur E prin () X
Erep,, (n). Considérons E prin (§) X go(m) £ rep,, (1) 'espace des orbites de
E prin (§) x E'rep,, (n) par action diagonale. Posons

E Stiefel (§,1) = Eprin (§) X 50(m) £ 1ep,, (1) -
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Nous avons le diagramme des fibrés suivant :

E Stiefel (¢,n) —>Y (3.2.3)
“i
X

ou les applications m; et mo sont définies pour tout [(x,u),(y,v)] dans
E Stiefel (§,n) par

1 [(x,u) ’ (y,’U)] =z et m [(JJ, U) ’ (y,’U)] =Y.
Notons que 7 est un fibré de fibre Erep,, ().

Définition 3.2.1. Soient £ et n deuz fibrés vectoriels orientés de rang m
et m + k respectivement, alors

1. Le diagramme (3.2.3) est appelé la construction de Stiefel associée a
& etn.
2. Le fibré
Erep,, (n) — E Stiefel (¢,1) =% X,

est appelé fibré de Stiefel associé a & et n. 1l est noté Stiefel (¢, 7).

Exemple 3.2.2. 5i & et n sont des fibrés vectoriels triviauz, alors
Eprin(§) = X x SO (m) et Erep,, (n) =Y X rep,, (R").

Par conséquent la construction de Stiefel associée a & et n est le diagramme
des fibrés triviaux

pr2

X xY xrep,, (R") —=Y

Pﬁi

X.

3.2.2 Double fonctorialité de la construction de Stiefel

Soient & et 7 deux fibrés vectoriels avec rang (§) < rang (n). Dans cette
section nous allons montrer que si f*¢ et g*n sont respectivement les pro-
duits fibrés de £ et 1) le long de f et g alors, la construction de Stiefel associée
a f*& et g*n s’obtient a partir de la construction de Stiefel associée a & et
par un double produit fibré le long de f et g. Plus précisément nous allons
démontrer le théoreme suivant :
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Théoréme 3.2.3. Considérons deuz fibrés vectoriels orientés
& R™ — EE— X,
n: R™"F 5 Enp— Y

de rang m et m + k respectivement, avec m,k des entiers positifs. Soient
f: X' — X et g: Y — Y deux applications continues et f*¢ et g*n les
produit fibrés de & et n le long de f et g respectivement. Alors la construction
de Stiefel associée a f*& et g*n s’inscrit dans le diagramme suivant, dans
lequel les carrés (1), (2), (3) sont des produit fibrés

!
Ty

E Stiefel (f*¢, g*n) E Stiefel (¢, g*n) Y’ (3.2.4)

i pb.(1) l pb.(2) lg

m | E Stiefel (f*¢,n) E Stiefel (&,n)

i p-b.(3) J(Wl

X' 7 X.

2

La suite de cette section est consacrée a la preuve de ce théoréme. Pour
toute la suite de cette section on fixe &, n, f et g comme dans le théo-
reme 3.2.3. Pour la preuve de ce théoréeme nous allons montrer séparément
que chaque carré est un produit fibré.

Nous allons commencer avec le carré (3). D’apres la proposition 1.5.7, le
SO (m)-fibré principal associé a f*¢

prin (f*€) : SO (m) — Eprin (£¢) 15 X
est le produit fibré de SO (m)-fibré principal associé a £
prin (¢) : SO (m) — Eprin (¢) = X

le long de f. Nous avons donc le carré commutatif suivant :

E prin (f*f)ILn(];)Eprin &)

f*ﬂl lw

X’ X,
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un élément typique de F prin (f*¢) est un couple (z/,u) avec 2/ € X' et
u un m-repere de la fibre de f*¢ au dessus de z’. Cette fibre s’identifie
canoniquement a la fibre de ¢ au-dessus de f (z') et il est clair que

prin (f) (2',u) = (f (2) ,u) .
Cette application est SO (m)-équivariante. Des lors 1'application

prin (f) x id: Eprin (f*¢) x Erep,, (n) — Eprin (§) x Erep,, (1)

est SO (m)-équivariante par 'action diagonale. Un passage au quotient nous
donne I"application prin (f) X go(m) id

E prin (f*€) X 50(m) E 16Dy, (1) — Eprin () X so(m) Erep, (1)
définie pour tout [(z',u), (y,v)] € Eprin (f*€) X so@m) Erep,, (n) par

prin (f) xso(m) id [(2",u) , (y,v)] = [(f (2') ,u) , (y,v)] -
Nous avons le diagramme commutatif suivant :

Eprin (f*€) Xso(m) Erepy, (1) — Eprin () Xso(m) Erepy, (1) (3.2.5)

| lm

X’ 7 X.

qui s’identifie au carré (3) du diagramme (3.2.4).
Lemme 3.2.4. Le diagramme (3.2.5) est un produit fibré.

Démonstration. D’apres la proposition 1.5.7
prin (f*§) & f* prin (§)
alors
prin (f*&) X so(m) Erepy, () = f*prin (§) xsom) Erep, (n)  (3.2.6)
et d’apres [17, Proposition 6.3, p 47] nous avons
£ prin (€) X s0(m Erepp (1) = £* (prin (€) X som Exepy, () (327)
De (3.2.6 ) et (3.2.7 ) on déduit
prin (f*§) Xsom) Erep,, () = f* (Prin (&) Xs0(m) Erep,, (77)) :

Ceci acheve la preuve. O
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Dans le lemme suivant nous montrons que le carré (2) du (3.2.4) est un
produit fibré.

Lemme 3.2.5. Le diagramme suivant est un produit fibré

Eprin (€) X 50(m) E1ep,, (1) — Eprin (€) X g0(m) Erep,, (n)

| lm

Y Y,
g

(3.2.8)

ol

e pour tout [(x,u), (y,v)] € Eprin(§) Xsom) Erep,, (9°n) on a
m [(z,u), (y,v)] =y

e pour tout [(x,u), (y,v)] € Eprin (§) Xso(m) Erep, (9™n) on a

[(

)
id X 50 (m) TP, (9) [(

z,u), (y,v)] = yet
z,u), (y,v)] = [(z,u),(g(y),v)].
Démonstration. Considérons le diagramme

idX 50 (m)TePm, (9)
_

Eprin (€) X s0(m) E1ep,, (9*n) Eprin (§) Xso(m) E'repy, (1)

, i o l
P p1

, rep,, (9)
™ | Erep,, (9*n) Erep,, (n) |™

,i (1) l
Ph p2

Y’ 7 Y

d’apres la proposition 1.5.7 le digramme (I7) est un produit fibré. Considé-
rons un espace Z et deux applications continues a: Z — Y et

B = (b1,62) : Z — Eprin (&) Xso(m) Erepy, (1)

tel que
0B =goa.
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Nous allons montrer qu’il existe une unique application
®: Z — Eprin (§) Xso(m) Erepy, (970)

tel que
Ty 0 ® = a et id X go(m) IePy, (9) © P = S.

Existence : Comme 7y = po 0 py alors I'égalité
moff=goaq,

entraine

p2o(p1of)=goa. (3.2.9)

Comme (II) est un produit fibré de I’égalité (3.2.9) implique l'existence
d’une unique application

®y: Z — Erep,, (¢"n)

telle que
pho Py = v et rep,, (g) o Po = p1 0 3.

Posons & = (f1, ®2). L’application ® est bien définie et pour z € Z nous
avons d’une part :

mao®(2) =phopio®(z) = phop)[Bi(z),Pa(2)]
= pIZO(I)Q(Z)

= « (Z) )
et d’autre part

id X 50(m) T€Pm (9) © @ (2) = id X 50(m) TPy, (9) [B1 (2) , P2 ()]
= [B1(2),1ep,, (g9) 0 P2 (2)].

Comme rep,, (g) o P2 = p; o 5, nous avons donc
repp, (9) 0 @2 (2) = P2 (2).-
En conclusion nous avons :

Ty o ® = a et id X go(m) IePy, (9) © @ = S.
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Unicité : Supposons qu’il existe une autre application
@' = (@), ®3) : Z — Eprin (§) Xs0(m) Erep,, (9°n)

telle que
T 0 @' = a et id X 50(m) 1€Pyy, (9) 0 D' = B,

donc pour tout z € Z nous avons :

myo @ (z) =pyopyo®(z) = phop [®(2), P (2)]
= pro®y(z)=a(z),  (32.10)
et
rep,, (9) o pj o @' (2)
= 1epy, (9) 0 5 (2) = B2 (2). (3.2.11)
Comme (II) est un produit fibré des égalités (3.2.10) et (3.2.11) on a :
By = D).
Il reste & montrer que
o) = .
Comme
id X §0(m) TPy, (9) © @' (2) = id X 50(m) TPy, (9) [P] (2) , P (2)]

= [®] (2),rep,, (9) o P (2)]
= [®](2),rep,, (9) o P2 (2)]
= [21(2),B2(2)]

I'égalité id X go(m) TPy, (g) © @ = 3 entraine que

(@1 (2), B2 (2)] = [B1(2), B2 (2)],

par conséquent il existe g € SO (m) tel que
(@ (2), 2 (2) = (B1 (2) 9,97 B2 (2))
Mais I’action de SO (m) sur E'rep,, (n) est libre, dés lors :
Ba(z) =g "Ba(2) =>g=1

donc,
(@1 (2),B2(2)) = (B1(2),P2(2)) .

Ceci acheéve la preuve. O



58 Chapitre 3. Construction de Stiefel

A présent nous allons montrer que le carré (a) du diagramme (3.2.4) est
un produit fibré. Plus précisément nous allons montrer le lemme suivant :

Lemme 3.2.6. Avec les définitions et notations du théoreme 3.2.3, le dia-
gramme

E Stiefel (f*¢, g*n) — E Stiefel (£, g*n) (3.2.12)

o

E Stiefel (f*¢, ) E Stiefel (£,7)

est un produit fibré.
Pour la preuve de ce résultat nous avons besoin du lemme suivant
Lemme 3.2.7. [20] Considérons le diagramme commutatif suivant :

.

(1

~—

(2

~

@O<—"0<—0

J
J

Si le carré (2) est un produit fibré alors le carré (1) est un produit fibré si
et seulement si le rectangle entier est un produit fibré.

Nous avons besoin du lemme suivant aussi.

Lemme 3.2.8. Reprenons les hypothéses et notations de la proposition 3.2.5.
Si 7 est la projection du Stiefel (f*€, g*n), fibré de Stiefel associé aux fibrés
vectoriels f*€, g*n, alors le diagramme suivant est commutatif :

1dX 30 (m)TePm (9)
_— >

E Stiefel (f*€, g*n) E Stiefel (f*¢,n)

/ /
] /

X/
Démonstration. Soit [(x,u), (y,v)] € E Stiefel (f*¢, g*n), nous avons

7' o (id X s00m 100 (9)) [(2,0) (5, 0)] = 7' [(2,u), (9 (5) ,v)]

= x:ﬂ'i [($,U),(y7v)]‘
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Démonstration du lemme 3.2.6. Considérons le digramme

E Stiefel (f*¢, g*n) — E Stiefel (¢, g*n)

o

E Stiefel (f*¢,n) E Stiefel (£, )

7

X' X

Le carré (1) est commutatif, en effet pour

[(z,u), (y,v)] € E Stiefel (f°¢,97n)

nous avons

(id % s0(m) reP (9)) © (prin () X s0(m) id) [(@, 1), (y, V)]
= (id X 50(m) 1P (9)) [(F (2) 1), (3, 0)]
= [(f (l‘) ’u) ) (g (y) ,U)] )

et

(prin (£) x50(m) id) © (id X 0(m) P (9)) [(2,1) , (y,0)]
= (prin(£) xs0(m) id) [(@, 1), (g (4) ,v)]
= [(f (@), u),(g(),v)].

Du lemme 3.2.4 et du lemme 3.2.8 on déduit que le grand rectangle est un
produit fibré. Comme le carré (2) est un produit fibré (Proposition 3.2.5)
de lemme 3.2.7 on conclut que le diagramme (1) est un produit fibré. [

Démonstration du théoréme 3.2.3. 1l vient des lemme 3.2.4, lemme 3.2.5 et
lemme 3.2.6. O

3.3 Construction de Stiefel universelle

Dans la section 3.2.1 nous avons introduit la construction de Stiefel as-
sociée a un couple de fibrés vectoriels. Dans cette section nous allons étudier
cette construction dans un cas particulier de fibrés vectoriels. Plus précisé-
ment nous allons nous intéresser a la construction de Stiefel associée aux
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fibrés vectoriels universels. Cette construction a une propriété importante
en ce sens qu’elle est homotopiquement équivalente a un diagramme dont la
construction du modele rationnel est plus facile (théoréme 3.3.1). En plus,
du théoreme de classification des fibrés vectoriels et de la proposition 3.2.3
nous allons montrer que la construction de Stiefel associée a un couple de
fibrés vectoriels s’obtient a partir de la construction de Stiefel associée aux fi-
brés vectoriels universels par un double produit fibré (voir le théoréeme 3.3.2).

Soient m et k deux entiers positifs. On rappelle que le fibré vectoriel
universel

A" R™ — EN™ — BSO (m),
est un fibré vectoriel de rang m ou
Ey™ ={(W,z)| W CR®, dimW =m, et z € W},

et la projection est l'application qui envoie (W, x) sur W. D’apres la pro-
position 1.5.6, le fibré principal associé a 4™ est le SO (m)-fibré principal
universel

prin: SO (m) — ESO (m) — BSO (m),

et le fibré des m-repéres associé & ™ tF est
rep,, (’ym+k) : Tep,, (Rm+k) — Erep,, (7m+k) — BSO (m + k)
ou l'espace total Frep,, (7””’“) est
{W,w)| W C R*, dimW = m + k,w est un m — repére de W}

et la projection est 'application qui envoie (W, w) € E'rep,, (’ym+k> sur W.

m—+k

Ainsi la construction de Stiefel associée aux fibrés vectoriels v et ~y est

T2

ESO (m) Xso(m) Erep,, (’y”””“)

:

BSO (m).

BSO (m+k) (3.3.1)

Dans cette section nous allons montrer le théoreme suivant :
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Théoréme 3.3.1. Soit m, k > 0. Alors il existe un digramme commutatif

BSO (m) <" BSO (m) x BSO (k) —22~BSO (m + k) (3.3.2)

o

BSO (m) <—— E Stiefel ( m m+k) ——=BSO(m+k),

dans lequel
e ['application B est une équivalence d’homotopie,

e ['application Bj est l'application induite par l'inclusion canonique :
j: SO (m) x SO (k) — SO (m + k),

e [a ligne du bas est la construction de Stiefel associée aux fibrés vectoriels
universels.

Ce théoréme et le théoreme 3.2.3 nous permettent de démontrer que la
construction de Stiefel associée a deux fibrés vectoriels classifiés respecti-
vement par f et g s’obtient par un double produit fibré de la construction
de Stiefel universelle le long de ces applications. Plus précisément nous en
déduirons le théoreme suivant :

Théoréme 3.3.2. Soient m et k deux entiers positifs. Soient £ et n deux
fibrés wvectoriels orientés classifiés par f: X — BSO(m) et g: Y —
BSO (m + k) respectivement. Alors la construction de Stiefel associée a &
et n est donnée par le double produit fibré :

™2

E Stiefel (&, )

E Stiefel (™, n) Y

l pb. lg

™ BSO (m) x BSO (k:)?BSO (m+k)
p.b. i /
pr1
X BSO (m).
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La suite de cette section est consacrée a la preuve du théoréme 3.3.1.

Nous allons commencer avec la construction de f3.
Soit [: R*® @ R*® — R* I’isomorphisme linéaire défini par

L((zo,21,-), (Wo,y1,--+)) = (0, Y0, T1, Y1, -+ ) -

Dans la section 1.6 nous avons vu que [ induit un homéomorphisme entre
Gm (R*® @ R*®) et Gy, (R*) que nous allons noter aussi par . Considérons
deux endomorphismes joqq: R® — R et jepen : R® — R définis par

jodd(x07x17"') = (07'%.1707'”)7 et

jeven(anxla"') = (.’L’(),O,.’L'Q,"').
Les applications [, jogq €t jeven induisent les applications suivantes :
Ej: ESO(m) x ESO (k) — ESO(m+k)
(u,v) = 1 (Jodd (U) , Jeven (V)),

et

Bj: BSO (m)x BSO (k) — BSO(m+k)
(A,B) = 1(jodd (A) @ jeven (B)) -

Soit le SO (m)-fibré principal, SO (m) — ESO (m) =% BSO (m), o
la projection est définie par mp () = (e). Nous rappelons que (e) est le sous-
espace engendré par e. D’apres la définition d’un fibré principal, il existe
un recouvrement d’ouverts {O;} de BSO (m) et des applications continues
0;: O; — ESO (m), appelées sections locales au-dessus de O;, vérifiant
pour tout 2

79 ©0; = Zd,
ou id désigne I'application identité de O;.
Par conséquent, si A € BSO (m), il existe O; tel que A € O;. Ainsi 0; (A) €
ESO (m). Pour (A, B) € BSO (m) x BSO (k) définissons (3 par :

B (A, B) =oi(A),(Bj (A, B), jodd (0i (A)))] - (3.3.3)

Maintenant montrons que cette définition de 5 ne dépend pas du choix
de la section locale ;. Pour cela supposons que O, est un autre ouvert du
recouvrement contenant A et o, une section locale au-dessus de O,.. Comme
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ESO (m) — BSO (m) est un SO (m) fibré principal, il existe g € SO (m)
tel que
oy (A) = 0;(A).g. (voir [11, section 5.2, p.195] ).

Par conséquent,

07 (), (Bj (A, B)), joaa (o, (A)))]

i (A).g, (BJ (A, B), jodd (0i (A) 9))]
0:(A).9,97"- (Bj (A, B) , joaa (0 (A)))]
= [03(A), (Bj (A, B, joaa (i (A))]

Nous avons ainsi le lemme suivant qui est utile pour la preuve du théo-
reme 3.3.1.

[
[

—

Lemme 3.3.3. Pour tout A € BSO (m), lapplication
fa: BSO (k) — Erep,, (’V"H'k)
B (BJ (A7 B) s Jodd (Ui (A)))
est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. Considérons le SO (k)-fibré principal universel au-dessus de
BSO (k)
SO (k) — ESO (k) =% BSO (k),

ou my envoie un k-repere de R sur le k plan qu’il engendre. On note
7o (v) = (v). Considérons le SO (k)-fibré principal

SO (k) — Erep,, (’Ym+k) 2 Erepy, (7m+k>

ou l'espace total E'rep,, (7m+k) est
{(W,w)| W CR*, dimW =m + k,w est un m + k — repére de W'}
et la projection est définie pour tout (W, w) € Erep,, ('ym““) par
po (W,w) = (W,w1),

ou wy dénote les m premiers vecteurs du m + k-repére w. Pour A C R* un
sous espace de dimension m. Définissons

Ba: ESO (k) — Erep,, 4 (’ym+k)
v o= (Bj(A (), Ej(oi(4),v)).
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L’application 84 est une équivalence d’homotopie car les espaces ESO (k) et
Erep,, (’ym+k> sont contractiles. En plus, pour tout v € ESO (k), nous
avons d’une part :

pooBa(v) = po(Bj(A (v),Ej(oi(A),v))
= (Bj(A,{v)),Jodd (i (4))),

et d’autre part nous avons :
Baomo(v) = Ba((v)) = (Bj (A (V) jodd (i (A))).

Par conséquent le diagramme des SO (k)-fibrés principaux suivant est com-
mutatif

ESO (k) s, Erep,, (fym““)

. »

BSO (k) 5 Erep,, (’ym+k)

Autrement dit (B_A, I} A) un morphisme des fibrés principaux. Comme [S4
est une équivalence d’homotopie, il est de méme que 54. O

A présent nous allons donner la preuve du théoreme 3.3.1.

Démonstration du théoréme 3.3.1. La premiere partie est directe. En effet
pour (A, B) € BSO (m) x BSO (k), nous avons d’une part :

mofB (A B) = m([0i(A),(Bj(A, B);jodd (i (A)))])

et d’autre part :

moB(A,B) = m([oi(A),(Bj(A, B),jodd (0i (A)))])
— Bj(AB).

Ceci achéve la premiere partie.
Maintenant, montrons que 3 est une équivalence d’homotopie. De la pre-
miére partie nous avons :

m o =pry.
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Comme
pri: BSO (m) x BSO (k) — BSO (m),

et
m1: ESO (m) X g0(m) £ rep,, (’ym+k) — BSO (m)

sont des fibrés, le couple (f3,id) est donc un morphisme des fibrés. Comme
BSO (m) est un CW-complexe de type fini, d’apres [17, théoréme 4.3, p 223]
pour que (3 soit une équivalence d’homotopie, il suffit que sa restriction sur
les fibres soit une équivalence d’homotopie. Si A € BSO (m) la restriction
de [ sur les fibres au dessus de A est I'application

Bla: BSO (k) — " (A) = {[e, (W,w)] | 71 (e) = A},

définie pour B € BSO (k) par 34 (B) = 3 (A, B). Cette application est la
composée de
Ba: BSO (k) — E'rep,, (’ym+k)

qui est une équivalence d’homotopie d’apres le lemme 3.3.3 et de I'applica-
tion
a: Erep,, (’merk) — w1t (A),

définie pour (W, w) € Erep,, (7m+k> par a (W, w) = [o; (4) , (W, w)] qui est
un homéomorphisme (voir [11, proposition 1, p 198] ou [18, proposition 3.7]
pour la preuve). Par conséquent B4 est une équivalence d’homotopie. [
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CHAPITRE 4

Modéle rationnel du fibré de Stiefel

4.1 Introduction

Dans tout ce chapitre m et k sont des entiers positifs. Pour tout réel z,
on note par |x| sa partie entiére par défaut et on note par [x] sa partie
entiere par exces.

Notre objectif est de construire un modele d’adgc du fibré de Stiefel associé
a un couple du fibré vectoriel que nous avons construit dans le chapitre 3.
Considérons deux fibrés vectoriels orientés :

¢ . R™— E¢{— X,
R™F s Enp — Y,

de rang m et m + k respectivement et de bases simplement connexes. L’ob-
jectif de ce chapitre est de construire un modele d’adge du fibré de Stiefel

E Stiefel (¢,1) % X, (4.1.1)

a partir des données suivantes :

e des entiers i,t, ¢, avec 1 < i < {mTJrkJ,l <t < [T, [g] </< LmTJrkJ,
e un modele d’adge (A,d4) de X,

e un modele de Sullivan minimal (AV,d) de Y,

e des représentants p; (€) € A* Nkerdy, des classes de Pontryagin,

67
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e d’'un représentant e (§) € A™ Nkerdy de classe d’Euler de & (si m est
pair).
e des représentants p; () € (AV)* Nkerd des classes de Pontryagin de 7,

e d’un représentant ¢ (n) € (AV)™* Nker d de classe d’Euler de 7 (si m +k
est pair).

Définissons des éléments p; (€) € A* Nkerdy,i > 1 & partir de la relation :

(L4p1(©) 4Pz (©) A+ (©) +) =1

Le modele d’adge du fibré de Stiefel sera un modele de Sullivan relatif
de la forme

(A,da) = (A@ AV @ A (~{ace}%wﬂm%kJ Emik1,ex), D) (412)

ou

® €,1k—1 est un générateur de degré m + k — 1 qui n’apparait que si m + k
est pair,

e ¢ est un générateur de degré k qui n’apparalt que si k est pair,

e 1, sont des générateurs de degré 4¢ — 1 qui apparaissent pour tout entier
¢ compris entre [57] et ||,

e Dy =da, Dy =d,

o Drp =1@px (n) @1 —px () ®1®1— €2 sik est pair et
Dry=1®p,(n)@1—p(§) @1@1sil> %

e Deprk-1=1®e(n)®1—e(§) ® eg.

Le résultat que nous allons montrer s’énonce comme suit :

Théoréme 4.1.1. Un modéle d’adge du fibré de Stiefel (4.1.1) associé aux
fibrés vectoriels orientés € et n est donné par le modéle de Sullivan relatif

(A, dA) — (A &® AV X A ({.Tg}, ém+k717 ek) ,D) R
décrit en (4.1.2).

La suite de ce chapitre est consacrée a la preuve de ce résultat. En
voici I'idée. Le théoreme 3.3.1 affirme que si € et 1 sont des fibrés vectoriels
classifiés respectivement par f: X — BSO (m) et g: Y — BSO (m + k),
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la constuction de Stiefel associée a £ et n s’obtient par le double produit
fibré suivant :

E Stiefel (&, )

E Stiefel (v, n) Y

e

1 BSO (m) x BSO (k)?BSO (m+ k)
p.b. i ’
pri
X 7 BSO (m).

Comme le modéle d’adge d’un produit fibré est bien connu en homotopie
rationnelle (voir théoreme 2.4.1), pour déterminer un modele d’adge de

E Stiefel (¢,1) % X

nous avons juste besoin :
— d’un modele d’adgc du diagramme

BSO (m) x BSO (k) 22~ BSO (m + k) (4.1.3)
BSO (m),

— d’'unmodele d’adge de f : X — BSO (m)etdeg: Y — BSO (m + k).
Plan du chapitre

— Dans la section 4.2 nous allons construire un modeéle d’adgc de f et
un modele d’adgc de g.

— Dans la section 4.3 nous allons construire un modeéle d’adge du dia-
gramme (4.1.3).

— Dans la section 4.4 nous allons utiliser le modele de g construit dans
la section 4.2 et le modele de Bj construit dans la section 4.3 respec-

tivement pour construire un modele de E Stiefel (4, ).

Dans la section 4.5 nous allons donner la preuve du théoreme 4.1.1.
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— Dans la section 4.6 nous allons montrer que sous certaines hypotheses
liées au classes de Pontryagin et d’Euler de £ et 7, le fibré Stiefel (£, )
est rationnellement trivial

4.2 Modele d’adgc des classifiantes [ et g

Notre objectif dans cette section est de rappeler les modeles d’adgc des
applications classifiantes de £ et 7.
Commencons avec la convention suivante :

Convention 4.2.1. Dans toute la suite de ce chapitre, nous utiliserons les
indices suivants :
1. i est un entier compris entre 1 et LmTJrkJ,
. . k k
2. { est un entier compris entre [5] et |74 ],
3. t est un entier compris entre 1 et | %3],

4. j est un entier compris entre 1 et |£].

Soient & et n deux fibrés vectoriels orientés de rang m et m + k respec-
tivement et de bases X et Y respectivement. Nous supposons que X et Y
sont simplement connexes. Soit f: X — BSO (m) la classifiante de & et
soit g: Y — BSO (m + k) la classifiante de . D’apres la section 2.7.2 les
modeles d’adgc de f et de g sont completement déterminés par les classes de
Pontryagin et d’Euler de £ et 1 respectivement. Pour donner une description
explicite pour ces modeles, en vertu de la construction de la section 2.7.1,
nous fixons les notations suivantes pour les modeles de Sullivan minimaux

de BSO (m) et BSO (m + k) :

(A ({pt}v em) ) 0) i>
(A ({ai}a em-‘rk:) ) 0) i>

N

ol
— deg (pt) = 4t et deg (a;) = 4i on les entiers i et t prennent les valeurs
précisées a la convention 4.2.1,
— e et ey sont les générateurs optionnels (voir la section 2.7.1) avec
deg () = m (si m est pair) et deg(ep+k) = m + k (si m + k est
pair).
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Pour la suite nous considérons (A, d4) un modele d’adge de X et (AV,d) un
modele de Sullivan minimal de Y. Choisissons aussi des représentants des
classes caractéristiques comme suit :

1. p (&) € A¥ Nkerdy pour 1 <t < | 5| avec t entier, sont des repré-
sentants des classes de Pontryagin de &,

2. pi(n) € (AV)* Nkerd pour 1 < i < | £ | avec i entier sont des
représentants des classes de Pontryagin de 7,

3. e(&) € A Nkerdy est un représentant de classe d’Euler de £ (si m
est pair),

4. e(n) € (AV)™* N kerd est un représentant de classe d’Euler de 7 (si
m + k est pair).

Alors, d’apres la construction de la section 2.7.2, un modele d’adge ¢y de
la classifiante f est défini de (A ({pt},em),0) vers (A,d4) par

Yy (pe) = pi (§) et Py (em) =€ (&) sim est pair,

de méme un modele d’adge ¢, de g est défini de (A ({a;}, emyr),0) vers
(AV,d) par

g (ai) = pi (n) et Yg (emyr) = e (§) si m+ k est pair.

A présent nous définissons des éléments homogene p; € H* (BSO (m),Q),
vérifiant la relation

(1+P1+"'pgj)(1+]51+"'):1-

Ainsi pour ¢ > 1, p; est un polynéme de pq, - - - VIESE Dans la suite, Vi > 1,
on notera par p; (), I'image de p; par 1y le modele de la classifiante de &.
C’est-a-dire

Vi > 1,p; (&) =y (pi) -

4.3 Modele d’adgc de P’application Bj

Notre objectif dans cette section est de construire un modele d’adge du
diagramme :

BSO (m) x BSO (k) 22~ BSO (m + k) (4.3.1)
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Soient (A ({a;}, em+k),0), (A({pt},em),0) et (A({b;}, exr),0) les modeles
de Sullivan minimaux des espaces BSO (m + k), BSO (m) et BSO (k) res-
pectivement. Considérons les générateurs x, de degrés 4¢ — 1 pour [%} </ <
LmT‘H‘;J, et le générateur optionnels é,,1,_1 degré m + k — 1 qui n’apparait
que si m + k — 1 est impair (voir la section 2.7.1). Définissons une algebre
de Sullivan relative :

(Ah Dl) = (A ({ai}7 €7n+k) ® A ({xé} ) {pt} y €m, €k éerk*l) aDl) (4'3'2)

OU Emtk—1,Em, €k €t emik sont les générateurs optionnels de degrés m+k —
1,m, k et m + k respectivement et la différentielle D; est définie par :

e Dya; = Dieyip = D1y = Dipy = Dyeg, =0,
o Dixy :aﬁ+€i—ﬁk si k est pair et Dixy = ap — pp si £ > %,
2 2 2

® Di€mik—1= €mik — CmCk-
Le théoréme que nous allons prouver est le suivant :

Théoréme 4.3.1. Considérons (A1, D1) Uadgce de Sullivan relative définie
en (4.3.2). Considérons (A ({ai}, em+k),0) et (A({p:t}, em),0) les mo-
déles minimaux de BSO (m + k) et BSO (m) définis plus haut. Alors le
diagramme

(A1, D1) =———(A ({ai}, emyk) , 0)

(A ({pe}s em),0)

est un modéle d’adgc du diagramme (4.3.1).
Pour la preuve de ce théoréme nous avons besoin de Lemme suivant

Lemme 4.3.2. Considérons les générateurs bj, py, ey, en, introduits dans la
section 4.2 et la section 4.5. Si fi = a; — 3 4 j—; ptbj €t sip;,i > 1 sont des
des éléments de degré 4i vérifiant

(1+p1+“'PL%j) I+p+-)=1,
alors Y0 > [£] nous avons la relation suivante

ag —pe = — (Pe—1 (a1 — f1) + -+ (ar = f2)),

et si k est pair

x>

.:—(pg_l(al—f1)+"'+(ag_fg))'

ag—e%—ﬁ
2

N
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Démonstration. Tout d’abord notons que

Lt fit ot flmey =14 a1+ 0 mes)

= X pbi+ D miby

tr=1 tj=| 23

:2—|—CL1+"'CLLL+19J_ 1+ Z ptbj+"'+ Z pib;
2 t+j=1 =] tE |

:2—|—a1+--~aLmT+kJ — (1+p1+"'+pL%J> (1+b1+"'btgj)
par conséquent

(1+P1+"'+pL%J) (1+b1+"'bL§J)
= 1+(a1—f1)+---+(aLmT+kJ—fLme)

Comme .
I+p+--)= (1+p1+"'+pgj)

on a d’une part V¢ > 1, p; est un polynéme de py, - - "plm) et d’autre part

1 . = (1 — ik — Fim 14+H 4+ ---
bty = (L (o= fi) + oo (@) = Foy)) (141 4)

En particulier pour ¢ > % on obtient

ag —pe = — (Pe—1 (a1 — f1) + -+ (ae = f2)),

si k est pair b k= e% et par conséquent

ae+€i—ﬁg=—<ﬁ§,1(@1—fl)+'“+(@§—fg))~
]

Démonstration. Soit (A ({i}, €m+k—1),0) le modeéle minimal de SO (m + k),
et soient (A ({a;}, em+k),0), (A ({pt},em),0) et (A({b;},ex),0) les modeles
de Sullivan minimaux de BSO (m + k), BSO (m) et BSO (k) respective-
ment. Comme

Bj: BSO (m) x BSO (k) — BSO (m + k)
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a pour fibre homotopique 'espace % D’apres [13, Section 3], il

admet un modele de Sullivan relatif de la forme

(A({ai}, emsr) © A({pe}, {bj}, en em) ® A ({wi}, €msn—1), D1)
ou D est la différentielle définie par :
Diyxi = id* (a;) — Bj* (a;)
Diépmig—1 = id* (emir) — Bj* (em+k)
Dlai = lej = Dlpt =0
D16m+k = Dlem = Dlek = 0.

(4.3.3)

Bj* est un modele de Bj. Mais d’apres le théoreme 1.6.1 Bj* est défini de
(A ({ai}; emir), 0) vers (A ({pe}, em),0) © (A ({5}, ex) , 0) par :

Bj* (a;) =p;i + b + Z pibj, et Bj* (emik) = €mer-
tj=i>1

En injectant cette définition dans (4.3.3), on trouve

Dix; = a; — (pz' +bi+ 2 ptbj>

Diémtk—1 = €m+k = emei (4.3.4)
Dia; = D1bj = D1p; =0

D1€m+k = Dlem = Dlek = 0.

Ce modeéle n’est pas minimal. En vu d’obtenir un modele de Sullivan relatif
minimal, définissons 'adgc de Sullivan relative suivante

(A({ai}, em+r) @ A({ze}, {pe} s em, exs emik-1) , D1)

avec

e Dia; = Dieyyr = Diey = Dipt = Dyeg, = 0,

o Dizk = ax —e,%—ﬁﬁ si k est pair et Dixy = ap — pp si £ > %,
2 2 2

® Di€mik—1= €mik — €mCk-
Nous définissons aussi ¢ de

(A ({ai}, emir) @ A({ze} , {pe}  em, ex, €mir—1), D1)

vers

(A ({ai}, emir) @ A({pe}: {bj} ek, em) @ A ({2i}; Emir—1) » D1)

par
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L. ¢ (a;) = ai, ¢ (emrk) = emrk, @ (Pt) = pt, ¢ (ex) = ek, ¢ (em) = em,
2. ¢(xg) = — (Pe—171 + P22 + - - - T¢)
3. & (Em+k) = Emti-
Cette application est un quasi-isomorphisme. En effet on a ¢ (Dya;) =
10i = 0,0 (Diemyr) = Diempr = 0,0(Dips) = Dips = 0,¢ (Diey) =
Dier, = 0,9 (Diem) = Dien = 0, ¢ (D1z¢) = ¢ (ar — pe) = ag — pe et
D' (Pe—1x1 + Po—oxa + - x¢) = (Pe—1Diz1 + Pr—oDixo + - - Dixy)
= pe1(ar —(p1+01)) +---+p1(ae — Z pib;)
t4j=t
= —(a¢g—p¢) (dapres le lemme 4.3.2).

donc V¢ > % on a ¢ (D1xg) = Dy¢ (x¢). On montre de fagon similaire que
6 (Diay) =y — el —py = Dig as).

Ceci montre que ¢ est un morphisme d’adgc et il est clair qu’il induit un
isomorphisme en cohomologie. Ceci achéve la partie horizontale de la preuve.
O

4.4 Modéele d’adgc de F Stiefel (v, n) — Y

Soit n: R™T* — En — Y un fibré vectoriel de rang m + k et de base
simplement connexe. L’objectif de cette section est de construire un modele

d’adgc du fibré
E Stiefel (4™, n) =Y

a partir des données suivantes :

e un modele de Sullivan (AV,d) de Y,

e des représentants p; () € (AV)* Nker d de classe de Pontryagin de 1 pour
L<i< |73t

e d’un représentant e (n) € (AV)™ ™ Nkerd de la classe d’Euler de 7 (si
m + k est pair).

Notre modele d’adgc de mo est un modele de Sullivan relatif de la forme
(AV,d) = (AV @ A ({xe}, {pt}, €ms €k, €Emak—1), D2) (4.4.1)

ou les générateurs x;, p, €x, em €t €mik—1 sont ceux introduits dans la
section 4.2 et la section 4.3, et la différentielle Dy est définie par :
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Dyay =d,

e Doxg=py(n)@1—ppsil>%et DQ.T% :pg(n)@)l—e%—ﬁ% si k est
pair,

o Doepik—1=¢e(n) @1 —ene,

e Dopy = Doe,, = Doer, = 0.

Le résultat que nous allons montrer est le suivant :

Proposition 4.4.1. Considérons n: R™t* — En — Y un fibré vectoriel

de rang m—+k, avec'Y simplement conneze. Si (AV,d) est un modéle d’adgc
de Y. Alors le modéle de Sullivan relatif

(A‘/, d) — (AV & A ({xf} ) {pt} y €m, €k, ém-i—k—l) ) D2)
construit en (4.4.1) est un modéle d’adgc de mo: E Stiefel (y™,n) — Y.

Démonstration. D’apres le théoréme 3.3.2 le diagramme suivant est un dia-
gramme produit fibré

E Stiefel (y™,n) — BSO (m) x BSO (k) (4.4.2)
Wzl J{B]'
Y 5 BSO (m+k).

Considérons p; (n) et e (n) dans ANker d4 respectivement des représentants
des classes de Pontryagin et de Euler de n. Considérons le modele minimal
de BSO (m + k)

(A ({ai}, emir) ;0) — A (BSO (m + k)

avec deg (a;) = 4i et e,y est le générateur optionnel de degrés m + k. Dans
la section 4.2 nous avons vu que le modele d’adge de g est completement
déterminé par les classes de Pontryagin et d’FEuler de 1. Autrement dit, si
14 est le modele de g, nous avons :

¢g : (A ({ai}vem+k) ,0) — (Aa dA)v

Vg (ai) = pi (n) et Yy (emir) =e(n)-
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D’autre part, d’apres le théoréme 4.3.1, un modeéle de Sullivan relatif de
Bj: BSO (m) x BSO (k) — BSO (m + k)

est donné par
(A ({ai}, em+x) ,0) = (A1, Dy)

avec
(A1, D1) = (A ({ai}, emin) @ A({ze} e} s em, ey emsk—1) , D1)
et
Dlxg:ag—ﬁgsi£>§
Dlxg =ak — e% —ﬁg si k est pair

Diémik—1 = emik — emex
Dya; = D1pr =0
Diepmtr, = Dien, = Dye, = 0.

Deés lors d’apres le théoréeme 2.4.1 un modele de Sullivan relatif de mo est de
la forme :

(AV7 d) — (AV & A ({w@} ’ {pt} y €m, €k, ém+k71) ) DQ)
avec
DQ:C = <¢g (9 1) (Dla;) R
ol ¢y ® 1 est défini de

A ({ar}, emir) © A({xi} {pe}, em, e, Empr—1)
vers
AV @A ({:Eé} ) {pt} y Em; Ck,s ém-‘rk—l) .
Un calcul simple nous donne :
e Doy =4,

. Dga:g:pg(n)®1—]5gsi€>gethxg:pg(n)(@l—e%—ﬁg si k est
pair,

Doypip—1 =¢e(n) ®1 — epep,
Dopy = Daey, = Daey, = 0.
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O]

Exemple 4.4.2. Considérons un fibré vectoriel n: R™t%* — Ep — Y.

Supposons Y simplement connexe. Si (AV,dy) est le modéle minimal de Y
le modéle relatif de Sullivan de E Stiefel (v, n) :

m=2

m=3

(AV () A(l‘g, 62), DQ)
Doxy =pa(n) ®1

(AV @ A(z2,p1,e5), Da)
Daxy =pa (n) ® 1 —pt

g | ® e Dyes =e(n)
e Dyes =0 e Dopr =0
o Doy =di e Doy =di
. o (AV @ A(xa,23,p1,e4), Do)
o (AV @ A(x2,e2,€4,€5), D2) o Doxo=p (77)®1+62 p2
2T2 = P2 o
o Doxa=pz(n)®1—ej—e o Doz P’ s
- i 2T3 = —
k= ® Dyes=c(n)®1—ezeq e Doé —6(771)®1
® Dieg = Dyes =0 o D2e5 0
264 =
* Doy =dy * Doy =di

4.5 Modele rationnel du fibré de Stiefel

Dans cette section nous allons donner la preuve du théoreme 4.1.1 qui
donne un modele d’adgc explicite du fibré de Stiefel.

Démonstration du théoréme 4.1.1. D’apres la proposition 1.4.12

m1: B Stiefel (§,7) — X

est le produit fibré de

m: E Stiefel (v™,n) — BSO (m)

le long de f : X — BSO (m). Alors, d’apres le théoréme 2.4.1 le modele

de 71 est de la forme :

(A,da) = (A® AW, D),

ou
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e (A,dy) est un modele d’adge de X, (AVV, D) est un modele de Erep,, (1),
o Dz = (1y®1)(Dax), on

Vr@1:A[{pe} em) @ AW — A AW

avec

AW = AV @ A ({x¢}, ek, mtk—1)

et d’apres le théoreme 4.4.1

Dozg=pe(n) @1 —pysitl>5

Doxx =pir () ®1 — e} — px si k est pair
2 2 2

Doémyr—1=¢(n) ®1—emey,

Doy =d

Daopy = 0.

Par conséquent pour ¢ > g, ona :

Dz, = (¢ @1)(Daxy)
= (Wrel)(1@p(n®l-p)
= Wrel)(ep(nel)- (Y1) (D)
= 1@pnel-pE)elal

En procédant de la méme maniere, on trouve :

Dz = 10p:(n)®1—pr () @1®1— €2 sik est pair
2 2 2
Depip-1 = e(n)@1—e(§)ex
Dek = 0
Dy = d
Dy = da.

Ainsi suivant les parités de m et k le modele notre modele de fibré de Stiefel
est donné par la formule suivante :
- Sim=2l+1et k=2s+1, il est de la forme

(A@AV ®A(IES+1, ce ,xl—i-s;ém—‘rk’—l) aD)a
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avec
Dry=10p(n)@1—p(§)@1®@1pour s+1<l<[+s
Dém+k—1 = 1®€(77)®1,
Dy =d
Dia = da,
—sim=2et k=2s+1,
(AvdA)(_>(A®AV®A($5+17 ;$l+s))D)7
ou
Dip=da
Dy =d
Dry=1@p(n)®@1—p(§) @1 @1 pour s+1<l<1+s,
—sim =2 et k = 2s,
(AadA)c_> (A®AV®A($81 axl—&-s—bém—‘rk—laek)vD)?

ou
Djg=da
D|V = d

Dy =1@ps(N)@1-ps () @101 —ej,
Dry=10p(n) @1 —p(§) ®1®1si pours+1<l<[+s—1
Dém+k,1:1®€(?’1)®1—6(§)6k

Dek:().

—sim=2l+1et k=2s,
(A,da) = (ARAV @ A (zg,- -+ 3145, €1), D),
ou
Diy=da
DlV:d
Dzs=1®ps(n)©1—ps () @101 —€f,

Drxy=10p(n)@1—p(§) ®1®@1pour s+ 1<l <1+,
Dek:().
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4.6 Trivialité rationnelle du fibré de Stiefel

Dans cette section nous allons déduire a partir du théoreme 4.1.1 que,
sous certaines conditions liées aux classes de Pontryagin de &, le fibré de
Stiefel associé a £ et i est rationnellement trivial. Tout d’abord rappelons
la définition d’un fibré rationnellement trivial.

Définition 4.6.1. Considérons un fibré £&: FF — E — B et son modéle
relatif de Sullivan
(A,da) — (AR AV).

Le fibré € est dit rationnellement trivial s’il existe un isomorphisme
b (A,dy) ® (AV,d) — (A® AV, D)
rendant commutatif le diagramme

(A,da)C (AR AV)

~

(A,da) ® (AV,d)

Remarque 4.6.2. Si&: F— E — B est rationnellement trivial son ratio-
nalisé
f@: F@ — E@ — BQ

est trivial. C’est-a-dire Eg = F x Bg.
Du théoréme 4.1.1 nous déduisons le résultat suivant.

Corollaire 4.6.3. Soient £: R™ — B¢ — X et n: R™F — En — Y deux
fibrés wvectoriels de rang m et m + k respectivement de bases simplement
connezes. Si la classe d’Euler de £ est nulle ou k est impair, et si

k_
V€2§> pg({):(),

alors le fibré Stiefel (€,n) est rationnellement trivial.

Démonstration. Soit (A,d4) un modele d’adge de X et (A,d4) le modele
de Sullivan minimal de Y. D’apres le théoréme 4.1.1 le modele de
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m1: E Stiefel (§,7) — X

est de la forme
(A,da) = (A® AV ® A ({W}ggeg ket En k1 ex), D)

ou
1. Dy =da, Dy =d,
2. D:cg:1®p§(n)®1—ﬁ§(§)®l®l—ez et
Dzy=10p(n)@1—p()@1@1siL> &,
3. Deprp—1=1®e(n) @1 —e(f)ey.
4. Dey = 0.

Par conséquent si

Vi>

k
3 pe(§) =0et e(§) =0 ou k est impair

on a
1. D|A :dA, D|V :d,

2. ng :1®p§ (M®1l—eletDry=1@p,(n)@1sil> %,
3. Déepyp—1=1®e(n) ® 1.
Des lors
(A @AV ®A ({xe}@gﬂmTMJ,ém%,ek) 7D> =
(A7dA) ® (AV ® A <{x€}"§‘|§gSLmT+kjaém+kfl7 ek) 7D) )

ou (AV ® A ({@}%KKL%”J’ém*k’ek) ,D) est le modele de E'rep,, (1)
qui est la fibre du fibré de Stiefel.

Nous avons aussi le corollaire suivant

Corollaire 4.6.4. Si la classe d’Euler rationnelle de n est nulle et si toutes
les classes de Pontryagin rationnelles de 1 sont nulles pour des degrés plus
grand a 2k — 2, alors

Erep,, (1) ~q Y X rep,, (Rm““) :



4.6. Trivialité rationnelle du fibré de Stiefel 83

Démonstration. Comme la fibre du modele est le modele de la fibre, d’apres
le théoréme 4.1.1 le modele de E'rep,, (n) est de la forme

(AV @A <{‘”f}[§1gest%J > Emh—1, 6k) ’D)

avec

1. Dy =d,

2. Da:% = 1®p§ (n)®1—e? si k est pair et Dzy = 1®@py (n) @1 si £ > %,

3. Dépir1=1®e(n) @ 1.
Sie(n)=0,etsi V> %, pe (n) = 0 alors

1. Dy =d,

2. ng = —e% si k est pair et Dxy = 0si £ > g,

3. D =1®e(n) ® 1.

(Av @ A ({20}, emsitser) ,D) = (AV,d) ® (A ({z¢}, Emin1,ex),d')
ou (AV,d) est le modeéle minimal de Y et (A ({x¢}, €mik—_1,€r),d) est le

modele minimal de la variété de Stiefel rep,, (Rm+k) (voir [21]). O

Remarque 4.6.5. Ces résultats sont trés utile dans la suite de cette theése.
en effet, ils permettent d’identifier sous certaines hypothéses l’espace des
immersions a un certain espace des fonctions comme nous le verrons dans
le chapitre suivant.
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CHAPITRE 5

Homotopie rationnelle de I’espace des immersions

5.1 Introduction

Etant donné deux variétés M et N lisses, un probléme intéressant est
d’étudier les applications lisses entre M et N. Un cas particulierement in-
téressant est celui de plongement (voir la définition 5.2.2) de M dans N
lorsque dim N > dim M. Comprendre ’espace des plongements de M dans
N, Emb(M,N), est un probléme treés intéressant en mathématique. Ce-
pendant, ceci est trés compliqué; car la propriété d’étre un plongement est
globale sur M. Cependant il existe une classe de fonctions proches des plon-
gements dont la propriété est locale sur M : il s’agit des immersions de M
dans N (voir la définition 5.2.2). L’espace des immersions de M dans N,
noté I'mm (M, N), est 'ensemble de toutes les immersions de M dans N
muni de la C'-topologie faible. L’étude de l'espace des immersions fournit
beaucoup d’informations sur l’espace des plongements. La théorie des im-
mersions va connaitre un grand succes dans le monde des mathématiques.
Un probleme intéressant est de comprendre le type d’homotopie de ’espace
des immersions. Cependant ’étude de I'espace des immersions peut s’avé-
rer tres compliqué méme dans des cas simples. Ce probléme va connaitre
une énorme avancée grace au travail de these de M. Hirsch [16]. M. Hirsch
montre que ’espace des immersions entre deux variétés a le type d’homo-
topie de 'espace des sections d'un certain fibré (voir le théoreme 5.2.7).
Ce résultat ramene le probleme de 1’étude de type d’homotopie de ’espace

85
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des immersions a celui de ’espace des sections d’un fibré. L’étude de type
d’homotopie de I’espace des sections d’un fibré s’avere étre plus abordable,
cependant ce probléeme est en général délicat.

Dans ce chapitre en se basant sur le travaux de M. Hirsch nous allons étudier
le type d’homotopie rationnelle de ’espace des immersions d’une variété M
simplement connexe et de type fini dans une autre variété N simplement
connexe. Dans une premiére partie (voir la section 5.3) nous allons étudier
le type d’homotopie rationnelle de Imm (M, N) (voir la définition 5.2.4),
ou M et N sont deux variétés avec dim M < dim N. Nous montrerons que
sous certaines conditions liées a la classe d’Euler de M et aux classes de
Pontryagin de IV, chaque composante connexe de cet espace est rationnelle-
ment équivalente & un espace des fonctions (théoreme 5.3.1). Des résultats
plus intéressants seront obtenus lorsque N = R™** (voir la section 5.4).
On montrera que dans ce cas, toutes les composantes connexes de ’espace
des immersions ont le méme type d’homotopie rationnelle qu'un produit
d’espaces d’Eilenberg-Maclane (voir théoréme 5.4.3, théoréeme 5.4.8, et co-
rollaire 5.4.9). Ces résultats vont nous permettre de donner une formule ex-

plicite de la série des groupes d’homotopie rationnelle de Imm (M , Rm+k),
ils nous permettront aussi de montrer que les nombres de Betti de 1’espace
Emb (M , Rm+k) des plongements de M dans R™** sont & croissance expo-
nentielle (voir le corollaire 5.5.9).

Plan du chapitre

— Dans la section 5.2 on rappelle certaines définitions de base sur les
immersions. On définit entre autres la C'-topologie faible, I’espace
des immersions et ’espace des plongements. Cette section sera clo-
turée avec le célebre théoreme de Smale-Hirsch (voir théoreme 5.2.7)
qui identifie I'’espace des immersions a ’espace des sections d’un fibré.
Nous allons finir cette section avec des résultats classiques qui lient
les immersions et les classes caractéristiques.

— Dans la section 5.3 on étudie le type d’homotopie rationnelle de 1’es-
pace des immersions d’une variété dans une autre variété. Le résultat
fondamental de cette section est le théoreme 5.3.1.

— Dans la section 5.4 on étudie le type d’homotopie rationnelle d’une
variété M dans un espace euclidien. On distinguera deux cas suivants
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la parité de la codimension. On montrera les théoréme 5.4.3, 5.4.8 et
le corollaire 5.4.9 qui sont les principaux résultats de la section.

— Dans la section 5.5 on va donner quelques applications importantes
des résultats de la section 5.3, la section 5.4. Plus précisément nous
allons calculer la série de groupes d’homotopie de Imm (M , Rm+k) et

puis nous montreront que les nombres de Betti de Imm (M , Rm+k)
sont & croissance polynomiale (corollaire 5.5.5), et puis on verra que
les nombres de Betti rationnels de Emb (M , Rerk) sont & croissance
exponentielle (corollaire 5.5.9).

5.2 Espace des immersions et fibré de Stiefel

Dans cette section nous rappelons la définition de ’espace des immer-
sions, de I’espace des plongements qui sont les objets centraux de ce travail.
Nous rappelons entre autres les résultats importants de la théorie d’immer-
sion qui seront utilisés pour la suite.

5.2.1 C'-topologie faible

Commencons par un rappel sur la notion de la C'-topologie faible qui
est un outil indispensable pour la définition de I’espace des immersions. La
référence principale est [16, chapitre 2].

Considérons M et N deux variétés de classe C!, et notons C* (M, N)
I'ensemble des applications de M vers N de classe C. Nous allons construire
une base de voisinage définissant une topologie appelée la C'-topologie
faible. Soit donc f € C'(M,N). Pour deux cartes (¢,U) et (¢,V) sur
M et N respectivement, pour K C U un compact vérifiant f(K) C V, et
pour 0 < € < 00, désignons par

N (f3(9,0), (0, V), K €),
'ensemble des applications g: M — N de classe C! vérifiant g (K) C V et
1 D (vfé" (1)) = D" (g ™" (@) 1< €

pour tout z € ¢ (K),k =0,1.
Ici || . || dénote la norme euclidienne standard.
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Définition 5.2.1. La C'-topologie faible sur C* (M, N) est la topologie
engendrée par la famille des N** (f;(¢,U), (¥, V), K, €).

5.2.2 Définition de ’espace des immersions

Le but de cette sous section est de rappeler la définition de ’espace des
immersions, qui est I’objet central de cette these.

Définition 5.2.2. Une immersion entre deuz variétés M et N est une appli-
cation de classe C' f : M & N, telle que pour tout x € M, la differentielle
Tof : ToM — TN est injective.
Un plongement est une immersion qui est un homéomorphisme sur son
image.
Définition 5.2.3. Deux immersions f,g: M & N sont régulierement ho-
motopes s’il existe une application de classe C*

F:Mx][0,1] — N

(x,t) +— Fy(x)=F(x,t)

telle que Fy = f, F1 = g et chaque F; est une immersion.

Définition 5.2.4. L’espace des immersions de M dans N, que l’on note

Imm (M, N), est ’ensemble de toutes les immersions f : M & N muni de

la topologie induite par la C*-topologie faible de C* (M, N). C’est-a-dire,
Imm (M,N)={f: M % N |fest une immersion}.

L’espace des immersions de M dans N n’est pas connexe en général. Si
fi: M 9% N est une immersion on notera :

Imm (M, N; f)
la composante connexe de Imm (M, N) contenant f.
Pour la suite faisons la remarque suivante :

Remarque 5.2.5. Si M et N sont deux variétés de classe C' alors les
classes d’équivalence d’homotopie régulicre de M dans N s’identifient aux
composantes connezes de l’espacelmm (M, N).

Définition 5.2.6. L’espace des plongements de M dans N est le sous-
espace
Emb(M,N)={f: M — N | f est un plongement}.
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5.2.3 Théoréme de Smale-Hirsch

L’objectif de cette section est de rappeler le théoreme central de la théo-
rie des immersions : le théoreme de Smale-Hirsch (théoreme 5.2.7). Ce théo-
reme nous sera d’une grande utilité dans la suite de ce travail en ce sens
que c’est le point de départ dans ’étude d’homotopie de I'mm (M, N).

En appliquant la construction de Stiefel (voir la définition 3.2.1) aux
deux fibrés tangents 757 et 7, on obtient le fibré

Stiefel (7, 7n) : Erep,, (Tn) — E Stiefel (17, 7nv) — M.

Un point typique de E Stiefel (757, 7x) est une GL (m)-orbite [(z,v), (y, w)]
ouv = (vy,---,vy) est un m-repére de I’espace tangent au point x € M et
w = (wy,- -+ ,Wy) est un m-repere de l'espace tangent de N au point y et

™ [(l’,’l)) ) (y,w)] =Z.

Notons I' (Stiefel (7ar, 73v)) D'espace des sections de ce fibré (voir la défini-
tion 2.9.1). Nous allons & présent rappeler la construction de "Smale-Hirsch"
qui est une application continue

s: Imm (M,N) — T (Stiefel (tar,7n))
(f: M - N) +—  (s(f): M — E Stiefel (tar, 7n)) -

Soit f € Imm (M, N), montrons comment la section s (f) est construite.
Size M,v= (v, - ,vp) est un m-repere dans T, M alors on pose

df;™ (v) = (dfa (v1) ;- dfa (vm))

(ot dfy: ToM — Ty(y) N est la différentielle de f en x) qui est un m-repere
de f en z. Ceci induit une application

¢f: Eprin(ry) — Eprin(rar) X Erep,, (Tn)
(,0) = ((@,0),(f(@),df;™ (v)))

qui est clairement G L (m)-équivariante, et donc elle induit une applica-
tion entre les espaces d’orbites
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- Evprin (1)

7T GL (m)
Comme prin (7)) est un G L (m)-fibré principal, il vient que la source de b ¥
est canoniquement homéomorphe & M et le but de ¢ est E Stiefel (7as, 7v).
Ceci induit donc une application

— Eprin (1ar) Xgr(m) Erep,, (Tn) -

s(f): M — E Stiefel (tpr, TN) -

I est facile de vérifier que s(f) est une section de m et qu’elle dépend
continfiment de f (par la C'-topologie). Dans [15] Morris Hirsch démontre
le résultat suivant :

Théoréme 5.2.7 (Smale-Hirsch). Soient M et N deux variétés de dimen-
sions m et m + k respectivement, avec k > 1. Alors, Uapplication

s: Imm (M,N) — T (Stiefel (7as,7n))
est une équivalence d’homotopie.

Ce théoreme est d’une importance capitale dans la théorie des immer-
sions. En effet, il réduit les calculs des groupes d’homotopie de ’espace des
immersions aux calculs des groupes d’homotopie de I’espace des sections qui
semble étre plus abordable. Une des premieres applications de ce théoréme
est obtenue lorsque M est parallélisable et N = R™*t%. En effet dans ces
conditions le fibré de Stiefel est trivial, des lors ’espace des sections est ’es-
pace des fonctions de M dans rep,, (Rm+k). Plus précisément nous avons
le résultat suivant.

Corollaire 5.2.8. Soit M une variété de dimension m et k un entier stric-
tement positif. Si M est parallélisable alors

Imm (M, Rm+k> ~ Map (M, rep,, (Rerk)) .

Une autre application (peut étre la plus surprenante) du théoreme de
Smale-Hirsch est le fameux théoreme de Smale, plus connu sous le nom du
théoréme d’inversion de spheére, qui stipule que deux immersions de S? dans
R3 sont isotopes. Plus précisément on a le résultat suivant :

Théoréme 5.2.9. [31] L’espace Imm (S%,R3) est conneze.

Dans la suite de ce chapitre nous utiliserons le théoréme de Smale-Hirsch
pour étudier le type d’homotopie rationnelle de Imm (M, N).
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5.2.4 Immersion, classes de Pontryagin et classe d’Euler

Dans cette section on rappelle des liens importants entre la classe d’Eu-
ler, les classes de Pontryagin et les immersions. la plus part des résultats de
cette section sont inspirés de [1]. On commence avec la proposition suivante.

Proposition 5.2.10 ([25] corollaire 3.5). Soient M et N deuz variétés de
classe C' avec dim M < dim N. Alors, pour toute immersion f: M 9 N,
avec N riemannienne, il existe la decomposition en somme de Whitney

f*TNgTM@Vf.

Définition 5.2.11. Si f: M 9 N est une immersion, alors le fibré vy est
appelé fibré normal de f.

Pour la suite rappelons que p; (7a7) € H* (M,Q),i > 1 sont des élé-
ments homogenes vérifiant

(1 +p1 (i) + -+ ppm) (TM)) (1+pi(tar)+---) =1 (5.2.1)

Notons que pour raison de degré, les classes de Pontryagin de M de degré
plus grand que m sont nulles. C’est-a-dire

Vi > %,pi (Tar) = 0.
En vertus de cela I’équation (5.2.1) devient :

(1+p1(TM)+-"+pL%J (TM)) L+p () +--+) = 1.

Dans la proposition suivante on montre que sous certaines conditions
ces éléments coincident avec les classes de Pontryagin du fibré normal.

Proposition 5.2.12. Soient M une variété de dimension m et N une va-
riété riemannienne de dimension m + k. Si f: M & N est une immersion
alors pour tout i >1 :

pi (Ta) = pi (vy) -
Démonstration. En effet, d’apres la proposition 5.2.10
ffTn =E 1 @y

Donc pour tout ¢ > 1 on a I’égalité suivante entre les classes de Pontryagin
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pi (f*7n) = pi (T © vy).

D’autres part d’apres [25, Théoreme 15.3]

Vi>1lona p;(my @I/f) = Z bt (TM)pj (Vf)-
t+j=i

donc

L+ > pe(man)py (vp) + -+ Y0 () pj (vp)
t+j=1 t+j=m
= (Vpr(man) iy () (T pa () + o+ ps (7))

Par conséquent

<1+p1(TM)+'~+pL%J (TM)) <1+p1(Vf)+'”+pL%J (Vf))
= 1+m (TN)+"'+PLmT+kJ (Tn)-

Comme pour tout ¢ > 1,p; (ty) =0 on a

(1 +p1(Tar) + -+ ppm (TM)) (1 (V) oD (Vf)) =1

Deés lors

Lpr(vp) 4 +ppsy () =141 (rm) + -

De cette proposition on déduit facilement le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.13. Soient M une variété de dimension m et N une variété
riemannienne de dimension m+k. Supposons que pour tout i > 1,p; (T5) =
0. 57 f: M % N est une immersion, alors :
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5.3 Homotopie rationnelle de ’espace des immersions d’une
variété dans une autre variété

Dans toute cette section N est une variété riemannienne. Notre objectif
est de démontrer que chaque composante connexe de Imm (M, N) a le type
d’homotopie rationnelle d’un espace fonctionnel lorsque la classe d’Euler de
M et toutes les classes de Pontryagin de N. C’est le théoréme suivant :

Théoréme 5.3.1. Soient M et N deux variétés simplement connexes de
dimension m et m + k respectivement. Supposons qu’elles sont de type fini
et que k > 2. 57 la classe d’Euler de M est nulle ou k est impair et si toutes
les classes de Pontryagin rationnelle de N sont nulles, alors pour toute
immersion f: M % N nous avons une équivalence d’homotopie rationnelle

Imm (M, N; f) ~qg Map (M, Erep,, (Tn); ¢f)
ou ¢y de M dans Erep,, (TN).
Démonstration. Comme M est immersible dans N et Vi > 1,p; (7n) = 0,
alors d’apres le corollaire 5.2.13 on a
.k
Vi > 5, Di (tm) =0,

des lors si la classe d’Euler de M est nulle ou si k£ est impair, du corol-
laire 4.6.3 nous déduisons que le fibré Stiefel (7ps, 7i) est rationnellement
trivial. Par la suite son rationalis¢, Stiefel (7as, 7n)q, est trivial et d’apres le
corollaire 2.9.6 son rationalisé par fibre, Stiefel (7as, 7n) (@) est aussi trivial.
D’un autre c6té, du théoreme 5.2.7 nous avons :

Imm (M, N) ~ T (Stiefel (tps, 7v)) -
Par conséquent si f: M & N est une immersion, il existe une section
s(f): M — E Stiefel (tar, 7n)
telle que
Imm (M, N; f) =~ T'yy) (Stiefel (s, 7n)) -

Vu que Erep,, (Tn) est simplement connexe (car N est simplement
connexe et k > 1), et que M est simplement connexe et de type fini (par
hypothese), d’apres le théoreme 2.9.7 nous avons I’équivalence suivante :

Fs(f) (Stiefel (TM, TN))Q = Frs(f) (Stiefel (TM, TN)(Q)) . (531)
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r: EStiefel (ar, Tv) — E Stiefel (tar, 7v) )

est la rationalisation par fibre. Comme 1Stiefel (TM,TN)(Q) est trivial de
(5.3.1) nous avons 1’équivalence suivante

Losir) (Stiefel(TM7TN)(@)) ~ Map (M, (Erep,, (TN))@;¢f>
~ Map (M, Exep,, (Tv); ¢1)q

ol ¢y est la composante de s (f) a valeur dans Erep,, (7n). O

Corollaire 5.3.2. En plus des hypothéses du théoréme 5.3.1, si la classe
d’Euler de N est nulle, alors pour toute immersion f: M & N il existe
deux applications continues ¢}: M — N et qbfc: M — rep,, (Rm+k) telle
que

Imm (M, N; f) ~q Map (M, N; gzb}) x Map (M,lrepm (]Rm+k) ,qb?) .
Démonstration. Sila classe d’Euler de N est nulle, du corollaire 4.6.4 on a
Erep,, (Tn) ~qg N X rep,, (Rm+k> .

Par conséquent d’apres la proposition 1.7.3 et le théoreme 5.3.1, nous avons
Imm (M, N; f) ~g Map (M, N X rep,, (Rm+k> ;¢f) .

La conclusion vient de la proposition 1.7.4. O

5.4 Homotopie rationnelle de ’espace des immersions d’une
variété dans un espace euclidien

Dans cette section on s’intéresse au cas N = R™**_ Plus précisément, on
étudie le type d’homotopie rationnelle de Imm (M , Rm+k), oum > 0 est
la dimension de M et k > 1 est la codimension. Ce cas est particulierement
intéressant en ce sens que beaucoup de nouveaux résultats (intéressants
bien évidemment) vont apparaitre. Cette section sera subdivisée en deux
sous sections suivant la parité de k. Dans la premiére partie (section 5.4.1)
on étudie le cas ou k est impair. On montre ensuite que sous de bonnes
hypotheses (liées aux classes de Pontryagin de M), toutes les composantes
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connexes de I'mm (M , Rm+k> ont le méme type d’homotopie rationnelle.
Mieux, on montre que chaque composante a le type d’homotopie rationnelle
d’un produit d’espaces d’Eilenberg-Maclane qui ne dépendent que de la
cohomologie rationnelle de M et de k (voir le théoréme 5.4.3). Dans la
deuxiéme partie (section 5.4.8), on étudie bien évidemment le cas ou k est
un entier pair. On montre que dans ce cas le type d’homotopie rationnelle
des composantes connexes de I'mm (M , ]Rm+k) n’est pas toujours le méme
(théoréeme 5.4.8). Mais, on verra qu’avec une hypothése supplémentaire (liée
a la cohomologie rationnelle de M) toutes les composantes connexes ont le
méme type d’homotopie rationnelle (corollaire 5.4.9). Les résultats obtenus
dans cette section (théoreme 5.4.3, théoréeme 5.4.8, corollaire 5.4.9) sont
parmi les principaux résultats de cette theése et font 'objet de [37].

5.4.1 Cas ou la codimension est impaire

On commence cette section par la définition d’'un espace d’Eilenberg-
Maclane et de nombre de Betti rationnel d’un espace.

Définition 5.4.1. Soient G un groupe abélien et n > 2 un entier. Alors un
espace d’Eilenberg-Maclane K (G, n) est un CW-compelexe connexe tel que

{m (K(G,n))=0sii#n
™ (K (G,n)) =G.

Définition 5.4.2. Le i-éme nombre de Betti rationnel d’un espace X, noté
b; (X), est la dimension de l’espace vectoriel rationnel H; (X,Q). C’est-d-
dire,

b; (X) =dim H; (X,Q).
Le i-éme nombre d’Hurewicz d’un espace X, noté h; (X), est la dimension
de lespace vectoriel rationnel m; (X) ® Q. C’est-d-dire

hi (X) =dimm (X) ® Q.
Nous allons montrer le théoréme suivant.

Théoréme 5.4.3. Soient M une varieté simplement connexe de dimension
m, et k > 3 un entier impair. St M est de type fini, alors chaque composante
conneze de I'mm (M, Rm+k) a le type d’homotopie rationnelle d’un produit
d’espaces d’Eilenberg-Maclane, qui ne dépendent que de la codimension k et
des nombres de Betti rationnels de M.
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Nous avons aussi le résultat suivant.

Corollaire 5.4.4. Soit f une immersion de M dans R™%* et soit Uespace
Imm (M, Rtk f) la composante connexe de I'mm (M, ]Rm“‘k) contenant

f. Alors, si k =2s4 1 avec s entier positif, on a l’équivalence d’homotopie
rationnelle suivante :

Imm (M, R™5; ) ~q {HS%”S Ihgggiiy Aia 56 m =21
[s<i<igs [licgeaiot Aig X K sim =20+ 1,

avec
Aig = K(H"0(M,Q).q),

K = H K(Hm+k_1_j (Mv(@)’])
1<j<m—+k—1

Lorsque k > m + 1 Pespace des immersions de M dans R 1% est sim-
plement connexe. Du théoréme 5.4.3 nous déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 5.4.5. Soient M une variété simplement connezxe de dimension
m et k un entier positif impair. St M est type fini et kK > m + 1, alors
l’espace des immersions I'mm (M, Rm”“) a le type d’homotopie rationnelle
d’un produit d’espaces d’Filenberg-Maclane qui ne dépendent que de k et des
nombres de Betti rationnels de M.

Ce résultat est surprenant car il montre que lorsque £ > m + 1 le type
d’homotopie rationnelle de ’espace des immersions I'mm (M , ]Rm““) ne de-
pend que de nombre des Betti rationnels de M et de k, mais pas du tout des
classes de Pontryagin de M. En outre il faut noter que ce résultat généralise
le corollaire 5.2.8 Pour la démonstration de ces résultats on a besoin du
théoreme suivant.

Théoréme 5.4.6. [28, Théoréme 1] ou [34] Soient X un espace topologique
et n > 1 un entier impair. Alors toutes les composantes de Map (X, S™) ont
le méme type d’homotopie rationnelle. Chaque composante connexe a le type
d’homotopie rationnelle d’un produit d’espaces d’Eilenberg-Maclane qui ne
dépendent que des nombres de Betti rationnels de X. Plus précisément,

Map (M, S", f)~¢ [[ K (H”—i (X,0Q) z) .

1<i<n
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Ici Map (M, S™, f) est la composante de Map (M,S™) contenant f.
Démonstration du théoréme 5.4.3. Soient f: M % R™** une immersion et
s(f): M — E Stiefel (tpr, Tpm+k ),

la section de Stiefel (757, 7n) induite par f (voir équation (5.2.1)). D’apres
le théoreme 5.2.7 on a

Imm (M, R™TE f) =~ I'y(y) (Stiefel (1ar, 7))

ou I' (Stiefel (7ar, Tv) , s¢) est I'espace des sections de Stiefel (a7, 7n) homo-
topes a sy. Soit

Stiefel (a1, 7v) @) * £ Stiefel (Tar, Tom+r) () dS
le rationalisé par fibre de Stiefel (757, 7x) et
(s ()@ : M — (EStiefel (Tar, Tpm++)) (q)

Papplication obtenue par composition de s (f) et de

F Stiefel (TM, TRm+k) T(& (E Stiefel (TM, TRm+k ))(Q) .

Il faut noter que la classe d’Euler et toutes les classes de Pontryagin ration-
nelles de R™** sont nulles et comme k > 1, 'espace Erep,, (Tgm+r), qui
est la fibre du fibré de Stiefel, est simplement connexe. Comme M est sim-
plement connexe, de type fini et k& impair, d’apres le corollaire 5.3.2, pour
toute immersion

f: M g R™HE

nous avons 1’équivalence rationnelle suivante :
Imm (M, R f) ~o Map (M, R™HE ¢>}) x Map (M, rep,, (Rm+k) ,¢§) :

Comme R™1* est contractile, alors Map (M Rtk (;5}) est contractile. Par
conséquent
Imm (M, R™TF. f) ~g Map (M, rep,, (Rm+k> ,gb}) .

Pour terminer, il suffit de montrer que ’espace Map (M ,Tep,, (Rm+k ;qﬁ?c)
a le type d’homotopie rationnelle d’un produit d’espaces d’Eilenberg-Maclane
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qui ne dépendent que des nombres de Betti rationnels de M. Comme k est
impair, d’apres le corollaire 2.8.5, rep,, (Rm+k) a le type d’homotopie ra-
tionnelle d’un produit d’espaces d’Eilenberg-Maclane. Plus précisément

rep,, (Rmﬂf) ~0 {Hs§i§l+s K(@AZ: —1) sim=2I |
ocicips K(Q 40 = 1) x K(Q.n) sim=2l+1,

oun=m+k—1
Par conséquent

Map (M,rep,, (R™**) . ¢7) ~q {Hs«”s Desim =2

H8§i§l+s B, x Kiifm=20+1
ou B; = Map (M, K (Q,4i — 1);s;) et K1 = Map(M,K (Q,n);sp) avec
si: M — K (Q,4i — 1) sont les composantes de (dﬁ)@.
D’autre part, d’apres le théoreme 5.4.6 chaque composante connexe de ’es-
pace Map (M, K (Q,4i — 1)) a le type d’homotopie rationnelle d'un pro-
duit d’espaces d’Eilenberg-Maclane qui dépendent seulement des nombres
de Betti rationnels de M. Plus précisément on a :

Map (M, K (Q,4i—1),s)~ [ K(H"79(M,Q),q).

1<q<4i—1
En posant
Ajg = K (HY=171(M, Q) q)
et
K= I &(#E"'70M0).5)
1<j<mtk—1
on obtient :

Map (M, xep,,, (R™*) ,63) ~q { agigtrsIhgosais Lia st =2
[s<i<igs [licgcaion Aig x K sim =1

avec I =2 + 1. O

5.4.2 Cas ou la codimension est paire

Dans cette section nous allons montrer les résultats suivants :
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Théoréme 5.4.7. Soient M une variété simplement connexe de dimension
m, et k > 2 un entier pair. On suppose que M est de type fini et que sa
classe d’Euler, e (Tar), est nulle. Sik > m+1, Imm (M, Rm+k) est connexe
et nous avons l’équivalence d’homotopie rationnelle suivante

Imm (M, Rm“f) ~g Map (M, sk) x K,

ou Map (M, Sk> est lespace des fonctions de M dans S* et K est un pro-

duit d’espaces d’Eilenberg-Maclane qui dépendent seulement des nombres de
Betti rationnels de M.

Théoreéme 5.4.8. Soient M une variété simplement connexe de dimension
m et k > 2 un entier pair. On suppose que M est de type fini et (Tar) = 0.

Si 2 < k < m, alors chaque composante connexe de Imm (M, Rm+k) a le
type d’homotopie rationnelle du produit

Imm (M, Rk, f) ~g Map (M, sk, f) x K,

ot

o Imm (M, Rk f) est la composante connexe de Imm (M, Rm+k) conte-
nant f,

o K est un produit d’espaces d’Filenberg-Maclane qui dépendent seulement
des nombres de Betti rationnels de M, et

e Map (M, Sk,f) est la composante connexe de l’espace des fonctions de

M dans S* contenant la fonction f induite par immersion f.

Démonstration du théoréme 5.4.7 et du théoreme 5.4.8. De théoréme 5.2.7,
on a une équivalence d’homotopie entre ’espace des immersions de M dans
R™*¥ et I’espace des sections de Stiefel (Tas, Tgm-++ )

Imm (M, Rm+k) ~ T" (Stiefel (Tps, Tpm+x))-

— Si k > m+1, la connexité de Erep,, (Tpm+r), qui est de k— 1, est plus
grande que la dimension de M, par conséquent 1’espace des sections de
Stiefel (Tps, Tpm+x ) est connexe et donc I'mm (M , Rm+k> est connexe.
Maintenant on va montrer que I' (Stiefel (7a7, Tpm+#)) a le type d’ho-
motopie rationnelle du produit de Map (M , Sk> et d’un produit d’es-
paces d’Eilenberg-Maclane. Comme M est simplement connexe, de
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type fini et de classe d’Euler nulle, et que Vi > 1, p; (Tpm+x) = 0, alors
d’apres le corollaire 5.3.2 on a :

Imm (M, Rm+k) ~g Map (M, Rm+k> x Map (M, rep,, (]Rerk))

~g Map (M, rep,, (Rm"'k)) .

La deuxieme équivalence vient du fait que Map (M , Rm+k> est contrac-
tile. D’apres le corollaire 2.8.5 on a

ou
B=KQm+k-1).
Deés lors,
By x Hsim=2l+1
Map (M, re R™F)) ~ >
p( pm( )) Q{Bs’lestim:%,
ou

By = II Map(M K(Q4i-1))
s+1<i<l+s—1

H = Map(M,Sk)
A = Map(M,K(Qm+£k—1)).

Finalement, le théoreme 5.4.6 nous donne :

Agyx Hsim=2l+1

Imm (M, Rm+k) ~g
Agy x H x K sim = 2,

ou
Ag = II  II E(H"'"(M,Q),q)
s+1<i<l+s 1<qg<4i—1
K = H K (Herkilij (M7 Q) 7.7)

1<j<m+k—1
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- Si 2 < k < m, dans ce cas Imm <M, Rm+k) n’est pas toujours

connexe. Si f: M 9 R™¥ est une immersion, en utilisant les mémes
arguments que dans la preuve du théoréme 5.4.3, on obtient

A xGsim=20+1

Imm (M,R™F, f) ~
( f) @{As,leszimzzz,

@
Il

Map (M,Sk,f) , et

K = H K (Hm+k717j (Mu Q)a])
1<j<m+k—1

O]

Corollaire 5.4.9. Si en plus des hypothéses du théoréme 5.4.8, H* (M, Q) =
0, alors toutes les composantes connexes de Imm (M, Rm+k) ont le méme

type d’homotopie rationnelle, donc lapplication f peut étre considérée comme
une constante.

Remarque 5.4.10. Lorsque k > m + 1, alors H* (M, Q) = 0, de ce corol-
laire et du théoréeme 5.4.7 on déduit que le type d’homotopie rationnelle de

Imm (M, Rm+k) ne dépend que de nombre de Betti de M et de k comme
dans le cas de la codimension impaire.

Démonstration du corollaire 5.4.9. D’apres le théoreme 5.4.8, sie(1pr) =0,
nous avons

Imm (M, R™tE. f) ~q Map (M, S, f) x K,

N

ou

o Imm (M, Rk, f) est la composante connexe de Imm (M, Rm+k) conte-
nant f,

e K est un produit d’espaces d’Eilenberg-Maclane qui dépendent seulement
des nombres de Betti rationnels M, et

e Map (M , Sk f) est la composante connexe de I'espace des fonctions de

M dans S* contenant la fonction f induite par 'immersion f.
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Pour finir, il suffit de montrer que :
Map(M, S*; f) ~q Map(M, S*.0).

Pour celd, considérons (A(z,%),d) le modéle minimal de S* et (A,d4) un
modele de M de dimension finie. Soit

¢ (M, y),d) — (A, da)

un modeéle de f. Comme HF (A,d) =0, alors ¢ est homotope & une certaine
application qui envoie x sur 0. Remplacons ¢ par cette application. Des lors
¢(y) = a est un cocycle.

Maintenant considérons le morphisme

—id
A® Az,y) 75 A,
et procédons a un changement de variables en vue d’avoir :

o(z) =0o(y) =0.

Posons ¢/ =y — ¢(y) =y — a et dy’ = dy.
On peut supposer avec la méme différentielle que :

o(x) =0o(y) =0.

Toutes les étapes qui suivent dans la construction du modele rationnel de
Map(M, S*; f) dépendent seulement de A(zx,y), A et 0. Le résultat est le
méme pour tout f. Par conséquent on a :

Map(M, Sk;f) ~g Map(M, Sk;O).

Ainsi toutes les composantes de Imm (M Rk, f) ont le méme type d’ho-
motopie rationnelle. ]

5.5 Croissance des nombres de Betti de ’espace des plonge-
ments

Dans cette section on donne quelques applications intéressantes des ré-
sultats obtenus dans la section 5.4. Plus précisément, on montrera que si M
est une variété satisfaisant a la dualité de Poincaré, la série de Hurewicz-
Poincaré (voir Définition 5.5.2) de Imm (M , Rm+k) s’exprime en fonction
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de la série de Betti-Poincaré de M (voir le théoreme 5.5.3 et le théo-
réme 5.5.4). On déduira le corollaire 5.5.5, qui stipule que les nombres de

Betti de ’'epace Imm (M , Rm+k> sont a croissance polynomiale. Cette sec-
tion sera cloturée avec le corollaire 5.5.9 qui montre la croissance exponen-
tielle des nombres de Betti de Emb (M, Rm““).

Définition 5.5.1. Une suite de réels positifs (an), oy est a croissance expo-
nentielle s’il existe N € N et des constantes C1 et Coy (avec C1 > Cy > 1),
tel que pour tout n > N on ait :

n
C3 < ai<Cf.
1=0

En se rappelant de la définition des nombres de Betti (Définition 5.4.2),
nous avons la définition suivante :

Définition 5.5.2. La série de Betti-Poincaré d’un espace X est la série
génératrice des nombres de Betti de X,

Bettix (z) = Zbi (X) 2.

La série d’Hurewicz-Poincaré d’un espace X est la série génératrice des
nombres de Hurewicz de X

Hur (X) (x) = Zhi (X) 2.

Nous allons montrer le résultat suivant :

Théoréme 5.5.3. Soient M une variété compacte, simplement conneze,

sans bord, de dimension m et k > 3 un entier impair. Si k > 5 + 1, alors,
— st m est pair

p2k—m—1 (1 — 22m+2)

1—24

Hur (Imm (M, R™E, f)) = Bettiy (),

- st m est impair,

3k—m—2 _ 2mH2
Hur (Imm (M,Rm+k;f)> _ 1(_1$4:E ) (Bettiy (2))?,
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ot — 1+at 4284

T—z% —

Démonstration. Dans toute la preuve b; désigne le i-eme nombre de Betti
de M.
D’aprés le corollaire 5.4.4, pour toute immersion f de M dans R™* on a :

[s<i<its [li<geaiot Aig X K sim =20+ 1,

avec
Aig = K(H"'71(M,Q),q)
K = I K(H"™ ' 01,Q),5).
1<j<m+k—1
Par conséquent :

— si m est pair on a :

ko1
T 41

Hur (Imm (M, Rerk;f)) = Z qz::l bai—1—qz?.

-_k
=3

En posant ¢’ = 4i — 1 — g, on obtient :

m+k—1

0
4i—1—q'
Z bq/x

Hur (Imm (M,R"”rk;f)) =

o

2:% q'=4i—2
+k—1
m - . 0 /
— Z 1,4sz 2 : bq/qu
Z‘:% q'=4i—2

On effectue & nouveau un changement de variables en posant ¢” =
m — ¢'. On obtient deés lors que :

m+k—1

Hur (Imm (M, R™tF, f)) = 22: ghi—t-m i bm,quxq”.
i=k ¢'=m—4i+2

Par la dualité de Poincaré, on a b,,_; = b;, et par conséquent :

m+k—1
2 m

Hur (Imm (M, Rm+k;f>> = Z glizt-m Z bqnxqu.

q"=m—4i+2

[N

1=
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D’un autre c6té, comme Vi < 0,b; = 0 alors

m

.. m+2
Vi > —y o ona Z uacq Z by nxd’
q'=m—4i+2 q'=0

et comme k > " + 1(hypothese) on a donc :

m+k—1 m m+tk—1
2 2
Z x4z—1—m Z //xq Z 1,41 1-m Z b //xq .
’i=§ q”:m—4i+2 . /l =0
Donc
2m—2
& (1+a"+- - 2*2) :
Hur (I'mm (M R™* ,f)) xm+1 o Bettiy () .
Pour finir, il suffit de remarquer que
1 — g2m+2
T4at . ?m 2=
1—a?
— Si m est impair, on a :
m+4k—1
2
Hur (Imm (M, R™F; f)) = Z glizt-m Z by gr? % K,
/l 0

m m
K =gkt Z bjax! = P ijazj; car k > 3.
j=—k+2 j=0

Le reste de la preuve est le méme que lorsque m est pair.

Si la codimension est paire, nous avons le résultat suivant :

Théoreme 5.5.4. Soient M une variété compacte sans bord, simplement
conneze de dimension m et k > 2 un entier pair. On suppose que k > 5 +1.

Alors, sie(tyr) =0 et H* (M,Q) =0 on a
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— Sim est impair

2k—m—1 1— 2m
Hur (Imm (M,Rerk;f)) =7 : _<$4 v )BettiM (z) x K1,

ol

K, = Hur (Map (M, S*: o)) = > (bimi (M) = by—ica (M) .

(2
- Sim est pair

1—=x
1—

xSk‘—m—? ( Zm)

(Bettiy (z))* x K.

Hur (Imm (M,]Rerk;f)) =

Démonstration. La preuve se fait de la méme manieére que dans le cas ou
la codimension est impaire. On utilise entre autres le corollaire 5.4.9 et [28,
Proposition 2.3]. O

Du théoreme 5.5.3 et théoréme 5.5.4 nous déduisons le résultat suivant.

Corollaire 5.5.5. Soient M une variété simplement connezxe de dimension
m, et k > 2. Si M est de type fini et si e(tpr) = 0 ou k impair, alors les
nombres de Betti rationnels de chaque composante connexe de l’espace des
immersions de M dans R™* sont & croissance polynomiale.

En vue d’énoncer le résultat ci-dessous, rappelons les définitions sui-
vantes :

Définition 5.5.6. La caractéristique d’Euler d’un espace X, notée x (X),
est

x (X) = i (=1)'dim H (X, Q).
=0

)

Définition 5.5.7. L’espace Emb (M, Rm+k> est la fibre homotopique de
Uinclusion
Emb (M, Rm+k) < Imm (M, Rm““) :

Théoréme 5.5.8. [2]. Soit M une variété de dimension m et de caracté-
ristique d’Euler x (M) < —2. Alors, si k > m + 1, les nombres de Betti

rationnels de Emb (M, Rm+k) sont a croissance exponentielle.

De ce théoreme et du corollaire 5.5.5 on déduit le résultat suivant.
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Corollaire 5.5.9. Soit M une variété simplement connexe de type fini de
dimension m et de caractéristique d’Euler x (M) < —2. Suppose e (Tpr) = 0

ou k impair. Si k > m+1, les nombres de Betti rationnels de Emb (M, Rm““)
sont a croissance exponentielle.
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