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Résumé

Cet article passe en revue les multiples applications de la théorie des groupes
aux problemes de symétrie en physique. En physique classique, il s’agit surtout de
la relativité : euclidienne, galiléenne, einsteinienne (relativité restreinte). Passant i
la mécanique quantique, on remarque d’abord que les principes de base impliquent
que 'espace des états d'un systéme quantique a une structure intrinséque d’espace
préhilbertien, que I'on complete ensuite en un espace de Hilbert. Dans ce contexte,
la description de 'invariance sous un groupe G se base sur une représentation
unitaire de G. On parcourt ensuite les différents domaines d’application : phy-
sique atomique et moléculaire, matiere condensée, optique quantique, ondelettes,
symétries internes, symétries approchées. On discute ensuite I'extension aux théo-
ries de jauge, en particulier au Modéle Standard des interactions fondamentales.
On conclut par quelques indications sur des développements récents.

Abstract

The present article reviews the multiple applications of group theory to the
symmetry problems in physics. In classical physics, this concerns primarily rela-
tivity : Euclidean, Galilean, Einsteinian (special). Going over to quantum mecha-
nics, we first note that the basic principles imply that the state space of a quantum
system has an intrinsic structure of pre-Hilbert space, that one completes into a
genuine Hilbert space. In this framework, the description of the invariance under
a group G is based on a unitary representation of G. Next we survey the various
domains of application : atomic and molecular physics, condensed matter physics,
quantum optics, wavelets, internal symmetries, approximate symmetries. Next we
discuss the extension to gauge theories, in particular to the Standard Model of
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fundamental interactions. We conclude with some remarks about recent develop-
ments.
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1. Avant-propos : Préhistoire

Des 'antiquité, les figures symétriques ont été considérées comme plus
harmonieuses, plus parfaites. Que ce soit les pyramides en Egypte (3000
av.JC), différents objets d’art minoen (18e siecle av. JC), des bijoux mycé-
niens (16e siécle av.JC) ou béotiens (1000 — 600 av. JC), les solides de Pla-
ton (tétraedre, cube (hexaédre), octaedre, dodécaedre, icosaédre), d’'innom-
brables figures dans I’art islamique, les exemples se retrouvent a toutes les
époques et dans toutes les cultures. Un exemple significatif est offert par
un bijou mycénien, présenté dans la Figure 1 (Speiser, 1976). L'auteur a
clairement identifié les symétries de I'objet et leur construction, mais n’en
tire qu'un avantage esthétique.

En fait, ces considérations sont censées refléter I’harmonie du monde,
selon Kepler. Mais l'étude systématique des propriétés de symétrie de-
mande un niveau de sophistication mathématique qui ne sera disponible
qu’a la fin du 19eme siecle, a savoir, la théorie des groupes. Celle-ci connaitra
alors rapidement des développements mathématiques considérables, sous



SYMETRIES EN PHYSIQUE 3

I'impulsion d’auteurs tels que E. Galois, G. Frobenius, I. Schur, W. Burn-
side, E. Cartan ou H. Weyl. Pour un panorama de la théorie, nous pouvons
suggérer I'ouvrage de Loebl (1968-1975) ou encore l'article (Antoine, 2005).

Quant a la physique, c’est par la cristallographie que les groupes feront
leur entrée. Deés la fin du siecle, on découvrira successivement les 32 classes
cristallographiques, correspondant aux 32 groupes ponctuels (symétrie au-
tour d"un point), puis les 14 types de réseaux de Bravais, le tout menant aux
230 groupes d’espace (Fedorov, Schoenflies).

FIGURE 1 — Un exemple antique : symétrie d’ordre 6 dans un bijou mycé-
nien. (A gauche) Le bijou; (A droite) Ses symétries (Speiser, 1976).

2. Intermeéde : rappels de théorie des groupes

Au risque de paraitre pédant, rappelons (sans souci de rigueur mathé-
matique!) quelques notions qui seront utilisées dans la suite. Un groupe est
un ensemble G muni d’une loi de composition interne (g,¢’) — g¢’, appe-
lée produit, telle que :

(i) le produit est associatif : ¢1(£293) = (9192)93,V 81, 82,83 € G;

(ii) il existe un élément neutre e € G (nécessairement unique) tel que :

eg =8¢ =g,V¢ € G;
(iii) tout élément ¢ € G possede un inverse ¢~ € G (nécessairement
unique) tel que: gg ! =g g =e.
Le groupe est dit abélien ou commutatif si le produit est commutatif :

9182 = £281,V 81,82 € G.

Exemples :

1. Z; = {1, —1} (groupe a 2 éléments).
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2. SO(2) = {matrices2 x 2 g(¢),0 < ¢ <27}, 0u
[ cosgp —sing g . .
g(p) = < sng  cosg > , avec la multiplication matricielle.
3. le groupe des transformations de Galilée.

4. SO(3), le groupe des rotations de R3;SO(n), le groupe des rotations
de R".

5. SO(1,3), le groupe de Lorentz.

6. Le groupe de Poincaré : P(1,3) = R*x SO(1,3) avec (a,A)(a’, ') =
(a+ Ad',AN);a € R, A € SO(1,3) (produit semi-direct).

7. SU(2) = {matrices 2 x 2 unitaires, de déterminant 1}
8. SU(n) = {matrices n X n unitaires, de déterminant 1}

Un groupe de Lie est un groupe possédant une structure de variété ana-
lytique compatible avec la structure de groupe. Ceci signifie que les élé-
ments ¢ € G peuvent étre paramétrisés, § = g(¢y), de telle sorte que les
opérations de groupe soient données par des fonctions analytiques des pa-
rametres ¢y.

L'algebre de Lie g d"un groupe de Lie G est I'espace vectoriel des vecteurs
tangents a G a l'identité. Géométriquement, ceux-ci sont les génératerurs
infinitésimaux du groupe.

Enfin, une représentation (linéaire) d'un groupe G est un homomorphis-
me T de G dans les opérateurs linéaires inversibles d"un espace vectoriel :

- T(8182) = T(81)T(g2),
LT =T(g)™,
. T(e) =1.

La représentation T est unitaire si chaque T(g) est un opérateur unitaire.

3. Symétries en physique classique

Bien sfir, la cristallographie du 19e siécle releve de la physique clas-
sique, mais ceci est évidemment temporaire. Quelques années plus tard,
les cristaux integreront le monde quantique.

Pour la physique classique proprement dite, un domaine essentiel pour
I'application de la théorie des groupes est évidemment la relativité (res-
treinte). Le principe de relativité stipule que deux observateurs décrivent un
systeme physique par les mémes équations s’ils sont équivalents. Un ob-
servateur pouvant étre assimilé a un référentiel de 1’espace-temps, "équi-
valents" signifie "équivalents sous une transformation de l’espace-temps
(translation, rotation, ...) qui envoie I'un sur l'autre". Ces transformations
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constituent le groupe de relativité. Se pose alors le probleme du choix de ce
groupe. On distinguera :

. Systemes au repos : groupe euclidien £ (constitué des translations
et des rotations de R3);

. Relativité galiléenne : groupe de Galilée;
. Relativité restreinte : groupe de Poincaré;

. Relativité générale : pas de groupe global, il y a seulement inva-
riance locale sous le groupe de Poincaré.

Ceci dit, un role essentiel est joué par la théorie d’Emmy Noether : I'inva-
riance sous un groupe de Lie G implique des lois de conservation et réci-
proquement. Les quantités conservées sont données par des éléments de
’algebre de Lie g de G (ou son algebre enveloppante).

4. Principes de la physique quantique

Comme on le trouvera dans n'importe quel manuel de mécanique quan-
tique (voir p.ex. Cohen-Tannoudji et al. , 1977) ), les principes de base de la
mécanique quantique sont au nombre de trois, a savoir, :

(1) Le principe de superposition : toute combinaison linéaire de deux
états d’un systéme est un état, ce qui implique que l'espace des états
Ho est un espace vectoriel. Il y a donc une structure linéaire intrin-
séque (qui est totalement absente en physique classique).

(2) L'amplitude de transition entre deux états est donnée par une forme
sesquilinéaire hermitienne : A(¢in — Pout) = (Pout|Pin)-
De méme, la probabilité de transition correspondante est donnée par
le carré du module de cette amplitude : P(¢hin — Pout) = | (Pout|Pin)|*
Il s’ensuit que 1'espace des états Hy est un espace préhilbertien.

(3) Les observables du systeme sont représentées par des opérateurs
linéaires dans Ho, qui ne commutent en général pas, ce qui implique
des relations d’incertitude. Il faut donc recourir a une interprétation
probabiliste de la théorie.

I faut noter ici que la structure d’espace préhilbertien ne détermine
pas une norme hilbertienne unique, mais seulement une classe d’équiva-
lence de normes hilbertiennes. Rappelons que deux normes ||-||; et |||,
sont équivalentes, ce que 1’on note ||-||; =< ||-||,, si elles vérifient la condi-
tion suivante :

allflly < llflly <bllflly, Vf €M, ab>0.
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Il s’ensuit que le groupe d’invariance de 1’espace préhilbertien H, est I'es-
pace GL(H) des opérateurs bornés a inverse borné.

Toutefois, pour des raisons qui relevent du "confort mathématique”,
on fixe une norme (hilbertienne) particuliere, et 'on prend le complété
par rapport a celle-ci, ce qui donne donc un véritable espace de Hilbert
H. Des lors on a a sa disposition tout ’arsenal mathématique développé
principalement par von Neumann : opérateurs auto-adjoints, théorie spec-
trale, évolution unitaire, ...). En définitive, les états du systeme quantique
constituent un espace de Hilbert H et le groupe d’invariance est U(#), I'en-
semble des opérateurs unitaires. [Plus précisément, il faut tenir compte du
fait que deux vecteurs qui ne difféerent que par la phase représentent le
méme état, ce qui implique que le véritable espace des états est ’espace de
Hilbert projectif constitué des rayons unitaires de H.]

Remarquons au passage que, parallelement a la formulation hilber-
tienne standard (qui remonte a Schrodinger, en 1926) que nous venons
d’esquisser, il existe aussi une version algébrique, due a Haag et Kastler
(1964), dans laquelle I'espace des observables est une C*-algeebre 2 et les
états sont donnés par des fonctionnelles linéaires continues sur 2. Le lien
avec la formulation traditionnelle se fait a 1'aide des représentations des
C*-algebres. Nous n’y reviendrons plus.

5. Physique quantique et symétrie

5.1. Principes généraux

Par définition, une symétrie est une application H — H qui préserve
toutes les probabilités de transition. On a alors les résultats fondamentaux
suivants

. Selon Wigner, une symétrie est réalisée par un opérateur unitaire ou
anti-unitaire dans H.

. Selon Bargmann, un groupe de symétrie G est réalisé par une re-
présentation unitaire U(G) dans H (a des phases pres) : U(G) =
{U(g) : H — H,g € G} avec les relations

U(g)U(g2) = U(g1g2), U(g™") =[U(g)]", Ule) =1

Si U(G) est réductible, on la décompose en irréductibles :
u= ea]uj, correspondant a H = @jHj.

Soient U = @;U; et A une quantité d’intérét physique avec un compor-
tement simple sous G, p.ex., vecteur ou tenseur si G = SO(3). Une telle
quantité est donnée le plus souvent par des éléments de matrice (p|A|p),
avec ¢ € H;, ¢ € Hj. Alors cette quantité ne dépend en général pas des
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états ¢, 1p, mais seulement des sous-représentations U]-, U, et est souvent
nulle (regle de sélection). Ceci est le contenu du théoréme de Wigner—
Eckart (Cohen-Tannoudji et al. (1977) ).

De plus les observables principales dérivent (de 1’algebre de Lie) du
groupe de symétrie, via le théoreme de Noether :

. invariance sous £ (translations et rotations) = moment total et mo-
ment angulaire total;

. invariance sous translations temporelles = Hamiltonien (énergie
totale);

. invariance sous le groupe de Galilée = observables de position.

Un concept fondamental pour les applications est celui de symétries ap-
prochées, introduit par G. Racah (1961). Soit un Hamiltonien H = Hy + H;
ou Hy est invariant sous G et Hy est une petite correction, invariante sous
un sous-groupe de G seulement, mais se transformant simplement sous G.
Dans ce cas, le calcul des éléments de matrice est considérablement simpli-
fié. Itérant le procédé, on obtient une hiérarchie de symétries approchées,
de plus en plus brisées, H = Hp + H; + Hy + ..., correspondant a une
hiérarchie de groups G D G; D Gy D .... Cette approche par symétries
exactes et approchées a fourni un outil extrémement puissant dans toute la
physique quantique, a partir de la fin des années 20, sous I'impulsion des
physiciens ou mathématiciens comme Heisenberg, Pauli, Weyl, van der
Waerden, Wigner, ou Bargmann. Pour certains ouvrages originaux, nous
renvoyons a Weyl (1950) ou Wigner (1959).

5.2. Atomes, molécules, solides

C’est dans le contexte de la physique atomique et moléculaire que la
méthode des symétries approchées a fourni ses résultats les plus spectacu-
laires. Considérons d’abord 1’atome d’hydrogene (potentiel de Coulomb,
pas de spin) . Les niveaux d’énergie sont donnés par la formule de Balmer,
E, ~ —1/n%n =1,2,..., etils sont fortement dégénérés : pour chaque 7,
le moment angulaire vaut ! = 0,1,2,...,n — 1, et pour chaque [, (2] + 1) il
y a2l +1étatsindexésby m; = —I, -1 +1,...,1.

L’explication par la théorie des groupes est la suivante. Pour chaque ,
les représentations irréductibles DO (1=0,1,...,n—1) de SO(3) forment
une seule représentation irréductible D) de SO(4). C’est ce qu’on appelle
une dégénérescence accidentelle, déja présente classiquement. Elle fut dé-
couverte dans ce contexte par Pauli des 1926 et surtout Fock en 1935. Sil’on
tient compte du spin 1/2 de 'électron (Pauli), chaque état |1, 1, m) admet 2
électrons. Des lors, le moment angulaire s’écrity = [ = 1, ce qui correspond
a la décomposition dans SU(2) : D) @ D1/2) = pU+1/2) gy p(1=1/2),
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L’étape suivante consiste a introduire le groupe de symétrie dynamique::
D= @HE]ND(”Z) constitue une seule représentation irréductible de SO(4,1)
ou SO(4,2) (de dimension infinie). Dans le cas d’atomes plus compliqués,
on répete la procédure, ce qui fournit le modele en couches des atomes, et
donc justifie le tableau de Mendeleev.

Pour les molécules, on obtient ainsi une classification des configurations
et des niveaux d’énergie, simplifiée par l'utilisation des symétries finies.

Quant aux cristaux, on arrive finalement a la théorie quantique des so-
lides, combinant cristallographie classique (groupes) et mécanique quan-
tique, brillamment initiée dans le papier classique de Bouckaert et al. (1936).

Bien que la théorie des groupes ait permis d’obtenir des résultats spec-
taculaires, inaccessibles auparavant, cela ne s’est pas fait facilement. Dans
les années 30, cette progression continue de la méthode était connue des
physiciens comme la “Gruppenpest”!

Nous présentons dans la Figure 2 certains des principaux protagonistes
de cette saga : Erwin Schrodinger et John von Neumann, qui ont élaboré
la formulation hilbertienne de la mécanique quantique (non relativiste),
Wolfgang Pauli, qui a introduit le spin, Paul Dirac, qui a découvert la no-
tion d’antiparticule, Hermann Weyl, qui a le premier introduit systémati-
quement les groupes en physique quantique, et Eugene Wigner, largement
responsables de la théorie des groupes et de son application en physique
quantique.

6. Etats cohérents, ondelettes

Un domaine ot les groupes jouent un role important est celui de l'inter-
action matiere - rayonnement, autrement dit, 'optique quantique. Au départ,
on prend les opérateurs de création a' et d’annihilation a de 'oscillateur
harmonique quantique. Ceux-ci engendrent 1’algébre de Lie du groupe de
Weyl-Heisenberg : (a,a',I) ~ (g,p,I), ot g, p sont les opérateurs de posi-
tion et de moment, respectivement. Ceci peut étre utilisé pour résoudre la
plupart des probléemes impliquant un hamiltonien au plus quadratique. De
tels hamiltoniens couvrent une partie considérable de 1’'optique quantique,
en particulier, la description des lasers et autres phénomenes cohérents.
Naturellement, les états de tels systemes sont appelés états cohérents (cano-
niques).

Ces derniers furent introduits par Schrodinger en 1926, comme les états
décrivant le mieux la limite classique de la mécanique quantique. Ils furent
toutefois rapidement oubliés, suite a une remarque dénigrante de Pauli.
IIs furent redécouverts vers 1960 par R.J.Glauber, ].R Klauder et E.C.G. Su-
darshan (Klauder & Sudarshan, 1968) dans le contexte de la description
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FIGURE 2 - Les protagonistes (d’apres Wikipedia)

en optique quantique des faisceaux lumineux cohérents émis par les la-
sers. A premiére vue, ceci n'a pas grand chose a voir avec la théorie des
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groupes ... Jusqu'a ce que le mathématicien Perelomov et le physicien
Gilmore, indépendamment, remarquent en 1972 que les états cohérents
peuvent étre obtenus par 1’action d’un groupe de Lie sur un vecteur de
base p € H : ¢, := U(g)y,g € G, ot U est une représentation unitaire
du groupe G. Ceci s’applique a une série d’exemples courants : le groupe
de Weyl-Heisenberg Gwp fournit (évidemment) les états cohérents (cano-
niques); le groupe des rotations SO(3) donne les états cohérents de spin;
le groupe SU(1,1) fournit les états cohérents décrivant une particule dans
un puits infini de potentiel ou les états comprimés (squeezed states) d'un
atome .... En fait, les états cohérents (généralisés) ont trouvé des applica-
tions dans tous les domaines de la physique, optique quantique, bien sfir,
mais aussi physique nucléaire, atomique et de la matiere condensée, élec-
trodynamique quantique (dans le probleme infrarouge), quantification and
déquantification, intégrales de chemin, pour n’en citer que quelques unes.
Une étude systématique est fournie par 'ouvrage de J-P. Gazeau (2009).

Un développement particulierement spectaculaire des états cohérents
est I'analyse en ondelettes, devenue omniprésente aujourd’hui en physique,
en mathématique et en science de 1'ingénieur. En fait, les ondelettes (conti-
nues) ne sont rien d’autre que les états cohérents associés au groupe af-
fine (dilatations, translations sur IR). Elles furent découvertes parA. Gross-
mann et J. Morlet en 1984, puis I. Daubechies, et appliquées au traite-
ment du signal (analogique). Elles furent étendues a la dimension 2 par
A.Grossmann, I.Daubechies, R.Murenzi et al. en 1990, en vue du traite-
ment de I'image. Finalement, Y. Meyer et S. Mallat introduisirent les onde-
lettes discretes, qui permettent le traitement du signal numérique. On trou-
vera une introduction détaillée et les références aux travaux originaux de
la théorie des ondelettes dans "article récent que nous avons publié dans la
présente revue (Antoine, 2018) ainsi que dans notre ouvrage (Ali, Antoine
& Gazeau, 2014).

7. Symétries internes

Les symétries discutées jusqu’ici sont de nature géométrique, mais il en
existe un autre type, les symétries internes. Ainsi, par example :

. la conjugaison de charge, qui échange particule et antiparticule;

. I'isospin, introduit par Heisenberg en 1932 et réalisé par le groupe
SU(2); p-ex. le nucléon, cad. le couple proton-neutron, est un dou-
blet d’isospin 1/2.

Cette approche mene a la classification des particules élémentaires. Dans un
premier temps, on groupe les particules en multiplets d’isospin. Ensuite
on ajoute un nouveau degré de liberté interne, appelé hypercharge Y (ou
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son équivalent I'étrangeté S), introduit par Gell-Mann et donnant lieu a la
relation célebre Q = T3 + %Y, ou Q désigne la charge électrique et T3 la
3e composante de l'isospin. Combinant isospin et hypercharge, Gell-Mann
(1961,1962) introduit alors le groupe SU(3), qui permet de classer toutes les
particules connues en multiplets correspondants. Le succes le plus specta-
culaire de cette approche fut la découverte en 1964 de la particule quasi-
stable ), prédite par le modele, avec la masse et les nombres quantiques
corrects.

La théorie prit un nouveau tournant peu apres, quand Gell-Mann (et
Zweig, indépendamment) suggéra que tous les hadrons connus étaient
des états liés de trois particules fondamentales, les quarks, et de leurs an-
tiparticules. Ce modele, naif au départ, connut un succes remarquable,
quoique les quarks eux-mémes n’ont jamais pu étre observés isolément
(on parle alors de confinement). Le modeéle des quarks s’enrichit progressi-
vement par la découverte de trois quarks supplémentaires : charm (1974),
bottom (1977), top (1993). 1l forme ainsi la base du Modéle Standard actuel,
avec groupe de symétrie U(1)®@SU(2)@SU(3).

En fait, les techniques de théorie des groupes ne s’arrétent pas a la clas-
sification des particules, elles permettent aussi de déterminer leurs pro-
priétés dynamiques. Apres une premiere suggestion (Gell-Mann et Feyn-
man) de traiter le courant électromagnétique et le courant faible comme
un triplet d’isospin, 1'idée vint (Cabibbo) de traiter de cette facon tous les
courants hadroniques, par I'extension de SU(2) a SU(3). Tout ceci mena
Gell-Mann a 'algebre des charges, liée a la symétrie SU(3)® SU(3). Finale-
ment, on postulera que les courants eux-mémes possédent la méme symé-
trie; c’est la célebre algebre des courants de Gell-Mann (symétrie chirale), qui
possede une symétrie locale SU(3)® SU(3). Un bon nombre des articles ori-
ginaux sont reproduits dans 'ouvrage de Dyson (1966). On peut consulter
aussi 'ouvrage de Bohm et al. (1988).

Ces développements constituent une évolution remarquable dans 1'uti-
lisation des techniques de théorie des groupes. A ce stade, la structure
précise des différents courants hadroniques est inconnue, seules leurs pro-
priétés de symétrie importent. C’est 1’exact contrepied des applications ini-
tiales décrites plus haut, par exemple en physique atomique. On ne peut
pas s’empécher de noter I’analogie avec le célebre “Cheshire cat" de Lewis
Carroll : le chat a disparu, il ne reste que son sourire ...

8. Théories de jauge

Le développement le plus spectaculaire de ces derniéres années est
I’émergence, puis I’'omniprésence, des théories de jauge. Une symétrie in-
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terne peut étre soit globale, soit locale. Dans le premier cas, 'action d’un
groupe G sur un champ ¢(x) est indépendante du point x; dans le se-
cond, I’action de G varie de point en point. On parle alors de théorie de jauge
(gauge field theory), et le groupe G est appelé groupe de jauge. L'idée re-
monte a Weyl (1918) qui traita 1’électromagnétisme comme une théorie de
jauge U(1) (donc abélienne). Mais le réel point de départ fut la proposition
par Yang et Mills en 1954 d"une théorie de jauge non abélienne basée sur le
groupe SU(2). Cette proposition marque aussi l'introduction de la géomé-
trie différentielle en physique quantique (espaces fibrés, connexions, ...).
Toutefois, la suggestion de Yang et Mills ne devint populaire qu’a partir du
moment ot le physicien hollandais G. ‘'t Hooft (1971) démontra la renorma-
lisabilité d"une théorie de jauge non abélienne, cad. qu’elle est susceptible
de fournir des prédictions finies, donc vérifiables.

Contrairement aux théories des champs usuels, une théorie de jauge
est nécessairement exacte. Il y a donc beaucoup moins de parameétres arbi-
traires, ce qui rend la théorie plus cohérente. En particulier, le lagrangien
d’interaction est déterminé univoquement. D’autre part, les interactions
sont réalisées par des particules de masse nulle, comme le photon pour
I’électromagnétisme.

8.1. Le Modéle Standard

La méthode fut rapidement généralisée. S. Weinberg, A. Salam et S.
Glashow (1962-68) reformulérent les interactions électrofaibles comme une
théorie de jauge basée sur G = SU(2)®U(1), et enfin D. Gross, H. Politzer
et F. Wilczek (1970s) firent de méme avec les interactions fortes, obtenant
ainsi la chromodynamique quantique, basée sur le groupe de jauge G =
SU(3). Ce dernier agit sur un nouveau degré de liberté interne : chacun
des quarks apparait sous 3 aspects appelés "couleur”. On généralise ainsi
le modele des quarks original. Le résultat final est le Modele Standard ac-
tuel qui est une théorie de jauge SU(3)®SU(2)®U(1). A noter que ce der-
nier est resté longtemps incomplet, car il manquait un chainon essentiel,
le boson de Higgs-Brout-Englert. Celui-ci est censé donner une masse non
nulle a toutes les particules, excepté le photon et les gluons (I’analogue
du photon pour transmettre l'interaction forte), par un mécanisme subtil
appelé brisure spontanée de symétrie, cad. que l'état fondamental a une sy-
métrie moindre que 1’hamiltonien. Ledit boson fut finalement découvert
expérimentalement au CERN en 2012 (ce qui valut des prix Nobel 2013 a
P. Higgs et F. Englert (ULB), R. Brout étant décédé entretemps.
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8.2. Retour sur les particules élémentaires

Le modeéle Standard prédit donc les particules élémentaires suivantes :
. Quarks : u (up), c (charm), t (top), d (down), s (strange), b (bottom)
. Leptons : électron, muon, tau, 3 neutrinos associés
. Photon : médiateur de 'interaction électromagnétique
. Bosons faibles W*, Z° : médiateurs de l'interaction faible
. Gluons (8) : médiateurs de l'interaction forte

. Boson de Higgs-Brout-Englert : fournit la masse aux autres parti-
cules

Ces particules s’organisent en familles, ainsi qu’il ressort du tableau repris
a la Figure 3.

i - =23 Maic a1 275 Gaie? =175 0T Gadiic® [} w3 G
chame = I3 u s C ik t [} 0 H
apin & U2 1 12 i g a
boson
up charm top gluon de Higgs
= 8 Mewio” ==k Me\ic" =, 18 G [
13 d 13 S 13 b i
i2 1z 12 1 y
down strange bottom photon
01,511 Wi 05, T Wshiic® 1.7TF G B2 Gaic
r - -1 i
. 9.9 9| @
électran muan tau boson Z°
+1.2 ehie? =0T KT +16.5 Mol B0 4 Gehie?
[ ] [ 1
LD Ly L W
neutring neutring neutring t
électronique | mugnigue tauique boson W

FIGURE 3 — Tableau des particules élémentaires proposées par le Modele
Standard (d"aprés Wikipedia).

9. Développements récents

Les méthodes de théorie des groupes ont continué a s’étendre, notam-
ment en traitement du signal. Il y a d'une part la théorie des "coorbites"
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(coorbit theory), basée sur une représentation intégrable d'un groupe, et
qui fournit une discrétisation élégante et tres générale de 1’analyse conti-
nue d’un signal (Feichtinger & Grochenig, 1989).

Tout aussi ambitieuse est la théorie des "shearlets", introduite par Kuty-
niok et ses collaborateurs (Kutyniok & Labate, 2012). L'idée est simplement
de remplacer les rotations inhérentes a la transformée en ondelettes (TO)
continue bidimensionnelle par des opérations de cisaillement (shear). Ceci
permet d’obtenir des transformations directionnelles. Au méme titre que
la TO continue, cette transformation découle d"un groupe de Lie, appelé le
"shearlet group". Elle peut ensuite étre discrétisée, ce qui mene a une trans-
formation qui généralise la TO discrete bidimensionnelle et qui s’avere étre
tres puissante.

Bien sir, les applications de la théorie des groupes se sont principale-
ment développées en physique des interactions fondamentales. De nom-
breuses suggestions ont été proposées, mais beaucoup n’ont pas abouti. Il
en est ainsi des théories dites de grande unification, qui visent a couvrir
toutes les interactions, excepté la gravitation. Différents modeles ont été
proposés, basés sur SU(5), SO(10), ..., mais aucun n’a survécu, car tous
prédisaient de nouvelles particules et/ou la désintégration du proton, ja-
mais observée.

Une extension qui connait toujours un grand succes est la supersymétrie,
qui vise a l'unification des bosons et des fermions. Etant donné la diffé-
rence de statistique entre les deux, Bose-Einstein pour les bosons et Fermi-
Dirac pour les fermions, une telle théorie induit nécessairement de nou-
velles regles mathématiques, pour incorporer des variables qui anticom-
mutent. On arrive ainsi a toute une panoplie de nouvelles notions, super-
groupes, superalgebres de Lie, supervariétés .... On a dés lors des résultats
mathématiques tres intéressants, mais sur le plan physique, la supersymé-
trie n’a recu aucune confirmation. En particulier, elle prédit I'existence de
toute une famille de nouvelles particules, miroir des particules connues
(photinos, gluinos,...), jamais observées. Ceci est une des composantes de
la nouvelle physique ou physique au-dela du modele standard si recherchée au-
jourd hui.

Une approche différente découle aussi des théories de jauge. L'idée ori-
ginale de Weyl (qui n’a pas abouti) était d'imposer 'invariance de la théorie
sous une reparamétrisation (redéfinition du parametre de longueur; Weyl
insiste sur l'invariance d’échelle). Dans le cas de modeles bidimensionnels,
cela mene directement a 1'invariance sous les transformations conformes.
Et, de fait, les théories des champs avec invariance conforme ont connu un
succes considérable (et aussi en mécanique statistique). Elles forment la
base de la théorie des cordes ou supercordes, selon laquelle les constituants
élémentaires de la matiere ne sont plus ponctuels, mais plutdt des objets
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unidimensionnels (cordes) (Green et al. , 1987). Mais cette extension signi-
tie aussi le recours a divers groupes de Lie exotiques, comme SO(32) ou les
groupes exceptionnels E(6), E(7), E(8). D’autre part, le groupe conforme en
dimension 2 n’est plus un groupe de Lie, car il contient un nombre infini de
parametres. C’est ainsi que les algebres de Lie de dimension infinie se sont invi-
tées en physique des interactions fondamentales. Tout d’abord 1’algébre de
Virasoro, trés proche de 1’algebre conforme. Ensuite, par combinaison avec
la théorie classique des cordes, on est mené a toute la classe des algebres de
Kac-Moody et leur représentations (Kac, 1983).

Une autre direction de recherche est celle des groupes quantiques (quan-
tum groups) et autres déformations des algebres de Lie classiques. On peut
remarquer ici ironiquement que ces groupes quantiques ne sont ni des
groupes, ni quantiques, ce sont en fait des algébres de Hopf, une structure
bien connue des algébristes!

L'ultime extension de tout ce que nous avons décrit est la gravité quan-
tiqgue. Celle-ci cherche a concilier la mécanique quantique et la relativité
générale. Pour ce faire, elle incorpore les notions de théorie de jauge, la
supersymétrie, la théorie des (super)cordes. De nombreuses variantes ont
vu le jour, mais aucun formalisme vraiment concluant n’a émergé (Rovelli,
2004).

Une application tout a fait différente de la théorie des groupes est 1'uti-
lisation des groupes de tresses (braid groups) dans différents domaines. Ceci
demande un mot d’explication. Etant donné un ensemble A,, = {a3,...,a,}
de n points, on appelle tresse a n brins une bijection continue o : A, — A,.
La Figure 4 montre des exemples de tresses a 3 ou 4 brins. On définit la
composition de deux tresses simplement par leur application successive.
Avec cette opération, 'ensemble des tresses a n brins constitue un groupe,
noté B,. Cette notion et ses représentations ont été introduites par E. Artin

)
fl}

FIGURE 4 — Une tresse a 3 brins, resp.4 brins (d’aprés Wikipedia).

dés 1925 (Artin, 1947), dans un contexte purement mathématique (géomé-
trie algébrique, théorie des noeuds). Plus récemment, elles ont trouvé de
nombreuses applications en physique mathématique, notamment en mé-
canique statistique (équation de Yang-Baxter), en physique des particules
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I TUT V)
N0 L

FIGURE 5 — Produit de deux tresses (d’apres Wikipedia).

(anyons et fermions de Majorana), en physique des fluides ou en infor-
matique théorique ("quantum computing"). On peut a ce propos consulter
'article de revue (Kauffman, 2016).

A propos de I'informatique théorique ("quantum computing”), un autre
type de groupe est apparu récemment, a savoir les groupes de Galois et
plus généralement les groupes profinis (cad. les groupes topologiques Haus-
dorff, compacts et totalement discontinus), qui apparaissent dans la théorie
de Galois ou des corps finis. En particulier, le groupe p-adique Z,, qui est
I'exemple type de groupe de Galois, joue un role explicite en informatique.
A ce propos, on peut consulter les ouvrages de Vourdas (2007, 2017) et,
pour la théorie de Galois, les livres trés pédagogiques (Escoffier, 2000) ou
(Kibler, 2017).

10. Eten Belgique?

Il n’est peut-étre pas inutile de terminer ce panorama par un petit plai-
doyer pro domo. En effet, plusieurs universités belges ont été actives dans
le domaine. Tant a 'ULB (groupe de C. Quesne et collaborateurs : transfor-
mations canoniques, oscillateurs déformés, ...) qu'a 'UGent (groupe de J.
Van der Jeugt et collaborateurs : supersymétrie, mécanique quantique g-
déformée, ...), une activité significative a eu lieu concernant la théorie des
groupes et ses applications en physique.

Mais c’est surtout a 'UCL que ce theme a joué un réle majeur, sous
I'impulsion de David Speiser. En fait 1'histoire démarre avant méme 1’arri-
vée de ce dernier en Belgique, par un cours donné en 1962 dans une école
d’été de 'OTAN a Istanbul (Speiser, 1964). La plupart des physiciens qui se
sont illustrés dans la suite participaient a ce cours (oserions-nous dire que
c’estla qu'ils ont appris la théorie ?). Toujours est-il que trés rapidement les
méthodes graphiques pour étudier les représentations des groupes com-
pacts sont apparues sur le marché et se sont répandues en physique des
interactions fondamentales (Behrends et al., 1962). Le sujet a la mode a
I’époque était d’identifier le groupe qui pourrait permettre de classifier
les particules élémentaires (Speiser & Tarski, preprint en 1961, 1963). Ainsi
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que nous l’avons vu plus haut, c’est finalement M. Gell-Mann qui trancha
en 1961-62 (Gell-Mann, 1961, 1962). Mais 1’étude, tant mathématique que
pour les applications en physique des interactions fondamentales, conti-
nua a I'UCL (Antoine & Speiser, 1964). La méthode graphique pour décrire
les "diagrammes des poids" des représentations irréductibles découle di-
rectement des classiques (E. Cartan, H. Weyl, H. Hopf, E. Stiefel), mais est
beaucoup plus simple a utiliser et peut se généraliser, jusqu’aux algebres
de Kac-Moody. On en trouvera une description plus imagée dans (Antoine,
2006).

11. Conclusion

La physique des interactions fondamentales a progressé considérable-
ment ces derniéres années. Le modeéle standard donne une structure co-
hérente a I'ensemble et la découverte du Higgs a validé le modele. Il reste
néanmoins beaucoup de problemes ouverts, connus globalement sous 1’ap-
pellation de nouvelle physique ou physique au-dela du modele standard. Tout
d’abord, le modele standard explique comment le systéeme fonctionne, mais
pas pourquoi. Il y a trop de parametres arbitraires, p.ex. les masses. En-
suite, la supersymétrie est un concept fascinant, mais resté jusqu’a présent
purement théorique. Mais surtout il y a toujours incompatibilité entre la
relativité générale et la mécanique quantique, alors que ces deux théories
sont toujours plus validées expérimentalement. La gravité quantique tente
de répondre a la question, mais les progres sont lents, étant donné la com-
plexité du probleme.

Toutefois, au vu le chemin parcouru, il n’en reste pas moins que les mé-
thodes de la théorie des groupes ont fourni un outil puissant et tres souple.
Passant de la description des symétries exactes aux symétries approchées,
de plus en plus brisées, puis aux symétries dynamiques, la "Gruppenpest"
a fini par envahir presque tous les domaines de la physique, parfois de fa-
¢on fondamentale. A part I’analyse et 1’algebre linéaire, peu de techniques
mathématiques ont eu un tel succes.
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