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Introduction

Un élément fondamental dans ’étude homotopique d’'un CW-complexe
X pointé est fourni par le monoide des self-equivalences d’homotopie
(pointées) aut(X). Sa compréhension est reliée & de nombreuses ques-
tions importantes en topologie algébrique. Par exemple le classifiant de
autX, BautX est I'espace classifiant les fibrations de fibre X.

Les composantes connexes de l'espace aut(X) forment le groupe €(X) =
mo(aut(X)) des classes de self-equivalences d’homotopie de X.

Le but de cette theése est d’étudier, du point de vue de la théorie de
I’homotopie rationnelle, le sous-groupe €4 (X) de e(X) qui consiste en les
classes d’équivalences d’homotopie qui induisent 1’identité sur les groupes
d’homotopie, c¢’est-a-dire,

e4(X) = Ker(e(X) — [ [ Aut(mn(X))).

Ce sous-groupe fut introduit par Arkowitz et Curjel en 1964 ([4]).
Nous allons plus particulierement nous intéresser a deux problemes énon-
cés par M. Arkowitz le concernant. Ces probléemes proviennent d’une
liste de questions ouvertes concernant le groupe des self-equivalences
d’homotopie [7]. Le premier est un probléeme de réalisation :

Probléeme 1 : Tout groupe G est-il réalisable comme e4(X) pour un
espace X ?!

10n pourrait considérer cette question de réalisation pour le groupe e(X) lui-
méme qui s’étend alors en un probleme de réalisation d’un espace nilpotent comme
classifiant d’un monoide d’automorphismes. En effet, si tout espace nilpotent X est
réalisable comme BautY’, alors, en particulier, ¢’est vrai pour X = K (G, 1) quelque
soit le groupe G. Mais alors G = m (K (G, 1)) = m1(BautX) = mo(autY) = ¢(Y) et
donc G est réalisable.
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Le groupe €4 (X) étant en général difficile & calculer, nous allons considé-
rer une version plus restreinte de ce probleme. En effet, si X est un
CW-complexe fini simplement connexe ou si X admet une tour de Post-
nikov finie, alors le groupe £4(X) est finiment engendré et nilpotent
([2], [4] et [17]). De plus, par un théoréme de Maruyama ([26],[27]), le
rationalisé (e4(X))g de e4(X) est isomorphe & e4(Xg), le groupe des
self-equivalences du rationalisé de X. Par conséquent, une version plus
faible du probléme 1 peut s’énoncer comme suit :

Probléme 1bis : Est-il possible de réaliser tout groupe finiment en-
gendré rationnel nilpotent comme 4 (X) pour un espace rationnel sim-
plement connexe X ?

La littérature ne fournit que des réponses partielles a cette question. Par
exemple dans ([30]), S.Piccarreta réalise les groupes rationnels abéliens
et quelques groupes rationnels de nilpotence 2 et de rang inférieur ou
égal a 6. L'un des résultats principaux de ce texte répond en partie au
probleme d’Arkowitz :

Théoréme A : Tout groupe rationnel finiment engendré nilpotent 2-
résoluble est réalisable comme €4 (X) avec X un CW-complexe simple-
ment connexe admettant une tour de Postnikov finie.

La preuve de ce théoreme utilise deux ”grosses machines”, a savoir,
la théorie de Mal’cev d’une part et la théorie de I’homotopie ration-
nelle de Quillen et Sullivan d’autre part. La théorie de Mal'cev fournit
une équivalence de catégories entre les groupes rationnels nilpotents fi-
niment engendrés et les algebres de Lie rationnelles nilpotentes finiment
engendrées. La théorie de I’homotopie rationnelle quant a elle montre
qu’il est possible de représenter les types d’homotopie rationnels par des
algebres graduées différentielles convenables, la plupart des constructions
homotopiques pouvant étre transférées au niveau algébrique. En particu-
lier 1a théorie de I’homotopie rationnelle permet de donner un algorithme
pour calculer I'algebre de Lie associée au groupe e4(Xq) par la théorie
de Mal’cev, la philosophie étant que 1’algebre de Lie associée au groupe
des self-equivalences correspond au niveau algébrique a une algebre de
dérivations associée au modele minimal M x de l'espace X.

Le second probleme auquel nous nous sommes intéressés est un probleme
de finitude :

Probléme 2 : Peut-on décrire une large classe d’espaces X pour laquelle
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€4 (X) est un groupe fini?

Plus précisément, les CW-complexes finis, simplement connexes dont
I’homotopie rationnelle est de dimension finie et dont la cohomologie ra-
tionnelle est concentrée en les degrés pairs font-ils partie de cette classe 7
De tels espaces sont appelés les Fy—espaces. Ils ont été étudié en pro-
fondeur par Halperin [19] qui a énoncé la conjecture suivante :

Conjecture : Si F' est un Fy—espace, la suite spectrale rationelle de
Serre dégénere au terme Es pour toute fibration Q-orientable de la forme
F— FE— B.

Cette conjecture a été prouvée dans certains cas particuliers, par exemple
dans [23], [25], [35] et [36] mais reste un probléme ouvert en général.
La conjecture d’Halperin peut aussi s’énoncer sous les formes équivalentes
suivantes :

1. Toute dérivation de degré < 0 de H*(F,Q) est nulle si F' est un
Fy—espace.

2. Si F est un Fy—espace, map4+1(BautF) @ Q = 0 pour tout n.
3. dimH*(autF, Q) < 0.

La caractérisation (3) a pour cas particulier que €4(X) est un groupe
fini. On tire donc de la conjecture d’Halperin la conjecture suivante :

Conjecture : Si F' est un Fy—espace, alors, le groupe e4(F') est un
groupe fini.

Nous donnons dans cette these un nouvelle et courte preuve des résultats
de [23] et [25], & savoir que la conjecture est vraie pour les Fy—espaces
dont la cohomologie rationnelle est le quotient d’un anneau de polynémes
par des monomes et les Fy-espaces F' dont la cohomologie H*(F,Q)
possede moins de trois générateurs. Les preuves données montrent la
difficulté du passage a plus de générateurs.

Notre texte est organisé comme suit :

Le premier chapitre a pour but de comprendre la correspondance de
Mal’cev. Nous y rappelerons entre autres les définitions d’algebres de
Lie nilpotentes et résolubles, la localisation des groupes nilpotents et des
espaces nilpotents et la formule de Baker-Campbell-Haudorff.

Le second chapitre regroupe les principaux outils nécessaires a 1’étude
du groupe des self-equivalences d’'un point de vue rationnel.
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Le groupe des self-equivalences d’homotopie sera au centre du troisieme
chapitre. Nous donnerons des exemples de calculs et surtout ’algorithme
d’homotopie rationnelle qui permet de calculer son algebre de Lie.

Le quatrieme chapitre consistera en une multitude d’exemples de réalisa-
tion a ’aide d’espaces simples, en passant par les algebres de Lie abéliennes,
les algebres de Lie d’Heisenberg ou encore des algebres de Lie de grande
nilpotence. Nous montrerons aussi que tout groupe rationnel nilpotent
finiment engendré est un sous-groupe d’un groupe de self-equivalences.

Le cinquieme chapitre est entierement consacré a la preuve du théoréeme

A.

Finalement le chapitre 6 donnera la nouvelle preuve des résultats de
Lupton et Markl.
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La correspondance de Mal’cev

1.1 Algebres de Lie

Cette section a pour but d’introduire le vocabulaire de base concernant
les algebres de Lie. Nous introduirons la plupart des exemples qui revien-
dront dans la suite de ce texte. Lorsque les résultats cités sont connus,
nous ne donnerons pas les preuves mais renverrons a une référence ap-
propriée.

Définitions et exemples

Définition 1.1.1 Soit F un corps commutatif muni d’une unité. Une
algebre de Lie sur F est un F—espace vectoriel L, muni d’une F-applica-
tion bilinéaire, appelée le crochet de Lie, définie par

[-,—]:LxL—L, (z,y)— [z,vy],

satisfaisant les deux propriétés suivantes :
- [x,2] =0 pour tout x € L
- [IL‘, [ya ZH + [y7 [Zax“ + [Z, [sc,y]] =0 pour tout z,y,z € L.

La dernieére condition est connue sous le nom d’identité de Jacobi. Re-
marquons que la premiere condition implique que [x,y] = —[y, z] en uti-
lisant la bilinéarité du crochet de Lie. La notion de sous-algebre d’une
algebre de Lie ainsi que la notion de morphisme entre algebres de Lie
sont définies de fagon habituelle.

Exemples 1.1.2 1. Tout espace vectoriel V' peut étre muni d’une
structure d’algebre de Lie, notée Ab(V') en posant [x,y] = 0 pour
tout x,y € V. L’algebre de Lie Ab(V) est appelée I'algebre de Lie
abélienne sur V.
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. Si A est une algebre associative sur F', on peut munir A d’une
structure d’algebre de Lie en posant [a,b] = ab — ba pour tout
a,be A

. En prenant A ’algébre des matrices carrées d’ordre n sur F' trian-
gulaires supérieures avec des zéros sur la diagonale dans ’exemple
précédent, on obtient une algebre de Lie, notée Tro(n, F'). Cette
algebre de Lie sera importante par la suite.

. Si A est une algebre sur le corps F, une dérivation de A est une
F—application linéaire D : A — A telle que

D(ab) = aD(b) + D(a)b pour tout a,b € A.

Alors, une vérification directe montre que I’ensemble des dérivations
DerA de A est muni d’une structure d’algebre de Lie en posant
[A,B]=AoB— BoA.

. L’algebre de Lie d’Heisenberg H,, est de dimension 2n+1 et admet
une base (p1,...,Pn,2,q1,--.,q,) dans laquelle le crochet de Lie
est caractérisé par le fait que le crochet [z, —] est nul et par

[pi,pj] = 0, [pi, q;] = 0i;2, [4, q5] = 0.

. Soit L une algebre de Lie sur F', E un ensemble et i : £ — L une
application. L’algebre de Lie L est dite libre sur E si pour toute
algébre de Lie L’ et toute application f : E — L', il existe un
unique morphisme d’algebres de Lie f: L — L' qui fait commuter
le diagramme suivant :

E—"'——1L
x /f
L/
Pour chaque ensemble E, il existe une algebre de Lie L libre sur
E qui est unique & isomorphisme pres. Nous la noterons L(E).
Si E = {X; : i € I}, lalgebre de Lie L(E) peut-étre pensée
comme Iensemble (formel) de tous les commutateurs des X;. Nous

détaillerons la structure de cette algebre de Lie dans la section
suivante.

. Recherchons les algebres de Lie de dimension 2. Bien sir, il y a
lalgebre de Lie Abélienne Ab(a,b). Si L est une algebre de Lie non
abélienne de dimension 2, alors, forcément, L est engendrée par



1.1 Algebres de Lie 9

deux générateurs a et b et [a,b] = aa + b avec o ou B # 0. Si «
est non nul, on pose a’ = aa + fb, b’ = b/a et on a [d, V] = d'.
Cette algebre de Lie forme et 'algebre de Lie abélienne forment
donc les deux seules algebres de Lie de dimension deux.

Algébres de Lie nilpotentes

La nilpotence d’une algebre de Lie mesure en quelque sorte la perte de
commutativité de cette algebre de Lie. Plus précisément, si L est une
algebre de Lie sur le corps F', on définit la suite centrale descendante
Cp(L) comme étant la série dont les termes sont

Ci(L)=L, Co(L)=[L,L], ... Co(L)=[L,Cp_i(L)]

Définition 1.1.3 L’algébre de Lie L est n—nilpotente (ou nilpotente
d’indice n) si Cpy1(L) = 0.

Exemples 1.1.4 1. Les algebres de Lie 1-nilpotentes sont les algebres
de Lie abéliennes.

L’algebre de Lie d’Heisenberg est 2-nilpotente.
L’algebre de Lie de dimension 2 non-abélienne n’est pas nilpotente.

Les algebres de Lie libres de rang > 2 ne sont pas nilpotentes.

DA S

L’algebre de Lie Tro(n, F') est (n — 1)-nilpotente (pour le voir, il
suffit de remarquer qu’une base de Cj.1(Tro(n, F')) est donnée par
les matrices unitaires A;; avec j —i > k).

Le probleme de la classification (& isomorphisme pres) des algebres de Lie
nilpotentes de dimension finie est encore un vaste probléeme ouvert qui
s’avere étre difficile, voir impossible. Néanmoins, plusieurs travaux (sou-
vent réalisés a I'aide d’ordinateurs) ont permis de classifier les algebres de
Lie nilpotentes de dimension (< 7) ([1],[15]). Nous allons donner cette

classification jusqu'a la dimension 5 (pour tout corps F') car nous en
aurons besoin pour la suite de ce texte.

Algebres de Lie nilpotentes de Dimension 1
N : Ab(xq)

Algébres de Lie nilpotentes de Dimension 2
N21 : Ab(l‘l, 1‘2)
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Algebres de Lie nilpotentes de Dimension 3
Ni: Ab(zy, 72, 23)
N?? : [1:1,362] = T3

Algébres de Lie nilpotentes de Dimension 4
Ni : Ab({L‘l, o, X3, $4)

N2 :[z1,20] = 23

N3 @ (w1, 20) = w3, (21, 03] = 24

Algebres de Lie nilpotentes de Dimension 5

N3 : Ab(x1, 29, 3,4, 25)

N52 s @y, 1] = w3

N3 @ [y, x0] = @3, [w1, 3] = 24

Ng @ [x1, 0] = x5, [w3, 24] = 25

NPt [1, @] = @3, [01, m3] = @5, [02, 34] = 5

N56 ay, wo] = w3, [, 23] = w4, [0, 24] = x5, [12, 23] = 25
N57 an, wo] = w3, [, 23] = w4, (1, 24] = 75

NE < [y, 0] = x4, 21, 23] = 25

N2 (21, 0] = @3, [21, 03] = @4, [X2, 23] = 25

Pour terminer cette section, énoncons le théoréeme suivant qui réduit en
quelque sorte I'étude des algebres de Lie nilpotentes finiment engendrées
et rationnelles & I’étude de l’algebre de Lie Tro(n, Q).

Théoreme 1.1.5 ([10]) Toute algébre de Lie rationnelle finiment en-
gendrée et nilpotente est isomorphe a une sous-algébre de Lie de l’algébre
de Lie Try(n,Q), pour un certain n.

Algebres de Lie résolubles

Si L est une algebre de Lie, la série dérivée G,,(L) est la suite définie par

GVl (L) = L7 G2(L) = [L,L}, G’I‘(L) = [Grfl(L)vGrfl(L)]

Définition 1.1.6 L’algébre de Lie L est n—résoluble (ou résoluble d’in-
dice n) si Gpy1(L) = 0.
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Exemples 1.1.7 1. Les algebres de Lie 1-résolubles sont les algebres
de Lie abéliennes.

2. Toute algebre de Lie nilpotente est résoluble.

3. Il existe des algebres de Lie résolubles qui ne sont pas nilpotentes,
I’algebre de Lie non-abélienne de dimension 2 en est un exemple.

4. Un autre exemple d’algebre de Lie résoluble mais non nilpotente
est 'algebre de Lie L des matrices triangulaires supérieures sur
un corps F' pour n > 2. Pour voir que L est résoluble, il suffit
de remarquer que Ga(L) = Tro(n, F) qui est une algebre de Lie
nilpotente par ’exemple 5 du paragraphe précédent. Pour voir que
L n’est pas nilpotente, considérons les deux matrices suivantes de

L:
2 1 1 0 0 1
0 1 1 0 0 0
A= B=| .
0 0 1 0 0 0 O

Un calcul direct montre que [A4, B] = B, ce qui montre que L n’est
pas nilpotente.

5. Les algebres de Lie libres de rang > 2 ne sont pas résolubles (et ne
sont donc pas nilpotentes).

6. Posons L = L(x,y). Alors le noyau de I’abélianisation L(z,y) —
(x,y) est l'algébre de Lie libre L(Q[z,y].c), ol o = [x,y] et .
désigne I’action de Q[z, y] sur « par adjonction itérée. Alors Go(L) =
L(Qlx,y].) et G2(L)/G3(L) = Q[z, y].o. Donc L/G3(L) = Q[z, y].«
PQx ®Qy comme espace vectoriel. En particulier ¢’est une algebre
de Lie non nilpotente. Tout algebre de Lie 2-résoluble engendrée
par z,y est un quotient de L/G3(L).

Remarque 1.1.8 1[I existe aussi une classification des algébres de Lie
résolubles de petite dimension. Nous n’en aurons pas besoin dans ce texte
et nous renvoyons o ([16]) pour les détails sur ce sujet.

Algébres de Lie libres

L’algebre de Lie libre L(V) sur un ensemble V définie & I’exemple 6
du paragraphe 1.1.1 est un objet universel au sens de la théorie des
catégories. Concrétement, on peut penser L(V) comme ”un outil sym-
bolique de calcul” qui peut ensuite s’appliquer a des cas concrets en
utilisant le morphisme f (voir exemple 6 page 4).
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II nous sera utile dans la suite de ce texte de pouvoir se donner une base
de l'algebre de Lie L(V). Il y a de nombreuses fagons de construire une
telle base ([32]). Nous travaillerons avec la base dite de Hall.

Définition 1.1.9 Une famille de Hall est un sous-ensemble bien or-
donné H de (V) formé de monomes de Lie tels que

1.VcH

2. Siu,v € H avecl(u) < l(v) alorsu < v. Ici l(v) dénote la longueur
de v.

3. Soit u = [v,w] unique décomposition de u ot v,w € L(V'). Alors,
u € H si et seulement si les deux conditions suivantes sont satis-
faites :

(o) ve HHwe H, etv<w

(b) Soit w € V ou bien w = [w',w"] avec w’ € H, w"’ € H et
w <.

Exemple 1.1.10 SiV = {z1, 22, 23}, on trouve la base de Hall suivante
pour les éléments de longueurs < 4 :

Ty T2 T3

[x1,22]  [w1,23]  [22, 73]

(o1, [on, w2]] - [o, [en, 28]] (g, [en, 2] [g, [0, 3]
(w2, [x9, 23] [ws, [wr, 22]] [as, [wr, 23] [23, [w2, 23]
(w1, [, [, ] [, [y, [, ws]]] - [g, [, [0, ]
[, [e1, [wr, ] 2o, (o, [wr, 2] (9, [0, [, 23]
[, [w2, [wa, @3]l [s, [w1, [wr, 2] (23, [0, [21, 23]
[3, [wa, [w1, 2]l (s, [w2, [w1, 23] (23, [w2, [22, 23]

(23, [z3, [71,22]]]  [23, [23, [z1, 23]]]  [23, [73, [22, 73]]]
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[[x1, 22, [x1, 23]]  [[21, 22, [72, 23]]  [[21, 23], [72, 23]

Remarquons que le nombre d’éléments de la base de Hall augmente for-
tement quand on augmente la longueur des crochets. Il existe en fait une
formule, la formule de Witts ([32]) qui calcule précisément la dimension

des sous-espaces correspondants.
Go(L(X)

Gs(L(x)) ©st

En particulier, si L(X) = L(z1,...,%,), alors une base de
donnée par les éléments

[.731'1, [.231‘2, [ Ty, [.731', .T,‘J'] .. ]

avecr > 0,41 > ... > i, > 1iet ¢ < j. L’abélianisation fournit alors une
suite exacte

00— i< Qzgoo, zn] - ag; ‘ G3L(<Tii’1. — I:;)) > i=1Qz; ——— 0
ou
(p(l‘il ..... Ti,. * aij) = [inl, [xiz, [ . [Z‘iT, [$i7 l‘j] .. ]

pour iy > ... >4 >tet i <j.

Algeébre enveloppante d’une algebre de Lie

Nous rappelons ici la notion d’algebre enveloppante d’une algebre de Lie
car elle interviendra dans les preuves principales de ce texte.

Définition 1.1.11 Considérons une algébre de Lie L sur le corps F.
L’algebre tensorielle sur ’espace vectoriel L est définie par

TL = é L®1
q=0

TL est munie d’une structure d’algebre, la multiplication étant donnée
par a.b=a®b.

Définition 1.1.12 Notons I, l’idéal dans l’algébre (associative) TL en-
gendré par les éléments de la forme x @ y — y @ x — [z, y] pour x,y € L.
L’algébre TL/I est appelée l'algebre enveloppante de L et est notée UL.

Remarque 1.1.13 Observons que l’inclusion L — TL donne une ap-
plication linéaire ¢ : L — UL. Une vérification directe montre que @ est
un morphisme d’algébre de Lie lorsque UL est munie du crochet donné
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par le commutateur (exemple 2). D’autre part, si p: L — B est un mor-
phisme d’algébres de Lie ou B est une algébre munie du crochet donné
par le commutateur, alors, p s’étend en un unique morphisme d’algébres
v:UL — B tel que yo = p. Si u: E — L est un morphisme d’algébres

de Lie, alors, le composé E L> L i) UL détermine un morphisme

d’algébres graduées Uy : UE — UL tel que le diagramme suivant com-
mute :

Exemples 1.1.14 1. Si L = Ab(x1,...,x,) est Palgebre de Lie Abéli-
enne de dimension n, alors, UL = TL/(zQy—y®x) = Q[z1,. .., Zx),

2. Si L = (V) est l’algebre de Lie libre sur I’espace vectoriel V', alors,
UL =TV ([14]).

Le théoréme suivant, du a Poincarré-Birkoff-Witt, nous donne une base
de UL comme espace vectoriel :

Théoréme 1.1.15 (Poincaré-Birkhoff-Witt) Soit L une algébre de Lie
sur F. Notons (x;);c; une base bien ordonnée de L. Soit ¢ : L — UL
le morphisme d’algébre de Lie défini a la remarque précédente. Alors
UL est un F—espace vectoriel ayant pour base l’ensemble des produits
décroissants o(x;1) ... (i) avec (0 > 0,41, ... 0, € L1 > -+ > iy).
En particulier Uapplication ¢ : L — UL est une incluston.

1.2 Rationalisation des groupes nilpotents et des
espaces

Nous rappelons dans cette section la fagon classique de définir la ratio-
nalisation d’un groupe nilpotent et la rationalisation d’un espace simple-
ment connexe. Pour le détail des preuves, nous réferrons a [20]. L’idée
est que si X est un espace topologique simplement connexe, on veut lui
associer un espace topologique Xg dont les invariants homotopiques clas-
siques sont ceux de X tensorisés avec Q. Grace a I’homotopie rationnelle,
les invariants rationnels sont généralement plus calculables que ceux des
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espaces généraux. Les liens étroits entre un espace X et sa rationalisa-
tion permet ensuite de se donner une idée de la forme de ’espace X de
départ.!

Groupes rationnels

De la méme facon que nous avons défini la notion d’algebre de Lie nilpo-
tente, nous pouvons définir les groupes nilpotents. Si G est un groupe,
on définit la suite centrale descendante C),(G) comme étant la série dont
les termes sont

Ci(G) =G, CG)=(G,G), ... Cu(G)=(G,Cha(G))

ou (G,C,-1(G)) désigne le sous-groupe normal engendré par les com-
mutateurs (a,b) = aba~'b~! avec a € G et b € C,,_1(G).

Définition 1.2.1 Le groupe G est n—nilpotent (ou nilpotent d’indice n)
St Cn+]_(G) = {1}

Exemples 1.2.2 1. Les groupes 1-nilpotents sont les groupes abéliens.

2. Considérons le groupe Try (3, Z) des matrices triangulaires supérieures
d’ordre 3 sur Z dont les éléments diagonaux sont 1 :

1 a b
TT1(37Z) = 0 1 ¢ a7baC€Z
0 0 1

Alors, un calcul direct montre que

1 0 a
(Tr1(3,2),Tr1(3,Z)] = 010 a€’Z
00 1

Le groupe [Tr1(3,Z),Tr1(3,Z)] est donc un groupe abélien et donc
Tr1(3,Z) est 2—nilpotent.

IEn fait, il est possible de définir pour chaque nombre premier p un espace Xp
dont les invariants homotopiques sont les invariants de X localisés en p. Ceci permet
pas a pas de reconstruire la forme globale de ’espace X.
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3. Plus généralement, le groupe Tri(n, F) des matrices triangulaires
supérieures d’ordre n sur un corps commutatif F' dont les éléments
diagonaux sont 1 est (n — 1)—nilpotent.

Définition 1.2.3 Un groupe G est rationnel (ou 0-local), si pour tout
nombre premier q, la fonction ¥ : G — G, ¥(x) = 27 est bijective.

Exemples 1.2.4 1. Tout groupe abélien rationnel est un espace vec-
toriel rationnel.

2. Le groupe Trq(n,Q) des matrices triangulaires supérieures d’ordre
n sur Q dont les éléments diagonaux sont 1 est rationnel. (Nous
prouverons ce résultat dans la section suivante en donnant un
exemple bien plus général). Toute matrice de Trq(n, Q) s’écrit Id+
u avec u” = 0. Une racine ¢°™° est donnée par le polynéme de Tay-
lor 14+ %4+ 1(1_q)utp Ll gyl g 4.

3. On peut montrer ([18]) que tout groupe rationnel G nilpotent et

finiment engendré peut se plonger dans un groupe Tri(n,Q) pour

eme

un certain n.

Définition 1.2.5 Etant donné un groupe nilpotent G, son rationalisé est
un groupe rationnel Gg muni d’un morphisme de groupes ¢ : G — G,
appelé application rationalisante, satisfaisant la propriété universelle sui-
vante : pour chaque morphisme de groupes 3 : G — Hq, ot Hg est un
groupe rationnel il existe un unique morphisme h : Go — Hg qui fait
commuter le diagramme suivant :

cG— 5 m,

N A

Autrement dit, les groupes nilpotents rationnels forment une sous-catégo-
rie pleine des groupes nilpotents, et la rationalisation est un foncteur
adjoint a l'inclusion. Le théoreme fondamental suivant nous dit que les
groupes nilpotents admettent un rationalisé.

Théoreme 1.2.6 (/20]) Soit Nil la catégorie des groupes nilpotents et
Nilg, la catégorie des groupes nilpotents rationnels, alors, le foncteur de
rationalisation (ou complétion de Mal’cev) M : Nil — Nilg existe. La
propriété universelle de la définition précédente permettant de définir de
facon usuelle M sur les fleches de Nil.
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Exemples 1.2.7 1. Si G est un groupe abélien, alors, Gg = G ® Q.
En effet, on peut définir I’application rationalisante ¢ : G — G
par ©(g) =g ® L.
2. On a (Tr1(n,Z))g = Tr1(n,Q) avec ¢ I'inclusion.

Rationalisation des espaces simplement connexes

Définition 1.2.8 Un CW-compleze X simplement conneze est dit ra-
tionnel si ses groupes d’homotopie m,(X) sont rationnels (ou ses groupes
d’homologie réduite & coefficients entiers).

Exemple 1.2.9 Le téléscope (ou sphere rationnelle) est I’espace

o0

— 1)
S5=(V sUL H Di

k=1
ot le disque D}'! est attaché & Spv SP 1 par une application S — SV
Sit.1 réprésentant [Si'] — k;[S}, (] ot [S}] dénote la classe d’homotopie
de T'inclusion de S™ comme le k—eéme facteur de \/, ., S;'. Posons

VosoUe I oe)
1<k<r 2<k<r—1
On voit que Hyx(X(r)) = 0 si k # 0,n puisque S est une déformation
rétracte de X (7). De plus, le morphisme induit en homologie réduite par
Iinclusion X (r) — X(r + 1) est la multiplication par r 4+ 1. Puisque
I’homologie commute avec les sommes directes et Sg = lim_, X (r), I'ho-
mologie réduite Hy(S%,7Z) est la limite du systéme

X2 X3
Z Z Z R

c’est-a-dire Q : on a donc E(S&,Z) = Q si k = n et zéro sinon. Le
teléscope est donc un espace rationnel.

Définition 1.2.10 Si X est CW-complexe simplement connezxe, le ra-
tionalisé de X est un espace rationnel Xqo muni d’une application ¢ :
X — Xgq telle que pour tout espace rationnel Yg et toute application
f X — Yy, il existe ¢ homotopie prés une et une seule application
g : Xg — Yg telle que le diagramme suivant commute :

x— iy

AN
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Théoreme 1.2.11 (/20]) Soit TOP, la catégorie des CW-complezes sim-
plement connezes, et (Top.)g, la catégorie des CW-complexes simple-
ment connexes et rationnels, alors, le foncteur de rationalisation (ou
complétion de Mal’cev) M : TOP, — (TOPC)Q existe. La propriété uni-
verselle de la définition précédente permettant de définir de facon usuelle
M sur les fléches de TOP,.

Remarque 1.2.12 ] existe une rationalisation des espaces non simple-
ment connezres mais dont le groupe fondamental est nilpotent et agit de
facon nilpotente sur les groupes d’homotopie. Nous n’en ferons pas usage
dans ce texte.

Le théoreme suivant est utile pour caractériser les applications rationa-
lisantes :

Théoréme 1.2.13 [14] Soit X un espace simplement connexe. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. L’application f : X — Xq est une rationalisation
2. Les morphismes f. : H.(X) — H,(Xq) sont des rationalisations.

3. Les morphismes f. : m(X) — m.(Xq) sont des rationalisations.

Corollaire 1.2.14 L’inclusion S" — Sg de la sphére initiale dans le
téléscope est une rationalisation.

Terminons cette section par la définition suivante :

Définition 1.2.15 Deuzx espaces 1-connexes X et Y sont dits ration-
nellement équivalent si leurs rationalisation Xq et Ygp sont homotopi-
quement équivalentes.

La relation ainsi définie est une relation d’équivalence, et les classes
d’équivalence associées sont appelées types d’homotopie rationnelle.

1.3 La correspondance de Mal’cev

La connexion entre un groupe de Lie et son algebre de Lie est bien
connue. Elle s’avere étre un outil tres efficace. En effet, pour résoudre un
probleme sur les groupes de Lie, il est souvent intéressant de transférer
ce probleme aux algebres de Lie correspondantes, ou nous disposons des
techniques de I’algebre linéaire, pour ensuite revenir aux groupes de Lie
de départ. Avec la méme idée, dans les années 1950, (voir [24]), Mal’cev
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a construit une correspondance entre les groupes rationnels nilpotents
et les algebres de Lie rationnelles nilpotentes.

La formule de Baker-Campbell-Hausdorff

Considérons le groupe Tri(n,Q) des matrices triangulaires supérieures
sur Q dont les éléments diagonaux sont 1 et 1’algebre de Lie T'ro(n, Q)
des matrices triangulaire supérieure sur Q avec des zéros sur la dia-
gonale. Tr1(n,Q) est un groupe pour la multiplication des matrices et
Tro(n,Q) est une algébre de Lie pour le crochet des matrices. Nous avons
montré précédemment que Try(n,Q) et Tro(n, Q) sont respectivement
un groupe n—nilpotent et une algebre de Lie n—nilpotente. Pour tout
A € Tri(n,Q). Puisque (A —id) € Tro(n,Q) et (A —id)™ = 0, la série
logarithme de A se réduit a

logA = (A —id) — %(A —id)* + -+ (n (A—id)"' € Tro(n,Q).

Inversément, si A € Trg(n,Q), Pexponentielle de A est définie par

_ 1 2 1 n—1
e:cpAfzd—i—A—i-QA + —1—7(”_1)!14 € Tri(n,Q).

Un calcul direct montre que ’exponentielle et le logarithme sont des

exp
applications inverses Tro(n, Q) =——= Tr1(n,Q) .

log
Rappelons la formule de Baker-Campbell-Hausdorff qui permet de cal-
culer le logarithme d’un produit d’exponentielles a ’aide du crochet de
Lie. Sa preuve se trouve dans [21].

Théoreme 1.3.1 (Formule de Baker-Campbell-Hausdorff) Si A
et B sont deux matrices de Tro(n,Q), alors, on a que log(expA.cxpB)
est égal a

n—1 _ k _
-1 k—1 " s s 1
( ) 2 : (Zz:l(r + s )) [ATl BSlAT‘QBSQ . ArnBsn]
k rilsl! e rplsy!
k=1 ri+s; >0
1<i<k
avec

[AT'BS1A™ B2 | AT B =
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Les premiers termes de cette somme sont bien connus :

log(capA.capB) — A+B+ %[A, Bl + %[A, 4, B - 1%[3, (4, B]
1
- ﬂ[B’ [A7 [AaBm -

Nous sommes maintenant en mesure de détailler ’exemple 2 de la page
12

Proposition 1.3.2 Le groupe Tri(n,Q) est un groupe rationnel.

Preuve : Un calcul direct montre que si A € Try(n,Q) et n € Z, alors,
log(A™) = n.log(A). Montrons que l’application

"2 T’I“l(?’l,@) - Trl(n,Q),x - xn

est bijective. Si A € Tri(n,Q), alors, posons B = exp(Llog(A)) €
Tri1(n,Q). On trouve alors que B™ = A, ce qui montre que ¢ est sur-
jective. Supposons maintenant que A, B € Tri(n,Q) soient telles que
A™ = B"™, alors, n.log(A) = n.log(B), c’est-a-dire A = B et 'application
o est injective. O

Terminons cet exemple par la proposition intéressante suivante qui per-
met de construire beaucoup de groupes rationnels.

Proposition 1.3.3 (/34]) Si L est une sous-algébre de Lie de Trqo(n,Q),
alors, exp(L) est un sous-groupe rationnel de Trqi(n, Q).

La correspondance de Mal’cev

En utilisant la formule de Baker-Campbell-Hausdorff, on peut définir
une structure de groupe sur Trg(n, Q) en posant xxy = log(expx.expy).
L’application exponentielle est donc un isomorphisme de groupe entre
(Tro(n,Q),*) et Tri(n,Q).

Le théoreme 1.1.5 nous dit que toute algebre de Lie rationnelle nil-
potente finiment engendrée L est réalisable par une algebre de Lie de
matrices, des lors, nous pouvons définir exp(L) et la formule de Baker-
Campbell-Hausdorff reste valable dans ce cadre. La multiplication xxy =
log(expx.expy) muni donc l'algebre de Lie L d’une structure de groupe.
Nous noterons G(L), le groupe associé & 'algebre de Lie L. Le groupe
G(L) est donc un groupe rationnel nilpotent finiment engendré par la
proposition 1.3.3 et une vérification directe montre que G(L) possede le
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méme indice de nilpotence que L. Inversément, [34], pour tout groupe
rationnel finiment engendré Gy, il existe une algebre de Lie nilpotente
rationnelle finiment engendrée, notée L(G) telle que G(L(Gg)) = Go.
En fait, nous avons une équivalence de catégories :

Théoréme 1.3.4 [3/] Si Liegy est la catégorie des algebres de Lie ra-
tionnelles finiment engendrées et n—nilpotentes et Gr& est la catégorie
des groupes rationnels n—nilpotents finiment engendrés, alors, le fonc-
teur

Gg: Lie(a — Gr(a, L — G(L)

est une équivalence de catégories. De plus, les algébres de Lie n—résolu-
bles correspondent aux groupes n—résolubles.?

Nous ne donnerons pas la preuve de ce théoreme mais nous allons donner
pour terminer ce chapitre quelques exemples de calcul de G(L) pour L
donnée.

Exemples 1.3.5 1. Onadéjamontré que G(T'ro(n,Q)) = Tri(n, Q).

2. Considérons 'algebre de Lie abélienne rationnelle Ab(z1,...,z,).
Nous savons grace a la formule de Baker-Campbell-Hausdorff que

G(Ab(z1,...,xn)) = (Ab(x1,...,20), %)

avec x; * £; = T; +x; = x; * x; pour tout 4,5 € {1,...,n}
puisque tous les crochets de Lie sont nuls. Nous avons donc que
G(Ab(x1,...,z,)) = Q™.

3. Montrons que si L est une algebre de Lie rationnelle n-nilpotente,

alors, G(L) est une groupe rationnel n-nilpotent. La formule de
Baker-Campbell-Hausdorff nous donne si A, B € L :

(A, B) := AxBxA~'%B™! = A, B]4crochets plus grands en [A, B]

Des lors, puisque L est n—nilpotente, tout commutateur de lon-
gueur > n dans G(L) est nul et ce groupe est n—nilpotent. On
peut faire une preuve similaire pour voir que les algebres de lie
n—résolubles rationnelles finiment engendrées correspondent exac-
tement aux groupes n—résolubles rationnels finiment engendrés.

2Ce théoréme peut se généraliser aux groupes rationnels et aux algébre de Lie
rationnelles localement nilpotentes mais nous n’en aurons pas besoin pour la suite.
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Homotopie rationnelle

2.1 Tours de Postnikov

Les espaces admettant une tour de Postnikov finie sont tres importants
dans ce travail. Ce sont en particulier les espaces avec lesquels nous
résolverons les problemes de réalisation dans les chapitres suivants.! Es-
sentiellement, une tour de Postnikov s’obtient en ’recollant’ au moyen
de fibrations des espaces d’Eilenberg-MacLane, de fagon analogue a la
construction d’'un CW-complexe comme recollement par cofibrations de
spheres. Commencons donc par donner une définition des espaces d’Ei-
lenberg MacLane, introduits dans les années 40.

Définition 2.1.1 FEtant donné un groupe G et un entier n, de sorte que
G est abélien si n > 2, l'espace d’Eilenberg-MacLane K(G,n) est un
CW-complexe connexe tel que

mi(K(G,n))=0 sii#n
(K (G,n)) =G

Exemples 2.1.2 1. Le cercle S! est un K(Z,1).

2. L’espace projectif complexe de dimension infinie CP* est un K(Z, 2).

Remarque 2.1.3 Pour tout groupe G, un espace K(G,n) peut élre
construit €tape par étape en partant d’un wedge de n—spheéres, une pour
chaque générateur du groupe G, en ajoutant de maniére itérée des cel-
lules de dimension plus grande pour tuer [’homotopie en trop.

Hls sont d’ailleurs aussi intéressants pour la description de la rationalisation des
CW-complexes nilpotents.

23
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Définition 2.1.4 Une tour de Postnikov pour un CW-complexe simple-
ment connexe X est une suite d’espaces X™, n > 1, munis d’applications
fn:X — X" et de fibrations p, : X"T1 — X" telles que

1. Les applications m;(fr) : mi(X) — 7 (X™) sont des isomorphismes
pour i < n.

2. m;(X™) =0 pour i > n.

3. Pn © fn+1 - fn

4. L’application p, est une fibration principale, c’est-a-dire est l'image
inverse d’une fibration universelle

K(Gp,n+1) — PK(Gp,n+2) — K(Gp,n+2)

le long d’une application continue h,, : X" — K(Gp,n + 2).

On dit que la tour de Postnikov est finie si X = X™ pour un certain n.

fn+1

fn

h

X —— X!

Les applications h,, sont appelées les k—invariants de ’espace X. De
plus, G,, 2 m,41(X). En effet, si F' désigne la fibre de I'application p,,

la suite exacte pour la fibration F > x 7+l Pn X"™ mnous assure

que

Tnt1(F) 2w (X)) 2 1,40 (X)
m(F)=0sii#n+1

c’est-a-dire que la fibre F' est un espace d’Eilenberg MacLane K (7, +1(X), n+

1).
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Remarque 2.1.5 [l est facile de voir que tout CW-complexe simple-
ment conneze admet une tour de Postnikov. Pour construire les différents
espaces X, il suffit de tuer pas a pas les groupes d’homotopie de degré
> n. Un espace est nilpotent si on a une tour avec les propriétés 1 a
8 et que chaque p, peut s’écrire comme composé d’un mombre fini de
fibrations principales.

2.2 Modeles de Sullivan

L’homotopie rationnelle est ’étude du type d’homotopie rationnel d’un
espace (voir section 1.2). Elle fut introduite par Dennis Sullivan (1977)
et Daniel Quillen (1969).

Les types d’homotopies rationnels d’un espace simplement connexe? peu-
vent s’identifier aux algebres minimales de Sullivan qui sont des algebres
différentielles graduées commutatives satisfaisant certaines conditions.
Nous rappelons les outils fondamentaux de la théorie qui seront nécessaires
pour la suite de ce texte. Pour un approfondissement de cette théorie,
nous renvoyons le lecteur & [14].

Algebres différentielles graduées commutatives

Définition 2.2.1 Une algebre différentielle graduée commutative ratio-
nnelle (A, d), ou ADGC, est une algébre sur Q graduée en degrés positifs
A = ®penA” munie d’une différentielle d : A™ — A™! de degré 1 telle
que

d(a.b) = d(a).b+ (—1)l*a.d(b)

et telle que pour tout couple (u,v) € Ax A d’éléments homogénes, u.v =
(=)l 1vly ap,

Les morphismes d’ADGC sont les morphismes d’algebres graduées de
degré 0 qui préservent la différentielle. Un quasi-isomorphisme est un

morphisme d’ADGC, ¢ : B =54 , induisant un isomorphisme en

homologie, Hp: HB —— 5 HA . Deux algebres différentielles graduées
commutatives A et B sont dites équivalentes si elles sont reliées par une
chaine de quasi-isomorphismes

~

A A <

~ ~ ~

A2 Lol An s B

211 est possible de définir une théorie de I’homotopie rationnelle pour les espaces
nilpotents qui en quelque sorte généralisent les espaces simplement connexes. Cepen-
dant, nous n’en auront pas besoin par la suite.
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Algébres de Sullivan

Si V est un espace vectoriel gradué en degrés positifs, ’algebre graduée
commutative libre sur V', AV, est par définition

AV — S[Vpair] ® E[Vimpair]

c’est-a-dire le produit tensoriel de l’algebre symétrique sur VP*' avec
I'algebre extérieure sur VImPar Par convention, A(z1,...,r,) désigne
I’algébre graduée commutative libre définie sur l’espace vectoriel en-
gendré par les x;.

Définition 2.2.2 Une algebre différentielle graduée commutative (A, d)
est appelée une algebre de Sullivan si comme algébre A = AV, pour
un certain espace vectoriel gradué V, et si V. admet une base (a)aca
indexée par un ensemble bien ordonné telle que

d(za) € Azp)p<a-

L’algebre de Sullivan (AV,d) est dite minimale si en plus dV C A=2V .

Exemple 2.2.3 L’ADGC (A(z,y, 2),d) avec z,y et z en degré 1 et do =
yz, dy = zz et dz = yx est un exemple ’ADGC qui n’est pas de Sullivan.

Définition 2.2.4 Un modéle de Sullivan d’une Q—algébre de cochaines
commutatives (A, d) est une algébre de Sullivan (AV, d) munie d’un quasi-

isomorphisme
¢ (AV,d) — (A, d).

Un modéle de Sullivan est dit minimal si Ualgébre de Sullivan (AV,d)
est minimale.

La proposition suivante se trouve dans [14] :

Proposition 2.2.5 Toute Q—algébre de cochaines commutative cohomo-
logiquement connexe (c’est-a-dire telle que H°(A,d) = Q) admet un
modele de Sullivan minimal. De plus, ce modéle est unique a isomor-
phisme pres.

Modeéle de Sullivan pour un espace

La relation entre la topologie et ’algebre est donnée par les foncteurs
PL-formes et réalisation géométrique de Sullivan. Leur construction se
trouve dans [37].
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Le foncteur PL-formes de Sullivan, noté Apy, :
APL : TOp — ADGC

de la catégorie des espaces topologiques vers la catégorie des algebres
différentielles graduées commutatives, est inspiré des formes différentielles
C'™ sur une variété et est tel qu’il existe un isomorphisme naturel d’algebres

H(Apr(X)) = H*(X,Q).

En outre, deux espaces simplement connexes de Q—type fini X et Y ont
méme type d’homotopie rationnelle si et seulement si les ADGC App,(X)
et Apr,(Y) sont équivalentes.

Définition 2.2.6 Un modéle de Sullivan pour un espace topologique
X est une algébre de Sullivan (AV,d) munie d’un quasi-isomorphisme
d’algébres de cochaines

p: (AV,d) — Apr(X)

Un modéle de Sullivan est dit minimal si lalgébre de Sullivan (AV,d)
est minimale.

Proposition 2.2.7 Tout CW-complexe simplement connexe X dont l’ho-
mologie est de type fini posséde un modéle de Sullivan minimal, unique
a isomorphisme pres, qui est simplement connexe et de type fini. Nous
le noterons mx.

Le foncteur réalisation géométrique |.| de Sullivan associe & une algebre
de Sullivan minimale (AV] d) simplement connexe dont I’homologie est de
type fini un CW-complexe |(AV, d)| simplement connexe tel que m sy, =
(AV,d).

Ceci donne la proposition suivante :

Proposition 2.2.8 Il existe une bijection entre les types d’homotopie
rationnels des CW-complexes simplement connexes dont [’homologie est
de type fini et les classes d’isomorphismes d’algebres de Sullivan mini-
males sur Q simplement connexes et de type fini. Les foncteurs Apy, et
réalisation géométrique étant les bijections réciproques.

Les modele minimaux s’averent donc étre des invariants complets du
type d’homotopie rationnel, ¢’est-a-dire que pour des espaces simplement
connexes dont la cohomologie rationnelle est de dimension finie en chaque
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degré, deux espaces X et Y ont méme type d’homotopie rationnelle si et
seulement si ils ont des modeles de Sullivan isomorphes. Un autre aspect
fantastique du modele minimal de Sullivan d’un espace topologique X
est que l'on peut lire la partie sans torsion des groupes d’homotopie a
partir des générateurs du modele. En effet, si ¢ : (AV,d) —— App(X)

est un modele de Sullivan minimal d’un espace simplement connexe dont
I’homologie est de type fini, il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels
rationnels gradués

homg(V*,Q) = 7. (X) ® Q.

En particulier, si X est un espace rationnel, alors X admet une tour de
Postnikov finie si et seulement si dimV < oc.

Exemples 2.2.9 1. Si m > 1 est impair le modeéle minimal de S™
est donné par (Au,,0) avec |u,| = n. En effet, le choix d’un
représantant w de 'unique générateur de la cohomologie en degré
n de Apr,(S™) défini un quasi-isomorphisme

(Atn,0) — Apr(S™), |un| =n.

Si n > 1 est pair, alors, u2 # 0, nous devons donc ajouter un
second générateur vy, 1 en degré 2n — 1 avec d(va,_1) = v2. On
a alors un quasi-isomorphisme

(A(un, von—1),d) —— Apr(S™) .
2. Le modele de Sullivan de CP™ est de la forme
@ (A(’U,Q,,TgnJrl),d) e APL((CPH) s

ott d(xgny1) = uy™t. L’élément p(uy) représente le générateur de
lalgebre H*(CP™;Q), qui est une algeébre polynémiale tronquée
sur un générateur de degré 2 et ¢(xa,y1) tue sa puissance (n +
1)—eéme.

3. Si (AV,d) et (AW, d) sont respectivement des modeles de Sullivan
minimaux pour des CW-complexes simplement connexes X et Y
dont ’homologie est de type fini, alors, (AV,d) ® (AW, d) est un
modele de Sullivan minimal pour leur produit. Par exemple, le
modele de S3 x CP? est de la forme (A(z,y, 2),dr = dy = 0;dz =
y%) avec |z| = 3, |y| = 2, |2| = 11.
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4. L’exemple plus général suivant nous sera utile par la suite. Un
Fy—espace est un CW-complexe fini, simplement connexe dont
I’homotopie rationnelle est de dimension finie et dont la cohomolo-
gie rationnelle est concentrée en les degrés pairs. Par exemple, les
spheres de degré pair, les variétés complexes Grassmanniennes sont
des Fy—espaces. Il est bien connu ([19]) que les Fy—espaces sont
exactement les espaces F' dont la cohomologie rationelle est une
algebre de la forme H*(F) = % pour un certain n, avec
|z;| pair et ol les P; forment une suite réguliere® de polynomes
dans Ql[z1, ..., 2,]. Le modele minimal d’un Fy-espace est donc de
la forme (AVy @ AVy,d) avec d(Vp) = 0 et d(V7) C AVf. L’espace
vectoriel Vo = Q{z1,...,z,} est 'espace vectoriel en degré pair
des générateurs et 'espace vectoriel Vi = Q{y1,...,yn} est 'es-
pace vectoriel en degré impair des relations, la différentielle étant
définie par d(y;) = P;.

Homotopie

Les modeles de Sullivan permettent aussi de donner une bonne descrip-
tion des applications continues. Il est en effet possible de définir une
bonne notion d’homotopie pour les morphismes d’un modele de Sullivan
vers une algebre de cochaines commutative arbitraire. De plus, toute ap-
plication continue est représentable de fagon unique, a homotopie pres,
par un morphisme entre modeles.

Notons A(t, dt) algebre de Sullivan contractile telle que |t| = 0, et eg, €1 :
A(t,dt) — Q les augmentations définies respectivement par eo(t) = 0 et
€1(t) =1.

Définition 2.2.10 Deuz morphismes d’algebres de cochaines commuta-
tives o, 1 : (AV,d) — (A,d) sont dits homotopes s’il existe un mor-
phisme d’algébres différentielles graduées commutatives

¢ : (AV,d) — (A,d) ® A(t,dt)
tel que (Id.e;) = @;, i =10, 1.

L’homotopie est une relation d’équivalence, ce qui donne un sens au
théoreme suivant qui est I’aboutissement de ce chapitre :

3Pour rappel, la suite a1, . .., a, est une suite réguliere dans Q[z1, ..., zn]sia1 # 0
et pour tout ¢ > 1, a; n’est pas un diviseur de zéro dans Q[z1,...,zn]/(a1,...,ai—1).
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Théoreme 2.2.11 Les foncteurs PL-formes et réalisation géométrique
de Sullivan donnent une équivalence de catégories entre la catégorie ho-
motopique des algebres différentielles graduées commutatives dont la co-
homologie est 1-connexe et de type fini, et la catégorie homotopique des
espaces rationnels simplement connexes de type fini.

2.3 Espaces formels

Un espace formel est un espace dont le type d’homotopie rationnelle est
complétement déterminé par sa cohomologie rationnelle :

Définition 2.3.1 Un espace simplement connexe est dit formel s’il ad-
met lalgébre différentielle graduée commutative (H*(X;Q),0) comme
modeéle.

D’apres les exemples de la section précédente, les spheres et les CP™ sont
des espaces formels. Il y a de nombreux autres exemples géométriques :
les groupes de Lie compacts, les variétés de Kahler compactes [12], ...
Notons aussi que le produit et le bouquet de deux espaces formels forment
a nouveau des espaces formels [29], ce qui permet de construire une
multitude d’espaces formels.

D’autre part, on peut facilement construire une ADGC non formelle.
Considérons le modele de Sullivan minimal (A(u,v,w),d) avec |u| =
|[v] = 3 et |w| = 5 et dont différentielle est définie par dw = wv. Une
base de la cohomologie est donnée par [u], [v], [uw], [vw], [uvw]. Si ¢ :
(A(u,v,w),d) — (H*(A(u,v,w),d),0) est un morphisme d’ADGC, alors,
p(w) = 0 pour des raisons de degré. Par conséquent p(uw) = p(vw) = 0
puisque ¢ est un morphisme d’algebre. Par conséquent, ¢ n’est pas un
quasi-isomorphisme.

2.4 Algebres de Lie graduées et algebres de
dérivations

Nous allons terminer ce chapitre en définissant I’algebre de Lie différentielle
graduée des dérivations d’un modele de Sullivan qui sera essentielle
quand on étudiera le groupe des self-equivalences.

Définition 2.4.1 Une algebre de Lie graduée différentielle est un es-
pace vectoriel L = {L,,n € N} gradué sur les entiers positifs, muni
d’une application bilinéaire [,], appelée le crochet de Lie, de degré 0 et
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muni d’une différentielle d : L, — L,,_1 satisfaisant aux trois conditions
sutvantes :

1. [z,y] = (=)W y 2] pour tout élément x,y € L,
2. (=), [y, 2] + (~1)WIly, [z, 2]] + (1), [, 4] = 0,
3. d([z,y]) = [d(2), 9] + (=1)1*I[z,d(y)]

Exemple 2.4.2 Si (A,d) est une ADGC, une application linéaire 6 :
A — A de degré n (on notera |6 = n) est une dérivation si, pour tout
z,y € A, 0(zy) = 0(x)y + (—1)111°120(y). Considérons alors I'espace
vectoriel gradué

Der(A) = @2 (Der,(A)

ot Der,(A) est I’espace vectoriel formé des dérivations de degré —p. On
peut munir Der(A4) du crochet [,] défini par

[91,92] = 91 o} 92 — (71)‘61H02|02 o} 91
et de la différentielle d : Der,(A) —— Der,_1(A) définie par
d(8)(a) = d(6(a)) — (~1)""16(da)
Le triplet (Der(A),[,],d) ainsi défini forme une algebre de Lie graduée
différentielle.
2.5 Les cochaines sur une algebre de Lie
différentielle graduée (L, d;)

Soit R un Q—espace vectoriel gradué de type fini (dim R™ < oo pour
tout n). Son dual se note RY = Hom(R, Q). L’application

¢ : A’RY — Hom(A’R,Q)
définie par
e(f Ag)(x Ay) = (1) f(2)g(y) + f(y)g(w)

est un isomorphisme. Ceci permet d’interpréter les éléments de A2RY
comme des formes linéaires sur A2R. On écrit pour simplifier

<fAgxANy>=o(fAg)(zAy).

Soit maintenant (L, dy,) une algebre de Lie différentielle graduée de type
fini et sL sa suspension, (sL), = L,_;. L’algebre des cochaines sur
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L, C*(L), est lalgebre de Sullivan ([14], Prop 23.2) C*(L) = (AW, d),
W = (sL)V, avec d = dy + d ;

do: W =W, do(v)(sz) = (—=1)""" u(sdy ()

di W — AW, < dyv;sz A sy >= (—1)‘”“‘1 < w;slx,y] > .
Si X est un CW-complexe de modele minimal (AV, d), alors algebre des
cochaines sur 'algebre de Lie des dérivations de (AV,d), C*(Der(AV,d))
est un modele de Sullivan de 'espace classifiant du monoide aut X ([38],[37]).

Pour rappel 'espace BautX classifie les fibrations de fibre X.

Décrivons maintenant dy et d; de maniere plus explicite en fonction de
(L,dr). Soit (e;) une base graduée de L. On définit les constantes de
structure a? et cfj € Q de la maniere suivante

_ k
de; = g ajey
k

k
lei, ej] = g CijCh-
k

Notons (AW, d) = C*(L) et w; une base homogene de W indexée par un
ensemble ordonnée, avec

< wy; sej >= 0.

Dans ce cas,
dow; = Zj(—l)lwilﬂaéwj
dlwi = Zr<s(_1)‘wrlcirw7” Nws + %ZT’ CZ‘TU}T A wy

b w, N ws. Pour

Montrons la seconde formule. Ecrivons dyw; = ), b

J <k,
< dywy; se; N sep, >

= bes < wp A ws; se; N\ sep >
r<s

= Zb{s((—l)mﬂ""wS‘ < wp; sej >< W seg > + < Wy e >< W S5 >)
r<s

= (_1)|wj||wk|bg’f
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D’autre part

< dywissej Asep > = (=11l <wsslej,en] >
= (=1)lsexl chk < wy; sep >= (—1)‘“”“‘c§k.
T

On en déduit b/* = (71)‘“%‘Jr|wj||“”€|c§,~C = (71)‘wﬁ'|c§;j.
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Le groupe des classes
d’homotopie de
self-équivalences

3.1 Définitions et exemples

Le but de cette section est de rappeler les définitions de bases concernant
les self-equivalences et de fournir une littérature suffisante permettant au
lecteur d’approfondir le sujet.

Etudier les automorphismes d’'un CW-complexe X pointé d’un point de
vue de la théorie homotopique, revient a comprendre 'espace des self-
equivalences d’homotopie (pointées) de X.

Définition 3.1.1 Si X est un CW-compleze pointé, aut(X) désigne le
monoide topologique des self-equivalences d’homotopie pointées de X.
L’espace aut(X) est muni de la topologie compacte ouverte'.

La compréhension du type d’homotopie de aut(X) est un probléme im-
portant en théorie de I’homotopie.

Définition 3.1.2 Les composantes connezes de l'espace aut(X) forment
le groupe £(X) = mo(aut(X)) des classes de self-equivalences d’homoto-
pie de X. La loi du groupe étant domnée par la composition des self-
équivalences.

Le papier de Barcus et Barrat ([9]) est le premier & fournir des résultats
sur le groupe €(X) en 1958. Malheureusement, en général, le calcul du

1Une sous-base de la topologie compacte ouverte sur aut(X) est donnée par les
ensembles B(K,U) = {f|f(K) C U} avec K un compact de X et U un ouvert de Y.

35
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groupe £(X) pour un CW-complexe X est difficile. C’est pourquoi, la
plupart des résultats actuels concernent souvent la forme globale (fini-
tude, nilpotence ...) de ce groupe. La référence standard pour 1'étude
du groupe ¢(X) est le papier de Arkowitz ([2]).

Exemples 3.1.3 1. Sin > 1, e(S™) = Z, les éléments de £(S,)
étant la classe de idgn et la classe de 'application de degré -1.
2. Montrons que e(CP™) = Zs. La fibration de Hopf

52n+1 CP» s CP>® = K(Z,Q)

nous permet de déduire que my(CP™) = 0 pour 2 < ¢ < 2n+ 1.
Toute self-equivalence de S? s’étend donc en un endomorphisme
de CP". Comme H*(CP",Z) = Z[x]/a™*!, cette extension est
un isomorphisme en cohomologie et donc une équivalence d’homo-
topie. Ceci montre que la restriction e(CP") — &(S?) = Z3 est
surjective. Elle est aussi injective, car les obstructions pour que 2
applications f,g : CP™ — CP" ayant méme restriction & S? soient
homotopes appartiennent & H?(CP"; m,(CP")) pour 2 < ¢ < n.
Comme 7,(CP™) = 0, ces groupes sont nuls.

3. Un exemple intéressant et bien connu ([2]) dit que e(K(G,n)) =
Aut(G) ot Aut(G) désigne le groupe des automorphismes de G.

Puisque le groupe (X)) est difficile & manier, de nombreux sous-groupes
de e(X) sont étudiés (par exemple voir [5], [33]). Ces sous-groupes sont
plus suceptibles d’avoir de bonnes propriétés.

En particulier, en 1964, Arkowitz et Curjel ([4]) on introduit le sous-
groupe e4(X) C (X) qui consiste en les classes d’équivalences d’ho-
motopie qui induisent identité sur les groupes d’homotopies 7, (X),
c’est-a-dire,

Définition 3.1.4 Si X est un CW-compleze, le groupe e4(X) est le
noyau de l’application évidente

e(X) — ] Aut(mn(X)).

Tout le reste de ce travail s’orientera vers 1’étude de ce sous-groupe.
Terminons cette section par deux exemples de calculs de e4(X) pour
certains espaces X.

Exemple 3.1.5 Nous savons que pour n > 1, £(S™) = Z,. Puisque
I’application de degré —1 induit la multiplication par —1 en homotopie,
on a €4(S™) = 1. De méme, ¢4(CP") = 1.
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Exemple 3.1.6 Pour ¢ > p > 1, €4(S? x S7) est un groupe abélien.

Preuve : 1l est bien connu ([39]) que le produit S? x S? admet une
décomposition cellulaire de la forme SP Vv S9 U,, ePt9 ou lapplication
d’attachement w : SPT9~! — SP v/ §9 est 'application de Whitehead.
Posons X = SP x S9, et considérons I’application

@ Tprq(X) = 4 (SP) @ mpag(S9) — [X, X]

qui envoit le représentant o € mp,44(S? x S9) sur la classe de ¢(0) = g,
ol
pincer ;

g0 X 2%y o+ VG x v x Vs x
est la composée de 'application pincement de la cellule e?*4 avec I’appli-
cation qui envoit SPT4 sur X par o et 'application de pliage V.
Montrons que Imy C e4(X). Soit donc 0 € mp44(X) et montrons que
k(g5 ) est Papplication identité pour tout k. Notons j : §P v §9—— X
I'inclusion. Clairement, g, o j est 'application identité sur SP Vv S9. Par
conséquent le diagramme suivant commute :

S”\/Sqihgp\/Sq
J J
prsq?prSq

Rappelons que les projections sur les composantes S? et S? induisent un
isomorphisme 7 (X) = 75 (SP) ® 7, (59). Comme le composé de U'injec-
tion SPC— Py §9C—— P x §9 et de la projection SP x S —— §P
est I'identité, tout élément de 74 (S?) est 'image d’un élément de 7, (S?V
S7). De méme pour 7;(S5?). Par conséquent, si 7 € 7 (X), 7 = m(5)(p)
pour un p € 7 (SP V S?). Finalement,

”Tk(gd)(T):gaOT:ggojOp:jop:fr’

et donc (g, ) est bien 'application identité. D’autre part, 'applicaton
 est un morphisme de groupes. Ceci s’obtient facilement & partir des

définitions ([3]). Rappelons que si X i} Y —— Cy est une cofibra-
tion, alors pour toute application continue o : XX — Z et g: Cy — Z,
on a une application

incer Vo
gU:OfLCfVEXg )Z\/ZV > Z .
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Dans la suite exacte

5X, 2] — [Cr, 2] s v, 2]

si h(r) = h(s), alors 7 = s pour un certain o. Montrons maintenant que
ex4(X) C Imy, ce qui terminera la preuve. Puisque Cone(w) ~ SP x S1
et > SPTa—l ~ §PFa 1a suite

grra1 —y gry 51— op % 50— gptg

est une suite de cofibrations. Une partie de la suite exacte de Baratt-
Puppe associée est alors une suite d’ensembles pointés respectivement
par I’application constante, I'identité et j.

(5P, 57 % §9) — L (57 % 59,57 % §9] —T s [SP v 59, 5P % §9]

Si f:SP x ST — SPx S?induit U'identité en homotopie, alors j.(j) =
j«(Id). Tl en résulte que f = Id° pour un o : SPT¢ — SP x S9 c’est-a-dire
f = Yo-

Remarque 3.1.7 On montre plus précisément que

g4 (S x 8) = (mp4q(SP)/[tps g1 (SP)]) ® (Tp44(S)/tq, Tp41(S)])

avec 1, € T (S*) Uapplication identité et ou [.,.] désigne le crochet de
Whitehead.

3.2 Structure du groupe c4(X)

Nilpotence et finitude

Le groupe €4 (X) est difficile & calculer, méme pour des espaces ”simples”,
comme ’a montré le dernier exemple de la section précédente. Les deux
théorémes importants suivants montrent que le groupe e (X) n’est pas
si sauvage si ’espace X est relativement gentil.

Le premier théoreme est dii & Arkowitz et Curjel ([2],[4]) :

Théoréme 3.2.1 Si X est un CW-complexe fini simplement connexe
ou quand X admet une tour de Postnikov finie, alors, le groupe e4(X)
est finiment engendré.

et le second & Dror et Zabrodsky ([17]) :
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Théoréme 3.2.2 Si X est un CW-compleze fini simplement connexe
ou quand X admet une tour de Postnikov finie, alors, le groupe e4(X)
est nilpotent.

Localisation

Si X est un CW-complexe fini simplement connexe ou quand X est un
espace simplement connexe admettant une tour de Postnikov finie, alors,
le théoreme 1.2.11, nous assure que le rationalisé Xq existe et est muni
d’une application rationalisante h : X — Xq. D’autre part, le théoreme
3.2.2 montre que le groupe e4(X) est nilpotent et est donc rationalisable
par le théoreme 1.2.6. Il existe donc un espace rationnel (e4(X))g muni
d’une application rationalisante k : e4(X) — (e4(X))g. Le théoréme
suivant est du & Maruyama ([26],[27]) :

Théoréme 3.2.3 L’homomorphisme naturel ex(h) : ex(X) — e4(Xg)
mduit par la rationalisation de X est la rationalisation k des groupes
nilpotents. Les groupes (ex(X))g et ex(Xq) sont donc isomorphes.

3.3 Homotopie rationnelle des self-equivalences

A partir de ce chapitre, nous allons nous intéresser au calcul de la ratio-
nalisation du groupe e4(X), avec X un CW-complexe fini simplement
connexe ou admettant une tour de Postnikov finie. Par le théoréme 3.2.3,
ce groupe est le groupe des self-equivalences du rationalisé de X . L’avan-
tage de ce restreindre aux invariants rationnels de e4 (X)) est la possibilité
d’appliquer les techniques de 'homotopie rationnelle rappelées au cha-
pitre 2. Plus précisément, D. Sullivan ([37]) a donné un algorithme pour
calculer l'algebre de Lie nilpotente rationnelle associée par la corres-
pondance de Mal’cev au groupe e4(Xg). Sa philosophie générale est que
lalgebre de Lie associée au groupe (X ) correspond au niveau algébrique
a une algebre de dérivations associée au modele minimal M x de I'espace
X.

Le théoreme 2.2.11 nous permet de dire que si X est CW-complexe sim-
plement connexe dont ’homologie est de type fini, alors, il existe un (anti-
)isomorphisme entre le groupe e(Xg) et le groupe ¢(Mx) des classes
d’équivalence d’homotopie des équivalences d’homotopie du modele mi-
nimal M x. Maintenant, la correspondance (voir chapitre 2) entre les
indécomposables de degré i du modele My et le i®™¢ groupe d’ho-
motopie rationnel de X nous donne un (anti)-isomorphisme entre le
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groupe e (Xg) et le groupe e4(Mx)? des classes d’homotopie de self-
equivalence de M x qui induisent I'identité sur les indécomposables.

Le but de la fin de cette section est de calculer ’algebre de Lie ration-
nelle nilpotente associée & e4(Mx) par la correspondance de Mal'cev.
Considérons pour cela I’algebre de Lie différentielle graduée des dérivations
(Der(Mx),],],d) du modele minimal M x définie & 'exemple 2.4.2. No-
tons Dery (M x) algebre de Lie différentielle graduée définie par

Deryi(AV,d) = Der;(AV,d) si i # 0

et Deryo(AV,d) désigne le sous-espace vectoriel rationnel de DergM
constitué des dérivations 0 vérifiant (V) C A2V si Mx = (AV,d).
Le théoreme suivant ([37],[33]) est loutil principal de cette thése. Par
souci de complétude, et pour donner une intuition, nous allons écrire un
résumé de sa preuve.

Théoréme 3.3.1 Il existe un isomorphisme d’algebres de Lie
L(e4(Mx)) = Ho(Dery(Mx, d))

ot L(e4(Mx)) désigne lalgébre de Lie associée a ex(Mx) par la cor-
respondance de Mal cev.

Preyve : (résumé) On montre plutét que
G(Ho(Dery(Mx, d))) = e4(Mx).

Rappelons que le groupe G(Hy(Dery(Mx,d))) est isomorphe au groupe
(Ho(Derg(Mx,d)), ) ou la multiplication * est donnée par la formule
de Baker-Campbell-Hausdorff. Si Mx = AV, la premiere étape de la
démonstration consiste & montrer que tout élément de Deryo(AV, d) est
localement nilpotent, & savoir, pour tout 6 € Deryo(AV,d), si v € AV,
alors, il existe un nombre naturel k tel que 8% (v) = 0. Ceci se montre &
I'aide d’une simple induction en utilisant le fait que #(V) € AZ2V. Ceci
donne un sens a l'application exponentielle

exp : Deryo(AV,d) — Aut AV

ot Autx AV est le groupe des automorphismes de AV induisant I'identité
sur les indécomposables. L’exponentielle défini donc une bijection entre
Deryo(AV,d) et AutxAV. Sullivan ([37]) montre alors que exp(z *y) =

2Ce goupe est bien nilpotent [8]
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exp(X) o exp(Y) et que les automorphismes homotopes & 'identité cor-
respondent aux bords. D’autre part, une simple induction permet de
montrer que 1’élément x — y est un bord si et seulement si z x y~! 'est
([33]). On obtient donc que deux cycles x,y correspondent & deux auto-
morphismes homotopes si et seulement si ils sont homologues. En effet,

1

Ty =dz <= axy ' =dz <= exp(zxy ') ~Id < exp(x) ~ exp(y).

Nous avons donc construit un isomorphisme de groupes

exp : G(Ho(Deryg(Mx,d))) — ex(Mx).

3.4 Enoncé des problemes

En 2001, M. Arkowitz a publié une liste de questions ouvertes concer-
nant les self-equivalences d’homotopie ([7]). Dans ce travail, nous nous
sommes particulierement intéressés a deux de ces questions. La premiere
concerne le probleme de réalisation du groupe des self-equivalences d’ho-
motopie et la seconde un résultat de finitude portant sur ce groupe. Nous
énongons dans cette section les deux problémes et donnons une breve re-
vue de la littérature les concernant.

Probléme de réalisation

Un probléme de base est de savoir si tout groupe nilpotent G peut ap-
paraitre comme £(X) pour un espace X. Ce probleme date de long-
temps et beaucoup d’auteurs s’y sont déja intéressés, par exemple dans
([2],[22]). Ce probleme admet beaucoup de variations. Par exemple, si
Xg est un espace simplement connexe rationnel admettant une tour de
Postnikov finie, on sait que le groupe e4(Xg) est un groupe nilpotent
rationnel finiment engendré par les théoremes 3.2.1, 3.2.2 et 3.2.3. Une
question naturelle est donc

Probléme 3.4.1 Tout groupe finiment engendré rationnel nilpotent est-

il réalisable comme e4(X) pour un espace rationnel simplement connexe
X7?

Des réponses partielles on été fournies par M. Arkowitz et G. Lupton
([6]), S. Piccarreta ([30]). Par exemple, dans ([30]), S. Piccarreta réalise
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les groupes rationnels de nilpotence 1 et les groupes rationnels de nilpo-
tence 2 et de rang inférieur ou égal a 6, dont le sous-groupe commutateur
a un rang égal a 1.

Remarquons enfin que les théoréemes 1.3.4 et 3.3.1 montrent que ce
probleme est équivalent au suivant :

Probleme 3.4.2 Toute algébre de Lie nilpotente rationnelle finiment
engendrée est-elle réalisable comme Hy(Dery(Mx),d) pour un certain
modéle minimal Mx.

Probléme de finitude

Dans 'exemple 2.2.9.(4), nous avons défini les Fy-espaces. Halperin a
étudié ces espaces en profondeurs, par exemple dans ([19]), ou il énonce
la célebre conjecture suivante :

Conjecture 3.4.3 Si F' est un Fy—espace, la suite spectrale rationelle
de Serre dégénere au terme Es pour toute fibration Q-orientable de la
forme FF - E — B.

Cette conjecture a été prouvée dans certains cas particuliers, par exemple
dans [23], [25], [35] et [36] mais reste un probléme ouvert en général. Dans
[28], Meier montre le théoréme suivant :

Théoréme 3.4.4 Si F' est un Fy—espace, alors, les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. La conjecture d’Halperin est vraie.

<0 77+
2. Dery H (F,Q) =0.

En degré zéro, la conjecture de Halperin est donc équivalente a dire
que DERy4(H*(F,Q)) est nul. Elle est donc équivalente, vu la forme
de H*(F,Q) et par le théoreme 3.3.1, & montrer que L(ex(Xg)) =
Ho(Dery((Mx,d))) = 0 et donc que e4(Xg) = 1. Par le théoreme de
localisation de Maruyama 3.2.3, la conjecture de Halperin en degré zéro
se rameéne donc au probleme intéressant suivant concernant le groupe de
self-equivalences d’homotopie d’'un Fy— espace :

Probleme 3.4.5 Soit X un Fy—espace, alors, le groupe e4(X) est un
groupe fini.
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3.5 Algebres de Lie de dérivations et fibrations

Soit X un espace de modeéle minimal (AV,d) et Y un espace de modele
minimal les cochaines sur une algebre de Lie différentielle graduée (L, d,).
Nous montrons ici le lien entre les morphismes de Lie L — Dery(AV, d)
et les fibrations de base Y et fibre X.

Soit ¢ : L — Dery(AV,d) un morphisme d’algebres de Lie différentielles
graduées. On associe a ¢ la fibration de base Y et de fibre X de modele
de Sullivan [C*(L) ® AV, D] ot D(v) = dv — Y, w;.p(e;)(v). Les e; et
w; étant définis a la section 2.5.

Lemme 3.5.1 D2 =0

Preuve :

D%y = vango e;)(dv) Zdowl e;)(v delwi.cp(e
= > (=D)Miw,d(ep +Z Dihw; A wjp(e;)e(e:) (v)

Tout d’abord,

=S wilple)(dv) + (~1)Pldp(en) ()] = -3 (-1

D’autre part,

=Y dowip(ei)(v) = = > (=) abw;p(ei) (v)

Les second, troisieme et cinquieéme terme de D?v s’annulent donc en-
semble. Calculons maintenant le quatrieme et le 6°™° pour montrer que
leur somme vaut 0.

delwi.go(ei)v:fZ[Z(fl)lwrlC’;‘,,wT/\wg (e;)v+= ZC’ FWrAwrp(e;).v)

1 r<s

Tandis que
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Zij (_1)‘wi‘wi A wjp(e;)p(e:)(v)
= DD Awgfple;). (e (v) + Z Wwei),w(em(v)
= Y (=Dl i, Aw;(ples, e5]) (v) + Z wz = pfes, ¢5](v)

i<j

= Z( 1)lwiltledlles 1y, A, Z 390 er)(v) + Z & /\w, ZC’”go er)(

1<J k

= YD Ay + Y CE Qw%(ew(v)

ko i<j

U
Inversément tout modele de Sullivan de la forme (C*(L) ® AV, D) ou D

et d ont méme partie quadratique définit un morphisme d’algebres de
Lie Hy(L,dr) — L(ex(AV,d)). Décomposons D sous la forme

Dv =dv— Z wi;(v) + Z w; Aw;b;(v) + Z w; Awj Awibijp(v)+- -
ij ijk

ou ¢;, 05,05, : AV — AV. Par hypothese ¢;(v) est décomposable pour

tout v. De plus, ¢;, 85,0k ... s’étendent en des dérivations de AV. on

définit une application linéaire

¢: L — Dery(AV,d)

en posant p(e;) = ;. L’application ¢ est un morphisme d’espaces vec-
toriels différentiels. En effet, en considérant le coefficient de w; dans
D?v = 0, on obtient —p;dv — 3 (—1)I*ildp;(v) = 0.

Lemme 3.5.2 En homologie, ¢ devient un homomorphisme d’algébres
de Lie.

Preuve : On considere le coefficient de w; Aw; dans D?v = 0. On obtient
Z( DIl Aw; ;i (v) Zdlwl% Z 1)lwilHwilop; aw;d6; j (v) = 0.
i
Cette expression donne
S D, Aw,flpss o)) = plews () + (<1) g, (v)] = 0.
r<s

O
En conséquence, en degré 0, ¢ induit un homomorphisme d’algebre de
Lie Hyo(L,dr) — L(ex(AV,d)).
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Réalisations en cascade

Rappelons que le probleme de réalisation consiste a voir si pour toute
algebre de Lie rationnelle nilpotente finiment engendrée L, il existe un
espace X tel que Hy(Dery(Mx),d) = L. Le but de ce chapitre est de
donner des exemples d’algebres de Lie réalisables de différentes formes,
par exemples, a partir de produit de spheres impaires.

4.1 Algebres de Lie abéliennes

L’exemple le plus simple que 'on peut considérer est la réalisation des
algebres de Lie rationnelles finiment engendrées abéliennes Ab(z1, ..., z,).

Proposition 4.1.1 Toute algébre de Lie rationnelle finiment engendrée
abélienne est réalisable comme L(e4(Xg)) avec X un produit de spheéres
TMPaITs.

Preuve : Soit donc L = Ab(x1,...,x,), Ualgebre de Lie abélienne ra-
tionnelle finiment engendrée a n générateurs. Considérons 1’espace formel
X = (9%)3 x (S2)". Par 'exemple 2.2.9 (1), le modele minimal de X est
donné par

MX = (A(u17u27u3avlv .. -;Un)70)

avec |u;| = 3 et |v;] = 9. Nous savons par le théoreme 3.3.1 que L(ex(Xq))
= Hy(Dery((A(ui, uz, u3,v1,...,v,),0))). Puisque d = 0, on en déduit
que

L(e4(Xq)) = Dergo((Aur, ug, us, v1,- .., vp),0)).

Une base de Deryo((A(ur, ug, us,v1,...,v,),0)), en tant qu’espace vec-
toriel, est maintenant donnée par les applications f; définies par f;(v;) =

45
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ujugug et fi(w) = 0 sur tout autre générateur w du modele M x. L’ap-
plication

@ Ab(z1, ..., xn) — Dergo((A(ur, ug, us,v1,...,0,),0))

définie par ¢(x;) = f; est donc un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Maintenant puisque quelque soit ¢ et j, tous les crochets [f;, f;] sont
nuls, 'application ¢ est un isomorphisme d’algebres de Lie. O

Remarque 4.1.2 Puisque les groupes abéliens rationnels finiment en-
gendrés correspondent exactement aux algébres de Lie abéliennes nilpo-
tentes finiment engendrées par le théoréme 1.3.4, nous venons de mon-
trer que tout groupe abélien rationnel nilpotent finiment engendré est
réalisable comme 4 (Xq) pour X un compleze fini.

Remarque 4.1.3 Un calcul similaire nous donne que Ab(xq,...,x,) =
L(e4(Xg)) avec X = (S™)k x (S™F)" quec 1 < m < k et m,k des
nombres impairs. Nous n’avons donc pas unicité de la réalisation.

4.2 Les algebres de Lie d’Heisenberg

Rappelons que 'algebre de Lie d’'Heisenberg H,, est I’algebre de Lie non
graduée admettant pour base (p1,...,Pn, 2,41, -.,qn) avec z central et

[pi; ;] = 0, [pi, q5] = dij2, (4, q5] = 0.

Proposition 4.2.1 Pour tout n, l’algébre de Lie de Heisenberg H,, est
réalisable comme L(e4(Xq)) pour X un produit de sphéres impaires.

Preuve : On peut obtenir H,, pour tout n > 1 comme algebre de Lie de
dérivations associée a un produit de spheres

X = (9%)% x ($")™ x (§11)? x §3*
Le modele de Sullivan minimal associé a X est donnée par
Mx = (Au,v,w, 21, ..., 2Tn,t1,t2,9),0)
avec

lu| = o] =|w| =3, |z;|=9, |t1] =11, |ta] =11, [y| =31
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Puisque d = 0, Ho(Dery(M)) = Deryo(M). Une base de DER4(M),
en tant qu’espace vectoriel, est donnée par les dérivations f; pour ¢ =
1...n,g; pour i =1,...,n et g définies par

fi(x;) = wow et f; est nulle sur les autres générateurs

9i(y) = titaxw; et g; est nulle sur les autres générateurs
h(y) = uvwtits et h est nulle sur les autres générateurs

Dans l'algebre de Lie Deryo((A(u,v,w,x1,...,Tn,t1,t2,¥),0)), on cal-

cule alors que [fi, g:](y) = fi(titow;) = wvwtitz = h(y) et [fi, gi] est
nul sur les autres générateurs. Tous les autres crochets sont nuls. Par
conséquent, ’application

v : Hy, — Deryo((Au,v,w,z1,...,%n,t1,12,79),0))
définie par ¢(p;) = fi, ¢(2) = h et ©(q;) = g¢; est un isomorphisme
d’algebres de Lie. O
4.3 Algebres de Lie de grande nilpotence

Pour le moment, nous avons réalisé des algebres de nilpotence au plus 2.
Le but de 'exemple qui suit est de montrer qu’il est possible de réaliser
des algebres de Lie de nilpotence aussi grande que 1’on veut.

Proposition 4.3.1 Pour tout n > 1, il existe des produits finis de
spheéres impaires X,, avec L(ex((X,)q)) de nilpotence n.

Preuve : Fixons n > 1. Considérons le modele minimal
M = (A(xla X2,T3,Y1,21,V1,Y2,22,V2,...,Yn, Zn, Un)a O)
avec

|z1] = |@2| = 23] = 3
ly1l =9, |zi| = |vi| =11
lyi| = lyi—1zim1via], ©>2

|zi| = |vi| > |T12223810121 - - - Yic1Vic1 Zim1Yi|, 1> 2

|zi| = |v;] impair

Clairement, M est le modele d’un produit fini de spheres impaires. Pour
des raisons de degré, toutes les dérivations s’annulent sur z1,zs, x3, les
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z; et les v;. Considérons alors les dérivations 0,5, 1 <i <n,1<j <4
définies par
0ij(yr) = 0 sir # 1,
911@1) = T1T2T3

0i1(yi) = yic12i—1vi—1 1> 1

Oi2(yi) = (Yi—2zi—2vi—2)(zic1vi—1) > 2

9”(%) = ($1$2$3)(2101)(2202) [N (Zifl’l)l',l) 1> 1.

Un calcul direct montre que

(611021, [- - - [On-1,1,0n1]--.]]] = O -

Puisque d = 0, le résultat est prouvé. O

Remarque 4.3.2 Puisque les groupes rationnels n—nilpotents finiment
engendrés correspondent eractement aux algebres de Lie n—mnilpotentes
finiment engendrées par le théoréme 1.3.4, nous venons de montrer que
pour tout entier n, il existe un espace X admettant une tour de Postnikov
finie tel que ex(X) est un groupe n—nilpotent.

Proposition 4.3.3 Pour tout entier n, il existe un espace formel X, ad-
mettant une tour de Postnikov finie, réalisant [’algébre de Lie n—nilpotente
(filiforme) F,, admettant pour base (x1,...,Tnt1) avec Ty = 1,34,
1> 2.

Preuve : Considérons le modele de Sullivan M = (A(u,v,w),0) avec
lul =2, |v| =4 et |w| = 4n. Puisque d = 0, on a L(ex(M)) = Dergo(M).
Une base de Der4o(M), en tant qu’espace vectoriel, est alors donnée par
les dérivations g, et f;,4 =0,...,n avec

9(v) = u? et g(v) = gw) = 0

filw) = (nﬁ!i)! A" et fi(u) = fi(v) =0si0<i <,

Dans l'algebre de Lie Deryo(M), on calcule alors que

n! ,Unfiu?i) _ n!
(n—d)! T (n—i—1)

" = i (w)

lg, fil(w) = g(fi(w)) = g(
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et

Tous les autres crochets sont nuls. Par conséquent, ’application
¢ : Fy — Dery((A(u,v,w),0))

définie par p(z1) = g et p(z;) = fi—2 pour ¢ > 2 est un isomorphisme
d’algebres de Lie. Finalement, il suffit de prendre X = | M|, ou |.| désigne
le foncteur réalisation géométrique de Sullivan. d

4.4 Algebre de Lie 3—nilpotente libre

Toutes les algebres de Lie que nous avons réalisées jusqu’a présent 1’ont
été comme algebres de dérivations de modeles de Sullivan minimaux dont
la différentielle était nulle. Nous allons donner un exemple de calcul ou
ce n'est pas le cas. Pour cela, considérons l'algebre de Lie rationnelle
libre L(z1,22) & deux générateurs z; et xo. Au premier chapitre de ce
texte, nous avons défini la suite centrale descendante de L(x1,x2), que
lon a notée {C),(L(z1,22))}n>0. Considérons alors 1’algébre de Lie 3-
nilpotente libre

L(z1,x2)

L= e, )

Une famille de Hall pour L (voir premier chapitre, section 1.1) est donnée
par

T, T2, [T1, T2], (@1, [T1, 22]] et [za, [T1, z2]].

Proposition 4.4.1 L’algébre de Lie L est réalisable comme L(e4(Xq))
avec X un espace admettant une tour de Postnikov finie.

Preuve : 1l suffit de construire un modele de Sullivan minimal (AV,d)
tel que Ho(Dery(AV,d)) = L.

Choisissons un nombre premier p; > 1000 et un autre ps > p; tel que
p2 = 1 modulo p;. Soit aussi N > 1000, un nombre naturel. Considérons
le modele minimal

(A‘/a d) = (A(a17a27ﬁhﬂQ»xay7w7t17t21t3at47t77a7 T‘I,S)7d)
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dont la différentielle d est définie, si nous posons a = «ay.as et 8 = (31.0s,
par

d(on) = d(0z) = d(Br) = d(B) = d(x) = d(y) = d(w) = 0
dt1 = ay?w3, dty = prw?, dts = afyw?

dt, = aBzxw?, dt = 22y%w?, dr = o2pw

dr' = aff?w, ds = ar'w® — Brw?.

et dont les degrés sont donnés par

la1| = 22p1p2, |az] = 24p1p2, 81| = 26p1p2, |B2| = 28p1po,
|z| = 46p1p2, |y| = 54p1pa, |w| = (2Npy + 2)p2 + 2

Les degrés des autres variables sont tous définis par la différentielle. Nous
allons montrer que ce modéle minimal convient.

Pour pouvoir calculer Hy(Der4(AV,d)), nous devons déterminer pour le
degré p de chaque générateur une base de ’espace vectoriel (AV')P. Nous
allons le faire en ordre croissant de degré. Pour les variables de degré
plus petit ou égal au degré de w, c’est facile :

Lemme 4.4.2 Siq; = |a1], g2 = |aa|, g3 = |51] et ¢4 = |B2], alors,
(AV)YT =Q.a1, (AV)” =Q.aa, AV)B =Q.0; et (AV)# =Q.5,.
O

Lemme 4.4.3 Siq1 = |z|, g2 = |y|, alors,

AV)' =Qzr®Qa, (AV)2=QyaQ.p

Lemme 4.4.4 Si ¢ = |w|, alors,
(AV)? = Q.w.

Preuve : Tous les générateurs d’un degré plus petit ont un degré divisible
par po. O

Les seules variables ayant un degré entre |w| et |w?| sont r et 1’ :

Lemme 4.4.5 Si g = |r| et g2 = |r/|, alors,

(AV)T =Q.r et (AV)2 =Q.r'.
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Preuve : 11 suffit de remarquer que

|| = 7| =1 mod po

7| = Ir| = |yl = |z = 8p1po.

U
Les seuls éléments ayant un degré entre |w?| et |w3| sont t3 et t4 :
Lemme 4.4.6 Si g1 = [t3]| et g2 = |t4], alors,
(AV)T = Q.t3 ® Q(wr’), (AV)? = Q.t4 ® Q(wr)
Preuve : Le résultat découle directement des égalités suivantes :
|ts| = [t4] = 3 mod py
[ta] — Its| = |yl — |z = 8p1p2.
O

Les seuls éléments de degré entre |w3| et |w?| sont ¢ et to :

Lemme 4.4.7 Si g1 = [t1| et g2 = |t2|, alors,
(AV) = Q.t1 ©Q(wtz) ®Q.(w?r),  (AV)® = Qt2 Q(wta) BQ(w?r).
Preuve : 11 suffit d’observer que

|t1] = [t2| = 5 mod p2
lta] = [t2| = [yl — |z = 8pap2.

Les seuls générateurs de degré entre |w?| et |w®| sont ¢ et s :

Lemme 4.4.8 Si g = |s|, alors,
(AV)? =Q.s.
Preuve : Remarquons que, puisque p» = 1 modulo py, on obtient
|s| = 6 mod ps
|s| = 14 mod py
[tir| > |s|,  |tsta] > |s|, |w?rr'| > |s]
[rwts| > |s].

Le résultat s’en suit donc. O



52 Réalisations en cascade
Lemme 4.4.9 Les monomes dans le degré de t sont les éléments
mtlwa ytZw» a1a2t1wa 61ﬁ2t2w7 xthzv .’ET’I’wS, yt4w2a yrws,

arastzw?, ayaor’w?, Bifataw?, Biferw?.

Preuve : 1l suffit de constater que ¢ = 7 modulo py et que |sr| > |t|. O

Définissons maintenant les dérivations ¢ et ¢ de (AV,d) par

e(y) = p(w) = ¢(t1) = ¢(t3) =0,
o(r) = o,
o(t) = 2xt w,
p(ta) = 2wty,
p(ts) = wr
et
¥(z) = Y(w) = Y(t2) = P(ta) = 0,
U(y) =B,
U(t) = 2ytaw,
P(t1) = 2wts,
Y(ts) = wr'.

Les dérivations ¢ et 1 commutent avec la différentielle d, et leur image
est contenue dans A=2(V). Elle définissent donc des cocycles dans le
complexe Dery(AV,d), c’est-a-dire,

0, € Zy(Dery(AV)).

Recherchons les autres dérivations de Zy(Dery(AV)). Si0 € Zy(Dery(AV))
est une dérivation différente de ¢ et 1), quitte a additionner a # un mul-
tiple de ¢ et un multiple de 1, on peut supposer que 6(z) = 6(y) = 0.
En conséquence, on obtient successivement

0(ar) = 0(az) = 0(B1) = 0(B2) = O(w) = 0(r) = 0(r') = 0(s) =0
puisque il n’y a pas de déformation possible pour ces variables,

0(t1) = 0(t2) = 0
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puisque aucun des mots wr et wr’ ne sont des cocycles,
0(ts) = 6(ta) =0

puisqu’aucune combinaison des mots wts, wts, w?r’ et w?r ne forme un
cocycle, et finalement,

6(t) est un cocycle

puisqu’on doit avoir d(6(t)) = 0(dt) = 0(z?y>*w*) = 0.
Maintenant, une vérification directe nous fournit la base de Z!*I(AV,d)
suivante :

(wts —yty)w?, xr'w? — Btaw?, yrw® — atzw? et ar’w® — prwd.

Une base de Zy(Dery(AV)), en tant qu’espace vectoriel est donc donnée
par les dérivations ¢, 1, 01, 62, 03,60, avec

0, (t) = (xts — yts)w? et zéro sur les autres générateurs,

05(t) = xr'w® — Btyw? et zéro sur les autres générateurs,
_ 3 2 T (s
03(t) = yrw’ — atzw” et zéro sur les autres générateurs,

04(t) = ar’'w® — Bruw?® et zéro sur les autres générateurs.

Notons g : Zo(Dery(AV,d)) — Ho(Dery(AV,d)), 'application quotient.
Une dérivation 6 appartient au noyau de ¢ si et seulement si il existe une
dérivation p de degré —1 telle que 6 = dp + pd.

Lemme 4.4.10 La dérivation 04 engendre le noyau de l’application q.

Preuve : Supposons que € soit dans le noyau de g. Il existe donc une
dérivation p de degré —1 telle que 8 = dp+ pd. Comme a1, s, 1, B2, T,y
et w sont de degrés pairs, p est nulle sur ces éléments. Comme |p(r)| = 2
mod p; et |w| =4 mod py, on a que |p(r)] = 0. Il en est de méme pour
o(r").

Comme |p(t3)] = 6 mod p;, |w| = 4 mod py, |r| = |r'| = 3 mod p; et
[ts] < |rr’], on a |p(t3)| = 0. De méme |p(t4)| = 0.

L’élément |p(t1)| est pair. Comme |r7'| > |t1], |p(t1)| est un polynome
en aq, e, f1, B2, x,y. L'équation |p(t1)] = 10 mod p; entraine p(t1) = 0.
De méme |p(t2)| = 0.
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L’élément |p(s)| est impair. L’analyse des équations

lp(s)[ =5 (p2) lp(s)| =13 (p1)
ti| =5 (p2) ti| =11 (p1)
ts| =3 (p2) ts| =7 (p1)
lw[=2 (p2) lwl=4 (p1)
Irf=1 (p2) Irf=3 (p1)

mountre que p(s) = 0. Finalement, p(t) est de degré impair; et le seul
monéme de degré < |t| et congru & |p(¢)| modulo p; et p2 est s. O
Une base de Ho(Dery(AV,d)), en tant qu’espace vectoriel est donc
donnée par les dérivations ¢, 1,601,605 et 63. Une vérification directe
montre alors que ’application

v: L — Hyo(Dery(AV,d))

définie par y(z1) = ¢ et y(x2) = ¥ est un isomorphisme d’algebres de

Lie car
[p, ¥] = —461,
[0, [0, Y]] = 463
[p, @, ¥]] = —46;

4.5 L’algebre de Lie Tro(n,Q) et le théoréme
d’injection

Toutes les algebres de Lie réalisées dans les exemples précédents sont des
algebres de Lie 2-résolubles. Nous allons montrer que pour tout n € N,
il existe une algebre de Lie rationnelle nilpotente finiment engendrée
et n—résoluble qui est réalisable comme algebre de Lie de dérivations.
Rappelons pour cela que Trg(n, Q) est I'algebre de Lie rationnelle des
matrices carrées d’ordre n sur Q triangulaires supérieures avec des zéros
sur la diagonale.

Proposition 4.5.1 Pour tout entier n, lalgébre de Lie Tro(n,Q) est
réalisable comme L(ex(Xq)) avec X un CW-compleze elliptique formel.

Preuve : Considérons I'algebre différentielle

(AV,d) = (A(z1,...,Zn,u,v),d)
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ou la différentielle est définie par
d(u) = d(z1) = d(x2) = ... = d(z,) = 0, d(v) = u*" !
et les degrés sont donnés par
lu| =4, |z;)| =4n+4(n — i) + 1, |v| = 8n + 3.

En particulier |x;| = 8n — 3. Tous les x; sont dans des degrés congrus &
1 modulo 4, et le produit de deux d’entre eux est de degré supérieur a
celui de tout z;. Le produit de trois x; est quant a lui de degré supérieur
au degré de v. Soit ¢ une dérivation de DER4(AV,d). Comme u est le
seul mondme de degré 4 et |v| = 3 modulo 4, on doit avoir p(u) = 0 et
p(v) =0.

D’autre part, les monémes de degré 4n + 4(n — i) + 1 sont clairement
donnés par

Ti, UTi41, u2xi+2, e ,u”_ixn.
Donc la dérivation ¢ est telle que pour tout i € {1,...,n},
o(x;) = Zaijacju(j_i)
3>

pour certains coefficients a;; € Q. A toute dérivation ¢ on associe ainsi
une matrice (a;j)1<i,j<n appartenant & Tro(n,Q). L’application ainsi
définie de Zy(Dery((AV,d))) dans Tro(n, Q) est un isomorphisme d’es-
paces vectoriels. Maintenant, au vu de la différentielle, pour toutes ces
dérivations, il n’est pas possible que ¢ soit de la forme df + 6d. Par
conséquent, Hy(Dery ((AV,d))) = Zy(Der4((AV,d))) et une vérification
directe montre que Papplication définie de Hy(Derx((AV, d))) dans Try(n, Q)
est un isomorphisme d’algebres de Lie.

D’autre part, La cohomologie de (AV,d) est isomorphe & Q[u]/u?"*! @

E(z1,22,...,2y,), FE(—) désignant le foncteur algébre extérieure. L’es-
pace X réalisation géométrique de (A\V,d) a donc homotopie et cohomo-
logie finie. O

Remarque 4.5.2 On peut choisir dans la proposition précédente X un
produit de HP(2n) et d’un produit de sphéres impaires.

Corollaire 4.5.3 Soit L une algébre de Lie nilpotente rationnelle fini-
ment engendrée. Alors, il existe un espace X tel que L est isomorphe a
une sous-algébre de L(ex(X)).

Preuve : Le résultat découle directement de la proposition 4.5.1 et du
théoreme 1.1.5. g






5

Algebres de Lie nilpotentes
2-résolubles

Dans ce chapitre, nous montrons que tout groupe rationnel finiment
engendré nilpotent 2-résoluble est réalisable comme e4(X) avec X un
CW-complexe simplement connexe admettant une tour de Postnikov fi-
nie, résultat principal de ([13]).

Puisque les algebres de Lie rationnelles nilpotentes 2-résolubles finiment
engendrées correspondent exactement aux groupes rationnels finiment
engendrés nilpotents 2-résolubles par le théoreme 1.3.4, nous devons
prouver le théoreme suivant :

Théoréme 5.0.4 Toute algébre de Lie rationnelle nilpotente finiment
engendrée 2-résoluble est réalisable comme Ho(Dery(M),d) pour un
certain modéle minimal M.

5.1 La preuve du théoreme 5.0.4

Fixons donc une algebre de Lie 2-résoluble rationnelle N-nilpotente L,
et notons X = {z1,...,z,} une base des générateurs.
L’algebre de Lie F

Considérons l'algebre de Lie libre L(X) sur 'ensemble X = {x1,...,2,}

et {Gp(L(X))}n>1, sa série dérivée. Nous avons vu au premier chapitre

qu’une base de % est donnée par les éléments

[:Eil, [.CEZ‘?, [ B T [Ii, :Z?j] . ]

avec i7 > ... > i, > i et i < j. Considérons maintenant 1’application
d’adjonction

57
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L(z1,..., %)
G3(L(z1,...,2n)) ,

@i<j(@[xi,...,:zzn]~a,;j L
définie par

@(xil ..... Zi, * aij) = [.Til, [xiz, [ .. [],‘ir, [l‘i,l‘j] .. ]

pour iy > ... >4 >tet i <j.
L’algebre de Lie F est définie comme le quotient de % par 'idéal

engendré par les éléments

(2N .a;;) pour tout i < j et tout k

o(zN " ay) et cp(xév_l.aij) pour tout ¢ < j

Nous obtenons ainsi une courte suite exacte

Q ir--bn 410
0— D (mlkyé’},l;ylfl) iy —— F —— @, Qr;, ——0 .

Par définition de F il existe une surjection naturelle 7 : F — L qui
envoit chaque z; sur lui méme. Le noyau I est contenu dans [F, F'] et est
donc un Q[zy,...,z,]-module. Notons I, 'espace vectoriel

I = AZ"(21,. .. xp) - T/AZ" (g, oo wy) - T

Chaque I, est un espace vectoriel de dimension finie et en prenant les
sections o, des projections A" (z1,...,x,) - I — I,, on obtient un iso-
morphisme

I= @'rgnN Ir .

L’idée principale de la construction du modele M

Le modele de Sullivan minimal M que nous allons construire sera de la
forme (A(V @ J),d) avec F = Hy(Derx(AV,d)) et L = Hy(Derx(A(V @
J),d)). Le modele M sera donc la solution de notre probléme de réalisation.
Nous construisons tout d’abord 1’algebre différentielle graduée

(A(u,1‘1,.’1,‘11,1‘12,332,3721,.1322, s 7'T’n,axn17xn2)7d = O)

avec |z;| = |x;1| + |zi2|. Des dérivations p; sont définies sur cette algebre
par la regle @;(x;) = zj1252 si ¢ = j, et 0 sinon.
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Nous introduisons maintenant de nouvelles variables y,...,y, et z,
avec d(z) = [[, =N * I, xﬁflu”N et dy; = zaxi [, 1’7{\;71. Les
dérivations ; s’étendent a z et aux y; par

0i(y)) =0et p;(2) = (N — DVt a2 gl uN oy,
Notons V' ’espace vectoriel gradué engendré par les éléments u, z1, . . ., Ty,
T11,T12, - -+, Tn2, 2, Y1, - - -, Yn- Le degré de tout ces éléments est défini de
sorte que lalgébre de Lie Hy(Dery(AV,d)) est engendrée par la classe
des ;. Nous prouvons alors que Hy(Dery(AV,d)) est isomorphe & F.
Pour réaliser I'algebre de Lie L, nous remarquerons que 1’évaluation en
z donne un isomorphisme entre [F, F] et H/*I(AV,d). Nous définirons
alors ’espace vectoriel J = @,.J,., avec J,. isomorphe a I, et concentré en
degré |z| —r|u|— 1. Rappelons que I C [F, F] est le noyau de la projection
7 : F — L. Lisomorphisme ci-dessus entre [F, F] et HI*I(AV,d) est alors
la clé pour la définition d’une différentielle d sur A(V & J) telle que
Ho(Dery (A(V & J),d)) = L.

L’algébre A(V @ J), ses générateurs et degrés

Proposition 5.1.1 Soit N et n des nombres entiers. Il existe alors des
entiers pairs mg et m;j, ¢ € {1,...,n} et j € {1,2}, et un nombre
premier { tels que
1. mg =0 mod ¢, et m;; =0 mod ¢,
2. n2N <mg <nNmg <myp < Mg < Mag < Mag < - < Mp1 <
mn2,

3. Si
Zaij mi; +amg = Zbij mij + bmy

ij ij

avec a;j,a € {1,...,2nN }, b,b;; € N, alors b;; = a;; pour tout

i,7, et b=a.
Preuve : Choisissons des nombres premiers impairs p11, p12, P21, P22, - - - s Pn2,
{ tels que

8n?N < p11 < pr2a <pa21 < -+ < Pp1 < pna <L
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et définissons les entiers mg et m;; par les formules

mo = 2p11p12 - - - Pni1Pn2 ¢
mi1 = 2nN (p11 + 1)(p12 + 1) ... (pir + 1) pioPit1)1 - - - PriPn2 £
mip = 2nN (p11 + 1)(p12 + 1) ... (Pi2 + 1)Piig1)1 - - - PniPn2l

Les propriétés (1) et (2) sont triviallement satisfaites. Ecrivons (0,0) =
0, agp = a et byy = b, et munissons 'ensemble (0,0) U {(4,7)|i =
1,...,n;j = 1,2} de lordre lexicographique. Nous allons maintenant
prouver la propriété (3) en effectuant une récurrence descendante sur
les coefficients m;;. Supposons que a;; = b;; pour (4,5) > (4o, jo). Nous
pouvons donc éliminer ces termes de I’équation ci-dessus. Nous obtenons
alors
Qigjo — biojo =0 mod Pigjo-

Comme 0 < a;y5, < 2nN < pyj,, il existe un entier ¢ > 0 tel que
biojo = Giojo + APiojo-

Si ¢ > 1, la condition p;,;, > 8 Nn? nous assure que

< ) <
bijmij > bigjo Migjo = PigjoMiojo > SN Migje > @ijMij
(4,5)<(40,J40) (4,5)<(%0.J0)
ce qui est absurde. O

Définissons V' I'espace vectoriel gradué de base

u, |u| =mg

i i=1,--n;5=1,2, |z =my,
xiyi=1,...,n, x| = |xa| + |zl

z, el = 2N = 1) 3y o)) + nN|u| =1
yiri=1...,n, lyl= (-1, |wl) + |zl -1

L’espace vectoriel J est la somme directe, J = @,>¢J, ol J; est iso-
morphe & I, comme espace vectoriel et est concentré en degré |z|—r|u|—1.
Notons a,s une base de J,.

Pour étudier Hy(Dery(A(V & J),d)), nous devons déterminer pour le
degré p de chaque générateur, une base de l’espace vectoriel (A(V @& J))P.
Par définitions, les variables u, x;; et x; sont de degré pair et leurs
degrés sont congruents a zero modulo ¢. Les variables y; et z sont de
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degré impair, congruents a -1 modulo ¢. Les variables a,¢ sont de degré
pair congruent & —2 modulo ¢. Puisque nN|u| < |z;;] pour chaque ¢, j,
nous avons la suite d’inégalités

lu <] <lyel < lars| < 2] <y ys |-

Lemme 5.1.2 Si g = |z;4]|, alors,
(AV)(I = Q.l‘ij.

Preuve : Les seuls monomes de (AV)? du méme degré que x;; sont de la
forme [] ][] z1s- Supposons qu’il existe un tel monéme. En remplagant
Zy PAr Tp1Zyg, Nous obtenons un monodme de la forme [z avec (1, s) <
(i,7) mais ceci est impossible par la Proposition 5.1.1(3). O

Tous les z; sont dans des degrés différents et |z;| < |z;| si ¢ < j. Bien
sir, @1 @] = |74

Lemme 5.1.3 Si ¢ = |z|, alors
(AV)? = Q.(zi1242) © Q..

Preuve : Nous ne pouvons pas avoir en le degré des x; des monomes de
la forme [] ;s autres que z;12;2 parceque sinon, nous aurions que

|Zi1| + |wie] = |7i| = Z |15

avec au moins un (I, s) différent de éj0u iz, en contradiction avec la
Proposition 5.1.1(3). En remplacant les x; par x;1x;2, nous voyons qu'il
n’y a pas d’autre possibilité. O

Les y; sont tous dans des degrés différents et |y;| < |y;| si i < j.

Lemme 5.1.4 Si g = |y;|, alors,
(AV)? =Q.y;

Preuve : Puisque y; est de degré impair, aucun produit des éléments
x; et x;; ne peut étre de degré g. Les seuls générateurs de degré impair
sont les y; et z. Puisque le produit de deux d’entre eux est de degré
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strictement plus grand que le degré de y;, les seuls monomes de degré ¢
sont de la forme y; [[ 215 avec j < i. Nous avons alors,

win| + |zizl = O l2isl) + |zja] + |zjel

ce qui n’est seulement possible que si j =i et [[ 2;5s = 1 par la Proposi-
tion 5.1.1(3). O

Le générateur z est de degré impair congruent a -1 modulo ¢. Tout
mondéme du méme degré que z est un produit []z} [[(x,;)*y; pour
un certain j.

Lemme 5.1.5 Les seuls monémes dans le degré de z sont z et les
éléments de la forme

u™ -y H(fg‘ (zrrzre) ¥ ) cxy (zj12j0)N 72775,

k=1
k#j

Tous les monémes sont obtenus en considérant tous les remplacements

possibles de certains xy par Ty1zg2 dans u™ -y, - Hzil(xiv_l) . xjy_Q.
j

Preuve : Supposons que

BRI £ | DR

Une fois de nouveau, quitte & remplacer |z;| par |z;122|, on peut sup-
poser que les n; sont nuls. Nous avons alors,

n

(N =D (il + |wizl) + nNJul =Y~ avrslrs| + alul + |zj] + 22|

i=1

1l s’ensuit alors par la Proposition 5.1.1(3) que « = nN, a,.s = N — 1 si
r#jetajo=N—-2. O

Lemme 5.1.6 Les seuls monémes dans le degré d’un élément a,s sont

T

A /7
les monémes a, gu” " avec r’ > r.

Preuve : Puisque |a,5] = —2 mod ¢, les seuls monémes du méme degré
que a,s ont la forme a4 Hz x:-“ Hij xij” u™0. Une fois encore, par la
Proposition 5.1.1(3), les seules possibilités sont celles ci-dessus. ]
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L’algébre de Sullivan (AV,d) et I’algébre de Lie Hy(Dery(A\V,d))

Nous faisons de (AV,d) une algebre différentielle graduée en posant

d(u) = d(z;) = d(zi;) = 0

d(y;) = H(ffklxkz)N_l L1052

n n
d(z) = x,iv_l . H(xklxkg) u™N
k=1 k=1
Nous définissons maintenant les dérivations 1, ..., @, de AV par

0i(Ti) = 1740

wilzy) =0, i#r

wi(u) = gi(zrs) = wi(y;) =0

o) = (V= ([T a2,
k=1
ki

Les dérivations ¢; commutent avec d, et leurs images sont contenues dans
A=2(V). Les ¢; sont donc des cocycles dans le complexe Dery (AV),

i € ZoDery(AV).

Notons

Nous avons alors ¢,.(z) = a,.

Notons M la sous-algebre de Lie de ZgDerx (AV, d) engendrée par les ;.
Sur z les dérivations ne commutent pas car

ipi(2) = pila;) # pjla:) = jpi(2) .

Au contraire, sur les éléments a; les dérivations commutent et le UM-
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module engendré par a; est donné par

Qlgi] - a;
UM-a; =31
(i e )

N N—r)— j N—2—r.:
= D oy [ @)V 2 ()N P Q.
1,72, ,Tn

k=1
k#j

Lemme 5.1.7 1. L’action de M sur z induit une surjection UM —
(AV)l=l,
2. Larestriction & [M, M| induit un isomorphisme [M, M] — Z*|(AV, d).
3. ZI*I(AV,d) = HI*I(AV,d) et une base de Z*I(AV,d) est donnée
par les éléments

Qi1

Ot iy P (piag — pjai), 1< g,
aveca; <N —2, 05 <N—-2etoy, <N—1pourk#i,j.

Preuve :
(1) Est une conséquence directe de la description ci-dessus de UM - a;.

(2) Puisque [M, M] agit trivialement sur tous les générateurs excepté z,
évaluation en z, [M, M] — (AV)I#| est injective. Pour voir la surjecti-
vité, nous devons montrer que les cocycles [;, ¢;](2) = pia; —ja;, avec
i < j, engendrent le noyau de d comme Q|p1, . .., ¢,]-module. Rappelons
ici que Q[g1,. .., n] agit par adjonction sur les a;. En effet, notons L
le sous-module engendré par ces éléments. Modulo L, tout élément peut
s’écrire

piar +paag + -+ + ppay + V2
avec p; € Qlp1,..., 0] et v € Q. Si d(pra1 + -+ + pran + vz) = 0,
alors, v = 0 et d(ppa,) = 0 puisque d(ppa,) est le seul terme contenant
Tn1Tp2 €t donc p, = 0. Nous montrons ainsi par récurrences que tous
les p; sont nuls. Par conséquent, ’application d induit une application
d: % —— (AV)4*1 et Papplication quotient d est injective, ce
qui montre bien que les éléments ¢;a; — ¢;a; forment un ensemble de
générateurs.
(3) L’isomorphisme Z*/(AV,d) ~ HI*I(AV,d) est une conséquence di-
recte de I'égalité (AV)I?I=1 = 0. La relation

ps(pia; — ja;) = pi(psa; — pjas) — pj(psai — pias)
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valide pour s < ¢ < j montre que les éléments

a; i . .
Pnt i i (iag — giai), 1<,

avec a; < N —2, a; < N—2et ap <N —1pour k # i,j, forment

un ensemble de générateurs de Ker d. Une combinaison linéaire de ces

éléments peut s’écrire

> pij(wia; — @jai)

i<j

avec p;; € Q[ ..., pn]. Supposons que cette combinaison linéaire soit
nulle. Le coefficient de a; est (32, ;;pij — D ; ;= Pji)pi = 0. Le coeffi-
cient de a,, est alors Z“ <nPinpi = 0 et le coefficient de ¢y dans cette
somme est pine1. Il est donc nul et p;, = 0. Dans le complément, le
coefficient de @5 est nul, et donc po, = 0. Par induction, tous les p;,
sont nuls. Nous supposons alors par récurrence que p;; = 0, j > r. Nous
considérons alors le terme en a, et nous montrons que les p;,- sont nuls.
O

Notons maintenant 7 : ZgDery(AV) — Hy(Dery(AV)) la projection
naturelle. Nous avons alors

Lemme 5.1.8 L’inclusion naturelle i : M C ZyDery(AV) et la projec-
tion m : ZgDery (AV) — Hy(Dery(AV')) sont des isomorphismes.

Preuve : Pour montrer que i est surjective, prenons une dérivation 1)
qui commute & la différentielle et qui envoit V' dans AZ2V. Quitte a
ajouter des dérivations dans 'algebre de Lie M, on peut supposer que
Y(zi;) = ¥(x;) = ¥(y;) = 0. En particulier, ¢(z) est un cocycle. Par
le lemme 5.1.7, on peut ajouter des éléments dans [M, M] de sorte que
P(z) = 0.

Remarquons que (AV)? = 0 quand ¢ = |x;;| £ 1 puisque alors ¢ est
congruent & =1 modulo ¢ et ¢ < |y;|. De facon similaire, (AV)? = 0
quand g = |z| — 1 puisque alors ¢ est congruent & —2 modulo ¢ et il
n’existe pas d’élément de degré congruent a —2 modulo ¢ dans un degré
< |z|. Des lors, il n’y a pas de derivation de degré —1 et ZyDery(AV) =
Hy(Dery(AV)). O

Nous déduisons donc
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Proposition 5.1.9 (a) Le morphisme ¢ : F — M qui envoit x; sur @;
est un isomorphisme d’algebres de Lie. (b) L’évaluation en z induit un
isomorphisme [F, F] — Z\*(AV,d) = H?|(AV, d).

Preuve :
(a) Par définition 1 induit un isomorphisme entre les algebres de Lie
abélianisées. Avec les notations précédentes, v(ai;) = [¢i, ;] et le
Lemme 5.1.7(3) montre que ¢ induit un isomorphisme entre [F, F] et
[M, M].
(b) C’est une rééeriture du Lemme 5.1.7(2). O

Construction de (A(V @ J),d)

Revenons a notre probleme initial de réalisation pour l’algebre de Lie
L. Rappelons que I dénote le noyau de la projection @ : F — L.
L’idéal I est contenu dans [F, F| et nous avons défini I, par I, =
A" (21, ... 2y) - I/A" T (2q,. .., 2,) - I. Notons o, une section de la
projection AZ"(zy,...,2,) - I — I, et par I. son image. Nous avons
alors des isomorphismes

@rN o A2r°(¢17...,gpn) -T.

r=ro-r

Construisons maintenant ’espace vectoriel J comme la somme directe
J = @;>0J, ol J, est un espace vectoriel isomorphe & I/,

WAy ap—

Nous supposons que J,. est concentré en degré |z| — r|u| — 1. Notons par
ars, S =1,...ng, une base de J, et construisons 1’élément

br,s = €Uz ° 7/) © q/}7“(ars) .

b’l‘S

Nous définissons alors d(a,s) = —.

Par construction, nous avons ;9 (1) C ¥(D¢s.I}). En particulier, ¢; (b.s) =
> sy Ct avec ¢ € P(If). La dérivation ¢; s’étend donc aux a,, par la
formule
pilars) =Y u'T" - (evs 0o thy) M (er)
t>r
Les dérivations ¢; sont des cocycles dans le complexe Dery (A(V @ J), d).
Nous avons donc

Proposition 3. L’algébre de Lie Hy(Dery(A(V & J),d)) est isomorphe
alL.
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Preuve : Si q¢ = |a,s| pour certains r,s, alors, la restriction de d a
(A(V @ J))? est injective par le Lemme 5.1.6. En effet, si w est un cocycle
du méme degré que a,s,

!
§ : r'—r
DrsQrs + DristQrrstU )

avec les p,s et les py € Q. En multipliant par «”, nous obtenons
un cocycle de la forme Y p,sa,su”. Ceci veut dire que > psbps = 0,
ce qui est impossible puisque les b, forment une famille linéairement
indépendante.
Ceci montre que F est isomorphe & 'algébre de Lie ZyDery(A(V @ J), d).
Notons ¢ : F' — Hy(Dery(A(V & J),d)) la projection. Une dérivation 6
appartient au noyau de go 1! si et seulement si il existe une dérivation
p de degré —1 telle que 8 = dp + pd. Puisqu’il n’existe aucun élément
de degré impair avant le degré des y;, p = 0 sur les z;. Il s’ensuit qu'un
tel p existe si et seulement si il existe un élément p(z) tel que 0(z) =
dp(z). Mais ceci existe si et seulement si 'élément 6 appartient & 1’idéal
¥(I). En d’autres termes, I est le noyau de ¢, et L est isomorphe &
Ho(Dery(A(V & J),d). O
O
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Une nouvelle preuve d’un
théoreme de G. Lupton

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la conjecture d’Halperin en
degré zéro. Rappelons que cette derniere peut s’énoncer de la fagon sui-
vante :

Conjecture : Si X est un Fy—espace, alors, le groupe e4(X) est un
groupe fini.

Nous montrons tout d’abord que cette conjecture est vraie pour un
Fy—espace dont la cohomologie rationnelle est le quotient d’un anneau
de polynoémes par des monomes, et ensuite pour un Fy—espace X dont la
cohomologie H*(X, Q) possede moins de 3 générateurs, retrouvant ainsi
le résultat de Lupton de [23].

6.1 Cas monomial

Si X est un Fj-espace dont la cohomologie rationnelle est de la forme
H*(X,Q) = Qlzi]/1

ou I est engendré par une suite réguliere de monomes, alors, nécessairement

I est engendré par des monomes de type x
My
10

sance de z;, n’appartient a I et on a une surjection

m;
%

avec m; > 2. En effet, si

x n’apparait pas dans la liste des générateurs de I, alors aucune puis-

ce qui contredit le fait que Q[z;]/I est de dimension finie. En particulier,
un produit de spheres de degré pair est un espace de ce type.

69
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Proposition 6.1.1 Si X est un Fy-espace dont les relations polyno-
miales dans la cohomologie rationnelle sont des monémes, alors, le groupe
ex(X) est un groupe fini.

Preuve : 11 suffit de montrer que £(e4(X)) = 0. Le modele de Sullivan
d’un tel X est donné par

Mx = (A, yi),d)
avec |z;| = 2n,;, |z;] < |zj| pour i < j et la différentielle définie par
dy; = x;"*. Supposons que ¢ € Zy(Dery(Mx)).
Lemme 6.1.2 Pour tout i, I’élément o(x;) est nul dans H% (A (xz;,v;), d).

Preuve : Pour des raisons de degré, p(z;) € Qx1, ..., Zi—1,Y1,-- -, Yi—1]-
Par définition de Zy(Dery(Mx)),

e(d(y:) = d(p(yi)) == mia!" o(;) = d(o(ys))

Par conséquent, ¢(z;) = dw; pour un certain w; € A(z;,y;), ce qui
prouve le lemme. O

La preuve du lemme montre que pour tout i, il existe un élément z; €
Az, y;) tel que p(y;) = mix;”"*lwi +dz;. Définissons alors la dérivation
p de degré —1 de A(x;,y;) par

plx;) =w; pour 1 <i<p

p(yi) =z pour 1 <i <p
On calcule directement que

[od + dp)(xi) = (i)

et

m;—1
%

[pd+dp)(y:) = p(a]™)+dz; = ma" ™ p(a;)+dz; = mua™ ~wi+dz = ¢(y;)

Par conséquent ¢ est nulle dans Ho(Derx(My)) O

6.2 Equations différentielles fondamentales

Systéme homogeéne

Cette section est consacrée a la résolution d’une équation différentielle
linéaire. La connaissance de ses solutions sera d’une grande importance
pour la suite.
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Soit n un entier fixé. Considérons des polynomes homogenes R; dans
Q[z1,...,mi—1],i=2,...,n avec |R;| = |z;|. Notons k le plus petit indice
J avec R; # 0 et considérons le sous-anneau S = Q[zq,... ,xn,Rlzl]
des fractions rationnelles en les variables x1,...,x, formé de quotients
p(zléi'k") avec p(x1,...,%,) € Q[z1,...,x,] et ¢ > 0. Les opérations 6%1
et f dx; sont des applications linéaires de S dans S de degré respectif

—|@;] et |z;]. Ici, [ Pdx; désigne la primitive de P qui est multiple de ;.

Proposition 6.2.1 Les solutions homogénes dans Q[z1, ..., =y, R,;l] de
l’équation différentielle

"y
ZazR:

i=2 7

(+)

forment Ualgébre de polynomes Q[y1, - .., Tk, - -, yn) [R5 '] avec
1. Yi = Ty SiRiZO,
2. Yk = Tk,

3. y; = Ryx; — J; avec J; = [ Ri(y1, ..., yi—1)dyr si R; #0 et i # k.

Remarque 6.2.2 Homogeéne dans l’énoncé signifie homogéne par rap-
port aux graduations.

Preuve : Montrons tout d’abord que pour j # k, on a ZK; ggj R; =
C’est vrai si j < k car alors i < ket R; = 0.
Pour j =k +1, yp41 = Rpp1 — [ Rigrdyy et

. k1 +
ox; R 0T 41 * oxy,

== R}CR]Q+1 - Rk+1Rk = 0

3 Wir1 p _ 1 g 8yk+1Rk

1<k+1

Supposons donc le résultat vrai pour ;' avec k < j' < j. Dans ce cas,

o 8J 8yl
Z 83:1 B Z Z oy 89;1

1<J 1<y 1<l
0J; 8yl 8J]
= 2 g Qg B + 5 B
1<j 1<l
I#k
a9J;
= R &
oy, T (par récurrence)

— R;Ry



72 Une nouvelle preuve d’un théoréme de G. Lupton

Des lors,

Z%&:@W+Z%R

s
i<j ot

_ J _
= RyR; — Z%RO

1<J

Ceci montre que les y; pour j # k sont des solutions de I’équation ().
D’autre part, I’équation (x)

9
0:‘* Z Zﬁ

i=2

se réduit a % = 0. Autrement dit, les solutions sont exactement les

fonctions en les variables y1,...,Uk,...,yn. Comme y; = x;, ¢ < Kk,
Ry, € Qy1,.-.,yi—1]. La sous-algebre engendrée par les y;, i # k, est
donc 'anneau Q[yh...?yﬁﬁ...?yn][R,;l]. O

Clairement s’il y a exactement un seul R; non nul, les solutions de
I’équation homogene ci-dessus dans Q[z1, . . ., z,,] forment une sous-algébre
de polynémes de Q[z1,...,xz,]. De plus, on a la proposition suivante :

Proposition 6.2.3 Sin = 3 et Ry, Ry sont des polynémes non nuls,
alors, les solutions homogénes dans Q[x1, 2, x3] de ’équation différentielle
ou ou
—.Ry R3=0 FH
Bz 2 By (FH)
forment une algébre de polynomes Q[x1,z] avec z € Q[x1,x2,23] un
multiple de ys, premier avec Ry.

Preuve : La construction de la proposition 6.2.1 montre que y; = x1,
Yo = T2, y3 = Rows — [ Radys. Ecrivons y3 = z1z avec z € Q[z1, z2, 3]
non divisible par z1. Les solutions u de (FH) sont donc les polynomes
en 1, Ty, r3 contenus dans Q[xy, 27 [ys] = Qz1,27'][2]. On a donc
u = Zan,wEN Cayx{2Y. Considérons alors le minimum des « tel que
Ca,y S0it non nul. Si @ < 0, on a que z; “.u = 27 + £1.Q) avec Q un
certain polynéome homogene. Et donc z est divisible par z1, ce qui est
absurde. O

Remarque : Pour n > 4, les solutions de (FH) ne forment pas en
général une algebre de polynomes. En effet, supposons n = 4 et posons

Ry = x%, Rs = 2129, et Ry= x%
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On calcule alors

2
T1x
ys = Roxs — /(33)dy2 = Roxs — /(Rs)dyz = zixs — 5 :
et puisque R4 ne contient pas la variable x5,
2 3
Yq = R2$4 — (R4)dl‘2 = T1T4 — g
Posons maintenant z3 = g—i et z4 = y4 de sorte que z3 et z4 ne soient
pas divisible par z;. On calcule directement que t = i(zg + 22%) est

une solution qui n’est pas dans les polynoémes en 1, z3 et z4. De plus, en
regardant les éléments donnés, les polynomes de degré inférieur a 3 en
3,4 solutions de I’équation différentielle sont les polynomes de degré
inférieur ou égal a 3 en z3, z4 multiplié par toutes les puissances de x;
auquel il faut ajouter le polynéme t. Il n’existe pas dans cet ensemble
deux éléments qui avec x; engendreraient tous ces polynomes.

Systéme non homogeéne

Proposition 6.2.4 Soit Ry € Q[z1], R3 € Q[x1, 2] et S € Q[xy, z2, 23],
avec Ry et R3 des polynomes non nuls. Considérons l’équation différentielle

9yt %’“.Rg =S (%)

Avec les notations de la proposition 6.2.2, notons P = fR%dyg. Les
solutions de (%) dans Q[zy, 2o, x3][Ry '] sont les sommes P+ u' avec
u' € Qlzy,xyt, 2]

Preuve : Comme y3 = x3R> — [ Rsdys, on a x5 = £ - R% | Rsdys. Deés
lors, ‘3% = %' Des lors équation (#*) devient dans Q[zy, 29, z3][Ry '],
ou
—Ry=S.
Yo

Les solutions dans Q[x1, x2, 3][Ry '] sont donc de la forme u = P 4 u’
avec P = [ R%dyz et u € Qay, 2yt y3] = Qlay, z7t, 2] O

Remarque : Il existe des solutions de (x*) dans Q[z1, x2, 23] si et seule-
ment si S = AR> + BR3 avec 372 = 375; (dans ce cas, la primitive de A
par rapport a xo est solution). De plus, si dans Q[x1, x2, x3] 'équation
non homogene admet des solutions, alors elles sont toutes somme d’une

solution particuliere et des solutions de 1’équation homogene.
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Notons vy la solution particuliere non homogene trouvée dans le cas ou
on inverse x1. Cette solution s’écrit z}.P ou P est un polynéme en les
variables x1, x2, x3 non divisible par x1. Si n > 0, on peut poser ug = vy
et on a une solution particuliere dans Q[z1, 2, 23]. Dans le cas contraire
n < 0, on aura une solution particuliere s’il existe un polynéme @ en
1,2 tel que Q + P est divisible par a:{‘/ avec n = —n',n’ > 0.

Exemple : Prenons Ry = 22, R3 = 73 et S = 2x§a:3 On sait qu'une

solution particuliere de () dans Q[x, o, x3][Ry '] est donnée par

/ ——dy>

Vo =
= / 203 (v + 2 )dyz
a3
1.2 54 xg
= —[zairyes — =
Dans ce cas, vg = x] *.P avec P = xlxgxg — =2. Maintenant, Un calcul

direct montre que P+2? = zfx2. Des lors, 2 est une solution particuliere
de (xx) dans Q[z1, z2, x3].

6.3 [Fy-espace a cohomologie rationnelle & moins de
3 générateurs

Le but de cette section est de montrer le théoreéme suivant :

Théoréme 6.3.1 Si X est un Fy—espace dont la cohomologie ration-
nelle posséde moins de trois générateurs, alors, ex(X) est un groupe

fini.

Preuve : Nous allons prouver ce théoreme pour un Fy-espace X dont
la cohomologie rationnelle possede 3 générateurs, les cas avec moins de
générateurs étant plus simples. Nous savons que le modele minimal de
X est de la forme Mx = (AVp ® AV4,d) avec Vo = Q{x1, 22, 23}, |24
pair, Vi = Q{y1, 2,93}, d(y;) = P;. Puisque toute permutation d’une
suite réguliere de polynémes est encore une suite réguliere, nous pouvons
supposer sans perte de généralité que |P;| < |P;| si ¢ < j. Nous pouvons
aussi supposer que |z;| < |z;| si ¢ < j.

Lemme 6.3.2 Si ¢ = |z;|, Z9(Mx) C Q[z1,...,24].



6.3 Fy-espace a cohomologie rationnelle a moins de 8 générateurs 75

Preuve : Puisque ¢ est un nombre pair et |z;| > |z;—1], les polynomes
de degré ¢ sont de la forme z = A + a1y1y2 + aoyays + a3ys.y1 avec
A € Q[z1,...,x;] et les a; € Q. Par régularité de la suite Py, Py, P,
'un des polynémes P; est de la forme P; = o + .-+, avec N > 2. Par
conséquent, puisque |P;| = |y;| + 1 > 2|z;], on a que z = A + ay1ys.
Maintenant, si dz = 0, on doit avoir que a(Pyy2 —y1P2) = 0, ce qui n’est
possible que si a = 0. g

Lemme 6.3.3 Siq=|y;|, H{(Mx) =0.

Preuve : Puisque g est un nombre impair, les seuls polynomes décomposa-
bles de degré ¢ sont de la forme z = Z;;ll w;y; avec w; € Qlay, x2, 23]
.Sidz =0, o0na Z;: w;P; = 0. Des lors, pour ¢ = 1,2, on trouve
que z = 0. Pour ¢ = 3, la régularité de la suite P;, P, nous assure que
z = a(Pay1 — P1y2) avec o € Q[z1, 2, 23]. Par conséquent, z = d(ayay1).
O

Supposons que § € Zy(Dery(Myx)), alors, par définition, d(6(z;)) =
0(d(z;)) = 0. Par le lemme 6.3.2, 6(z;) € Q[z1,...,x;—1], avec en parti-
culier, 8(x1) = 0. Nous allons montrer que # = 0 dans Hy(Dery(Mx)).
Posons 0(x;) = R;.

Lemme 6.3.4 Si R; =0 dans %, alors, 8 = 0 dans Ho (Dery(Mx)).

Preuve : Supposons 0(x;) = dz; et définissons la dérivation p de degré
—1 par p(z;) = # et p(y;) = 0. La dérivation ' = 6 — (dp + pd) est nulle
sur les x;. En remplacant 6 par §’, on peut donc supposer §(z;) = 0 pour
tout 4. Puisque d(0(y;)) = 0(d(y;)) = 0(P;) = 0, 6(y;) est un cocycle.
Par le lemme 6.3.3, 8(y;) = d(z;). Considérons alors la dérivation p de
Mx de degré —1 définie par p(z;) = 0 et p(y;) = 2. On a clairement
(pd + dp)(s) = 0 = B(x) et (pd + dp) (i) = d(z) = O(y). O

Proposition 6.3.5 Les polynomes R; appartiennent a l’idéal engendré
par Py, Py, P3. Ils sont donc nuls dans le quotient %.

Preuve : Cas n°1 : Supposons qu'un seul des R; soit non nul, disons R;.
Pour des raisons de degré, 0(y;) = 23;11 w;;y;. Puisque 0(y1) = 0 et

0 € Zy(Der#(Mx))

3
oP.
0=0(P) =) -—R;
i=1 "
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on en déduit que % =0 et que P € Q[{z1, 2, 23}/{z;}].
J
Si wgy = 0, alors, P, € Q[{x1,x2,23}/{x;}]. La régularité de la suite
Py, Py, P; nous assure alors que le polynoéme P5 est de la forme xjv +V,
avec V de degré < N en x;. Puisque 6 € Zy(Dery (M)), 8(Ps) appartient
a 'idéal I engendré par P et P, et comme
aPS N—1 oV
( 3) amj J ( ’I] awj) 7
R; € I cest-a-dire, R; = a1 P1 + o Ps.
Supposons que we; soit non nul, et écrivons P sous la forme P, =
Yoo Uixh avec U; € Q{x1,x2,23}/{z;}]. Puisque 0d(y2) = db(y2),

nous avons
n

(Z ZUM?;_I)R] = ’LU21P1.

i=1
Par conséquent, P, = T.S5 avec T divisant U; pour ¢ > 1 et S maximal
divisant R;. On suppose T ¢ Q et donc U,, ¢ Q. Comme la suite Py, P,
est réguliere, Uy # 0. En effet, autrement, P, = bT' et donc bP; = SP,
contredisant la régularité de la suite. On remarque aussi que n > 0 car
autrement P; = 0. D’autre part la suite P;, Py, P3 étant réguliere, on a
forcément,

La condition 8(P3) = w31 Py + w32 P> donne

m—1
((Z iVixé-_l) + ml‘}n_l)Rj = w31 P + w32 P (%)
i=1
Comme n > 0 et U, ¢ Q, |Uy| = |P2| > |z;|. Maintenant observons que
w31 Py + w3a Py = w31 T.S + w3aUp + wzo. T.b. Par conséquent (**) peut
s’écrire
m—1
(O iViel ™) +mal" Ry = wn 1.8 + wsaUp + w2 T.b
i=1
Puisque Uy € Q[{z1, 22,23} /{z;}] et |Uo| > |z;| = |R;|, w32Up est un
polynéme de degré < m — 1 en z;. Par conséquent, en identifiant les
coefficients du polynéme a:;-"fl, nous obtenons que T divise I;.
Comme (P, P;) forme une suite réguliere, Uy et T ne peuvent avoir
aucun facteur commun. En conséquence, T' divise wss.
D’autre part, comme S était le pged de P, et R;, comme T divise R;, T
divise S.



6.3 Fy-espace a cohomologie rationnelle a moins de 3 générateurs 77
En conséquence T? divise le coefficient de :U;”_
Rj, et par ricochet S et wsz. Il s’ensuit que 73, T*,... divise R;. Ceci
n’est possible que si T' € Q, auquel cas P; divise R;.

1 4 droite. Tl divise donc

Cas n°2 :
Supposons que Ry et R3 soient tous les deux non nuls. Si Ry divise R3
alors, en effectuant le changement de variable

R
Th =13 — /(R—z)dﬂcg, ¥y =11, xh=u19
on se ramene & étudier les dérivations de la forme 6(z}) = 0, 6(z}) = Ro
et O(z4) = 0. On est donc ramené au cas n°1.

Notons P; = :1:’1’?1 avec P; non divisible par ;. Si Ry ne divise pas Rs,
alors notons z7* leur pged

R2 = x'{nE’ Rg = x’f’E

Dans ce cas les solutions de

ou Ryt ou

_— ——Ry=0
63’)2 (91‘3 3

sont Q[x1, 2] avec z = Rox3 — fﬁgdlﬂg. Le polynéme P; € Q[z1, 2].
Lemme 6.3.6 Le polynome Ps peut s’écrire sous la forme

P, =Q+ PP,
avec Q € Q[x1, 2], P € Q[z1, x2, 23]

Preuve : Le polynoéme P, est somme d’une solution particuliere Py f ﬁ% dys
1

et d’une solution de I’équation homogene appartenant & Q[z1, z][z7']. On
peut donc écrire

PP
:Q—"— 1

' S
T 41

P,

avec @ € Qlzq, 2] et P € Q[z1, 22, 3] des polyndémes non divisibles par
x1. Sir <0, alors s <0 et on a le résultat.

Comme P; est un polynoéme r = s. Ecrivons Q = 2P 4--- et P, = 29+ --
Pour des raisons de degré p > g. Des lors

Q+PP=(Q—2""P)+ P (P+2"1).

De nouveau pour des raisons de degré Q — zP~9P; et en conséquence
P + zP~1 sont divisibles par z1. On continue par récurrence. g
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Considérons tout d’abord le cas particulier P, = IV, on peut supposer
|R2| < |P1|. L’équation

OP. OP:

2Ry + =Ry =wn P,

8x2 8IE3

nous assure que % = Ry A. En conséquence Py = zf + x, V.

Si V =0, on déduit de I’équation ci-dessus
ngile = wa P,

ce qui est absurde. Par régulartité de la suite (Py, Py, Ps), Py = 2 +- - -.
On considere alors le terme en x5 ~! dans I’équation

OP; OP; — P ws
—R —R3 = — Ps.
0xo + 0x3 3= Wl m + i 2

Si | Py| > |R3|, on déduit que x; divise R3, ce qui est absurde. Par contre
si |Py| < |R3|, alors, P, est un polynome en 1 et 22 et on a

0P,

8732 = wa1 Py

X2
Ce qui montre que P; divise Ry en contradiction avec ’hypothese |Ra| <
|P1]. On peut donc supposer que P; n’est pas une puissance de .
Comme 'un des 3 polynomes Pj, P, ou P53 doit contenir un terme de
la forme axf’, a € Q, ce doit étre P;. Supposons donc que Pz = z§* +
m—1 i
2o Vil o
Appliquons le lemme 6.3.6 ; Le polynéme Py s’écrit P, = Q + PP, avec
Q € [z1,2] et P € Q[z1,22,x3]. On a alors
6P37 8P37 ’LU31P1 + ’LU32P2 U)/E + ’LU”@

Ry + Ra = = r<m
Oy 0 Oxg " xl T

avec w’ et w” non divisibles par z1, Q € Q[z1, 2]. Ecrivons P} = 29 +. ..
et Q=24....Si¢>1, alors

WP +w'Q = w' (P — 217'Q) + Qu" + w'57Y).
Puisque |z| > |z3| > |zg| > |27, Pl — 29 et Q — 2! sont divisibles par
mqﬂ et il en est de méme pour P; — 2¢7Q. En conséquence

0P3— O0P3—

3 Ro+ =—2Rs = 114 + BQ.

63&‘2 65[53
On regarde le terme en :Egn_l. Si @ n’est pas constante, il contient des
terme en z et son terme dominant est divisible par ;. Dans ce cas, R3 est
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divisible par x1, ce qui est absurde. En conséquence, on peut supposer
Q = z¢. Donc Py = x§ + Py P. Or |2¢| > |Py| > |z2|. On a donc

Py 9Py _
Ol O _Wip o4
0xo Oxs xt

De nouveau, en considérant le terme xgkl, on déduit que x; divise Rs,
ce qui est absurde.
Lorsque ¢ < I, on effectue la transformation

w/ﬁl_i_ w//@ _ w//(@ _ Zl—qﬁl) +ﬁ1(w/ + w//zl—q)

et le méme raisonnement permet de conclure.
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