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Identification des parametres dynamiques des robots manipulateurs. pl.1

Chapitre 1

Introduction

Présentation du probléme

Ces dernieres années, un intérét de plus en plus marquant est apparu pour la précision
des robots manipulateurs. En effet, cette propriété est devenue un élément indispensable 2 la
bonne marche de nouvelles applications. L'assemblage, le suivi de joint, I'ébavurage, etc ...
ainsi que la possibilité de programmation hors-ligne demandent une grande précision et
l'utilisation de lois de commande sophistiquées.

La précision statique est déterminée par la géomérrie et la souplesse des différents
éléments, elle conditionne la possibilité de programmation hors-ligne ainsi que la portabilité des
programmes (C'est-a-dire la possibilité de transporter sans modification un programme d'un
robot & un autre). Elle est également indispensable 2 'utilisation d'un robot pour des tiches de
haute précision. Sans une bonne connaissance de ce type de parameétres, la seule maniére
d'obtenir une précision d'exécution équivalente A la répétabilité est de recourir A une

programmation par apprentissage.

La précision dynamique caractérise 2 la fois l'aptitude a suivre une trajectoire donnée et
le parcours temporel 'voulu le long de cette méme trajectoire. Outre un simple écart géomérique
entre la trajectoire réel et celle programmée, le robot peut présenter un écart de "trainage” (méme
en l'absence de toute erreur géométrique). Cet aspect prend son importance pour des tdches
telles que, par exemple, la dépose d'un joint de colle o la vitesse du robot doit étre contrdlée
avec précision. L'amélioration des performances dynamiques des robots passe par I'utilisation
de lois de commandes plus sofistiquées (par exemple une commande du type du couple calculé
Ou une commande adaptative) qui en plus des parametres statiques, nécessitent la connaissance
des paramétres dynamiques du manipulateur. Nous distinguons les paramétres inertiels
caractérisant la répartition de masse dans les segments (masse, position du centre de gravité,
tenseur d'inertie), les paramétres inertiels de la charge et enfin les paramétres liés aux
articulations comprenant les actionneurs et les transmissions (jeu, frottemment).

Par conséquent, pour répondre au nouveau besoin de précision, il est indispensable de
connaitre l'ensemble de ces paramétres. Comme chaque robot est un cas unique, il doit faire
l'objet d'une érude individualisée. Cette étude fourni une sorte de carte d'identité du
manipulateur,
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Pour clarifier les idées, prenons le cas du manipulateur 4 un degré de liberté rotoide
représenté 2 la figure 1.1. Supposons que l'actionneur est un moteur & courant continu a

aimants permanents.

fig. 1.1 Manipulateur & un degré de liberté.

Développons I'ensemble des parametres caractérisant ce manipulateur en distinguant les
parametres connus et inconnus.

Actionneur:
Parametres connus (donnés par le constructewr).

Ja:  inertie principale de I'actionneur autour de 1'axe de rotation
Paramétres inconnus (ou mal connus):

ke: caractéristiques de l'actionneur, par exemple; la constante de couple pour un
moteur & courant continu (donné avec trop peu de précision par le constructeur)

Transmission:

Paramétres connus:

géométrie
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Paramétres inconnus (ou mal connus):

fy: coefficient de frottement
jeu
raideur de la transmission

rapport de réduction de la transmission (dans la mesure odl il est donn€ avec trop
peu de précision par le constructeur)

Segment:
Paramétres connus:
néant
Paramétres inconnus (ou mal connus):

paramétres géométriques (généralement donnés avec trop peu de précision par le
constructeur)

Js:  tenseur d'inertie du segment

cog: centre de gravité du segment

m: masse du segment
souplesse du segment

Ces parametres sont représentés dans le schéma du modgle de référence présenté i la
figure 1.2. Prenons comme entrée du modele le courant d'alimentation de l'actionneur (pour un
moteur 3 courant continu 3 aimants permanents) et comme sortie la position opérationnelle de
l'outil. Nous définissons Q, comme le couple fournit par l'actionneur et Qg le couple appliqué
sur le segment.

Parametres de l'articulation Paramétres du segment
— N S A —
Paramétres Paramétres Parametres Parametres de
de l'actionneur de la ransmission  géométriques répartition de masse
J a kC fl £ k n J s cog m

RN By

—#] ACTIONNEUR }-» TRANSMISSIOﬂ—. SEGMENT |4 CHARGE}»

v

Q

fig. 1.2 Le modele de référence.
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L'estimation de I'ensemble des parametres est un travail considérable. Aussi, nous nous
sommes limités & I'identification des paramétres les plus influents dans le modele dynamique.
Nous posons alors les deux hypotheses suivantes:

Nous supposons la géométrie du manipulateur exacte et connue.

Nous supposons les segments rigides et les articulations idéales (c'est-a-dire sans jeu ni
souplesse).

Par conséquent, les seuls parametres encore inconnus sont : les paramétres inertiels des
segments, les paramétres des actionneurs (par exemple la constante de couple) et les coefficients
de frottements.

Nous renvoyons le lecteur intéressé a l'estimation des paraméires géométriques aux
travaux de Duelen, Held, Kirchoff, Schrder et Spur, (Duelen 87) et (Spur 84). Pour
l'estimation des caractéristiques de la charge, le lecteur averti pourra facilement étendre les
développements présenté€s sur l'étude des paramétres inertiels des segments.

Etat de l'art

Dans la littérature, nous distinguons plusieurs méthodes de détermination des paramétres
inertiels des segments.

a) CAO

Le premier type d'approche, utilisé par Tarn, Bejczy et Yun (Tarn 85), consiste a
calculer les paramérres sur base des plans. Cette méthode, économique a mettre en oeuvre, ne
saurait tenir compte ni de tous les composants des segments (par exemple, les boulons, les
accouplements, ...), ni des particularités liées & chaque manipulateur.

b) Robot démonté

La seconde approche consiste A effectuer des essais simples (type pendule) sur chaque
segment démonté (voir par exemple les travaux de Amnstrong, Khatib et Burdick (Armstrong
86)). Du point de vue de I'utilisateur, il n'est pas souhaitable, ni possible, de démonter le
manipulateur. Etant donné que c'est le point de vue que nous avons choisi, il nous faut exclure
cette méthode.

¢) Identification

Nous arrivons ainsi & des méthodes procédant par identification. La procédure la plus
classique, cfr (Mayedas 84), (Ferreira 84) , (Olsen 85), (Gautier 86) et (Schiehlen 86),
consiste 2 utiliser comme modele d'identification le modéle dynamique (correspondant A celui
utilisé pour la commande), voir figure 1.3. Ce modele relie la cinétique du segment au couple
fourni par l'actionneur, voir fig. 1.2. Dans le cas d'un actionneur électrique & courant continu,
le couple est obtenu via la mesure du courant d'alimentation (le couple est, en premiére
approximation, proportionnel au courant). Par conséquent, cette approche suppose la constante
de couple connue. Sous cette hypoth&se, on identifie simultanément les paramétres inertiels et
les coefficients de frottements des transmissions.
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Les parametres inertiels (masses, positions des centres de masses et tenseurs d'inertie)
apparaissent sous une forme non linéaire dans les équations du modéle dynamique, mais il est
possible de trouver des combinaisons (masses, moments du premier ordre et moments du
second ordre) qui y apparaissent linéairement . Nous sommes ainsi ramenés 2 un cas
d'estimation linéaire simple et bien connu. Pour assurer I'estimation, il faut que les colonnes de
la matrice des coefficients des paramétres (matrice d'estimation) soient indépendantes, c'est-3-
dire que la matrice soit de plein rang. Il existe deux sources de perte de rang. La premilre est
structurelle, elle ne dépend que du choix des paramétres 2 estimer. Par exemple, un modéle
“sur-paramétré" n'est jamais identifiable et cela quelque soit la trajectoire d'essai choisie. La
deuxieme source de perte de rang est fonction de la trajectoire qui doit "exciter" tous les
parametres i identifier. Nous parlerons de trajectoire excitante ou sensibilisante. Le probléme
principal est donc de trouver un jeu (ensemble) de paramétres identifiables et une trajectoire
d'essai excitante. Nous distinguons deux approches différentes.

Manipulateur Ordinateur
ESTIMATION
des
. paramétres
by barycentriques
. et
o oo r—capteurs internes —- de frottements
positions articulaires | _g)
[] forces généralisées
des articulations >

fig. 1.3 Principe de l'identification interne.

Dans leurs travaux, Olsen et Bekey (Olsen 85 et 86) ainsi que Mayeda, Osuka et
Kangawa (Mayeda 84) n'ont pas trouvé de Jjeu de parametres linéaire dans les équations
globales. Ils contournent la difficulté en décomposant la procédure d'estimation en un certain
nombre de tests simples on seuls quelques paramétres interviennent . Pour autant que la
trajectoire test soit bien choisie, il est aisé de faire ressortir la propriété de linéarité dans les
paramétres présents, car ceux-ci sont en général peu nombreux. Le jeu complet de paramétres
est alors formé par I'union des paramétres trouvés pour chaque test. Cette méthode est délicate 3
mettre en oeuvre. En effet, son principal inconvénient est de coupler le choix des trajectoires
tests avec la mise en évidence de parametres. Apres chaque essai, il faut mettre A jour le jeu

globale de paramétres. Par conséquent, en fonction du choix des trajectoires, certains
paramgtres pourraient étre "oubliés". La difficulté est donc de trouver les trajectoires tests. Pour
un manipulateur ne possédant que des articulations rotoides, cette recherche est relativement
simple car les termes sont soit fonctions lin€aires de la gravité ou des accélérations, soit
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fonctions quadratiques des vitesses. Il suffit alors pour faire apparaitre tous les paramétres de
procéder A trois types d'essais: statiques; & vitesses variables mais chaque axe séparément et
enfin & vitesses constantes axe par axe et deux axes 2 la fois. Par contre, pour un manipulateur
avec joints prismatiques, les termes sont plus complexes et il devient tes difficile de trouver les
trajectoires adéquates. Cette approche est schématisée 2 la figure 1.4.

La deuxigme approche découple la recherche du jeu de paramétres de celle de la
trajectoire, cfr Gautier (Gautier 86), Ferreira (Ferreira 84) et Schichlen et Kallenback
(Schichlen 86). Cette procédure consiste & prendre comme jeu de départ I'ensemble des
parametres inertiels (masses, position du centre de masse, tenseur d'inertie). En fonction de ces
parametres, on calcule les équations du modele. En effectuant quelques combinaisons évidentes
(masse, moments du premier ordre, moments du second ordre) il est possible de rendre le
modele linéaire. Enfin, en étudiant les équations, on combine les parameétres pour trouver un jeu
identifiable. II ne reste plus alors qu'a trouver une trajectoire excitante. Cette approche est
représentée A la figure 1.4.

J 5 — Modale Modales IDENTIFICATION on
00G MOD non linéair linéai RE]DESINI
m DUMODELE et non o —IDENTIFICATION .
identifiable identifiables ARAMETREY
IDENTIFICATION
CE LATION CHOIX DES lImomss
o —|cENERA Modile [ commmaisons |  Modle
DU MODE(E»J non linéaire DE - lu:m ~{ IDENTIFICATION
" et non PARAMETRES | . %
identifiable identifiable

fig. 1.4 Les différentes procédures d'identification.

Le jeu de parametres & estimer est donc constitué de combinaisons effectuées a
posteriori, c'est-2-dire sur base des équations, sans régles bien précises. Gautier et Khalil
(Gautier 88) ont amélioré cette approche en proposant des régles systématiques permettant de
générer les combinaisons. Remargquons que ces reégles peuvent étre appliquées a priori avant de
générer le modtle.

Cette approche classique posséde deux inconvénients majeurs. Premiérement, la mesure
du couple fourni par l'actionneur est peu fiable. En effet, elle suppose connues les
caratéristiques des actionneurs, ce qui est rarement le cas dans la pratique. Par exemple, la
constante de couple du moteur A courant continu est donnée par le constructeur A 10 %.
Deuxi¢mement, on estime simultanément les paramétres inertiels et les coefficients des
Jrottements. Or, ces deux familles de parametres sont trés différentes. Les paramatres inertiels
des segments sont constants tout au lon g de la vie du manipulateur. A 1'opposé, les frottements
varient au cours du temps en fonction de I'usure des composants. De plus, ils sont difficiles i
g:o@éhsgr correctement. Par conséquent, I'estimation des coefficients de frottements dégrade
l'estimation des parametres inertiels.
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Mukerjee et Ballard (Mukerjee 84 et 85) ont proposé une alternative permettant de
découpler I'estimation des parametres inertiels de celle des coefficients de frottements. Le
principe de la méthode est de mesurer l'effort fourni par l'actionneur non pas sur l'alimentation
du moteur mais directement sur le segment, par exemple, en plagant des jauges de contraintes.
Nous mesurons alors directement Qg ce qui rend le modele d'estimation indépendant des
parametres des articulations (frottements, constantes de couple, ...). Cette approche demande
donc une instrumentation individuelle pour chaque manipulateur.

Identification externe

L'approche traditionnelle que nous avons présentée dans les paragraphes précédents est
basée sur le modéle dynamique classique (utilisé pour la commande) et les mesures qui s'y
rapportent (la position de l'actionneur et le couple fourni par l'actionneur via la mesure du
courant d'alimentation). Ces mesures sont proprioceptives c'est-a-dire qu'elles sont obtenues
par des capteurs internes au manipulateur sans demander d'instrumentation supplémentaire.
Nous parlons alors de méthode interne. Nous avons présenté les inconvénients relatifs 2 cette
approche: estimation conjointe des paramétres inertiels et des coefficients de frottements et faible
précision des mesures des couples fournis par les actionneurs. La méthode proposée par
Mukerjee permet de découpler I'estimation des deux familles de paramétres, mais elle est trés
lourde & mettre en oeuvre. Nous proposons alors une approche originale basée sur l'utilisation
d'une plate-forme de force.

Ordinateur

Positions
Manipulateur Caméras ESTIMATION
des
parametres
. barycentriques
Capteur Efforts de réactions
°ee de force P
[N essasssa

fig. 1.5 Principe de l'identification exteme.

Plagons le manipulateur sur une plate-forme de force permettant de mesurer les trois
composantes de force et de couple 2 la base du manipulateur. Nous écrivons alors le modéle de
réaction qui met en relation les six composantes des efforts entre le robot et le bati avec la
cinématique des segments. Par ailleurs, les positions des segments peuvent également &tre
obtenues par des capteurs extérieurs, par exemple par un systéme de visions, cfr figure 1.5. Par
comparaison avec la méthode interne, nous parlerons alors d'approche externe . L'avantage de
cette méthode est triple.
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Premiérement, gréiice au principe d'action-réaction, le modele de réaction considére les
efforts dans les articulations (et donc les frottements qui y sont associés) comme des efforts
internes. Ce modele est donc indépendant des frottements. Les paramétres inertiels peuvent
donc étre identifiés séparément.

. Deuxiémement, les mesures sont obtenues via un capteur externe de haute précision.
L'estimation des parametres inertiels est indépendant des caractéristiques des actionneurs et en
particulier de la constante de couple.

Troisi¢mement, le dispositif de mesure est externe et standard, il peut donq facilement
étre a}ppliqu§ sur différents types de robots sans demander de grande connaissance sur
l'architecture informatique de ce demier et sans étalonnage particulier.

Cette approche n'a pas que des avantages. En effet, le dispositif de mesure est plus
complexe et coliteux que celui de la méthode interne, ce qui limite toute application en temps réel
sur le robot en service. De plus, le modele d'identification est différent du modéle de
commande. Comme notre objectif est d'estimer les parametres du modéle de commande, il nous
faudra démontrer 1a correspondance des paramérres entre les deux modeéles.

Agencement du travail.

Nous débuterons notre travail en présentant dans le chapitre deuxiéme les bases
nécessaires 2 l'estimation d'un modgle linéairement parametré ainsi que les conditions qui y sont
associées. Sur I'exemple d'un corps disposant d'une mobilité totale, nous mettrons en évidence
la notion d'indépendance des paramétres inertiels et de jeu de paramétres identifiables.

Une fois la théorie relative 2 I'estimation exposée, nous entamons au chapitre troisiéme
la "modélisation” de chafne arborescente sans contrainte. Le point de départ de ce chapitre est la
définition des corps augmentés et des paramétres barycentriques qui y sont associés, cfr
(Fischer 06), (Roberson 66), (Wittenburg 77) (Liégeois 74 et 80) et (Renaud 87). Ces
parametres exprimés dans un repere lié au corps sont constants et jouent pour un corps
augmenté le méme rdle que la masse, le vecteur moment du centre de masse et le tenseur
d'inertie pour un corps rigide classique. En outre, ils dépendent uniquement de I'arborescence
de la structure. Ensuite, aprés avoir développé le principe de la génération des équations du
modéle dynamique, nous discutons des propriétés de ce modele et des paramétres
barycentriques: indépendance, linéarité, régle de descendance. Enfin, nous montrons que les
paramétres barycentriques constituent des combinaisons des paramétres indispensables a
l'estimation. Nous cl6turons ce chapitre en présentant une série d'exemples. En particulier,
nous montrons que les combinaisons provenant des paramétres barycentriques ne sont pas
toujours suffisantes, elles doivent étre complétées par des combinaisons qui dépendront, cette
fois, de la mobilité des corps, c'est-a-dire des caractéristiques des articulations.

L'étude de ces combinaisons complémentaires indispensables 4 l'estimation est
présentée dans le quatrieéme chapitre. La régle de descendance définie dans le troisi#me chapitre
nous indique que 1'équation d'une articulation ne peut contenir que des parameétres de ces
descendants. Cette propriété nous permet de distinguer deux types de combinaisons: les
regroupements entre les paramétres d'un méme segment et les reports de parameétres d'un
segment sur un/des segments ascendants. Une étude menée sur une structure limitée A deux
corps nous permet de dégager des régles générales de combinaisons qui seront utilisées par la
suite pour trouver le jeu de paramétres identifiables. Nous terminons ce chapitre en introduisant
dans la structure les actionneurs et les efforts dynamiques associés.
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Dans le cinquieme chapitre, nous introduisons la méthode d'identification externe. Nous
montrons la correspondance entre les paramétres du modele dynamique (méthode interne) et du
modele de réaction (méthode externe). Grace a une simulation, nous comparons les précisions
attendues pour les deux approches. Enfin, nous étudions, toujours par simulation, l'influence
néfaste des frottements sur I'identification interne.

Dans le sixi¢me chapitre, nous comparons expérimentalement les deux approches. Le
dispositif expérimental de 1a méthode externe se compose d'une part d'un systtéme de vision
SELSPOT (Selcom AB) pour mesurer les positions articulaires qui seront ensuite dérivées
numériquement et d'autre part d'une plate-forme de mesure de force KISTLER. Nous
mesurons également les courants d'alimentation des actionneurs pour en déduire les mesures de
couples indispensables 4 la méthode d'estimation interne. Sur base de ces dispositifs, nous
proposons une validation sur un manipulateur & un degré de liberté. Finalement, nous
appliquons nos travaux sur un robot industriel PUMA 562.

Enfin, dans le septi¢éme chapitre, nous discutons des précisions d’estimation obtenues.
Ne disposant d'aucune valeur de référence pour faire une comparaison objective, nous
entamons Cette discussion par une simulation . Son principe consiste A fournir au régulateur
(basé sur le principe du couple calculé) les parametres estimés augmentés de l'erreur
correspondante 2 l'incertitude de I'estimation. Nous pouvons alors sur une trajectoire typique,
analyser l'influence de cette erreur pour chacun des parametres.
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Chapitre 2

Principes de base de l'identification
des parametres.

2.1. Introduction

Dans le paragraphe relatif 2 I'étdt de I'art du chapitre introductif, nous avons vu que si la
littérature propose plusieurs méthodes d'identification des paramétres caractérisant la répartition
de masses dans les segments, la plupart des auteurs s'accordent pour dire qu'il est possible de
mettre le modéle dynamique sous une forme linéaire vis-3-vis de ces paramétres. Nous ne
désirons pas discuter de cette propriété dans ce chapitre, nous en reparlerons abondamment au
début du chapitre troisi®me, nous voulons simplement présenter les bases nécessaires d
l'estimation des paramétres d'un modéle linéaire, en discutant des conditions et des précisions
que l'on peut attendre d'une identification.

A 1a fin de ce chapitre, nous introduisons un certain nombre de concepts indispensables
a nos travaux. Pour le cas simple d'un corps rigide disposant d'une mobilité totale, nous
montrons que la répartition de masses peut étre définie par dix paramétres indépendants (entre
eux): la masse, les trois moments du premier ordre et les six moments du deuxidme ordre.
Nous observons que ces paramétres apparaissent linéairement dans les équations de la
dynamique. Pour former le jeu de parameétres identifiables, il faut encore éliminer des
parametres inertiels ceux qui sont absents du modele dynamique. Enfin, la demiére condition
d'identifiabilité est de trouver une trajectoire excitante ou sensibilisante.

L'ensemble de ces résultats sera utilisé dans la suite de ce travail pour estimer les
parametres barycentriques des manipulateurs.



p22 Ch 2 Principes de base de I'identification des paramatres.

2.2. Recherche de la solution au sens des moindres carrés

Nous verrons dans I'application présentée au paragraphe 2.5 que le probléme
d'estimation se raméne 2 la solution du systéme suivant;

05=2 | @.1)

avec ¢ la matrice (m x n) de rang p avecmz2n

8 le vecteur (n) des inconnues
Z le vecteur (m) des mesures

Si la matrice ¢ est inversible, la résolution du systéme est évidente. Dans le cas
: R R & 2
contraire, on peut rechercher une solution & qui minimise le carré des erreurs ll$d - Z||°. On

parle alors de solution par moindres carrés. Recherchons la forme de la pseudo-inverse de ¢ qui
fournit cette solution.

a) Cas particulier

Dans le cas ob tous les €léments non nuls de ¢ sont placés sur la "diagonale”, la solution
du systéme est facile i trouver.

Soit 1'équation:
18=12 (2.2)
.. 00
H1 81 z)
0 .. p ... .
0 ... ... 0
3y

0 ... ... 0 Zm
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Cette équation admet comme solution :

A Zi .
Sj=—"> (pouri=1,..p) (2.3 2a)
Hi
Sj , a priori indéterminés (pour j = p+1, ...n). Nous les choisissons égaux 2 zéro
A
pour obtenir la solution & de norme minimale. (2.3 b)

A
Cette solution s'exprime sous la forme 8 = 3+ Z, avec:
mtl... 0 00

......

matrice (nxm) (2.4)

La condition d'estimation s'énonce clairement.

Pour que tous les éléments de & soient identifiables, il faut que p=n(n<m)

c'est-d-dire que la matrice 3 soit de plein rang.

avec

b) Cas général
Toute matrice ¢ (m x n) peut étre factoris€ée comme suit, cfr (Strang 76):

¢6=Ux WVt (2.5)

U une matrice orthogonale (m x m) avecm2n

V la matrice orthogonale (n x n) des vecteurs propres de ol

2 la matrice quasi-diagonale (m x n) de rang p des valeurs singuli¢res de ¢
(racines carrées des valeurs propres de ¢'¢)

s . . A 2 -
Nous cherchons & minimiser la norme de 'erreur d'estimation [198-Z|i". En utilisant la

factorisation (2.5) nous écrivons:

63-ZI| = UEVS-Z)| 2.6)

Comme le produit d'un vecteur par une matrice orthogonale ne modifie pas la norme,

(2.6) peut s'écrire:

I63-2Il = [TVH-UZ) @.7)
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Si on pose 8 = V1§ comme inconnue auxiliaire, le probleme de moindres carrés revient donc A
résoudre:

TO=U2Z (2.8)

Nous sommes ainsi ramenés au cas particulier a), (2.2). En partitionnant (2.8) en fonction des
valeurs singulidres nulles et non nulles, nous écrivons:

10)(V1'8) _ 2.9
00)&!5) Uz (2.9)

avec ¥ la matrice diagonale (p x p) des valeurs singuliéres non nulles de ¢

La solution s'écrit alors:
61 =Vi8 = 3 1U1Z (2.10 a)
62 = V715 est indéterminé (2.10 b)

Comme dans le cas particulier, nous posons 62 = 0 pour obtenir la solution de
norme minimale. Cette solution s'exprime alors:

8=V =V3rUz = ¢+ @.11)
avec la pseudo-inversede ¢: ¢+ = VI+U (2.12)

La condition d'estimation s'énonce clairement.

Pour que tous les éléments de 0, et par conséquent tous les éléments de §, soient

identifiables, il faut que p = n (n <m) c'est-d-dire que la matrice ¢ soit de plein rang.

¢) Factorisation QR

L'utilisation de la décomposition en valeurs singuli¢res pour résoudre un probléme de
moindres carrés est cofiteuse en temps calcul. C'est pourquoi, lorsque les colonnes de ¢ sont

linéairement indépendantes ( c'est-a-dire que la matrice ¢ est de plein rang et par conséquent, §
est identifiable), on préfere utiliser la méthode de factorisation QR pour I'estimation.

Soit la factorisation QR de o
$=QR (2.13)

avec  Q une matrice (m x n) contenant des colonnes orthonormées (Q'Q =1I)
R une matrice (n x n) régulitre et triangulaire supérieure
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Comme ¢ est de plein rang, sa pseudo-inverse (2.12) peut également s'écrire, cfr
(Strang 76):

o*=(0')"1¢ (2.14)

En introduisant la factorisation QR (2.13) de ¢ dans I'expression (2.14), on trouve:
¢* = (RQQR)1RIQ:

= R-l(Rl)-lRtQt
=R-IQt (2.15)

L'avantage de cette présentation est qu' il n'est pas nécessaire de calculer com iétement
g p q p P

R-1 pour trouver la solution. En effet, puisque § = ¢*Z = R'1Q!Z , on calcule d'abord le
produit Q'Z et ensuite, par substitution régressive (R est triangulaire) on résoud le systéme
A

Rd = Q'Z. En procédant de la sorte, on gagne en temps calcul et surtout en place mémoire, ce

ui peut s'avérer tres intéressant dans le cas d'une estimation sur un grand nombre d'essais.
qui pe gr
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2.3. Estimation de combinaisons linéaires de §

Nous nous intéressons maintenant 3 identifier une (ou des) combinaison(s) linéaire(s) y
de & dont toutes les composantes ne sont pas nécessairement identifiables. Si, A partir de (2.1),
On peut écrire un autre systéme, ¢' y = Z, le probléme est trivial. La condition d'identifiabilité

de v est que ¢' soit de plein rang. Préocupons nous maintenant du cas ou il est impossible

d'écrire une telle relation. L'intérét de cette étude apparaitra dans le chapitre sixieéme relatif 4
l'estimation externe.

Nous cherchons 2 identifier y grice 2 I'expression (2.1), avec y=s'8
La condition d'identifiabilité de & est dans ce cas une condition suffisante mais elle n'est
pas nécessaire. Recherchons alors une condition moins restrictive.
y=st3d (2.16)
Remplagons § par V8, cfr § 2.2.b, dans cette expression; nous obtenons:
Y =s've 2.17)

En partitionnant cette expression comme dans (2.9), nous écrivons:

6
= (st t
(stvy s vz)(ez)

=5stV131-1U1Z +5tV,0, (2.18)
Par conséquent, 1a condition d'identifiabilité s'écrit:

Y est identifiable ssi s'Vy= 0
ou encore ssis appartient d l'espace engendré par les colonnes de V;
(2.19)

(car les espaces engendrés par les colonnes de Vi et V3 sont orthogonaux)

Cette condition exprime que la combinaison Y est identifiable ssi v est une projection de &
sur une direction “identifiable”, c'est-3-dire située dans I'espace engendré par les colonnes de

V1 (les vecteurs propres 2 valeurs propres non nulles de ¢').

Dans la pratique, cette condition est difficile 2 appliquer, aussi nous nous contenterons

au chapitre six d'exprimer que toutes les composantes de 8 qui interviennent dans le calcul de ¥
sont identifiables.
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2.4. Précision d'estimation

La précision d'estimation peut étre évaluée sur les valeurs singulieres. Plus le rapport
entre la plus petite et la plus grande valeur singulitre sera grand, meilleure sera la précision

d'estimation. En particulier, si certaines valeurs singuliéres sont nulles, la matrice ¢ n'est plus

de plein rang et § n'est plus identifiable. Cette étude ne permet malheureusement pas de
déterminer l'erreur sur I'estimation des parameétres. Une alternative intéressante permettant de
quantifier cette valeur consiste 2 étudier I'espace de confiance des paramétres estimés.

On a montré, cfr (Ljung 87), que si l'on suppose que les mesures Z sont affectées par
un bruit additif, blanc, indépendant et de moyenne nulle, la répartition des valeurs estimées tend
vers une distribution normale de moyenne nulle et de matrice de covariance Pg.

Soit un bruit v de mesure sur Z:

Z=Z+v (2.20)

avec les caractéristiques suivantes:

E(v)=0 (2.21)
E(vvt) =Py (matrice diagonale) (2.22)
Des lors:
Ps = E(33Y
=E((¢*2)(¢*Z))
= ¢*Py(o*) (2.23)

Posons Py = ovz E (E la matrice unité), c'est-3-dire que 1'on suppose le bruit
non corrélé avec la méme variance sur toutes les composantes. Sous cette hypothése,
l'expression (2.23) se réécrit:

Py =0y 0+ (™)

= 0y (VEHUY(VE+UY!
= o-vzv2+(z+)tvt (2.24)

On tire de cette expression le vecteur o5 des écarts-type:

asV = oy diag(SHEH) (225 a)
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'l
o3V =0y | yyl . (2.25b)
p'l

devi En utilisant 1a décomposition QR, l'expression de la matrice de covariance (2.24)
evient:

Ps=0,” (RIR)1 (2.26)

et le vecteur des écarts-type se réécrit:

o= oy\diag(R'R )1 2.27)

Cette expression est difficile & utiliser car on ne connait que rarement la valeur de oy. On
utilise alors une estimation de oy grice au résidu de l'estimation, cfr (Ljung 87):

Soit r le résidu de l'estimation,

A

r=27-¢5 (2.28)

e5= \| 5. /@ag(RR) (2.29)
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2.5 Application

Appliquons les résultats obtenus dans le paragraphe 2.2 2 l'estimation des paramétres
inertiels d'un corps rigide totalement libre, c'est-a-dire qui possede six degrés de liberté.

(i)

Fig. 2.1 Corpsrigide totalement libre.

Soit le corps rigide représenté 2 la figure 2.1; sa cinématique est caractérisée par la
position du point P et I'orientation du repére {3,'} . Nous définissons:

. {1} un repére inertiel positionné en O

(3} un repere li€ au corps et positionné en P

*X = li]‘x le vecteur (O P)

v = [Sj]tm le vecteur vitesse angulaire du repere {&]

La répartition de masse dans ce corps est caractérisée par les dix paramétres suivants:

*m la masse
ol = [&]l I le vecteur (P G), avec G la position du centre de masse .

+IP le tenseur d'inertie du corps par rapport au point P
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Ecrivons les équations de la dynamique de ce corps. Les détails de ce calcul seront
donnés dans le chapitre suivant , cfr (3.27) et (3.37). Nous obtenons les trois équations de
translation et les trois équations de rotation:

Eem@®-g)+(f+ @8 (2.30)

L=x x(m (X - g)+ (g) + (Q@_’))ml)-{»ngx@ -g)+IPd+oxIPo (231)
o g représente le vecteur de gravité

@ représente le tenseur de préproduit vectoriel, cfr 3.8)

Les six équations (2.30) et (3.3 1) sont fonctions des dix paramétres inertiels suivants:

¢ ]a masse m
* les trois moments du premier ordre mlx, mly, ml,
+ les six moments du second ordre IE, 15y X5, | LW L

Ces parametres sont indépendants (c'est-d-dire qu'ils ne sont pas combinaisons I'un de
Yautre) et apparaissent lindairement dans les équations de la dynamique. Par conséquent, si

l'on dispose des mesures de FetL dune part etde %, @, @ ainsi que de l'orientation du

repére [3'} d'autre part, nous écrivons les équations (2.30) et (2.31) sous la forme:

¢8=Q (2.32)

o ¢ est la matrice (6 x 10) fonction de ¥, @, @ ainsi que de l'orientation du
repére (3)

) est le vecteur des parametres 3 estimer, de dimension (10)

Q= (E) est le vecteur des mesures, de dimension ®

Dans le systéme (2.32), le nombre d'inconnues est supérieur au nombre d'é€quations.
Nous considérons alors cette expression & M instants différents. Nous obtenons ainsi le
systéme suivant:

$8=2 (2.33)
1 Q
oh ¢=| 92 z{QZ]
o

™M
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Le systéme (2.33) est identifiable si la matrice ¢ est de plein rang, c'est-2-dire si on

dispose d'une séric d'échantillons permettant d'estimer tous les éléments de 8. Nous parlons de
trajectoire excitante (Persistant Excitation), ou encore de trajectoire sensibilisante.

A titre d'exemple, nous remarquons que des mesures statiques (2 vitesses nulles)
permettent d'estimer 1a masse et les moments du premier ordre. Pour estimer les moments du
deuxiéme ordre, il faut obligatoirement effectuer des essais A vitesses angulaires variabies.

Le rang de la matrice ¢ ne dépend pas uniquement des trajectoires choisies pour
lidentification, il est également fonction de la mobilité dont dispose le corps. Dans notre
exemple, le corps a six degrés de liberté et donc les dix parametres inertiels apparaissent dans le

modele dynamique. Comme de plus les colonnes de ¢ sont indépendantes ces paramétres
forment un jeu identifiable.

Par contre, si nous limitons la mobilité du corps en maintenant le point P fixe grice 2
une force F que I'on ne peut mesurer, le systéme (2.33) est amputé de toutes les équations de

translation. Nous observons alors que la masse disparait du modéle dynamique. Le jeu de
parametres dynamiques identifiables est donc réduit 2 neuf. Nous parlons alors de perte de rang
structurelle .

Etendons cet exemple 2 un robot manipulateur comportant n segments. La répartition de
masse de la structure est donc caractérisée par 10n parametres inertiels indépendants. Comme
les articulations n'ont généralement qu'un seul degré de liberté, il est fort probable que certains
des parametres inertiels n'apparaitront pas dans les équations de la dynamique. La taille du jeu
de parametres identifiables sera donc inférieure 2 10n.

Notre exemple est limité 2 un seul corps; nous verrons par la suite, cfr § 3.3.4d,qu'en
effectuant le méme type de travail sur une structure 3 plusieurs corps, il est possible de mettre en

évidence dans les équations du modele des combinaisons de colonnes de @. Quelleque soit la
trajectoire d'essai, la matrice ¢ ne pourra donc jamais étre de plein rang. Par conséquent, avant
de rechercher une trajectoire excitante, il faut d'abord rechercher un jeu de parametres

identifiables. Cette recherche doit comprendre deux étapes. Premidrement, il faut supprimer les
parametres n'apparaissant pas dans le modele. Deuxigmement, des combinaisons de paramétres

sont indispensables pour assurer I'indépendance des colonnes de ¢.
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2.6 Conclusions

Parmi tous les développements présentés dans ce chapitre, le point essentiel 2 retenir
pour notre application concerne les conditions d'estimation: la matrice ¢ doit ére de plein rang.

Nous avons montré que la perte de rang de ¢ pouvait avoir une origine structurelle ou étre liée &
1a trajectoire.

1 est important de bien dissocier ces deux sources de perte de rang. Nous avons montré
au premier chapitre que certains auteurs définissent le jeu de parametres au fur et 2 mesure des
essais. C'est donc l'essai qui conditionne la présence d'un parametre. Par conséquent, il existe
un risque "d'oublier” un parametre. Inversément, on peut prendre comme point de départ les
10n paramitres inertiels. Ensuite, on élimine (ou on combine) des parametres en fonction du

conditionnement de la matrice ¢ pour une trajectoire donnée. A nouveau, la définition du jeu de
parametres dépend du choix des trajectoires.

Nous avons montré sur un exemple que la perte de rang structurelle est due 2 une
surparamétrisation. Les paramétres inertiels (masse, moments du premier ordre et moments du
second ordre) forment un jeu de paramétres indépendants (au sens de l'algebre linéaire). Mais,
en fonction des particularités de l'arborescence et des articulations, certains parametres
n'apparaissent pas dans les équations de la dynamique. De plus, certaines colonnes de la

matrice ¢ peuvent étre combinaisons l'une de l'autre. Par conséquent, le jeu des 10n paramétres

inertiels n'est pas nécessairement identifiable. Le jeu de paramérres identifiables est constitué
des parametres inertiels combinés et diminués des parametres absents du modgle .

Nous proposons alors de décomposer la procédure en deux étapes, voir figure 2.2. On
commence par rechercher un jeu de paramétres identifiables en se basant uniquement sur les
équations du modele pour éviter toute surparamétrisation structurelle. Une fois le jeu de
paramdtres identifiables déterminé, la perte de rang de ¢ ne peut plus étre due qu'a un mauvais
choix de 1a trajectoire. Nous chercherons donc une trajectoire excitante ou sensibilisante.

STRU(;TURE CHOIX DES TRAJECTOIRES
I COMBINAISONS |~ Modte
oG — DE - u‘“‘ ~| IDENTIFICATION
n PARAMETRES identifiable

Fig. 2.2 Procédure d'estimation.

Nous allons, dans les deux chapitres suivants étudier 1a perte de rang structurelle en
décomposant les combinaisons suivant leurs natures. Nous distinguerons des combinaisons qui
dépendent uniquement de I'arborescence et celles qui dépendent de 1a mobilité résultant de la
nature des articulations. Dans le chapitre troisi¥me nous traiterons de la premiére famille de
combinaisons tandis que la deuxidme famille sera traitée au chapitre quatriéme.



