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Introduction

Remarques. 1. Dans ce texte, nous privilégierons systématiquement la ter-
minologie de «2-monoide» pour désigner ce que ’on appelle généralement
des groupoides monoidaux, c’est-a-dire des groupoides M muni d’un pro-
duit ®, d’un objet unité I et d’isomorphismes naturels a, g, d satisfaisant
a des conditions de cohérence et exprimant essentiellement le fait que le
produit est associatif et que I est une unité & gauche et a droite, tout cela
a «isomorphisme présy (voir, par exemple, le chapitre VII de [Mac97]).
Dans le méme ordre d’idée, nous appellerons 2-groupe tout 2-monoide
G muni d’un foncteur ()* : G — G et pour tout objet G de G, d’un
isomorphisme naturel 6, : G @ G* — 1.

2. La plupart des 2-monoides présents dans ce travail sont symétrique, c’est-
a-~dire qu’ils sont munis, pour tout objet M et N, d’un isomorphisme na-
turel cpr v : M®N — N ® M satisfaisant & des conditions de cohérences,
ainsi que la condition de symétrie

CN,MCM,N = tdpeN-

Si M est un tel 2-monoide, la symétrie nous permet d’utiliser le fait
que le produit ® : M x M — M est un morphisme de 2-monoides
symétriques. Ceci n’est plus vrai dans le cas dit tressé, c’est-a-dire lorsque
I'isomorphisme ¢,y ne satisfait pas & la condition de symétrie. Nous ne
savons pas si les résultats présentés dans ce travail survivent dans ce cas
plus général. Toutefois, la plupart des développement et démonstrations
introduites ici n’y sont plus valides.

3. Toutes les bilimites (et bicolimites) dont il sera question dans ce rapport
sont en fait des 2-limites (ou 2-colimites) strictes (voir, par exemple, le
chapitre 7 de [Bor94]). Nous avons en effet sacrifié le souci de généra-
lité sur l'autel de la simplification rédactionnelle. Le lecteur scrupuleux
généralisera sans peine aux cas des bilimites les résultats présentés ici.
11 est toutefois notable que la biadjonction obtenue au théoréme 2.5.1,
bien que construite exclusivement & partir de 2-colimites, est une «vraie»
biadjonction et non une 2-adjonction au sens strict. Nous orientons le
lecteur vers [Gra74] pour l'introduction originelle (& notre connaissance)



de la notion de biadjonction et, par exemple, vers [Fio06] pour une for-
mulation plus récente.

La K-théorie algébrique «a la Bassy relative aux 2-monoides symétriques
se donne comme objet d’étude, pour tout 2-monoide symétrique M, les groupes
commutatifs Ko(M) et K;(M), respectivement appelés groupe de Grothendieck
et groupe de Whitehead relatif & M. Ky(M) peut se définir comme suit (voir
[Bas68] ou [Bas67]): Ko(M) est un groupe commutatif muni d’une application
[ Mo : Ob(M) — Ko(M) qui est, parmi toutes les applications dont le do-
maine est Ob(M) et dont le codomaine est un groupe commutatif, I’application
universelle satisfaisant, pour tout objet A et B de M, aux deux conditions
suivantes:

1. si A~ B dans M, alors [A]m,0 = [B]m,0,
2. [A ® B]M,O = [A]M,Q * [B]M,O-

Nous désignons par Aut(M) le groupoide dont les objets sont les couples (M, f),
ou M est un objet de M et f : M — M est un automorphisme de M dans
M et dont les fleches s : (M, f) — (IN,g) sont les fleches s : M — N de
M telles que sf = gs. K;(M) peut se définir comme suit (voir [Bas68] ou
[Bas67]): K;(M) est un groupe commutatif muni d’une application [ |y :
Ob(Aut(M)) — K1 (M) qui est, parmi toutes les applications dont le domaine
est Ob(Aut(M)) et dont le codomaine est un groupe commutatif, ’application
universelle satisfaisant, pour tout objet (M, f), (M, g) et (N, h) de Aut(M), aux
trois conditions suivantes:

1. si (M, f) ~ (N, h) dans Aut(M), alors [M, flm1 = [V, hlm1,
2. [M®N, f®hlm1 = [M, flm1 * [N, hm1,
3. [M,gflm1 = [M, glm1 * [M, flu1-

Si nous introduisons d’emblée les définitions des groupes commutatifs Kq(M)
et K1 (M), c’est afin de préciser au lecteur que I’entiéreté des travaux effectués
lors de nos années de thése, en ce compris les travaux qui ne seraient pas repris
dans ce compte-rendu, ’ont été dans 'objectif de mieux percevoir ’essence de
ces deux groupes commutatifs.

Soit F': M — N un morphisme de 2-monoides symétriques. Nous désignons
par Ko(F) : Ko(M) — Ky(N) I'unique morphisme de groupes commutatifs tels
que le diagramme

ob) 212 ko (v
ouml iKo(F)
Ob(N) —> Ky (N

~—



commute. Soient alors 2-MonSym la catégorie des 2-monoides symétriques,
MonCom la catégorie des monoides commutatifs, GrpCom la catégorie des
groupes commutatifs, Iy : 2-MonSym — MonCom le foncteur envoyant tout
2-monoide symétrique M sur le monoide commutatif dont les éléments sont les
classes d’isomorphisme des objets de M et

U

MonCom —Z> GrpCom,

une adjonction & gauche au foncteur d’oubli U : GrpCom — MonCom. Au
vu de la définition rappelée ci-dessus, il est bien connu que le groupe de
Grothendieck K peut également se concevoir comme un foncteur faisant com-
muter (éventuellement & isomorphisme naturel prés) le diagramme

2-MonSym
l \
TIp
MonCom GrpCom.

A partir de 13, puisqu’un 2-monoide symétrique M est un groupoide et donc
un objet mathématique possédant deux «types d’informations», les objets et
les fleches et puisque Ko(M) est, quant & lui, un ensemble, c’est-a-dire un
objet mathématique ne possédant qu’un «type d’informationy, les éléments de
Pensemble lui-méme, nous voyons que, dans Ky(M), une partie de I’information
contenue dans M a disparu. Cette perte se produit lors de I'application du
foncteur Il qui identifie les objets de M et «oublie» une grande partie de
Iinformation contenue dans les fleches de M. Cette observation nous permet
d’introduire le probléme principal traité dans cet ouvrage: en désignant par
2-GrpSym la catégorie des 2-groupes symétriques, est-il possible de construire
un foncteur L : 2-MonSym — 2-GrpSym qui soit un adjoint & gauche au
foncteur d’oubli U : 2-GrpSym — 2-MonSym et qui soit tel que

2-MonSym - L 2-GrpSym

"

MonSym GrpSym

soit un diagramme commutatif (éventuellement & isomorphisme naturel prés)?
Et si nous considérons plutot les 2-catégories 2-.#onSym et 2-9rpSym, re-
spectivement des 2-monoide symétriques et des 2-groupes symétriques, des
foncteurs monoidaux symétriques et des transformation naturelles monoidales,
I’adjonction construite précédemment (pour autant que celle-ci existe) est-elle



une biadjonction (nous orientons le lecteur vers la définition 9.8 de [Fio06] pour
une définition précise de biadjonction)? Pour M un 2-monoide symeétrique, le
2-groupe symétrique (M) ainsi construit mériterait trés certainement (tout
du moins & notre sens) ’appellation de 2-groupe de Grothendieck.

Afin de trouver des réponses satisfaisantes aux problémes ainsi posés, nous
nous sommes attelés & étudier plus spécifiquement le foncteur L : MonSym —
GrpSym. Une construction possible et bien connue de L est la suivante: pour
M est un monoide commutatif, L(M) peut se décrire comme ’ensemble quo-
tient (M x M)/~, ou (my,n1) ~ (ma,ns) s’il existe un élément = de M tel
que

myp *Ng T = N1 *Mo *T.

Le produit issu de M x M permet de définir une structure de groupe com-
mutatif sur L(M) pour laquelle l'inverse d’un élément (m,n) est alors (n,m).
Indépendamment de cela, considérons un morphisme de monoides commutatifs
f:M — N. Il est bien connu que le conoyau Coker(f) de f peut se construire
comme suit: Coker(f) est I'ensemble quotient N/~, oi n1 ~ ng s’il existe deux
éléments mq, mo de M tels que

ny * f(my1) = ng * f(ma).

Si nous présentons successivement la construction du groupe de Grothendieck
d’un monoide commutatif et celle du conoyau d’un morphisme de monoides
commutatifs, c’est parce que, dés le début de nos travaux, nous avons pressenti
qu’un lien devait exister entre ces deux notions. Nous avons mis ce lien en
évidence dans la proposition suivante.

Proposition. Soit M un monoide commutatif et soit App : M — M X M;m —
(m,m) le morphisme diagonal de M. Il existe un isomorphisme de monoide
commutatif entre L(M) et Coker(Apr). Autrement dit, I’adjoint & gauche L
envoie tout monoide commutatif sur le conoyau de sa diagonale.

La preuve de ce fait est élémentaire et est un simple jeu de correspondance
entre les deux descriptions présentées ci-dessus. Toutefois, celle-ci induit, selon
nous, deux questions particuliéres:

1. Le conoyau du morphisme diagonal Aj; d’un monoide symétrique M
doit-étre, par définition de conoyau, un monoide symétrique. Dans ce
cas, pourquoi posséde-t-il en plus une structure de groupe?

2. Le fait que le foncteur L soit le conoyau des morphismes diagonaux est-il
spécifique au contexte ensembliste dans lequel nous travaillions jusque
alors, ou bien ce résultat peut-il se généraliser de fagon interne & une
catégorie qui posséderait des propriétés particuliéres?

Soit C une catégorie possédant les produits finis. Pour répondre a la ques-
tion 1 ci-dessus, nous avons introduit une notion originale, que nous avons



appelée structure cofinale. Si f : M — N est un morphisme de monoides
commutatifs internes & C, une structure cofinale sur f est la donnée d’un mor-
phisme de monoides symétriques ¢ : N — N et d’un morphisme 6 : N — M
de C tels que le diagramme

idn,
NGO N

M———F—>N

est commutatif (définition 1.4.1). Notre résultat est alors le suivant (proposition
1.4.3).

Proposition. Soient f : M — N un morphisme de monoides commutatifs
internes a C et (Coker(f),ps) un conoyau de f. Si (,0) est une structure
cofinale sur f, alors il existe un unique morphisme ( )* : Coker(f) — Coker(f)
de C tel que ( )*py = psC et celui-ci est alors tel que Coker(f) est un groupe
commutatif interne a C.

Ce résultat permet d’expliquer pourquoi le conoyau du morphisme diagonal
Ay est un groupe commutatif quel que soit le monoide commutatif M interne
a C considéré. En effet, la permutation canonique (’R’i{)M,ﬂ'}W’M) M x M —
M x M et le produit *x : M x M — M forment une structure cofinale sur A,
(lemme 1.5.1).

Nous désignons par MonCom/(C) et par GrpCom/(C), respectivement la
catégorie des monoides commutatifs internes & C et la catégorie des groupes
commutatifs internes & C et nous supposons que MonCom(C) posséde les
conoyaux des morphismes diagonaux. Pour répondre & la question 2 exposée

ci-dessus, nous avons introduit dans la section 1.5 le foncteur L
L :MonCom(C) — GrpCom(C);
M —  Coker(An)

f\L lcoker(Af)

N Coker(Any)

et démontré 'important résultat suivant (théoréme 1.5.2)

Théoréme. L est un adjoint a gauche au foncteur d’oubli U : GrpCom(C) —
MonCom/(C).

Soulignons que ce dernier théoréme est une version plus générale de la propo-
sition 1.7.6 de [BB04] due & Borceux et & Bourn. Nous présentons et discutons
cette derniére dans la section 1.6.



Dans la foulée, nous avons montré que les résultats précédemment intro-
duits se généralisent au contexte des 2-catégories. Pour cela, étant donnée
une 2-catégorie € possédant les 2-produits finis, nous avons commencé par in-
troduire la notion de structure 2-cofinale sur un 1-morphisme de 2-monoides
symétriques internes & ¢ (définition 2.4.1). Notre résultat est qu’alors, les
structures 2-cofinale sur les 1-morphismes de 2-monoides symétriques internes
a ¥ induisent des structures de 2-groupes symétriques internes a ¢ sur les 2-
conoyaux de ces 1-morphismes (proposition 2.4.3), ce qui constitue une général-
isation de la proposition 1.4.3 exposée ci-dessus. Par ailleurs, en désignant
par 2-.# onSym(%) et par 2-YrpSym(€), respectivement la 2-catégorie des 2-
monoides symétriques internes 4 € et la 2-catégorie des 2-groupes symétriques
internes a €, si 2-.#onSym(%) posséde les 2-conoyaux des 1-morphismes di-
agonaux, alors le 2-foncteur

L:2-AonSym(€) — 2-GrpSym(¥)

M Coker(An)
F <§> c Coker(AFr) <coker(A )> Coker(Ag)
N Coker(Ay)

introduit dans la section 2.5 est un biadjoint & gauche au 2-foncteur d’oubli
U: GrpSym(€) — A onSym(€) (théoréme 2.5.1). Ceci est une généralisation
du théoréme 1.5.2 présenté ci-dessus.

Dans le cas ou la 2-catégorie & est la 2-catégorie ¥rpd des groupoides, il
suffit, afin de construire le biadjoint & gauche IL, de construire le 2-conoyaux
du morphisme diagonal d’un 2-monoide symétrique quelconque. Plus globa-
lement, il suffit de construire le 2-conoyaux d’un 1-morphisme de 2-monoides
symétriques quelconque. Afin d’apporter un degré de généralité supplémen-
taire & cette construction, nous avons introduit les développements suivants.
Considérons une 2-catégorie € possédant les 2-produits finis et soit (®,«,d) :
S x M — S une 2-action (& droite) interne & € d’un 2-monoide symétrique M
interne & € sur un objet S de € (voir section 2.1). Nous appellerons 2-systéme
trivialisant relatif & @ la 2-colimite dans € de

QMM QXIdM

S x (M x M) =22 (S x M) x M——%> § x M

Tds x @y, o
7 o}

S x M

et nous désignerons celui-ci par Pg : S — S/®. Nous montrons dans la section
2.3 qu’a toute 2-action ©® : N x M — N interne a la 2-catégorie 2-.# onSym(%)



des 2-monoides symétriques internes a €, on peut associer un 1-morphisme de
2-monoides symétriques
1,1d
s 2N NS Y SR

dont les 2-conoyaux sont exactement les 2-systémes trivialisants Py : N —
N/® relatif & © dans 2-.#ZonSym(%) (proposition 2.3.1). Inversement, nous
montrons qu’a tout 1-morphisme de 2-monoides symétriques F : M — N, on
peut associer une 2-action @ interne a 2-.#onSym(%)

Id xF ®
NxM—NxN>=N

dont les 2-systemes trivialisants sont exactement les 2-conoyaux Pr : N —
Coker(F). Ainsi, lorsque ¢ = 9rpd, donner une description des 2-conoyaux
des 1-morphismes de 2-monoides symétriques (et donc, en particulier, du bi-
adjoint L) est équivalent au fait de donner une description des 2-systémes
trivialisants relatifs aux 2-actions internes & la 2-catégorie 2-.#onSym. Par
ailleurs, lorsque dans %, les 2-systémes trivialisants existent et commutent
avec les 2-produits binaires, alors les 2-systémes trivialisants existent dans 2-
A onSym(€) et sont préservés par le 2-foncteur d’oubli U : 2-.ZonSym(€) —
%. Ainsi, dans ¥, pour donner une description des 2-systémes trivialisants
relatifs aux 2-actions internes & la 2-catégorie 2-.# onSym, il suffit de donner
une description des 2-systémes trivialisants relatifs aux 2-actions internes a
“rpd et de démontrer que ceux-ci commutent avec les 2-produits finis. Cette
description occupe la majeure partie du chapitre 3 et s’effectue en trois étapes.

Etape 1

Etant donnée une 2-action (®, a, d) : SxM — S d’un 2-monoide symétrique
M sur un groupoide S, nous construisons un groupoide S/® comme suit

Objets. Les objets de S/® sont ceux de S.

Fleches. Les fleches de S/® sont les classes de la forme S M T,

ou My, My sont deux objets de M et s est un isomorphisme de S.

[ROM: <350 Ma] s [SOM5—T0 M,]

Composition. La composition des fleches R

[RO(M; ®Ms) SO (Ms@M>)] Sottes—

T est donnée par R

) 1
R,M7, M3 sOidy, Y5, Mo, Mg

«
R@(M1®M3)H(R®M1)®M3 H(S@MQ)@MSHS@(MQ@MS)
idSGCMluz,I\/Igl

T@(M4®M2) - (T@M4)@M2 <~ (S@M3)@M2 %S@(Mg,@MQ).
a;lM . tOid,, O Mg, My
\ My, My



Or, avec la composition ainsi définie, S/® n’est pas un groupoide. En effet,
si S ®M; 5 T ® M, est un isomorphisme de S, alors s~ o 5 # g vty oary)
puisqu’en général, idr © cary, My F iy, gar,, - C€CL DOUS a incité a introduire
une notion que nous avons appelée 2-action identitaire sur la symétrie diagonale
(définition 3.3.1). Une 2-action ® : S x Ml — S interne a ¥rpd sera dénommeée
de la sorte lorsque, pour tout objet S de S et tout objet M de M, nous aurons
Iégalite

idg © ¢y, =1d

SOM®M)*

Notre résultat est alors le suivant (proposition 3.3.13).

Proposition. Si ® : S x M — S est une 2-action identitaire sur la symétrie

diagonale, alors le groupoide S/® est un 2-systéme trivialisant relatif & © dans
Yrpd.

Par ailleurs, nous démontrons dans la proposition 3.3.14 que les 2-systémes
trivialisants relatifs & des 2-actions identitaires sur la symétrie diagonale dans
9rpd commutent avec les 2-produits binaires.

Etape 2

A la section 3.4, nous résolvons le probléme général suivant: étant don-

nés une 2-action S x M -2 S interne a la 2-catégorie ¥rpd et une classe
d’endomorphismes & de S, comment associer un diagramme universel de la
forme

ot ®% : S x M — S¢ est une 2-action interne & la 2-catégorie ¥rpd et
ot P ;'S — S% est un foncteur tel que pour tout ¢ € &, P%(e) = id?
Nous appelons de tels diagramme des 2-actions réduites (définition 3.4.3). La
résolution de ce probléme est ’objet du théoréme 3.4.7.

En général, les 2-actions réduites ne commutent pas avec les 2-produits finis,
c’est-a-dire que pour tout paire de 2-actions S x M 2 Set TxN 2 T internes
a la 2-catégorie ¥rpd et pour toute classe d’endomorphismes & de S et toute
classe d’endomorphismes % de T, il n’existe en général pas d’équivalence de
groupoides

((Sx T)¥*7 ~§% x T7).

Toujours dans la section 3.4, nous exhibons alors une famille de classes d’endo-
morphismes, que nous appelons classes étirantes (définition 3.4.8) et pour
lesquelles les 2-actions réduites commutent avec les 2-produits finis (propo-
sition 3.4.9).
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Etape 3

A partir d’une action S x M 2, S interne 4 la 2-catégorie Yrpd et de la
classe d’endomorphismes

&y = {id, ® (¢, )|S € Ob(S), M € Ob(M)},

Mpg, M

B, : P o o) ¢o A A
nous considérons la 2-action réduite ©® ~ : S © XM — S 7 construite & ’étape
précédente, ainsi que le 2-systéme trivialisant P so s© - s% / " décrit

a l’étape 1. Nous démontrons que celui-ci est également un 2-systéme triv-
ialisant relatif & ® (théoréme 3.5.2), ce qui nous fournit une description de
tous les 2-systémes trivialisants dans ¥rpd (corollaire 3.5.3). Puisque la classe
&% est étirante (lemme 3.5.1), nous en déduisons que les 2-systémes trivial-
isants de ¥rpd commutent avec les 2-produits finis (théoréme 3.5.5). Ceci nous
fournit une description des 2-systémes trivialisants de 2-.#onSym (corollaire
3.5.7), des 2-conoyaux de 2-.#onSym (corollaire 3.5.8) ainsi que description
du biadjoint & gauche L (corollaire 3.5.10).

Le chapitre 4 est dédié a ’étude des liens entretenus par L et la K-théorie al-
gébrique. Pour tout 2-monoide symétrique M, nous obtenons (théoréme 4.2.1)
un isomorphisme naturel

o (L(M)) ~ Ko(M).

En désignant par II; (L(M)) le groupe commutatif (M) (I, I) (II; est, aprés I,
le deuxiéme invariant permettant de classifier les 2-groupes au sens de [Sin75]),
nous obtenons un isomorphisme naturel

Autrement dit, L ne contient pas seulement toute 'information de K, mais
également celle de Kj;.

Pour terminer, nous proposons une généralisation de la suite exacte de
la K-théorie algébrique. Soient F' : M — N un l-morphisme de 2-monoides
symétriques et

MF Xp M—F0sM

A

un 2-produit fibré (rappelons que les objets de M, x, M sont les triples de

la forme (M;, Mo, F(M7) ER F(Ms,)), tandis que les fleches sont les carrés
commutatifs). Nous désignons par Kr le groupe commutatif engendré par les
classes d’isomorphisme des objets de M, x, M muni des relations [My, Ma, f1] *
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[M3, My, fo] = [My ® M3z, My ® My, fi ® fa] et [My, My, fi1] * [Ma, M3, fa] =
[M1, Ms, fof1]. Clairement, d : Kp — Ko(M); [M1, Ma, f] — [My, Ms] est un
morphisme de groupes commutatifs. Par ailleurs, si F' est un l-morphisme
cofinal (c’est-a-dire si pour tout objet N de N, il existe un objet N’ de N,
un objet M de M et un isomorphisme N ® N’ ~ F(M)), alors il existe un
morphisme de groupes symétriques d’' : K1 (N) — K tel que la suite

K1 (F) Ko(F)
—~ e

Ky (M) KN S Kp % Ko(M) Ko(N)

est exacte (théoréme 5.3 du chapitre VII de [Bas68]). Ainsi, ’exactitude de
cette suite nécessite une hypothése de cofinalité sur F. Nous avons montré
dans ce travail qu’il était possible de construire une suite exacte plus générale
ne nécessitant pas une telle hypothése. Si nous regardons F', non plus comme
un l-morphisme entre M et N, mais plutot comme une action de M sur N,
alors le 2-produit fibré M_x,_M peut étre pensé comme la catégorie des couples
d’objet de M s’identifiant par leur action sur l'objet unité I de N. Pourquoi
se contenter de ’action sur I’objet unité? Pourquoi ne pas regarder les couples
d’objets de M s’identifiant sur un objet quelconque de N? Etant donnée une
2-action ® : N x M — N de M sur N, cette question nous a incité & considérer
le 2-égalisateur de

1
IdN X HM,M

NxMxM————3NxM—2 >N
IdeH;LM

(les objets sont les quadruples de la forme (N, M, Ms, f), ot N est un objet
de N, M; et M5y sont deux objets de M et f: N ® M; — N ® My est un
isomorphisme de N) et & construire le groupe symétrique K engendré par
les classes d’isomorphisme des objets de ce 2-égalisateur et muni des relations
[N1, My, Ma, fi1] * [Na, M3, My, fo] = [N1 ® No, My @ M3, My & My, f1 & fo]
et [N7 Ml, Mg, fl] * [N, ]\427 Mg, fg] = [N7 Ml, M3, f2f1]- Nous avons montré
qu’il était alors possible de construire un morphisme de groupes symétrique
01 : K1(N) — Kg tel que la suite

K1 (M) 5 Ky (N) 25 Ko 2 Ko(M) 2 Ko(N)

soit exacte (théoréme 4.5.3), sans avoir émis d’hypothése de cofinalité sur ©.

De plus, lorsque ® est la 2-action N x M T4xF N« N 2 N induite par un

1-morphisme de 2-monoides symétriques F' : Ml — N cofinal, alors cette suite
exacte est isomorphe & la suite exacte de la K-théorie algébrique et en constitue
donc une généralisation (corollaire 4.5.5). C’est avec ce dernier résultat que se
cloture notre compte-rendu.
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Chapitre 1

Groupe commutatif libre
engendré par un monoide
commutatif

Dans ce chapitre 1, nous présentons les résultats généraux pouvant s’énoncer
de fagon interne a une catégorie C possédant les produits finis. Dans la section
1, nous rappelons les définitions bien connues de produit binaire, d’objet termi-
nal et d’action d’un monoide commutatif M interne & C sur un objet S de C.
Nous introduisons également la notion que nous appellerons par la suite sys-
téme trivialisant. Dans la section 2, nous démontrons un théoréme de transfert
de structure disant que si, dans C, les systémes trivialisants commutent avec les
produits binaires, alors le systéme trivialisant de toute action N x M — N d’un
monoide commutatif M interne & C sur un monoide commutatif IV interne a C
hérite d’une structure de monoide commutatif issue de N tel que celui-ci soit
alors le systéme trivialisant de ’action dans la catégorie des monoides commu-
tatifs internes & C (proposition 1.2.1). Dans la section 3, nous établissons une
équivalence entre les actions internes a la catégorie des monoides commutat-
ifs et les morphismes de monoides commutatifs. Nous établissons également
une équivalence entre systémes trivialisants internes & la catégorie des monoides
commutatifs et les conoyaux de morphismes de monoides commutatifs (proposi-
tion 1.3.2 et proposition 1.3.4). Dans la section 4, nous introduisons la définition
de structure cofinale (définition 1.4.1) et démontrons que les conoyaux de mor-
phismes de monoides commutatifs internes & C possédant une telle structure
sont des groupes commutatifs internes & C (proposition 1.4.3). Nous démon-
trons, en tant que corollaire, que tout conoyau dans la catégorie des monoides
commutatifs internes & C d’un morphisme de groupes commutatifs internes & C
est également le conoyau de ce morphisme dans la catégorie des groupes com-
mutatifs internes & C (corollaire 1.4.5). Dans la section 5, nous démontrons que
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si les conoyaux des morphismes diagonaux relatifs & un monoide commutatif
interne a C existent, alors le foncteur L : MonCom(C) — GrpCom/(C) qui
envoie tout monoide commutatif interne & C sur le conoyau de sa diagonale
est un adjoint & gauche au foncteur d’oubli U : GrpCom(C) — MonCom(C)
(théoréeme 1.5.2). Dans la section 6, nous présentons et discutons deux ré-
sultats existants concernant des adjonctions construites & partir de conoyaux
de morphismes diagonaux, essentiellement la proposition 1.7.6 de [BB04] et la
proposition 3.4 de [Bou03]. Globalement, les résultats du chapitre 1 préfigurent
ceux du chapitre 2 qui seront énoncé dans un contexte enrichi. En ce sens, nous
pouvons dire que le chapitre 1 prépare le chapitre 2.

1.1 Contexte catégoriel général

Dans tout ce chapitre, nous travaillerons avec une catégorie C. Nous sup-
poserons que celle-ci posséde les produits binaires, c’est-a-dire que pour A, Ao
deux objets de C, il existe un objet de (C noté A; x As et deux morphismes
de C notés 7r11_A2 A x Ay — Aj et 7r 1 Ay x Ay — Aq satisfaisant a
la propriété suivante: si C' est un objet de (& et f1:C — Ay, fo:C — A
sont deux morphismes de C, alors il existe un unique morphisme de C noté

(f1,f2) : C — A1 x As entre C et Ay x Az tel que

Wil‘AQ(fhfz) = f, 71—/2‘11,A2(f17f2) = fo.

Si f1: A1 — By, fa: A5 — Bs sont deux morphismes de C, alors le morphisme
(fﬂril A2,f2ﬂ'i1 Az) sera plus simplement notée f; X fo. Nous rappelons les
propriétés élémentaires suivantes.

Propriétés 1.1.1.

1. Si Ay, As sont deux objets de C, alors

1 2 s
(,/TAlvAz ’ TrAlvAz) - ,LdAl XAg*

2. Si Ay, As sont deux objets de C et si f1 : C — Ay, fo : C = A,
t: B — C sont trois morphismes de C, alors

(flaf?)t = (fltant)~

3. Si Ay, As, B1, By, C1, Cy sont six objets de C et si f1 : Ay — By,
fo: Ay = Bg, g1 : By = C4, g2 : Bo — C5 sont quatre morphismes de
C, alors

(91 x g2) (f1 % f2) = ((91./1) x (g22)).
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Dans la suite, pour tout triple d’objets A, B et C' de C, nous désignerons

par a, , . 'isomorphisme canonique de C

((m! al w2 ), w2 2 ):Ax (BxC)—= (AxB)xC

A,BxC’  B,C" A,BxC B,C A,BxC

et pour tout autre objet D de C, nous désignerons par ¢
canonique de C

, .
A.p.c.p l'isomorphisme

(X TG o X 7o )i (AX B)x (Cx D)= (Ax C) x (Bx D).

A,B Cc,D’ " A,B

Par ailleurs, nous supposerons que C posséde un objet terminal, c’est-a-dire
que C posséde un objet noté {x} tel que pour tout objet A de C, il existe un
unique morphisme de C noté 14 : A — {x} entre A et {*}. Nous rappelons la
propriété élémentaire suivante.

Propriété 1.1.2. Si f: A — B est un morphisme de C, alors

1pf=14.

Nous appellerons monoide interne ¢ C la donnée d’un triple (M, x*,,,¢e,,),
ou M est un objet de C, *,, : M x M — M est un morphisme de C tel que le
diagramme (appelée aziome d’associativité)

idy, Xk,

M x (M x M)

“M,M,Ml l*M

M

* o Xid, .

est commutatif dans C et e,, : {#*} — M est un morphisme de C tel que les
deux diagrammes (respectivement appelés aziome d’unité a gauche et axiome

d’unité 4 droite)
M
(eMlMy. | WleM)
Zd\ﬁw
M *
M

M x M M x M

M

sont, commutatifs dans C. De plus, nous dirons que le monoide interne a C
(M, *,,,e,,) est commutatif sile diagramme (appelé aziome de commutativité)

M x M
(Trzzw,M ’WII\J,M)\L M
MxM————M

M

est commutatif dans C.
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Soient (M, *,,,¢e,)) et (N,*,,e,) deux monoides interne & C (éventuelle-
ment commutatifs), un morphisme de monoides (éventuellement commutatifs)
internes 4 C entre M et N est un morphisme f : M — N de C tel que les
deux diagrammes (respectivement appelés aziome de préservation du produit

et aziome de préservation de l'unité)

s

M x M NxN {«}
*M\L i/*N e]\l\L X
M 7 N M————N

sont commutatifs dans C. De plus, si (P, *,,e,) est un monoide (éventuelle-
ment commutatif) interne & C et si g : N — P est un morphisme de monoides
(éventuellement commutatifs) internes & C entre N et P, nous rappelons que
gf : M — P est un morphisme de monoides (éventuellement commutatifs)
internes & C entre M et P. Ceci définit une composition sur les morphismes
de monoides (éventuellement commutatifs) internes & C qui est associative et

pour laquelle les fleches identités de C sont des unités a gauche et & droite.

Notations. Nous désignerons par Mon(C) la catégorie des monoides internes
a C et par MonCom/(C) la catégorie des monoides commutatifs internes a C.

Remarque 1.1.3. Si C = Ens la catégorie des ensembles, on retrouve les
définitions classiques de monoide et de monoide commutatif (voir, par exemple,
[BouT70]).

Nous appellerons groupe interne a C la donnée d’un quadruple (G, *,, e,
(1)), ot (G,*,,e;) est un monoide interne & C et ou ()7, : G — G est un
morphisme de C tel que le diagramme (appelé aziome d’inverse a droite)

(idg ()% G

X
e
G

G
1G¢
{=}

el

est commutatif dans C. A partir d’un tel groupe interne a C, nous rappelons
la commutativité dans C du diagramme

O

G—>GCG

i();

G

id,,

de laquelle nous déduisons facilement la commutativité dans C du diagramme
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(appelé aziome d’inverse a gauche)

()% idg)
L axG

G
1¢ i*c.

{x} G

el
Nous rappelons également la commutativité dans C des deux diagrammes

O <O

GxG GxG {x}
GxG—G——G G——>G
o OO O

Par ailleurs, si le monoide (G, *, e, ) interne a C est symétrique, nous dirons
que (G,*4,e.,()%) est un groupe commutatif interne a C.
Si (G, *¢,eq,()L) et (H,*,,e,,();) sont deux groupes internes a C et

f:(G,%4,e,) = (H,*,,e,) un morphisme de monoides internes a C entre G

et H, alors nécessairement, le diagramme

O

G—>G
7 7
H———H
Oy
est commutatif dans C. Nous dirons, par la suite, que f est un morphisme de

groupes internes 4 € entre G et H. Nous dirons que celui-ci est un morphisme
de groupes commutatifs si G et H sont tout deux commutatifs.

Notations. Nous désignerons par Grp(C) la catégorie des groupes internes a
C et par GrpCom(C) la catégorie des groupes commutatifs internes a C.

Remarque 1.1.4. Si C = Ens la catégorie des ensembles, on retrouve les
définitions classiques de groupe et de groupe commutatif (voir, par exemple,
[BouT70]).

Nous rappelons que les quatre catégories Mon(C), MonCom/(C), Grp(C)
et GrpCom(C) possédent les objets terminaux ainsi que les produits binaires
et que ceux-ci sont préservés par les différents foncteurs d’oubli Mon(C) — C,
MonCom(C) — C, Grp(C) — C et GrpCom(C) — C. Par ailleurs, pour
un monoide commutatif (M, *,,,e,,) interne & C, x,, : M x M — M est un
morphisme de monoides commutatifs internes & C entre M x M et M. Pour
(G, *¢,eq,()r) un groupe commutatif interne a ¢, ()% : G — G est un
morphisme de groupes commutatifs internes & C entre G et G.
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Pour S un objet de C et (M, *,,, e,,) monoide commutatif interne a C, nous
appellerons action de M sur S tout morphisme o : S x M — S de C tel que
les deux diagrammes

idSX*M

S x (M x M) Sx M S
. i J/ (Zdyyj
S,M,M o idg

v
(SXM)XMWSXM‘O)S SXM40>S

Yy
sont commutatifs dans C. Le 1-morphisme 7! Soar : S X M — S de C est une

action (appelée action triviale) de M sur S.

Remarque 1.1.5. La définition d’action peut s’étendre au cas ou (M, *,,,¢€,,)
n’est pas nécessairement commutatif. Toutefois, seul le cas commutatif sera
traité dans la suite du chapitre. Ceci nous permet d’omettre que les actions

considérées seront toujours des actions «a droitey.

Pour (M, *,,,e,,) est monoide commutatif interne & C et o : S x M — S
est une action de M sur un objet S de C, un trivialisateur de o est la donnée
d’un couple (T,t), ou T est un objet de C et t : S — T est un morphisme de C
tel que le diagramme

SxM——=§

1
WS,IW\L \Lt

S—— T

est commutatif dans C. Nous appellerons systéme trivialisant relatif a o la
donnée d’un trivialisateur (S/o,p,) de o tel que pour tout trivialisateur (7', 1)
de o, il existe un unique morphisme de C noté ¢ : S/o — T entre S/o et T tel
que le diagramme

4>S/O

\ I

Remarque 1.1.6. Soient (M, *,,,e,,) un monoide commutatif interne a C et

0: 8 x M — S une action de M sur un objet S de C. Un systéme trivialisant

est commutatif dans C.

(S/o,po) relatif & o est exactement «la» colimite de S x M —2 5 dans C
s

S, M
(voir par exemple [Mac97]) Clairement, le systéme trivialisant (S/o,p.) est
le coégalisateur de o et 7r dans C. Nous avons choisi de ne pas définir

directement les systéme tr1v1ahsant comme des coégalisateurs, car dans le cas
2-dimensionnel du chapitre 2, les 2-systémes trivialisants ne seront pas des
2-coégalisateurs. Nous illustrerons ce fait par un exemple dans la remarque
2.1.8.
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Nous énoncons la propriété élémentaire suivante.

Propriété 1.1.7. Soit (S/o,po) un systéme trivialisant relativement & une
action o : S x M — S d’un monoide commutatif (M, x*,,,e,,) interne @ C sur
un objet S de C. po est un épimorphisme.

Considérons ensuite deux actions o : S x M — Set o : T x N — T,
respectivement d’un monoide commutatif (M, x,,,e,,) interne & C sur un objet
S de C et d’un monoide commutatif (N, %, e, ) interne & C sur un objet S de
C. De la, définissons le morphisme de C noté o x o par

oXo

(SxT)x(MxN)M)(SxM)><(T><N)—>S><T

Le morphisme o x o est une action du monoide commutatif produit M x N sur
S xT. Supposons par ailleurs que (S/o0,po), (T/0, Do), (SXT) /(0 X '), Poxor)
sont respectivement un systéme trivialisant relatif & o, un systéme trivialisant
relatif & o’ et un systérne trivialisant relatif & o x o’. 1l est clair que (p, X
Por )0 X o = (po X por )Tt ST M N il existe donc un unique morphisme de C noté
Do X por 2 (S X T) /(0 x0")—= S/oxT/o entre (S xT)/(o x0') et S/oxT/o
tel que le diagramme

(SxM)x (T xN)

T 1

X T, M x Poxo!
(SxT)x (MxN)— T (S x T)/(ox o)
|
ts,r, MmN lids xid,, Po XPor
(S x M) x (TxN)#SXTWS/oxT/o
™ X o Fo

s,m TN

est commutatif dans C. Nous dirons alors que les systémes trivialisants com-
mutent avec les produits binaires dans C si p, X po est un isomorphisme de C,
quelles que soient les actions o et o’ considérées. De fagon équivalente, cela
signifie que le couple (S/ o xT'/o', ps X por) est un systéme trivialisant relatif a
o x o et en particulier que p, X pos est un épimorphisme.

Pour terminer, considérons un monoide commutatif (( s €)% €l )
interne & MonCom((C) Il est alors bien connu que *,, =+ et e, =e¢' . Ceci
est une conséquence du théoréme d’Eckmann et Hllton (voir [EH62]) Dans

la suite du travail, nous identifierons ((M,x*,,,¢e,,),* € ) et (M,x,,¢€,,).
De plus, si (N,x*,,e,) est un monoide commutatif interne a C, une actlon

de ((M,*,,,€,),* € ) sur (N,x,, e,) dans MonSym(C) n’est rien d’autre
qu’un morphisme de monoides commutatifs o : N x M — N interne & C entre

N x M et N.
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Remarque 1.1.8. Pour une catégorie C possédant les produits finis, nous
avons en fait les équivalences suivantes:

MonCom(MonCom/(C)) ~ MonCom/(C)

GrpCom(MonCom(C)) ~ GrpCom(C).

1.2 Transfert de structure pour les systémes tri-
vialisants

Dans cette section, nous supposerons que dans C, les systémes trivialisants
commutent avec les produits binaires. L’objectif est de démontrer le résultat
suivant.

Proposition 1.2.1. Soient (M, x*,,,e,,) et (N,*,,e,) deuz monoides commu-
tatifs internes a C, o : N x M — N une action de M sur N dans MonCom(C)
et (N/o,p,) un systéme trivialisant relatif ¢ o dans C. Si, dans C, les sys-
témes trivialisants commutent avec les produits binaires, alors il existe deux
morphismes %, : N/ o xNfo — Njo et ey, : {x} = Njo de C tels que
((N/o,%y,0r€y,0)sP0) est un systéme trivialisant relatif a o dans MonCom(C).

Considérons deux monoides commutatifs (M, *,,,e,,), (N, *,, e, ) internes

aC,0: N xM— N une action de M sur N dans MonCom(C) et (N/o, p,)
un systéme trivialisant relatif & o dans C. Soit alors le diagramme de C

oXOo

(NxN)x(MxM);Npr°—XI"’>N/o><N/o
7T11\I><N,I\/I><JW
* g X *N
Nx M = N — N/o.
TrN,IW

Les deux diagrammes de gauche sont commutatifs puisque o est un morphisme
de monoides commutatifs internes & C. Puisque (N/ o xN/o,p, X po) est un
systéme trivialisant relatif & o X o dans C, par définition de systéme trivialisant
dans C, il existe un unique morphisme de C noté po*, : N/ o xN/o — N/o
entre N/ o xN/o et N/o tel que

po*N(po X po) = Po ¥y -
Nous désignerons désormais celui-ci par . Par ailleurs, nous désignerons le
€
morphisme {x} = N £ N/o de C par €x /o

Lemme 1.2.2. Le triple (N/o,*
a C.

N0 Exnyo) €St un monoide commutatif interne
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Démonstration. Nous observons la commutativité des diagrammes

N x (N x N)

N,N,N

(N x N) x

(Po XPo) XPo

de

(N/oxN/o XV \

Po ><(po XPo)

Xk
————> N/ ox(N/oxN/o) —>N/o><N/o
N><N
*N

N Xidy

N><N*>N

N/o

N/ o xN/o N/o
o o7 o)
N (Cov/olavso oy N/oxN/o
Po J/*N *N/o
N
\
N/o _ N/o
sz/O
dN/o’ N/o N/o
N/oxN/o
%
*N/o

N/o

N/o
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2

1
Po XPo TrN/o,N/o’TrN/o,N/o)

Nx N—22 L N/oxN/o

(n2 ol )
N,N N,N Po XPo

N/oxN/o

Po XPo N/o

N/oxN/o N/o

>kN/o

La conclusion vient alors du fait que les morphismes p., po X po €t po X Po X Po
sont des épimorphismes de C. O

Lemme 1.2.3. p, : (N,*,,e,) — (N/o,*
monoides commutatifs internes a C.

n/orEnyo) €St un morphisme de

Démonstration. Le résultat est clair puisque nous avons
*N/o (Po X Po) = Po*y (Po X Po) = Doy

€x/o = Doy -

Nous terminons cette section en démontrant la proposition 1.2.1

Démonstration. Nous déduisons directement des deux lemmes précédents que
((N/o,%y,0,€y,0)sPo) €st un trivialisateur de o dans MonCom(C). Soit alors
((T, 4, €e.),t) un autre trivialisateur de o dans MonCom(C). Par définition
de systéme trivialisant dans C, il existe un unique morphisme de C noté ¢ :
N/o — T entre N/o et T tel que

tpo = t.

Nous remarquons que ? : (N/o,*, ,e. ) — (T,*;,e,) est un morphisme
de monoides commutatifs internes & C. En effet, cela suit directement de la
commutativité dans C des diagrammes




Poxpo tXt

N/O XN//O/
N/o \

et du fait que p, X p, est un épimorphisme. O

1.3 Systémes trivialisants et conoyaux dans
MonCom/(C)

L’objectif de cette section est d’établir une équivalence entre ’existence des sys-
témes trivialisants et des conoyaux dans MlonCom/(C). Afin de ne pas entretenir
de confusions inutiles, nous précisons que dans cette section, contrairement &
la précédente, il n’est pas nécessaire de supposer que dans C, les systémes
trivialisants commutent avec les produits binaires.

1.3.1 Les systémes trivialisants de MonCom(C) sont des
conoyaux

Nous allons montrer que les systémes trivialisants de MonCom(C) sont des
conoyaux particuliers de MonCom(C). Nous basons notre approche sur le
lemme suivant.

Lemme 1.3.1. Soient (M, x*,,,¢e,,) et (N,*,,e,) deuz monoides commutatifs
internes 4 C et o : N x M — N une action de MonCom/(C). Dans ce cas, le
diagramme

NxM———>N

idNX(eNlM,idM)i T*N

Nx(NxM)—:NxN

N

est commutatif.
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Démonstration. Le résultat découle de la commutativité du diagramme

o

NXM  /N
 1\7>@4 ’

*NX*]\l
idy X(ey 1y idy,) (NxN)x(Mx M) *y

KM,N,NI
(N x M) x (N x M)
oXo

N x (N x M) N x N.

id X0

O

Nous énoncons le résultat principal de cette sous-section. Nous utilisons
dans la preuve le fait que *, est un morphisme de monoides commutatifs
internes & C ce qui découle directement du caractére commutatif de V.

Proposition 1.3.2. Soient (M, x,,,e,,) et (N,*,,e,) deuz monoides commu-
tatifs internes a C et o : N x M — N une action de MlonCom(C). Dans ce cas,
((N/O, *N/O,eN/O),pO) est un systéme trivialisant relatif a o dans MonCom/(C)

[CINR )

d o
si et seulement s’il est un conoyau du morphisme M —M)> NxM— N

dans MonCom(C).

Démonstration. Nous supposons tout d’abord que ((N/O,*N/O,GN/O),]?O) est
un systéme trivialisant relatif & o dans MonCom(C). Nous voyons que

Po © (eNlM’idM) = poﬂ-jl\ij(eNlM7id]\l) = eN/o]‘M'

Soient alors (7, *,., e,.) un monoide commutatif interne & Cet ¢t : (N, *,e,) —
(T, #,,e,) un morphisme de monoides commutatifs internes & C tel que ¢ o

(ex1,,id,,) = e;1,,. Du lemme 1.3.1, nous déduisons la commutativité du
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diagramme

N x M N

eNlM’idIvI) /
tdy X0

(N x M) ——= N x N

idy X (e

~lar)
L “ 4) l t
N,M ~—
TxT

N ; T

et ((T,%,,€e.),t) est un trivialisateur de o dans MonCom(C). Par définition
de systéme trivialisant dans MonCom(C), il existe un unique morphisme de
MonCom(C) noté t : (N/o,*, ey, ) = (T,*,,e,) entre (N/o,* ey ) et
(T, *,,e.) tel que

tp, =t.
Supposons réciproquement que ((N/o7 *N/o,eN/o),po) est un conoyau dans

el ,id °
MonCom(C) du morphisme M v b))\ Ar 25 N Par le lemme 1.3.1,
nous observons la commutativité du diagramme

N Po N/O
*N
*N/o
N x (N x M) ———= N x N =% N/ o xN/o

a5 XO

o Do

Po XPo

idy x(en1yidy,)  PoX(ey oly,)

N x N

//NX(GNIM) x
N x M N

71'1
N,M

et ((N/o, /00 eN/O),po) est un trivialisateur de o dans MonCom/(C). Dés lors,

si ((T,%,,€e.),t) est un autre trivialisateur de o dans MonCom(C), alors le
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diagramme

est commutatif dans MonCom/(C). Par définition de conoyau, il existe un
unique morphisme de MonCom(C) noté ¢ : (N/o,*, ey ) — (T,*y,e.)
entre (N/o,x ey ) et (T,*y,e,) tel que

tpo = t.
O

1.3.2 Les conoyaux de MonCom(C) sont des systémes tri-
vialisants

Nous montrons ici que les conoyaux de MonCom(C) sont des systémes trivial-
isants particuliers de MonCom(C). Pour cela, considérons f : (M,x*,,,e,,) —
(N, *y,ey) un morphisme de MonCom(C). Nous désignons par o, le mor-

phisme de MonCom/(C)

1d *
Nx M- N NI N

Lemme 1.3.3. o, est une action de MonCom/(C).

Démonstration. Le résultat découle de la commutativité des diagrammes

id *
N x (M x M) N N x M
AN, M, M Uy X (D) idy X f
idy X

(NxM)xM N x (N x N) N x N
(idNXf)XidM a’N,N,N

(NxN)x M (NxN)x N *N

* g Xid, i*indN

NxXM-————>NxN N
idy X f *N
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(idysep 1)

N N x M
(idy.en1y) l
idyy X f

N x N

Nous énoncons le dernier résultat de cette section.

Proposition 1.3.4. Le couple ((Nf,*Nf,eNf),pf) est un conoyau de f dans

MonCom(C) si et seulement s’il est un systeme trivialisant relatif a o, dans
MonCom/(C).

Démonstration. Le résultat découle de 1.3.2 et de la commutativité du dia-
gramme

Fxid,, Fxf
N

(en Tagsidyr) M x M M N
7 f

O

Remarque 1.3.5. Soit Act(MonCom(C)) la catégorie dont les objets sont les
actions N x M 2 N de MonCom(C) et dont les morphismes (f,g) : (N x

o’

M 2 N) — (N’ x M’ 25 N') sont les couples de morphismes f : M — M’,
g: N — N’ de MonCom(C) tels que le diagramme

NxM———>N
ngl ‘Lg
N’ x M’ N’

o’

est commutatif. Désignons par Mor(MonCom/(C)) la catégorie dont les objets
sont les morphismes M % N de MonCom(C) et dont les morphismes (f,g) :
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(M % N) — (M’ LR N') sont les couples de morphismes f : M — M/,
g: N — N’ de MonCom(C) tels que le diagramme

M———=N

fl l

M —F— N’
s

est commutatif. Les constructions effectuées dans cette section nous permettent
d’induire D'existence de deux foncteurs

F: Act(MonCom(C)) — Mor(MonCom/(C))

o e id o
(N x M > N) (v Lot a2y
(f,g)l - l(f,g)
, / o’ ’ , (8N11]\4/7id1\/1/) , ’ o /
(N x M 25 N PV e VAN N/ VN V)

G : Mor(MonCom(C)) — Act(MonCom/(C))

(M % N) (N x M 22 N)
(f,g)j/ = l(f,g)
(M’ 25 N (N' x M' 25 N).

Du diagramme du lemme 1.3.1 et du diagramme de la preuve de la proposition
1.3.4, nous déduisons directement que ces deux foncteurs sont deux isomor-
phismes de catégories inverses 1'un de ’autre.

1.4 Structures cofinales

Soient f: (M,x*,,,e,,) = (N,*,,e,) un morphisme de monoides commutatifs
internes & C et ((Coker(f), *Cf,ecf),pf) un conoyau de f dans MonCom/(C).
Dans cette section, nous allons établir une condition suffisante pour que ce
conoyau posséde une structure de groupe commutatif interne & C. Nous mon-
trerons également que le foncteur d’oubli U : GrpCom(C) — MonCom(C)

préserve les conoyaux. Pour ce faire, nous introduisons la définition suivante.

Définition 1.4.1. Une structure cofinale sur f est la donnée d’un couple (¢, 0)
ou ¢ : (N,xy,ey) — (N,%,,e,) est un morphisme de MonCom(C) et 6 :

9 N
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(N,%y,ey) = (M,x*,,,e,,) est un morphisme de C tels que le diagramme
N
el
M

Remarque 1.4.2. L’appellation «structure cofinale» s’inspire d’une notion de
cofinalité issue du contexte ensembliste. En effet, dans le cas ou C = Ens, un
morphisme de monoides commutatifs h : H — K est dit cofinal si pour tout
élément z de K, il existe un élément ' de K et un élément y de H tels que
x x, 2’ = h(y).

(idn,C) N

x N
l*N
_—
7 N

est commutatif dans C.

Soit (¢,0) une structure cofinale sur f. Au vu de la commutativité du
diagramme

¢ Pf

N N Coker(f)

(ecy 1Cf’1dc’oke7-(f))

—

Coker(f) x Coker(f)
f PFXDf idCokev'(f)
1 * oker
N x N Jorent
N
M .y M ——F——N Yo Coker(f),
ecflM

dans C, et donc du fait que py(f = e, 1,, dans MonCom(C), nous déduisons
de la définition de conoyau ’existence d’un unique morphisme de MonCom/(C),
noté psC : Coker(f) — Coker(f), entre Coker(f) et Coker(f) tel que le
diagramme de droite

M—————=pN—" & Coker(f)

enla
¢ lpfc

N — Coker(f)

est commutatif dans MonCom(C). Nous désignerons désormais ce morphisme
par ()7, . Nous énongons alors le résultat principal de cette section.
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Proposition 1.4.3. Soient [ : (M,x*,,,e,,) = (N,x,,ey) un morphisme de
monoides commutatifs internes a C, ((C’oker( )s*cpr€cr)sPf ) un conoyau de
f dans MonCom(C) et (¢,0) une structure cofinale sur f. Dans ce cas, le

quadruple (Coker(f),+.,,eq;, ( )Z“) est un groupe commutatif interne a C.

Démonstration. Le résultat découle de la commutativité du diagramme

oy (idn ()5 )
N Coker(f) Coker(f) x Coker(f)
f0 PFXPf
N x N
pf
Coker(f)
Coker(f)

et du fait que py est un épimorphisme. O
Pour terminer, nous considérons g : (G,*.,e,,, ( )G) (H,*y,eq,()%)

un morphisme de groupes commutatifs internes & C, ainsi que les morphismes

5

1 e
H —% H et H -5 {x} =% G, vu ici comme des morphismes de monoides
commutatifs internes a C.

Lemme 1.4.4. Le couple (( )},,e;1,) est une structure cofinale sur g.

Démonstration. Le résultat découle de la commutativité du diagramme

X
1y {*} *
/ X
i,
} G H

Hx H

O

Dés lors, si (Coker(g), *.,,€c,) est un conoyau de g dans MonCom(C),
nous déduisons du lemme ci-dessus et de la proposition 1.4.3 que le quadruple
(Coker(g),#c,,€cy ()7, ). ) €st un groupe commutatif interne a C.

N H
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Corollaire 1.4.5. Soient g : (G,*5,¢e,,()5) — (H,*x,,e,,()},) un mor-
phisme de groupes commutatifs internes a C et (Coker(g), *.,,€.,) un conoyau

de g dans MonCom(C). Dans ce cas, le couple ((Coker(g),*.,, €., ( )* )

C9.O0%

py) est un conoyau de g dans GrpCom(C).

Démonstration. Le résultat découle directement du fait que GrpCom(C) est
une sous-catégorie pleine de MonCom(C). O

1.5 Adjoint a gauche au foncteur d’oubli entre
GrpCom(C) et MonCom/(C)

Soit (M, *,,,e,,) un monoide commutatif interne & C. Considérons le mor-
phisme (id,,,id,,) : M — M x M de MonCom(C) qui est généralement ap-
pelé morphisme diagonal de M et noté Aj;. Dans cette section, nous sup-
poserons que MonCom(C) posséde les conoyaux de tous les morphismes di-
agonaux. Nous noterons ((Coker(Ayy) €cny, )sPAy ) le conoyau de Ay
2 gl T MxM —

M,M’ M,M)

y¥on, 0 Conyy

dans MonCom/(C). Considérons alors les morphismes (7
Mx Metx,, : M xM— M de MonCom(C) .

2 71_1 )

vonr Tarar ,%,,) est une structure cofinale sur

Lemme 1.5.1. Le couple ((m
N

Démonstration. Le résultat découle de la commutativité du diagramme

. 2 1
(ldeM ’(WIM,]M ’TrM,M ))

M x M (M x M) x (M x M)
((Trll\/I,M’W?VI,JW)’(WJZ\/I,J\/I’WII\/I,IVI))
tM,M,M,J\l
ar (M x M) x (M x M)
*MX*]W
M M x M

Ay
O

Nous déduisons alors du lemme ci-dessus et de la proposition 1.4.3 que le
quadruple

(Coker(Anpr), *onnyr €onyy s ( )ZAM'("%LM*"]IM’M))

est un groupe commutatif interne & C.
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Soit alors un morphisme f : (M, x,,,e,,) = (N,*,,e,) de MonCom(C).
Considérons les conoyaux de MonCom/(C)

M——" s MxM Coker(Any)
|

f fxf

l \

N—>NxN Coker(Ay).

AN N
Puisque le diagramme
M x M Al N x N
/
AM N pAN

‘ Coay iy
e

N x N —= Coker(An)

M

€oany

est commutatif, nous savons, par définition de conoyau, qu’il existe un unique
morphisme de MonCom(C), noté pa, (f x f) : Coker(Ay) — Coker(An),
entre Coker(Aps) et Coker(Ap) tel que le diagramme de droite

M—2Y MMM Coker(Aw)

fl fif imN(fxf)

N— - NXN—— Coker(Ayn)
N pPay

est commutatif. Remarquons que (pa,, (id,, x id,,)) = id
puisque le diagramme

Coker(a,,) Par unicite,

PA N

Mx M Coker(Apr)
idM><idMi \Lid(NIXM)AJW
M x M ——— Coker(Ap)

DAL

est commutatif. Par ailleurs, pour (M, x*,,,e,,) ER (N,xy,en) L (P*p,e,)
deux morphismes de MonCom/(C), remarquons également que par unicité,
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(Par(9f x 9f) = (Par(9 % 9)) (Pay (f x f)) puisque le diagramme

PAay,

M x M Coker(Axy)
fif l(pAN(fo))

gfxgf N x N . Coker(AN)
gig i(pap(gxg))

PxP Coker(Ap)

est commutatif. Nous avons ainsi construit un foncteur

L :MonCom(C) — GrpCom(C);
M =  Coker(Ay)

fl l(pAN(fo))
N Coker(An)

Théoréme 1.5.2. Soit C une catégorie possédant les produits finis et telle
que MonCom(C) posséde les conoyaux des morphismes diagonauz. Dans ce
cas, le foncteur L construit ci-dessus est l’adjoint a gauche au foncteur d’oubli
U : GrpCom(C) — MonCom/(C).

Démonstration. Nous définissons I'unité de I'adjonction 1 : Idyoncomc) =
UL, pour tout monoide commutatif (M, *,,,e,,) interne & C, par le morphisme
de MonCom/(C)

id, . e
Ny =M AT TING Y VeI Coker(Apy).

La transformation 7 ainsi construite est naturelle puisque pour tout morphisme
fi (M, %, enr) = (N, %n,en) de MonCom(C), le diagramme

(idypenr 1)

M————Mx M%Coker(AM)

\
f WNIK Fxf (pay (FX D)

N——NxN Coker(An)

(id e 1) Payn

est commutatif. Pour démontrer ’adjonction & gauche, nous allons voir que
I’association

w: HomGrpCom((C) (COk@T(AM), G) - HomMonCom(C) (Ma G)
Coker(Ay) % G — M Ty Coker(Ay) = G
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est inversible. Pour cela, soit v : (M, *,,,e,,) — (G,*,,e,) un morphisme
vXV idg x ()

de MonCom/(C) et considérons le morphisme M x M — G x G
G x G 2% G qui est tel que le diagramme

M4>M><M GxG

\ / [t

GxG

egla .
G
*G

G , G

est commutatif. Par définition de conoyau, il existe un unique morphisme
g (idg x ()5)(v xv) : Coker(Ay) — G de MonCom(C) entre Coker(Apy)
et G tel que

*a iy X ()00 X 0)pay = #a(idy x ()5)(0 x v).
Dés lors, ’association

w*: HomMonCom(C)(Ma G) - HomGrpCom((C) (Caker(AM)v G)

* g (id g X ( )Z‘)(UXU)

M3 G — Coker(Ay)

est I'association inverse de w. En effet, pour tout v € Homw,ncom(c)(M, G),

nous avons que w(w*(v)) : *4(id, x ()%)(v x v)n,, = v puisque le diagramme

OO/{JET’(A]W)
darenrlar)
Pay,
(U €q 1\/1) M X M
(idg,eqly /
VXV
v G x G * o (id g X ( )é)(vxv)
/@x( )
GxG
*a
G — G
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est commutatif et pour tout u € Homg,pcom(c)(Coker(Axs), G), nous avons

que w*(w(u)) = *,(id, x ()%)(un,, x un,,) = u puisque pa,, est un épimor-
phisme et que le diagramme

PAy,

M x M Coker(Anr)
w
L(M) x L(M) % G x G
(idypsepr Lo ) x(ep, 1oy sidy,)
idg x ()7,
iy X( ):}AM
PAy (M x M) x (M x M) w6 Gidg X ()5, ) (uny, Xum )
tM,M,I\l,I\l\L PAN XpAM
(M x M) x (M x M) uxu GXxG
/
*MX*I\/I\L L(M) x L(M)
M x M &
y NV
Coker(Anr) G

u

est commutatif. Dans ce dernier diagramme, nous avons parfois écrit L(M) au
lieu de Coker(Ajps) afin de gagner un peu de place.
O

1.6 Reésultats existants

Dans la section précédente, nous avons construit une adjonction & partir de
conoyaux de morphismes diagonaux. De tels résultats existent déja dans la
littérature. Nous pensons essentiellement & la proposition 1.7.6 de [BB04] et
la proposition 3.4 de [Bou03]. Dans cette section, nous effectuons une bréve
présentation de ces derniers. Nous commencons par la proposition 1.7.6 de
[BB04] dont nous donnons un énoncé équivalent.

Proposition (1.7.6 de [BBO04|). Soit C une catégorie finiment cocompléte,
réguliére et unitale. Le foncteur d’oubli U : GrpCom(C) — MonCom/(C) pos-
séde un adjoint a gauche. Plus explicitement, étant donné un monoide com-
mutatif (M,x*,,,e,,), le conoyau dans C de la diagonale Apy : M — M x M
est le groupe commutatif libre engendré par le monoide commutatif M.
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Dans cette proposition, le caractére finiment cocomplet de C n’est pas in-
dispensable et assure uniquement l’existence du conoyau de Ay, dans C. Con-
trairement au théoréme 1.5.2 présenté dans la section précédente, le résultat de
Borceux et de Bourn s’énonce dans le cas particulier d’une catégorie C réguliére
et unitale. Cette particularisation se comprend au regard de la proposition 1.7.5
de [BB04] que nous rappelons via un énoncé équivalent.

Proposition (1.7.5 de [BB04]). Soit C une catégorie finiment cocompléte,

réguliere et unitale. Le foncteur d’oubli U : MonCom(C) — C posséde un

adjoint & gauche. Plus explicitement, étant donné un objet Z de C, le coé-
(0,id,,)

galisateur dans C de la paire Z :;Z Z x Z est le monoide commutatif
(id , 0)

libre engendré par Z.

En combinant les résultats des deux derniéres propositions, Borceux et
Bourn déduisent 'existence d’une adjonction

U

C

GrpCom/(C)

lorsque C est une catégorie réguliére et unitale. Ce résultat est une générali-
sation de la proposition 3.4 de [Bou03| due & Bourn et dont le cadre est celui
d’une catégorie pointée, réguliére et de Mal’cev (qui est donc un cadre plus par-
ticulier que le précédent puisque (pointée + Mal’cev = unital) par le corollaire
2.2.10 de [BB04]). L’énoncé (équivalent) est le suivant.

Proposition (3.4 de [Bou03]). Soient C une catégorie pointée, réguliere et de
Mal’cev et X un objet de C. Un objet A de C est un groupe commutatif libre
engendré par X si et seulement s’il est obtenu par le coproduit fibré dans C
suivant (c’est-a-dire le conoyau de la diagonale Ax : X — X x X):

PAx
XxX—A

]

X —0.

Une autre différence importante entre la proposition 1.7.6 de [BB04] et le
théoréme 1.5.2 de la section précédente est que dans le résultat de Borceux et de
Bourn, le conoyau de Ajs est une colimite de C, tandis que dans le théoréme
1.5.2, le conoyau de Aj; est une colimite de MonCom(C), une partie de la
preuve de la proposition 1.7.6 de [BB04] étant d’ailleurs consacrée & montrer
que le conoyau de Aj; posséde une structure de groupe commutatif interne
a C. Afin de mieux mettre ce fait en évidence, nous dirons qu’un foncteur
F : C — D entre deux catégories pointées préservant les objets zéros refléte les
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conoyauz si, étant donné un morphisme f : A — B de C, le conoyau de F(f)
existe dans D, alors le conoyau de f existe dans C et celui-ci est préservé par
F.

Lemme 1.6.1. Soit C une catégorie réguliére et unitale. Le foncteur d’oubli
U : MonCom(C) — C refiéte les conoyauz.

Démonstration. Le résultat découle des propositions 1.4.11 et 1.6.10 de [BB04].
a

La proposition 1.7.6 de [BB04] se déduit alors directement du théoréme
1.5.2 et du lemme précédent. Ceci suggére un léger dépouillement au niveau
des hypothéses de la proposition 1.7.6 de [BB04]. Celui-ci s’effectue via I’énoncé
suivant.

Proposition 1.6.2. Soit C une catégorie pointée, possédant les produits bi-
naires ainsi que le conoyau du morphisme diagonal Ay; de tout monoide com-
mutatif M et telle que le foncteur d’oubli U : MonCom(C) — C refléte les
conoyauz. Dans ce cas, le foncteur d’oubli U : GrpCom(C) — MonCom(C)
posséde un adjoint a gauche. Plus explicitement, étant donné un monoide com-
mutatif (M,x*,,,e,,), le conoyau dans C de la diagonale Apy : M — M x M
est le groupe commutatif libre engendré par le monoide commutatif M.

Ce dernier énoncé est équivalent au théoréme 1.5.2. La preuve de ce fait
nous a été suggérée par le professeur M. Gran. Nous la présentons ci-dessous.

Proposition 1.6.3. Le théoréme 1.5.2 et la proposition 1.6.2 se déduisent
réciproquement l'un de lautre. En particulier, la proposition 1.6.2 est vraie.

Démonstration. 1l est clair que la proposition 1.6.2 se déduit du théoréme
1.5.2. Nous montrons alors que le théoréme 1.5.2 se déduit de la proposition
1.6.2. Pour cela, soit une catégorie C possédant les produits finis et telle que
MonCom/(C) posséde les conoyaux des morphismes diagonaux. Au vu de la re-
marque 1.1.8, le foncteur d’oubli U : MonCom(MonCom(C)) — MonCom(C)
est une équivalence et refléte donc les conoyaux. En appliquant la proposition
1.6.2 a la catégorie MonCom/(C), nous obtenons une adjonction

U
- -

MonCom(MonCom(C)) —;> GrpCom(MonCom(C))

Par la remarque 1.1.8, nous obtenons l’adjonction désirée

U

- - T
T

L

MonCom/(C) GrpCom/(C).
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Chapitre 2

2-groupe symétrique libre
engendré par un 2-monoide
symétrique

Dans ce chapitre, nous transposons les résultats introduits dans le premier
chapitre au contexte 2-catégoriel.

2.1 Contexte 2-catégoriel général

Dans tout ce chapitre, nous travaillerons avec une 2-catégorie ¥. Nous sup-
poserons que celle-ci posséde les 2-produits binaires, c’est-a-dire que pour Aq,
Ay deux objets de %, il existe un objet de € noté A; x As et deux 1-morphismes
de € notés HLAQ AL X Ay — Aj et HiI’AQ : Ay X Ay = Ay tels que, pour C
un objet de € et F} : C — Ay, F5 : C — Ay deux 1-morphismes de %, il existe
un unique 1-morphisme de € noté (Fy, Fy) : C — Ay x Ag entre C et A; X Ay
tel que
I, (F,F) = F, 11 (FLF) = F

Ap,Ag
de plus, pour ay : Fy = F|, as : F5 = F} deux 2-morphismes de ¢, il existe
un unique 2-morphisme de € noté (a1, as) : (F1, Fy) = (Fy, F3) entre (Fy, Fs)
et (Fi, Fy) tel que

i *(ar,az) = ag, et i, * (a1, az) = ao.

Aq,Ag A1,Ag

Pour F; : Ay — By, F5 : Ay — By deux 1-morphismes de %, le 1-morphisme

(Fll_[i1 Az’FQHil A2) sera plus simplement notée F| x Fy. Pour oy : F} = FY,
@y : [y = F; deux 2-morphismes de ¢, le 2-morphisme (o i, ,a2%i_, )

A1,A2 A1,A2
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sera plus simplement noté oy X as. Nous rappelons les propriétés élémentaires
suivantes.

Propriétés 2.1.1.

1. Pour deuz objets A1, Ay de €, nous avons
1 2 _
( Aq,Ag ) A\Al,Ag) - ZdAle2'

2. Pour deux objets Ay, As de € et trois 1-morphismes F; : C — A4,
F,:C—= Ay, T:B— C de €, nous avons

(F1, Fo)T = (P T, F>T).
3. Pour deuzx 1-morphismes Fy : C — Ay, F5 : C — Ay de €, nous avons

(iFl ) in) = i(Fl,Fz)'

4. Pour siz 1-morphismes Fy, F| : C = Ay, F5,F}:C— Ay, T, 7' : B — C
de € et trois 2-morphismes oy : Fy = F|, ag : Fo = Fy, 7: T = T' de
%, nous avons

(a1,a0) %7 = (1 * T, * T).

5. Pour siz 1-morphismes Fy, F|,F' : C = Ay, F5, F},F}) : C — Ay de
€ et trois 2-morphismes oy : Fy = F{, o) : F| = F/, ag : F» = F},
oy o Fy = FY de €, nous avons

(0/17 0/2)(0417 OZQ) = (O/lala 04/2042).

Dans la suite, pour tout triple d’objets A, B et C de %, nous désignerons
par A le 1-isomorphisme de &

A,B,C

(M), 010 T2 )12 T2, ) :Ax (BxC)— (AxB)xC

A,BxC’ ABXC A,BXC
et pour tout autre objet D de ¢, nous désignerons par T} ., le 1-isomorphisme
canonique de %

(mp, xme o, X2 )i (A xB) x (CxD)— (AxC)x (BxD).

AB c,n’

Par ailleurs, nous supposerons que % posséde un objet 2-terminal, c’est-a-
dire que ¥ posséde un objet noté 1 tel que pour tout objet A de ¥, il existe
un unique 1-morphisme de ¥ noté 1, : A — 1 entre A et 1; de plus, pour tout
2-morphisme a: 1, = 1, de €, nous avons

a=1

I

Nous rappelons la propriété élémentaire suivante.
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Propriété 2.1.2. Pour tout 1-morphisme F : A — B de C, nous avons
1,F=1,;

de plus, pour tout autre 1-morphisme F' : A — B de C et tout 2-morphisme
a:F = F' de¥, nous avons

Nous appellerons 2-monoide interne @ € la donnée d’un sextuple (M, ®,,,
Ay, Ly Gus dyy), 00 M est un objet de €, ®,, : M x M — M est un 1-morphisme
de €, a, : ®,(d, x ®,) = ®,(®, x Id,)A,,, et un 2-isomorphisme
de € (appelé contrainte d’associativité) tel que ’égalité (appelée aziome du
pentagone)

Idy x (Idy X®,)

M x (M x (M x M)) M x (M x M)
IdMX'LM,M,M ey XaMK/ IdM‘x®M

Mx((MxM)xM)MMX(MXM) [ M x M
AMYM‘XM’M AM,&WM .

(MX(MXM))XMM(MXM)XM T O

\ ay Xipg ®., X Id
M X4 dyg
AM,M,I\V/H xIdy V74

(M x M) x M) x M (MXM)XM%MXM?M
M

B
(Tdy X @) X Idy, ®pp X Ty

Id, X (Id,, X®,.)
M x (M x (M x M)) 7 M x (M x M)

‘ Apg, M x M Ay, mm ‘
Tdy X Ay v m L Ldy x @y,
v 1d v

X®
M x ((M x M) x M) (M xM)x (MxM) ———> MxM)xM MxM
\
Ap MMM ®MX1dMXMi ®M>\leM
Id, x®
(Mx (MxM)xM  Mx (MxM) —" M xM < By

| a
Apg,m < Ty MK/ \®
¥ Ay M N\

(M x M) x M) x M MxM)xM-——-—MxM—=M

_—
Ty X @) X Iy, ®pp X Ty ®Om

est satisfaite dans ¢, I, : 1 — M est un l-morphisme de ¢, g, : Id, =
® (1,1, Id,) est un 2-isomorphisme de € (appelé contrainte d’unité & gauche)
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tel que ’égalité (appelée aziome de compatibilité entre les contraintes d’associa-
tivité et d’unité a gauche)

M x M
(I 1y, Tdyy ) X Tdy ®yy
Id, xId,,
-‘JMXisz”
(M x M) x M TR M x M . M
I
M x M
®M
(Iy 1y 1dy)x1d,,
(IMIMH;/LM’ICIMXM)
Ly 1y
M x (M x M) 7
M
/ aM
M,M,M V/4
(M x M) x M TR M x M

est satisfaite dans €, et d,, : Id, = ®,(d,,I,1,) est un 2-isomorphisme
de € (appelé contrainte d’unité & droite) tel que ’égalité (appelée aziome de

compatibilité entre les contraintes d’associativité et d’unité a droite)

M x M
Id, % (Idy I, 1,,) Sy
IdeIdM
irg ><dM
M
V74
M x (M x M X
( ) Idy x®,, MM O M
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Idy % (Idy I, 1

M)

2
Ty Ty Ly 117, ) M

(IdM,ImlM)l
(MXM)XM HMXMdM”

o @y X Ldy
M,M,M al&l
_— V4 By

M x (M x M) e M x M & M
M M

est satisfaite dans 4. En présence de 'axiome du pentagone, les axiomes
de compatibilité entre les contraintes d’associativité et d’unité & gauche et
de compatibilité entre les contraintes d’associativité et d’unité a droite sont
équivalents a l'égalité (appelée aziome de compatibilité entre les contraintes
d’associativité, d’unité a gauche et a droite)

M x M

(Idy; Iy 1) ¥ Id,,

M7 Tdy, Id, xIdy,

(M x M) x M NI M x M & M

1d,, I, 1, )xId yd Id, xId
(T Tyg Ly ) X Ty Tdyx (I 1,,.1d,) . e
7 X g,
/ Idy M

Mx (MxM)——ZoMxM
Id, X®

- . v X Oy
M,M,M My
= By

(M x M) x M M x M M
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Nous rappelons également que I’égalité

est satisfaite dans %.

Nous appellerons 2-monoide symétrique interne a € la donnée d’un septuple
(M, ®ys @y Lirs Gogy Aoy Cop)y 00 (M, ®,,, @y, Ly, Gu» dy) €t un 2-monoide interne
atetc,: ®,=,~T I )est un 2-isomorphisme de ¢ tel que les deux
égalités (respectivement appelées aziome de compatibilité entre les contraintes
d’associativité et de symétrie et axiome de symétrie)

(M x M)
4
(M x M)
(H;HXM,MQHI;[XM,M) (HM M’Hl,M)l
M x (M x M)
‘ Id,x®
AM,M,M
¥
(M x M) x M
®y X 1dy,
I
M x M)
%d x ( 1'[2 IdMX@
MM M
(M x M) M x M) M x M
| Id ><®M
(HI\%’HXMM H;/.[XM[ M) AMIVMM[
M x (M x M) (M x M) x M Yy O
‘ (HI2M[M’ MM)de
Ans g ey Xirg l®MX1dM
¥ "y
(M x M) x M TR M x M = M
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M x M M x M By
D e
(HM,M’HM,M)
Tdypy M x M — M = Idy,u i®M‘U/ M
/ m
(Hfm M’HM,M
M x M M x M B

sont satisfaites dans 4. Nous rappelons que dans ce cas, les deux égalités sui-
vantes (respectivement appelées propriété de compatibilité entre les contraintes
de symétrie et d’unité a gauche et a droite et propriété de symétrie stricte par
rapport a 1)

Id Id

M M M M
oL dyy) -‘JM\U/
\ %
el = Mx M e,
(IdM’IMlm) QO
I It
¥
M x M M x M
J I
) o — 2 M 1 _ehe) on v M
| CMK/ i
2 1 o ( ) )
(Ig 1y) (HM,M@HM,M) ®y = (1,.1) & U iy o
M x M M x M

sont satisfaites dans €.

Pour (Ma Oypy Ay IM[) > dM) et (Nv Dy Ays IN; In> dN) deux 2-monoides
interne & %, nous appellerons 1-morphisme de 2-monoides internes a € entre
M et N la donnée d’un triple (F, f, fr), ot F : M — N est un 1-morphisme
de @, f: ®,(F x F) = F®,, est un 2-isomorphisme de & (appelé contrainte
de préservation du produit) tel que I'égalité (appelée aziome de compatibilité
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entre les contraintes d’associativité et de préservation du produit)

M x (M x M) ) N x (N x N)
/
AM,M,M\L Ay ildwx&\l
(FXF)XF =
MxM)xM— (NxN)xN P NxN
®MX1dMi MFK/ ®N><‘IdN l%
M x M ey= NxN o N
f
M
|
M x (M x M) ) N x (N x N)
ipXf
AM,M,M\L \IdMX(X)K 7 174 i]dNX@)N
FxF
(M x M) x M M x M N x N
®M><IdM\L @ l@N
M” f
M x M By 4 N
M

est satisfaite dans € et fr : I, = F1I, est un 2-isomorphisme de ¢ (appelée
contrainte de préservation de l'unité) tel que les deux égalités (respectivement
appelées axiome de compatibilité entre les contraintes d’unité a gauche et de
préservation de l'unité et axiome de compatibilité entre les contraintes d’unité
a droite et de préservation de l'unité)

M

Iy Ly 1dyy)

Id

M x M M N
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(FI,1,,Id,) (Il Idy)

(fpkilN ’iIdN) N-N’

FxXF

M x M M N

(Tdy; Ty 1)

Id

M x M M N

(Idy Iy 1)

N
(Idy, F1, 1) (i4 ,fI*ilN) (Idy,Iy1y
N
<~

N x N
A

M x M » M - N

FxF

sont satisfaites dans %. Si de plus, M et N se dotent respectivement d’une
symeétrie ¢, et d’une symeétrie ¢, nous dirons que le triple (F, f, fr) est un
1-morphisme de 2-monoides symétriques internes a € entre M et N si ’égalité
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(appelée aziome de compatibilité entre les contraintes de symétrie et de préser-
vation du produit)

M x M e NxN MxM i N x N
(HéN’H;!N)
! 1
© Oy = (HM M’HM,M) N x N Cg ®y
FxF
) ®,
7 N M x M = M 7 N

est satisfaite dans €.

Rappelons dés lors que si (P, ®,, a,, I,, g, d.) est un 2-monoide interne a
% (éventuellement muni d’une symétrie ¢,,) et si (G, g, gr) est un 1-morphisme
de 2-monoides (éventuellement symétriques) internes & ¢ entre N et P, alors
le triple (GF, (i, * f)(g* i, ), (i * f1)gr) est un 1-morphisme de 2-monoides
(éventuellement symétriques) internes a € entre M et P. Ceci définit une 1-
composition sur les 1-morphismes de 2-monoides (éventuellement symétriques)
internes & € qui est associative et pour laquelle les triples de la forme (Id,,,
lg, IM) sont des unités a gauche et & droite.

Pour (M, ®,,, Gy, Ly Gus dy) et (N, ®,, ay, I, gy, d,) deux 2-monoides
interne & € (éventuellement respectivement munis d’une symétrie ¢, et c,)
et pour (F,f, fr) et (G,g,g9r) deux l-morphismes de 2-monoides (éventuel-
lement symétriques) internes & € entre M et N, un 2-morphisme de 2-monoides
(éventuellement symétriques) internes a € entre F et G est un 2-morphisme
a: F = G de € entre F et G tel que les deux égalités (respectivement ap-
pelées axiome de compatibilité avec les contraintes de préservation du produit
et aziome de compatibilité avec les contraintes de préservation de l'unité)

FxF

M x M x N M x M N x N
N M N

N

g GxG

X
&Q
1

N M—————— N

sont satisfaites dans %. Remarquons que la 2-composition verticale de deux
2-morphismes de 2-monoides (éventuellement symétriques) internes a € est
encore un 2-morphisme de 2-monoides (éventuellement symétriques) internes
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a € et que la 2-composition horizontale de deux 2-morphismes de 2-monoides
(éventuellement symétriques) internes & % est encore un 2-morphisme de 2-
monoides (éventuellement symétriques) internes a %

Notations. Nous désignerons par 2-.#on(%) la 2-catégorie des 2-monoides
internes & € et par 2-.#onSym(%) la 2-catégorie des 2-monoides symétriques
internes & %.

Remarque 2.1.3. Si ¥ = %at la 2-catégorie des catégories, des foncteurs
et des transformations naturelles, nous retrouvons les définitions classiques de
catégorie monoidale (voir [Bé63]) et de catégorie monoidale symétrique. Si € =
Yrpd la 2-catégorie des groupoides, nous retrouvons les définitions classiques
de groupoide monoidal et de groupoide monoidal symétrique.

Nous appellerons 2-groupe interne ¢ € la donnée d’un octuple (G, ®,, a.,
I, 95, dg, ()5, 05), ou (G, ®;, ag, I, g., d;) est un 2-monoide interne & 7,
()2 : G — G est un l-morphisme de ¢ et J. : ®.(Idg,():) = I;1; est un

2-isomorphisme de %. Nous désignerons par u, le 2-isomorphisme canonique

de ¥
@ ()5 x O2) (I, 11 ) = ()@,

par v, le 2-isomorphisme canonique de ¢
Id, = ():0)z

et par ( )* le 2-isomorphisme de ¢
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Nous désignerons par €, le 2-isomorphisme de €

=
)

1g G g
O (1d,.0)7)
020505
//.,1\
G Pl Ve ) GxG

\/

(();.Idg)

qui est 'unique 2-isomorphisme de % tel que I’égalité (appelée premiére identité
triangulaire)

Idg
(Id,,I.1.) oy ®
G GGG : G X G ¢ G
g (g 1dg)) ' ¢ TIdeQ@G
ag
(1 2).0) G x (GxG) N
Idg J{Ac,rr &g = 9u
(GxG)xG
A\
(n ZIdG) N
G GxG
(Iglg,Idy)

est satisfaite dans . Cette derniére égalité est encore équivalente & I’égalité
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suivante (appelée seconde identité triangulaire)

(Io1g:()%) ‘ ®
G e GxG ¢ G

N* 14.),0)%) Q(EG,i( %
G’ TGN G
\

Q G
IdG ®G :dM*i()
W
G GxG

(O3 1e1g)

Si le 2-monoide G interne & € posséde une symétrie c,, nous dirons que G est
un 2-groupe symétrique interne a .

Si (Ga Xgy @ I~a Ye» d@a ();a 5@) et (Ha Oy Ay Irm, Gu» dwa ();7 5TH')
sont deux 2—groupes interne a € et (F,f,f;) : G — H un l-morphisme de
2-monoides internes & ¢ entre G et H (vu comme des 2-monoides internes a
%), nous désignerons par ¢, : F'( ) = ()*F I'unique 2-isomorphisme de ¢ tel
que les deux égalités suivantes

G e GxG G e () GxG
ISl

1 HxH = 1
y Y

G H G

()5 1dg)

G GxG
l \ (¢F’1F) l
FxF
() Idy)
1 = HxH =
G H
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sont satisfaites dans %. Nous dirons, par la suite, que le triple (F, f, f1) est
un l-morphisme de 2-groupes internes & € entre G et H. Ce l-morphisme
est symétrique si G et H se dotent chacun d’une symétrie et si (F, f, fr) est
un l-morphisme de 2-monoides symétriques internes & €. Si (G, g, gr) est un
autre l-morphisme de 2-groupes (éventuellement symétriques) internes a ¢
entre G et Het si a: (F, f, f1) = (G, g,9r) est un 2-morphisme de 2-monoides
(éventuellement symétriques) internes a €, alors « est appelé un 2-morphisme
de 2-groupes (éventuellement symétriques) internes a €.

Notations. Nous désignerons par 2-¢rp(%) la 2-catégorie des 2-groupes in-
ternes & € et par 2-9rpSym(¥) la 2-catégorie des 2-groupes symétriques in-
ternes a €.

Remarque 2.1.4. Si ¥ = Grpd la 2-catégorie des groupoides, nous retrouvons
les définitions classiques de Gr-catégorie (ou cat-groupe) et de Pic-catégorie (ou
cat-groupe symétrique) (voir, par exemple, [Sin75] ou [FWT74]).

Nous rappelons que les quatre 2-catégories 2-.# on(%€), 2--# onSym(%), 2-
Grp(€) et 2-9rpSym(%€) possédent les objets 2-terminaux ainsi que les deux
produits binaires et ceux-ci sont préservés par les différents 2-foncteurs d’oubli
2-Mon(€) — €, 2-MonSym(€) = €, 2-9rp(€) — € et 2-GrpSym(€) —
C.

Par ailleurs, pour tout 2-monoide symétrique (M, ®,,, a,, I, Gu» dy» Cy)
interne & %, le triple (®,,, Y Gu * by )5 OU 7, désigne le 2-isomorphisme canon-
ique de ¥ entre ®,,(®, X ®,) et ®,(®,, X ®M)(H;LM X H;M,HNQ/E’M X HS&M),
est un 1-morphisme de 2-monoides symétriques entre M x Ml et M. De plus,
les 2-isomorphismes de ¢, a,, 9., d,, et ¢, sont des 2-isomorphismes de 2-
monoides symétriques internes & €. Si (N, ®,, ay, I, gy, dy, ¢,) est un autre
2-monoide symétrique interne & € et si (F, f, fr) est un l-morphisme de 2-
monoides symétriques internes a %, alors f et f; sont des 2-morphismes de
2-monoides symétriques internes & €. Si (G, ®;, ag, I;, g5, dg, 5, ()%, 05) est
un 2-groupe symétrique interne a ¢, alors le triple (( )7, ( );( ,()%), ot ( );T
désigne le 2-isomorphisme de & ) )

Uu,

®c ()5, ()3) = @ (()z O (112, 1 )

*4
G 'm2 ol )
G,G

1
G,G

[N xcT 1

) G
Of o, (2,10 ) == ()38,

G,G’
est un 1-morphisme de 2-monoides symétriques et les 2-isomorphismes de €,
g, €, sont des 2-isomorphismes de 2-groupes symétriques internes a €. Si (H,
®uy Oy Ly Gy, diyy s ()7, 6;;) est un autre 2-groupe symérique interne & ¢ et
si (K, k,kr) est un 1-morphisme de 2-groupes symétriques entre G et H, alors
le 2-isomorphisme ¢, de € est un 2-isomorphisme de 2-groupes symétriques
internes & %.
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Soient S un objet de € et (M, ®,,, a,, Ly, Gu, dy, ¢,) un 2-monoide
symétrique interne & €. Une 2-action de M sur S est la donnée d’un triple
(®,a,0), 00 ® : S XM — S est un 1-morphisme de ¢, a : ©(ld, X ®,,) =
O(© x Id,)A,,, , est un 2-isomorphisme de % tel que I'égalité

Tdg X (Idy; X®y)

S x (M x (M x M)) S x (M x M)
fl iIdeaM ‘
Tdg X Ay vim V74 Idg X @y,
Id, x(®,, xIdy,) Idgx®
S x ((M x M) x M) — "8 x (M x M) - SxM
\ \
AS,MXM,M AS,M,M[
(Idyx®,,)xId @
(Sx (MxM)) x M ———— "= (Sx M) x M z ®
aXi
AS,M,M‘IXIdM IdMﬂ i
v
(SXM)XM) xM———> (SXM) XM ———> S x M —=§
(OxTdy ) xIdy, OXxIdy, ©

Id, x(Id, x®,,)
S x (M x (M x M)) o S x (M x M)

Id ‘4 AS,M,MXM AS,M,M ‘
s X vI\AI,M,MI Tdg x @y
IdeM X ‘L

S x ((M x M) x M) (SxM)x (MxM) ——— 5 (SxM)xM SxM

As MxM,M QXI‘iMle OxIdy

Id, x® &
(S x (M x M) x M S x (M x M) % _sxM S e

| N
Ag v X Ty aﬁ/ o,
y As m,m

(SXM)XM) xM—————— (SXM) XM ——>SxM—=§
(Idg X @y ) X Idy, OXxIdy, ©

est satisfaite dans € et ¢ : Id, = ©(Id,, I,,1,) est un 2-isomorphisme de % tel
que 'égalité

Sx M
Tdgx (Idy; I, 1,,) o
Id xId,,
iIdS ><clM
V/4
S x (M x M
( ) e, SxM 5 S
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Idgx (Idy I, 1,,)

2
(Idg oDy 1, 1T

(zdS,1M1S)l

(SXM)XM—>®><I¢1M S x M

/
/ S,M,M a— P 3
S x (M x M)

Td %o, S x M 5 S

est satisfaite dans ¥ .

Exemple 2.1.5. Le 1-morphisme H;M de €, muni des 2-identités

!, (Id, x ®,) =TI,

S,MXxM

=10 (T}, x Id,)A

S,M,M

1
Id, =1} (Id,,I,1,),

S?Y M

est une 2-action de M sur S appelée 2-action triviale de M sur S.

Remarque 2.1.6. La définition de 2-action s’étend au cas ou le 2-monoide
(M, ®,,, @y, Lys Gy» 4y, ) Dest pas symétrique. Toutefois, seul le cas symétrique
sera traité dans la suite du chapitre. Pour approfondir la notion de 2-action,
nous invitons le lecteur & consulter [Bre92], [CGJ00] et [GE15].

Pour tout 2-monoide symétrique (M, ®,,, a,;, Iy, 9> 5 ¢, ) interne a € et
toute 2-action (®, a, d) : SXM — S de M sur un objet S de €, un 2-trivialisateur
de (®, @, d) est la donné d’un triple (T, T, 7), ot T est un objet de ¢, T : S — T
est un l-morphisme de € et 7 : TGO = TH;_M est un 2-isomorphisme de % tel
que le diagramme

T
Tdg X @

To(Id, x ®,) = T (Id, X ®,,) = PoII!

S,M S,Mx M

lT *Q

T @ (® X IdM)AS,M[,M

T*7
(OxTdy)Ag y

Tl (© x Id,,)A

S,M,M

ToI A TI: 1t A

SxM,M "~ "S,M,M ) R S,M T TSxM,M” S,M,M
A
SxM,M " S,M,M
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est commutatif dans €.

Remarque 2.1.7. Si (T,T,7) est un 2-trivialisateur d’une 2-action (®, «, 9) :
S x M — S d’un 2-monoide symétrique (M, ®,,,a,,, I, g, dy, ¢, ) interne & ¢
sur un objet S de ¥, alors nous déduisons de la commutativité du diagramme

P
T T® (IdS7IM'1S)
THglyM(IdeMls) TH;M(Q(Ids’IMlg)’IMls)
L L Il
T gy g T e 1) 1y 1g)
iT® *(6,1’1M15)

T® (Idg’IM1§) T® (Q(Id§7IM[1S)7IM[1S)
T~ 4 y
ire *(Zlds ’d*’LIMI ) ZT*Q*’(IdS,IM1S)x(IM1S) T ag.ayng)

T ® (IdS’ ®N{ (IM[7 IMT)1§)
L Y
T rag.1,n) T l(ldg,?“(IM,zMng)
THgl,M (Idsv O (IM’ IM)lS)
_ =
ZTHéM*( Idg’d*lfmlg/
=
T, (Idy, I, 1) T T, (Id,,1,1,)

. y ; . . - .
que TG, g = iy *0. Il n’est donc pas obligatoire de requérir cette condition

de compatibilité entre 7 et § dans la définition de 2-trivialisateur que nous avons
introduite ci-dessus.

Nous dirons d’un 2-trivialisateur (S/®, Pg,ne) de (©,a,d) qu’il est un 2-
systéme trivialisant relatif ¢ (©, a, d) si, pour tout 2-trivialisateur (T, T, ) de
(®,a,d), il existe un unique 1-morphisme de ¢ noté T : S/® — T entre S/®
et T tel que

TP, =T, i kMo = T;

et si, de plus, pour tout autre 2-trivialisateur (T,T”,7") de (®,«,d) et tout
2-morphisme « : T = T’ de ¥ tel que le diagramme

TPy = TH;,M[
a*iPQH/ ﬂa*inéM
T/PQ ’ T/Hi.,M
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est commutatif, il existe un unique 2-morphisme de ¢’ noté¢ @ : T — T’ entre
T et T tel que

Wi, =a.
Remarque 2.1.8. Si (M, ®,,,a,, I, gy, dy,¢,) est un 2-monoide symétrique
interne 4 € et si (O, a, d) : SXM — S est une 2-action de M sur un objet S de €,
alors un 2-systéme trivialisant (S/®, P, ng) relatif & (©, a, §) est exactement
«la» 2-colimite de

Idg><®M o
7
SxM——
(Idsm N

S

dans € (voir, par exemple, [Bor94], pour une définition précise de 2-colimite).
Contrairement au cadre catégoriel traité dans le chapitre précédent, les 2-
systémes trivialisants ne sont ici pas des 2-coégalisateurs. Par exemple, lorsque
% = Yrpd est la 2-catégorie des groupoides, 1 est le groupoide & un objet

N .12 . . 1x1
et une fléche et nous pouvons considérer la 2-action canonique 1 x 1 —— 1

d
munie des isomorphismes naturels évidents. Dans ce cas, 1 2 1 est un
2-systéme trivialisant relatif & 1, , mais n’est pas un 2-coégalisateur de la
111 x1
paire 1 x 1 ————=1 . Un tel 2-coégalisateur est en fait isomorphe au
Hl
111
groupoide Z!, c’est-a-dire le groupoide & un seul objet et dont ’ensemble des
fleches est I’ensemble des entiers relatifs Z. Nous laissons en exercice pour le

lecteur la vérification de cette derniére affirmation.

1

Considérons deux 2-actions (©, @,d) : SXM — Set (@',a/,0") : TxN — T,
respectivement d’un 2-monoide symétrique (M, ®,,, a,,, I,, 9y, dyy» ¢, ) interne a
% sur un objet S de € et d’un 2-monoide symétrique (N, ®,, a, L, 9., dy, ¢)
interne & ¥ sur un objet T de ¥. De la, nous considérons le 1-morphisme de
€ noté © x ©'

T, ’
(Sx T) x (M x N) =225, (S x M) x (T x N) 225 S x T

et les deux 2-morphismes évidents de % induits par a x o’ et § x §’, que nous no-
tons a X o’ et § x ¢’ et qui font du triple (® X @', a X a’,§ X §') une 2-action
du 2-monoide symétrique produit M x N sur S x T. Supposons par ailleurs
que (S/0, Po,n0), (T/0, Por,ner) et ((S x T)/(© x @), Poxer, Noxer) sont
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respectivement un 2-systéme trivialisant relatif a (®, «, §), un 2-systéme trivi-
alisant relatif & (®©', o/, ") et un 2-systéme trivialisant relatif & (© X @', a x o/,
d x 8"). T est clair que (S/© xT/®', Py X Par,ne X Ner) est un 2-trivialisateur
de ® x @’; il existe donc un unique 1-morphisme de € noté Py X Pgy : (S X
T)/(@x @) —=S/©xT/o entre (SxT)/(0@x &) etS/®xT/O tel que

Po X PoyPoxer = Po X Pey, iPGXpQ, *Noxe =N X Ner-

Nous dirons que les 2-systémes trivialisants commutent avec les 2-produits bi-
naires dans € si Pg X Pg est un l-isomorphisme de €, quelles que soient les
2-actions (®,«,d) et (@', a’,d") considérées. De fagon équivalente, cela signi-
fie que le triple (S/ ® xXS/®, Py X Pg, (ng X ng) * iTNNMM) est un 2-systéme
trivialisant relatif & (© X @', a x a/,§ x §'). o

Pour finir, considérons un 2-monoide symétrique ((M7®M,aM,IM,gM,dM,
), (& ,0,0r),a/ (I i ir),g!,,d! ) interne ala 2-catégorie 2-.# onSym(¢)
des 2-monoides symétriques internes & €. En généralisant ’argument employé
alafin dela section 1.1, nous avons que ®/, = ®,, que o = 7, le 2-isomorphisme
canonique introduit précédemment dans cette section, que oy = g, * ¢ o que
al = a,, que I' =1, quei= g&l % iIMlﬂxﬂ, que i; = iIM, que g/, = g, que
d, =d, et que ¢, =c,.

Dans la suite du travail, nous identifierons ((M, ®,,, a,, L, ¢, dys» ¢,,), (@]
o,0r),al , (I ,i,ir), g, d ,c gw) et (M, ®,,,a,, L, gy, d,,c,)- Deplus, si (N,®,,
ay, L, gy, dy, c,) est un 2-monoide symétrique interne a €, et ((@,’y,fy]) @ 5) :
N x M — N est une 2-action de (M, ®,, a,,,1,;, 9> dy;, ), (®!,,0,01),a/, (I,
i,ir), g, d c) sur (N, @, ay, I, 9., dy, ¢,) dans 2-.#onSym(¢€), alors il est

facile civg on[;r r(anlue
1 ol N xM M
7
I © =

N

et c’est pourquoi nous identifierons ((@,’y,”y;),a,é) au quadruple (®,~,a, )
par la suite.

N

2.2 Transfert de structure pour les 2-systémes
trivialisants

Dans cette section, nous supposerons que dans %, les 2-systémes trivialisants
commutent avec les 2-produits binaires. L’objectif est de démontrer le résultat
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suivant.

Proposition 2.2.1. Soient (M, ®,,, a,;, L, Gyrs dups G )y (N, @y, @, Ly, 9y dygs )
deuz 2-monoides symétriques internes ¢ €, (©,7,a,d) une 2-action de M
sur N dans 2-#onSym(€) et (N/®,Ps,ne) un 2-systéme trivialisant re-
latif o (®,«,6) dans €. Si, dans €, les 2-systémes trivialisants commutent
avec les 2-produits binaires, alors on peut munir N/© d’une structure de 2-
monoide symétrique (N/©,®,,.,a,,0: 1,05 0u/0 000 Chje) interne a €, Po
d’une structure de 1-morphisme de 2-monoides symétriques (Pg, p,pr) internes
G C, de sorte que le triple

((N/®7 ®N/® » Ay IN/Q Yo dN/@ ) CN/@)? (P@ap7p1)a 77@)
soit un 2-systéme trivialisant relatif 4 (©,7, «,0) dans 2-# onSym(E).

Considérons deux 2-monoides symétriques (M, ®,,, a,;, Ly, Gy diys €y ) €6 (N,
@y Oy Iy 9y dy, ¢) internes & €, (©,7,«,0) une 2-action de M sur N dans
2-M onSym(€) et (N/®, Pay,ne) un 2-systéme trivialisant relatif a (®, «, 9)
dans €. Soit alors le 2-isomorphisme de &

OXO

(N x N) x (M x M) N, MM N« () SN
\
T,
Id(NxN)X(MXM) N,M,N,M
(N x N) x (M x M) o
1 ‘ )
HN)(N,MXM . /
N x M N
Hé‘Ml 7@/ Po
N x N ®y N . N/ G,

Par définition de 2-systéme trivialisant dans %, il existe un unique 1-morphisme
de € noté Po®, : N/ © xN/© — N/© entre N/ © xN/© et N/© tel que

Po®y (P x Pp) = Po®,

).

Nous désignerons égale-

ip®®N *(77(9 Xﬂ@)*i :(n®*i®Nx®M)(iP® *7*1.

TN, N,M,M TN,N,M,M

Nous désignerons désormais ce 1-morphisme par ®,, .

I P,
ment le I-morphisme 1 — N — N/® de ¢ par I, . Considérons alors le
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2-isomorphisme de €

P (I, 1., .0d_, )
N ® N/G N/o /o MN/e N/ © xN/G
(Iy Ly Idy) y
N x N
Po l@N ®n/o
N
Po

N/® N/ ©.

/ i /

En utilisant la définition de ®,,, la définition de 2-trivialisateur, la remarque
2.1.7 et le fait que (®,~,d * iIN) est un 1-morphisme de 2-monoide symétrique,
nous montrons facilement que

Ly oy Idy, )P @n/0 /o iy 1o " !
®N/®( N/© N/O? N/O) 00 ®N/®(IN/®1N/®7IdN/@)P®HNYM
®N/@(P® X P@)(IN1N7IdN)® ®N/® (P(D X P@)(leNaIdN)HéM
P ®y (INlN,IdN)(D Po ®y (leNvIdN)Hkl;,M
z’P@ *g*iG 'ﬂ\ip@ *g*iHéI,M
Po® P@H;M

no

est commutatif. De plus, par définition de 2-systéme trivialisant, il existe un

unique 2-isomorphisme de ¢ noté i, *g, : Id, , = ®,,,,1,,,,1d,,;)

entre Id, et ®,  (I,,.1,,,.1d

N/© TN/©? N/G))

©
tel que

ZP@ * Oy >kZP@ = ZPO * Oy-

Nous désignerons désormais ce 2-isomorphisme par g, .. De la méme maniére,
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des 2-isomorphismes de €

N/@ N/@ N/@

N/ ® xN/o

y

®

N/G
\
N/® N/®
/ T /
x®y,
N x (N x N) 22PN o s (N @ xNj@) 22 N 6 xNJ©
Id. N X ®y
P@XP@
AN,N,N
®N
(N x N @ x1d, Bn/o
(P@XPQ)XPQ
(N/o xN/@ x N/®
N/QXId P@XP@
N/ ® xN/@ N/®
®n/o
N x N N/@xN/@ om0 My/on/e) N/ ® xN/G

2 1
x N

N
//[ i N ®N/@
\
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nous déduisons l'existence d’un unique 2-isomorphisme de % noté iP@ xd
Id,,, = ®,,,Ud,.,1,.1,,)e;tre Id, et @, (Id,, .1, .1,,.) tel que

N/© N/®? 7N/ TN/O © N/©® N/©? 7 N/G TN/O

ipg *dy *ip, = ip, *dy,

Pexistence d’un unique 2-isomorphisme de " noté i, *a, : ®, (Id, x ®,) =
Ry (®y X Id,) entre ®,, (Id, x ®,) et ®, (@, x Id,) tel que

ZP@ *aN *zPQXPQXPQ :zPQ *al\ﬂ

ainsi que D’existence d’un unique 2-isomorphisme de % noté iP@ *Cy 1y =
@y, (T2 It ) entre ®,, (Po x Pg) et @, (I It ) tel

N/ON/O7 TTN/ON/O N/@,N/O7TTN/ON/G

que
bpg ¥ Cy *lp_ypy = lpy * Cy.

Nous désignerons désormais ces 2-isomorphismes respectivement par d,,,  , a,,, ,

€y~ Le lemme suivant est laissé en exercice au lecteur.

Lemme 2.2.2. Le septuple (N/©,®,,.,0,,., 10,901 d0»Cue) €5t un 2-

monoide symétrique interne 4 6 .

Puisque ®,,. (Po x Po) = Po®, et I, = Pol,, le lemme suivant est

immeédiat au vu des définitions de a d

v Iver oo Cyer

Lemme 2.2.3. ) est un 1-morphisme de 2-monoides

(PG’ Z®N/®(P®><P®) ) ZEN/
symétriques internes a €.

Lemme 2.2.4. ng est un 2-morphismes de monoides symétriques internes a

€.

Démonstration. Le fait que 7 est compatible avec les contraintes de préser-
vation du produit découle immédiatement de la définition de ®, . Le fait
que 7 est compatible avec les contraintes de préservation de 'unité se déduit
directement de la remarque 2.1.7. O

Nous terminons cette section en démontrant la proposition 2.2.1

Démonstration. Soit ((T, Qs Iy goydiycn), (T, 1), 7') un 2-trivialisateur de
(®,7,a,0) dans 2-#ZonSym(¥€). Puisque (T,T,7) est en particulier un 2-
trivialisateur relatif & © dans ¢, il existe un unique 1-morphisme de ¢ noté
T:N/® — T entre N/© et T tel que

TP@ = T,

17*77@:7—'
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Nous considérons le 2-isomorphisme de &
P@ X P@ TXT
TxT

N x N N/ o xN/®
S S ———

P@><P® TxT

N/@
N/G®

Puisque 7 est un 2-isomorphisme de 2-.#onSym(%), nous voyons immeédia-
tement que le diagramme suivant est commutatif:

*(Ne XNe )*ig

i®T(7xf) N,N,M,M
@
®T(TXT)(P®XP®)®X® (TXT)(PQXP@) NxN,Mx M
®T(T X T)@ X © ®T(T X T)H;IXN,MXM
Bigxo t*inéxN,MxM
1
T®,0x0 T @y 1Ly e
TP@ Ry O X O TP@ Qy HiIXN,MxM
T ®y,, (Po X Po)Ox O T @&, (Pox P

i e *(ne Xne)* 1TN —_—
Dés lors, par définition de 2-systéme trivialisant dans ¢, il existe un unique
2—is0m0rphisme de ¢ noté t: @.(I'xT) = T®,,, entre @, (1" x T) et T®,
tel que

t*1 =t.

Po X Pgy
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Par ailleurs, nous désignons par t; le 2-isomorphisme de ¥

Nous laissons alors le soin au lecteur de vérifier que le triple (T,%,7;) est un
1-morphisme de 2-monoides symétriques entre N/©® et T. Il est alors clair que
(T?t?tl)(PQ’i®N/®(P®><P®)7ieN/o) = (T7t7t1>7

que
i %N =T
et que (T,%,%7) est I'unique 1-morphisme de 2-monoides symétriques entre N/©®
et T possédant ces propriétés.
Supposons que (T, ®., a,, I, g;, dy, c,), (T, ', t}),7') soit un autre 2-trivia-
lisateur de (®, v, a, ¢) dans 2-.#ZonSym(€) et que o : (T, t,tr) = (T",¢,t;) soit
un 2-morphisme de 2-monoides symétriques internes a € tel que

TP z T,
a*ipeﬂ \H]a*iH;M
T'P, , T,

T

Par définition de 2-systéme trivialisant dans ¢, nous savons qu’il existe un
unique 2-morphisme de € noté @ : T = T" entre T et T" tel que

A¥ip = a.

Dans €, puisque le 2-morphisme (a * i®N 3@, (T xT)=T'®, est tel que

i®_ﬂ_ #(T X T)*i

TN,N,M,M

®T(T X T)@ X © ®1I(T X T)Hi'xN,MXM

txi tx1 N
M‘H’ . . ) H/ HNXN,MXM
L ¥ y¥ig,

T®,0x0 MR LT 0 (8, X ®,) —l T @, T

NXN,MxM

axi % axi a*i® *1 g
ﬂ Oy OxO ®(®NX®M)\H N TN M

/ / 1
T ®N M ? Tl © (®N X ®M) /:> T ®N HNXN,MXM’
fad TyN,N,M,M T ey xey
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puisque le 1-morphisme ®, (T x T') est tel que
(T x T)(Po x Po) = @,(T x T)
et

T % X * 17 =1, *(TXT)*1
@ (TXT) (77@ 77@) TN, N,M,M S ( ) Tn,NMM

puisque le 1-morphisme T'®.., est tel que

N/©

F®N/@ (Po x Po) :FP®®N = TI®N

et

TN,N,M,M

* (e X Ne) *1i
O]

= iF * ((77® * i@]\r X @y )(ipe o iTN,N,M.M ))

= (1'% i®N Xy (i, 7y * iTN,N,M,M )

et puisque le 2-morphisme (@ * i%/ :2,(TxT)=T®,,. esttel que
©

N/©

((E*i®N/® )t) *lp ipy = (oz*i@N )t

ce dernier est donc 1'unique 2-morphisme de ¢ entre ®.(T x T) et T'®, P
possédant cette propriété, par définition de 2-systéme trivialisant dans . Dés
lors, puisque

(F(i®T * (@ x @)) * Uiy xry = t’(i®1I *(axa)) = (axiy ),
nous voyons que (@ * is,, )t = (?(i®T * (@ x @))). De plus, nous remarquons
immeédiatement la commutativité du diagramme

tr =

IT TIN TPGIN ———————— TIN/@
a*ilwﬂ/ &*iPGINM ﬂa*ilwe
I : T'1, TPy, ——=T'1,,,

ce qui montre que @ est un 2-morphisme de 2-monoides symétriques internes &

€. O

2.3 2-Systémes trivialisants et 2-conoyaux dans

2- M onSym(€)

L’objectif de cette section est d’établir une équivalence entre l'existence des
2-systémes trivialisants et des 2-conoyaux dans 2-.#onSym(%). Afin de ne
pas entretenir de confusions inutiles, nous précisons que dans cette section,
contrairement & la précédente, il n’est pas nécessaire de supposer que dans %,
les 2-systémes trivialisants commutent avec les 2-produits binaires.
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2.3.1 Les 2-systémes trivialisants de 2-.#onSym(%¢) sont
(presque) des 2-conoyaux

Nous établissons ici un lien unissant les 2-systémes trivialisants aux 2-conoyaux
de 2-.# onSym(%). Pour cela, considérons (M, ®,,, a,;, L, Gurs dyy» ¢, ) €t (N, @y,
ay, I, gy, dy, ) deux 2-monoides symétriques internes & € et (®,v,a,d) : N x
M — N une 2-action de M sur N dans 2-.#onSym(%). Nous désignons par w
le 2-isomorphisme de 2-.Z onSym(%)

N x M © N

 Nx1w ©

X

) ( PW’ Ml
dyXg Ry X Oy
(Tdy, Iy L) * (I M’\y\ .
-1

Idyx (I 1, 1d,,) (N x N) x (M x M) g ®n

A«HNM

1. -
X
RCIEAERR ) OxXO

N x (N x M) %o N x N.

Proposition 2.3.1. Si le triple (( N/O, @65 oy Lo Injes Gujes e )
(Po,psp1), Ne) est un 2-systéme trivialisant relatif  la 2-action (©,~,a, )

dans 2-#onSym(%), alors le triple ((N/@,®N/®,aN/Q,IN/Q,gN/Q,dN/Q,cN/Q),
1.1 .Id

(P@,p,pj),rf@) est un 2-conoyau du 1-morphisme M M NxM2 N

dans 2-MonSym(€), oit o = (pr i, Vo * i, , . ). Réciproguement,

si le triple ((N/@,®N/®,aN/Q,IN/Q,gN/Q,dN/Q,cN/Q),(P@,p,pj),n@) est un 2-

1,,1d
conoyau du 1-morphisme M —2% w) NxM 2 N dans 2-MonSym(%¥),

alors le triple (( N/O, ®y/6»r /e IN/Q,gN/Q,dN/Q,cN/Q),(P@,p7p1),7f@) est
un 2-systeme trivialisant relatif a la 2-action (®,v,a, ) dans 2-# onSym(€),



ol 1 est le 2-isomorphisme de 2-.# onSym(€)

P,
N © N/®

®y %71
B0

N
R S N 2 Po
7;}.-;@ XPpr P@XP@

Idyx (Il Idy)  Pox(Iyol,) N

// NN
A" xi
Tdy X (Iy1y) ¥ Hé«m
N x M T N.
1T
N,M

De plus,ijo = 1o, et 1o = No-

Démonstration. Soient (T,®,,a.,I;,g.,d,,c.) un 2-monoide symétrique in-
terne & €, (T,t,t;) : N — T un l-morphisme de 2-monoides symétriques et
T:T06(1,,1d,) = I.1, un 2-morphismes de 1-monoides symétriques in-
ternes & . Nous désignons par 7 le 2-isomorphisme de 2-monoides symétriques

internes & ¢

N x M N

deﬂ) U/ %
W
Id ><®

Idy x(1,1,)

Par définition de 2-systéme trivialisant dans 2-.# onSym(%), il existe un unique
1-morphisme de 2-monoides symétriques internes a ¢ noté (T,t,t;) : N/© — T
entre N/© et T tel que

(T,i,f])(P@,p,p[) = (T7tat1)
7;? *No = T.
Nous laissons alors le soin au lecteur de vérifier que (T,%,%;) : N/© — T est
P'unique 1-morphisme de 2-monoides symétriques internes & ¢ entre N/® et T

tel que -
(T7tat1)(P®7p7pI) = (T7tat1)



(7" i, ip *170) = 7.

Supposons de plus que (T7,t',t}) : N — T soit un 1-morphisme de 2-monoides
symétriques, que 7' : T' ® (I,1,,1d,) = I,1, soit un 2-morphisme de 2-
monoides symétriques internes a % et que a : T = T’ soit un 2-morphisme de

2-monoides symétriques internes & ¢ tel que 7'(a*i , , ,, ) = 7. Il est alors
N ™M’ "M

clair que 7/ (o % i) = (axi_, )7. Par définition de 2-systéme trivialisant dans
N, M

2-M onSym(€), il existe ui unique 2-morphisme de 2-monoides symétriques
internes & € noté @ : T' = T" entre T et T" tel que

a k1

=«
Po

et le triple ((N/@,@N/Q,aN/Q,
conoyau comme annonceé.
Réciproquement, supposons que le triple ((N/ ®,®

IN/®79N/®,dN/®acN/@)7(P®apap1)a77~(9) est un 2-

wor Ger Dijor Do e

d
N"M?

Crio)s (Pe,p,pj),ne) soit un 2-conoyau du l-morphisme M ﬂ N x
M s N dans 2-.#onSym(%). Soit alors ((T,®,,ay, I, gz, dyy c,), (Tyt, 1), 7)
un 2-trivialisateur de (®,~,a,d) dans 2-.#ZonSym(%€). Nous désignons par 7
le 2-isomorphismes de 2-monoides symétriques internes a ¢

N x M © N

mt
N,M

V4

Id,,) N T
I
M L1, T.

Par définition de 2-conoyau dans 2-.#onSym(%’), nous voyons qu'’il existe un
unique 1-morphisme de 2-monoides symétriques internes & € noté (T,¢,¢5) :
N/® — T entre N/© et T tel que

(I 1,y

(Tvﬂgl)(P@vpvpl) = (T7t7tl)

-—1 . . ~
(tl * ZlM )(ZT * 77@) =T.

Nous laissons alors le soin au lecteur de vérifier que (T,%,%;) : N/© — T est
I'unique 1-morphisme de 2-monoides symétriques internes & ¢ entre N/® et T
tel que

(T,E,%[)(P@,p,p]) = (T,tatl)

ZT*TIQZT’
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Supposons de plus que ((T, Ry gy Loy Gy Aoy €1 ) (T’,t’,t}),T') soit un autre 2-
trivialisateur de (®,~, «,d) dans 2-.ZonSym(%€) et que o : T = T’ soit un
2-morphisme de 2-monoides symétriques internes a ¢ tel que 7/(a x i, ) =
(a*i_, )7. Il est alors clair que

N,M

—-1 . . -1 . . .
(tl * 7’1M )(T * Z(INlM,IdM)) = (t/I * ZIM )(TI * Z(IleldM))(a * Z@(1N1M,14M))'

Par définition de 2-conoyau, il existe un unique 2-morphisme de 2-monoides
symétriques internes & € noté @ : T = T’ entre T et T" tel que

Q *1 =«

Po

et le triple (( N/®7 ®N/®’ CLN/Q, IN/QvgN/@de/@ch/@)v (P®vpapl)v7f®) est un
2-systéme trivialisant comme annoncé. O

Remarque 2.3.2. Les passages de 1 a 15 et 1o montre que les 2-systémes
trivialisants ne sont pas exactement des 2-conoyaux et inversement. Ceci justifie
le terme «presquey» dans le titre de cette sous-section, ainsi que dans celui de
la suivante.

2.3.2 Les 2-conoyaux de 2-.#ZonSym(%’) sont (presque) des
2-systémes trivialisants

Nous établissons ici un lien unissant les 2-conoyaux aux 2-systémes trivial-
isants de 2-.#onSym(%). Pour cela, considérons un 1-morphisme (F, f, f) :
(M, ®y, Cyys Ly Gy Ay €4) = (N, @y s Iy Gy dyys ¢) de 2-4 0onSym(F). Nous
désignons par ®,. le 1-morphisme de 2-.#onSym(%€)

Id F
Nx M 22 Nx N 24 N,

et par v, le 2-isomorphisme de 2-.#onSym(€)

(Idy x F)x(IdyxF)

(N x M) x (N x M) (N x N) x (N x N) & N« N

c
TN,M,N,M\L TN,N,M,M \L @

X By
(Idy xIdy)x(FXxF)
(N x N) x (M x M) (NxN) x (NxN) ®y
|
O X Oy K/Z_® xf Ry X ®y
N x M Td, xF N x N o N.
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ol ¢ désigne le 2-isomorphisme canonique évident induit par ¢,. Nous désignons
également par «,, le 2-isomorphisme de 2-.#ZonSym(%€)

Id x®,,
N x M x M N x M
Id xFxlIdy, /4 Id xF
Tdy x®y
N x N x M NXNxN———NxN
®N><IdMl ®N><‘IdN My l@N
N x M W N x N . N
et par 0, le 2-isomorphisme de 2-.#ZonSym(%)
(Idy,T,,1,)
N N’>"M N N % M
\ (ildN“fI_l*ilN)
(Idy,I,1,) ¢ | ldyxF
NxN
N.

Lemme 2.3.3. (®,, 7., 0,,0,) est une 2-action de 2-4 onSym(F).

Démonstration. Le résultat se déduit directement des définitions de 2-monoides
symétriques internes & ¢ et de 1-morphisme de 2-monoides symétriques in-
ternes 4 %. O

Nous désignons par v le 2-isomorphisme de 2-monoides symétriques internes
a¥

Id xF
N x M N x N

M
7
= ®y
(IN 1M’IdM) ®N
W

Le résultat suivant découle directement de la proposition 2.3.1.
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Proposition 2.3.4. Soit F': M — N un 1-morphisme de 2-.# onSym(%€). Sile
tT’L.ple ((N/QFﬂ ®N/@F 7aN/®F 7IN/®F b gN/QF k) dN/QF ) CN/QF )7 (PQF 7p)p1)7 77®F) eSt
un 2-systéme trivialisant relatif ¢ (®,,v,,ap,0,) dans 2- 4 onSym(€), alors
((N/®F7 ®N/®F 9 aN/QF 9 IN/QF ,gN/GF ’dN/QF ) CN/@F )7 (PQF 7p7p1)ﬂ 77<5F (iPQF * V))
est un 2-conoyau de F dans 2-.#onSym(€). Réciproquement, si le triple
((N/®F7 ®N/®F bl a/N/@F ) IN/QF 7gN/@F ,dN/GF ) CN/QF ) ? (PQF ?p7pI)7 77®F) eSt un 2_
conoyaw de F' dans 2-.# onSym(€), alors ((N/®F7®N/OF 1

1O/0, 0 /0 Ivje

dN/GF 1 Cso, ), (Po,.,p,p1), (Mo, (iPGF * v~1))) est un 2-systéme trivialisant re-
latif a la 2-action (©n,Vp, 0p, 0, ) dans 2-# onSym(€).

2.4 Structures 2-cofinales

Soient (F, f, fr) : M, ®,, ays Ly, 9> dus €) = N, @y, a4, L5 Gys dyscy) un 1-
morphisme de 2-monoides symétriques internes & € et ((Coker(F),®.,, a,

CF»
I deprCop),s (PF,p,pI),nF) un 2-conoyau de (F, f, fr) dans la 2-catégorie

CF? gCF » Y'CF ) ~CF

2-.#onSym(%). Dans cette section, nous établissons une condition suffisante
pour que ce dernier posséde une structure de 2-groupe symétrique interne a €.
Si 2-FrpSym(¥€) désigne la 2-catégorie Nous montrerons également que le 2-
foncteur d’oubli U : 2-¥rpSym(€) — 2-.4 onSym(%€) préserve les 2-conoyaux.

Dans ce but, nous introduisons la définition suivante.

Définition 2.4.1. Une structure 2-cofinale sur (F, f, f;) est la donnée d’un
triple ((Z7C5C1)a (®a9a91)76)7 ou (Z7C7CI) : (N7 ®N7aNaINagN7decN) — (N7 ®N7
aN7IN7gN’dN’CN) et (@’0701) : (N’ ®N’aN7IN7gN7dN’CN) — (M7 ®M’aM’IM[7\gM[7dM7
¢,) sont deux l-morphisme de 2-.#onSym(%€) et ou

(Idy,2)
N N x N

el v l%
M N

est un 2-isomorphisme de 2-.Z onSym(%).

Remarque 2.4.2. Contrairement & la définition 1.4.1, il devient ici nécessaire
que (0,6, 0;) soit un 1-morphisme de 2-monoides symétriques.

Soit ((Z,C,Cﬁ,(@,@,@;)ﬁ) une structure 2-cofinale sur (F, f, fr). Nous

70



considérons le 2-isomorphisme de 2-.#ZonSym(%€)

N z N P Coker(F)
/
(Uep Leoperry T coner )
Coker(F) x Coker(F) 9gr
F Pr >‘<Pp IdCoker(F)
(ICFlmrPFZFLI N NxN »
g 7iPFZF) /
s
% U k P
M z N M N ———> Coker(F).

S) F
W

Ieply®F=Icply

Dés lors, par définition de 2-conoyau, il existe un unique 1-morphisme de 2-
A onSym(€) noté (PrZ,pl,piCr) : Coker(F) — Coker(F) entre Coker(F) et
Coker(F) tel que

(mJTé-?E)(PFVPJQI) = (PFapapI)(ZaC7<I)

1

im*nF = (UF*i@F)(ipF *5*iF)(p*i(1dN,Z)F)(i®CF *(7’1; 7iPFZF))(gCF *iPFZF)'

Nous désignerons désormais ce 1-morphisme par (( ). _,()%,()*). Consi-

®'\ /1
dérons alors le 2-isomorphisme de 2-.# onSym(€)

Pr (Tdep( )EF,Z)

N Coker(F) Coker(F) x Coker(F)
(Id,,2)
%7
FO 5/ x N
Prl| 1, N Ocr
Pr
pr iy o
4
Coker(F) —~1 7 Coker(F)

CF



que nous notons 5. Nous avons déja rappelé dans la section 2.1 en introduisant
la définition de 2-monoide symétrique interne & ¢ que 1’égalité

C

%17 =1
cF Z(ICF’ICF) Z®CF(ICF’ICF)

est satisfaite dans €. A partir de cette derniére, nous montrons sans difficulté
particuliére que

1, )(i@CF * (il 1 7( ); ))(i@)CF(mCF,( Vi) *77F)

= (i1N1CF * 77F)(5 * ZF)

Par définition de 2-conoyau dans 2-.# oijym( ), il existe donc un unique 2-

isomorphisme de 2-.#onSym(€) noté 6 : @, (Id.,., ( )ip,) = Iople, entre
®epTdep, ()5 ) et 1,1, tel que

CF,Z
dxip =0

Nous désignerons désormais ce 2-isomorphisme par d.,, ,. Nous énongons alors
le résultat principal de cette section. Celui-ci découle directement de la défini-
tion de 2-groupe symétrique interne a €.

Proposition 2.4.3. Soient (F, f, f1) : (M, ®,,, @y, Lys Gu> diys €) = (N, @y, 0y

I, 9,,dy,c,) est un 1-morphisme de 2-monoides symétriques internes 4 € et

(((CO]C@?”( )s @y Oceps Lps Gops Aoy Cor ), (PR, DS DI, 77F) un 2-conoyau de (F, f,
f1) dans 2-#onSym(€). Si le triple ((Z,g,(;), (©,0,60r), ) est une structure
2-cofinale sur (F, f, f1), alors le nonuple (Coker(F), @y Geps Lop Geprs Aopes €
()ips0crz) €st un 2-groupe symétrique interne a % .

CF)’ ~CF?

Pour terminer, considérons un 1-morphisme de 2-groupes symétriques (G, g,
gI) : (G ® a’"’ m’gfﬂﬂd C () 6@) — (H ®H{[7a'l}ﬂ7 H’gH’d C () 5}[) in_
ternes & 4. Nous avons rappele dans la section 2.1 que le tr1ple (( );1’( )’; ,

H
(1)7) est un I-morphisme de 2-monoides symétriques internes & ¢’ entre H et lui-

1 I,
méme. Par ailleurs, le 1-morphisme H —+ 1 —+ G muni des 2-isomorphismes
de ¥

1.x1 I xI
H”™H ™ H
HxH———1x1 H x H
(I, 1y Idy,)
-1
By 1 L H Iy Oy
HxH
Iy
Idy
1
1y Iy

72



est un 1l-morphisme de 2-monoides symétriques internes a ¥. Enfin, le 2-
isomorphisme de ¢

(Idy,()7)
H x H

1 H 5]:11

v

1W Il ®H—I
I]H
/g IU\
1 I G e H.

est un 2-isomorphisme de 2-monoides symétriques internes a €, ce qui suit a
nouveau des rappels effectués dans la section 2.1. Dés lors, le triple

(O O O (Felas g %o v, ) (91 %, )3,)

H Iyl ®y’

est une structure 2-cofinale sur (G, g, gr) et si ((Coker(G), ®.q,acq, 1

cGo gCG ?
ey Coir)s (Pg,p,pl),ng) est un 2-conoyau de (G,g,g;) dans 2-.#onSym(%),
nous déduisons de la proposition 2.4.3 que le nonuple (Coker(G), @, ey s Lo s
o> decs Cor ( )ig e 1 0ca, ()= ) €St un 2-groupe symétrique interne a ¢

1 T H

Corollaire 2.4.4. Soient (G,g,91) : (G, ®¢, a4, Iy, 95, dey ey ()

G’

d;) — (H,
s Oy, Ly Gy Aoy €5 ()3, 0,) un 1-morphisme de 2-groupes symétriques internes
a € et (((Cok:er(G),®CG,am,[m,gm,dm,cm), (Pg,p,pj),ng) un 2-conoyau
de (G,g,9r) dans 2-#onSym(¥). Le triple ((Coker(G),® 1

CG 7’cGo CG’gCG7

degy Cear () 6 ), (Pa,p,p1),nG) est un 2-conoyau de (G,g,gr) dans

€G,05 7 TCG Oy

2-GrpSym(¥).

Q

Démonstration. Le résultat découle directement du fait que 2-ZrpSym(%) est
une sous 2-catégorie localement isomorphe de 2-.#ZonSym(%). O

2.5 Biadjoint a gauche au 2-foncteur d’oubli en-
tre 2-9rpSym(€) et 2-.# onSym(€)

Soit (M, ®,,, @y, Lys Gus dyy» ¢,) un 2-monoide symétrique interne & €. Consi-

dérons le 1-morphisme (Id,,, Id,) : M — M x M de 2-.#onSym(%) qui est
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généralement appelé 1-morphisme diagonal de M. Nous désignerons celui-ci
par Ay Dans cette section, nous supposerons que 2-.#onSym(%) posséde
les 2-conoyaux de tous les 1-morphismes diagonaux. Ceux-ci seront alors notés
((COkeT(AM>7 Oeagr Ceay ICAM » Jeay dCAM ) CCAM)’ (PAy> P, P1), 77AM) - Soient les
l-morphismes (I} 1T} ) : M x M — M xMet ®, : M xM — M de

M,M’

2- M onSym(%€). Considérons également le 2-isomorphisme de 2-.# onSym(%)

(Tdyy, (2 I )
M x M T e (M x M) x (M x M)
(IdMXM’(H;][,M’H;/H,M)) T
M,M,M,M
Oy M x M) x (M x M)
®M{ X®M{
M M x M.

Am

Le triple ((H;{M, H;IM), Qs (i®M , ckgl)) est alors une structure 2-cofinale sur Ay

et de la proposition 2.4.3, nous déduisons que (Coker(AM),®CAM,aCAM,ICAM,
« g )
Geny > eay > Cony ( )CAM’(H&’MW%,MV “M‘“&,M’%,M)) est un 2-groupe symétrique
interne a €.
Soit (F, f, fr) : M, ®,, @y Ly 9> s €)= (N, ®y, a, Ly, Gy dyys ¢y) un 1-

morphisme de 2-.# onSym(%’). Considérons les 2-conoyaux de 2-.# onSym(€)

P
M —22 > M x M ——2 > Coker(Ay) Ny : PayAu = Ly, 1u
Fl lFxF
N —— N x N———— Coker(Ay) Nay : PayAn = I, In.
An PAN

Du 2-isomorphisme de 2-monoides symétriques internes a &

M x M Fxr Nx N
Ay
MAN
Ay N Pay
F Teag In
M Coker(Ay),
Teay tu



nous déduisons de la définition de 2-conoyau qu’il existe un unique 1-morphisme
de 2-monoides symétriques internes & ¢, noté (Pa,(F x F)) : Coker(Ay) —
Coker(Ay) entre Coker(Apy) et Coker(Ay) tel que

(PAN(F X F))PAM = PAN(F X F)

b KTNAy = Ay * g
(PAN(FXF))

Notons que par unicité, (Pa,,(Id, x Id,)) = Id,,.. s, Puisque

Id Pa,, = Pa, = Pa,(Id,, x Id,,)

Coker(Ay)

) * = = ¥4 .
Zjdcoker(AM) Naw = NAw = NAy * g,

)

F.f, G.g, .
Notons également que si M LT N (9.91) P sont deux 1-morphismes de
2-monoides symétriques internes & ¢, alors par unicité,

(PA]P(GF X GF)) = (PAP(G X G)) (PAN(F X F))

vu que
(PA]P,(G X G)) (PAN(F X F))PAM = (PAP(G X G))PAN(F X F)
= Pa(GXG)F xF)
— Pa(GF x GF).
et
i(PAP(GXG))(PAN(FXF)) A = i(PAHD(GXG)) * i(PAN(FXF)) * NAw

= ¢ x * 1
! Pagaxay T AN * e

NAp * iG * ’LF
= TAp * iGF'
Soient (F,f, f1),(G,g,91) : M — N deux l-morphismes de 2-monoides
symétriques internes & € et soit a : F' = G un 2-morphisme de 2-monoides

symétriques internes a4 %. Celui-ci induit un 2-morphisme de 2-monoides
symétriques i, * (@ x @) 1 Pay(F X F) = Pa,(G x G) internes & ¢ qui
N
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est tel que le diagramme

iPAN *(axa)*iAM
Pay(F x F)Ay ———X PA (G % Q) Ay
NN
Pa,AnF S Pa,AnG
UAN*Z'Fﬂ/ ' H/WAN *ig
ZICAN 1y *o
IcAN INY IcAN 1InG
ICAN Im

est commutatif dans 2-.#ZonSym(%). Par définition de 2-conoyau dans 2-
M onSym(%), il existe un unique 2-morphisme de 2-monoides symétriques

internes a ¢, noté (iPAN *(ax ) : (Pag(FxF)) = (Pa,(GxG@G)) entre
(Pay(F x F)) et (Pa,(G x G)) tel que

(z‘PAN * (a0 X ) * ipy, =ipy, *(axa).

Notons que par unicité, (iPA (i, X i,)) = puisque
N

S
(Pay (FXF)

CragaEy Pay T Vea ke, | Pagxe) T teay Mk T tea ¥ (ip X ip).
Notons également que si (F, f, f1),(G,g,91),(H,h,h;) : M — N sont trois 1-
morphismes de 2-monoides symétriques internes & € et que si a : F = G,

B : G = H sont deux 2-morphismes de 2-monoides symétriques internes a €,

alors par unicité, (iPAN * (Ba x Ba)) = (iPAN * (B x B)) (iPAN * (@ X a)) car

((iPAN * (B x ﬁ)) (iPAN * (a X a))) *iPAM

- ((iPAN « (B x B)) * iPAM) ((iPAN (o x a)) * iPAM>
(iny, * (B % B)(in, *(axa))
=ip, ¥ (B x B)(ax )

iPAN * (Ba x Ba).

Notons enfin que si (F, f, f1),(G,g,9r) : M — Net (H,h,hy), (K, k, kr) : N —
P sont quatre 1-morphismes de 2-monoides symétriques internes a € et que si
a:F=(Get : H= K sont deux 2-morphismes de 2-monoides symétriques
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internes & ¢, alors par unicité, (z’PAIP * ((Bxa)x (B a))) = (iPAP * (B x B))x*

(ip, *(ax a)) puisque
N

(iPA]P * (B x B)) * (z'PAN * (a X a)) *z’PAM = (iPAP x (B x B)) * iPAN * (@ X a)
=ip, * (8% B)x(axa)
= Z'PA: * ((B*a)x (Bx*a))
Nous avons ainsi construit un 2-foncteur
L:2-AonSym(€) — 2-GrpSym(€)

(Pay (FxF))
F
s 1~
M Yo N " Coker(Ay) (ipy, *(@xe) Coker(Ay)
~_ 7 \{y/
G

(Pay(Gx@))

Nous pouvons alors démontrer le résultat central de ce chapitre.

Théoréme 2.5.1. Soit € une 2-catégorie possédant les 2-produits finis et telle
que 2-M onSym(€) posséde les 2-conoyauz des 1-morphismes diagonauz. Dans
ce cas, le 2-foncteur I construit ci-dessus est le biadjoint a gauche au 2-foncteur
d’oubli U : 2-4rpSym(€) — 2-.4 onSym(F).

Démonstration. Nous définissons la 2-unité N : Id, 4onsyme) = UL de la bi-
adjonction, pour tout 2-monoide symétrique (M, ®,,, a,,, I, g,,, dy,, ¢, ) interne
a €, par le 1-morphisme de 2-.#Z onSym(%)

(Idy,. 1,

I 1 P,
N, =M LAt ovg 22 Coker(Ay)

et pour tout l-morphisme (F,f, f;) : M — N de 2-.#onSym(%), par le 2-
isomorphisme de 2-.Z onSym(€)

(Idy, I 1,,) P,
M— M N M —— Coker(Ay)

Gpofr iy )
ng:= F (P10 Y| FxXF i(PAN(FxF))

N Taiiy) N x N o Coker(Ay).

La 2-transformation N ainsi construite est naturelle. En effet, si v : (F, f, f7)
(G, g,gr) est un 2-morphisme de 2-.ZonSym(¥), alors ng(iPA * (o X a))
N

U

(iy, * @)nF vu que g7 *iIM) =t
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Pour démontrer la biadjonction & gauche , au vu de la caractérisation pro-
posée par Fiore dans le théoréme 9.16 de [Fio06], il suffit de démontrer que le
foncteur

Q: HomQ—%rpSym(‘f) (CO]’CG’I’(AM), G) — HomQ—/flonSym(ﬁa’) (Ma G)
Uy Ui
N, TN
(Cok:er(Am c = M5 Coker(Aw) Yv G
\_/ kU/
Uz 2

est une équivalence. Pour cela, soit (V,v,vr) : (M, ®, 1,5 oy Gogs Dugs Co) —
(G,®¢, 1, 04,9, dy, ¢;) un 1-morphisme de 2-.#Z onSym(€). Soient également

le 1-morphisme M x M VXV, GxG Tex0 GxG %’% G et le 2-isomorphisme
M—" > MxM—Y > G xG
lldgx( )E,
1.1, GxG
-
G G

de 2-#onSym(¥). Par définition de 2-conoyau, il existe un unique mor-
phisme ®_(Id, x ()5)(V x V) : Coker(Ay) — G de 2-.#onSym(%) entre
Coker(Ay) et G tel que

R (Ldy x ())(V X V)Pay = @ (Ide x ()2)(V x V)

*NAy = Op ¥ 0y -

—_
B Tdg xOF)VXV)

Soient également (Vi,v1,v1,), (Va,v2,v2,) : (M, ®,, 1,50y, Gy» dus &) — (G,
®gs Igs g, gy, dy, ¢;) deux 1-morphismes et v : (Vi,v1,v1,) — (Va,v2,v2,) un

2-morphisme de 2-.#ZonSym(%). Puisque le diagramme

i®@(1dGX( )E)*(qu)*iAM
®;(Idg x ()2)(Vi x V1)Am ®e(Id, x ()5)(Va x Va)Ay
) log (Tag x On)ag Y .
®G(IdG X ( )G)AGVI ®G(IdG X ( )G)Agvg
5G*ivl A SGMV2
IG:[GVI o IGlGVQ
IGlM IGIMa
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il existe, par définition de 2-conoyau, un unique 2-morphisme

X0 @0, X )V X Vi) = B, (0d, < (J5) (Ve X V)

og ragxOx)

de 2-.#onSym(€) entre @ (Id, x ()2)(V1 x V1) et @,(Id, x ()z)(Va x Va)
tel que

log (rag <O * (v xv) *lpy = lagagOg ¥ (v xv).

Dés lors, le foncteur

e HomQ—//lonSym(%) (Mv G) - HomQ—%rpSym(%) (COker(AM)a G)

®G(Id@><( )E‘,)(levl)

i _ ]
M v G 7 Coker(Am) tog i, x()n*@>v) G
\_/ \U] i

V2

® (Tdg x()%)(V2xVa)

est I’équivalence inverse de 2. En effet, pour tout objet (V, v, v;) de la catégorie
Homs__zonsym(#)(M, G), nous avons un 2-isomorphisme

QU (V) : @, (Id, x ()5)(V x V)N, 2 v

de 2-.# onSym(%€) défini comme suit

" Coker(Ap)
(Id IMllIVﬂ)
Py,
VI 1 M x M
(Id /VXV
v i O *Zl VG x G B (Tdgx ( )5)(VxV)
%
GxG
dgl*iv ®
P G
G Id &

G

Clairement, ce 2-isomorphisme est naturel en V et nous obtenons ainsi un
isomorphisme naturel

0:Q0Q" = 1Id

Homy__z/onSym (%) M:C) "
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Par ailleurs, pour tout objet (U, u, ur) de Homy_g,p5ym«) (Coker(Awm), G),
nous avons un 2-isomorphisme zy; de 2-ZrpSym(%) définit comme

Pay

M x M Coker(Apy)
Ny XNy,
L) x LM) 2L 6 x G
(Idy Ty 1) X (T 1,1 dyy)
iy ><¢;1”
Id, x( )j
Tdy gy X (gay,
Pay (M x M) x (M x M) B (Tde x()Z)[UN, xUN,)
x G
B¢
Coker(An) G.

Celui-ci induit un unique 2-isomorphisme xr : ®,(Id; x ( )z)(UN,, x UN,;) =
U de 2-9rpSym(%’) entre Q*(QU)) = @,(Id, x ( ):)(UN,, x UN,) et U tel
que

x 1 = Ty.
XU Pay u

Ceui-ci est naturel, puisque I'isomorphisme ¢, intervenant dans le diagramme
ci-dessus est naturel par construction (voir section 2.1) et que, par définition,
les 2-morphisme de 2-groupes symétriques sont compatibles avec les contraintes
de compatibilités avec le produit w intervenant dans ce méme diagramme. Nous
obtenons ainsi un isomorphisme naturel

X: Q" oQ=1Id

Homy g, gym () (Coker(Ay),6)

ce qui termine la démonstration. O
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Chapitre 3

Description ensembliste des
2-systémes trivialisants

Dans le chapitre 3, nous donnons une description ensembliste des 2-systémes
trivialisants et des 2-conoyaux internes & la 2-catégorie des groupoides ¥rpd,
ainsi qu'une description ensembliste du biadjoint & gauche L : 2-.#onSym —
2-9rpSym. Dans la section 1, nous rappelons les descriptions ensemblistes
usuelles des produits cartésiens et des produits fibrés dans la catégorie Ens
des ensembles, ainsi que les descriptions ensemblistes usuelles des 2-produits
cartésiens et des 2-produits fibrés dans la 2-catégorie ¥rpd des groupoides.
Nous rappelons également les définitions des 2-foncteurs Il et II;. Dans la
section 2, nous donnons une description ensembliste d’un systéme trivialisant
relatif & une action d’un monoide commutatif M sur un ensemble S (proposition
3.2.1). Nous démontrons que dans Ens, les systémes trivialisants commutent
avec les produits binaires (proposition 3.2.3) et nous déduisons des théorémes
de transfert du chapitre 1 une description des systémes trivialisants internes
a la catégorie des monoides commutatifs (corollaire 3.2.4). Des théorémes
d’équivalence du chapitre 1, nous en déduisons une description ensembliste des
conoyaux des morphismes de monoides commutatifs (corollaire 3.2.5) et donc
une description ensembliste de ’adjoint & gauche L : MonCom — GrpCom
(corollaire 3.2.6). De la méme fagon que le chapitre 1 préparait le chapitre 2,
la section 2 de ce chapitre prépare les derniéres sections de celui-ci: les résul-
tats sont essentiellement ceux de la section 2 énoncés dans le contexte enrichi
de la 2-catégorie ¥rpd. Dans le section 3, nous donnons une description en-
sembliste d’un 2-systéme trivialisant relatif & une 2-action identitaire sur la
symétrie diagonale d’une 2-monoide symétrique M sur un groupoide S (propo-
sition 3.3.13). Dans la section 4, nous donnons une description ensembliste
des 2-actions réduites relativement a une classe d’endomorphismes & (proposi-
tion 3.4.7) et démontrons que les 2-actions réduites relativement a des classes
d’endomorphismes étirantes commutent avec les 2-produits binaires (proposi-
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tion 3.4.9). Dans la section 5, nous démontrons que les 2-systémes trivialisants
relatifs & une 2-action réduite ®® relativement a la classe d’endomorphismes
&o = {idy @ car,m|N € Ob(N),M € Ob(M)} sont des systémes trivialisants
de la 2-action ® (théoréme 3.5.2). Nous en déduisons une description ensem-
bliste des 2-systémes trivialisanst relatifs & une 2-action ©® : S x M — S d’un
2-monoide symétrique M sur un groupoide S. Puisque la classe &g est étirante
(lemme 3.5.1), nous démontrons que dans ¥rpd, les 2-systémes trivialisants
commutent avec les 2-produits binaires (théoréme 3.5.5) et nous déduisons des
théorémes de transfert du chapitre 2 une description des 2-systémes trivial-
isants internes a la 2-catégorie des 2-monoides symétriques (corollaire 3.5.7).
Des théorémes d’équivalence du chapitre 2, nous en déduisons une descrip-
tion ensembliste des 2-conoyaux des 1-morphismes de 2-monoides symétriques
(corollaire 3.5.8) et donc une description ensembliste du biadjoint & gauche
L : 2-.4 onSym — 2-GrpSym (corollaire 3.5.10).

3.1 Rappels

3.1.1 Produit cartésien, produit fibré, coégalisateur de
graphe réflexif

A) Produit cartésien dans Ens

Nous rappelons la description ensembliste du produit cartésien dans Ens. Si C'
et D sont deux ensembles, alors les éléments de C' x D sont les couples (¢, d),
ou c € C et d € D. Nous avons les projections canoniques

T, CxD—=C w2, CxD—=D
(¢,d)— ¢ (¢,d) —d

Siby : B — Cetb : B — D sont deux applications, alors l'application
canonique (b1, bs) se décrit comme

(bl,bQ)ZB%CXD
x> (b1 (z), ba(x)).

B) Produit fibré dans Ens

Etant donné deux applications d’ensemble

C

lf
DT‘E,
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le produit fibré de f et g est 'ensemble C',x D définit par
{(¢,d)|ce C,d € D, f(c) = g(d)}.
Nous considérons les applications canoniques
p;,:C;x,D=C p?, :Cx,D—=D
(¢,d) — ¢ (c,d) —d
qui sont telles que le diagramme

1
p
f.9
OfXgDHC

est commutatif. Le produit fibré C',x D posséde la propriété suivante: si
B—C

b2 f

D——F—F

est un diagramme commutatif, alors

(b1,b2) : B — C x D
x> (bi(x), b2 (X))
est l'unique application entre B et C ,x D tel que
Py, (b1,ba) = b1, p° (b1, ba) = bo.
De plus, si les applications f et g sont des morphismes de monoides, alors le
produit fibré C' x D se dote d’une structure de monoide évidente. Nous laissons

les détails et les vérifications usuelles en exercice pour le lecteur.

C) Coégalisateur dans Ens

Nous rappelons également le résultat suivant que nous utiliserons dans ce

f 94 h q
chapitre: si A —=RB _te Coeg(f,9), C—=D L Coeg(h, k)
g k
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fxh Qish gx . .
et Ax O —=%Bx D% Coeg(f x h,g x k) sont trois coégalisateurs
gxk

dans Ens et si vy : B — A, ro : D — C sont deux applications telles que
fr1 = idg = gr1, hro = idp = krsy, alors il existe un isomorphisme canon-
ique entre Coeg(f x h,g x k) et Coeg(f,g) x Coeg(h,k) (voir par exemple la
remarque 3.2 de [ARV11]).

3.1.2 2-produit cartésien, 2-produit fibré
A) 2-produit cartésien dans ¥rpd

Nous rappelons la description ensembliste du 2-produit dans ¥rpd. Si C et
D sont deux groupoides, alors les objets du groupoides C x D sont les couples
(C, D), ot C est un objet de C et D est un objet de D. Un morphisme (C, D) —
(C',D’) de C x D est un couple (f,g), ou f: C — C’ est une morphisme de C
et g: D — D’ est une morphisme de ID. Nous avons les projections canoniques

I, :CxD—C I :CxD—D
(C,D) ¢ (C, D) D
m% Hlf m% =
(C', D" ' (C', D" D’

Si By : B — Cet By : B— D sont deux foncteurs, alors le foncteur canonique
(B1, B2) est défini par

(By,B) :B—C xD
x  (Bi(X), Bx(X))
ulw lwmwm»
y  (BuY),Ba(Y))

SiB] :B — Cet B :B — D sont deux autres foncteurs et si wy : By = B,
wo : By = B sont deux isomorphismes naturels, alors I’isomorphisme naturel
canonique (wy,ws) : (B, Ba) = (B, BS) est défini, pour tout objet X de B,
par ’application

(w1 w2y)

(B1(X), B2(X)) (B1(X), By(X)).

B) 2-produit fibré dans ¥rpd

Etant donné deux foncteurs entre des groupoides
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C
lF
D T> E,
le 2-produit fibré de F' et G est le groupoide C, x_ D définit comme suit: les
objets sont les triples (C, D, s), ou C est un objet de C, D est un objet de D
et s: F(C) — G(D) est un isomorphisme de E. Un morphisme (C,D,s) —
(C",D',s") de C.x,D est une fleche (f,g) : (C,D) — (C',D’) de C x D telle
que
G(g)s = s'F(f).

Nous considérons les foncteurs canoniques

P, :Cx,D—C P2 :Cox,D—=D
(C7D78) C (C’D)S) D
(f,g)i =S (f,g)l =19
(c.p,s) c,p,s) D

et I'isomorphisme naturel

défini pour tout (C,D,s) € Ob(C, x.D) par

7 = F(PL((C.D,5))) = F(C) % G(D) = G(P? . ((C.D.s))).

F,G,(C,D,s)
Le 2-produit fibré C,_x_ D posséde la propriété suivante: si

B,
_—

B C
le 5/ ‘F
D

el E,



est un isomorphisme naturel, alors
(B1,B2,8) :B— C_.x,D
X (B1(X), B2(X), Bx)
ul = i(Bl(u)qBAU))
vy  (Bu(Y), B(Y), By)

est 'unique foncteur entre B et C,_x_D tel que
P;’G<Bl7327ﬁ> = B17 PE,G<B17BQ>ﬂ> = B2

et tel que

Tpe *Upy By8) — B;

de plus, si

’
Bl
R

B C
B;l 5’/ ‘F
D

G E,

est un isomorphisme naturel et si wy : By = B}, ws : By = B} sont deux
isomorphismes naturels tels que

B(ip xwi) = (ip * w2)p,

alors isomorphisme naturel (wi,ws) : (B1, Ba, 8) = (B}, B4, 8') défini pour
tout X € Ob(M) par

(wr,a)p 1= (Br, Ba, BY(X) = (Bu(X), Ba(X), B) 2%

(B1(X), By(X), Bx) = (B, B, B')(X)

est 'unique isomorphisme naturel entre (B, Ba, 8) et (B, B, 3') tel que

iPl * <W17W2> =wp et Z.P2 * <w17w2> = Wwsy.

F,.G F.G
Nous rappelons également que si les foncteurs F' et G sont munis d’une structure
de 1-morphisme de 2-monoides, alors le 2-produit fibré C,_x_D se dote d’une
structure de 2-monoide évidente. Nous laissons les détails et les vérifications
usuelles en exercice pour le lecteur.
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3.1.3 2-foncteur II,

Soit C un groupoide. Nous représentons par Il (C) ’ensemble dont les éléments
sont les classes d’isomorphismes des objets de C (ces classes seront notées entre
crochets [ ]). Tout foncteur entre groupoides F' : C — D induit une application

Mo(F) : IH()((C) — 11_[0(]]))
[A] = [F(4)].

Par ailleurs, si a : F' = G est un isomorphisme naturel, alors Iy (F) = Iy (G).
Nous construisons ainsi un 2-foncteur

Iy : 9rpd — &ns,

ou &ns désigne la 2-catégorie discréte des ensembles et des applications. Notons
que ce 2-foncteur préserve les 2-produits binaires puisque si C et D sont deux
groupoides, alors

TC,b - IH()((C) X ]H()(]D)) — ]Ho((c X ]D))
([A], [B]) = [(4, B)]

meh : Ho(C x D) — p(C) x Mo (D)
[(A, B)] = ([4], [B])

sont deux isomorphismes inverses 'un de lautre. Si (M, @, am, Int, g, d)
est un 2-monoide de ¥rpd, nous considérons le produit sur ITo(M) définit par

[A] *E[O(M) [B] = [A ®m B]
ainsi que I’élément neutre définit par
emgan = [Im]-
Nous avons ainsi un 2-foncteur
Iy : 2— A on(Grpd) — A on(Ens),

ou .# on(Ens) désigne la 2-catégorie discréte des monoides de la catégorie des
ensembles. Nous pouvons le restreindre au 2-foncteur

Iy : 2— A onSym(9rpd) — M onCom(Ens),

ou .#onCom(Ens) désigne la 2-catégorie discréte des monoides commutatifs
internes & la catégorie des ensembles.
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Remarque 3.1.1. Dans la suite, les monoides (commutatifs) et les groupes
(commutatifs) internes a Ens seront respectivement appelés monoides (commu-
tatifs) et groupes (commutatifs). Les 2-monoides (symétriques) et les 2-groupes
(symétriques) internes & ¥ at seront simplement appelés catégories monoidales
(symétriques) et catégories groupales (symétriques). Les 2-monoides (symé-
triques) et les 2-groupes (symeétriques) internes a ¢rpd seront, quant a eux,
simplement appelés 2-monoides (symétriques) et 2-groupes (symétriques)

Remarque 3.1.2. Toute 2-action (®,a,d) : S x M — S d’un 2-monoide

symétrique (M, ®,,, I, Gy, dyy s Gy » ¢, ) Sur un groupoide S induit une action du

monoide commutatif ITy(M) sur ’ensemble TIy(S)

Mo(S) x TTo(M) =% Ty (S x M) 22 14(8)

que nous désignons par Ily(©®).

3.1.4 2-foncteur II;

Soient (M, ®,,, ay, I, 9y, d,,) un 2-monoide de ¥rpd et f,g € Hom, (I, 1,).
Au vu de la commutativité du diagramme

f g
I, I, I,
\
My l dMIM =9y, igMI
v
I, ®,1, W I, ®, 1, W’ I, ®,1,

IM®MIM%IM®MIM4>IM®MIM

\L idr, ®g | J®idr, i

M

—1 d71
MIM

g
MIy,

=d~!
M MIM

IM g IM f IM

nous rappelons que Hom,,(I,,I,) est un groupe commutatif pour la com-

position des fleches (voir par exemple, [Sin75]). Nous le notons Iy (M). Si
(F7 f? fI) : (M7 ®M’ aM? IM[? gM[? dM) - (N7 ®N7 a’N’ IN’ gN? dN) eSt un 1_morphisme
de 2-monoides de ¥rpd, on construit un morphisme de groupes commutatifs

Ml(F) : Ml(M) — Ml(N)
te IR f

Par ailleurs, si «: (F, f, f,) = (G, g,g,) est un 2-morphisme de 2-monoide de
Yrpd, alors IT; (F) = 1, (G). Nous construisons ainsi un 2-foncteur

I, : 2—. A on(Grpd) — GrpCom(Ens),
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ot ¥rpCom(Ens) désigne la 2-catégorie discréte des groupes commutatifs in-
ternes & Ens. Nous pouvons le restreindre au 2-foncteur

I, : 2— A onSym(9rpd) — GrpCom(Ens).

3.2 Description ensembliste des systémes trivia-
lisants

Dans cette section, nous donnons une description ensembliste des systémes
trivialisants dans la catégorie Ens. Pour cela, considérons une action o : § x
M — S d’un monoide commutatif (M, x*,,,e,,) sur un ensemble S. Soit alors
R, une relation sur S définie par:

R, :={(s,s") € Sx S|F(m,m')e M xM:som=s"om'}.

Sis € S, alors (s, s) € R, puisque soe,, = soe,, et R, est une relation réflexive.
Si (s,s") € R,, alors som = s’ om/ pour un certaln couple (m,m') € M x M
et puisque s’ om’ = s om, nous avons que (m',m) € M x M et donc que
R, est une relation symétrique. Si (s,s’), (s',s”) sont deux éléments de R.,
alors il existe quatre éléments m, m’, n, n’ de M tels que som = s’ om/ et
s'on = s"on'. Dés lors, mx*,, n et n’ *,, m’ sont deux éléments de M tels que

(som)o
= (5o )

"o (m' x,, n)

50 (mxy )

s'o(nx,, m)
— (fomom’
= (s"on')om’

s"o(n' *, m)

et donc (s,s”) € Ro ce qui montre que R, est une relation transitive. Nous
avons ainsi montré que R, est une relation d’équivalence sur S. Soient alors
Pensemble quotient S/R, (si s € S, nous noterons [s] sa classe d’équivalence
dans S/R,) et la projection canonique

o:S — S/Rg;
s = [s]

Proposition 3.2.1. Le couple (S/Ro,po) construit précédemment est un sys-
téme trivialisant relatif a o.
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Démonstration. Remarquons que si (s,m) € S x M, alors (s o m,s) € R,
puisque (som)oe,, = so(mx,, e,,) = som. Ainsi [som| = [s] et p,o = powévM.
En particulier, (S/R,, po) est un systéme trivialisant relatif & o. Supposons que
T soit un ensemble et t : S — T une application telle que tp, = tﬂ';M. Notons

que si [s] = [¢'] dans S/R,, alors il existe m, m’ € M tels que som = s om/
et donc
t(s) = t(som)
= t(s'om)

= t(s).
Nous considérons alors I'application
t:S/R, — T
[s] — t(s).

Clairement, tp, = t et t est 'unique application entre S/R, et T possédant
cette propriété. O

Remarque 3.2.2. Soit une action o : S x M — S d’un monoide commutatif
(M,x*,,,e,,) sur un ensemble S. Pour s € S, nous avons I’application

so_:M — S

m +— som
Pour s et s’ € S, nous considérons le produit fibré

M x

so_""slo

M ={(m,m')e M x M|som=s"om'},

que nous désignons plus simplement par M x , M. Si R, désigne la relation
d’équivalence sur S introduite ci-dessus, alors nous pouvons dire que (s,8') €
R, si et seulement si M WX, M est non vide. Cette observation nous sera utile
dans la prochaine section, lorsque nous construirons les 2-systémes trivialisants
de ¥rpd.

Proposition 3.2.3. La catégorie Ens posséde les systémes trivialisants et ceuz-
ci commutent avec le produit binaire sur la diagonale.

Démonstration. L’application (idg,eplg) : S — S x M est telle que
O(ids, €M15> = ids = 7T§7M(Z'ds, eMls).
Dés lors, la conclusion découle du rappel C de la sous-section 3.1.1 O

L’isomorphisme inverse de ’application canonique

Do X Do : (S X S)/Rgzs — S/Ro X S/Ro
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est application

Do X Do :S5/Rox S/Ry — (Sx58)/Rexs
([s],[sT) = [(s,8)].

Le résultat suivant découle alors de la proposition 1.2.1.

Corollaire 3.2.4. Si (N,x,,e,) et (M,x,,,e,,) sont deux monoides commu-
tatifs et si o : N X M — N est une action interne a la catégorie des monoides
commutatifs, alors N/R, muni du produit
o - N/Ro x N/R, — N/R,
([n], [n]) = [y 1]

et de l’élément neutre e, = [e\]| est un monoide commutatif et le couple
((N/Ro, %y n.»€x o) Do) €st un systéme trivialisant relatif o o dans la caté-
gorie des monoides commutatifs.

Le résultat suivant se déduit de la proposition 1.3.4, de la proposition 1.4.3
et du corollaire 1.4.5.

Corollaire 3.2.5. Soit f : (M,*,,,e,,) — (N,x,,ey) un morphisme de
monoides commutatifs. Le systéme trivialisant ((N/of,*N/of,eN/of )7Pof), ot

o, désigne l'action interne a la catégorie des monoides commutatifs

id f *
Nx M2 N NI N,

est le conoyau de f dans MlonCom. De plus, si ((,0) est une structure cofinale
sur f, alors (N/o,, *N/Of,eN/of) muni de lapplication
o, ¢ Nfo, = NJo,
[n] = [¢(n)]

est un groupe commutatif. Dans ce cas, si f est un morphisme de groupes

commautatifs, alors ((N/of,*N/of,eN/of N )Tv/of,( - )7pof) est le conoyau de f
J N

dans GrpCom.

Le résultat suivant se prouve a partir du corollaire précédent et du théoréme
1.5.2.

Corollaire 3.2.6. Le foncteur d’oubli U : GrpCom — MonCom posséde un
adjoint & gauche L. Pour tout monoide commutatif (M,x*,,,e,,), il existe un
unique isomorphisme de groupes commutatifs [,

L(M) — (Coker(Any) €ony, s ( )ZAMw =)

*
y oAy
M,M’ M,M

91



ot ((Coker(Any), * e )sPA,, ) est un conoyau du morphisme diagonal

N N 7 CAN D TCAN : , . .
An et ou ()7 (nd )) : Coker(Apnr) — Coker(Apy) est Uapplication
M (T

2
MMM, M
d’inversion issue du lemme 1.5.1, tel que pour tout morphisme de monoides

commutatifs f: (M, x*,,,e,,) = (N,*y,ey), on ait

pAN(f X f)lM = lNL(f)

3.3 2-systémes trivialisants dans ¥rpd relatifs a
une 2-action identitaire sur la symétrie diag-
onale

L’objectif des trois prochaines sections est de donner une description ensemb-
liste des 2-systémes trivialisants dans la 2-catégorie ¥rpd. Dans cette section,
nous construisons des 2-systémes trivialisants relatifs & des 2-actions parti-
culiéres que nous appellerons «identitaires sur la symétrie diagonale» et dont
la définition est la suivante.

Définition 3.3.1. Soit (®,,d) : S x M — S une 2-action d’une catégorie
monoidale symétrique (M, ®,,, @y, Ly, 9> dyy» ¢y) de Frpd sur un groupoide S.
Celle-ci est dite identitaire sur la symétrie diagonale si pour tout objet S de S
et tout objet M de M, I'identité

idg, Oc =1d

Mar, m SO(M®y, M)
est satisfaite.

Remarque 3.3.2. Le fait, pour une 2-action, d’étre identitaire sur la symétrie
diagonale comme introduit ci-dessus, n’est pas une notion totalement inédite
dans la littérature catégorique existante. En effet, dans le point 1.4.1 de P'exposé
XVIII «La formule de dualité globaley» de [Del73], P.Deligne introduit, pour le
produit ®,, d’une catégorie monoidale symétrique (M, ®,,, G, I, Gyy» dy» ) 1€
fait d’étre strictement commutatif, c’est-a-dire que pour tout objet M de M,
I'identité
CMMM = idM®M1vI

est satisfaite. Cette notion de Deligne est un cas particulier de celle introduite
ci-dessus, puisque le produit ®,, est strictement commutatif si et seulement si
la 2-action ®,, : Ml x Ml =+ M est identitaire sur la symétrie diagonale.

A partir de maintenant, nous travaillerons exclusivement dans la 2-catégorie
@rpd et toutes les catégories rencontrées seront des groupoides. Etant donnée
une 2-action identitaire sur la symétrie diagonale (®, @, d) : SxM — S d’un 2-
monoide symétrique (M, ®,,, a,,, Ly 9y dy» ¢, ) interne & ¥rpd sur un groupoide
S, nous construisons un groupoide noté S/® de la facon suivante.
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Remarque 3.3.3. L’hypothése que la 2-action (®, a,d) est identitaire sur la
symétrie diagonale sera utilisée pour montrer que les fleches de la catégorie
S/® sont inversibles (voir proposition 3.3.8).

Objets. Les objets de S/® sont ceux de S.

Fléches. Si S est un objet de S, nous commengons par remarquer que celui-ci
induit un foncteur

SoO—-—M — S
M SoOM
fl — lidS(Df
N SON

Si S et T sont deux objets de S. Nous pouvons alors considérer le 2-produit
fibré

PSo_ o
M., x. . M

SO-"TO

M
Pg@j@l 7TS@—,TQf/ lS@
M S

TO—

que nous désignons plus simplement par (M x, M, P$ 1, P3 1, ). Nous avons
alors un foncteur

Qg pt (Mg, M) xM — M x, M

((M, N, 3)7 P) (M ®M P& N ®M{ Pv a;}\r,p(s © idP)OéS,ZM,P)
((f,g),h)l = i(f@Mh,g@@Mh)
(U, V,1),Q) U, Q, Ve, Qo (teidy)ag, ).

Notons que pour tout objet (M, N,s) de M, x, M et tout objet P, Q de M,
nous avons une fleche de M x, M

a>T :(M,N,s)®s1 (P®Q)— (M,N,s)®s1 P) ®s1 Q

(M,N,s),P,Q
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définie par O‘<SJC1T,N,S>,p,Q = (aMM o iy p Q) puisque le diagramme

(50 M) 0 (P, Q) =2 (T 0 N) @ (P&, Q)

@ al
5,M,P®,Q T,N,P@y, Q

SO Mo, (P, Q) To(N®, (P®,Q)
ids GQMM,P,Q idT QGMN,P,Q
So(M®, P)®, Q) |*somrae oronre| TO((N®,P)®,Q)
s, M3, P.Q O‘;,IN@)MP,Q

(So(Me, P)) e, Q (To (N, P), Q

id 1 .
QS,M,P®Mlx /a:’NYP®Mde

(SoM)oP)®, Q(WQ((TGN)®P) By Q@

est commutatif. Clairement, la famille de fleche o7 ainsi construite est na-

turelle. Notons également que pour tout objet (M, N, s) de M x_ M, nous avons
une fleche de M x, M

85 ., i (M,N,s) = (M,N,s) s I,

définie par 5(51\’;;\,,3) = (d,,,»dy, ) Puisque le diagramme

SoOM——=TON
idSQdV %@dw
Se(M®e,1,) Ssom SroN To(N®,L,)

aS’Mk /_1
T,N, Iy,

(SGM)QIMﬁ(TQN)QIM
s@zdIM

est commutatif. Clairement, la famille de fleche §%7 ainsi construite est na-
turelle. Nous considérons alors le triple (®g7,a%T,6%T) qui est clairement
une 2-action a droite de M sur M x M. En effet, les différents axiomes de la
définition de 2-action se raménent dans ce cas aux axiomes du pentagone et
de compatibilité entre les contraintes d’associativité et d’unité & droite de la
définition de 2-monoide (voir rappels de la section 2.1). Par la remarque 3.1.2,
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cette 2-action induit une action, que nous désignons par Ily(®g 1)

MO(MSXT M) X Mo(M) — Ho(MSXT M)

(M, N,s)L.[P]) = [(M®, PN, Po_ (s0id,)ag, )]
du monoide ITy(M) sur I’ensemble ITo(M %, M). Soit alors le systéme trivial-
isant ITo(M,x, M) /Iy (®s,1) relatif & IIj(Rs r). Nous définissons

Homg/@(S, T) = Ho(MSXT M)/MQ(@&T).

Autrement dit, Homg, (S, T) est I'ensemble des classes d’équivalence de la
forme [[(M,N,s)]], ou [(M,N,s)] € Ih(M,x, M), avec la relation d’égalité
[[(M,N,s)]] = [[(UV,1)]] si et seulement s’il existe deux objets P, Q de M
tels que

(M@, P,N®,P,a;, .(s0id,)ag ,, »)] = [(U8,Q,Ve,Q,ar), ,(toidy)as )],

c’est-a-dire §’il existe deux fleches f : M@, P - U®,Q,9: N®,P -V ®,Q
de M telles que le diagramme

—1

@ s@id @
SeOM@,P) 2L (SoM) 0P —%(ToN)oP —"LTo (N, P)

idS@fl \LidT(Dg

SQ(U®MQ)H(SQU)QQ@T)(TGV)QQ?TQ(V(@MQ)

*5,0.Q Q g

est commutatif. Pour plus de clarté, les classes d’équivalence de Homg, (5, T)
seront notées par la suite [M, N, s] au lieu de [[(M, N, s)]].

Composition. Soient R, S et T trois objets de S. Nous définissons une relation
de Homg (R, S) x Homg (S, T) dans Homg o (R, T) de la fagon suivante

oRr,s,r : Homg,o (R, S) x Homg,(S,T) — Homg,o(R,T)
([M,N,s|,[U,V,t]) — [M®,UV®,N,tes,

ou t e s désigne la fleche de S

-1

« s®id «
RoMe,U) Y RoM)oU—2(SoON)oU 2456 (N, U)
lidS@CMN.U

ToOVe,N)<—ToV)ON<=— (SOU)ON=~—So(U®,N).
arln tOid S,UN

Nous laissons la preuve du lemme suivant en exercice pour le lecteur.
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Lemme 3.3.4. Soient R, S, T trois objets de S. La relation op g1 est une
application de Homg;e (R, S) x Homg,(S,T) dans Homs,o(R,T)

Nous avons ainsi défini une loi de composition sur S/®.

Proposition 3.3.5. La loi de composition ainsi définie surS/® est associative.

Démonstration. Si O, R, S et T sont quatre objets de S et si [A, B,r] €
Homg (O, R), [M,N,s] € Homg,o(R,S), [U,V,t] € Homg,(S,T), alors il
faut voir que

[A®M (M®M U)7 (V®M N)®M B)a (t.s)'r} = [(A®M M)®M[ U,V®, (N®M[ B),tO(SOT)].

Par construction de Homg, (O, T, il suffit de vérifier que les triples (A ®y,
(M®,U), (Ve,N)®,B), (tes)er) et (A, M)®, U, Ve, (N®, B),te(ser))
sont isomorphes dans M x,M. Pour cela, nous commengons par considérer les
diagrammes commutatifs suivants,

X0, A,MQU

06 (A®(M®U)) OoA)o(MeU)
| |

ido®aa MU QO,AMQU

|

(CeAdoM)oU

06 (A M)®U) (O A@M)oU

- -
O, AQM,U ap,A,MOidy

) -1
rOidy U *R,B,MQU

0eA)OMeU)——(ROB) 0 (M®U) ———= RO (B® (M @U))
idrOap, M, U

@004,MU OROB.M.U RO ((BeM)®U)
B

(oA OM)oOU ——=> (ROB)OM) U ——— (RO (B M)) 0 U

(rOidy)Oidy oap g, v Oidy

idrOCcB MU

R® (B®(M®U)) RO ((MeU)® B)

idR@a‘;I{U,B
R® (M ® (U® B))
idr@ap MU idR@(idl‘\/I®CU,B)
RO (M® (B®U))
|

idrOapn, B,U

idrO(cp, M ®idy)

Ro((BeM)eU) RoO(MeB)oU)
| |

QXR,BQM,U QAR ,M®B,U

(ROBeM))oU (RO(M®@B))oU

(idrOcp, M) Oidy
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Ro ((M®U)® B)
z'dR@a‘;llvaB
R® (M ® (U®B))
idR®<idJu®cu,B)
RO (M (BeU))
idRQCV‘M,B,U
Ro(M®B)®U)
|

QAR,M®B,U

(ROM®@B))oU

(RoM)oU)oB
a;ék‘f,u,s
(RoM)o (U® B)
idRG)M‘GCU,B
(RoM)o (BaU)

QROM,B,U

(RoEM)®B)oU

(SeN)eoU)oB

-1
XSON,U,B

QR,MQ®U,B
B

(RO(M®U))6B

AR, M, URB

aRr,M,UQidB (

QR,M,BRQU

aRr,m,BOidy

(s@idy)Oidp

sOidygB

sOidpgu

(s©idp)Oidy

—1 .
aS,N,BQ’LdB

(ROM)oU)®B
|
*ROM,U,B
(R@ M) © (U & B)
|

idroM Ocu, B

(ROM)o (BeU)

XROM,B,U

(ROM)®B)OU

(SoN)oU)eB
|

(SON)o (U® B)
\

idsoNOcyu, B
(SoN)o(BeU)
|

QXSON,B,U

(Se@N)eB)oU

(So(NeU)oB
\

-1
A NQU,B

S®((N®U)® B)
\

. -1
tds@ay 'y g

(SON)6 (U B) “snvon S®(N®(U®B))
ids@N‘GCU,B idSQ(idJ‘V®CU,B)
(SON)® (BaU) ST So (Ne(BaU))
asok.5.0 T
(SON)OB)OU —— (SO (N®@B)) 0U ———= SO (N®@B)aU)

ag N, 3Oy
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id c id
(SoNeU)oB (Hsten v)ots (So(UeN)oB

| |
*S,NQU,B *S,U®N,B
So((NeU)® B) So(U®N)® B)
\

. —1
idsOayn g

ids®(en,u®idp

5o (N®(U®B))

idS(D(idJ‘V@UU,B) ids@a’{I,IN,B

SO (N®(BeU))
\

idsOan, B, U

So(NeB)aU) So(Ue(N®B))

idsOcNgB,U

as u,NOidp ( (tOidN)Oidp (
_— —

(SoUeN)eB
\

-1
S URN,B

(SOU)ON)eB (T®oV)oN)oB

S® ((UeN)® B) TGN, B
ids@al;,lN,B

5o (U®(N®B)) (SOU)O(N®B) —— (T V)6 (N ® B)

as,U,N®B teidNg B

((T@V)@N)@BM(T@(V®N))@B T ((VeN)® B)
\ \

1 ) .
ATOV,N,B tdrOay N p

—1
AT, VRQN,B
v

(TOV)® (N®B) — To (Ve (NeB))
AT V,N®B
que nous désignons respectivement par D), @), @), @, @, ®, D, ® et ©. Dés

lors, les fleches a,, et a 3 ., sont telles que le diagramme

M,U

(tes)er

06 A®, (M®,U)) ——=T06 (Ve,N)®, B)
id, @aMA,M’Ul \LidTQaM‘l/,N,B

00 (A, M)®, U) —=T o (V®, (N®, B))

te(ser)

commute puisque celui-ci se décompose comme

lO|® @ 6 6|00 09|
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O

Fléches identités. Pour tout objet S de S, nous considérons [IM,IM,idSQIM] €
Homg, (S, S).
Proposition 3.3.6. Pour tout objet S de S, I’élément [IM,IM,idSOIM] est une

fleche identité sur S pour la loi de composition définie précédemment.

Démonstration. Soit T un objet de S et [M, N, s] € Homg (S, T'). 1l faut voir
que

[M,N,S] OS,S,T [IM,IM,Z'CZ :[]\4,]\]',5}7

S@IM]

c’est-a-dire que

I, ®, M\,N®, I,,seid = [M, N, s].

SOIM]

Par construction de Homg, (S5, T), il suffit de voir que les triplets (I, ®,
M,N @, I, ids,, o s) et (M, N,s) sont isomorphes dans M x, M. Pour
cela, nous commencons par remarquer que

. R | . .
se ZdS@IM - aS,N,IM (S @ ZdIM )aS,Z\LIM (st @ CMLM )

Dés lors, les fleches ng;[ et dp;:, sont telles que le diagramme

ag s@idI

SoMe, L) ={SoM el —ToN)oI,

id . Oc, a~t
s M
INV \T\NY!M

S O] (IM ®M M) idS@dl\_/ﬂﬂl/[ 5;;}1\, To (N Y IM)
\ 5;&4
idgOg,,* idyOd; !
" soM, . ToN "

est commutatif. Nous montrons similairement que si [U, V,t] € Homg, (T, S),
alors
T idS@IM] °T,8,8 [U,V,t] =[U,V,t].

O

En conséquence des propositions 3.3.5 et 3.3.6, nous avons muni S/® d’une
structure de catégorie.

Lemme 3.3.7. Si S est un objet de S et si P est un objet de M, alors
[P, Pidg, | est une fleche identité sur S dans S/©.

99



Démonstration. Par construction de Homg ¢ (S, S), nous avons immédiatement
que [IMJM,idS@IM] =1[,®,PI,®,P, a;}M,P(idSQIM @idp)aSJMYP]. Il est par
ailleurs clair que les triplets (I, ®,, P, I, ®, P, idSQ(IM@)MP)) et (P, P,id
sont isomorphes dans M x, M par naturalité de g,, . Dés lors, [P, P,id, ]
[IM,IM,idSOIM] dans Homg/ (5, S) et la conclusion découle de la proposition
3.3.6. =

sor)

Fleches inverses. Soient S et T' deux objets de S/®. Nous définissons une
relation de Homg, (S, T') dans Homg, (7', S) de la fagon suivante

()gr : Homg)o(S,T) — Homgo(T,S)
[M,N,s] + [N,M,s™"].

11 est immédiat que cette relation est une application. Nous pouvons alors
énoncer le résultat suivant.

Proposition 3.3.8. Le quadruplet (S/®,0,id,( )™1) est un groupoide.

Démonstration. Nous avons montré précédemment que le triplet (S/®,o,id)
est une catégorie. Il reste donc a voir que si S et T  sont deux objets de S/® et
si [M, N, s] € Homg,(S,T), alors

[Na M, 5_1] ©8,T,8 [Mv N, S] = [IMH L, idS@IM}
[Ma N, 5} or,s, T [Na Masil] - [IM[vIwm,idTQIM]

ce qui revient & montrer que

M ®, NM®,N,s'es] = [I,,1,id,,]

IN®, M,N®, M,ses™ '] = [I,,1,id,._,]
Nous commencons par remarquer que s ' e s = idSG(M@)MN) et que ses! =
iy n @y M) puisque la 2-action © est identitaire sur la symétrie diagonale. Dés
lors, les égalités désirées se déduisent du lemme 3.3.7. O

Dans la proposition précédente, nous avons utilisé le fait que 'action ® est
identitaire sur la symétrie diagonale. Nous construisons alors un foncteur de S
dans S/®, noté P, de la fagon suivante:

P@IS — S/@

S S
fi — \L[IM,IM,fQidIM ]
T T
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Proposition 3.3.9. P; est un foncteur.

Démonstration. Nous commengons par remarquer que pour tout objet S de
S, Palidg) = [I, L,,ids ® idIM] = [IM,IM,idSQIM] et Py préserve les fleches
identités. Soient alors R, S, T trois objets de S et soient f € Homg(R,S5),
g € Homg(S,T). 1l faut voir que Py (g9)Ps(f) = Ps(gf). Cette derniére égalité
s’écrit, également I, ®,, I, 1, ®, 1., (g © id,M) o (fO id,M )] =1, 1, (gf) ®
ud . ]. Par construction de Homg, (R, T), il suffit de voir que les triples (IM ®y
L 1, ®,1,, (90id, )e(foid, ))et (I,,1,,(gf)@id, ) sontisomorphes dans

M <M. Pour cela, puisquec, =i 1,01, » IOUS calculons immédiatement
que (g ® idIM) o(f @idIM) = a;iM’IM ((9f® idIM) ® idIM)aR,IM’IM . Dés lors, la
conclusion vient du fait que la fleche dl\;} est telle que le diagramme

M

(11010, Yoy,

«
R Iy Iy

51
idRGdMI ROIM
m
RO,
(9f)Gid;
M
est commutatif. |

Nous construisons enfin une transformation 7 : Po® = PolII! définie par
la famille de fléches

-1
I, M’ésQM]

[y
{nQ(S,A{) =SOM ——— S}(S,M)e Ob(SxM)

Proposition 3.3.10. 7o est une transformation naturelle.

Démonstration. Soient (S, M), (T, N) deux objets de S x M et soit (f,u) €
Homg i ((S, M), (T, N)). Nous devons montrer que

P@(f)nQ(s‘M) = UQ(T,N)PQ(f © U)

Il faut donc voir que [, ®,, I,,, I, ®, M, (f ©®id, )e O] = L ®y L, N @,
L6t e ((fou o idIM)]. Par construction de Homg, (S © M, T), il suf-
fit de voir que ces deux triplets sont isomorphes dans M, x,. M. Pour cela,
par naturalité de «, nous calculons que (f ® idIM) ° 5;@1M = (fo (idIM ®,,
sz))(lds © CMM,IM )a;}\/I,IM (6;@11\4 © idIM )aSQM,IM,IM' D’autre part, puisque
Cap g = id, , , »nouscalculons que Oron® ((f@u)@idIM) = a;}\,YIM (01,0
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i, ) (((f Ou)oid, )oid, )aSQM 1,.1,,- Dés lors, la conclusion vient du fait

Ty
que les fléches id, . , et Cur, n (idIM ®,, u) sont telles que le diagramme

a~ 1

S, M, Iy
(SoM)OIL, ——=S6 (M@, I,)

571 ®id idg Ocy
soM V \ M. Iy,

(SeM)ol,)ol SO I, @, M)

«@
S@M,IMV

N
f@(ldIM ®pridyg)
\
f@(u@MidIM) TO ([M Ry M)
. B
((f@u)@idIM ) idy Oid; @y w)

¥
idsoMGidzM(@MzM To (IM S N)
\
id c
T®$IM,N
(SoM)6 (I, @, L,) TON®I,)

QSOM’IMJX

(SeM)ol,) e, (TON)O I,

1
o) @k\ /
(<f u)O1 IM) g TEN O Iy

(ToN)oI,) oI,
commute. O

L’important lemme suivant permet de décomposer les fleches de S/®.

Lemme 3.3.11. Soient S, T' deux objets de S/® et [M, N,v] € Homg; (S, T).
Le diagramme
[M,Nv]

S T
nG(ls,M)l TWQ(T’N)
SOM—TGON
© Po (v) ©

est commutatif dans S/©.

Démonstration. Nous devons montrer que [M, N,v] = [M ®,, (I, ®, L,), (N®,,
L) ®y L, (0, e (v© z'd,M)) 4., ]. Par construction de Homg (S, T), il
suffit de voir que ces deux triplets sont isomorphes dans M x,. M. Puisque

Cuy , = 1d; o 5, » ous déduisons de la compatibilité entre les contraintes
MM MM
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d’associativité et de symétrie que ¢, = ay, , . Nous calculons

L ) Mi‘IM®MIM | wimin L
alors que (0, o (,U@ldIM)).ds_@M O et i, (a;’NJM ®zd,M)((6T®N®zd )®

ZdIM) (((vQZdIM ) <DZ‘(iIM ) ®ZdIM) (S@M)@IM IM M (5S®M ®idIM®MIM )as’M’IM®MIM *
Nous remarquons par ailleurs que les diagrammes

SoOM Y TON
6S®M\ v@idI /(STéN
(SoM)oI, " (TGN)OI,
5 id st
SOM Im\ (UQidIM )@idIM /TQNQMUM
(SoM)oI,)ol, (TeN)oI,) oI,
6((5@M)@1M)@IMJ K (_(;‘G)N)G)IM)@IM
((semer)or)er (romor)er)or,

(woid, yoid, )oid,
M M M

5
Msom

SoOM——(SOM)oI,

id,od a ~ ;
s Y%, /MS,M,IMI ESQMdeIM
SeMe, 1,)
”@ ) oty (S©M)01L) 0,
S©® ( ®M IM

s,M.1 % id(S@M)@IM Ody,

ww%

(SoM)ol,) o d, ®,1,)

§ \
(SOM)O Iy Ty Iy

(((S(D M)®I,)® IM) oI,

M

S(somon,orn,
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—1
6T®N

(ronNn)ol, ——TGoN

T®N i lidT@dM
TNI
T@(N® I)
I

T@N)@ st(Dg M ®MidIM)
]

00 (N@y Iyy)
drono,

T6((N@yl,) @y 1)

Oé_l
T, M@ Ing - Ing

(To(N®,I,)) o1,

—1
(TON)OL)OT,

((T@N)@IP)QI

{({DN;‘@M yoid,

(roneL)oL) oL,

sont commutatifs. Nous les désignons respectivement par @), @) et ). Dés lors,
la conclusion vient du fait que les fleches (id,, ®,, dMIM )y, et (dy, @, id, )d
sont telles que le diagramme

My

S oM ToON
id @((“iM@M MI dMM idTQ((dMN®Mid1M)dMN)
@\ ® / ®
SO (M@, (I, ®, I,)) —T0 ((N&,1,)®,1,)
N o(vOid, ) o5k,
est commutatif. O

Lemme 3.3.12. Le triple (S/®, Ps,ne) est un 2-trivialisateur relatif a ©.

Démonstration. Nous devons montrer que pour tout objet S de S et tout paire
d’objets M et P de M, le diagramme

MOs, M@y, P

SO (M QO P) SR
PQ(O(S’M’P)\L nQS,M

(SeoM)eP

SoOM

NMosoM,P
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est commutatif, ce qui revient & montrer la commutativité du diagramme

-1
n
S e SoM
né,ls')wj(gmpl T"QSQIM,P
SoM®e, P)————(SOM)oP.
&g v, p

Par le lemme 3.3.11, cela revient encore & montrer que [M ®,, P, P, «

s,M,P] =
[M,1I,,05,,,]- Pour voir cela, nous commencons par remarquer que les triples
(M &, P,P,ag,, ) et (M®, P,P®,IL,id . ..®0s,,) sont isomorphes
dans M_x

sXson M. En effet, nous calculons directement que
id .

(somor ® 5SOM = aS@M,P,IM (st © CMIM7P )O‘S@M,IM,p (6S®M © ZdP)O‘s,M,P

et dés lors, les fleches idM®M p €t d,  sont telles que le diagramme
SO (M®, P) ST (SoM)eP
idS Gid]VI(XJMP idS@]\l QdMP
S5O (M@, P) (SO M) O (P &y )
\
idg O (id s By Oy, ) dsom O%p
\ .
SO (M R (IM O P)) som .CMIM,P
idg Oy, Outdp) Y8, M I @y
X5 M, P idgOan g, P (SoM)oe {, ®, P)

|

SO (M &y 1,) @y P)
|

«@
S, M@y, Iy P

(SOM)OP (S (M@, I,)) ®P o1
S@M,IM,P

Y5, M, 1, Oidp

(SoM)eI,)oP
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est commutatif. Nous calculons alors que

[M ®y P, P, aS,M,P] [M Qu P, P Q, IM’id(SQM)QP hd 55@M]
= [P7 P, id(SQM)@P] 05,S0M,56M [M7 IM’ 55@1\4]
= [M’ IM? 6S®M]
par le lemme 3.3.7. O

Nous énoncons alors le résultat principal de cette section.

Proposition 3.3.13. Le triple (S/®, Py, 1) est un 2-systéme trivialisant re-
latif 4 ©.

Démonstration. Soit (X, X, x) un 2-trivialisateur relatif & ®. Nous remarquons
que pour toute paire d’objets S et T' de S/©®
Homg,(S,T) — Homx(X(S), X(T))

M,N 8] — X(S) 2% x (S0 M) X x(T o N) X2 x(T)

est une application de Homg,(S,T") dans Homx (X (S), X(T)). En effet, si
[M, N, s] = [U,V,t] dans Homg (S, T'), alors il existe deux objets P, @ et deux

fleches M ®,, P Lu ®,Q, No, P%V®,QdeM tels que le diagramme

-1
3, M, P

s®id 53
SoMe, P) 2L (SoMeP—%(ToN)oP —LTe (N, P)

idS@fl \LidTGQ

SOU,Q)e—>(B0U)oQ—>ToV)0Q —>T0(Ve,Q)

5,0,
0 Q “r.v.Q
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est commutatif. Dés lors, par la commutativité du diagramme,

xsoMm —Y  _xTon

1 —1
XsoM,P XTON,P
X (s®idp,)
(SoM)eP)—=X((T®N)®P)

—1
Xs,Mm

56 (M ®, P)) X(T o (N, P))
ide Of) X (id., ®g)
So U, Q) X(To(Ve,Q)

s U,Q) X(oz\L
$OU)0Q) ymun X (ToV)0Q)
XSoU,Q XToV,Q

nous concluons que XT’NX(S)X?M = XTva(t)ng, ce qui termine de montrer
que la relation définie ci-dessus est une application. Nous pouvons alors définir

X:S/o = X
S X(9)
VX5
X(S® M)
[M,N,s]| VX
X(T® N)
¢/XT,N
T X(T)

Si R, S, T sont trois objets de S/® et si [M, N, s] € Homg, (R, S), [U,V,t] €
Homg o (S,T) sont deux fleches de S/®, alors par la commutativité du dia-
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gramme

X};,IIW®MU
X(R)————=X(Ro (M ®,U))
-1 X(a
XRr,M XEIQM,U ¢/ ( R,M,U)
X(RoOM)————=X((RoM)oU)
X(SW ¢1X(s®idU)
XsonN,U ¢1X(o‘;11vu)
XS,N . o
XS,N®MU X(S @ (N ®M U))
X(S) ¢1X(ids®cMN’U)
. X§,1U®MN X(S ® (U Oy N))
Xs,u
Yzl ¢1X(O‘S,U,N)
XS oU)—2 - X(SeoU)oN)
X(t)\L VX (t@idy)
X(ToV)— X((ToV)®N)
XT,V¢ XTov.N ¢1X(O‘;,1V,N)
X(T) XT, VN X(T © (V Oy N))

nous voyons directement que X ([U,V,#]) X ([M, N, s]) = X([M@U,V®N,tes])
et donc que X préserve la composition des fleches de S/®. Par ailleurs, pour
tout objet S de S/®, nous avons que X([IM,IM,idSQIM]) = XsylMX(idSQIM)

X§,11M = id, g, et donc X préserve les fleches identités. Tl s’ensuit que X est

un foncteur. Celui-ci est tel que X P, = X puisque pour toute fléche S ENL
de S, nous avons que

X(Po(f)) = xra, X(f@id, )xs)
= X(f)

par naturalité de x; celui-ci est également tel que i * ny = x puisque pour
tout objet (S, M) de S x M, nous avons que

1 N1
XW@(&M) ) = XSVMX((sSOJ\l )XSQMJM

= XsSM

par la remarque 2.1.7. Clairement, par le lemme 3.3.11, X est I'unique foncteur
de S/® dans X possédant ces deux propriétés. Soit alors (X, X', x') un second
2-systéme trivialisant relatif & ® (nous désignons par X’ 'unique foncteur de
S/® dans X tel que X'Py = X' et i xn = xX'). Soit ¥ : X = X' une

transformation naturelle telle que (v * iné y )X = X' (¢ xi,). Nous construisons

une transformation v : X — X'’ définie par la famille de fléches

{Bs == X(S) 25 X'(S)}se ob(s/o)-
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M,N,s
Cette transformation est naturelle. En effet, si S Q T est une fleche de

S/®, alors le diagramme
X(S) Y5 x7(9)
X([M,N,s])i iX'([M,N,s])

X(T) —= X'(T)

N

se décompose comme

et est donc commutatif. Clairement, 1) * iP@ = 1) puisque Py est 'identité

sur les objets de S et ¢ est I'unique transformation naturelle entre X et X’
possédant cette propriété puisque X et X’ s’identifient respectivement & X et
X’ sur les objets de S/®. O

Nous allons maintenant montrer que les 2-systémes trivialisant de 2-actions
identitaires sur la symétrie diagonale commutent avec les 2-produits bianaires.
Soient (®,,0) : SxM — Set (0,¢,6) : TxN — T deux 2-actions de
“rpd identitaires sur la symétrie diagonale. Dans ce cas, la 2-action produit
(O x &, axda,dxd)est alors également identitaire sur la symétrie diagonale.
Considérons alors les 2-systémes trivialisants (S/®, Po,ng), (T/®', Po/,ne),
(SXxT/O X &, Poxer,Noxe) construits précédemment et I'unique foncteur

Pox Py :SXT/Ox @ =S/ ®xT/e
(8,7) (8,7)
[(M,N),(M’,N’),(f,g)]l = i([M,M’,f]’[N,NCg])
s,y (81
entre S x T/® x @ et S/ ® xT /@' tel que

P@XP@/P@XQIZP@XPQ/
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et

W*’O@XQI = (776 X 77@') *Z(néTan T2 xm2 )"

M,N’"S,T " M,N
Proposition 3.3.14. Py x Py est un isomorphisme de groupoides.

Démonstration. Si S, S’ sont deux objets de S/® et T, T” sont deux objets de
T/@®’, nous commengons par remarquer que la relation

Homs o xr/ ((5,T), (8", 1) — Homg,r) o ((S,T), (', T)
([M, M, s], [N, N'.1]) > [(M,N), (M',N"), (s,1)]

est une application. En effet si ([M, M, s],[N,N',t]) = ([U,U’, '], [V, V', t'])
dans Homg,oxr/e ((S,T), (S, T")), alors il existe deux objets P et Q ainsi

que deux fleches M ®,, P Lu ®,Q, M'®, PL U ®,Q de M tels que le
diagramme

-1
«@
s, M, P /M P

s®id
SOM®, P) 2L (SoMoP—% (8o M)e P2 o (M @, P)

idSin lidS,G)g

S@(U@MQ)*>(S@U)@Qw(S’QU’)QQ?S'G(U'@)MQ)
S ZQ

*3,U,Q o
s',U’,Q

est commutatif et il existe deux objets X et Y ainsi que deux fleches N ®,, X LN
Ve,Y, N, X LA 74 ®, Y de N tels que le diagramme

—1

[e% tOid X N
TONG®,X) S (ToN) o X —=(T'oN) o X 2" 60 (N @, X)

idTth iid/T@k

TOWVELY) ——=ToV)oY —= (T"oV)oY —T' 60 (V' ®,Y)
VY t'Oid,, 0‘;/1 vy

est commutatif. Mais alors (P, X), (Q,Y), (M ®, P,N ®, X) h, (U ®,

Q,Ve,Y), M'®, PN ®, X) UL U'®, Q,V'®, Y) sont respective-
ment deux objets et deux fleches de (S x T)/® x @' telles que le produit
cartésien des deux diagrammes précédemment cités est commutatif. Ainsi
[(M,N),(M',N"),(s,t)] = (U, V), (U, V'), (s,t')]. Nous définissons alors

(Po x Po) 'S/ o xT/@ — (SxT)/Ox &

(5,7) (5,7)
([M,M’,s],[N,N/,t])\L = l[(M,NMM',N'),(s,t)] :
(5, 17) (5, 17)
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Clairement, (Pg X Pgr)~! préserve les fleches identités. Par ailleurs, si S ®

’
S

M2 8" ®M et S’@M” 25 8”@ M" sont deux fleches de S et si T/ N 5
T'&' N et T' ' N” L5 T" @' N sont deux fléches de T, alors (s e s,t' o t) =
(s',t') ® (s,t) dans S x T et il suit que (Py x Po/)~! préserve la composition
des fleches. Ainsi, (Py x Po/)~! est un foncteur et il est alors évident que
P, x Py et que (Py x Por)~! sont deux isomorphismes de catégories inverses
I’'un de l'autre. O

3.4 Reéduction de 2-actions

Définition 3.4.1. Soient (®,a,d) : SXxM — Set (©',a/,d") : TxN — N deux
2-actions, respectivement d’un 2-monoide symétrique (M, ®,,, I, .y Gurs Aoy Ce
sur un groupoide S et d’un 2-monoide symétrique (N, ®,, I, a, gy, dy, ¢, sur
un groupoide T. Un 1-morphisme de 2-actions est la donnée d’un triple
(Pv (Fafafl)’77> ou:

1. P:S — T est un foncteur;
2. (F,f, fr) : M — N est un 1-morphisme de 2-monoides symétriques;

3. n: PO = @'(PxF) est un isomorphisme naturel tel que pour tout objet
S de S et tout objet M et N de M, les diagrammes

P(O‘S,M,N)

P(S® (M ®, N))

P((S®M)®N)

nS,M®MN\L inSQZM,N
P(S) o' F(M ®, N) P(S® M) @' F(N)
idP(S)@/fM?NJ( lnS,MQ/idF(N)

P(S) @ (F(M)®, F(N)) ———— (P(S) @' F(M)) @ F(N)

a/
P(S),F(M),F(N)

P(ég)

P(S @ IM)

!
(SP(S)l’ lnSJM

P(S) o' F(I,)

sont commutatifs.

Si (P7 (Fv fv fl)vn) et (Qa (Gvgagf)v 9) : (Qv a, 6) - (6/7 al7 6/) sont deux 1-
morphismes de 2-actions, un 2-morphisme de 2-actions est donné par un couple
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(p,0), ot p: P = Q et ¢ : F = G sont deux isomorphismes naturels tels que
le diagramme

PO == &'(P x F)

p*ieﬂ ﬂi@,*(pxaﬁ)

QO = @@ x Q)
est commutatif.

Remarque 3.4.2. Les 2-actions, les 1-morphismes de 2-actions ainsi que les
2-morphismes de 2-actions forment une 2-catégorie; la 1-composition ainsi que
les 2-compositions horizontales et verticales sont définies dans le sens le plus
évident. Nous laissons les vérifications usuelles au lecteur.

Définition 3.4.3. Soit (®,a,0) : S x M — S une 2-action d’un 2-monoide

symétrique (M, ®,,, I, @y, Gys» dyy, &) SUr un groupoide S et soit & une classe

d’endomorphismes de S. Une 2-action réduite relativement a & est la donnée
d’un couple (((@‘g,of’p,ég) :S% x M¢ — S‘g), (P"@7 (Fg,fg,ffa),ng)>, ou:

1. (0%,a%,6%):S% x M? — S¢ est une 2-action;

2. (Pg, (Fg,fg,ff),ng) (@, 0,6) = (©%,a%,6%) est un 1-morphisme de
2-actions tel que pour tout (A = A) € &, P%(e) = idps (-

Cette 2-action réduite relativement & & est dite universelle si pour toute 2-
action réduite relativement a & (((D,B,’y) :TxN— T), (Q, (G,g,gl),C)), il

existe un unique 1-morphisme de 2-actions noté (@, (G,7,9;),¢) : (&%, a,5%)
— (3, 8,7) entre (0¢,a%,6%) et (1, B,7) tel que

(@a (§7§7§1)7E) (Pg>(ngfg=fIg)7ng) = <Q7 (Gag7gl)7g)§

de plus, si (((D,ﬁ,fy) :TxN—=T),(Q, (G, g9}, C’)) est une autre 2-action

réduite relativement a & et (p, @) : (Q,(G,g,gf),g) = (Q’,(G’,g’,g}),(’) un
2-morphisme de 2-actions, alors il existe un unique 2-morphisme de 2-actions

nité @ @ 7(@’(7@’ g’ gl)’ Z) = (@’ (@7 ?7 E[) ’ ?) entre (@7 (éa §7 §1)7Z) et
(Qla (G/7 g/7 gII)7 CI) tel que
(ﬁa 5) * (Z'ngiF‘g) = (pv ¢)
Etant donnée une 2-action (®, o, §) : Sx M — S d’un 2-monoide symétrique
(M, ®,;, Ly, @y Gup s dig s € ) SUL un groupoide S et une classe & d’endomorphismes

de S, nous introduisons les définitions suivantes afin de construire une 2-action
réduite universelle relativement a &
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Définition 3.4.4. Soient S et T' deux objets de S et s, t € Homg(S,T'). Nous
dirons que s est strictement compris dans t relativement a4 & et nous noterons
s <§T t ¢’il existe un naturel non nul n, n objets Sy, Ss,...,5, de S, n + 1
fleches s; : S; — S;y1 de S pour ¢ € {0,...,n} (en notant Sy = S, 5,11 = T)
telles que

S =8,5,-1..-5150

et n endomorphismes a; : S; — S; de S pour i € {1,...,n} tels que
t = 8,0,8,-10p—1...51G150

de sorte que pour tout ¢ € {1,...,n}, il existe un endomorphisme ¢; de S qui est
tel que €; € & ou €; L e &, de sorte que a; = ¢; ou il existe un naturel non nul

n; et n; objets M;1, Mia, ..., My, de M tels que a; = (...((eiQidMil)G)ide) ®

) © idpr,,,, . Nous dirons que s est compris dans t relativement a & et nous

noterons s S?T tsis=tousis <§T t.

Remarque 3.4.5. Pour aider & la compréhension de la définition précédente,
les deux morphismes

s =8% (B1oM)OM 25 By 25T

—1 . .
(61 @szIl )@’LdMl

t:=8% (B0 M)6 M, (By® M) © My =5 Ea 5 Ep 5 T,

ol By = Ey,Ey = Ey € & et ou My, My sont deux objets de M, sont un
exemple de deux morphismes tels que s S?T t. Par rapport a la définition
précédente, il s’agit d’un cas particulier ot n = 2, ny = 2, no = 0.

Proposition 3.4.6. Soient R, S et T trois objets de S, u et v deux éléments de
Homg(R,S), r, s, ett trois éléments de € Homg(S,T), M LN un morphisme
de M et S’ < S’ un élément de &. Les propriétés suivantes sont satisfaites:

1. s §§T S;

2. sis Sf”T t, alorst SgT S5

3. sir S?T sets Sf’T t, alors r Sﬁ’T t;

4. si s SgT tetu Sij,s v, alors su Sﬁ)T tv;
5. sis g?T t,alorsso f §§@M7T®N tof;
6. ids < g €.

Démonstration. 1. Par définition, il est clair que s est compris & s relative-
ment & &.
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2. Si s =t, le résultat est clair. Sinon, soient
S = 8p8,—-1---8150

t = 58,0n,5,_1An_1.--S1A1S0

deux décompositions comme dans la définition 3.4.4. Dans ce cas
t = ($pan)(Sn—10n-1)...(5101)S0

~1 -1 —1
s = ($pan)a, (Sn—1Gn-1)a, _;...(s1a1)ay so
sont également deux telles décompositions et t <& 5. s.

3. Sir =sous=t, alors le résultat est clair. Sinon, soient
r=T"mrm-1---T170

s = rmbmrm,lbm,l...rlblro

et
S = S8p8,-1.--8150

t = Sp0nSp—_1An—1-.-510150

deux paires de décompositions comme dans la définition 3.4.4. Dans ce
cas
_ -1
T = SnSn—1.--51(808" Tim )Vm—1...T170

-1
t = $panSn—10n-1---51a1(808" T )bmTm—1bm—1...r1b1770
, , el &
sont également deux telles décompositions et r <¢ . t.

4. Quatre cas sont a envisager. Si s =t et u = v, alors su = tv et le résultat
est clair. Si s # ¢ et u = v, alors soient

S = 8SpSp—1...S150

t = Sp,0,8,_10n—1-.-8510180

deux décompositions comme dans la définition 3.4.4. Dans ce cas
SU = 8pSp—1---51(Sou)

U = 8$pAnSn—1Gn—1...81a1(Sou)

sont également deux telles compositions et su g’;‘;’T tv. Le casou s =t
et u # v se démontre de la méme facon. Si s # t et u # v, alors par ce
qui précéde, nous savons que su §§7T tu et que tu §§7T tv. Dés lors, par

3.4.6.3, nous trouvons que su <% 5 tv.
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5. Si s =t, le résultat est clair. Sinon, soient
S = 8p8,—-1---8150

t = 58,0n,5,_1An_1.--S1A1S0

deux décompositions comme dans la définition 3.4.4. Dans ce cas
SO f=(s,0idy)(sp-10idy)...(51 @ idy)(s0 O f)

tof=(sn0id,)(a, ®idy)(sSp—1 Oidy)...(s1 ®id, ) (a1 ©id,)(so © f)

sont également deux telles compositions et s ® f §§®M7T®N tof

6. Le résultat découle directement des deux décompositions
id,, =id,id,

€= (id, )(e)(idy, ).
O

Il suit de 3.4.6.1, de 3.4.6.2 et de 3.4.6.3 que pour chaque paire d’objets S et
T de S, g?T est une relation d’équivalence sur Homg(.S, 7). De plus, en vertu
de 3.4.6.4, la famille de relations d’équivalence (gg",T) est compatible avec la loi
de composition de S. Nous définissons dés lors un le groupoide S¢ de la fagon
suivante: les objets de S¢ sont les objets de S, et pour toute paire d’objets S et
T de S, Homge (S,T) = Homs(S,T)/ §§T (si s € Homg(S,T), nous noterons
[s] sa classe d’équivalence dans Homge (S, 7)), la composition des fléches et les
fleches identités étant celles induites par la composition et les fleches identités
de S. Dés lors, en vertu de 3.4.6.5, nous avons une 2-action

(©%,a%,6%): 8 xM — §¢

(S, M) SoM
([st)J/ = l[st]
(T,N) TON

ou pour tout objet S de S et tout objet M et N de N, ag ,, v = los ] et
6% = [0s]- Notons également que nous avons un foncteur

pPf.s — s¢
S

S
sl — l[s]
T

T
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et par définition de ®%, celui-ci est tel que
P¢® = 0% (P x Idy).
Ainsi, nous déduisons des définitions de a® et de 6% que
(P?, (Idw,id,id;),ipse) : (®,,8) = (@%,a%,6%)
est un 1-morphisme de 2-actions. Dés lors, puisque par la proposition 3.4.6.6,
P?(¢) = idg pour tout S’ = S’ € &, nous concluons que
((©%,a%,6%), (P?, (Id, id,id),i,. )
est une 2-action réduite relativement & &.

Théoréme 3.4.7. La 2-action réduite
((©%,0%,6%), (P*, (1d,,,id,id,).i,.. ) )
construite précédemment est universelle.

Démonstration. Soit (((D,B,'y) T xN— T), (Q7 (G,g,91), C)) une 2-action

réduite relativement & &. Nous commengons par remarquer que si S et 7' sont
deux objets de S et si s et ¢ sont deux éléments de Homg(S, T') tels que f §‘§T g,
alors Q(s) = Q(t). En effet, si s = t, cela est évident. Sinon, nous pouvons
considérer une décomposition

S =8,5,-1..-5150
t = Sp0nSp—_10n_1-.-510150
comme dans la définition 3.4.4 et nous remarquons immédiatement
Q) = Q(s0)Q(an)Q(8n-1)Q(an-1)...Q(s1)Q(a1)Q(s0)

= Q(sn)ida,Q(sn—1)ida,_,...Q(s1)ida, Q(s0)
= Q(s).

Nous définissons alors

Q:8 - T
S Q(S)
[s}l = l@(s)
T Q(T)

qui est tel que QP¢ = Q. Il est par ailleurs clair que @ est un foncteur. Notons
également qu’il existe une transformation

(:Qo% =0(@xG)
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définie par la famille de fleches

= C(s,m
{Cisan 1 QS ©f M) 2220

Q(S)BG(M)}(s,a1)e 0ob(s xbr)

Par naturalité de ¢ et au vu de la définition de Q, il est clair que ¢ est na-
turelle. Il est également facile de montrer que (Q, (G, g, 91),¢) : (®%,a%,6%) —
(C1, B,7) est I'unique 1-morphisme de 2-actions entre (0%, a®,5%) et (C1,B,7)
tel que

(@7 (Gvgvgf)aZ) (P£7 (IdM,id, idf)yiP"‘?@) = (Q7 (Gvgvgf)aC)'

De plus, si (((D,ﬂ,fy) :TxN—T),(Q, (G’,g’,g}),(’)) est une autre 2-action

réduite relativement a & et si et (p,¢) : (Q, (G, g9,91),¢) = (@', (G',¢'.9}),¢)
est un 2-morphisme de 2-actions, alors il existe une transformation

p:Q=0qQ
définie par la famille de fléches

{Ps: Q(s) = Q' ()} se ob(se)-

Par définition de @Q et par naturalité de p, il est clair que 7 est naturelle. Dés
lors, puisque pour tout objet S de S et tout objet M de M, le diagramme

— CS,M:ES,M —

QISOM)=Q(So M) ———=Q(SBDG(M) = Q(S)DG(M)
pSQM:ﬁSQNI\H/ HPSE‘ dm=ps onr

QS0 M) =Q(50 M) == Q'(S)DG'(M) = Q/(S)DC" (M)

S,M=6"s,Mm

est commutatif, le couple (p,¢) : (@Q,(G,9,91),¢) = (Q',(G'.d',g}), () est
un 2-morphisme de 2-actions. Celui-ci est tel que (p*i_,,¢ * z'MM) = (p, P)

puisque P? est identitaire sur les objets de S. Il est clair que (p, ¢) est I'unique

2-morphisme entre (Q, (G, g,9r),¢) et (Q',(G',¢',g}),(’) possédant cette pro-
priété. O

Nous allons maintenant montrer que les 2-actions réduites universelles rel-
ativement & des classes d’endomorphismes données préservent les 2-produits,
moyennant une certaine condition sur les classes d’endomorphismes que nous
expliciterons plus loin. Soient (®,®,d) :SxM = Set (0,0/,§): TxN—=N
deux 2-actions, respectivement d’un 2-monoide symétrique (M, ®,,, I,,, @, Gy,
d,,c,) interne & ¥rpd sur un groupoide S et d’un 2-monoide symétrique
N, ®,, I, ay, gy, dy, ¢,) interne & ¥rpd sur un groupoide T. Soient égale-
ment & et &', respectivement une classe d’endomorphismes de S et une classe
d’endomorphismes de T. De 14, nous pouvons considérer la 2-action produit
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(Ox O ,axa,dx§): (SxT)x (MxN) =S xT et sa 2-action réduite
universelle relativement a & x &',

((@ x @ o x o/ 5 x 8%, (PO (1d

id,id,)i oo )

Nous considérons également les 2-actions réduites universelles relativement a
&etad,

MXxN?

<(®£7a5’5(§)’ (P¢,(Id,,id, id,),ip%))
((Qlé”” a’é”” (Slg/)7 (Pf:’7 (Id,1d, idI),iP[;,@,)).
Il est alors aisé de montrer que le couple

(% x @ af x o' 5% x 8, (P¢ x P?',Id, x Id,,,i

(ngPg/)OgXQ’g/ ))

est une 2-action réduite relativement a & x &’. En vertu du théoréme 3.4.7, il
existe un unique morphisme de 2-actions

(P¢ x P¥,Id, x Id,,i )

de (@ x @¢%¢ a x o€ (6 x (5’)&(5/) a (0% x ¢ af x o', §¢ x §'¢)
tel que P¢ x pé pExE’ — pé 5 P& Au vu de la preuve du théoréme 3.4.7,
nous savons que P¢ x P¢’ peut se décrire comme

PE X PE :(SxT)?*¢ — §%xT¢

PExpPE oxo/ EXE!

(5,7) (5,7)
[(s,tnl = i([sut])
(5", T") (5, 17)

Avant de démontrer le dernier résultat de cette section, nous introduisons
la définition suivante

Définition 3.4.8. Soit S un groupoide. Une classe d’endomorphismes & de S
est dite étirante si pour tout objet S de S, il existe un objet E de S tel que
id, € & et il existe un isomorphisme f: S — E

Proposition 3.4.9. Si les classes d’endomorphismes & et &' sont étirantes,

alors le 1-morphisme de 2-actions (P¢ x P¢' Id, xId, i ,) con-
PExPE ox/EXE

struit ci-dessus est un 1-isomorphisme de 2-actions.

Démonstration. Soient S, S’ deux objets de S et T, T deux objets de T. Soient
également s, s’ € Homg(S,S5’) et t, t' € Homg(T,T") tels que [s] = [¢] dans
S¢ et [t] = [t'] dans T®". Nous allons commencer par montrer que dans ce cas,
[(s,8)] = [(¢', )] dans (S x T)¢*¢". Il y a quatre cas & considérer.

Cas 1. Sis=s"et t =1, le résultat est clair.

118



Cas 2. Si s # s’ et t =/, alors soient
S = 8p8n—-1...S150

/
S = 8,0p8n—-10p—1..-51A1S50
deux décompositions comme dans la définition 3.4.4. Puisque &’ est étirante,

il existe un objet E' de T tel que id, € & et un isomorphisme 7' i> E deT. Si
m est un naturel, nous noterons

(TO/ 1)@’ I

6/ !’
fn=T ST I —" (T I[)o [, — 00,

<m((f®'idIN y0'id; )) o'id,

(..‘((T o' I) e IN)...> o' I
D e —

m fois

G, = (...((z‘dE o id, ) &' ile)...) o' id,

al (((E o'I,) o IN).‘.) o' I,

(par convention, fo = f et e¢g = €). Il est clair, par fonctorialité de @', que
fYém fm = id,. Rappelons que pour tout 1 < i < n, il existe un endomor-
phisme ¢; € &, un naturel n; et n; objets M; 1, M; 2,..., M; ,, de M tels que

a; = (((61 ® idMi,l) ® ZdMig)) O] sz’L,’nL
(par convention, a; = ¢; si n; = 0). Deé lors,

(5:8) = (s tf V(Sn—1, Fru ) (510 frna £ ) (0, Frr)

(Slvt) = (Snvtfrjnl)(anvann)(s’ﬂflv fnnf'rjnl,l)(a’ﬂflva'ﬂnfl)'"(slv fn2f'r711)(alvdn1)(507f”ll)
sont deux décompositions comme dans la définition 3.4.4 et [(s,t)] = [(s,t)] =
[(s,1)] dans (S x T)¢*¢",

Cas 3. Si s = ¢’ et t # ¢/, alors nous montrons de fagon similaire que [(s,1)] =
[(s,)] dans (S x T)¢*¢" en utilisant le fait que & est étirante.

Q

as 4. Si s £ s et t #t, alors par ce qui précéde, nous savons que [(s,t
[(s',1)] et que [(s, )] = [(s',t")] dans (S x T)¥*¢" | et donc que [(s,t)] = [(s’
dans (S x T)¢*¢" par transitivite.

)] =

)]

Nous pouvons alors construire

(P x PE) 1.8 x T — (SxT)¥*¢

(5,7) (5,7)
([SW)J« = ius,t)}
(5, 17) (5, 17)
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1l est clair que (P4 x P¢")~1 est un foncteur et que celui-ci est I'isomorphisme
inverse de P¢ x P¢’. 1l est alors aisé de vérifier que

(P¢ x P&t Id, x Id,,i

(PEXPE)—108 x0!E’

est un morphisme de 2-actions ayant (% x ¢ ,af x '€, 8% x §'¢") pour

. Exé’ ExE’ Ex&’
domaine et (® x ©'“*° Jaxa/“"" §x§°77)

pour codomaine. O

3.5 2-systémes trivialisants dans ¢¥rpd

Soit (®,a,0) : S x M — S une 2-action d’un 2-monoide symétrique (M, ®,,, I,,,
gy Gys Ay G,y ) sur un groupoide S. Nous considérons la classe &5 d’endomor-
phismes de S définie par

& = {id. ® (c, )|S € Ob(S), M € Ob(M)}.

Mpr, M

Lemme 3.5.1. La classe d’endomorphismes &g est étirante.

§
Démonstration. Pour tout objet S de S, nous avons un isomorphisme S —»
idgOd,,
Sol, ——= S0, ®,1,) etid; ©c, € &. La conclusion vient
M’ M
alors du fait que id, © Cup g = steuM w1, Puisque dans tout 2-monoide

symétrique, ¢ =1id . O
y que, My, 1, Iy ®p Iy

Iy

Soit alors ((@5@ ,ae 5% ) , (Pé“@ ,(Id,,id,idy), iP% S )) la 2-action réduite
universelle relative & & construite dans la section précédente. Puisque ©%® est
identitaire sur la symétrie diagonale, nous pouvons considérer (S° /0%, P_s,
Noée ) le 2-systéme trivialisant relatif a ©% construit a la section 3.3

©,a,6
SxM—2 g
P%o X[dMi lp‘g@ 1 Pyeg o% = Pso Hé% e
& & fo /oo
ST X M(G%ﬂ‘g@ﬁg@)g : Poo /0

Remarquons que puisque P%II! = Hl% (P% x Id,,), le triple (S /&%,
, s M

P o PéOG,an@ * 1 ) est un 2-trivialisateur de ®. Nous pouvons alors
P

&
O x1d
M
énoncer et démontrer le résultat central de cette section.

Théoréme 3.5.2. (S‘g@/@g@,P@gOP‘g’@,anO *i ) est un 2-systéme

&
O xIdy

trivialisant relatif a ©.
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Démonstration. Soit (T,T,7) un 2-trivialisateur de ©. Celui-ci induit un 1-
morphisme de 2-actions

a I}y id,id
(T, 1dy,7) (S x M 22, §) 5 (T x M 20,
puisque pour tout objet S de S et tout objet M et N de M les diagrammes

T(S© (Mo, N) — 1((S @ M) © N)

TS,M®MN\L \LTSQIVI,N

7(S) T(S & M)

7(5) 7(5)

T(S)
S
idns)l
(S)

T

T(5g) )

M

;

T(S®
Jre

7(S)

l/

T(S)

sont commutatifs, par définition de 2-systéme trivialisant et par la remarque
2.1.7. De plus, par naturalité de 7, nous savons que le diagramme

-
S, M@y M

T(S® (M, M))
T(idSQCMM,I\/I )i lidﬂs)

T(S® (M ®, M))

T
S,M®MM

est commutatif, et donc que T'(id; ©c,, ) =1id, . Par définition de 2-action

réduite universelle, il existe donc un unique morphisme de 2-actions

,afo §560) (l_Il s id)

—_ &,
(T, (Id,,, id,idy), 7) : (8% x M {2~ §60) 5 (T x M —22", T

telle que TP =T et 7 x4 = 7. On a ainsi un isomorphisme naturel

(PO x1dy)

7:Te% = I (T xId,)=TII', . Par définition de 2-systéme trivialisant

SO M o
relatif & ©%@, il existe alors un unique foncteur T : S%© /@%© — T tel que
TPQ% =T et i *Ngeo = T. Ce foncteur est alors tel que TPQgQ péo =
TP% =T et tel que

I kM6, *1 = 7
7 oo (P80 x1ay) (P80 x1ay)
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Supposons alors que T : S¢@ /®%© — T soit un foncteur tel que TPGgQ pPéo =T

et tel que 1. *xn s, *1 = 7. Dans ce cas
q 7 ¥lgéo (PEO wray,)

(TPQ% ,(Idy,,id,idy), i, * 160 ) - (e%, a0 §%0) id, id)

— (I,

est un 1-morphisme de 2-actions puisque pour tout objet S de S© et tout objet
M et N de M, les deux diagrammes

T(P@é“@ (O‘i?M,N))

T(S® (M ®, N)) T((S®M)®N)
@s M N)\L \LT(WQ(g%M N)
T(S) T(S® M)
id T(S) \ \LT(”®§9\4)
T(S) — T(S)
T(S)

idy o

sont commutatifs. En effet, (S¢© /@£®,P®g®777~®g®) est un 2-systéme trivial-
isant et ces deux diagrammes sont I'image par T des diagrammes commutatifs

de la définition de 2-systéme trivialisant et de la remarque 2.1.7. Par définition
de T et par universalité de (T, (Id,,, id, idy), ) nous déduisons que TP oo = T

et que i xn = 7. Des lors, par unicité de T, nous déduisons que T = T, ce

qui termine de montrer que T est 'unique foncteur entre S%© /®%© et T tel que
TPQgQ Péo =T et Z% *Mgée =T
Soit alors (T,T',7') un autre 2-trivialisateur relatif & © et p : T = T’
un isomorphisme naturel tel que (i, )7 = 7/(u*i,). Puisque TTI! =
S,M !

(T x Id,,), T’} =1} (T’ x Id,) et que pxi,, =i
S,M

T,M S,M ('u * lIdM )’ nous

ml
T,M

remarquons que 4 induit un 2-morphisme de 2-actions
(yigg, ) ¢ (T, 1dy7) = (T, 1d,,, 7).

Par définition de 2-action réduite universelle, il existe un unique 2-morphisme
de 2-actions

(fiing,) : (T, (1d,,,id,idy), 7) = (T, (Id,,, id, id;), 7")
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tel que i * 1 o = Mo Par définition de 2-morphisme de 2-actions, nous savons
P
donc que

Tode == (T x Id,) = TIL

6@ M

i i x(ExIdy)  |[F*i
oo ﬂ ﬂ 7, m 50 m

T'of =1 (T" x Id,) = !

50 M

Dés lors, puisque (S0 /@%0, P s, Moo ) ﬁt un 2-systéme trivialisant, il existe

un unique isomorphisme naturel 7z : T — 77 tel que i x4, = 7. Celui-ci est
0“0

donc tel 7z * z’P . I * ipe = . Supposons qu’il existe un isomorphisme
naturel i : T = T’ tel que fi * ip , pto = K. De la commutativité du
e°0O
diagramme
Tobo z ! (T x Id,)
\ P i?*YJ@g@ = /
TP®<§"®® O = TPQrg@ Hsg@ .
(ﬂ*ipo‘% )*%g@ #*ZP@‘;@ Q%D Mlp@'g@ H;% M‘M’ (MMPQ% )“Hslé“@ M
T & T'P_ e T
T'o% = ! (T7 x Id,)

nous déduisons le fait que

(fi z‘PQg@ virg, )t (T, (Idy,id,idy), 7) = (T, (Id,,, id, idz), ')

est un 2-morphisme de 2-actions. Au vu de la définition de fi, nous déduisons

que fi* i, = [ par universalit¢é du 2-morphisme de 2-actions (ﬁ,ildM).
0O

Dés lors, par universalité de 7z, nous trouvons que fi = fi, ce qui termine
de montrer que i est I'unique isomorphisme naturel entre T et T’ tel que
‘LL*ZPOgOPgQ = . O
Corollaire 3.5.3. Le 2-systéme trivialisant relatif & © et construit ci-dessus
(S0 /0%, P se PCO,nys * Zp%xmm) se décrit comme suit: les objets de
S% /©% sont les objets de S, tandis que les fleches sont les triples de la forme
M,N, . . .
S w T, ou M et N sont deuz objets de Ml et SO M i TON une fleche
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[M,N,[s]
de S®¢ ; deux fleches paralléles S ﬁi T sont égales s’il existe deux objets
UV, [t

P et Q deM et deuz isomorphismes f : M®, P - U®,Q, 9: N®,P = V®,0Q
tels que le diagramme

—1
*s,Mm, P

s@id @ N,
SOMe,P) 22 (SoM) 0P —% (ToON)oP —"2T6 (N, P)

idsefl lidTQg

SOU®,Q) 7> B0U)0Q 5> ToV)0Q—>T0o(VeyQ)

«
S,U,Q Q aT,V,Q

est commutatif dans S°©: ceci signifie que soit ce diagramme est commutatif
dans S, soit il existe un naturel non nul n, n objets S1, Ss,...,S, de S, n+ 1
fleches s; = S; — Sit1 de S pour i € {0,...,n} (en notant Sy = S © (M ®,
P),S,11=T06 VR, Q)) telles que

(id, © g)oz;}v’P(s Oidy)ag \ p = SpSn—1.--5150

dans S et il existe n endomorphismes a; : S; — S; de S pour i € {1,...,n} tels
que
-1

O‘T,V,Q(t Oid, )0 4o (tds © f) = 50080 10n_1...510150

dans S, de sorte que pour touti € {1,...,n}, il existe un objet S* de S et un objet
M; de M de fagon telle que a; = id_, ©cwm,,, ,,, ou il existe un naturel non nul n;
et n; objets M1, Mo, ..., My, de M tels que a; = (((zds OCMy, )@idMi1 ) ®

) ©id,, ; ainsi, Homs%/ éo (S,T) est le systéme trivialisant décrit dans la
'L"Li S ®
proposition 3.2.1 et relatif a Uaction canonique de To(M) sur ITo(M PRSP
pP®0s péOT
M), ou M PIR M désigne le 2-produit fibré de
P S T

o]

M
iSQ
S
-
e 5%

[M,N,[s]]

M-—7o=5S

(U, V,[2]]

S T est la fleche

la composée de deux fleches composables R
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R w) T, outes désigne la fleche de S

-1

a @id @
RoMe,U) 2 RoM)oU % (SoN)oU 2L s6 (N, U)
idSQCMN,Ui

TOVe,N)<—(ToV)ON<—-(SOU)ON =S50 (U, N);
arln tOid S,UN

[LL[idSQIM”
— M

les fléches identités sont de la forme S S; le foncteur P_s, péo

est déterminé par

P s P%:S — §%/e%

S S
si — l[IM,IM,[SGidIM]] ;
T T

la transformation naturelle o * ipexra, est déterminée par la famille de
fléches

[l M, 1552 ]
—_—

{SoM

De plus si (T, T,7) est un 2-trivialisateur relatif & ©, alors

S}(s,M)e obSxM-

T:8% /%% 5 T

S T(S)
[M,N,[s]]l = \LTS/,NT(S)T&}M
s’ T(S")

est l'unique foncteur entre S?© /©%0 et X tel que
ol &
TP o, P°® =T

et
i * 160 *ZPgQX[dM =T

De plus, si (T,T',7") est un second systéme trivialisant relatif & © et si ¢ :
T = T' est une transformation naturelle telle que (¢ * im M)T =7 x*i,),

alors la transformation ¢ : T = T’ définie par la famille de fleches

— P
{"(/}S = T(S) =2 T/(S)}Se 0b(s%0 /0%0)
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est lunique transformation naturelle entre T et T’ telle que

’l)Z} * ’LPGgQ ng = w
En particulier, si Ily(®) désigne 'action canonique induite par © (introduite
dans la remarque 3.1.2) du monoide commutatif I1o(M) sur I’ensemble I1y(S)
et si Ip(S)/Mo(®) est un systéme trivialisant relatif o cette action dans Ens,
alors il existe un isomorphisme d’ensembles

I, (S%0 /©%®) ~ My (S) /Mo (©).

Démonstration. Le résultat découle de la description des 2-systémes trivialisant
relatifs & une 2-action identitaires sur la symétrie diagonale proposée dans la
section 3.3 et de la description d’une 2-action réduite proposée dans la section
3.4. Le fait que I (S%® /©%0) ~ I (S) /Iy (®) découle alors de la description
des systémes trivialisant introduite dans la proposition 3.2.1. O

Nous terminons cette section en montrant que les 2-systémes trivialisants
universels construits dans cette section commutent avec les 2-produits binaires
de 2-actions. Pour cela, nous aurons besoin du résultat préliminaire suivant.

Lemme 3.5.4. Soient (0,a,8) : SXxM — S et (&/,a/,8) : TxN — N deux 2-
actions, respectivement d’un 2-monoide symétrique (M, ®,,, 1, a,, Gy dysy Cor)
interne @ 9rpd sur un groupoide S et d’un 2-monoide symétrique (N, ®,, I, a,,
9u» Ay, ¢y) interne a Yrpd sur un groupoide T, soit (© X @, a x o/, § x §') une
2-action produit de © et ', soient &, o et E=<=r les classes d’endo-

OXO’
morphismes construites au début de cette section et soient

&, &, &,
o %o 5o
( a 807

(s x M 2= 2 g% pT)

&, E~  Ey
IQOL/@,(;I@) & &

(17 x N {2 N

& ’ & ’ & ’
Ox0 Ox0 Ox0
foxo’ (Ox0’ Jaxal x5 ) ‘oxo’ ""”@x@/)

(SxT) x M x N (S xT) , P

les 2-actions réduites universelles relativement a ces classes d’endomorphismes
construites dans la section précédentes. Il existe un isomorphisme de groupoides

& , ) ,
Q:(SxT)w%S% x T°® tel que

‘oxo’ Er
Quxe =0 x0""(QxId,,)
Q! =1 (Q x Id,, )
(§><'ﬂ‘)g® ol MXN 50 70! MXN v

et tel que
EXE Er
QP " =P x P,
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Démonstration. Puisque les classes d’endomorphismes &, &g sont étirantes
(voir lemme 3.5.1), et qu’il est clair que &nxe = &o X &e/, le résultat découle
directement de la proposition 3.4.9. O

Théoréme 3.5.5. Soient (©,a,8) : SXxM = S et (0',a/,6") : TxN — N deuz
2-actions, respectivement d’un 2-monoide symétrique (M, ®,,, I,,, @y, Gy Ay Co)
interne & 9rpd sur un groupoide S et d’un 2-monoide symétrique (N, ®,, I, a,,
9y» Ay, ¢y) interne a Yrpd sur un groupoide T, soit (© X @', a x o/, § x §') une

2-action produit de © et @, soient (S% /(D% P o s eo )s (T% /@’% , P@/g/

@7
‘oxo’

/ .
/o x & 7P@x@/%m/ N foxo ), respective-

‘oxo’

n@/%) et ((SxT)
&, /
. . L. . N 10} Lo ) OxXO°
ment les trois 2-systémes trivialisants relatifs 4 © =, ® et X O con-
‘oxo’

E~r
struits dans cette section, et soit Q : (SxT) S sOxT® l’isomorphisme
de groupoides issu du corollaire précédent. Il existe un isomorphisme de grou-
poides

&

& / oxo’ & & &/ &l
OX0O 2rY (o) o)
F:(SxT) /O x & -89/ xT /0" "°
tel que
FP@x@/gOXOI = (P@gQ x P o )Q
et tel que
1. % & , = &o X & * 1 .
F n@x@’ OxX0O (77® © 77@/ GJ’) (nge 8o XHFI/H,N‘HQgQ Sy XHFZ&’N)(QXIdeN)
2R s O s YT

Démonstration. Au vu des propriétés de @ (voir corollaire précédent), nous
voyons par définition de 2-systéme trivialisant qu’il existe un isomorphisme de
groupoides

&

& !
B . ox0! & AN ‘or
Q:(SxT) ~T/oxe' > xT")/0 " xe'®
tel que
QPGXQ/(;M = PQgO xe! @
et tel que
Ig* @x@/ébxi@’ =N %0 ofor FUaxta,, o

Par ailleurs, par la proposition 3.3.14, il existe un isomorphisme de groupoides

£ Er 3 E 1 ’ ’
(S xT )0 x @ - 5%/ 0% xT% /0%

(P®g® X P@lge

tel que

(PQ‘gO X P@ng, )P@gQ X@/é}’@, = (P@é‘Q X P@/«s’@,)
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et tel que

o5 %7 & & ——(ng Xn g,)*i .

(P g XP &_,) 0] Padol © Jak©) (it xml 112 X2 )

© ol [ONP SO] © o & & MN' &5 & M,N
© o’ sfo oo’ N g%e pfof

Dés lors, il suffit de poser F = (P@gQ X P@/%, )Q. La vérification des deux

propriétés que doit satisfaire le foncteur F' est immédiate. O

Remarque 3.5.6. L’isomorphisme de groupoide F' construit dans la preuve
précédente peut se décrire comme

FoexT) 220 x o 2% 5 %707 x17 o
(5.7) (S,T)
[<M7N>,<M/,N'),(s,t>1l = l([M,M/,suN,N',tD
(8, T") (8, T)

1

tandis que l'isomorphisme inverse F'~* se décrit comme

F1:5% /6% xT% /0™ 5 (sxT) 7 /o x o =%
(8,T) (S,7)
<[M,Mcs],[N,N',t1>l - i[(M,NMM’,N'),(s,t)]
(8,1 (8,1

Corollaire 3.5.7. Soient (M, ®,,, 4y, Ly, 9> diys €) €8 (N, @y, a0, Ly, 95 dy €4)
deuz 2-monoides symétriques internes ¢ Yrpd et soit (©,7v,,0) : NxM - N
une 2-action de M sur N interne a 2-.# onSym. Le groupoide N¢© /&% décrit
dans le corollaire 3.5.3, muni du produit ®N£®/®g®

Né’@/ ®£’® XN&@/@&@ _) NgQ/ @éa@
(N, N') N, N’
‘ |
(pear i s x o) M@0 KM 0, K D s s s a1 ]
N

N,M,N’ K
(N/I N//I) N/I ® N/I/
i N
de la contrainte d’associativité Unéo jofo définie par la famille d’isomorphismes

[IM,IM,[aNNYNIYN” ©id

T, ]
{N@N (N ®, N") al (N @, N') @, N”} ;

N,N’,N""€ Ob(N)
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de l'objet unité I co = I, des contraintes d’unité a gauche et a droite
N

/%0
Info jofe €l dyéo joeo définies par les familles d’isomorphismes

[IM,IM,[gNN oid, ]}
N I,®, N ,

Ne Ob(N)

|:IM7IM[’[dNN GidIM ]}
N Ne,I, ,

Ne Ob(N)

et de la contrainte de symétrie Cnfo Jof0 définie par la famille d’isomorphisme

|:IM ’IM’[CNN,N’ QidIM ]:|

N®, N N ®,N ;

N,N’€ Ob(N)

est un 2-monoide symétrie interne a Yrpd. Le foncteur Pyeq P% muni des
identités canoniques

{PG% Pfo(N)® Py P2 (N') = N @, N’

né0 /0f0

= PQgQP G(N Ay N )}N,N/ Ob(N)

et I, = P sq P (1) est un 1-morphisme de 2-monoide symétrique de sorte
; Eo &
que le triple ((N°©/® %@ g oo 2 INFO j0F0) IN% oo 2 IND %0 dyso /o0

CN%/@%)7 (Pgyeo P id, idr)

5 est un 2-systéeme trivialisant

77]@% * lPéo@xIdM)
relativement & (©,7, a,0) dans 2-.# onSym. En particulier, si Ily(©®) désigne
Paction dans MonCom induite par ® (introduite dans la remarque 3.1.2) et
s1 Ip(N) /Mo (®) désigne un systéme trivialisant dans MonSym, alors il existe

un isomorphisme de monoides commutatifs

Mo (N%® /%) = Mp(N)/Io(©).

Démonstration. Le résultat découle de la proposition 2.2.1, du théoréme 3.5.2
et du théoréme 3.5.5. O

Corollaire 3.5.8. Soit (F, f, f1) : (M, ®,, s Ly Gus dus Gy) = (N, 50y, L,
9u» Ay, ¢y) un morphisme de 2-monoides symétriques. Le 2-systéme trivialisant

&, €6
(N%0F /0.°F | © a . oo 1 g . fo od . .
( T or 008 NOF /0P or ;o f0r  TNOR 10, OF " TNOF 10, OF

&, . . . - - .
c 4 & P . P°OF id,idr £n ¥ décrit dans le corollaire
Néor /O OF ) O OF o )777®F®F péor ><IdM)
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précédent, ot O désigne la 2-action interne a la 2-catégorie des 2-monoides
symétriques

Id xF ®
NxM-2 Nx N2 N
munie de l’isomorphisme naturel yp défini pour tout objet N, N’ de N et tout
objet M, M' de M par
(N @, F(M)) @, (N @, F(M') @ing r,nr e
1 S / /
aNN,F(M),N/®NZdF(M’) ((N ®N F(M)) ®N N ) ®N F(M)
! /é’_”/
(N ®N (F(M) ®N N )) ®]\' F(M) (idN®NCNF(M),N’)®NidF(M’)
T / !
aNN,N’,F(M)®NidF(M’) (N ®N (N ®N F(M>)) ®N F(M)
=
((N By N/) Oy F(M)) By F(M/) aNN®NN’,F(M),F(IVI’)
ALY /
NeyN’ ®NfM,M' (N ®N N/) ®N (F(M) ®N F(M )

P
(N @, N') @, F(M ®, M),

id

de l’isomorhisme naturel ap défini pour tout objet N de N et tout objet M, M’
de M par

N, F(M®, M') idye.f}

M, M’

N @, (F(M) @, F(M"))

NN, P (M), F (M)

(N @, F(M)) ®, F(M’)

et de l'isomorphisme naturel §p défini pour tout objet N de N par

d id
N N, 1, O N ),
est un 2-conoyaw de (F, f, fr) dans 2--#onSym. De plus, si Coker(Illy(F))

désigne un conoyau de Tlo(F) : Ty(M) — IIy(N) dans MonCom, alors il
eziste un isomorphisme de monoides commutatifs

Mo (N¢er /0577 ) ~ Coker(Iy(F))

et si, dans MonCom, Coker(Illo(AF)) désigne un conoyau de Ilo(Ar), ot Ap
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désigne la factorisation canonique de M a travers le 2-produit fibré

*
M

M

X

& & 4>
p OFp p"OFp T
N
P
MTNHNéﬂQF

Sop
P

alors il existe un isomorphisme de monoides symétriques
I, (Nor /@?F) ~ Coker(Ily(AF)).

Si ((Z,¢,¢(1),(0,0,01),v) est une structure 2-cofinale sur (F, f, fr), alors
le septuple (N¢or /O, or , ®

a & 1 g &
& 9 & O ‘ &, ) & (O]
or /0 0r N OF JOp F N%F/@F@F N°OF /@ 7F

& c & muni du foncteur
NgQF/®F®p7 Nf:@F/@F@F) f

& &
( )*gQ Sop i N%or [0 — N%or [0)°F
N YF/Opn

et de l’isomorphisme naturel

* )= 1Id

' Q®
& o} & o} & Sop’ & & & o}
NOF /o0 F NYOF /0, OF = N°OF /o °F NOF )0 OF NCOF /o OF

issus de la proposition 2.4.8 (nous rappelons que pour tout objet N de N,

(N)* = Z(N) et laissons le reste des descriptions explicites en ex-

oy /@iGF
ercice pour le lecteur) est un 2-groupe symétrique interne & Yrpd. Dés lors, si
(F, f, fr) est un 1-morphisme de 2-groupes symétriques, alors N°©r /©F. %or pst
un 2-conoyau de (F, f, fr) dans 2-9rpSym puisque ( ):: N — N, [ 1 :N— M

et (fr=i, )0, :®,(Idy,()}) = FIL,1, est une structure 2-cofinale sur F.

Démonstration. Nous montrons seulement que
I, (N€or /050F ) & Coker(I(Ap)),

le reste du résultat découlant directement de la proposition 2.3.4, de la propo-
sition 2.4.3, du corollaire 2.4.4 et du corollaire 3.5.7. Par construction de
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N%r /©7.°F, nous savons que IT; (N¥®r /©7°F) est le systéme trivialisant re-
latif & ’action canonique de Ily(M) sur le Iy du 2-produit fibré

X M
& &
P OF (e (=) P OF (1o, F(-) M
lIN(@NF(_)
N
&,
lp o
&
N or
Iy & F () for N

Puisque le foncteur I, ®, (—) : N — N est monoidalement équivalent & Id,,

I, (N¢or / @f;@F) est donc le systéme trivialisant relatif & I’action canonique de
Iy (M) sur le Iy du 2-produit fibré

pPor pOF p M
|s

N
2

M N NOF

et cette action est celle induite par le Il du 1-morphisme de 2-monoides
symétriques Ap. Le résultat découle alors de la proposition 1.3.4. O

Remarque 3.5.9. Le corollaire précédent nous permet d’obtenir une descrip-
tion ensembliste des 2-conoyaux de 2-.ZonSym. Il nous permet également
d’obtenir une description ensembliste des 2-conoyaux des 1-morphismes de 2-
groupes symétriques. Remarquons qu’une description des 2-conoyaux de 2-
GrpSym a déja été proposée par E. Vitale dans [Vit02]. La description de
Vitale est donc équivalente & celle proposée ici, quoique beaucoup plus sim-
ple d’accés. Ceci s’explique par le fait que la description de Vitale s’applique
uniquement au contexte des 2-groupe symétrique, qui est un contexte beaucoup
plus riche que celui des 2-monoides symétriques.

Le dernier résultat de ce chapitre découle directement du corollaire précé-
dent et du théoréme 2.5.1.

Corollaire 3.5.10. Le 2-foncteur d’oubli U : 2-9rpSym — 2-# onSym pos-
séde un biadjoint a gauche L. Pour tout 2-monoide symétriqgue (M, ®,,, a,, I,

Gu» s €), U(L(M)) est un 2-conoyau dans 2-.#onSym du 1-morphisme dia-
gonal Ay. En particulier, si Coker(Ilo(Apm)) est un conoyau dans MonSym
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du morphisme de monoides commutatifs Tlo(Ap) : To(M) — TIo(M x M),
alors il existe un isomorphisme de groupes symétriques

Iy (L(M)) ~ Coker(Illo(Am))

et si Coker(Ily(Aa,,)) est un conoyau de Tly(Ap,,) dans MonSym(Ens), od
An,, est la factorisation canonique & travers le 2-produit fibré

M
W
M M
& &
(P Oy Ay (P Oam Ay M
lAM
M x M
Eoa

‘oa,
M?M.MXMTAM)(MXM) M

alors il existe un isomorphisme de groupes commutatifs

IT; (L(M)) ~ Coker(Ily(Aa,,))-
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Chapitre 4
K-théorie algébrique

Dans le chapitre 4, nous étudions les rapports entretenus par le biadjoint a
gauche IL construit au chapitre précédent avec les deux groupes commutatifs
Ky et K7 de la K-théorie algébrique. Dans la section 1, nous rappelons les
définitions de Ky et K1, ainsi que la construction de la suite exacte

Ki(F) Ko(F)

Ky (M) KN S K S Ko 22 ko).

Dans la section 2, nous établissons 'existence d’un 2-isomorphisme naturel
IIyL ~ Ky. Dans la section 3, nous établissons ’existence d’un 2-isomorphisme
naturel IT;I. ~ K;. Dans la section 4, si Coker(Ily(Ar)) désigne le conoyau
du Iy de la factorisation canonique & travers le 2-produit fibré

MAF

i

—F N,

alors nous établissons l’existence d’un isomorphisme de groupes commutatifs
(M, %, M), (a ) =~ K dans le cas particulier ou I est identitaires sur la
symeétrie diagonale, c’est a dire F'(cpr,par) = 9d (théoréme 4.4.2) ou dans le cas
particulier o F' est un 1-morphisme de 2-groupes symétriques (théoréme 4.4.4).
Dans ce dernier cas, nous en déduisons que la suite exacte de la K-théorie est
isomorphe & la suite exacte associée & un 2-groupe symétrique introduite par
Rousseau dans [Rou00] (remarque 4.4.5). Dans la section 5, & partir d’une
2-action ® : N x M — N d’un 2-monoides symétriques M sur un 2-monoide
symétrique N, nous construisons une suite exacte

Ki(M) 25 Ky (N) 25 Ko 2 Ko(M) 5 Ko(N)
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sans émettre d’hypothése particuliére sur ® (théoréme 4.5.3). Dans le cas

particulier ot ® est la 2-action N x M 15 N % N 25 N induite par un

1-morphisme de 2-monoides symétriques F : M — N cofinal, nous montrons
que cette suite exacte est isomorphe & la suite exacte de la K-théorie algébrique
(corollaire 4.5.5) et en constitue donc une généralisation.

4.1 Rappels K-théoriques

Nous rappelons les définitions et résultats basiques de la K-théorie algébrique.
Pour les détails, nous renvoyons le lecteur vers [Bas68].

Définition 4.1.1. Soit (M, ®,,, a,,, Iy, Gy s dyy» ¢, ) Un 2-monoide symétrique in-
terne & ¥rpd. Une composition sur M est la donnée d’un couple (C,0) ou
C C Ob(M) x Ob(M) et o : C — Ob(M) est une application telle que si
(M,M'"), (N,N') € C sont tels que (M ®,, M, M’'®, N') € C également, alors

(M®MN)O(M/®MN/):(MOMI)®M (NON/)'

Définition 4.1.2. Soient (M, ®,,, a,,, I,;, 4> s, &, ) Un 2-monoide symétrique
interne & ¥rpd et (C, o) une composition sur M. Un groupe de Grothendieck
pour M par rapport & (C, o) est la donnée d’un couple (Ko (M), [ Jum), ou:

1. K,(M) est un groupe commutatif;

2. [ Jm: (M) — Ko(M) est un morphisme de monoides commutatifs tel
que [M o Ny = [M]m + [N]um pour tout élément (M, N) de C

de sorte que si (G, ., es, ()7) est un groupe commutatif et si f : [lo(M) — G

» Tar e

est un morphisme de monoides commutatifs tel que f(M o N) = f([M])
f([N]) pour tout élément (M, N) de C, alors il existe un unique morphisme de
groupes commutatifs noté f : K, (M) — G entre K,(M) et G tel que

fl =1

L’existence, pour tout 2-monoide symétrique (M, ®,,, a,, L, gy, dirs €y ) €1
toute composition (C,o) sur M d’un groupe de Grothendieck (Ko(M),[ ]m
découle de la construction suivante: (ITo(M x M))/R, ou ([M,N],[M’,N']) €
R s’il existe un objet X de M, deux objets (Do, D1), (Eo, E1) de C et un

isomorphisme de M
((((M@N’)@X)@(DooDl)) ®E0) QE ~ ((((M’@N)@X) ®Do) ®D1) ® (EooEl).

Dans ce cas, I'application [ |y est définie par

[ ]M : Mo(M> — KO(M)
M — [(M,I)]
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Il est alors facile de vérifier que le couple (Ko(M),[ ]u) est un groupe de
Grothendieck comme dans la définition ci-dessus.

Soient (F, f, fr) : (M, ®,,, @y, Lygs Gugs ipy ) — (N, ®y5 a5 Ly, 9y, dyy, €¢y) un 1-
morphisme de 2-monoides symétriques internes a ¥rpd et (Cy,om), (Cn,on),
respectivement une composition sur M et une composition sur N telles que si
(M, M'") € Cy, alors (F(M),F(M')) € Cy et F(Moy M')=F(M)oy F(M').
Dans ce cas, il existe un unique morphisme de groupes commutatifs K, (F) :
K,,(M) = K, (N) tel que le diagramme

o(M) 22 K., (M)

Ob(F)l iKo(F)

Iy (N) N Ko, (N)
est commutatif. Nous notons 2-.Z onSymComp la 2-catégorie des 2-monoides
symétriques munis d’une composition, des 1I-morphismes de 2-monoides symé-
triques compatibles avec les compositions (voir ci-dessus pour une définition
précise) et des 2-isomorphismes de 2-monoides symétriques. Nous définissons
un 2-foncteur

Ko : 2~ onSymComp — D(GrpCom)

F Ko (F)
— A /\
(M7 (CM7 OM)) \U/Oz (Na (CN7 ON)) = KOM (M) H KOM (N)
— = ~_ 7
G K.(G)

ot D(GrpCom) désigne la 2-catégorie discréte des groupes commutatifs et des
morphismes de groupes commutatifs.
Nous présentons trois exemples importants de groupes de Grothendieck.

1. Tout 2-monoide symétrique (M, ®,,, a,;, L, Gu> dyy» ¢,) POSséde une com-
position triviale (0,Donmr). Dans ce cas, le groupe de Grothendieck
Koy, 10y (M) est simplement noté Ko(M) et ceci définit un 2-foncteur

Ky : 2-# onSym — D(GCom).

Si L : MonCom — GrpCom désigne un adjoint & gauche au foncteur
d’oubli U : GrpCom — MonCom, celui-ci s’étend en un 2-foncteur D(L) :
D(MonCom) — D(GrpCom) et il est alors clair, par définition de Ky,
que nous obtenons un diagramme de la forme

2-M onSym
l \
Iy ~
D(MonCom) D(GrpCom).

D(L)
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2. Soit (M, ®,,, @ys Lyps Gus digs &) R 2-monoide symétrique. Nous notons

M? *M

(Aut(M),EM,UM) le 2-égalisateur de la paire de 1-morphismes de 2-

Idy
monoides symétriques MM (la propriété universelle de ce que nous
Idy

appelons 2-égalisateur est similaire a celle du 2-produit fibré rappelée a
la section 3.1). La notation Aut(M) est justifiée par le fait que les objets
de Aut(M) sont exactement les couples de la forme (M, s), ou M est un
objet de M et s : M — M est un automorphisme de M. Aut(M) posséde
la composition suivante:

Cautany = { (M, 5),(N,t)) € Ob(Aut(M)) x Ob(Aut(M))|M = N}
et
oaut) : Caurey —  Ob(Aut(M))
((M,s),(M,t)) > (M,ts)

Soit alors le groupe de Grothendieck (KO wwrn (Aut (M), [ ] Aut(M)), que

nous notons plus simplement K7(M). Celui-ci est appelé le groupe de
Whitehead de M. 11 est facile de voir que ceci définit un 2-foncteur

Ky : 2-# onSym — D(GrpCom).

Par ailleurs, nous remarquons que tout objet (M, id,,) de Aut(M) est tel
que
[(M7 idM )]Aut(M) = [(IM7 idIM )]Aut(M)

puisque par définition de groupe de Grothendieck, [(M,id,,)] autv)y +
(M, id,,)] aueny = [(M,id,, )] autqvy- Nous en déduisons que pour tout
objet (M, s) de Aut(M)

[(M’ 3)]Aut(M) = [(IM idzM)ﬂ (M, 8_1)]
puisque

[(M7 S)]Aut(M) + [(M’ 3_1)]Aut(M) = [(Ma idy, )]Aut(M) = [(IM’ Z.dIM )]Aut(M)'

Deés lors, tout élément [(M, s), (N, t)] de K1 (M) est égal & [(M ®,, N, s®,,
t=1), (IM,idIM )]. Par ailleurs, si [(M,s),(N,t)] et [(M',s"),(N’',t')] sont
deux éléments de K7 (M), alors

(M &, N) @, (M @, N'), (58, £ @, (8 2, 071)), (Lsid, )|

_ [((M @, M) @, (N, N'), (5@, 8) @ (t' @, '), (L,.id, )]
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puisque [(M ®, N)®, (M'®, N'), (s@, t7) @, (s'®,,t'71)) et (M ®,
M")®,, (N®,N), (s®,)®, (t71®,t'"")) sont isomorphes dans Aut(M).
Ceci nous autorise a identifier K7(M), en tant que groupe commutatif, a
I’ensemble quotient

{[(M, )] |(M,5) € Ob(Aut(M))},

ou [(M,s)] = [(IV,t)] si et seulement 'l existe cing objets (X, z), (D, dp),
D,dy), (E,ep), (E,e1) de Aut(M) et un isomorphisme de Aut(M)

(((M ®, X)®, D)®, E) ®, E, (((s @y, ) @y, (dodr)) @, eo) ®, el) ~

<(((N @y X)®,, D) @, D) ®, E, (((t ®, 1) ®,, do) ®, dl) @y (e0e1)>

Nous rappelons la proposition 1.9 du chapitre 7 de [Bas68] dont nous
nous servirons dans la démonstration du lemme 4.5.2

Proposition 4.1.3. Si [M,s] = 0 dans K1(M), alors il existe un objet
F de M et quatre isomorphismes a,b,c,d: M ®,, (F ®,, F) tels que

5 ®,, id = aba " 'b " tederd !

FQy F

* SOit (F7 f7 fI) : (M7 ®M7 aM7IM7gM7 dM7CM) ‘> (N7 ®N7aN’ [N7gN7dN7CN) un
1-morphisme de 2-monoides symétriques internes & ¥rpd. Nous consid-
érons le 2-produit fibré M, x, M sur lequel nous définissons la composition

suivante:
Ot x, = { (M, M, 5), (N, P,t)) € Ob(M,,x, M) x Ob(M ,x, M)|M’ = N}.
et

OMFXFM : CMFXFM — Ob(MFXFM)
((M,N,s),(N,P,t)) +— (M,P,ts)
Soit alors le groupe de Grothendieck (Ko, , (M, x,M), [ Im,x M), que
F'F F

nous notons plus simplement Kp. Par un argument semblable & celui
employé au point précédent, nous montrons que Ky s’identifie en tant
que groupe symétrique & I’ensemble quotient

{[(M, M, s)]|(M,M’,s) € Ob(M,x,M)},
ou légalité [(M, M’ s)] = [(P, P’,t)] est vérifiée si et seulement s’il existe

cing éléements (X, X', z), (D, D’,dy), (D', D", dy), (E, E',ep), (E',E" e1)

de M, x,. M et un isomorphisme de M, x, M

((((M ®, X) @, D) ®, E) ®, E, (((M’ By X') @y, D") ®,, E’) ®, E"
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f]vI’,X’,D”,E’,E” ((((S (2 m) Ry (dodl)) Ry 60) Qum 61>fM,1X,D,E,E’> ol
((((P @ X) @, D) &y D') &y B, ((P' @, X) @, D) @, D") & B

fP',X’,D’,D”,E” ((((t ®M fl") ®M{ dO) ®M dl) ®M (6061)>fp,]j(,D,D’,E>7

ou pour tout objet M, X, D, E, E' de M, fu x,p g g désigne liso-
morphisme canonique

(((F(M) @, F(X)) ®, F(D)) &, F(E)) ®, F(E') =~

F((((M ®, X)®, D) ®, E) ?,, E’)

Nous décrivons, pour terminer ces rappels, la maniére dont le groupe de
Grothendieck Kz que nous venons d’introduire est connecté aux groupes K|
et K1 de M et de N au moyen d’une suite exacte. Pour cela, nous considérons
le morphisme de groupes commutatifs

d:Kp — Ko(M)
(M, M's)] — [(M,M)].

Afin de construire un morphisme de groupes commutatifs entre K7 (M) et Kp,
nous rappelons la définition suivante.

Définition 4.1.4. Un l-morphisme de 2-monoides symeétriques (F, f, f1) :
(M, ®,15 Ay, Lys Gus Ay €) — (N, @y, a4, Ly Gys dys ¢y) st cofinal si pour tout
objet N de N, il existe un objet N’ de N, un objet M de M et un isomorphisme
de N

t: N, N = F(M).

Nous rappelons alors la proposition suivante qui découle de 3.1 de [Bas67]
(ou de la proposition 4.3 du chapitre VII de [Bas68]).

Proposition 4.1.5. Soit (F, f, fr) : (M, ®,,a,,1,, 9, d,, ¢,) — (N,®,,a,
Ly, 9y, dy, ) un 1-morphisme cofinal de 2-monoides symétriques internes a
Yrpd. 1l existe un unique morphisme de groupes commutatifs d' : K1(N) - Kp
entre K1(N) et K tel que pour tout objet M de M et tout [F(M), f] € K1(N),

on ait d' ([F(M), f]) = [M, M, f].

Ceci nous permet d’énoncer le théoréme 4.6 de [Bas67] (ou le théoréme 5.3
du chapitre VII de [Bas68]).
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Théoréme 4.1.6. Soit (F, f, f1) : (M, ®,,,a,, L, Gy dy. ) = N, ®,,a,, L,
Gn» diyy ¢y) un 1-morphisme cofinal de 2-monoides symétriques internes 4 Yrpd.

N -N
La suite
K (M) 25 5 () L Ko S R 22 R ()
est exacte.

4.2 Caractérisation de K(M)

Soit L : 2-.# onSym — 2-9rpSym un biadjoint & gauche au 2-foncteur d’oubli
U dont Pexistence est assurée par le corollaire 3.5.10. L’objectif de cette section
est de montrer qu’il existe un 2-isomorphisme naturel kg

2-# onSym

2-GrpSym
v lmo

D(GrpCom).

Ko

Ko

Soit (M, ®,,, @y, Lys Gu> diy» €) Un 2-monoide symétrique. Nous désignons
par Coker(Ilp(Apm)) un conoyau de Ilg(Apy) dans D(MonCom), ot Ay est le
I-morphisme diagonal de Ml dans 2-.#onSym. Etant donné que Iy (IL(M)) ~
Coker(Illo(Apm)) au vu du corollaire 3.5.10, nous déduisons de la proposition
3.2.1 et du corollaire 3.2.4 que Il (L(M)) peut se décrire comme le groupe
commutatif dont ’ensemble sous-jacent est I’ensemble quotient

(ITy(M x M))/R,
ou ([M,N],[M’,N']) € R ¢'il existe deux éléments P, Q de Ty (M) tels que
M ®, P,N®, Pl=[M®,Q,N ®, Q]
dans ITo(M x M), c’est-a-dire s’il existe un isomorphisme de (M x M)
(f.9): (M @y PN ®, P) = (M@, QN &, Q).

Théoréme 4.2.1. Si K désigne le 2-foncteur décrit dans la section précédente,
alors Ko = L.

Démonstration. Soit (M, ®,,,a,,, 1, Gy, dy,¢,) un 2-monoide symétrique in-
terne & ¥rpd. Nous commengons par voir que Ko(M) = Io(L(M)) comme
groupes commutatifs. Pour cela, prenons [(M, N)] = [(M’, N")] dans Ky(M).
Dans ce cas, il existe un objet X de M et un isomorphisme ¢t : (M ®, N')®, X —
(N®, M")®, X de M. Dés lors, N'®, X et N ®, X sont deux objets de M
et

a c, ., td
MM,N/,X N‘[N,Z\/I/ M"TX

M®M(N/®MX) E— (M®MN/)®MXL> (N®MM/)®MX
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-1
a

, Mparr N, x ,
(M ®MN)®MX—>M O (N®MX)3

a
MN N7 x
) ———(

N®, (N'®, X N®,N)®, X

-1
Mpy7 N, x

N' ®, (N ®, X)

sont deux isomorphismes de M induisant un isomorphisme de M x M
(M ®, (N'®, X),N®, (N'@, X))~ (Mo, (N, X),N'8, (N, X)),

et donc [(M,N)] = [(M’, N")] dans I, (L(M)). Réciproquement, si [(M, N)] =
[(M’,N")] dans I, (L(M)), alors il existe deux objets P, @ de M et un isomor-
phisme

(s,t): (M ®, PN®, P)— (M ®, QN ®,Q)

de (M x M). Dans ce cas, il est clair qu’il existe un isomorphisme de M

-1

(M@, N')®, (P8, Q) ~(Me, P)®, (N &, Q) =

(M'®, Q)®, (N®, P)~(N®, M), (P®,Q)

et [(M,N)] = [(M’',N’)] dans Ko(M). Ceci montre que Ko(M) = Iy (L(M))
comme ensembles. De plus, comme les structures de groupe de Ko(M) et
de Ty (L(M)) coincident, cette égalité est également une égalité de groupes
commutatifs.

Soit (Fafvff) : (M7®M7G’M’ M’gM7dM’CM) - (N7®N7aN’IN7gN’dN7CN) un 1-
morphisme de 2-monoides symétriques interne & ¥rpd. Si [(M, N)] € Ko(M) =
I, (L(M)), alors

Ko(F)(I(M, N)]) = (F(M), F(N)) = o (L(F) ) (I(M, )

et Ky (F) =T (]L (F)), ce qui termine de montrer que Kg = IIpl. ]

Corollaire 4.2.2. Soit (M, ®,,,a,,I,, 9y, d,, ) un 2-monoide symétrique in-
terne a Yrpd. Il existe un isomorphisme de groupes commutatifs

Ko(M) ~ Coker(Ilp(Apm)).

4.3 Caractérisation de K;(M)

Soit L : 2-.# onSym — 2-4rpSym un biadjoint & gauche au 2-foncteur d’oubli
U dont Pexistence est assurée par le corollaire 3.5.10. L’objectif de cette section
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est de montrer qu’il existe un 2-isomorphisme naturel

2-4# onSym

2-GrpSym
Klﬂ \Lml

D(GrpCom).

K

Soit (M, ®,,, @y, Lys Gus dyys €) Un 2-monoide symétrique. Nous désignons
par Coker(Illp(Aa,,)) un conoyau de Ily(An,, ) dans MonCom, ot Ap,, est la
factorisation canonique a travers le 2-produit fibré

Du corollaire 3.5.10, nous savons que
IT; (L(M)) ~ Coker(Ily(Aa,,))-

Nous déduisons de la proposition 3.2.1 et du corollaire 3.2.4 que I, (IL(M))
peut se décrire comme le groupe commutatif dont les éléments sont les classes
d’équivalence de la forme [M, N, [s,t]], ot M et N sont deux objets de M et

&
[s,t] : (M, M) — (N,N) est un morphisme de (M x M) 721 Deux telles
classes [M, N, [s,t]] et [U, V, [u,v]] sont égales s’il existe deux objets P et @) de
M et deux isomorphismes f: M ®, P 22U ®,Q,9: N®, P>V ®,Q deM
tels que le diagramme

[s®,,9d  t @, id ]
(M, PMg, P)——————" "+ (N®, PN®, P)

[f,f]l [smﬂl

(U ®M Q7U®M Q) [U®MidQ1U®MidQ] (V ®M Q’V®M Q)

&
est commutatif dans (M x M) e g [M,N,[s,t]] et [U,V,][u,v]] sont deux
éléments de IT,IL(M), alors leur produit est donné par

[M,N,[s,t] [U,V,|u,v]] = [M @U,V®N,[s®, u,v®, t]].
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L’élément neutre est la classe |1, ]

id id et nous avons déja
M MO [ T @y m’ IM®MIM}:| J

montré dans le lemme 3.3.7 que les classes [IM,IM, [id,M®M,M,id,M®MIM]} et

[M, M, [id,,,id,,]] sont égales pour tout objet M de M. L’inverse d’une classe
[M, N, [s,t]] est donné par la classe [M, N, [s,t]]"' = [N,M,[s~",t7']]. Le
lemme suivant va nous aider & établir un lien entre ITIL(M) et Ty (Aut(M)).

Lemme 4.3.1. Soit [M, N, [s,t]] € I;L(M). Nous avons que
[M,N,[s,t]] = [M,M, [t 's,id,,]] .

Démonstration. Le résultat se déduit du fait que (id,,,t~') est un isomor-
phisme entre (M, N, (s,t)) et (M, M, (t"1s,id,,)) dans M, X, M, puisque

(N (s, t) = (t71s,id,, ) (id,, , id,,)
dans M x M. O
Nous considérons alors la relation
[]1:Ho(Aut(M)) — ITLL(M)
(M,s) — [M,M,][s,id,,]]

qui est clairement un morphisme de monoides commutatifs.

Afin de démontrer, pour tout 2-monoide symétrique (M, ®,,, ays L1s Gus> dugs
¢,,) interne & 9rpd, I'existence d’un isomorphisme de groupes commutatifs entre
IT, L(M) et K7 (M), nous introduisons le lemme suivant.

» Tar e

de monoides commutatifs f : Iy (Aut(M)) — G tels que si (M, s) et (M,t) sont
deuz éléments de Aut(M), alors f([M ®,, M,t® s]) = f([M,ts]). Dans ce cas

Lemme 4.3.2. Soient un groupe commutatif (G, %, e, ( )%) et un morphisme

1. Si M et N sont deuz objets deM etu: M — N,e: N —- N,u' : N —- M
trois morphismes de M, alors

F([M,u'eu]) = f([M,u'u]) +; f([N,e]).
2. Si (M,id,,) est un élément de Aut(M), alors
F([M,id,,]) = e
3. Si (M, s) est un objet de Aut(M), alors
FUM,s71) = (fF([M, 8])-

Démonstration.
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1. Nous calculons que
F(M ' eu]) = f([M,u'ew "))
= f(IM,u'eu™")) g f([M, u'u])

et f([M,u'eu'=1]) = f([N,e]) puisque v'~! : (M,u'eu/~t) — (N,e) est
un isomorphisme de Aut(M).

2. Nous calculons que
f([M’ idM]) = f([Ma ldMZdM])
= f([M, ZdM]) *a f([Mv idM])
et donc f([M,id,,]) = e..
3. Le résultat découle du point précédent, puisque

f([Ma SD *a f([Masil]) = f([M7 id]\l])

=e,.

Nous énoncons alors le résultat principal de cette section.

Théoréme 4.3.3. Le couple (II;L(M),[]1) est un groupe de Grothendieck
pour (Aut(M), oAut(M)).

Démonstration. Soient (M, s) et (M,t) deux objets de Aut(M). Nous devons
montrer que [(M ®, M,t®,, s)|1 = [(M,ts)]1, c’est-a-dire que

[M ®, M, M @, M, [t ®,, 5, z‘deMH — [M, M, [ts,id,,]].

Or, puisque [M, M, [id,,,id,,]] est ’élément neutre de II;L(M), il est encore
équivalent de montrer que

[M ®, M,M®, M, [t By s,z’dM®MMH

=M®, M\M®, M,[id,, ®, (ts),id

M®MZVI]]'

£
Or, dans (M x M) " nous calculons que

{t ®y S, z'dM®MM}

= [CMMJW ) CMMﬁM:| |:7:dM Oy L idM®MJ\/I:| |:CMM1M ) CM]\,LM:| |:idM Oy S, idM®M M
= lid,, ®, (ts),id

M®MM]
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Eon
)

puisque dans (M x M) =" nous avons que

|:CMJ\4,J\4 ’ CMM,M}

— -1 -1 ; .
- |:9MM®MM79MM®MM:| |:ZdIM Oy CMMYM’ZdIM @y CMMYM:| |:gMM®MM’gMM®MM]

= |:ZdM®M M Zdl\/I®M M:|

ce qui termine de montrer 'identité désirée.

Soient alors un groupe commutatif (G,*;,e.,()%) et un morphisme de
monoides commutatifs f : Ilo(Aut(M)) — G tels que si (M, s) et (M,t) sont
deux éléments de Aut(M), alors f([M ®,, M,t® s]) = f([M,ts]). Considérons
[M, N, s, t]] un élément de IT;L(M). Par le lemme 4.3.1, nous savons que

[M,N,[s,t]] = [M,M, [t 's,id,,]] = [(M,t""s)].
Ceci nous incite a définir la relation
fILLM) — G
[M,N,[s,t]] — f((M,t's)).
Nous allons montrer que f est une application.Supposons que [M,N,[s,t]] et
(U, V, [u, v]] soient deux objets de II;L(M) tels que [M, N, [s,t]] = [U, V, [u,v]],
et donc tels que [M, M, [t7's,id,,]] = [U, U, [v'u,id,]]. Ainsi, il existe deux

objets P, Q de M et deux fleches paralléles h,g: M ® P — U ® Q tels que le
diagramme

[(t—ls)®MidP ,idM®MP}

(M®MP7M®MP) (M®MP7M®MP)
[h,ﬂl J{[g,m
U®,Q,U® U®,sQU®

e, Q u @) (v )@y idg idy g o] U &, sQ n @)

&)
commute dans (M x M) % Deux cas sont alors possibles. Soit ce diagramme

commute dans M x M et dans ce cas, h =g et h: (M ® P, (t71s) ®, id,) —
(U ®, Q,(v'u) ®, id,) est un isomorphisme de Aut(M), ce qui implique
par définition de morphisme de monoides que f((M,t7's)) x. f((P,id,)) =
f((U,v_lu)) xG f((Q,idQ)) et il suit alors du point 2 du lemme 4.3.2 que
f((M,t71s)) = f((U,v" ), soit ce diagramme ne commute pas dans M x M
et dans ce cas, il existe un naturel n non nul, n objets (M, M7), (M, Mj),...,
(Mn, M;l) de MXM, n—+1 fleches (Giagi) : (Mi, Mz/) — (Mi+1, M{Jrl) de M x M
pour i € {0,...,n} (en notant (My, M}) = (M ®,, P, M ®, P), (My41, M), ) =
U ®, Q,U®, Q)) telles que

(g((tils) ®M idp)a!?) = (GnGn—LnGlGOagnQn—lleQO)
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et il existe n endomorphismes (a;,a;) : (M;, M!) — (M;, M]) de M x M pour
tout ¢ € {1,...,n} tels que

(((v_lu) ®,, id,, ) h, h) = (GnanGn_1an_1..G1a1Go, gna,,gn_1a,,_;...91a1go)

de sorte que pour tout i € {1,...,n}, il existe un objet (M?, M) de M x M et
un objet X; de M de sorte que, soit

a; = szi Qu CMx,, x,

! I
a; = 'LdM/z‘ O CMx, x;>

soit il existe un naturel n; non nul et n; objets M; 1, M; 2, ...,M; ,,, tels que

a; = <-~-(((idm Oy My, x,) Ou idMi,l) Ry idMi,z) Ry > Ry sz

CL; = ("'(((idl\/[/i Oy CMxi,xi) Pz idMiﬁl) Pz idjwig) Oy ) @y ZdM,mi .

En vertu du point 2 du lemme 4.3.2, nous calculons que
f<(U,U—1u))
= f((U ®, Q, (v 1u) @, idQ>)
(U 2, Q, (V') @, idQ)hh1>>
(

(
i

U (2% Q, GnanGn_lan_l...GlalGogO_la'l_lgl_l...g;ila%1gn1)>.
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En utilisant le point 1 du lemme 4.3.2, nous trouvons que

f((U,qflu)) - f((U ?, Q,GnGn,l...Glaogglgfl...ggilg;1)>

o 1 ((an) ) o v £ (30100 )

o 0 (87 ) v 1 (120
= f<(U ® Q:9((t™"s) @, idP)971)>

. f((Mn,an>) N f((Ml,m))

. f((M;,a';lO b g f((Mfuaifl)>

_ f<(U 2, ngg—l)) *g f((M @y P, (t71s) @, idp))

kg f((Mn,an)> kg e kg f((Mhal))
‘o f((M{,a’fl)> N f((M,’L,aﬁfl)).

Nous calculons par ailleurs, en utilisant le point 2 du lemme 4.3.2, que pour
tout 7 € {la -~-an}7 f((Mlvaz)) = f((Xi®thi7cXi;Xi)) et f((Mz/aa’il)> =
f <(Xi ®y, Xi, cl\_ﬂ; « )), ce qui implique au vu du point 3 du lemme 4.3.2 que

pour tout i € {1,...,n}, f<<M¢,ai)> % f<(M.’ a’—l)) — 0. Dés lors, en

et

utilisant une derniére fois le point 2 du lemme 4.3.2, nous trouvons finalement

B F((vom)) = 1((ar.es) )

En conclusion, nous avons bien montré dans chacun des deux cas que
f([Mv N, [S,t]]) = f([Ua v, [U,UH)

et donc que f est une application.

Nous devons alors montrer que f est un morphisme de groupes commtatifs.
Pour cela, nous commencons par remarquer que f préserve ’élément neutre
car f([I,,1,, [idIM,idIM]]) = f((IM,idIM)) = e, par définition de morphisme

de monoides commutatifs. D’autre part, f préserve la loi de groupe, puisque
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pour tout objet [M, N, [s,t]], [U,V, [u,v]] de II;L(M), on a que

F([U,V, [u,v]][M, N, [5,1]]) = f(IM ®,, U,N @, V,[s @, u,t ®, v]))

= [(IM @, U, (t®, v)" (s ®, u)])
f(IM @, U, (t_ls) Ry (v_lu)])
F(IMt1s) * f([U 0 )

M. N, [s,]]) x¢ f([U, V. [u,o]])

Finalement, il est clair que f[ l1 = f et au vu du lemme 4.3.1, fest I’unique
morphisme de groupes commutatifs entre IT;L(M) et G possédant cette pro-
priété. O

Nous montrons enfin qu’il existe un 2-isomorphisme x1 : Ky = II;L.

Proposition 4.3.4. Il existe un 2-isomorphisme naturel
k1 K7 = L L.

Démonstration. Soit (M, ®,,, awm, L, gm, dm, cv) un 2-monoide symétrique in-
terne & ¥rpd. Par le théoréme 4.3.3, il existe un unique isomorphisme de
groupes commutatifs rq : K1 (M) — II; (L(M)) entre Ky (M) et IT; (L(M))
tel que
fil,M[ ]Aut(M) = [ }1,M~

Soit alors (F, f, f1) : (M, ®,,, am;, Ly, 9, dar, ) — (N, ®y, an, I, 9N, dy, en) un
1-morphisme de 2-monoides symétriques internes & ¥rpd. Celui-ci induit un
1-morphisme de 2-monoides symétriques internes a ¥rpd

Aut(F) : Aut(M) —  Aut(N)

(M, s) (F(M), F(s))
e e
(M, 1) (F(M'), F(t)).

Il est alors clair que les diagrammes

[Jaweqn

I (Aut(M))

K1,M
m l’
L

o (Aut(F)) I, (IL(MD))



[Tauwen

|

I, (Aut(F)) K1 (N)

(F)
))

K1

1,N
sont commutatifs. Dés lors, par I'unicité de la factorisation dans la définition
4.1.2, nous voyons que I, (L(F))mM = k1,nvK7(F), ce qui termine de montrer
que lisomorphisme k1 est naturel. O

Corollaire 4.3.5. Soit (M, ®,,,a,, 1, Gy dy, ¢) Un 2-monoide symétrique in-
terne a Yrpd. Il existe un isomorphisme de groupes commutatifs

K1(M) ~ Coker(Ily(Aa,,)),

ot Ap,, est la factorisation canonique rappelée en début de section.

4.4 Caractérisation de Kp

Soient (F, f, fr) : (M, ®y,ay, Ly, 9> dy> ) = (N, @, a4, Ly, 94, dy,¢y) un 1-
morphisme de 2-monoides symétriques et ((Coker(F),®.p,0p, Ler, Jor ders
Cep)s (PF,p,pI),nF) un 2-conoyau de F' dans 2-.ZonSym. L’objectif de cette
section est d’établir I’existence d’un isomorphisme de groupes symétriques entre

K et I1;(Ng) dans chacun des deux cas particuliers suivants:

e la 2-action O induite par F (voir corollaire 3.5.8) est identitaire sur
la symeétrie diagonale (ce qui signifie que pour tout objet M de M et

tout objet N de N, que l'égalité id, ®, F(c, )= idN®NF<M®MM) est
satisfaite);

e [ est un morphisme de 2-groupes symétriques.
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Nous désignons par Coker(Ily(Ap)) un conoyau de Ilg(Ar) dans MonCom,
ou Ap est la factorisation canonique a travers le 2-produit fibré

&
©
MHN?N P
pF

En vertu de la proposition 3.5.8, nous avons
IT; (Np) ~ Coker(Ilo(AF)).

Nous déduisons de la proposition 3.2.1 et du corollaire 3.2.4 que II;(Np)
peut se décrire comme le groupe commutatif dont les éléments sont les classes
d’équivalence de la forme [M7, Ms, [s]], ou M;, M> sont deux objets de M et
[s] : F(M;) — F(Ms>) est un isomorphisme de N¢©# . Deux classes [M;, My, [s]],
[Uy,Us, [u]] sont égales sl existe deux objets P et @ de M et deux isomor-
phismes f: M; ®, P - U;1®, Q, g: Ma®,, P = Uy ®, Q de M tels que

s®,, td
M, @MP%MQ(@MP

[f]l J/[g]

U — U
1®MQ [U®MidQ} 2®MQ
est commutatif dans Nor . Si [M;, My, [s]] et [Uy, Us, [u]] sont deux éléments
de Hl(NgGF/®§®F ), alors leur produit est donné par

[Mlv MQa [5]][Ula U27 [u]] = [Ml Oy U17 M, Oy U27 [sz,U2 (5 Oy t)f];;lul]]

L’élément neutre est la classe [I,,, I, [id et nous avons déja montré dans

F(IM)]]
le lemme 3.3.7 que les classes [IM,IM, [idF(IM)]] et [M, M, [id
pour tout objet M de M. L’inverse d'une classe [M7, My, [s]] est donné par la
classe [My, Mo, [s]] "' = [Ms, My, [s~']]. Nous considérons alors la relation
[ ]F : IHO(MFXFM) - ]Hl(NF)
[M17M27S] = [MlaM27[s]]

P ]| sont égales

qui est clairement un morphisme de monoides commutatifs.
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Lemme 4.4.1. Soient un groupe commutatif (G, *,e.,( )%) et un morphisme

de monoides commutatifs f : TIo(M_x, M) — G tel que si (M, Ma,s) et
(Mo, M3, t) sont deux objets de M, x, M, alors f([Mi, Ma,s|[Mz, Ms,t]) =
f([My, M3, ts]). Dans ce cas

1. Si (M, M,id,,, ) est un objet de M. x,. M, alors

f(M, M,id e

F(M)D G-

2. Sie: My — My est un morphisme de M, alors

[Ml, Mg, F(e)] = [Mg, Mg,id

F(MQ)]

dans Ily(M %, M). En particulier si K1, Ko sont deuz objets de M et et
si S F(Kl) F(M,) et t: F(My) — F(K3) sont deux isomorphismes
de N, alors

f([Kvi%tF(e)s]) = f([KlaMlvs]) *g f([M27K27t])

et si My = Ms, alors
f([Ky, Ko, tF(e)s]) = f([K1, K, ts])
3. Si (M, Ms,s) est un objet de M. x_ M, alors
F([M2, My, 7)) = (f([My, Mz, 8)))7,.

Démonstration.

1. Par définition de f, nous calculons que

(MM id,,)]) = F(IM. M, id,,, id

F(M) F(M)])
- f([M7 M7 ldF(M)]) *a f([M7 M7 Z.dF(M)])
et donc f([M,M,id, ,,]|) = e, puisque G est un groupe.
2. Le premier résultat suit du fait que le couple (e, id,,, ) : (M, Mz, F(e)) —
(M, M, idF(MQ)) est un isomorphisme de M, x, M. Dés lors, par définition
de f et au vu du point précédent, nous calculons que

f([K1, K2, tF(e)s])
= f([Kllea S]) *a f
= f([K1, My, s]) =¢ f
= f([K1, My, s]) %o f

et f([Kl,Ml, S]) *a f([MQ,KQ,t] = f([Kl,Kg,tS]) si M1 = Mg par défi-
nition de f, ce qui termine la preuve du point 2.

([My, Ma, F(e)]) #6 f([Ma, K, t])

([M27 MQ’ZdF(M2)]) *a f([M27 KQvt])
([M27K27 ])
)
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Théoréme 4.4.2. Sila 2-action OF induite par F (voir lemme 2.3.3) est iden-
titaire sur la symétrie diagonale, alors le couple (111 (Np),[],) est un groupe

de
Dé

3. Par définition de f, nous calculons que
f([MQv Mla 571]) *a f([Mla Mo, s]) = f([M2v MQvid

=€

F(M2)])
f([MlvM278D *a f([M%Mlvs_l]) = f([Mlthid
=e

et donc f([My, My,s7']) = (f([My, Ma, s]))7,.

F(Ml)])

G

Nous énoncons alors le premier résultat important de cette section.

Grothendieck pour (M, x, M, OMFXFM).

monstration. Soient (M, Ma,s) et (M, M3,t) deux objets de M, x, M.
Nous devons tout d’abord montrer que [(M; ®,, M2, My ®,, M3, f,,, \, (5 ®,

t)flgll,Alz)]F = [(My, M3, ts)],, c’est a dire que

dans ITy (N/®F). Or, puisque [Ma, Ma, [id

[Ml ®M MQv M2 ®M M37 [fMQ,M3 (S ®N t)fﬂ;lle]] = [Mlv MBa [t'SH

r oy ]

encore équivalent de montrer que

II's

My

car

[My ®,, Mo, My @, My, [f, i (s @, )f 1,1 ]
= [Ml ®M M27 M3 ®M M2a fM3=M2 [(tS) ®N idF(MQ)]f]Qj‘MZ].

uffit donc de montrer que (id,,, Gy M2 Cvingy
2,M3

s Fargary [(8) @y idF(Mz)}f;iAQ). En effet, dans N®©r | nous avons que

[F oy i M aiy ns )5 @ 8IS

= g sy s, mensy 5 @0 A1)

= Uty 1@ i1y ity i 18 @iy 1 ]

= [fMB,MQHtS Oy idF(MQ)Hfzgll,MQ]

[CMF<M2>,F<M2>]

= [fj\;;MQ][F(CMMz,MS )] [sz,MQ]
_il et id, ©, Flea, o

NEM® )
= lid

1[f sy 00,

F(M2@ o)

F<M2>®NF<M2>]
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est un élément neutre, il est

) est un isomorphisme de M x,.
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ce qui termine de montrer 'identité désirée.

Soient (G, *., e, ( )% ) un groupe commutatif et un morphisme de monoides
commutatifs f : Io(M_ %, M) — G tels que si (M;, Ma,s) et (Ma, Ms,t) sont
deux objets de M, x, M, alors f([M, Mo, s|[Mz, M3, t]) = f([M7, M3,ts]). Nous
considérons la relation

fﬂl(NF) - G
[MlaM%[sH = f([MlaM%s])'

Nous allons montrer que f est une application. Pour cela, supposons que
[Ma, Mo, [s]] = [Ms, My, [s]] dans III; (Ng). Dans ce cas, il existe deux objets P
et () de M et deux isomorphismes h: M; ®, P - M3 ®,, Q, k: My ®, P —
M, ®,, @ tels que le diagramme

. [s@yidpp)]
fon ] F(My) @, F(P) ——— F(Mz) ®, F(P) (£, 5]
— T~

F(M1®MP) F(M2®MP)

[F(h)]l l[F(k)]

F(MS ®M Q) F(M4 ®M Q)

T~ —
Urny el F(Ms)®, F(Q) ——— F(My) ®, F(Q) Vo]

[t®NidF(Q>]

est commutatif dans N©r. Nous en déduisons que ce diagramme est com-
mutatif dans N puisque, par hypothése, ®r est identitaire sur la symétrie
diagonale. Dés lors, (h,k) : (M ®,, P, Mz ®, P, fyy, (s ®, id, ) f 1) =
(M3 @, Q, My @, Q, f\, o(t®y idF(Q))fJQ:’Q) est un isomorphisme de M x_ M.
Nous calculons alors, en utilisant la définition de f et le point 1 du lemme 4.4.1,
que

f([My, M, s]) = f([My, Ma, s]) xg f([P, Pid, . ])

[My ®,, P, Mz @, P, f, »(s®,id,) ")
[Ms @y Q, Ma @y Q, fry, ot @y id i) o )
[

[

M3, My, t]) *a f([Q’ Q, idF(Q)])

et f([My, Ma,[s]]) = f([Ms, My, [t]]), ce qui termine de montrer que f est une
application. Il est alors clair que f est un morphisme de groupes commutatifs,
que f [, = f et que f est Punique morphisme de groupes commutatifs entre
Iy (Ng) et G possédant cette propriéteé. O
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Remarque 4.4.3. Soit (M, ®,,,a,, L, g,,d,,¢,) un 2-monoide symétrique.
Considérons la factorisation canonique a travers I’objet 2-terminal 1y : M — 1.

Le 2-produit fibré
MIM XlM M_— M

-

M——1
1m
est clairement le 2-produit binaire Ml x M et la factorisation canonique A1M :
M — M1M X1 M est le 1-morphisme diagonal Ap;. Dés lors, en combinant le
corollaire 4.2.2, le théoréme précédent et le fait que la 2-action induite ©1,, est
identitaire sur la symétrie diagonale, nous voyons qu’il existe un isomorphisme
de groupes commutatifs K3, ~ Ko(M). D’autre part, si nous considérons le
gQAM
1-morphisme M AoMxME (M x M)%AM qui est clairement tel que
la 2-action induite ® s, Ay est identitaire sur la symétrie diagonale, alors
P A

nous déduisons du corollaire 4.3.5 et du théoréme précédent qu’il existe un
isomorphisme de groupes commutatifs K ~ K1 (M).
(P Aw)

Supposons & présent que (F, f, f1) : (G,®.,a,,1;,9:.dg ¢, ()5, 0;) —
(H, ®y, ay, I, g, d.y, ¢y, ()%, 0, ) soit un 1-morphisme de 2-groupes symétriques
internes & ¥rpd. Supposons que Coker(F') soit un 2-conoyau de F dans la 2-
catégorie 2-.# onSym(¥rpd) (nous ommettons d’écrire toute la structure sous-
jacente & Coker(F')). Nous savons, par le théoréme 2.4.4, que Coker(F') est
également un 2-conoyau de F' dans 2-4rpSym(¥rpd). Nous avons déja souligné
dans la remarque 3.5.9 qu’une description des 2-conoyaux de 2-ZrpSym(¥rpd)
existait déja dans [Vit02]. En suivant cette description, nous pouvons dire que
les objets de Coker(F) sont ceux de H, tandis que les fléeches de Coker(F') entre
deux objets Ny et Ny sont les classes de la forme [X, h], ou X est un objet de
G et h: Ny ®, F(X) — N3 est un morphisme de H et deux classes [X1, hq],
[X2, ha] sont égales si et seulement s’il existe un morphisme ¢t : X; — X5 de G
tel que hy(id,, ®, F(t)) = h1. La composition des fléches [X1,hi] : N1 — Na,
[X2, ha] : No — N3 est donnée par [X; ®, Xa, ha(h1 ®, idF<X2>)}. La structure
de 2-groupe symeétrique est alors évidente. Nous considérons la relation

[1r :Iy(G,.%x,.G) — II(Coker(F))
[le G27 5] — [Gl ®¢; G;’ dHIi,}H (idlﬂ_ﬂ ®H—H (fl_lF((SH,Gz)fGQYGE
(s ®y idﬂc;))fc_ll,c;))]

qui est clairement un morphisme de monoides commutatifs. Nous énoncgons
alors le second résultat de cette section.

&
Oay

Théoréme 4.4.4. Le couple (I, (Hp), [ ].) est un groupe de Grothendieck pour
(GFXF G7 O(GFXFG) .
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Démonstration. Soient (G1, G2, s) et (G2, Gs,t) deux objets de G, x,G. Nous
devons tout d’abord montrer que [(G1®, G2, G2®.G3, fo, o, (s@)wﬁ)fgl{G2 =
[(G1,Gs,ts)] ., c’est & dire que

[(G1 ®, G2) ®, (G2 @ G3)*’dﬁﬁ (id,ﬂ Ry (f;lF(st‘Gz@GGS)fmgcs,(c?%%)*

—1 . —1 _ * 7—1
((fG2,03 (S®M t)fcl,c;z ) By ZdF((G2®GG3)*) )fcl®uc2>(c2®gc3>* ))] = [Gl B¢ G3’ dH,IH

(idy, @ (7 F (8.0, fay a5 (8 ®n i) ) I )]

dans IT; (Coker(F')). Ceci découle directement du fait que d, est un 2-isomor-
phisme de 2-monoides symétriques internes a ¥rpd.

Soient un groupe commutatif (G, *, e, ()%,) et un morphisme de monoides
commutatifs f : Iy(G,x,G) — G tel que si (G1,Gs,s) et (G2,Gs,t) sont
deux objets de G, x,. G, alors f([G1,Ga, s][G2,Gs,t]) = f([G1,Gs3,ts]). Nous

considérons la relation

f I (Coker(F)) — G
[th] = f([X7IG’fIhg]H[,F(X)])'

Nous allons montrer que f est une application. Pour cela, supposons que
[X1, h1] = [X2, ho] dans IT; (Coker(F)). Dans ce cas, il existe un morphisme
t: Xy — Xy de G tel que hy(id, ©, F(t)) = hy. Mais alors, (t,id%) est un
isomorphisme de G, x,G entre (X1,Ig,f1th,F(X1)) et (XQ,IG,fIth_LF(XQ)) et
F(X1, I, flth’F(Xl)}) = f([X2, I, flth'F(XQ)]) ce qui termine de montrer que

f est une application. Il est alors clair que f est un morphisme de groupes
commutatifs, que f[], = f et que f est I'unique morphisme de groupes com-
mutatifs entre IIT; (Hg) et G possédant cette propriété. O

Remarque 4.4.5. Soient un 1-morphisme de 2-groupes symétriques (F, f, fr) :
(G, ®g,ag, I, 9o de 5, );»(5@) = (H, ®y, Ly, Gy digs €5 ( ):ﬁv 6,) et L+ 2-
M onSym — 2-9rpSym un biadjoint & gauche au 2-foncteur d’oubli U. Comme
U est localement une équivalence de groupoides, nous avons clairement

L(G)~G, L(H) ~H

et donc au vu des théorémes 4.2.1 et 4.3.3, il existe des isomorphismes de
groupes commutatifs

Ko(G) >~ MQ(G), Kl(G) >~ Ml(G), Ko(H) >~ Mo(H)7 Kl(H) ~ Ml(H)

Par ailleurs, si Coker(F') désigne un 2-conoyau de F' dans 2-.#onSym, nous
savons par le théoréme 2.4.4 que ce dernier est également un 2-conoyau de
F dans 2-%rpSym. Or, a la fin de la section 2 de [Vit02], Vitale établit
Pexistence d’un isomorphisme de groupes commutatifs entre IT; (Coker(F)) et
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Iy (Ker(F)), ou Ker(F) désigne un 2-noyau de F' dans 2-9rpSym. Dés lors,
par les théorémes 4.4.2 et 4.1.6, nous obtenons une suite exacte

I (G) 22 1, (1) 2 1o(Ker(F)) % To(G) 22 11y (H).

Cette derniére est, dans le cas des 2-groupes symétriques, la suite exacte bien
connue introduite par Rousseau dans la proposition 3.1.5 de [Rou00] (également
dans [Rou03]).

4.5 Geénéralisation de la suite exacte de la K-
théorie algébrique

Soient (M, ®,,, ays Ly, G gy &) €8 (N, ®y, ayy, Iy, 9, dyy, ¢) deux 2-monoides
symeétriques internes & ¥rpd et (©,a,d,7) : N x M — N une 2-action interne a
la 2-catégorie des 2-monoides symétriques internes ¥rpd. Le résultat suivant
est clair.

Lemme 4.5.1. (®,a,d,7) induit les morphismes de groupes commutatifs

do : Ko(M) — Ko(N)
[M,M'] — [IN OM,I, @M’]

dl : K1<M) — Kl(N)
M, f] = [, © M,id, © f]

Nous appellerons 2-égalisateur de

Tdy xI1*
M,M

NXMXM:iNxMLN
Idenfw[M

le 2-monoide symétrique Eg dont les objets sont les quadruples de la forme
(N, My, Ms, f), ou N est un objet de N, M; et M, sont deux objets de M et
f:NOM; — N©®M,; est un isomorphisme de N. Les fleches entre deux objets
(N, My, My, f), (N', M{, M, ') sont les triples de la forme (h, s,t), ou h: N —
N’ est un morphisme de N, s : M; — Mj et t : My — M) sont deux morphismes
de M tels que (h®t)f = f/(h®s). La composition des fleches est la composition
évidente et si (N, My, Ms, f), (N', M{, M}, ') sont deux objets, leur produit est
le quadruple (N ®, N', My ®,, M{, My ®,, M}, Tty v (fo, Tt

N,My,N’,M] )
On peut définir sur Eg la composition suivante:

C= {((N17M17M27f)7(N27M37M47f/))|N1 = N27M2 = MS}
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et

o:C — Ob(Eg)
((N7M17M27f)7(NuM%M?nf/)) = (N,M1,M3,f/f)

Nous désignons par (Ka, [ Jrg) le groupe de Grothendieck associé a cette com-
position sur Eg.

Lemme 4.5.2.

1. Pour tout objet N de N et tout objet M de M, [N, M, M, id
IM7IM’idIN®IM]Eg'

N@IM} = [ N?

2. Pour tout objet N de N et tout objet M de M, [N, My, M>, flz, = [N,
M27 M17 f_l]]Eg-

3. Tout élément [(N1, My, Mz, f1), (Na, M3, My, f2)] de K est égal @

[N1® N27M1® M47M2® M37 N11W2N2M3(f1® f2 )

N1 Mq,No, M4]]EQ

4. Si (P, X,X,s) est un objet de Eg tel qu’il existe un objet Q de N de sorte
que s ®, id, soit un produit de commutateurs formés d’automorphismes
de (P@M) ®,Q, alors [P, X, X, s|lgg = [y, I, I, id Il en résulte

R VRS VERAT MCYs ]Eg'
N M
que si (N, M, M, f) est un objet de Eg, alors [N, M, M, flgg = [N © M,
w foid, ]
N.”

5 Si f: M — M est un automorphisme de M et N un objet de N | alors
[N,M,M,id, © flgg = I, L, Ly, id

M2 IyOIy ] Eg-
Démonstration.

1. Nous calculons
[N, M, Ma idN@JW]]Eg + [N7 M7 M7 idN@]u]]Eg - [N M M ZdN@M}

2. Nous calculons

[N7M2aMl7f_1]]Eg+[N;MlvMZaf]]Eg = [N M27M27’LdN®M2] Eg
= (LI Loid, o, e

[N7M1aM27f]]Eg+[N7M2aMl7f_1]]Eg = [N M17M17’LdN®M1] Eg
= (Lo Loid, o, e

en vertu du point précédent.
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3. Nous calculons que

(N1, My, My, f1), (N2, M3, My, f2)]
= [N1, My, My, filgg + [N2, M3, My, foli,
= [N1, My, M2, filgg + [N2, My, Ms, f5 ']eg

par le point précédent. La conclusion suit alors du fait que [ ]gg est un
morphisme de monoides symétriques.

4. En utilisant le point 1 et le fait que [ Jg4 est un morphisme de monoides
symétriques, nous calculons que

[PaX7X75]]Eg
= [P, X, X, 8|5y + Q. 1., I, id

»Amo tmo Q@IM]]EQ

= [P ®N Q7 X ®M IM7X ®M IMu TP,M,Q,IM (S ®N idQ@IM )7_1 ]]Eg

P.M,Q, I
= [P ®N Q’ X ®M IMvX ®M IM TP,A{,Q,IM (idp@x ®N 5@)(5 ®N ZdQ)

. ~1 -1
idpox Oy 0g) TP,M,Q,IM]]EQ'

Dés lors, puisque s®, id,, est un produit de commutateurs formés d’auto-
morphismes de (P ©® M) ®, (), nous voyons que

TP,M,Q,IM (idPQX ®N 51;))(5 ®N idQ)(idP@X ®N 5@)717—;;/1@,%

est un produit de commutateurs formés d’automorphismes de (P ®, Q) ®
(M ®, I,). Par définition de K, nous trouvons immeédiatement que
[P, X, X, s]gg = [IN,IM,IM,idINOIM]]Eg. Nous calculons alors que

[N’ M’ MyfhEg + [NQ M’IMUIsz_l <DZ‘d[M}]Eg =

[N@y(NOM), M@y I, M®, IM7TN,JM,N®M,IM (f®y (f71 QidIM ))T;,IM,N(DM,IM lrg-

Il est clair que
[(N®N (NQM))Q(M®M[ IM)7 TN,IW.N@M,IM (f®N (fil@idIM ))T;}JW,NQMJM] = 0

dans K (N). Nous déduisons de la proposition 4.1.3 et de ce qui précéde
que
[N.M, M, flegg + [N © ML, L, f ©id, Jgg=0

s Ao Mo

dans K¢ et donc que
[N,M,M,f]]gg = [NQMvIMaIM’fQidzM]Eg
dans K au vu du point 2.

5. Puisque [IN,IM,IM,id,NQIM]Eg = [N,M,M,id,,,|gs au vu du point 1,
la conclusion vient du fait que (id,, f,id,,) est un isomorphisme de Eg

entre (N, M, M,id, ® f) et (N,M,M,idy,,)
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O

Nous considérons alors les morphismes canoniques de groupes commutatifs

80:K@%K0(M) 81 SKl(M)*)K@
[N7M17M2af] = [(MlaMQ)] [Na f] = [N7Iryﬂ7lm7f®idIM}

ce qui nous permet d’énoncer le résultat principal de cette section.
Théoréme 4.5.3. La suite

Ky (M) 2 Ky (N) 25 Ko 2 Ko(M) 2 Ko(N)
est exacte.

Démonstration. Nous procédons en plusieurs étapes.

Exactitude en Ko(M). Soit [N, M1, Ms, f] € Kg. Nous calculons que

do(Oo([N, My, Ma, 1)) = [I, ® My, I, © My]
= [IN’IN]

puisque 'objet N est tel que nous avons un isomorphisme dans N,

(I, oM)®, N~NoM L NoM~(,6 M), N

et donc dod = 0. Soit alors [My, Ms] € Ko(M) tel que do([M7, Ms]) = 0. Par
la caractérisation issue du corollaire 4.2.2, il existe deux objets N et N’ de N
et un isomorphisme de N x N

((IN®M1)®N N7(IN®M2) By N) ﬂ) (IN By Nl?IN Oy Nl)'

En particulier, nous avons un isomorphisme de N
-1
f=NOM ~(,6oM), N> (I, o My)®, N~ N ® M,
et [Na M17 M2a f] € K@ est tel que 80([N7 Mla M27 f]) = [Mlﬂ M2]
Exactitude en Kq. Soit [(N, f)] € K1 (N). Nous calculons que

60(81([Na f])) = [IM’ IMI]

et donc 9p0; = 0. Soit, alors [N, My, Ms, f] € Kg tel que Og([N, My, Ma, f]) =
0. Par construction de Ky(M), il existe un objet P et un isomorphisme s :
M ®,, P = My ®,, P de M. Par le point 1 du lemme 4.5.2, nous voyons alors
que [N, My, My, f] = [N, My ®,, P, My ®,, P,a’,  (f©®id, )y, ] et donc

N,Mq,P

que [N, My, My, f] = [N, Mi®,, P, M\®, P, (id, Ot ")a " - (fOid,)ay . -

N,My,P

160



Par le point 4 du lemme 4.5.2, nous avons alors [N, My, M, f] = [N © (M ®,,
P)?‘[MH Ima ((idNQtil)a;j’lM%p(f®idP)aN,M1,P)®idIM] et [NQ(M1®M‘P)7 (ZdNG
t—l)a;}MQ,P(f ©idy )y, »] € Ki(N) est tel que 01([N © (M ®,, P), (idy ©
til)ail (fQidP)O‘N,MI,P]) = [N,Ml,Mg,f].

N,Mgq,P

Exactitude en K;(N). Soit [M, f] € K1(M). Nous calculons que

al(dl([Maf])) = [IN®M7IM3IM7(idIM Qf)QZdIM]
= [IN7M7M,Z'dIM ®f]
= [I,1,,1,,id

INQIM]

en utilisant les points 4 et 5 du lemme 4.5.2. Ainsi, d1d; = 0. Soit alors
[N, f] € K1(N) tel que 01([N, f]) = 0. Par définition de K, il existe cing objets
(X, Pl, P27 S), (D, Ml, MQ, u), (D, Mg, Mg, ’U), (E, M4, M5, h), (E, M5, M67 k)
de Eg tels que

((((Nalm7lm7f®idjm)®(X7P15P2a8)) ®(D,M1,M3,U’U,)> ®(E7M47M5ah))

®(Ea M5> MGa k) ~
(((X, Py, Py, s)® (D, My, My,u)) @ (D,Mg,Mg,,v)) ® (B, My, Mg, kh)

dans Eg. Afin de soulager les écritures, nous noterons
Ty = (((N By X) ®, D) ®, E) ®, E
Ty = ((X ®, D) ®, D) ®, E
A= (((IM @y P1) &, M) &, M4> ®y Ms
Ay = ((P1 @y M) ®, MQ) ®,, Mj
By = (((IM 2, P2) &, Ms) ®,, M5> Ry Me
By i= (P2 @, Ma) , My ) @, M
Hy = ((((N ©L,)®, (XoR)®, (Do Ml)) Ry (EO M4)> ®y (B Ms)
Hy = ((((N ©1,)®, (XoPR)®, (Do Mg)) ®y (EO M5)> @y (B Ms)

H3 = (((X @Pl) ®N (DQ Ml)) ®N (D ®M2)> ®N (E®M4)
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Hy = (((X ® P) ®, (D® M))®, (Do Mg)) ®, (E© Ms).

Soient alors cany : T1 @Al — Hl, cang : H2 — T1 @Bl, cang : Tg @AQ — Hg,
cang : Hy — T® By les isomorphismes canoniques évidents de Net 7 : 77 — T,
«a: Ay — As, B: By — By, respectivement 'isomorphisme de N et les deux
isomorphismes de M tels que le diagramme

<(((f@id,M )®Ns) ®Nvu) ®Nh> Quk

Tl ® Al cani Hl H2 cansg T1 ® Bl

T@ai i‘r@ﬂ

T2 © A2 cans H3 H4 cang T2 © 32
((S®Nu)®Nv) ®ykh

est commutatif dans N. Dés lors, si nous notons A := (P» ®, M3) ®,, My,
B = (P1®MM1)®MM4 et 1 ZA1®MA—)Bl®MB, CQIAQ@MA—)BQ®MB
les isomorphismes canoniques évidents de M, il est clair que

[Al Oy Aa Cl_l(ﬁil O idB)CQ(O‘ O idA)] € Kl(M)
est tel que

dl([Al O Avcfl(ﬂ_l O id5>62(a O ZdA)]) = [N © IM’ f © idIM]’

La conclusion vient alors du fait que [N ® I, f @idIM] = [N, f] puisque dy est
un isomorphisme de Aut(N) entre (N © I, f ® idIM) et (N, f). O

Pour finir, nous considérons un l-morphisme de 2-monoides symétriques
(E, f, f1) : (M, ®,,,a,,1,, 0 dy,¢) = (N, @y, ay, 1, 9y, dy, ¢,). Soit OF la 2-
action canonique issue de F' et introduite & la section 2.3. Nous considérons
également le morphisme de groupes commutatifs

dr : Kp — K@F
[M13M27f] = [IN7M13M2,id1N ®N f]
qui est tel que
K@F

|
dr
K~ Ko(M).

Par ailleurs, si F' est cofinal, nous pouvons remarquer la commutativité du
diagramme

K@F
.
K1(N). Kp.
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En effet, si [N, f] € K;(N), alors il existe un objet N’ de N, un objet M
de M et un isomorphisme ¢t : N ® N’ — F(M) de N. Puisque [N, f] =
[N®, N, f®,id,] =[F(M),t(f ®, id,,)t"'] dans K;(N), nous calculons que

81([N7 f]) = [N Oy N/7IM[7IM7 (f Oy idN/) Oy idF(IM)]
et que

dr(d'([N, f1))

(L, M, M,id, ®, (t(f ®, id,, )t
= [F(M), IM7 IMa (t(f ®N idN/ )til) ®N 7:dF‘(IM)]

en vertu des points 1 et 4 du lemme 4.5.2. La conclusion vient alors du fait que
(t, id, idIM) est un isomorphisme de Eg entre [N @, N', I, I,,, (f ®, id ) ®,
idF(IM)] et [F(M), 1,1, (t(f ®, id,)t7") ®, idFUM)]. Nous obtenons alors le
résultat suivant.

Proposition 4.5.4. Soit (F, f, f1) : M, ®y, ay, Ly, 9y A C) — (N, @y, 0y,
I, 9,,dy,c,) un 1-morphisme cofinal de 2-monoides symétriques internes a
Yrpd. Le morphisme de groupes commutatifs dp introduit ci-dessus est un
isomorphisme.

Démonstration. Le résultat découle directement du lemme des cing. O

Corollaire 4.5.5. Soient (F, f, fr) : (M, ®,,, @y, Ly 9> dis ¢) — (N, @y, ay,
I, gy,d.,c,) un l-morphisme cofinal de 2-monoides symétriques internes a
Yrpd et OF la 2-action canonique induite par F. Il existe un isomorphisme de
suites exactes entre la suite exacte issue du théoréme 4.5.3 associée 4 O et la

suite exacte de la K-théorie associée a F'.
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