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Introduction

Remarques. 1. Dans ce texte, nous privilégierons systématiquement la ter-
minologie de �2-monoïde� pour désigner ce que l'on appelle généralement
des groupoïdes monoïdaux, c'est-à-dire des groupoïdes M muni d'un pro-
duit ⊗, d'un objet unité I et d'isomorphismes naturels a, g, d satisfaisant
à des conditions de cohérence et exprimant essentiellement le fait que le
produit est associatif et que I est une unité à gauche et à droite, tout cela
à �isomorphisme près� (voir, par exemple, le chapitre VII de [Mac97]).
Dans le même ordre d'idée, nous appellerons 2-groupe tout 2-monoïde
G muni d'un foncteur ( )∗ : G → G et pour tout objet G de G, d'un
isomorphisme naturel δG : G⊗G∗ → I.

2. La plupart des 2-monoïdes présents dans ce travail sont symétrique, c'est-
à-dire qu'ils sont munis, pour tout objet M et N , d'un isomorphisme na-
turel cM,N : M⊗N → N⊗M satisfaisant à des conditions de cohérences,
ainsi que la condition de symétrie

cN,McM,N = idM⊗N .

Si M est un tel 2-monoïde, la symétrie nous permet d'utiliser le fait
que le produit ⊗ : M × M → M est un morphisme de 2-monoïdes
symétriques. Ceci n'est plus vrai dans le cas dit tressé, c'est-à-dire lorsque
l'isomorphisme cM,N ne satisfait pas à la condition de symétrie. Nous ne
savons pas si les résultats présentés dans ce travail survivent dans ce cas
plus général. Toutefois, la plupart des développement et démonstrations
introduites ici n'y sont plus valides.

3. Toutes les bilimites (et bicolimites) dont il sera question dans ce rapport
sont en fait des 2-limites (ou 2-colimites) strictes (voir, par exemple, le
chapitre 7 de [Bor94]). Nous avons en e�et sacri�é le souci de généra-
lité sur l'autel de la simpli�cation rédactionnelle. Le lecteur scrupuleux
généralisera sans peine aux cas des bilimites les résultats présentés ici.
Il est toutefois notable que la biadjonction obtenue au théorème 2.5.1,
bien que construite exclusivement à partir de 2-colimites, est une �vraie�
biadjonction et non une 2-adjonction au sens strict. Nous orientons le
lecteur vers [Gra74] pour l'introduction originelle (à notre connaissance)
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de la notion de biadjonction et, par exemple, vers [Fio06] pour une for-
mulation plus récente.

La K-théorie algébrique �à la Bass� relative aux 2-monoïdes symétriques
se donne comme objet d'étude, pour tout 2-monoïde symétrique M, les groupes
commutatifs K0(M) et K1(M), respectivement appelés groupe de Grothendieck
et groupe de Whitehead relatif à M. K0(M) peut se dé�nir comme suit (voir
[Bas68] ou [Bas67]): K0(M) est un groupe commutatif muni d'une application
[ ]M,0 : Ob(M) → K0(M) qui est, parmi toutes les applications dont le do-
maine est Ob(M) et dont le codomaine est un groupe commutatif, l'application
universelle satisfaisant, pour tout objet A et B de M, aux deux conditions
suivantes:

1. si A ' B dans M, alors [A]M,0 = [B]M,0,

2. [A⊗B]M,0 = [A]M,0 ∗ [B]M,0.

Nous désignons par Aut(M) le groupoïde dont les objets sont les couples (M,f),
où M est un objet de M et f : M → M est un automorphisme de M dans
M et dont les �èches s : (M,f) → (N, g) sont les �èches s : M → N de
M telles que sf = gs. K1(M) peut se dé�nir comme suit (voir [Bas68] ou
[Bas67]): K1(M) est un groupe commutatif muni d'une application [ ]M,1 :
Ob
(
Aut(M)

)
→ K1(M) qui est, parmi toutes les applications dont le domaine

est Ob
(
Aut(M)

)
et dont le codomaine est un groupe commutatif, l'application

universelle satisfaisant, pour tout objet (M,f), (M, g) et (N,h) de Aut(M), aux
trois conditions suivantes:

1. si (M,f) ' (N,h) dans Aut(M), alors [M,f ]M,1 = [N,h]M,1,

2. [M ⊗N, f ⊗ h]M,1 = [M,f ]M,1 ∗ [N,h]M,1,

3. [M, gf ]M,1 = [M, g]M,1 ∗ [M,f ]M,1.

Si nous introduisons d'emblée les dé�nitions des groupes commutatifs K0(M)
et K1(M), c'est a�n de préciser au lecteur que l'entièreté des travaux e�ectués
lors de nos années de thèse, en ce compris les travaux qui ne seraient pas repris
dans ce compte-rendu, l'ont été dans l'objectif de mieux percevoir l'essence de
ces deux groupes commutatifs.

Soit F : M→ N un morphisme de 2-monoïdes symétriques. Nous désignons
par K0(F ) : K0(M)→ K0(N) l'unique morphisme de groupes commutatifs tels
que le diagramme

Ob(M) K0(M)

Ob(N) K0(N)

[ ]M,0 //

Ob(F )

��
K0(F )

��

[ ]N,0

//
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commute. Soient alors 2-MonSym la catégorie des 2-monoïdes symétriques,
MonCom la catégorie des monoïdes commutatifs, GrpCom la catégorie des
groupes commutatifs, Π0 : 2-MonSym → MonCom le foncteur envoyant tout
2-monoïde symétrique M sur le monoïde commutatif dont les éléments sont les
classes d'isomorphisme des objets de M et

MonCom GrpCom,
L

//ᵀ //

U
tt

une adjonction à gauche au foncteur d'oubli U : GrpCom → MonCom. Au
vu de la dé�nition rappelée ci-dessus, il est bien connu que le groupe de
Grothendieck K0 peut également se concevoir comme un foncteur faisant com-
muter (éventuellement à isomorphisme naturel près) le diagramme

2-MonSym

MonCom GrpCom.

K0

))
Π0

��

L
//

À partir de là, puisqu'un 2-monoïde symétrique M est un groupoïde et donc
un objet mathématique possédant deux �types d'informations�, les objets et
les �èches et puisque K0(M) est, quant à lui, un ensemble, c'est-à-dire un
objet mathématique ne possédant qu'un �type d'information�, les éléments de
l'ensemble lui-même, nous voyons que, dans K0(M), une partie de l'information
contenue dans M a disparu. Cette perte se produit lors de l'application du
foncteur Π0 qui identi�e les objets de M et �oublie� une grande partie de
l'information contenue dans les �èches de M. Cette observation nous permet
d'introduire le problème principal traité dans cet ouvrage: en désignant par
2-GrpSym la catégorie des 2-groupes symétriques, est-il possible de construire
un foncteur L : 2-MonSym → 2-GrpSym qui soit un adjoint à gauche au
foncteur d'oubli U : 2-GrpSym→ 2-MonSym et qui soit tel que

2-MonSym

MonSym GrpSym

2-GrpSym
K0

))
Π0

��

L
//

L //

Π0

��

soit un diagramme commutatif (éventuellement à isomorphisme naturel près)?
Et si nous considérons plutôt les 2-catégories 2-M onSym et 2-G rpSym, re-
spectivement des 2-monoïde symétriques et des 2-groupes symétriques, des
foncteurs monoïdaux symétriques et des transformation naturelles monoïdales,
l'adjonction construite précédemment (pour autant que celle-ci existe) est-elle
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une biadjonction (nous orientons le lecteur vers la dé�nition 9.8 de [Fio06] pour
une dé�nition précise de biadjonction)? Pour M un 2-monoïde symétrique, le
2-groupe symétrique L(M) ainsi construit mériterait très certainement (tout
du moins à notre sens) l'appellation de 2-groupe de Grothendieck.

A�n de trouver des réponses satisfaisantes aux problèmes ainsi posés, nous
nous sommes attelés à étudier plus spéci�quement le foncteur L : MonSym→
GrpSym. Une construction possible et bien connue de L est la suivante: pour
M est un monoïde commutatif, L(M) peut se décrire comme l'ensemble quo-
tient (M ×M)/∼, où (m1, n1) ∼ (m2, n2) s'il existe un élément x de M tel
que

m1 ∗ n2 ∗ x = n1 ∗m2 ∗ x.

Le produit issu de M ×M permet de dé�nir une structure de groupe com-
mutatif sur L(M) pour laquelle l'inverse d'un élément (m,n) est alors (n,m).
Indépendamment de cela, considérons un morphisme de monoïdes commutatifs
f : M → N . Il est bien connu que le conoyau Coker(f) de f peut se construire
comme suit: Coker(f) est l'ensemble quotient N/', où n1 ' n2 s'il existe deux
éléments m1,m2 de M tels que

n1 ∗ f(m1) = n2 ∗ f(m2).

Si nous présentons successivement la construction du groupe de Grothendieck
d'un monoïde commutatif et celle du conoyau d'un morphisme de monoïdes
commutatifs, c'est parce que, dès le début de nos travaux, nous avons pressenti
qu'un lien devait exister entre ces deux notions. Nous avons mis ce lien en
évidence dans la proposition suivante.

Proposition. SoitM un monoïde commutatif et soit ∆M : M →M×M ;m 7→
(m,m) le morphisme diagonal de M . Il existe un isomorphisme de monoïde
commutatif entre L(M) et Coker(∆M ). Autrement dit, l'adjoint à gauche L
envoie tout monoïde commutatif sur le conoyau de sa diagonale.

La preuve de ce fait est élémentaire et est un simple jeu de correspondance
entre les deux descriptions présentées ci-dessus. Toutefois, celle-ci induit, selon
nous, deux questions particulières:

1. Le conoyau du morphisme diagonal ∆M d'un monoïde symétrique M
doit-être, par dé�nition de conoyau, un monoïde symétrique. Dans ce
cas, pourquoi possède-t-il en plus une structure de groupe?

2. Le fait que le foncteur L soit le conoyau des morphismes diagonaux est-il
spéci�que au contexte ensembliste dans lequel nous travaillions jusque
alors, ou bien ce résultat peut-il se généraliser de façon interne à une
catégorie qui posséderait des propriétés particulières?

Soit C une catégorie possédant les produits �nis. Pour répondre à la ques-
tion 1 ci-dessus, nous avons introduit une notion originale, que nous avons
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appelée structure co�nale. Si f : M → N est un morphisme de monoïdes
commutatifs internes à C, une structure co�nale sur f est la donnée d'un mor-
phisme de monoïdes symétriques ζ : N → N et d'un morphisme θ : N → M
de C tels que le diagramme

N N ×N

M N

(idN ,ζ) //

θ

��
∗
��

f
//

est commutatif (dé�nition 1.4.1). Notre résultat est alors le suivant (proposition
1.4.3).

Proposition. Soient f : M → N un morphisme de monoïdes commutatifs
internes à C et (Coker(f), pf ) un conoyau de f . Si (ζ, θ) est une structure
co�nale sur f , alors il existe un unique morphisme ( )∗ : Coker(f)→ Coker(f)
de C tel que ( )∗pf = pfζ et celui-ci est alors tel que Coker(f) est un groupe
commutatif interne à C.

Ce résultat permet d'expliquer pourquoi le conoyau du morphisme diagonal
∆M est un groupe commutatif quel que soit le monoïde commutatif M interne
à C considéré. En e�et, la permutation canonique (π2

M,M
, π1

M,M
) : M ×M →

M ×M et le produit ∗ : M ×M →M forment une structure co�nale sur ∆M

(lemme 1.5.1).
Nous désignons par MonCom(C) et par GrpCom(C), respectivement la

catégorie des monoïdes commutatifs internes à C et la catégorie des groupes
commutatifs internes à C et nous supposons que MonCom(C) possède les
conoyaux des morphismes diagonaux. Pour répondre à la question 2 exposée
ci-dessus, nous avons introduit dans la section 1.5 le foncteur L

L : MonCom(C) → GrpCom(C);

M

f

��
N

7→ Coker(∆M )

coker(∆f )

��
Coker(∆N )

.

et démontré l'important résultat suivant (théorème 1.5.2)

Théorème. L est un adjoint à gauche au foncteur d'oubli U : GrpCom(C)→
MonCom(C).

Soulignons que ce dernier théorème est une version plus générale de la propo-
sition 1.7.6 de [BB04] due à Borceux et à Bourn. Nous présentons et discutons
cette dernière dans la section 1.6.
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Dans la foulée, nous avons montré que les résultats précédemment intro-
duits se généralisent au contexte des 2-catégories. Pour cela, étant donnée
une 2-catégorie C possédant les 2-produits �nis, nous avons commencé par in-
troduire la notion de structure 2-co�nale sur un 1-morphisme de 2-monoïdes
symétriques internes à C (dé�nition 2.4.1). Notre résultat est qu'alors, les
structures 2-co�nale sur les 1-morphismes de 2-monoïdes symétriques internes
à C induisent des structures de 2-groupes symétriques internes à C sur les 2-
conoyaux de ces 1-morphismes (proposition 2.4.3), ce qui constitue une général-
isation de la proposition 1.4.3 exposée ci-dessus. Par ailleurs, en désignant
par 2-M onSym(C ) et par 2-G rpSym(C ), respectivement la 2-catégorie des 2-
monoïdes symétriques internes à C et la 2-catégorie des 2-groupes symétriques
internes à C , si 2-M onSym(C ) possède les 2-conoyaux des 1-morphismes di-
agonaux, alors le 2-foncteur

L : 2-M onSym(C ) → 2-G rpSym(C )

M

N

F

��
G

��

α +3 7→

Coker(∆M)

Coker(∆N)

Coker(∆F )

&&
Coker(∆G)

xx

coker(∆α)+3

introduit dans la section 2.5 est un biadjoint à gauche au 2-foncteur d'oubli
U : G rpSym(C )→M onSym(C ) (théorème 2.5.1). Ceci est une généralisation
du théorème 1.5.2 présenté ci-dessus.

Dans le cas où la 2-catégorie C est la 2-catégorie G rpd des groupoïdes, il
su�t, a�n de construire le biadjoint à gauche L, de construire le 2-conoyaux
du morphisme diagonal d'un 2-monoïde symétrique quelconque. Plus globa-
lement, il su�t de construire le 2-conoyaux d'un 1-morphisme de 2-monoïdes
symétriques quelconque. A�n d'apporter un degré de généralité supplémen-
taire à cette construction, nous avons introduit les développements suivants.
Considérons une 2-catégorie C possédant les 2-produits �nis et soit (�, α, δ) :
S×M→ S une 2-action (à droite) interne à C d'un 2-monoïde symétrique M
interne à C sur un objet S de C (voir section 2.1). Nous appellerons 2-système
trivialisant relatif à � la 2-colimite dans C de

S× (M×M) (S×M)×M S×M

S×M S

S

AS,M,M //

IdS×⊗M

��

�×IdM //

�
��

Π1

S,M

22� //

(IdS ,IM1S )

dd

IdS

55

δ[c

α ;C

et nous désignerons celui-ci par P� : S→ S/�. Nous montrons dans la section
2.3 qu'à toute 2-action � : N×M→ N interne à la 2-catégorie 2-M onSym(C )
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des 2-monoïdes symétriques internes à C , on peut associer un 1-morphisme de
2-monoïdes symétriques

M
(I,IdM )
−−−−−→ N×M �−→ N

dont les 2-conoyaux sont exactement les 2-systèmes trivialisants P� : N →
N/� relatif à � dans 2-M onSym(C ) (proposition 2.3.1). Inversement, nous
montrons qu'à tout 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques F : M → N, on
peut associer une 2-action �F interne à 2-M onSym(C )

N×M
IdN×F−−−−→ N× N ⊗−→ N

dont les 2-systèmes trivialisants sont exactement les 2-conoyaux PF : N →
Coker(F ). Ainsi, lorsque C = G rpd, donner une description des 2-conoyaux
des 1-morphismes de 2-monoïdes symétriques (et donc, en particulier, du bi-
adjoint L) est équivalent au fait de donner une description des 2-systèmes
trivialisants relatifs aux 2-actions internes à la 2-catégorie 2-M onSym. Par
ailleurs, lorsque dans C , les 2-systèmes trivialisants existent et commutent
avec les 2-produits binaires, alors les 2-systèmes trivialisants existent dans 2-
M onSym(C ) et sont préservés par le 2-foncteur d'oubli U : 2-M onSym(C )→
C . Ainsi, dans C , pour donner une description des 2-systèmes trivialisants
relatifs aux 2-actions internes à la 2-catégorie 2-M onSym, il su�t de donner
une description des 2-systèmes trivialisants relatifs aux 2-actions internes à
G rpd et de démontrer que ceux-ci commutent avec les 2-produits �nis. Cette
description occupe la majeure partie du chapitre 3 et s'e�ectue en trois étapes.

Étape 1

Étant donnée une 2-action (�, α, δ) : S×M→ S d'un 2-monoïde symétrique
M sur un groupoïde S, nous construisons un groupoïde S/� comme suit

Objets. Les objets de S/� sont ceux de S.

Flèches. Les �èches de S/� sont les classes de la forme S
[S�M1

s−→T�M2]−−−−−−−−−−−→ T ,
où M1, M2 sont deux objets de M et s est un isomorphisme de S.

Composition. La composition des �èches R
[R�M1

s−→S�M2]−−−−−−−−−−−→ S
[S�M3

t−→T�M4]−−−−−−−−−−−→

T est donnée par R
[R�(M1⊗M3)

t•s−−→S�(M4⊗M2)]−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ S où t • s =

R� (M1 ⊗M3) (R�M1)�M3 (S �M2)�M3 S � (M2 ⊗M3)

S � (M3 ⊗M2).(S �M3)�M2(T �M4)�M2T � (M4 ⊗M2)

α
R,M1,M3//

s�id
M3 //

α−1
S,M2,M3//

id
S
�cMM2,M3

��
α
S,M3,M4

oo
t�id

M4

oo
α−1
T,M4,M2

oo

9



Or, avec la composition ainsi dé�nie, S/� n'est pas un groupoïde. En e�et,
si S �M1

s−→ T �M2 est un isomorphisme de S, alors s−1 • s 6= id
S�(M1⊗M2)

puisqu'en général, idT � cM2,M2 6= id
T�(M2⊗M2)

. Ceci nous a incité à introduire
une notion que nous avons appelée 2-action identitaire sur la symétrie diagonale
(dé�nition 3.3.1). Une 2-action � : S×M→ S interne à G rpd sera dénommée
de la sorte lorsque, pour tout objet S de S et tout objet M de M, nous aurons
l'égalité

id
S
� c

M,M
= id

S�(M⊗M)
.

Notre résultat est alors le suivant (proposition 3.3.13).

Proposition. Si � : S ×M → S est une 2-action identitaire sur la symétrie
diagonale, alors le groupoïde S/� est un 2-système trivialisant relatif à � dans
G rpd.

Par ailleurs, nous démontrons dans la proposition 3.3.14 que les 2-systèmes
trivialisants relatifs à des 2-actions identitaires sur la symétrie diagonale dans
G rpd commutent avec les 2-produits binaires.

Étape 2

À la section 3.4, nous résolvons le problème général suivant: étant don-
nés une 2-action S × M �−→ S interne à la 2-catégorie G rpd et une classe
d'endomorphismes E de S, comment associer un diagramme universel de la
forme

S×M S

SE ×M SE

� //

PE×IdM
��

PE

��

�E

//

où �E : SE × M → SE est une 2-action interne à la 2-catégorie G rpd et
où P E : S → SE est un foncteur tel que pour tout ε ∈ E , P E (ε) = id?
Nous appelons de tels diagramme des 2-actions réduites (dé�nition 3.4.3). La
résolution de ce problème est l'objet du théorème 3.4.7.

En général, les 2-actions réduites ne commutent pas avec les 2-produits �nis,
c'est-à-dire que pour tout paire de 2-actions S×M �−→ S et T×N �−→ T internes
à la 2-catégorie G rpd et pour toute classe d'endomorphismes E de S et toute
classe d'endomorphismes F de T, il n'existe en général pas d'équivalence de
groupoïdes (

(S× T)E×F ' SE × TF
)
.

Toujours dans la section 3.4, nous exhibons alors une famille de classes d'endo-
morphismes, que nous appelons classes étirantes (dé�nition 3.4.8) et pour
lesquelles les 2-actions réduites commutent avec les 2-produits �nis (propo-
sition 3.4.9).
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Étape 3

À partir d'une action S ×M �−→ S interne à la 2-catégorie G rpd et de la
classe d'endomorphismes

E� := {id
S
� (cMM,M )|S ∈ Ob(S),M ∈ Ob(M)},

nous considérons la 2-action réduite �E�
: S

E� ×M→ S
E� construite à l'étape

précédente, ainsi que le 2-système trivialisant P
�

E�
: S

E� → S
E�
/�E� décrit

à l'étape 1. Nous démontrons que celui-ci est également un 2-système triv-
ialisant relatif à � (théorème 3.5.2), ce qui nous fournit une description de
tous les 2-systèmes trivialisants dans G rpd (corollaire 3.5.3). Puisque la classe
E� est étirante (lemme 3.5.1), nous en déduisons que les 2-systèmes trivial-
isants de G rpd commutent avec les 2-produits �nis (théorème 3.5.5). Ceci nous
fournit une description des 2-systèmes trivialisants de 2-M onSym (corollaire
3.5.7), des 2-conoyaux de 2-M onSym (corollaire 3.5.8) ainsi que description
du biadjoint à gauche L (corollaire 3.5.10).

Le chapitre 4 est dédié à l'étude des liens entretenus par L et la K-théorie al-
gébrique. Pour tout 2-monoïde symétrique M, nous obtenons (théorème 4.2.1)
un isomorphisme naturel

Π0(L(M)) ' K0(M).

En désignant par Π1(L(M)) le groupe commutatif L(M)(I, I) (Π1 est, après Π0,
le deuxième invariant permettant de classi�er les 2-groupes au sens de [Sin75]),
nous obtenons un isomorphisme naturel

Π1(L(M)) ' K1(M).

Autrement dit, L ne contient pas seulement toute l'information de K0, mais
également celle de K1.

Pour terminer, nous proposons une généralisation de la suite exacte de
la K-théorie algébrique. Soient F : M → N un 1-morphisme de 2-monoïdes
symétriques et

M

NM

M
F
×
F
M

F

��

F
//

//

��

un 2-produit �bré (rappelons que les objets de M
F
×
F
M sont les triples de

la forme (M1,M2, F (M1)
f−→ F (M2)), tandis que les �èches sont les carrés

commutatifs). Nous désignons par KF le groupe commutatif engendré par les
classes d'isomorphisme des objets de M

F
×
F
M muni des relations [M1,M2, f1] ∗
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[M3,M4, f2] = [M1 ⊗M3,M2 ⊗M4, f1 ⊗ f2] et [M1,M2, f1] ∗ [M2,M3, f2] =
[M1,M3, f2f1]. Clairement, d : KF → K0(M); [M1,M2, f ] 7→ [M1,M2] est un
morphisme de groupes commutatifs. Par ailleurs, si F est un 1-morphisme
co�nal (c'est-à-dire si pour tout objet N de N, il existe un objet N ′ de N,
un objet M de M et un isomorphisme N ⊗ N ′ ' F (M)), alors il existe un
morphisme de groupes symétriques d′ : K1(N)→ KF tel que la suite

K1(M)
K1(F )−−−−→ K1(N)

d′−→ KF
d−→ K0(M)

K0(F )−−−−→ K0(N)

est exacte (théorème 5.3 du chapitre VII de [Bas68]). Ainsi, l'exactitude de
cette suite nécessite une hypothèse de co�nalité sur F . Nous avons montré
dans ce travail qu'il était possible de construire une suite exacte plus générale
ne nécessitant pas une telle hypothèse. Si nous regardons F , non plus comme
un 1-morphisme entre M et N, mais plutôt comme une action de M sur N,
alors le 2-produit �bré M

F
×
F
M peut être pensé comme la catégorie des couples

d'objet de M s'identi�ant par leur action sur l'objet unité I de N. Pourquoi
se contenter de l'action sur l'objet unité? Pourquoi ne pas regarder les couples
d'objets de M s'identi�ant sur un objet quelconque de N? Étant donnée une
2-action � : N×M→ N de M sur N, cette question nous a incité à considérer
le 2-égalisateur de

N×M×M N×M N
IdN×Π1

M,M //
IdN×Π2

M,M

//
� //

(les objets sont les quadruples de la forme (N,M1,M2, f), où N est un objet
de N, M1 et M2 sont deux objets de M et f : N � M1 → N � M2 est un
isomorphisme de N) et à construire le groupe symétrique K� engendré par
les classes d'isomorphisme des objets de ce 2-égalisateur et muni des relations
[N1,M1,M2, f1] ∗ [N2,M3,M4, f2] = [N1 ⊗ N2,M1 ⊗ M3,M2 ⊗ M4, f1 ⊗ f2]
et [N,M1,M2, f1] ∗ [N,M2,M3, f2] = [N,M1,M3, f2f1]. Nous avons montré
qu'il était alors possible de construire un morphisme de groupes symétrique
∂1 : K1(N)→ K� tel que la suite

K1(M)
d1−→ K1(N)

∂1−→ K�
∂0−→ K0(M)

d0−→ K0(N)

soit exacte (théorème 4.5.3), sans avoir émis d'hypothèse de co�nalité sur �.
De plus, lorsque � est la 2-action N ×M IdN×F−−−−→ N × N ⊗−→ N induite par un
1-morphisme de 2-monoïdes symétriques F : M → N co�nal, alors cette suite
exacte est isomorphe à la suite exacte de la K-théorie algébrique et en constitue
donc une généralisation (corollaire 4.5.5). C'est avec ce dernier résultat que se
clôture notre compte-rendu.

12



Chapitre 1

Groupe commutatif libre

engendré par un monoïde

commutatif

Dans ce chapitre 1, nous présentons les résultats généraux pouvant s'énoncer
de façon interne à une catégorie C possédant les produits �nis. Dans la section
1, nous rappelons les dé�nitions bien connues de produit binaire, d'objet termi-
nal et d'action d'un monoïde commutatif M interne à C sur un objet S de C.
Nous introduisons également la notion que nous appellerons par la suite sys-
tème trivialisant. Dans la section 2, nous démontrons un théorème de transfert
de structure disant que si, dans C, les systèmes trivialisants commutent avec les
produits binaires, alors le système trivialisant de toute action N×M → N d'un
monoïde commutatifM interne à C sur un monoïde commutatif N interne à C
hérite d'une structure de monoïde commutatif issue de N tel que celui-ci soit
alors le système trivialisant de l'action dans la catégorie des monoïdes commu-
tatifs internes à C (proposition 1.2.1). Dans la section 3, nous établissons une
équivalence entre les actions internes à la catégorie des monoïdes commutat-
ifs et les morphismes de monoïdes commutatifs. Nous établissons également
une équivalence entre systèmes trivialisants internes à la catégorie des monoïdes
commutatifs et les conoyaux de morphismes de monoïdes commutatifs (proposi-
tion 1.3.2 et proposition 1.3.4). Dans la section 4, nous introduisons la dé�nition
de structure co�nale (dé�nition 1.4.1) et démontrons que les conoyaux de mor-
phismes de monoïdes commutatifs internes à C possédant une telle structure
sont des groupes commutatifs internes à C (proposition 1.4.3). Nous démon-
trons, en tant que corollaire, que tout conoyau dans la catégorie des monoïdes
commutatifs internes à C d'un morphisme de groupes commutatifs internes à C
est également le conoyau de ce morphisme dans la catégorie des groupes com-
mutatifs internes à C (corollaire 1.4.5). Dans la section 5, nous démontrons que
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si les conoyaux des morphismes diagonaux relatifs à un monoïde commutatif
interne à C existent, alors le foncteur L : MonCom(C) → GrpCom(C) qui
envoie tout monoïde commutatif interne à C sur le conoyau de sa diagonale
est un adjoint à gauche au foncteur d'oubli U : GrpCom(C) → MonCom(C)
(théorème 1.5.2). Dans la section 6, nous présentons et discutons deux ré-
sultats existants concernant des adjonctions construites à partir de conoyaux
de morphismes diagonaux, essentiellement la proposition 1.7.6 de [BB04] et la
proposition 3.4 de [Bou03]. Globalement, les résultats du chapitre 1 pré�gurent
ceux du chapitre 2 qui seront énoncé dans un contexte enrichi. En ce sens, nous
pouvons dire que le chapitre 1 prépare le chapitre 2.

1.1 Contexte catégoriel général

Dans tout ce chapitre, nous travaillerons avec une catégorie C. Nous sup-
poserons que celle-ci possède les produits binaires, c'est-à-dire que pour A1, A2

deux objets de C, il existe un objet de C noté A1 × A2 et deux morphismes
de C notés π1

A1,A2
: A1 × A2 → A1 et π2

A1,A2
: A1 × A2 → A2 satisfaisant à

la propriété suivante: si C est un objet de C et f1 : C → A1, f2 : C → A2

sont deux morphismes de C, alors il existe un unique morphisme de C noté
(f1, f2) : C → A1 ×A2 entre C et A1 ×A2 tel que

π1
A1,A2

(f1, f2) = f1, π
2
A1,A2

(f1, f2) = f2.

Si f1 : A1 → B1, f2 : A2 → B2 sont deux morphismes de C, alors le morphisme
(f1π

1
A1,A2

, f2π
2
A1,A2

) sera plus simplement notée f1 × f2. Nous rappelons les
propriétés élémentaires suivantes.

Propriétés 1.1.1.

1. Si A1, A2 sont deux objets de C, alors

(π1
A1,A2

, π2
A1,A2

) = id
A1×A2

.

2. Si A1, A2 sont deux objets de C et si f1 : C → A1, f2 : C → A2,
t : B → C sont trois morphismes de C, alors

(f1, f2)t = (f1t, f2t).

3. Si A1, A2, B1, B2, C1, C2 sont six objets de C et si f1 : A1 → B1,
f2 : A2 → B2, g1 : B1 → C1, g2 : B2 → C2 sont quatre morphismes de
C, alors (

g1 × g2

)(
f1 × f2

)
=
(
(g1f1)× (g2f2)

)
.
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Dans la suite, pour tout triple d'objets A, B et C de C, nous désignerons
par a

A,B,C
l'isomorphisme canonique de C(

(π1
A,B×C

, π1
B,C

π2
A,B×C

), π2
B,C

π2
A,B×C

)
: A× (B × C)→ (A×B)× C

et pour tout autre objet D de C, nous désignerons par t
A,B,C,D

l'isomorphisme
canonique de C

(π1
A,B
× π1

C,D
, π2

A,B
× π2

C,D
) : (A×B)× (C ×D)→ (A× C)× (B ×D).

Par ailleurs, nous supposerons que C possède un objet terminal, c'est-à-dire
que C possède un objet noté {∗} tel que pour tout objet A de C, il existe un
unique morphisme de C noté 1A : A→ {∗} entre A et {∗}. Nous rappelons la
propriété élémentaire suivante.

Propriété 1.1.2. Si f : A→ B est un morphisme de C, alors

1Bf = 1A.

Nous appellerons monoïde interne à C la donnée d'un triple (M, ∗
M
, e
M

),
où M est un objet de C, ∗

M
: M ×M →M est un morphisme de C tel que le

diagramme (appelée axiome d'associativité)

M × (M ×M) M ×M

(M ×M)×M MM ×M

id
M
×∗

M //

a
M,M,M

��
∗
M

��

∗
M
×id

M

//
∗
M

//

est commutatif dans C et e
M

: {∗} → M est un morphisme de C tel que les
deux diagrammes (respectivement appelés axiome d'unité à gauche et axiome
d'unité à droite)

M

M ×M M M ×M

(e
M

1
M
,id

M
)

zz
∗
M

//

id
M

��

(id
M
,e
M

1
M

)

$$
∗
M

oo

sont commutatifs dans C. De plus, nous dirons que le monoïde interne à C
(M, ∗

M
, e
M

) est commutatif si le diagramme (appelé axiome de commutativité)

M ×M

M ×M M

(π2

M,M
,π1

M,M
)

��

∗
M

((
∗
M

//

est commutatif dans C.
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Soient (M, ∗
M
, eM)) et (N, ∗

N
, eN) deux monoïdes interne à C (éventuelle-

ment commutatifs), un morphisme de monoïdes (éventuellement commutatifs)
internes à C entre M et N est un morphisme f : M → N de C tel que les
deux diagrammes (respectivement appelés axiome de préservation du produit
et axiome de préservation de l'unité)

M×M

M

N× N

N

∗
M ��

f×f //

f
//

∗N��

{∗}

M N

e
N

**
e
M ��

f
//

sont commutatifs dans C. De plus, si (P, ∗
P
, e
P

) est un monoïde (éventuelle-
ment commutatif) interne à C et si g : N → P est un morphisme de monoïdes
(éventuellement commutatifs) internes à C entre N et P , nous rappelons que
gf : M → P est un morphisme de monoïdes (éventuellement commutatifs)
internes à C entre M et P . Ceci dé�nit une composition sur les morphismes
de monoïdes (éventuellement commutatifs) internes à C qui est associative et
pour laquelle les �èches identités de C sont des unités à gauche et à droite.

Notations. Nous désignerons par Mon(C) la catégorie des monoïdes internes
à C et par MonCom(C) la catégorie des monoïdes commutatifs internes à C.

Remarque 1.1.3. Si C = Ens la catégorie des ensembles, on retrouve les
dé�nitions classiques de monoïde et de monoïde commutatif (voir, par exemple,
[Bou70]).

Nous appellerons groupe interne à C la donnée d'un quadruple (G, ∗
G
, e

G
,

( )∗
G

), où (G, ∗
G
, e
G

) est un monoïde interne à C et où ( )∗
G

: G → G est un
morphisme de C tel que le diagramme (appelé axiome d'inverse à droite)

G G×G

{∗} G

(id
G
,( )∗

G
)
//

1
G ��

∗
G��

e
G

//

est commutatif dans C. À partir d'un tel groupe interne à C, nous rappelons
la commutativité dans C du diagramme

G G

G

( )∗
G //

( )∗
G��id

G ))

de laquelle nous déduisons facilement la commutativité dans C du diagramme
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(appelé axiome d'inverse à gauche)

G G×G

{∗} G

(( )∗
G
,id

G
)
//

1
G ��

∗
G��

e
G

//
.

Nous rappelons également la commutativité dans C des deux diagrammes

G×G G×G

G×G G G

( )∗
G
×( )∗

G //

∗
G

��
(π2

G,G
,π1

G,G
)

OO

∗
G

//
( )∗
G

//

{∗}

G G

e
G

��

e
G

((
( )∗
G

//

.

Par ailleurs, si le monoïde (G, ∗
G
, e
G

) interne à C est symétrique, nous dirons
que (G, ∗

G
, e
G
, ( )∗

G
) est un groupe commutatif interne à C.

Si (G, ∗
G
, e
G
, ( )∗

G
) et (H, ∗

H
, e
H
, ( )∗

H
) sont deux groupes internes à C et

f : (G, ∗
G
, e
G

)→ (H, ∗
H
, e
H

) un morphisme de monoïdes internes à C entre G
et H, alors nécessairement, le diagramme

G G

H H

( )∗
G //

f
��

f
��

( )∗
H

//

est commutatif dans C. Nous dirons, par la suite, que f est un morphisme de
groupes internes à C entre G et H. Nous dirons que celui-ci est un morphisme
de groupes commutatifs si G et H sont tout deux commutatifs.

Notations. Nous désignerons par Grp(C) la catégorie des groupes internes à
C et par GrpCom(C) la catégorie des groupes commutatifs internes à C.

Remarque 1.1.4. Si C = Ens la catégorie des ensembles, on retrouve les
dé�nitions classiques de groupe et de groupe commutatif (voir, par exemple,
[Bou70]).

Nous rappelons que les quatre catégories Mon(C), MonCom(C), Grp(C)
et GrpCom(C) possèdent les objets terminaux ainsi que les produits binaires
et que ceux-ci sont préservés par les di�érents foncteurs d'oubli Mon(C)→ C,
MonCom(C) → C, Grp(C) → C et GrpCom(C) → C. Par ailleurs, pour
un monoïde commutatif (M, ∗

M
, e
M

) interne à C, ∗
M

: M ×M → M est un
morphisme de monoïdes commutatifs internes à C entre M ×M et M . Pour
(G, ∗

G
, e
G
, ( )∗

G
) un groupe commutatif interne à C , ( )∗

G
: G → G est un

morphisme de groupes commutatifs internes à C entre G et G.
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Pour S un objet de C et (M, ∗
M
, e
M

) monoïde commutatif interne à C, nous
appellerons action de M sur S tout morphisme ◦ : S ×M → S de C tel que
les deux diagrammes

S × (M ×M) S ×M

(S ×M)×M SS ×M

id
S
×∗

M //

a
S,M,M

��
◦
��

◦×id
M

//
◦

//

S

S ×M S

(id
S
,e
M

1
S

)

zz
◦
//

id
S

��

sont commutatifs dans C. Le 1-morphisme π1
S,M

: S ×M → S de C est une
action (appelée action triviale) de M sur S.

Remarque 1.1.5. La dé�nition d'action peut s'étendre au cas où (M, ∗
M
, e
M

)
n'est pas nécessairement commutatif. Toutefois, seul le cas commutatif sera
traité dans la suite du chapitre. Ceci nous permet d'omettre que les actions
considérées seront toujours des actions �à droite�.

Pour (M, ∗
M
, e
M

) est monoïde commutatif interne à C et ◦ : S ×M → S
est une action de M sur un objet S de C, un trivialisateur de ◦ est la donnée
d'un couple (T, t), où T est un objet de C et t : S → T est un morphisme de C
tel que le diagramme

S ×M S

S T

◦ //

π1

S,M ��
t
��

t
//

est commutatif dans C. Nous appellerons système trivialisant relatif à ◦ la
donnée d'un trivialisateur (S/◦, p◦) de ◦ tel que pour tout trivialisateur (T, t)
de ◦, il existe un unique morphisme de C noté t : S/◦ → T entre S/◦ et T tel
que le diagramme

S S/◦

T

p◦ //

t ''
t��

est commutatif dans C.

Remarque 1.1.6. Soient (M, ∗
M
, e
M

) un monoïde commutatif interne à C et
◦ : S ×M → S une action de M sur un objet S de C. Un système trivialisant

(S/◦, p◦) relatif à ◦ est exactement �la� colimite de S ×M S
◦ //

π1

S,M

// dans C

(voir par exemple [Mac97]). Clairement, le système trivialisant (S/◦, p◦) est
le coégalisateur de ◦ et π1

S,M
dans C. Nous avons choisi de ne pas dé�nir

directement les système trivialisant comme des coégalisateurs, car dans le cas
2-dimensionnel du chapitre 2, les 2-systèmes trivialisants ne seront pas des
2-coégalisateurs. Nous illustrerons ce fait par un exemple dans la remarque
2.1.8.
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Nous énonçons la propriété élémentaire suivante.

Propriété 1.1.7. Soit (S/◦, p◦) un système trivialisant relativement à une
action ◦ : S ×M → S d'un monoïde commutatif (M, ∗

M
, e
M

) interne à C sur
un objet S de C. p◦ est un épimorphisme.

Considérons ensuite deux actions ◦ : S × M → S et ◦′ : T × N → T ,
respectivement d'un monoïde commutatif (M, ∗

M
, e
M

) interne à C sur un objet
S de C et d'un monoïde commutatif (N, ∗

N
, e
N

) interne à C sur un objet S de
C. De là, dé�nissons le morphisme de C noté ◦ × ◦′ par

(S × T )× (M ×N)
t
S,T,M,N−−−−−−→ (S ×M)× (T ×N)

◦×◦′−−−→ S × T.

Le morphisme ◦ × ◦′ est une action du monoïde commutatif produitM×N sur
S×T . Supposons par ailleurs que (S/◦, p◦), (T/◦, p◦′), ((S×T )/(◦ × ◦′), p◦×◦′)
sont respectivement un système trivialisant relatif à ◦, un système trivialisant
relatif à ◦′ et un système trivialisant relatif à ◦ × ◦′. Il est clair que (p◦ ×
p◦′)◦ × ◦′ = (p◦×p◦′)π1

S×T,M×N
; il existe donc un unique morphisme de C noté

p◦ × p◦′ : (S × T )/(◦ × ◦′)→ S/ ◦ ×T/◦′ entre (S × T )/(◦ × ◦′) et S/ ◦ ×T/◦′
tel que le diagramme

(S × T )× (M ×N) S × T (S × T )/(◦ × ◦′)

(S ×M)× (T ×N) S × T S/ ◦ ×T/◦′

(S ×M)× (T ×N)

π1

S×T,M×N //

t
S,T,M,N

��

t
S,T,M,N

77

p◦×◦′ //

id
S
×id

T

��
p◦×p◦′
��◦×◦′ //

π1

S,M
×π1

T,N

//
p◦×p◦′

//

◦×◦′

""

est commutatif dans C. Nous dirons alors que les systèmes trivialisants com-
mutent avec les produits binaires dans C si p◦ × p◦ est un isomorphisme de C,
quelles que soient les actions ◦ et ◦′ considérées. De façon équivalente, cela
signi�e que le couple (S/ ◦ ×T/◦′, p◦ × p◦′) est un système trivialisant relatif à
◦ × ◦′ et en particulier que p◦ × p◦′ est un épimorphisme.

Pour terminer, considérons un monoïde commutatif
(
(M, ∗

M
, e
M

), ∗′
M
, e′
M

)
interne à MonCom(C). Il est alors bien connu que ∗

M
= ∗′

M
et e

M
= e′

M
. Ceci

est une conséquence du théorème d'Eckmann et Hilton (voir [EH62]). Dans
la suite du travail, nous identi�erons

(
(M, ∗

M
, e
M

), ∗′
M
, e′
M

)
et (M, ∗

M
, e
M

).
De plus, si (N, ∗

N
, e
N

) est un monoïde commutatif interne à C, une action
de
(
(M, ∗

M
, e
M

), ∗′
M
, e′
M

)
sur (N, ∗

N
, e
N

) dans MonSym(C) n'est rien d'autre
qu'un morphisme de monoïdes commutatifs ◦ : N ×M → N interne à C entre
N ×M et N .
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Remarque 1.1.8. Pour une catégorie C possédant les produits �nis, nous
avons en fait les équivalences suivantes:

MonCom(MonCom(C)) 'MonCom(C)

GrpCom(MonCom(C)) ' GrpCom(C).

1.2 Transfert de structure pour les systèmes tri-

vialisants

Dans cette section, nous supposerons que dans C, les systèmes trivialisants
commutent avec les produits binaires. L'objectif est de démontrer le résultat
suivant.

Proposition 1.2.1. Soient (M, ∗
M
, e
M

) et (N, ∗
N
, e
N

) deux monoïdes commu-
tatifs internes à C, ◦ : N ×M → N une action de M sur N dans MonCom(C)
et (N/◦, p◦) un système trivialisant relatif à ◦ dans C. Si, dans C, les sys-
tèmes trivialisants commutent avec les produits binaires, alors il existe deux
morphismes ∗

N/◦ : N/ ◦ ×N/◦ → N/◦ et e
N/◦ : {∗} → N/◦ de C tels que(

(N/◦, ∗
N/◦ , eN/◦), p◦

)
est un système trivialisant relatif à ◦ dans MonCom(C).

Considérons deux monoïdes commutatifs (M, ∗
M
, e
M

), (N, ∗
N
, e
N

) internes
à C, ◦ : N ×M → N une action de M sur N dans MonCom(C) et (N/◦, p◦)
un système trivialisant relatif à ◦ dans C. Soit alors le diagramme de C

(N ×N)× (M ×M) N ×N N/ ◦ ×N/◦

N ×M N N/ ◦ .

◦×◦
//

π1

N×N,M×M

//
p◦×p◦ //

∗
N
×∗

M

��
∗
N

��◦ //
π1

N,M

//
p◦

//

Les deux diagrammes de gauche sont commutatifs puisque ◦ est un morphisme
de monoïdes commutatifs internes à C. Puisque (N/ ◦ ×N/◦, p◦ × p◦) est un
système trivialisant relatif à ◦ × ◦ dans C, par dé�nition de système trivialisant
dans C, il existe un unique morphisme de C noté p◦∗N : N/ ◦ ×N/◦ → N/◦
entre N/ ◦ ×N/◦ et N/◦ tel que

p◦∗N (p◦ × p◦) = p◦ ∗N .

Nous désignerons désormais celui-ci par ∗
N/◦ . Par ailleurs, nous désignerons le

morphisme {∗}
e
N−−→ N

p◦−→ N/◦ de C par e
N/◦ .

Lemme 1.2.2. Le triple (N/◦, ∗
N/◦ , eN/◦) est un monoïde commutatif interne

à C.
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Démonstration. Nous observons la commutativité des diagrammes

N × (N ×N)

(N ×N)×N

N/ ◦ ×(N/ ◦ ×N/◦) N/ ◦ ×N/◦

N ×N

N ×N N

(N/ ◦ ×N/◦)×N/◦

N/ ◦ ×N/◦ N/◦

a
N,N,N

��

p◦×(p◦×p◦) //

(p◦×p◦)×p◦
��

id
N
×∗

N ++

∗
N
×id

N //

id
N/◦×∗N/◦ //

∗
N/◦

��

p◦×p◦

66

∗
N

��
∗
N

//

p◦×p◦

tt

p◦

  
∗
N/◦×idN/◦
��

∗
N/◦

//

N N/◦ N/ ◦ ×N/◦

N ×N

N

N/◦ N/◦

p◦ //
(e
N

1
N
,id

N
)

**
id
N

%%

p◦

��

(e
N/◦1

N/◦ ,idN/◦ )
//

∗
N/◦

��

p◦×p◦
44

∗
N

��

p◦

**
id
N/◦

//

N N/◦ N/ ◦ ×N/◦

N ×N

N

N/◦ N/◦

p◦ //
(id

N
,e
N

1
N

)

**
id
N

%%

p◦

��

(id
N/◦ ,eN/◦1

N/◦ )
//

∗
N/◦

��

p◦×p◦
44

∗
N

��

p◦

**
id
N/◦

//
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N ×N N/ ◦ ×N/◦ N/ ◦ ×N/◦

N ×N

N

N/ ◦ ×N/◦ N/◦

p◦×p◦ //
(π2

N,N
,π1

N,N
)

((
∗
N

""
p◦×p◦

��

(π2

N/◦,N/◦
,π1

N/◦,N/◦
)
//

∗
N/◦

��

p◦×p◦
33

∗
N

��

p◦

++
∗
N/◦

//

La conclusion vient alors du fait que les morphismes p◦, p◦× p◦ et p◦× p◦× p◦
sont des épimorphismes de C.

Lemme 1.2.3. p◦ : (N, ∗
N
, e
N

) → (N/◦, ∗
N/◦ , eN/◦) est un morphisme de

monoïdes commutatifs internes à C.

Démonstration. Le résultat est clair puisque nous avons

∗
N/◦(p◦ × p◦) = p◦∗N (p◦ × p◦) = p◦∗N

e
N/◦ = p◦eN .

Nous terminons cette section en démontrant la proposition 1.2.1

Démonstration. Nous déduisons directement des deux lemmes précédents que(
(N/◦, ∗

N/◦ , eN/◦), p◦
)
est un trivialisateur de ◦ dans MonCom(C). Soit alors(

(T, ∗
T
, e
T

), t
)
un autre trivialisateur de ◦ dans MonCom(C). Par dé�nition

de système trivialisant dans C, il existe un unique morphisme de C noté t :
N/◦ → T entre N/◦ et T tel que

tp◦ = t.

Nous remarquons que t : (N/◦, ∗
N/◦ , eN/◦) → (T, ∗

T
, e
T

) est un morphisme
de monoïdes commutatifs internes à C. En e�et, cela suit directement de la
commutativité dans C des diagrammes

{∗}

N

N/◦

T

e
N

$$

e
N/◦ //

e
T

��

p◦

::

t

��

t

��

22



N ×N N/ ◦ ×N/◦ T × T

N/ ◦ ×N/◦ N

N/◦ T

p◦×p◦ //

t×t

22

∗
N

**

p◦×p◦
��

t×t //

∗
T

��

∗
N/◦

��
p◦

tt

t

**
t

//

et du fait que p◦ × p◦ est un épimorphisme.

1.3 Systèmes trivialisants et conoyaux dans

MonCom(C)

L'objectif de cette section est d'établir une équivalence entre l'existence des sys-
tèmes trivialisants et des conoyaux dansMonCom(C). A�n de ne pas entretenir
de confusions inutiles, nous précisons que dans cette section, contrairement à
la précédente, il n'est pas nécessaire de supposer que dans C, les systèmes
trivialisants commutent avec les produits binaires.

1.3.1 Les systèmes trivialisants de MonCom(C) sont des
conoyaux

Nous allons montrer que les systèmes trivialisants de MonCom(C) sont des
conoyaux particuliers de MonCom(C). Nous basons notre approche sur le
lemme suivant.

Lemme 1.3.1. Soient (M, ∗
M
, e
M

) et (N, ∗
N
, e
N

) deux monoïdes commutatifs
internes à C et ◦ : N ×M → N une action de MonCom(C). Dans ce cas, le
diagramme

N ×M N

N × (N ×M) N ×N

◦ //

id
N
×(e

N
1
M
,id

M
)

��

id
N
×◦
//

∗
N

OO

est commutatif.
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Démonstration. Le résultat découle de la commutativité du diagramme

N ×M N

N × (N ×M) N ×N.

(N ×M)× (N ×M)

(N ×N)× (M ×M)

N ×M

◦ //

id
N
×(e

N
1
M
,id

M
)

��

(id
N
,e
M

1
N

)×(e
N

1
M
,id

M
)

��

(id
N
,e
N

1
N

)×(e
M

1
M
,id

M
)

&&

id
N
×◦

//

∗
N

OO

◦×◦
,,

t
N,M,N,M

==

∗
N
×∗

M

AA
◦

33

Nous énonçons le résultat principal de cette sous-section. Nous utilisons
dans la preuve le fait que ∗

N
est un morphisme de monoïdes commutatifs

internes à C ce qui découle directement du caractère commutatif de N .

Proposition 1.3.2. Soient (M, ∗
M
, e
M

) et (N, ∗
N
, e
N

) deux monoïdes commu-
tatifs internes à C et ◦ : N×M → N une action de MonCom(C). Dans ce cas,(
(N/◦, ∗

N/◦ , eN/◦), p◦
)
est un système trivialisant relatif à ◦ dans MonCom(C)

si et seulement s'il est un conoyau du morphisme M
(e
N

1
M
,id

M
)

−−−−−−−−→ N ×M ◦−→ N
dans MonCom(C).

Démonstration. Nous supposons tout d'abord que
(
(N/◦, ∗

N/◦ , eN/◦), p◦
)
est

un système trivialisant relatif à ◦ dans MonCom(C). Nous voyons que

p◦ ◦ (e
N

1
M
, id

M
) = p◦π

1
N,M

(e
N

1
M
, id

M
) = e

N/◦1M .

Soient alors (T, ∗
T
, e
T

) un monoïde commutatif interne à C et t : (N, ∗
N
, e
N

)→
(T, ∗

T
, e
T

) un morphisme de monoïdes commutatifs internes à C tel que t ◦
(e
N

1
M
, id

M
) = e

T
1
M
. Du lemme 1.3.1, nous déduisons la commutativité du
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diagramme

N ×M N

N T

N × (N ×M) N ×N

N ×N T × T

◦ //

π1

N,M

��

id
N
×(e

N
1
M
,id

M
)

))

id
N
×(e

N
1
M

)

((

t×(e
T

1
M

)

--

t

��

t
//

id
N
×◦
//

∗
N

55

t×t
��

∗
N

uu

t×t
//

∗
T

))

et
(
(T, ∗

T
, e
T

), t
)
est un trivialisateur de ◦ dans MonCom(C). Par dé�nition

de système trivialisant dans MonCom(C), il existe un unique morphisme de
MonCom(C) noté t : (N/◦, ∗

N/◦ , eN/◦) → (T, ∗
T
, e
T

) entre (N/◦, ∗
N/◦ , eN/◦) et

(T, ∗
T
, e
T

) tel que
tp◦ = t.

Supposons réciproquement que
(
(N/◦, ∗

N/◦ , eN/◦), p◦
)
est un conoyau dans

MonCom(C) du morphisme M
(e
N

1
M
,id

M
)

−−−−−−−−→ N ×M ◦−→ N . Par le lemme 1.3.1,
nous observons la commutativité du diagramme

N N/◦

N ×M N

N × (N ×M) N ×N N/ ◦ ×N/◦

N ×N

p◦ //

◦

OO

π1

N,M

//

id
N
×(e

N
1
M
,id

M
)

AA

p◦×(e
N/◦1M )

55

id
N
×(e

N
1
M

)

22

p◦

OO

id
N
×◦
//

∗
N

kk

p◦×p◦ //

∗
N/◦

77

p◦×p◦

==

∗
N ++

et
(
(N/◦, ∗

N/◦ , eN/◦), p◦
)
est un trivialisateur de ◦ dans MonCom(C). Dès lors,

si
(
(T, ∗

T
, e
T

), t
)
est un autre trivialisateur de ◦ dans MonCom(C), alors le
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diagramme

N ×M N

M T

N

◦ //
π1

N,M

$$
t

��

(e
N

1
M
,id

M
)

OO

e
T

1
M

//

e
N

1
M

::
t

$$

est commutatif dans MonCom(C). Par dé�nition de conoyau, il existe un
unique morphisme de MonCom(C) noté t : (N/◦, ∗

N/◦ , eN/◦) → (T, ∗
N
, e
T

)
entre (N/◦, ∗

N/◦ , eN/◦) et (T, ∗
N
, e
T

) tel que

tp◦ = t.

1.3.2 Les conoyaux de MonCom(C) sont des systèmes tri-
vialisants

Nous montrons ici que les conoyaux de MonCom(C) sont des systèmes trivial-
isants particuliers de MonCom(C). Pour cela, considérons f : (M, ∗

M
, e
M

) →
(N, ∗

N
, e
N

) un morphisme de MonCom(C). Nous désignons par ◦
f
le mor-

phisme de MonCom(C)

N ×M
id
N
×f

−−−−→ N ×N
∗
N−−→ N.

Lemme 1.3.3. ◦
f
est une action de MonCom(C).

Démonstration. Le résultat découle de la commutativité des diagrammes

N × (M ×M)

(N ×M)×M

N ×M

(N ×N)×M

N × (N ×N)

(N ×N)×N

N ×N

N ×M N ×N N

a
N,M,M

��

id
N
×∗

M //

(id
N
×f)×id

M

��

id
N
×(f×f)

))

(id
N
×f)×f

))

id
N
×f

��

∗
N
×id

M

��

a
N,N,N

��

id
N
×∗

N //

∗
N
×id

N

��

∗
N

��

id
N
×f

//
∗
N

//
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N N ×M

N ×N

N.

(id
N
,e
M

1
N

)
//

(id
N
,e
N

1
N

)

++
id
N

''

id
N
×f

��

∗
N

��

Nous énonçons le dernier résultat de cette section.

Proposition 1.3.4. Le couple
(
(Nf , ∗Nf , eNf ), pf

)
est un conoyau de f dans

MonCom(C) si et seulement s'il est un système trivialisant relatif à ◦
f
dans

MonCom(C).

Démonstration. Le résultat découle de 1.3.2 et de la commutativité du dia-
gramme

N ×M N ×N

M N

M ×M M

id
N
×f

//

∗
N

��

(e
N

1
M
,id

M
)

OO

f
//

(e
M

1
M
,id

M
)

::

id
M

88

f×id
M

dd

f×f

55

∗
M //

f

$$

Remarque 1.3.5. Soit Act(MonCom(C)) la catégorie dont les objets sont les
actions N ×M ◦−→ N de MonCom(C) et dont les morphismes (f, g) : (N ×
M

◦−→ N) → (N ′ ×M ′ ◦
′

−→ N ′) sont les couples de morphismes f : M → M ′,
g : N → N ′ de MonCom(C) tels que le diagramme

N ×M N

N ′ ×M ′ N ′

◦ //

g×f
��

g

��

◦′
//

est commutatif. Désignons par Mor(MonCom(C)) la catégorie dont les objets
sont les morphismes M

s−→ N de MonCom(C) et dont les morphismes (f, g) :
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(M
s−→ N) → (M ′

s′−→ N ′) sont les couples de morphismes f : M → M ′,
g : N → N ′ de MonCom(C) tels que le diagramme

M N

M ′ N ′

s //

f

��
g

��

s′
//

est commutatif. Les constructions e�ectuées dans cette section nous permettent
d'induire l'existence de deux foncteurs

F : Act(MonCom(C)) → Mor(MonCom(C))

(N ×M ◦−→ N)

(N ′ ×M ′ ◦
′

−→ N ′)

(f,g)
��

7→
(M

(e
N

1
M
,id

M
)

−−−−−−−−→ N ×M ◦−→ N)

(M ′
(e
N′

1
M′

,id
M′

)
−−−−−−−−−−→ N ′ ×M ′ ◦

′

−→ N ′)

(f,g)
��

G : Mor(MonCom(C)) → Act(MonCom(C))

(M
s−→ N)

(M ′
s′−→ N ′)

(f,g)
��

7→
(N ×M ◦s−→ N)

(N ′ ×M ′ ◦s′−−→ N ′).

(f,g)
��

Du diagramme du lemme 1.3.1 et du diagramme de la preuve de la proposition
1.3.4, nous déduisons directement que ces deux foncteurs sont deux isomor-
phismes de catégories inverses l'un de l'autre.

1.4 Structures co�nales

Soient f : (M, ∗
M
, e
M

)→ (N, ∗
N
, e
N

) un morphisme de monoïdes commutatifs
internes à C et

(
(Coker(f), ∗

Cf
, e
Cf

), pf
)
un conoyau de f dans MonCom(C).

Dans cette section, nous allons établir une condition su�sante pour que ce
conoyau possède une structure de groupe commutatif interne à C. Nous mon-
trerons également que le foncteur d'oubli U : GrpCom(C) → MonCom(C)
préserve les conoyaux. Pour ce faire, nous introduisons la dé�nition suivante.

Dé�nition 1.4.1. Une structure co�nale sur f est la donnée d'un couple (ζ, θ)
où ζ : (N, ∗

N
, e
N

) → (N, ∗
N
, e
N

) est un morphisme de MonCom(C) et θ :
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(N, ∗
N
, e
N

)→ (M, ∗
M
, e
M

) est un morphisme de C tels que le diagramme

N N ×N

M N

(idN ,ζ) //

θ

��
∗N
��

f
//

est commutatif dans C.

Remarque 1.4.2. L'appellation �structure co�nale� s'inspire d'une notion de
co�nalité issue du contexte ensembliste. En e�et, dans le cas où C = Ens, un
morphisme de monoïdes commutatifs h : H → K est dit co�nal si pour tout
élément x de K, il existe un élément x′ de K et un élément y de H tels que
x ∗

K
x′ = h(y).

Soit (ζ, θ) une structure co�nale sur f . Au vu de la commutativité du
diagramme

N N Coker(f)

Coker(f)× Coker(f)

N ×N

M N M N Coker(f),

ζ // pf //

(e
Cf

1
Cf
,id

Coker(f)
)

tt

id
Coker(f)

��

∗
Coker(f)

%%

pf×pf

OO

∗
N

%%

f

OO

e
Cf

1
M

99

f //

e
Cf

1
M

11

(id
N
,ζ)

99

θ
//

f
// pf //

dans C, et donc du fait que pfζf = e
Cf

1
M

dans MonCom(C), nous déduisons
de la dé�nition de conoyau l'existence d'un unique morphisme de MonCom(C),
noté pfζ : Coker(f) → Coker(f), entre Coker(f) et Coker(f) tel que le
diagramme de droite

M N Coker(f)

N Coker(f)

f //
e
N

1
M

//
pf //

ζ

��
pfζ

��

pf
//

est commutatif dans MonCom(C). Nous désignerons désormais ce morphisme
par ( )∗

Cf,ζ
. Nous énonçons alors le résultat principal de cette section.
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Proposition 1.4.3. Soient f : (M, ∗
M
, e
M

) → (N, ∗
N
, e
N

) un morphisme de
monoïdes commutatifs internes à C,

(
(Coker(f), ∗

Cf
, e
Cf

), pf
)
un conoyau de

f dans MonCom(C) et (ζ, θ) une structure co�nale sur f . Dans ce cas, le
quadruple (Coker(f), ∗

Cf
, e
Cf
, ( )∗

Cf,ζ
) est un groupe commutatif interne à C.

Démonstration. Le résultat découle de la commutativité du diagramme

N Coker(f) Coker(f)× Coker(f)

N ×N

N

Coker(f) {∗} Coker(f)

pf //
(id

N
,ζ)

**fθ

%%
1
N

��

pf

��

pfeN 1
M
θ

..

(id
N
,( )∗

Cf,ζ
)
//

∗
Cf

��

pf×pf

44

∗
N

��

pf

**

1
Coker(f)

//
e
Cf

//

et du fait que pf est un épimorphisme.

Pour terminer, nous considérons g : (G, ∗
G
, e
M
, ( )∗

G
) → (H, ∗

H
, e
H
, ( )∗

H
)

un morphisme de groupes commutatifs internes à C, ainsi que les morphismes

H
( )∗
H−−−→ H et H

1
H−−→ {∗}

e
G−−→ G, vu ici comme des morphismes de monoïdes

commutatifs internes à C.

Lemme 1.4.4. Le couple (( )∗
H
, e
G

1
H

) est une structure co�nale sur g.

Démonstration. Le résultat découle de la commutativité du diagramme

H H ×H

{∗}

{∗} G H.

(id
H
,( )∗

H
)

//
1
H

$$
1
H

��

∗
H

��

e
H

$$
id{∗}

::

e
G

//
g

//

Dès lors, si (Coker(g), ∗
Cg
, e
Cg

) est un conoyau de g dans MonCom(C),
nous déduisons du lemme ci-dessus et de la proposition 1.4.3 que le quadruple
(Coker(g), ∗

Cg
, e
Cg
, ( )∗

Cg,( )∗
H

) est un groupe commutatif interne à C.
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Corollaire 1.4.5. Soient g : (G, ∗
G
, e
M
, ( )∗

G
) → (H, ∗

H
, e
H
, ( )∗

H
) un mor-

phisme de groupes commutatifs internes à C et (Coker(g), ∗
Cg
, e
Cg

) un conoyau
de g dans MonCom(C). Dans ce cas, le couple

(
(Coker(g), ∗

Cg
, e
Cg
, ( )∗

Cg,( )∗
H

),

pg
)
est un conoyau de g dans GrpCom(C).

Démonstration. Le résultat découle directement du fait que GrpCom(C) est
une sous-catégorie pleine de MonCom(C).

1.5 Adjoint à gauche au foncteur d'oubli entre

GrpCom(C) et MonCom(C)

Soit (M, ∗
M
, e
M

) un monoïde commutatif interne à C. Considérons le mor-
phisme (id

M
, id

M
) : M → M ×M de MonCom(C) qui est généralement ap-

pelé morphisme diagonal de M et noté ∆M . Dans cette section, nous sup-
poserons que MonCom(C) possède les conoyaux de tous les morphismes di-
agonaux. Nous noterons

(
(Coker(∆M ), ∗

C∆M
, e
C∆M

), p∆M

)
le conoyau de ∆M

dansMonCom(C). Considérons alors les morphismes (π2
M,M

, π1
M,M

) : M×M →
M ×M et ∗

M
: M ×M →M de MonCom(C) .

Lemme 1.5.1. Le couple ((π2
M,M

, π1
M,M

), ∗
M

) est une structure co�nale sur
∆M .

Démonstration. Le résultat découle de la commutativité du diagramme

M ×M (M ×M)× (M ×M)

(M ×M)× (M ×M)

M M ×M

(
id
M×M ,(π2

M,M
,π1

M,M
)
)

//(
(π1

M,M
,π2

M,M
),(π2

M,M
,π1

M,M
)
)

**
∗
M

��

(∗
M
,∗
M

)

&&

t
M,M,M,M

��

∗
M
×∗

M

��

∆M

//

Nous déduisons alors du lemme ci-dessus et de la proposition 1.4.3 que le
quadruple (

Coker(∆M ), ∗
C∆M

, e
C∆M

, ( )∗
C∆M,(π2

M,M
,π1
M,M

)

)
est un groupe commutatif interne à C.
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Soit alors un morphisme f : (M, ∗
M
, e
M

) → (N, ∗
N
, e
N

) de MonCom(C).
Considérons les conoyaux de MonCom(C)

M
∆M //

f

��

M ×M
p∆M //

f×f
��

Coker(∆M )

N
∆N

// N ×N
p∆N

// Coker(∆N ).

Puisque le diagramme

M ×M N ×N

M N ×N Coker(∆N )

N

f×f //

p∆N

��

∆M

OO

(e
N
,e
N

)1
M

//

e
C∆N

1
M

99

f

66

p∆N

//

∆N

66

(e
N
,e
N

)1
N

��

e
C∆N

1
N

((

est commutatif, nous savons, par dé�nition de conoyau, qu'il existe un unique
morphisme de MonCom(C), noté p∆N

(f × f) : Coker(∆M ) → Coker(∆N ),
entre Coker(∆M ) et Coker(∆N ) tel que le diagramme de droite

M
∆M //

f

��

M ×M
p∆M //

f×f
��

Coker(∆M )

p∆N
(f×f)

��
N

∆N

// N ×N
p∆N

// Coker(∆N )

est commutatif. Remarquons que (p∆M
(id

M
× id

M
)) = id

Coker(∆M )
par unicité,

puisque le diagramme

M ×M
p∆M //

id
M
×id

M

��

Coker(∆M )

id
(M×M)∆M

��
M ×M

p∆M

// Coker(∆M )

est commutatif. Par ailleurs, pour (M, ∗
M
, e
M

)
f−→ (N, ∗

N
, e
N

)
g−→ (P, ∗

P
, e
P

)
deux morphismes de MonCom(C), remarquons également que par unicité,
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(p∆P
(gf × gf)) = (p∆P

(g × g)) (p∆N
(f × f)) puisque le diagramme

M ×M
p∆M //

f×f
��

gf×gf

''

Coker(∆M )

(p∆N
(f×f))

��
N ×N

p∆N

//

g×g
��

Coker(∆N )

(p∆P
(g×g))

��
P × P

p∆P

// Coker(∆P )

est commutatif. Nous avons ainsi construit un foncteur

L : MonCom(C) → GrpCom(C);

M

f

��
N

7→ Coker(∆M )

(p∆N
(f×f))

��
Coker(∆N )

.

Théorème 1.5.2. Soit C une catégorie possédant les produits �nis et telle
que MonCom(C) possède les conoyaux des morphismes diagonaux. Dans ce
cas, le foncteur L construit ci-dessus est l'adjoint à gauche au foncteur d'oubli
U : GrpCom(C)→MonCom(C).

Démonstration. Nous dé�nissons l'unité de l'adjonction η : IdMonCom(C) ⇒
UL, pour tout monoïde commutatif (M, ∗

M
, e
M

) interne à C, par le morphisme
de MonCom(C)

η
M

:= M
(id

M
,e
M

1
M

)
−−−−−−−−→M ×M

p∆M−−−→ Coker(∆M ).

La transformation η ainsi construite est naturelle puisque pour tout morphisme
f : (M, ∗m, eM )→ (N, ∗N , eN ) de MonCom(C), le diagramme

M M ×M Coker(∆M )

N N ×N Coker(∆N )

(id
M
,e
M

1
M

)
//

f

��

(f,e
N

1
M

)

((

p∆M //

f×f
��

(p∆N
(f×f))

��

(id
N
,e
N

1
N

)
//

p∆N

//

est commutatif. Pour démontrer l'adjonction à gauche, nous allons voir que
l'association

ω : HomGrpCom(C)(Coker(∆M ), G) → HomMonCom(C)(M,G)

Coker(∆M )
u−→ G 7→ M

η
M−−→ Coker(∆M )

u−→ G
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est inversible. Pour cela, soit v : (M, ∗
M
, e
M

) → (G, ∗
G
, e
G

) un morphisme

de MonCom(C) et considérons le morphisme M ×M v×v−−−→ G × G
id
G
×( )∗

G−−−−−−→
G×G

∗
G−−→ G qui est tel que le diagramme

M M ×M G×G

G G×G

G G

∆M //

v

((
e
G

1
M

��

v×v //

id
G
×( )∗

G

��

∆G

66

e
G

1
G

vv
∗
G

ss

∗
G

��

id
G

//

est commutatif. Par dé�nition de conoyau, il existe un unique morphisme
∗
G

(id
G
× ( )∗

G
)(v × v) : Coker(∆M ) → G de MonCom(C) entre Coker(∆M )

et G tel que

∗
G

(id
G
× ( )∗

G
)(v × v)p∆M

= ∗
G

(id
G
× ( )∗

G
)(v × v).

Dès lors, l'association

ω∗ : HomMonCom(C)(M,G) → HomGrpCom(C)(Coker(∆M ), G)

M
v−→ G 7→ Coker(∆M )

∗
G

(id
G
×( )∗

G
)(v×v)

−−−−−−−−−−−−−→ G

est l'association inverse de ω. En e�et, pour tout v ∈ HomMonCom(C)(M,G),

nous avons que ω(ω∗(v)) : ∗
G

(id
G
× ( )∗

G
)(v × v)η

M
= v puisque le diagramme

M Coker(∆M )

M ×M

G×G

G×G

G G

η
M //

v

��

(id
M
,e
M

1
M

)

++
(v,e

G
1
M

)

$$
(id

G
,e
G

1
G

)v

��

∗
G

(id
G
×( )∗

G
)(v×v)

��

p∆M

88

v×v
~~

id
G
×( )∗

G~~

∗
G

++
id
G

//
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est commutatif et pour tout u ∈ HomGrpCom(C)(Coker(∆M ), G), nous avons

que ω∗(ω(u)) = ∗
G

(id
G
× ( )∗

G
)(uη

M
× uη

M
) = u puisque p∆M

est un épimor-
phisme et que le diagramme

M ×M Coker(∆M )

L(M)× L(M) G×G

L(M)× L(M)

(M ×M)× (M ×M)

(M ×M)× (M ×M) G×G

M ×M

Coker(∆M ) G

p∆M //
η
M
×η

M

++

(id
M
,e
M

1
M

)×(e
M

1
M
,id

M
)

��
p∆M

��

∗
G

(id
G
×( )∗

G
)(uη

M
×uη

M
)

��

u×u //

id
L(M)

×( )∗
C∆M

��

id
G
×( )∗

G

��
u×u 55

∗
C∆M

uu

p∆M
×p∆M

$$

t
M,M,M,M

��

∗
M
×∗

M

��

p∆M

xx

∗
G

��
u

//

est commutatif. Dans ce dernier diagramme, nous avons parfois écrit L(M) au
lieu de Coker(∆M ) a�n de gagner un peu de place.

1.6 Résultats existants

Dans la section précédente, nous avons construit une adjonction à partir de
conoyaux de morphismes diagonaux. De tels résultats existent déjà dans la
littérature. Nous pensons essentiellement à la proposition 1.7.6 de [BB04] et
la proposition 3.4 de [Bou03]. Dans cette section, nous e�ectuons une brève
présentation de ces derniers. Nous commençons par la proposition 1.7.6 de
[BB04] dont nous donnons un énoncé équivalent.

Proposition (1.7.6 de [BB04]). Soit C une catégorie �niment cocomplète,
régulière et unitale. Le foncteur d'oubli U : GrpCom(C) → MonCom(C) pos-
sède un adjoint à gauche. Plus explicitement, étant donné un monoïde com-
mutatif (M, ∗

M
, e
M

), le conoyau dans C de la diagonale ∆M : M → M ×M
est le groupe commutatif libre engendré par le monoïde commutatif M .
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Dans cette proposition, le caractère �niment cocomplet de C n'est pas in-
dispensable et assure uniquement l'existence du conoyau de ∆M dans C. Con-
trairement au théorème 1.5.2 présenté dans la section précédente, le résultat de
Borceux et de Bourn s'énonce dans le cas particulier d'une catégorie C régulière
et unitale. Cette particularisation se comprend au regard de la proposition 1.7.5
de [BB04] que nous rappelons via un énoncé équivalent.

Proposition (1.7.5 de [BB04]). Soit C une catégorie �niment cocomplète,
régulière et unitale. Le foncteur d'oubli U : MonCom(C) → C possède un
adjoint à gauche. Plus explicitement, étant donné un objet Z de C, le coé-

galisateur dans C de la paire Z Z × Z
(0,id

Z
)
//

(id
Z
,0)
// est le monoïde commutatif

libre engendré par Z.

En combinant les résultats des deux dernières propositions, Borceux et
Bourn déduisent l'existence d'une adjonction

C GrpCom(C)
L

ᵀ //

U

~~

lorsque C est une catégorie régulière et unitale. Ce résultat est une générali-
sation de la proposition 3.4 de [Bou03] due à Bourn et dont le cadre est celui
d'une catégorie pointée, régulière et de Mal'cev (qui est donc un cadre plus par-
ticulier que le précédent puisque (pointée + Mal'cev⇒ unital) par le corollaire
2.2.10 de [BB04]). L'énoncé (équivalent) est le suivant.

Proposition (3.4 de [Bou03]). Soient C une catégorie pointée, régulière et de
Mal'cev et X un objet de C. Un objet A de C est un groupe commutatif libre
engendré par X si et seulement s'il est obtenu par le coproduit �bré dans C
suivant (c'est-à-dire le conoyau de la diagonale ∆X : X → X ×X):

X ×X A

X 0.

∆X

OO
p∆X //

//

OO

Une autre di�érence importante entre la proposition 1.7.6 de [BB04] et le
théorème 1.5.2 de la section précédente est que dans le résultat de Borceux et de
Bourn, le conoyau de ∆M est une colimite de C, tandis que dans le théorème
1.5.2, le conoyau de ∆M est une colimite de MonCom(C), une partie de la
preuve de la proposition 1.7.6 de [BB04] étant d'ailleurs consacrée à montrer
que le conoyau de ∆M possède une structure de groupe commutatif interne
à C. A�n de mieux mettre ce fait en évidence, nous dirons qu'un foncteur
F : C→ D entre deux catégories pointées préservant les objets zéros re�ète les
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conoyaux si, étant donné un morphisme f : A → B de C, le conoyau de F (f)
existe dans D, alors le conoyau de f existe dans C et celui-ci est préservé par
F .

Lemme 1.6.1. Soit C une catégorie régulière et unitale. Le foncteur d'oubli
U : MonCom(C)→ C re�ète les conoyaux.

Démonstration. Le résultat découle des propositions 1.4.11 et 1.6.10 de [BB04].

La proposition 1.7.6 de [BB04] se déduit alors directement du théorème
1.5.2 et du lemme précédent. Ceci suggère un léger dépouillement au niveau
des hypothèses de la proposition 1.7.6 de [BB04]. Celui-ci s'e�ectue via l'énoncé
suivant.

Proposition 1.6.2. Soit C une catégorie pointée, possédant les produits bi-
naires ainsi que le conoyau du morphisme diagonal ∆M de tout monoïde com-
mutatif M et telle que le foncteur d'oubli U : MonCom(C) → C re�ète les
conoyaux. Dans ce cas, le foncteur d'oubli U : GrpCom(C) → MonCom(C)
possède un adjoint à gauche. Plus explicitement, étant donné un monoïde com-
mutatif (M, ∗

M
, e
M

), le conoyau dans C de la diagonale ∆M : M → M ×M
est le groupe commutatif libre engendré par le monoïde commutatif M .

Ce dernier énoncé est équivalent au théorème 1.5.2. La preuve de ce fait
nous a été suggérée par le professeur M. Gran. Nous la présentons ci-dessous.

Proposition 1.6.3. Le théorème 1.5.2 et la proposition 1.6.2 se déduisent
réciproquement l'un de l'autre. En particulier, la proposition 1.6.2 est vraie.

Démonstration. Il est clair que la proposition 1.6.2 se déduit du théorème
1.5.2. Nous montrons alors que le théorème 1.5.2 se déduit de la proposition
1.6.2. Pour cela, soit une catégorie C possédant les produits �nis et telle que
MonCom(C) possède les conoyaux des morphismes diagonaux. Au vu de la re-
marque 1.1.8, le foncteur d'oubli U : MonCom(MonCom(C))→ MonCom(C)
est une équivalence et re�ète donc les conoyaux. En appliquant la proposition
1.6.2 à la catégorie MonCom(C), nous obtenons une adjonction

MonCom(MonCom(C)) GrpCom(MonCom(C))
L

//

U
rr ᵀ //

Par la remarque 1.1.8, nous obtenons l'adjonction désirée

MonCom(C) GrpCom(C).
L

//

U
rr ᵀ //
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Chapitre 2

2-groupe symétrique libre

engendré par un 2-monoïde

symétrique

Dans ce chapitre, nous transposons les résultats introduits dans le premier
chapitre au contexte 2-catégoriel.

2.1 Contexte 2-catégoriel général

Dans tout ce chapitre, nous travaillerons avec une 2-catégorie C . Nous sup-
poserons que celle-ci possède les 2-produits binaires, c'est-à-dire que pour A1,
A2 deux objets de C , il existe un objet de C noté A1×A2 et deux 1-morphismes
de C notés Π1

A1,A2
: A1 × A2 → A1 et Π2

A1,A2
: A1 × A2 → A2 tels que, pour C

un objet de C et F1 : C→ A1, F2 : C→ A2 deux 1-morphismes de C , il existe
un unique 1-morphisme de C noté (F1, F2) : C→ A1 × A2 entre C et A1 × A2

tel que
Π1

A1,A2
(F1, F2) = F1, Π2

A1,A2
(F1, F2) = F2;

de plus, pour α1 : F1 ⇒ F ′1, α2 : F2 ⇒ F ′2 deux 2-morphismes de C , il existe
un unique 2-morphisme de C noté (α1, α2) : (F1, F2)⇒ (F ′1, F

′
2) entre (F1, F2)

et (F ′1, F
′
2) tel que

i
Π1
A1,A2

∗ (α1, α2) = α1, et iΠ2
A1,A2

∗ (α1, α2) = α2.

Pour F1 : A1 → B1, F2 : A2 → B2 deux 1-morphismes de C , le 1-morphisme
(F1Π1

A1,A2
, F2Π2

A1,A2
) sera plus simplement notée F1 × F2. Pour α1 : F1 ⇒ F ′1,

α2 : F2 ⇒ F ′2 deux 2-morphismes de C , le 2-morphisme (α1∗iΠ1
A1,A2

, α2∗iΠ2
A1,A2

)
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sera plus simplement noté α1×α2. Nous rappelons les propriétés élémentaires
suivantes.

Propriétés 2.1.1.

1. Pour deux objets A1, A2 de C , nous avons

(Π1
A1,A2

,Π2
A1,A2

) = idA1×A2
.

2. Pour deux objets A1, A2 de C et trois 1-morphismes F1 : C → A1,
F2 : C→ A2, T : B→ C de C , nous avons

(F1, F2)T = (F1T, F2T ).

3. Pour deux 1-morphismes F1 : C→ A1, F2 : C→ A2 de C , nous avons

(i
F1
, i
F2

) = i
(F1,F2)

.

4. Pour six 1-morphismes F1, F
′
1 : C→ A1, F2, F

′
2 : C→ A2, T, T

′ : B→ C
de C et trois 2-morphismes α1 : F1 ⇒ F ′1, α2 : F2 ⇒ F ′2, τ : T ⇒ T ′ de
C , nous avons

(α1, α2) ∗ τ = (α1 ∗ τ, α2 ∗ τ).

5. Pour six 1-morphismes F1, F
′
1, F

′′
1 : C → A1, F2, F

′
2, F

′′
2 : C → A2 de

C et trois 2-morphismes α1 : F1 ⇒ F ′1, α
′
1 : F ′1 ⇒ F ′′1 , α2 : F2 ⇒ F ′2,

α′2 : F ′2 ⇒ F ′′2 de C , nous avons

(α′1, α
′
2)(α1, α2) = (α′1α1, α

′
2α2).

Dans la suite, pour tout triple d'objets A, B et C de C , nous désignerons
par AA,B,C le 1-isomorphisme de C(

(Π1
A,B×C

,Π1
B,C

Π2
A,B×C

),Π2
B,C

Π2
A,B×C

)
: A× (B× C)→ (A× B)× C

et pour tout autre objet D de C , nous désignerons par TA,B,C,D le 1-isomorphisme
canonique de C

(π1
A,B
× π1

C,D
, π2

A,B
× π2

C,D
) : (A× B)× (C× D)→ (A× C)× (B× D).

Par ailleurs, nous supposerons que C possède un objet 2-terminal, c'est-à-
dire que C possède un objet noté 1 tel que pour tout objet A de C , il existe
un unique 1-morphisme de C noté 1A : A→ 1 entre A et 1; de plus, pour tout
2-morphisme α : 1A ⇒ 1A de C , nous avons

α = i1A
.

Nous rappelons la propriété élémentaire suivante.
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Propriété 2.1.2. Pour tout 1-morphisme F : A→ B de C, nous avons

1BF = 1A ;

de plus, pour tout autre 1-morphisme F ′ : A → B de C et tout 2-morphisme
α : F ⇒ F ′ de C , nous avons

i1B
∗ α = i1A

.

Nous appellerons 2-monoïde interne à C la donnée d'un sextuple (M, ⊗M ,
aM , IM , gM , dM), où M est un objet de C , ⊗M : M×M→M est un 1-morphisme
de C , aM : ⊗M(IdM × ⊗M) ⇒ ⊗M(⊗M × IdM)AM,M,M est un 2-isomorphisme
de C (appelé contrainte d'associativité) tel que l'égalité (appelée axiome du
pentagone)

M×
(
M× (M×M)

)
M× (M×M)

M×
(
(M×M)×M

)
M×M

(
M× (M×M)

)
×M

(
(M×M)×M

)
×M (M×M)×M M×M M

M× (M×M)

(M×M)×M

IdM×(IdM×⊗M )
//

IdM×AM,M,M
��

IdM×⊗M

��

AM,M×M,M
��

IdM×(⊗M×IdM )
//

⊗M

��

AM,M,M×IdM
��

(IdM×⊗M )×IdM //

(IdM×⊗M )×IdM
//

⊗M×IdM
//

⊗M

//

IdM×⊗M //

AM,M,M

��

⊗M×IdM

((

i
IdM
×aM
{�

aM×iIdM
{�

aM
{�

||

M×
(
M× (M×M)

)
M× (M×M)

M×
(
(M×M)×M

)
M×M

(
M× (M×M)

)
×M

(
(M×M)×M

)
×M (M×M)×M M×M M

(M×M)× (M×M) (M×M)×M

M× (M×M) M×M

IdM×(IdM×⊗M )
//

IdM×AM,M,M
��

IdM×⊗M

��

AM,M,M

zz

AM,M×M,M
��

⊗M

��

AM,M,M×IdM
��

(IdM×⊗M )×IdM
//

⊗M×IdM
//

⊗M

//

AM,M,M×M

(( IdM×M×⊗M //

⊗M×IdM×M

��
⊗M×IdM
��IdM×⊗M //

AM,M,M !!
⊗M

$$

aMks

aM
{�

est satisfaite dans C , IM : 1 → M est un 1-morphisme de C , gM : IdM ⇒
⊗M(IM1M , IdM) est un 2-isomorphisme de C (appelé contrainte d'unité à gauche)
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tel que l'égalité (appelée axiome de compatibilité entre les contraintes d'associa-
tivité et d'unité à gauche)

M×M

(M×M)×M M×M M

(IM1M ,IdM )×IdM

��

⊗M

��

⊗M×IdM
//

⊗M

//

IdM×IdM

��

gM×iIdM
{�

||

M×M

(M×M)×M M×M M

M

M× (M×M) M×M

(IM1M ,IdM )×IdM

��

⊗M

��

⊗M

""
(IM1MΠ1

M,M
,IdM×M )

��

⊗M×IdM
//

⊗M

//

IdM

""

(IM1M ,IdM )

��

AM,M,M

uu

IdM×⊗M

//

⊗M ))

gM
{�

aM
{�

est satisfaite dans C , et dM : IdM ⇒ ⊗M(IdM , IM1M) est un 2-isomorphisme
de C (appelé contrainte d'unité à droite) tel que l'égalité (appelée axiome de
compatibilité entre les contraintes d'associativité et d'unité à droite)

M×M

M× (M×M) M×M M

IdM×(IdM ,IM1M )

��

⊗M

��

IdM×⊗M

//
⊗M

//

IdM×IdM

��

i
IdM
×dM
{�
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||

M×M

M× (M×M) M×M M

M

(M×M)×M M×M

IdM×(IdM ,IM1M )

��

⊗M

��

⊗M

""
(IdM×M ,IM1MΠ2

M,M
)

��

IdM×⊗M

//
⊗M

//

IdM

""

(IdM ,IM1M )

��

AM,M,M

55 ⊗M×IdM
//

⊗M ))

dM
{�

a−1

M
{�

est satisfaite dans C . En présence de l'axiome du pentagone, les axiomes
de compatibilité entre les contraintes d'associativité et d'unité à gauche et
de compatibilité entre les contraintes d'associativité et d'unité à droite sont
équivalents à l'égalité (appelée axiome de compatibilité entre les contraintes
d'associativité, d'unité à gauche et à droite)

M×M

(M×M)×M M×M M

(IdM ,IM1M )×IdM

��

⊗M

��

⊗M×IdM
//

⊗M

//

IdM×IdM

��

dM×iIdM
{�

||

M×M

(M×M)×M M×M M

M× (M×M) M×M

(IdM ,IM1M )×IdM

��

⊗M

��

IdM×(IM1M ,IdM )

{{

IdM×IdM

##

⊗M×IdM
//

⊗M

//

AM,M,M

vv

IdM×⊗M

//

⊗M ((

i
IdM
×gM
{�

aM
{�
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Nous rappelons également que l'égalité

M

M×M M

M
(IM ,IM )

��

IM

��

⊗M

//

IM

��

(IM1M ,IdM )

zz

IdM

$$

gMks

=

M

M×M M

M
(IM ,IM )

��

IM

��

⊗M

//

IM

��

(IdM ,IM1M )

zz

IdM

$$

dMks

est satisfaite dans C .
Nous appellerons 2-monoïde symétrique interne à C la donnée d'un septuple

(M, ⊗M , aM , IM , gM , dM , cM), où (M, ⊗M , aM , IM , gM , dM) est un 2-monoïde interne
à C et cM : ⊗M ⇒ ⊗M(Π2

M,M
,Π1

M,M
) est un 2-isomorphisme de C tel que les deux

égalités (respectivement appelées axiome de compatibilité entre les contraintes
d'associativité et de symétrie et axiome de symétrie)

M× (M×M)

(M×M)×M M×M M×M

M× (M×M) M×M

(M×M)×M M×M M

AM,M,M

ss

IdM×⊗M

++⊗M×IdM //

(Π2

M×M,M
,Π1

M×M,M
)

��
(Π2

M,M
,Π1

M,M
)

�� ⊗M

&&

⊗M

��

IdM×⊗M

//

AM,M,M

�� ⊗M
++

⊗M×IdM
//

⊗M

//

aMks

cM
{�

aM
{�

||

M× (M×M)

(M×M)×M M× (M×M) M×M

M× (M×M) (M×M)×M

(M×M)×M M×M M

AM,M,M

ss
IdM×(Π2

M,M
,Π2

M,M
)

��

IdM×⊗M

++

(Π2

M×M,M
,Π1

M×M,M
)

��

IdM×⊗M

//

AM,M,M

��
⊗M

��
AM,M,M

��

(Π2

M,M
,Π2

M,M
)×IdM

ss
⊗M×IdM
��

⊗M×IdM
//

⊗M

//

i
IdM
×cM
{�

aM
{�

cM×iIdM
{�
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M×M

M×M

MM×MIdM×M

��

⊗M

##

⊗M

<<

(Π2

M,M
,Π1

M,M
)

$$

(Π2

M,M
,Π1

M,M
)

zz

⊗M //

cM
{�

cM
{�

=

M×M

M×M

MIdM×M

��

⊗M

##

⊗M

<<
i⊗M ��

sont satisfaites dans C . Nous rappelons que dans ce cas, les deux égalités sui-
vantes (respectivement appelées propriété de compatibilité entre les contraintes
de symétrie et d'unité à gauche et à droite et propriété de symétrie stricte par
rapport à IM)

M M

M×M

IdM //

(IdM ,IM1M )

%%

⊗M

JJ

dM �� =

M M

M×M

M×M

IdM //

(IdM ,IM1M )

%%

(IM1M ,IdM )

%%

⊗M

JJ

⊗M

99

(Π2

M,M
,Π1

M,M
)

��

gM ��

cM
{�

1 M×M M

M×M

(IM ,IM )
//

(IM ,IM )
&&

⊗M //

(Π2

M,M
,Π1

M,M
)

��
⊗M

88
cM
{�

=

1 M×M M

M×M

(IM ,IM )
//

(IM ,IM )
&&

⊗M //

⊗M

88
i⊗M (IM ,IM ) ��

sont satisfaites dans C .
Pour (M, ⊗M , aM , IM , gM , dM) et (N, ⊗N , aN , IN , gN , dN) deux 2-monoïdes

interne à C , nous appellerons 1-morphisme de 2-monoïdes internes à C entre
M et N la donnée d'un triple (F , f , fI), où F : M → N est un 1-morphisme
de C , f : ⊗N(F × F ) ⇒ F⊗M est un 2-isomorphisme de C (appelé contrainte
de préservation du produit) tel que l'égalité (appelée axiome de compatibilité
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entre les contraintes d'associativité et de préservation du produit)

M× (M×M) N× (N× N)

(M×M)×M N× N

M×M N

M

(N× N)× N

N× N

F×(F×F ) //

AM,M,M

��
IdN×⊗N

��
AN,N,N

uu

⊗M×IdM
��

(F×F )×F //

⊗N

��

⊗M ))

F×F
//

F

55

⊗N×IdN
��

⊗N

//

aNks
f×i

F
{�

f ��

||

M× (M×M) N× (N× N)

(M×M)×M N× N

M×M N

M

M×M

F×(F×F ) //

AM,M,M

��
IdM×⊗M

))
IdN×⊗N

��

⊗M×IdM
��

⊗N

��

⊗M ))
F

55

F×F //

⊗M

��

i
F
×f
{�

f
{�

aM ��

est satisfaite dans C et fI : IN ⇒ FIM est un 2-isomorphisme de C (appelée
contrainte de préservation de l'unité) tel que les deux égalités (respectivement
appelées axiome de compatibilité entre les contraintes d'unité à gauche et de
préservation de l'unité et axiome de compatibilité entre les contraintes d'unité
à droite et de préservation de l'unité)

M

M×M M N

(IM1M ,IdM )





F

��

⊗M

//
F

//

IdM

��

gM
{�
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||

M

M×M M N

N

N× N

(IM1M ,IdM )





F

��

⊗M

//

F×F
33

F
//

F

��

IdN

��

(IN1N ,IdN )

uu

(FIM1N ,IdN )

))

⊗N

++

(fI∗i1N
,i
IdN

)
ks

gM
{�

f ��

M

M×M M N

(IdM ,IM1M )





F

��

⊗M

//
F

//

IdM

��

dM
{�

||

M

M×M M N

N

N× N

(IdM ,IM1M )





F

��

⊗M

//

F×F
33

F
//

F

��

IdN

��

(IdN ,IN1N )

uu

(IdN ,FIM1N )

))

⊗N

++

(i
IdN

,fI∗i1N
)

ks
dM
{�

f ��

sont satisfaites dans C . Si de plus, M et N se dotent respectivement d'une
symétrie cM et d'une symétrie cN , nous dirons que le triple (F, f, fI) est un
1-morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à C entre M et N si l'égalité
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(appelée axiome de compatibilité entre les contraintes de symétrie et de préser-
vation du produit)

M×M N× N

M×M M N

F×F //

(Π2

M,M
,Π1

M,M
)

��

⊗M

��

⊗N

��

⊗M

//
F

//

cM
{�

f
{� =

M×M N× N

M×M M N

N× N

F×F //

(Π2

M,M
,Π1

M,M
)

��

⊗N

��

(Π2

N,N
,Π1

N,N
)

yy

⊗M

//

F×F
99

F
//

⊗N %%

cNks

f ��

est satisfaite dans C .
Rappelons dès lors que si (P, ⊗P , aP , IP , gP , dP) est un 2-monoïde interne à

C (éventuellement muni d'une symétrie cM) et si (G, g, gI) est un 1-morphisme
de 2-monoïdes (éventuellement symétriques) internes à C entre N et P, alors
le triple (GF, (i

G
∗ f)(g ∗ i

F×F ), (i
G
∗ fI)gI) est un 1-morphisme de 2-monoïdes

(éventuellement symétriques) internes à C entre M et P. Ceci dé�nit une 1-
composition sur les 1-morphismes de 2-monoïdes (éventuellement symétriques)
internes à C qui est associative et pour laquelle les triples de la forme (IdM ,
i⊗M

, i
IM
) sont des unités à gauche et à droite.

Pour (M, ⊗M , aM , IM , gM , dM) et (N, ⊗N , aN , IN , gN , dN) deux 2-monoïdes
interne à C (éventuellement respectivement munis d'une symétrie cM et cN)
et pour (F, f, fI) et (G, g, gI) deux 1-morphismes de 2-monoïdes (éventuel-
lement symétriques) internes à C entre M et N, un 2-morphisme de 2-monoïdes
(éventuellement symétriques) internes à C entre F et G est un 2-morphisme
α : F ⇒ G de C entre F et G tel que les deux égalités (respectivement ap-
pelées axiome de compatibilité avec les contraintes de préservation du produit
et axiome de compatibilité avec les contraintes de préservation de l'unité)

M×M N× N

M N

F×F //

⊗M

��
⊗N

��

G
//

F

''

f
{�

α ��

=

M×M N× N

M N

F×F //

G×G

55

⊗M

��
⊗N

��

G
//

α×α ��
g
{�

1

M N

IM

~~

IN

  

G
//

gI
{�

=

1

M N

IM

~~

IN

  

G
//

F

''

fI
{�

α ��

sont satisfaites dans C . Remarquons que la 2-composition verticale de deux
2-morphismes de 2-monoïdes (éventuellement symétriques) internes à C est
encore un 2-morphisme de 2-monoïdes (éventuellement symétriques) internes
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à C et que la 2-composition horizontale de deux 2-morphismes de 2-monoïdes
(éventuellement symétriques) internes à C est encore un 2-morphisme de 2-
monoïdes (éventuellement symétriques) internes à C .

Notations. Nous désignerons par 2-M on(C ) la 2-catégorie des 2-monoïdes
internes à C et par 2-M onSym(C ) la 2-catégorie des 2-monoïdes symétriques
internes à C .

Remarque 2.1.3. Si C = C at la 2-catégorie des catégories, des foncteurs
et des transformations naturelles, nous retrouvons les dé�nitions classiques de
catégorie monoïdale (voir [Bé63]) et de catégorie monoïdale symétrique. Si C =
G rpd la 2-catégorie des groupoïdes, nous retrouvons les dé�nitions classiques
de groupoïde monoïdal et de groupoïde monoïdal symétrique.

Nous appellerons 2-groupe interne à C la donnée d'un octuple (G, ⊗G , aG ,
IG , gG , dG , ( )∗

G
, δG), où (G, ⊗G , aG , IG , gG , dG) est un 2-monoïde interne à C ,

( )∗
G

: G → G est un 1-morphisme de C et δG : ⊗G(IdG , ( )∗
G
) ⇒ IG1G est un

2-isomorphisme de C . Nous désignerons par uG le 2-isomorphisme canonique
de C

⊗G

(
( )∗

G
× ( )∗

G

)(
Π2

G,G
,Π1

G,G

)
⇒ ( )∗

G
⊗G ,

par vG le 2-isomorphisme canonique de C

IdG ⇒ ( )∗
G
( )∗

G

et par ( )∗
IG

le 2-isomorphisme de C

1

G G 1 G

G G×G

G G

IG
&&

IG

��

IG

++

IG

))

( )∗
G

��

1G //

(IdG ,( )∗
G

)

��

IG //

(IG1G ,IdG )
//

IdG
&&

⊗G

33

( )∗
G

//

IdG

88

δ−1

G

{�

g−1

G��

.
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Nous désignerons par εG le 2-isomorphisme de C

1 G

G

G G×G

IG //

1G

ff

(IdG ,( )∗
G

)

&&

1G

OO

( )∗
G

88

(( )∗
G
,( )∗

G
( )∗

G
)

++

(( )∗
G
,IdG )

33

⊗G

OO
δ−1

G
�#

(i
( )∗

G
,v−1

G
)��

qui est l'unique 2-isomorphisme de C tel que l'égalité (appelée première identité
triangulaire)

G G×G G

G G×G

G× (G×G)

(G×G)×G

(IdG ,IG1G )
//

IdG

''

IdG

��

(IdG ,(( )∗
G
,IdG ))

++

((IdG ,( )∗
G

),IdG )

&&

⊗G //

(IG1G ,IdG )
//

⊗G

OO

IdG×⊗G

OO

AG,G,G

��

⊗G×IdG

++

dG ��

(i
IdG

,εG )

�#
aG
�#

(ηG ,iIdG
)
�#

= gM

est satisfaite dans C . Cette dernière égalité est encore équivalente à l'égalité
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suivante (appelée seconde identité triangulaire)

G G×G G

G G×G

(G×G)×G

G× (G×G)

(IG1G ,( )∗
G

)
//

( )∗
G

''

IdG

��

((( )∗
G
,IdG ),( )∗

G
)

++

(( )∗
G
,(IdG ,( )∗

G
))

&&

⊗G //

(( )∗
G
,IG1G )

//

⊗G

OO

⊗G×IdG

OO

AG,G,G

OO

IdG×⊗G

**

gG∗i( )∗
G ��

(εG ,i( )∗
G

)

�#
a−1

G
�#

(i
( )∗

G
,ηG )

�#

= dM ∗i( )∗
G
.

Si le 2-monoïde G interne à C possède une symétrie cG , nous dirons que G est
un 2-groupe symétrique interne à C .

Si (G, ⊗G , aG , IG , gG , dG , ( )∗
G
, δG) et (H, ⊗H , aH , IH , gH , dH , ( )∗

H
, δH)

sont deux 2-groupes interne à C et (F, f, fI) : G → H un 1-morphisme de
2-monoïdes internes à C entre G et H (vu comme des 2-monoïdes internes à
C ), nous désignerons par φ

F
: F ( )∗

G
⇒ ( )∗

H
F l'unique 2-isomorphisme de C tel

que les deux égalités suivantes

G G×G

1 H×H

G H

H

(IdG ,( )∗
G

)
//

1G

��

F

$$
F×F
��

IG

��
IH

**

⊗H

��

F
//

(IdH ,( )∗
H

)
//

1Hoo

(i
F
,φ
F

)
{�

δH
{�fI

{�

=

G G×G

1 H×H

G H

(IdG ,( )∗
G

)
//

1G

��
F×F
��

IG

��
⊗H

��

F
//

⊗G

zz

fks

δGks

G G×G

1 H×H

G H

H

(( )∗
G
,IdG )

//

1G

��

F

$$
F×F
��

IG

��
IH

**

⊗H

��

F
//

(( )∗
H
,IdH )
//

1Hoo

(φ
F
,i
F

)
{�

ε−1

H
{�fI

{�

=

G G×G

1 H×H

G H

(( )∗
G
,IdG )

//

1G

��
F×F
��

IG

��
⊗H

��

F
//

⊗G

zz

fks

ε−1

Gks
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sont satisfaites dans C . Nous dirons, par la suite, que le triple (F, f, fI) est
un 1-morphisme de 2-groupes internes à C entre G et H. Ce 1-morphisme
est symétrique si G et H se dotent chacun d'une symétrie et si (F, f, fI) est
un 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à C . Si (G, g, gI) est un
autre 1-morphisme de 2-groupes (éventuellement symétriques) internes à C
entre G et H et si α : (F, f, fI)⇒ (G, g, gI) est un 2-morphisme de 2-monoïdes
(éventuellement symétriques) internes à C , alors α est appelé un 2-morphisme
de 2-groupes (éventuellement symétriques) internes à C .

Notations. Nous désignerons par 2-G rp(C ) la 2-catégorie des 2-groupes in-
ternes à C et par 2-G rpSym(C ) la 2-catégorie des 2-groupes symétriques in-
ternes à C .

Remarque 2.1.4. Si C = Grpd la 2-catégorie des groupoïdes, nous retrouvons
les dé�nitions classiques de Gr-catégorie (ou cat-groupe) et de Pic-catégorie (ou
cat-groupe symétrique) (voir, par exemple, [Sin75] ou [FW74]).

Nous rappelons que les quatre 2-catégories 2-M on(C ), 2-M onSym(C ), 2-
G rp(C ) et 2-G rpSym(C ) possèdent les objets 2-terminaux ainsi que les deux
produits binaires et ceux-ci sont préservés par les di�érents 2-foncteurs d'oubli
2-M on(C ) → C , 2-M onSym(C ) → C , 2-G rp(C ) → C et 2-G rpSym(C ) →
C .

Par ailleurs, pour tout 2-monoïde symétrique (M, ⊗M , aM , IM , gM , dM , cM)
interne à C , le triple (⊗M , γM , gM ∗ iM), où γM désigne le 2-isomorphisme canon-
ique de C entre ⊗M(⊗M × ⊗M) et ⊗M(⊗M × ⊗M)(Π1

M,M
× Π1

M,M
,Π2

M,M
× Π2

M,M
),

est un 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques entre M ×M et M. De plus,
les 2-isomorphismes de C , aM , gM , dM et cM sont des 2-isomorphismes de 2-
monoïdes symétriques internes à C . Si (N, ⊗N , aN , IN , gN , dN , cN) est un autre
2-monoïde symétrique interne à C et si (F, f, fI) est un 1-morphisme de 2-
monoïdes symétriques internes à C , alors f et fI sont des 2-morphismes de
2-monoïdes symétriques internes à C . Si (G, ⊗G , aG , IG , gG , dG , cG , ( )∗

G
, δG) est

un 2-groupe symétrique interne à C , alors le triple (( )∗
G
, ( )∗

⊗G
, ( )∗

I
), où ( )∗

⊗G
désigne le 2-isomorphisme de C

⊗G(( )∗
G
, ( )∗

G
) = ⊗G(( )∗

G
, ( )∗

G
)
(
Π2

G,G
,Π1

G,G

) uG∗i(Π2
G,G

,Π1
G,G

)

+3

( )∗
G
⊗G

(
Π2

G,G
,Π1

G,G

) i( )∗
G
∗c−1

G
+3 ( )∗

G
⊗G ,

est un 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques et les 2-isomorphismes de C ,
δG , εG sont des 2-isomorphismes de 2-groupes symétriques internes à C . Si (H,
⊗H , aH , IH , gH , dH , cH , ( )∗

H
, δH) est un autre 2-groupe symérique interne à C et

si (K, k, kI) est un 1-morphisme de 2-groupes symétriques entre G et H, alors
le 2-isomorphisme φ

K
de C est un 2-isomorphisme de 2-groupes symétriques

internes à C .
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Soient S un objet de C et (M, ⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) un 2-monoïde
symétrique interne à C . Une 2-action de M sur S est la donnée d'un triple
(�, α, δ), où � : S ×M → S est un 1-morphisme de C , α : �(IdS × ⊗M) ⇒
�(�× IdM)AS,M,M est un 2-isomorphisme de C tel que l'égalité

S×
(
M× (M×M)

)
S× (M×M)

S×
(
(M×M)×M

)
S×M

(
S× (M×M)

)
×M

(
(S×M)×M

)
×M (S×M)×M S×M S

S× (M×M)

(S×M)×M

IdS×(IdM×⊗M )
//

IdS×AM,M,M
��

IdS×⊗M

��

AS,M×M,M
��

IdS×(⊗M×IdM )
//

�

��

AS,M,M×IdM
��

(IdS×⊗M )×IdM //

(�×IdM )×IdM
//

�×IdM
//

�
//

IdS×⊗M //

AS,M,M

��

�×IdM

((

i
IdS
×aM
{�

α×i
IdM
{�

α
{�

||

S×
(
M× (M×M)

)
S× (M×M)

S×
(
(M×M)×M

)
S×M

(
S× (M×M)

)
×M

(
(S×M)×M

)
×M (S×M)×M S×M S

(S×M)× (M×M) (S×M)×M

S× (M×M) S×M

IdS×(IdM×⊗M )
//

IdS×AM,M,M
��

IdS×⊗M

��

AS,M,M

zz

AS,M×M,M
��

�

��

AS,M,M×IdM
��

(IdS×⊗M )×IdM
//

�×IdM
//

�
//

AS,M,M×M

(( IdS×M×⊗M //

�×IdM×M

��
�×IdM
��IdS×⊗M //

AS,M,M !!
�

$$

αks

α
{�

est satisfaite dans C et δ : IdS ⇒ �(IdS , IM1S) est un 2-isomorphisme de C tel
que l'égalité

S×M

S× (M×M) S×M S

IdS×(IdM ,IM1M )

��

�

��

IdS×⊗M

//
�

//

IdS×IdM

��

i
IdS
×dM
{�
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||

S×M

S× (M×M) S×M S

S

(S×M)×M S×M

IdS×(IdM ,IM1M )

��

�

��

�

""
(IdS×M ,IM1MΠ2

S,M
)

��

IdS×⊗M

//
�

//

IdS

""

(IdS ,IM1S )

��

AS,M,M

55 �×IdM
//

�
))

δ
{�

α−1

{�

est satisfaite dans C .

Exemple 2.1.5. Le 1-morphisme Π1
S,M

de C , muni des 2-identités

Π1
S,M

(IdS ×⊗M) = Π1
S,M×M

= Π1
S,M

(Π1
S,M
× IdM)AS,M,M

IdS = Π1
S,M

(IdS , IM1S),

est une 2-action de M sur S appelée 2-action triviale de M sur S.

Remarque 2.1.6. La dé�nition de 2-action s'étend au cas où le 2-monoïde
(M,⊗M , aM , IM , gM , dM) n'est pas symétrique. Toutefois, seul le cas symétrique
sera traité dans la suite du chapitre. Pour approfondir la notion de 2-action,
nous invitons le lecteur à consulter [Bre92], [CGJ00] et [GE15].

Pour tout 2-monoïde symétrique (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) interne à C et
toute 2-action (�, α, δ) : S×M→ S deM sur un objet S de C , un 2-trivialisateur
de (�, α, δ) est la donné d'un triple (T, T, τ), où T est un objet de C , T : S→ T
est un 1-morphisme de C et τ : T� ⇒ TΠ1

S,M
est un 2-isomorphisme de C tel

que le diagramme

T � (IdS ×⊗M) TΠ1
S,M

(IdS ×⊗M) = P�Π1
S,M×M

T � (�× IdM)AS,M,M

TΠ1
S,M

(�× IdM)AS,M,M

T �Π1
S×M,M

AS,M,M TΠ1
S,M

Π1
S×M,M

AS,M,M

τ∗i
IdS×⊗M +3

i
T
∗α
��

τ∗i
(�×IdM )AS,M,M

��

τ∗i
Π1
S×M,M

AS,M,M

+3
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est commutatif dans C .

Remarque 2.1.7. Si (T, T, τ) est un 2-trivialisateur d'une 2-action (�, α, δ) :
S ×M → S d'un 2-monoïde symétrique (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) interne à C
sur un objet S de C , alors nous déduisons de la commutativité du diagramme

T T � (IdS , IM1S)

TΠ1
S,M

(IdS , IM1S) TΠ1
S,M

(�(IdS , IM1S), IM1S)

T � (IdS , IM1S) T � (�(IdS , IM1S), IM1S)

T � (IdS ,⊗M(IM , IM)1S)

TΠ1
S,M

(IdS ,⊗M(IM , IM)1S)

TTΠ1
S,M

(IdS , IM1S) TΠ1
S,M

(IdS , IM1S)

i
T
∗δ

+3

τ−1∗i
(IdS ,IM1S )

��

τ−1∗i
(�(IdS ,IM1S ),IM1S )

��i
T�∗(δ,iIM1S

)
+3

i
T�∗(iIdS

,d∗i
IM1S

)

&.

τ−1∗i
(IdS ,IM1S )

��

i
T
∗α∗i

(IdS ,IM1S )×(IM1S )

�	

τ∗i
(IdS ,⊗M (IM ,IM )1S )

�	

i
TΠ1

S,M
∗(i

IdS
,d∗i

IM1S
)

19

τ−1∗i
(IdS ,IM1S )

t|

que τ∗i
(IdS ,IM1S )

= i
T
∗δ. Il n'est donc pas obligatoire de requérir cette condition

de compatibilité entre τ et δ dans la dé�nition de 2-trivialisateur que nous avons
introduite ci-dessus.

Nous dirons d'un 2-trivialisateur (S/�, P�, η�) de (�, α, δ) qu'il est un 2-
système trivialisant relatif à (�, α, δ) si, pour tout 2-trivialisateur (T, T, τ) de
(�, α, δ), il existe un unique 1-morphisme de C noté T : S/� → T entre S/�
et T tel que

TP� = T, i
T
∗ η� = τ ;

et si, de plus, pour tout autre 2-trivialisateur (T, T ′, τ ′) de (�, α, δ) et tout
2-morphisme α : T ⇒ T ′ de C tel que le diagramme

TP� TΠ1
S,M

T ′P� T ′Π1
S,M

τ +3

α∗i
P�
��

α∗i
Π1
S,M��

τ ′
+3
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est commutatif, il existe un unique 2-morphisme de C noté α : T → T ′ entre
T et T ′ tel que

α ∗ i
P�

= α.

Remarque 2.1.8. Si (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) est un 2-monoïde symétrique
interne à C et si (�, α, δ) : S×M→ S est une 2-action deM sur un objet S de C ,
alors un 2-système trivialisant (S/�, P�, η�) relatif à (�, α, δ) est exactement
�la� 2-colimite de

S× (M×M) (S×M)×M S×M

S×M S

S

AS,M,M //

IdS×⊗M

��

�×IdM //

�
��

Π1

S,M

22� //

(IdS ,IM1S )

dd

IdS

55

δ[c

α ;C

dans C (voir, par exemple, [Bor94], pour une dé�nition précise de 2-colimite).
Contrairement au cadre catégoriel traité dans le chapitre précédent, les 2-
systèmes trivialisants ne sont ici pas des 2-coégalisateurs. Par exemple, lorsque
C = G rpd est la 2-catégorie des groupoïdes, 1 est le groupoïde à un objet

et une �èche et nous pouvons considérer la 2-action canonique 1 × 1
1
1×1−−−→ 1

munie des isomorphismes naturels évidents. Dans ce cas, 1
id
1−−→ 1 est un

2-système trivialisant relatif à 1
1×1 mais n'est pas un 2-coégalisateur de la

paire 1× 1 1

1
1×1 //

Π1

1
1,1

// . Un tel 2-coégalisateur est en fait isomorphe au

groupoïde Z!, c'est-à-dire le groupoïde à un seul objet et dont l'ensemble des
�èches est l'ensemble des entiers relatifs Z. Nous laissons en exercice pour le
lecteur la véri�cation de cette dernière a�rmation.

Considérons deux 2-actions (�, α, δ) : S×M→ S et (�′, α′, δ′) : T×N→ T,
respectivement d'un 2-monoïde symétrique (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) interne à
C sur un objet S de C et d'un 2-monoïde symétrique (N,⊗N , aN , IN , gN , dN , cN)
interne à C sur un objet T de C . De là, nous considérons le 1-morphisme de
C noté �×�′

(S× T)× (M× N)
TS,T,M,N−−−−−→ (S×M)× (T× N)

�×�′−−−−→ S× T

et les deux 2-morphismes évidents de C induits par α×α′ et δ×δ′, que nous no-
tons α× α′ et δ × δ′ et qui font du triple (�×�′, α× α′, δ × δ′) une 2-action
du 2-monoïde symétrique produit M × N sur S × T. Supposons par ailleurs
que (S/�, P�, η�), (T/�′, P�′ , η�′) et ((S × T)/(�×�′), P�×�′ , η�×�′) sont
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respectivement un 2-système trivialisant relatif à (�, α, δ), un 2-système trivi-
alisant relatif à (�′, α′, δ′) et un 2-système trivialisant relatif à (�×�′, α× α′,
δ × δ′). Il est clair que (S/�×T/�′, P�×P�′ , η�×η�′) est un 2-trivialisateur
de �×�′; il existe donc un unique 1-morphisme de C noté P� × P�′ : (S ×
T)/(�×�′)→ S/�×T/�′ entre (S× T)/(�×�′) et S/�×T/�′ tel que

P� × P�′P�×�′ = P� × P�′ , iP�×P�′ ∗ η�×�′ = η� × η�′ .

Nous dirons que les 2-systèmes trivialisants commutent avec les 2-produits bi-
naires dans C si P� × P� est un 1-isomorphisme de C , quelles que soient les
2-actions (�, α, δ) et (�′, α′, δ′) considérées. De façon équivalente, cela signi-
�e que le triple (S/ � ×S/�, P� × P�, (η� × η�) ∗ i

TN,N,M,M
) est un 2-système

trivialisant relatif à (�×�′, α× α′, δ × δ′).
Pour �nir, considérons un 2-monoïde symétrique

(
(M,⊗M , aM , IM , gM , dM ,

cM), (⊗′
M
, ◦, ◦I), a′M , (I

′
M
, i, iI), g

′
M
, d′

M
, c′

M

)
interne à la 2-catégorie 2-M onSym(C )

des 2-monoïdes symétriques internes à C . En généralisant l'argument employé
à la �n de la section 1.1, nous avons que⊗′

M
= ⊗M , que ◦ = γM le 2-isomorphisme

canonique introduit précédemment dans cette section, que ◦I = gM ∗ iIM , que
a′

M
= aM , que I

′
M

= IM , que i = g−1
M
∗ i

IM1
1×1

, que iI = i
IM
, que g′

M
= gM , que

d′
M

= dM et que c′
M

= cM .
Dans la suite du travail, nous identi�erons

(
(M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM), (⊗′

M
,

◦, ◦I), a′M , (I
′
M
, i, iI), g

′
M
, d′

M
, c′

M

)
et (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM). De plus, si (N,⊗N ,

aN , IN , gN , dN , cN) est un 2-monoïde symétrique interne à C , et
(
(�, γ, γI), α, δ

)
:

N×M→ N est une 2-action de
(
(M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM), (⊗′

M
, ◦, ◦I), a′M , (I

′
M
,

i, iI), g
′
M
, d′

M
, c′

M

)
sur (N, ⊗N , aN , IN , gN , dN , cN) dans 2-M onSym(C ), alors il est

facile de voir que

1 N×M

N

(IN ,IM )
//

IN

$$

�

��

γI ;C

=

1 N×M

N

N,

(IN ,IM )
//

IN

**

IN ))

�

��

(IdN ,IM1
M

) ::

IdN

��

δ
KS

et c'est pourquoi nous identi�erons
(
(�, γ, γI), α, δ

)
au quadruple (�, γ, α, δ)

par la suite.

2.2 Transfert de structure pour les 2-systèmes

trivialisants

Dans cette section, nous supposerons que dans C , les 2-systèmes trivialisants
commutent avec les 2-produits binaires. L'objectif est de démontrer le résultat
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suivant.

Proposition 2.2.1. Soient (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM), (N,⊗N , aN , IN , gN , dN , cN)
deux 2-monoïdes symétriques internes à C , (�, γ, α, δ) une 2-action de M
sur N dans 2-M onSym(C ) et (N/�, P�, η�) un 2-système trivialisant re-
latif à (�, α, δ) dans C . Si, dans C , les 2-systèmes trivialisants commutent
avec les 2-produits binaires, alors on peut munir N/� d'une structure de 2-
monoïde symétrique (N/�,⊗N/� , aN/� , IN/� , gN/� , dN/� , cN/�) interne à C , P�
d'une structure de 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques (P�, p, pI) internes
à C , de sorte que le triple(

(N/�,⊗N/� , aN/� , IN/� , gN/� , dN/� , cN/�), (P�, p, pI), η�
)

soit un 2-système trivialisant relatif à (�, γ, α, δ) dans 2-M onSym(C ).

Considérons deux 2-monoïdes symétriques (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) et (N,
⊗N , aN , IN , gN , dN , cN) internes à C , (�, γ, α, δ) une 2-action de M sur N dans
2-M onSym(C ) et (N/�, P�, η�) un 2-système trivialisant relatif à (�, α, δ)
dans C . Soit alors le 2-isomorphisme de C

(N× N)× (M×M) (N×M)× (N×M) N× N

(N× N)× (M×M)

N×M N

N× N N N/� .

TN,N,M,M //

�×�

''

Id
(N×N)×(M×M) ,,

Π1

N×N,M×M

��

TN,M,N,M

��

�×� //

⊗N

��
⊗N×⊗M

��

�
//

Π1

N,M

��
P�

��

⊗N

//
P�

//

η�
{�

γ
{�

Par dé�nition de 2-système trivialisant dans C , il existe un unique 1-morphisme
de C noté P�⊗N : N/�×N/� → N/� entre N/�×N/� et N/� tel que

P�⊗N(P� × P�) = P�⊗N

i
P�⊗N

∗ (η� × η�) ∗ i
TN,N,M,M

= (η� ∗ i⊗N×⊗M
)(i

P�
∗ γ ∗ i

TN,N,M,M
).

Nous désignerons désormais ce 1-morphisme par ⊗N/� . Nous désignerons égale-

ment le 1-morphisme 1
IN−→ N P�−−→ N/� de C par IN/� . Considérons alors le
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2-isomorphisme de C

N N/� N/�×N/�

N× N

N

N/� N/� .

P� //
(IN1N ,IdN )

**
IdN

%%

P�

��

(IN/�1N/� ,IdN/� )
//

⊗N/�

��

P�×P�
44

⊗N

��

P�

**
IdN/�

//

gN BJ

En utilisant la dé�nition de ⊗N/� , la dé�nition de 2-trivialisateur, la remarque
2.1.7 et le fait que (�, γ, δ ∗ i

IN
) est un 1-morphisme de 2-monoïde symétrique,

nous montrons facilement que

⊗N/� (IN/�1N/� , IdN/� )P�� ⊗N/� (IN/�1N/� , IdN/� )P�Π1
N,M

⊗N/� (P� × P�)(IN1N , IdN )� ⊗N/� (P� × P�)(IN1N , IdN )Π1
N,M

P� ⊗N (IN1N , IdN )� P� ⊗N (IN1N , IdN )Π1
N,M

P�� P�Π1
N,M

i⊗N/� (IN/�1N/� ,IdN/� )
∗η�
+3

i
P�
∗g∗i�

KS
i
P�
∗g∗i

Π1
N,M

KS

η�
+3

est commutatif. De plus, par dé�nition de 2-système trivialisant, il existe un
unique 2-isomorphisme de C noté i

P�
∗ gN : IdN/� ⇒ ⊗N/�(IN/�1N/� , IdN/�)

entre IdN/� et ⊗N/�(IN/�1N/� , IdN/�) tel que

i
P�
∗ gN ∗ iP� = i

P�
∗ gN .

Nous désignerons désormais ce 2-isomorphisme par gN/� . De la même manière,
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des 2-isomorphismes de C

N N/� N/�×N/�

N× N

N

N/� N/�

P� //
(IdN ,IN1N )

**
IdN

%%

P�

��

(IdN/� ,IN/�1N/� )
//

⊗N/�

��

P�×P�
44

⊗N

��

P�

**
IdN/�

//

dN BJ

N× (N× N)

(N× N)× N

N/�×(N/�×N/�) N/�×N/�

N× N

N× N N

(N/�×N/�)× N/�

N/�×N/� N/�

AN,N,N

��

P�×(P�×P�)//

(P�×P�)×P�
��

IdN×⊗N

++

⊗N×IdN
//

IdN/�×⊗N/� //

⊗N/�

��

P�×P�

66

⊗N

��

⊗N

//

P�×P�

tt

P�

  
⊗N/�×IdN/�

��

⊗N/�

//

aN �


N× N N/�×N/� N/�×N/�

N× N

N

N/�×N/� N/�

P�×P� //
(Π2

N,N
,Π1

N,N
)

((

⊗N

""

P�×P�

��

(Π2

N/�,N/�
,Π1

N/�,N/�
)
//

⊗N/�

��

P�×P�
33

⊗N

��

P�

++
⊗N/�

//

cN BJ
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nous déduisons l'existence d'un unique 2-isomorphisme de C noté i
P�
∗ dN :

IdN/� ⇒ ⊗N/�(IdN/� , IN/�1N/�) entre IdN/� et ⊗N/�(IdN/� , IN/�1N/�) tel que

i
P�
∗ dN ∗ iP� = i

P�
∗ dN ,

l'existence d'un unique 2-isomorphisme de C noté i
P�
∗ aN : ⊗N/�(IdN ×⊗N)⇒

⊗N/�(⊗N × IdN) entre ⊗N/�(IdN ×⊗N) et ⊗N/�(⊗N × IdN) tel que

i
P�
∗ aN ∗ iP�×P�×P� = i

P�
∗ aN ,

ainsi que l'existence d'un unique 2-isomorphisme de C noté i
P�
∗ cN : ⊗N/� ⇒

⊗N/�(Π2
N/�,N/�

,Π1
N/�,N/�

) entre ⊗N/�(P� × P�) et ⊗N/�(Π2
N/�,N/�

,Π1
N/�,N/�

) tel
que

i
P�
∗ cN ∗ iP�×P� = i

P�
∗ cN .

Nous désignerons désormais ces 2-isomorphismes respectivement par dN/� , aN/� ,
cN/� . Le lemme suivant est laissé en exercice au lecteur.

Lemme 2.2.2. Le septuple (N/�,⊗N/� , aN/� , IN/� , gN/� , dN/� , cN/�) est un 2-
monoïde symétrique interne à C .

Puisque ⊗N/�(P� × P�) = P�⊗N et IN/� = P�IN , le lemme suivant est
immédiat au vu des dé�nitions de aN/� , gN/� , dN/� , cN/� .

Lemme 2.2.3. (P�, i⊗N/� (P�×P�)
, i
e
N/◦

) est un 1-morphisme de 2-monoïdes

symétriques internes à C .

Lemme 2.2.4. η� est un 2-morphismes de monoïdes symétriques internes à
C .

Démonstration. Le fait que η� est compatible avec les contraintes de préser-
vation du produit découle immédiatement de la dé�nition de ⊗N/� . Le fait
que η� est compatible avec les contraintes de préservation de l'unité se déduit
directement de la remarque 2.1.7.

Nous terminons cette section en démontrant la proposition 2.2.1

Démonstration. Soit
(
(T,⊗T , aT , IT , gT , dT , cT), (T, t, tI), τ

)
un 2-trivialisateur de

(�, γ, α, δ) dans 2-M onSym(C ). Puisque (T, T, τ) est en particulier un 2-
trivialisateur relatif à � dans C , il existe un unique 1-morphisme de C noté
T : N/� → T entre N/� et T tel que

TP� = T,

i
T
∗ η� = τ.
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Nous considérons le 2-isomorphisme de C

N× N N/�×N/� T× T

N/�×N/� N

N/� T.

P�×P� //

T×T

22

⊗N
**

P�×P�
��

T×T //

⊗T

��
⊗N/�

�� P�
tt

T

**
T

//

t
{�

Puisque τ est un 2-isomorphisme de 2-M onSym(C ), nous voyons immédia-
tement que le diagramme suivant est commutatif:

⊗T(T × T )(P� × P�)�×� ⊗T(T × T )(P� × P�)Π1
N×N,M×M

⊗T(T × T )�×� ⊗T(T × T )Π1
N×N,M×M

T ⊗N �×� T ⊗N Π1
N×N,M×M

TP� ⊗N �×� TP� ⊗N Π1
N×N,M×M

T ⊗N/� (P� × P�)�×� T ⊗N/� (P� × P�)Π1
N×N,M×M

i
⊗T (T×T )

∗(η�×η�)∗i
TN,N,M,M

)1

t∗i�×�
��

t∗i
Π1
N×N,M×M��

i
T⊗

N/�
∗(η�×η�)∗i

TN,N,M,M

-5

Dès lors, par dé�nition de 2-système trivialisant dans C , il existe un unique
2-isomorphisme de C noté t : ⊗T(T × T )⇒ T⊗N/� entre ⊗T(T × T ) et T⊗N/�

tel que
t ∗ i

P�×P�
= t.
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Par ailleurs, nous désignons par tI le 2-isomorphisme de C

1

N

N/�

T

IN

$$

IN/� //

IT

��

P�

::

T

��

T

��

tI ;C

Nous laissons alors le soin au lecteur de véri�er que le triple (T , t, tI) est un
1-morphisme de 2-monoïdes symétriques entre N/� et T. Il est alors clair que

(T , t, tI)(P�, i⊗N/� (P�×P�)
, ie

N/◦
) = (T , t, tI),

que
i
T
∗ η� = τ

et que (T , t, tI) est l'unique 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques entre N/�
et T possédant ces propriétés.

Supposons que
(
(T,⊗T , aT , IT , gT , dT , cT), (T ′, t′, t′I), τ

′) soit un autre 2-trivia-
lisateur de (�, γ, α, δ) dans 2-M onSym(C ) et que α : (T, t, tI)⇒ (T ′, t′, t′i) soit
un 2-morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à C tel que

TP� TΠ1
S,M

T ′P� T ′Π1
S,M
.

τ +3

α∗i
P�
��

α∗i
Π1
S,M��

τ ′
+3

Par dé�nition de 2-système trivialisant dans C , nous savons qu'il existe un
unique 2-morphisme de C noté α : T ⇒ T ′ entre T et T ′ tel que

α ∗ i
P�

= α.

Dans C , puisque le 2-morphisme (α ∗ i⊗N
)t : ⊗T(T × T )⇒ T ′⊗N est tel que

⊗T(T × T )�×� ⊗T(T × T )Π1
N×N,M×M

T ⊗N �×� T � (⊗N ×⊗M) T ⊗N Π1
N×N,M×M

T ′ ⊗N �×� T ′ � (⊗N ×⊗M) T ′ ⊗N Π1
N×N,M×M

,

i⊗T
∗(τ×τ)∗i

TN,N,M,M +3

t∗i�×�
��

t∗i
Π1
N×N,M×M��i

T
∗γ∗i

TN,N,M,M +3
τ∗i⊗N×⊗M +3

α∗i�(⊗N×⊗M )

��
α∗i⊗N

∗i�×�
��

α∗i⊗N
∗i

Π1
N×N,M×M ��

i
T ′
∗γ∗i

TN,N,M,M

+3
τ ′∗i⊗N×⊗M

+3
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puisque le 1-morphisme ⊗T(T × T ) est tel que

⊗T(T × T )(P� × P�) = ⊗T(T × T )

et
i
⊗T (T×T )

∗ (η� × η�) ∗ i
TN,N,M,M

= i⊗T
∗ (τ × τ) ∗ i

TN,N,M,M
,

puisque le 1-morphisme T ′⊗N/� est tel que

T ′ ⊗N/� (P� × P�) = T ′P�⊗N = T ′⊗N

et

i
T ′⊗N/�

∗ (η� × η�) ∗ i
TN,N,M,M

= i
T ′
∗
(
(η� ∗ i⊗N×⊗M

)(i
P�
∗ γ ∗ i

TN,N,M,M
)
)

= (τ ′ ∗ i⊗N×⊗M
)(i

T ′ ∗ γ ∗ iTN,N,M,M )

et puisque le 2-morphisme (α ∗ i⊗N/�
)t : ⊗T(T × T )⇒ T ′⊗N/� est tel que(

(α ∗ i⊗N/�
)t
)
∗ i

P�×P�
= (α ∗ i⊗N

)t

ce dernier est donc l'unique 2-morphisme de C entre ⊗T(T × T ) et T ′⊗N/�

possédant cette propriété, par dé�nition de 2-système trivialisant dans C . Dès
lors, puisque(

t′(i⊗T
∗ (α× α))

)
∗ i

P�×P�
= t′(i⊗T

∗ (α× α)) = (α ∗ i⊗N
)t,

nous voyons que (α ∗ i⊗N/�
)t =

(
t′(i⊗T

∗ (α × α))
)
. De plus, nous remarquons

immédiatement la commutativité du diagramme

IT TIN TP�IN TIN/�

IT T ′IN T ′P�IN T ′IN/�

tI +3

α∗i
IN
��

α∗i
P�IN

��
α∗i

IN/�
��

t′I

+3

ce qui montre que α est un 2-morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à
C .

2.3 2-Systèmes trivialisants et 2-conoyaux dans

2-M onSym(C )

L'objectif de cette section est d'établir une équivalence entre l'existence des
2-systèmes trivialisants et des 2-conoyaux dans 2-M onSym(C ). A�n de ne
pas entretenir de confusions inutiles, nous précisons que dans cette section,
contrairement à la précédente, il n'est pas nécessaire de supposer que dans C ,
les 2-systèmes trivialisants commutent avec les 2-produits binaires.
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2.3.1 Les 2-systèmes trivialisants de 2-M onSym(C ) sont
(presque) des 2-conoyaux

Nous établissons ici un lien unissant les 2-systèmes trivialisants aux 2-conoyaux
de 2-M onSym(C ). Pour cela, considérons (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) et (N,⊗N ,
aN , IN , gN , dN , cN) deux 2-monoïdes symétriques internes à C et (�, γ, α, δ) : N×
M→ N une 2-action de M sur N dans 2-M onSym(C ). Nous désignons par ω
le 2-isomorphisme de 2-M onSym(C )

N×M N

N× (N×M) N× N.

(N×M)× (N×M)

(N× N)× (M×M)

N×M

� //

IdN×(IN1M ,IdM )

��

(IdN ,IM1N )×(IN1M ,IdM )

��

(IdN ,IN1N )×(IM1M ,IdM )

''

IdN×�
//

⊗N

OO

�×� ,,

TN,M,N,M

==

⊗N×⊗M

AA
�

22

dN×gM��

γ−1

�#

δ−1×i�(IN1M ,IdM )

{�

Proposition 2.3.1. Si le triple
(
( N/�, ⊗N/� , aN/� , IN/� , gN/� , dN/� , cN/�),

(P�, p, pI), η�
)
est un 2-système trivialisant relatif à la 2-action (�, γ, α, δ)

dans 2-M onSym(C ), alors le triple
(
(N/�,⊗N/� , aN/� , IN/� , gN/� , dN/� , cN/�),

(P�, p, pI), η̃�
)
est un 2-conoyau du 1-morphisme M

(IN1M ,IdM )
−−−−−−−→ N ×M �−→ N

dans 2-M onSym(C ), où η̃� = (pI ∗ i1M )(η� ∗ i(IN1M ,IdM )
). Réciproquement,

si le triple
(
(N/�,⊗N/� , aN/� , IN/� , gN/� , dN/� , cN/�), (P�, p, pI), η�

)
est un 2-

conoyau du 1-morphisme M
(IN1M ,IdM )
−−−−−−−→ N × M �−→ N dans 2-M onSym(C ),

alors le triple
(
( N/�, ⊗N/� , aN/� , IN/� , gN/� , dN/� , cN/�), (P�, p, pI), η̂�

)
est

un 2-système trivialisant relatif à la 2-action (�, γ, α, δ) dans 2-M onSym(C ),
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où η̂� est le 2-isomorphisme de 2-M onSym(C )

N N/�

N×M N.

N× (N×M) N× N N/�×N/�

N× N

P� //

�

OO

Π1

N,M

//

IdN×(IN1M ,IdM )

BB

P�×(IN/�1M )

55

IdN×(IN1M )

22

P�

OO

IdN×�
//

⊗N

kk

P�×P�//
⊗N/�

77

P�×P�

==

⊗N ++

ω +3

p−1��

i
P�
×η�

�# i
P�
×pI

�#

p +3

d−1

N
∗i

Π1
N,M��

De plus, ˆ̃η� = η�, et ˜̂η� = η�.

Démonstration. Soient (T,⊗T , aT , IT , gT , dT , cT) un 2-monoïde symétrique in-
terne à C , (T, t, tI) : N → T un 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques et
τ : T � (IN1M , IdM) ⇒ IT1M un 2-morphismes de 1-monoïdes symétriques in-
ternes à C . Nous désignons par τ̂ le 2-isomorphisme de 2-monoïdes symétriques
internes à C

N×M N

N T.

N× (N×M) N× N

N× N T× T

� //

Π1

N,M

��

IdN×(IN1M ,IdM )

))

IdN×(IN1M )

((

T×(IT1M )

--

T

��

T
//

IdN×� //

⊗N

55

T×T
��

⊗Nuu

T×T
//

⊗T ))

ω��

t−1

{�

t
��

i
T
×τ
{�

d−1

N
∗i

Π1
N,Mks

i
T
×tI
{�

Par dé�nition de 2-système trivialisant dans 2-M onSym(C ), il existe un unique
1-morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à C noté (T , t, tI) : N/� → T
entre N/� et T tel que

(T , t, tI)(P�, p, pI) = (T, t, tI)

i
T
∗ η� = τ̂ .

Nous laissons alors le soin au lecteur de véri�er que (T , t, tI) : N/� → T est
l'unique 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à C entre N/� et T
tel que

(T , t, tI)(P�, p, pI) = (T, t, tI)
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(t−1
I ∗ i1M )(i

T
∗ η̃�) = τ.

Supposons de plus que (T ′, t′, t′I) : N→ T soit un 1-morphisme de 2-monoïdes
symétriques, que τ ′ : T ′ � (IN1M , IdM) ⇒ IT1M soit un 2-morphisme de 2-
monoïdes symétriques internes à C et que α : T ⇒ T ′ soit un 2-morphisme de
2-monoïdes symétriques internes à C tel que τ ′(α∗i�(IN1M ,IdM )

) = τ . Il est alors

clair que τ̂ ′(α ∗ i�) = (α ∗ i
Π1
N,M

)τ̂ . Par dé�nition de 2-système trivialisant dans

2-M onSym(C ), il existe un unique 2-morphisme de 2-monoïdes symétriques
internes à C noté α : T ⇒ T ′ entre T et T ′ tel que

α ∗ i
P�

= α

et le triple
(
(N/�,⊗N/� , aN/� , IN/� , gN/� , dN/� , cN/�), (P�, p, pI), η̃�

)
est un 2-

conoyau comme annoncé.
Réciproquement, supposons que le triple

(
(N/�,⊗N/� , aN/� , IN/� , gN/� , dN/� ,

cN/�), (P�, p, pI), η�
)
soit un 2-conoyau du 1-morphisme M

(IN1M ,IdM )
−−−−−−−→ N ×

M �−→ N dans 2-M onSym(C ). Soit alors
(
(T,⊗T , aT , IT , gT , dT , cT), (T, t, tI), τ

)
un 2-trivialisateur de (�, γ, α, δ) dans 2-M onSym(C ). Nous désignons par τ̃
le 2-isomorphismes de 2-monoïdes symétriques internes à C

N×M N

M T.

N

� //
Π1

N,M

$$
T

��

(IN1M ,IdM )

OO

IT1M

//

IN1M

::
T

$$

τ{�

t−1
I��

Par dé�nition de 2-conoyau dans 2-M onSym(C ), nous voyons qu'il existe un
unique 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à C noté (T , t, tI) :
N/� → T entre N/� et T tel que

(T , t, tI)(P�, p, pI) = (T, t, tI)

(t
−1
I ∗ i1M )(i

T
∗ η�) = τ̃ .

Nous laissons alors le soin au lecteur de véri�er que (T , t, tI) : N/� → T est
l'unique 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à C entre N/� et T
tel que

(T , t, tI)(P�, p, pI) = (T, t, tI)

i
T
∗ η̂� = τ.
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Supposons de plus que
(
(T,⊗T , aT , IT , gT , dT , cT), (T ′, t′, t′I), τ

′) soit un autre 2-
trivialisateur de (�, γ, α, δ) dans 2-M onSym(C ) et que α : T ⇒ T ′ soit un
2-morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à C tel que τ ′(α ∗ i�) =
(α ∗ i

Π1
N,M

)τ . Il est alors clair que

(t−1
I ∗ i1M )(τ ∗ i

(IN1M ,IdM )
) = (t′−1

I ∗ i1M )(τ ′ ∗ i
(IN1M ,IdM )

)(α ∗ i�(IN1M ,IdM )
).

Par dé�nition de 2-conoyau, il existe un unique 2-morphisme de 2-monoïdes
symétriques internes à C noté α : T ⇒ T ′ entre T et T ′ tel que

α ∗ i
P�

= α

et le triple
(
( N/�, ⊗N/� , aN/� , IN/� , gN/� , dN/� , cN/�), (P�, p, pI), η̂�

)
est un

2-système trivialisant comme annoncé.

Remarque 2.3.2. Les passages de η� à η̂� et η̃� montre que les 2-systèmes
trivialisants ne sont pas exactement des 2-conoyaux et inversement. Ceci justi�e
le terme �presque� dans le titre de cette sous-section, ainsi que dans celui de
la suivante.

2.3.2 Les 2-conoyaux de 2-M onSym(C ) sont (presque) des
2-systèmes trivialisants

Nous établissons ici un lien unissant les 2-conoyaux aux 2-systèmes trivial-
isants de 2-M onSym(C ). Pour cela, considérons un 1-morphisme (F, f, fI) :
(M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM)→ (N,⊗N , aN , IN , gN , dN , cN) de 2-M onSym(C ). Nous
désignons par �

F
le 1-morphisme de 2-M onSym(C )

N×M
IdN×F−−−−→ N× N

⊗N−−→ N,

et par γ
F
le 2-isomorphisme de 2-M onSym(C )

(N×M)× (N×M) (N× N)× (N× N) N× N

(N× N)× (M×M) (N× N)× (N× N)

N×M N× N N.

(IdN×F )×(IdN×F )
//

⊗N×⊗N //

TN,M,N,M

��
TN,N,M,M

��
⊗N

��

(IdN×IdN )×(F×F )
//

⊗N×⊗M

��

⊗N×⊗N

55

⊗N×⊗N

��

IdN×F
//

⊗N

//
i⊗N
×f

{�

c̃
{�
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où c̃ désigne le 2-isomorphisme canonique évident induit par cN . Nous désignons
également par α

F
le 2-isomorphisme de 2-M onSym(C )

N×M×M N×M

N× N×M N× N× N N× N

N×M N× N N

IdN×⊗M //

IdN×F×IdM
��

IdN×F×F

''
IdN×F

��

⊗N×IdM
��

IdN×⊗N //

⊗N×IdN
��

⊗N

��

IdN×F
//

⊗N

//

i
IdN
∗f−1

{�

aN
{�

et par δ
F
le 2-isomorphisme de 2-M onSym(C )

N N×M

N× N

N.

(IdN ,IM1N )
//

(IdN ,IN1N )

,,
IdN

))

IdN×F

��

⊗N

��

(i
IdN

,f−1
I ∗i1N

)

{�

d−1

N
{�

Lemme 2.3.3. (�
F
, γ

F
, α

F
, δ
F

) est une 2-action de 2-M onSym(C ).

Démonstration. Le résultat se déduit directement des dé�nitions de 2-monoïdes
symétriques internes à C et de 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques in-
ternes à C .

Nous désignons par ν le 2-isomorphisme de 2-monoïdes symétriques internes
à C

N×M N× N

M N.

M×M

M

IdN×F //

⊗N

��

(IN1M ,IdM )

OO

F
//

(IM1M ,IdM )

>>

IdM

33

F×IdM

hh

F×F

33

⊗M

((

F

((

f ;C

gM[c

(f−1
I ∗i1M

,i
IdM

)
ks

Le résultat suivant découle directement de la proposition 2.3.1.
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Proposition 2.3.4. Soit F : M→ N un 1-morphisme de 2-M onSym(C ). Si le
triple

(
(N/�

F
,⊗N/�

F
, aN/�

F
, IN/�

F
, gN/�

F
, dN/�

F
, cN/�

F
), (P�

F
, p, pI), η�

F

)
est

un 2-système trivialisant relatif à (�
F
, γ

F
, α

F
, δ
F

) dans 2-M onSym(C ), alors(
(N/�

F
,⊗N/�

F
, aN/�

F
, IN/�

F
, gN/�

F
, dN/�

F
, cN/�

F
), (P�

F
, p, pI), ˜η�

F
(i
P�

F

∗ ν)
)

est un 2-conoyau de F dans 2-M onSym(C ). Réciproquement, si le triple(
(N/�

F
,⊗N/�

F
, aN/�

F
, IN/�

F
, gN/�

F
, dN/�

F
, cN/�

F
) , (P�

F
, p, pI), η�

F

)
est un 2-

conoyau de F dans 2-M onSym(C ), alors
(
(N/�

F
,⊗N/�

F
, aN/�

F
, IN/�

F
, gN/�

F
,

dN/�
F
, cN/�

F
), (P�

F
, p, pI), ̂(η�

F
(i
P�

F

∗ ν−1))
)
est un 2-système trivialisant re-

latif à la 2-action (�
F
, γ

F
, α

F
, δ
F

) dans 2-M onSym(C ).

2.4 Structures 2-co�nales

Soient (F, f, fI) : (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) → (N,⊗N , aN , IN , gN , dN , cN) un 1-
morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à C et

(
(Coker(F ),⊗CF , aCF ,

ICF , gCF , dCF , cCF ), (PF , p, pI), ηF
)
un 2-conoyau de (F, f, fI) dans la 2-catégorie

2-M onSym(C ). Dans cette section, nous établissons une condition su�sante
pour que ce dernier possède une structure de 2-groupe symétrique interne à C .
Si 2-G rpSym(C ) désigne la 2-catégorie Nous montrerons également que le 2-
foncteur d'oubli U : 2-G rpSym(C )→ 2-M onSym(C ) préserve les 2-conoyaux.
Dans ce but, nous introduisons la dé�nition suivante.

Dé�nition 2.4.1. Une structure 2-co�nale sur (F, f, fI) est la donnée d'un
triple

(
(Z, ζ, ζI), (Θ, θ, θI), δ

)
, où (Z, ζ, ζI) : (N,⊗N , aN , IN , gN , dN , cN) → (N,⊗N ,

aN , IN , gN , dN , cN) et (Θ, θ, θI) : (N,⊗N , aN , IN , gN , dN , cN)→ (M,⊗M , aM , IM , gM , dM ,
cM) sont deux 1-morphisme de 2-M onSym(C ) et où

N N× N

M N

(IdN ,Z)
//

Θ

��
⊗N

��

F
//

δ
{�

est un 2-isomorphisme de 2-M onSym(C ).

Remarque 2.4.2. Contrairement à la dé�nition 1.4.1, il devient ici nécessaire
que (Θ, θ, θI) soit un 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques.

Soit
(
(Z, ζ, ζI), (Θ, θ, θI), δ

)
une structure 2-co�nale sur (F, f, fI). Nous
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considérons le 2-isomorphisme de 2-M onSym(C )

N N Coker(F )

Coker(F )× Coker(F )

N× N

M N M N Coker(F ).

Z // PF //

(ICF 1Coker(F )
,IdCoker(F )

)

ss

IdCoker(F )

��

⊗CF

&&

PF×PF

OO

⊗N &&

F

OO

(ICF 1M ,PFZF )

88

F //

ICF 1MΘF=ICF 1M

66

(IdN ,Z)

88

Θ
//

F
// PF //

gCFks

(η−1
F ,i

PF ZF
)
�#

δ��

ηF ∗iΘF��

p
{�

Dès lors, par dé�nition de 2-conoyau, il existe un unique 1-morphisme de 2-
M onSym(C ) noté (PFZ, pζ, pIζI) : Coker(F )→ Coker(F ) entre Coker(F ) et
Coker(F ) tel que

(PFZ, pζ, pIζI)(PF , p, pI) = (PF , p, pI)(Z, ζ, ζI)

i
PF Z
∗ηF = (ηF ∗iΘF )(i

PF
∗δ∗i

F
)(p∗i

(IdN ,Z)F
)(i⊗CF

∗(η−1
F , i

PF ZF
))(gCF ∗iPF ZF ).

Nous désignerons désormais ce 1-morphisme par
(
( )∗

CF,Z
, ( )∗

⊗
, ( )∗

I

)
. Consi-

dérons alors le 2-isomorphisme de 2-M onSym(C )

N Coker(F ) Coker(F )× Coker(F )

N× N

N

Coker(F ) 1 Coker(F )

PF //
(IdN ,Z)

**
FΘ

%%
1N

��

PF

��

PF IN1MΘ

..

(IdCF ,( )∗
CF,Z

)
//

⊗CF

��

PF×PF

44

⊗N

��

PF

&&

1CF

//
ICF

//

pks
ηF ∗iΘ

{�

δ
{�

p−1
I ∗i1MΘ

{�
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que nous notons δ̃. Nous avons déjà rappelé dans la section 2.1 en introduisant
la dé�nition de 2-monoïde symétrique interne à C que l'égalité

cCF ∗ i(ICF ,ICF )
= i⊗CF (ICF ,ICF )

est satisfaite dans C . À partir de cette dernière, nous montrons sans di�culté
particulière que

(d−1
CF
∗ i

ICF 1M
)(i⊗CF

∗ (i
ICF 1M

, ( )∗
−1

I ))(i⊗CF (IdCF ,( )∗
CF

)
∗ ηF )

= (i
IN1CF

∗ ηF )(δ̃ ∗ i
F

).

Par dé�nition de 2-conoyau dans 2-M onSym(C ), il existe donc un unique 2-

isomorphisme de 2-M onSym(C ) noté δ̃ : ⊗CF (IdCF , ( )∗
CF,Z

) ⇒ ICF 1CF entre
⊗CF (IdCF , ( )∗

CF,Z
) et ICF 1CF tel que

δ̃ ∗ i
PF

= δ̃.

Nous désignerons désormais ce 2-isomorphisme par δCF,Z . Nous énonçons alors
le résultat principal de cette section. Celui-ci découle directement de la dé�ni-
tion de 2-groupe symétrique interne à C .

Proposition 2.4.3. Soient (F, f, fI) : (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM)→ (N,⊗N , aN ,
IN , gN , dN , cN) est un 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à C et(
(Coker(F ),⊗CF , aCF , ICF , gCF , dCF , cCF ), (PF , p, pI), ηF

)
un 2-conoyau de (F, f,

fI) dans 2-M onSym(C ). Si le triple
(
(Z, ζ, ζI), (Θ, θ, θI), δ

)
est une structure

2-co�nale sur (F, f, fI), alors le nonuple (Coker(F ),⊗CF , aCF , ICF , gCF , dCF , cCF ,
( )∗

CF,Z
, δCF,Z ) est un 2-groupe symétrique interne à C .

Pour terminer, considérons un 1-morphisme de 2-groupes symétriques (G, g,
gI) : (G,⊗G , aG , IG , gG , dG , cG , ( )∗

G
, δG) → (H,⊗H , aH , IH , gH , dH , cH , ( )∗

H
, δH) in-

ternes à C . Nous avons rappelé dans la section 2.1 que le triple (( )∗
H
, ( )∗

⊗H
,

( )∗
I
) est un 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à C entre H et lui-

même. Par ailleurs, le 1-morphisme H
1H−→ 1

IG−→ G muni des 2-isomorphismes
de C

H×H 1× 1 H×H

H 1 H

H

1H×1H //

⊗H

��

1H×H

##

IH×IH //

1
1×1

��

⊗H

��

1H

//
IH

//

IH

;;

(IH1H ,IdH )
;;

IdH ##

g−1

H ��
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1

H 1 G

IH

��
Id

1

��

IG

��

1H

//
IG

//

est un 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à C . En�n, le 2-
isomorphisme de C

H H×H

1

1 G H.

(IdH ,( )∗
H

)
//

1H

$$
1H

��

⊗H

��

IH

$$
Id

1

::

IG

//
G

//

δH
{�

gI ��

est un 2-isomorphisme de 2-monoïdes symétriques internes à C , ce qui suit à
nouveau des rappels e�ectués dans la section 2.1. Dès lors, le triple((

( )∗
H
, ( )∗

⊗H
, ( )∗

IH

)
,
(
IG1H , g

−1
H
∗ i

IH1H⊗H
, i
IG

)
, (gI ∗ i1H )δH

)
est une structure 2-co�nale sur (G, g, gI) et si

(
(Coker(G),⊗CG , aCG , ICG , gCG ,

dCG , cCG), (PG, p, pI), ηG
)
est un 2-conoyau de (G, g, gi) dans 2-M onSym(C ),

nous déduisons de la proposition 2.4.3 que le nonuple (Coker(G),⊗CG , aCG , ICG ,
gCG , dCG , cCG , ( )∗

CG,()∗
H
, δCG,( )∗

H
) est un 2-groupe symétrique interne à C .

Corollaire 2.4.4. Soient (G, g, gI) : (G,⊗G , aG , IG , gG , dG , cG , ( )∗
G
, δG) → (H,

⊗H , aH , IH , gH , dH , cH , ( )∗
H
, δH) un 1-morphisme de 2-groupes symétriques internes

à C et
(
(Coker(G),⊗CG , aCG , ICG , gCG , dCG , cCG), (PG, p, pI), ηG

)
un 2-conoyau

de (G, g, gI) dans 2-M onSym(C ). Le triple
(
(Coker(G),⊗CG , aCG , ICG , gCG ,

dCG , cCG , ( )∗
CG,()∗

H
, δCG,( )∗

H
), (PG, p, pI), ηG

)
est un 2-conoyau de (G, g, gI) dans

2-G rpSym(C ).

Démonstration. Le résultat découle directement du fait que 2-G rpSym(C ) est
une sous 2-catégorie localement isomorphe de 2-M onSym(C ).

2.5 Biadjoint à gauche au 2-foncteur d'oubli en-
tre 2-G rpSym(C ) et 2-M onSym(C )

Soit (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) un 2-monoïde symétrique interne à C . Consi-
dérons le 1-morphisme (IdM , IdM) : M → M ×M de 2-M onSym(C ) qui est
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généralement appelé 1-morphisme diagonal de M. Nous désignerons celui-ci
par ∆M. Dans cette section, nous supposerons que 2-M onSym(C ) possède
les 2-conoyaux de tous les 1-morphismes diagonaux. Ceux-ci seront alors notés(
(Coker(∆M),⊗C∆M

, aC∆M
, IC∆M

, gC∆M
, dC∆M

, cC∆M
), (P∆M , p, pI), η∆M

)
. Soient les

1-morphismes (Π2
M,M
,Π1

M,M
) : M × M → M × M et ⊗M : M × M → M de

2-M onSym(C ). Considérons également le 2-isomorphisme de 2-M onSym(C )

M×M (M×M)× (M×M)

(M×M)× (M×M)

M M×M.

(
IdM×M ,(Π

2

M,M
,Π1

M,M
)
)

//(
IdM×M ,(Π

2

M,M
,Π1

M,M
)
)
**

⊗M

��

(⊗M ,⊗M )

&&

TM,M,M,M

��

⊗M×⊗M

��

∆M

//

(i⊗M
,c−1

M
)

{�

Le triple
(
(Π2

M,M
,Π1

M,M
),⊗M , (i⊗M

, c−1
M

)
)
est alors une structure 2-co�nale sur ∆M

et de la proposition 2.4.3, nous déduisons que (Coker(∆M),⊗C∆M
, aC∆M

, IC∆M
,

gC∆M
, dC∆M

, cC∆M
, ( )∗

C∆M,(Π2
M,M

,Π1
M,M

)
, δ

C∆M,(Π2
M,M

,Π1
M,M

)
) est un 2-groupe symétrique

interne à C .
Soit (F, f, fI) : (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) → (N,⊗N , aN , IN , gN , dN , cN) un 1-

morphisme de 2-M onSym(C ). Considérons les 2-conoyaux de 2-M onSym(C )

M M×M Coker(∆M)

N N× N Coker(∆N)

η∆M : P∆M∆M ⇒ IC∆M
1M

η∆N : P∆N∆N ⇒ IC∆N
1N.

∆M //

F

��

P∆M //

F×F
��

∆N

//
P∆N

//

Du 2-isomorphisme de 2-monoïdes symétriques internes à C

M×M N× N

M Coker(∆N),

N

F×F //

P∆N

��

∆M

OO

IC∆N
1M

//

F

55

∆N

55

IC∆N
1N

))

η∆N
{�

74



nous déduisons de la dé�nition de 2-conoyau qu'il existe un unique 1-morphisme
de 2-monoïdes symétriques internes à C , noté

(
P∆N(F × F )

)
: Coker(∆M) →

Coker(∆M) entre Coker(∆M) et Coker(∆N) tel que(
P∆N(F × F )

)
P∆M = P∆N(F × F )

i(
P∆N (F×F )

) ∗ η∆M = η∆N ∗ iF .

Notons que par unicité,
(
P∆M(IdM × IdM)

)
= IdCoker(∆M)

puisque

IdCoker(∆M)
P∆M = P∆M = P∆M(IdM × IdM)

iIdCoker(∆M)
∗ η∆M = η∆M = η∆M ∗ iIdM .

Notons également que si M (F,f,fI)−−−−−→ N (G,g,gI)−−−−−→ P sont deux 1-morphismes de
2-monoïdes symétriques internes à C , alors par unicité,(

P∆P(GF ×GF )
)

=
(
P∆P(G×G)

)(
P∆N(F × F )

)
vu que(

P∆P(G×G)
)(
P∆N(F × F )

)
P∆M =

(
P∆P(G×G)

)
P∆N(F × F )

= P∆P(G×G)(F × F )

= P∆P(GF ×GF ).

et

i
(P∆P (G×G))(P∆N (F×F ))

∗ η∆M = i
(P∆P (G×G))

∗ i
(P∆N (F×F ))

∗ η∆M

= i
(P∆P (G×G))

∗ η∆N ∗ iF
= η∆P ∗ iG ∗ iF
= η∆P ∗ iGF .

Soient (F, f, fI), (G, g, gI) : M → N deux 1-morphismes de 2-monoïdes
symétriques internes à C et soit α : F ⇒ G un 2-morphisme de 2-monoïdes
symétriques internes à C . Celui-ci induit un 2-morphisme de 2-monoïdes
symétriques i

P∆N
∗ (α × α) : P∆N(F × F ) ⇒ P∆N(G × G) internes à C qui
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est tel que le diagramme

P∆N(F × F )∆M P∆N(G×G)∆M

P∆N∆NF P∆N∆NG

IC∆N
1NF IC∆N

1NG

IC∆N
1M

i
P∆N
∗(α×α)∗i

∆M +3

i
P∆N∆N

∗α
+3

η∆N∗iF
��

η∆N∗iG
��i

IC∆N
1N
∗α

+3

est commutatif dans 2-M onSym(C ). Par dé�nition de 2-conoyau dans 2-
M onSym(C ), il existe un unique 2-morphisme de 2-monoïdes symétriques

internes à C , noté (i
P∆N
∗ (α× α)) :

(
P∆N(F × F )

)
⇒
(
P∆N(G×G)

)
entre(

P∆N(F × F )
)
et
(
P∆N(G×G)

)
tel que(

i
P∆N
∗ (α× α)

)
∗ i

P∆M
= i

P∆N
∗ (α× α).

Notons que par unicité,
(
i
P∆N
∗ (i

F
× i

F
)
)

= i
(P∆N (F×F ))

puisque

i
(P∆N (F×F ))

∗ i
P∆M

= i
(P∆N (F×F ))P∆M

= i
P∆N (F×F )

= i
P∆N

i
(F×F )

= i
P∆N
∗ (i

F
× i

F
).

Notons également que si (F, f, fI), (G, g, gI), (H,h, hI) : M → N sont trois 1-
morphismes de 2-monoïdes symétriques internes à C et que si α : F ⇒ G,
β : G ⇒ H sont deux 2-morphismes de 2-monoïdes symétriques internes à C ,
alors par unicité,

(
i
P∆N
∗ (βα× βα)

)
= (i

P∆N
∗ (β × β)) (i

P∆N
∗ (α× α)) car((

i
P∆N
∗ (β × β)

) (
i
P∆N
∗ (α× α)

))
∗ i

P∆M

=
((
i
P∆N
∗ (β × β)

)
∗ i

P∆M

)((
i
P∆N
∗ (α× α)

)
∗ i

P∆M

)
=
(
i
P∆N
∗ (β × β)

)(
i
P∆N
∗ (α× α)

)
= i

P∆N
∗
(
(β × β)(α× α)

)
= i

P∆N
∗ (βα× βα).

Notons en�n que si (F, f, fI), (G, g, gI) : M→ N et (H,h, hI), (K, k, kI) : N→
P sont quatre 1-morphismes de 2-monoïdes symétriques internes à C et que si
α : F ⇒ G et β : H ⇒ K sont deux 2-morphismes de 2-monoïdes symétriques
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internes à C , alors par unicité,
(
i
P∆P
∗
(
(β ∗ α)× (β ∗ α)

))
= (i

P∆P
∗ (β × β))∗

(i
P∆N
∗ (α× α)) puisque

(i
P∆P
∗ (β × β)) ∗ (i

P∆N
∗ (α× α)) ∗ i

P∆M
= (i

P∆P
∗ (β × β)) ∗ i

P∆N
∗ (α× α)

= i
P∆P
∗ (β × β) ∗ (α× α)

= i
P∆P
∗
(
(β ∗ α)× (β ∗ α)

)
Nous avons ainsi construit un 2-foncteur

L : 2-M onSym(C ) → 2-G rpSym(C )

M N
G

<<

F
""

α�� 7→ Coker(∆M) Coker(∆N)

(
P∆N (G×G)

) 66

(
P∆N (F×F )

)
((

(i
P∆N
∗(α×α))

��

Nous pouvons alors démontrer le résultat central de ce chapitre.

Théorème 2.5.1. Soit C une 2-catégorie possédant les 2-produits �nis et telle
que 2-M onSym(C ) possède les 2-conoyaux des 1-morphismes diagonaux. Dans
ce cas, le 2-foncteur L construit ci-dessus est le biadjoint à gauche au 2-foncteur
d'oubli U : 2-G rpSym(C )→ 2-M onSym(C ).

Démonstration. Nous dé�nissons la 2-unité N : Id
2-MonSym(C)

⇒ UL de la bi-
adjonction, pour tout 2-monoïde symétrique (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) interne
à C , par le 1-morphisme de 2-M onSym(C )

NM := M
(IdM ,IM1M )
−−−−−−−→M×M

P∆M−−−→ Coker(∆M)

et pour tout 1-morphisme (F, f, fI) : M → N de 2-M onSym(C ), par le 2-
isomorphisme de 2-M onSym(C )

nF :=

M M×M Coker(∆M)

N N× N Coker(∆N).

(IdM ,IM1M )
//

F

��
(F,IN1M )

((

P∆M //

F×F
��

(P∆N
(F×F ))

��

(IdN ,IN1N )
//

(i
F
,f−1
I ∗i1M

)

{�

P∆N

//

La 2-transformationN ainsi construite est naturelle. En e�et, si α : (F, f, fI)⇒
(G, g, gI) est un 2-morphisme de 2-M onSym(C ), alors nG(i

P
∆N
∗ (α× α)) =

(i
NN
∗ α)nF vu que g−1

I (α ∗ i
IM

) = f−1
I .
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Pour démontrer la biadjonction à gauche , au vu de la caractérisation pro-
posée par Fiore dans le théorème 9.16 de [Fio06], il su�t de démontrer que le
foncteur

Ω : Hom2−G rpSym(C )(Coker(∆M),G) → Hom2−MonSym(C )(M,G)

Coker(∆M) G

U1

%%

U2

99µ�� 7→ M
N
M−−→ Coker(∆M) G

U1

%%

U2

99µ��

est une équivalence. Pour cela, soit (V, v, vI) : (M,⊗M , IM , aM , gM , dM , cM) →
(G,⊗G , IG , aG , gG , dG , cG) un 1-morphisme de 2-M onSym(C ). Soient également

le 1-morphismeM×M V×V−−−→ G×G
IdG×( )∗

G−−−−−−→ G×G
⊗G−−→ G et le 2-isomorphisme

M M×M G×G

G G×G

G G

∆M //

V

((
IG1M

��

V×V //

IdG×( )∗
G

��

∆G

66

IG1G

vv
⊗G

ss

⊗G

��

IdG

//

δG
{�

de 2-M onSym(C ). Par dé�nition de 2-conoyau, il existe un unique mor-
phisme ⊗G(IdG × ( )∗

G
)(V × V ) : Coker(∆M) → G de 2-M onSym(C ) entre

Coker(∆M) et G tel que

⊗G(IdG × ( )∗
G
)(V × V )P∆M = ⊗G(IdG × ( )∗

G
)(V × V )

i
⊗G (IdG×( )∗

G
)(V×V )

∗ η∆M = δG ∗ iV .

Soient également (V1, v1, v1I ), (V2, v2, v2I ) : (M,⊗M , IM , aM , gM , dM , cM) → (G,
⊗G , IG , aG , gG , dG , cG) deux 1-morphismes et ν : (V1, v1, v1I ) → (V2, v2, v2I ) un
2-morphisme de 2-M onSym(C ). Puisque le diagramme

⊗G(IdG × ( )∗
G
)(V1 × V1)∆M ⊗G(IdG × ( )∗

G
)(V2 × V2)∆M

⊗G(IdG × ( )∗
G
)∆GV1 ⊗G(IdG × ( )∗

G
)∆GV2

IG1GV1 IG1GV2

IG1M IG1M ,

i⊗G (IdG×( )∗
G

)
∗(ν×ν)∗i

∆M+3

i⊗G (IdG×( )∗
G

)∆G
∗ν

+3

δG∗iV1

��
δG∗iV2

��i
IG1G

∗ν
+3
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il existe, par dé�nition de 2-conoyau, un unique 2-morphisme

i⊗G (IdG×( )∗
G

)
∗ (ν × ν) : ⊗G(IdG × ( )∗

G
)(V1 × V1)⇒ ⊗G(IdG × ( )∗

G
)(V2 × V2)

de 2-M onSym(C ) entre ⊗G(IdG × ( )∗
G
)(V1 × V1) et ⊗G(IdG × ( )∗

G
)(V2 × V2)

tel que
i⊗G (IdG×( )∗

G
)
∗ (ν × ν) ∗ i

P∆M
= i⊗G (IdG×( )∗

G
)
∗ (ν × ν).

Dès lors, le foncteur

Ω∗ : Hom2−MonSym(C )(M,G) → Hom2−G rpSym(C )(Coker(∆M),G)

M G

V1

%%

V2

99ν�� 7→ Coker(∆M) G

⊗G (IdG×( )∗
G

)(V1×V1)

''

⊗G (IdG×( )∗
G

)(V2×V2)

77i⊗G (IdG×( )∗
G

)
∗(ν×ν)

��

est l'équivalence inverse de Ω. En e�et, pour tout objet (V, v, vI) de la catégorie
Hom2−MonSym(C )(M,G), nous avons un 2-isomorphisme

Ω(Ω∗(V )) : ⊗G(IdG × ( )∗
G
)(V × V )NM

θV=⇒ V

de 2-M onSym(C ) dé�ni comme suit

M Coker(∆M)

M×M

G×G

G×G

G G.

ηM //

V

��

(IdM ,IM1M )

++
(V,IG1M )

&&
(IdG ,IG1G )V

��

⊗G (IdG×( )∗
G

)(V×V )

��

P∆M
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V×V
		

IdG×( )∗
Gvv

⊗G

++
IdG

//

(i
IdG

,( )∗
−1

IG
∗i1G

)∗i
V

ks

d−1

G
∗i
V

{�

Clairement, ce 2-isomorphisme est naturel en V et nous obtenons ainsi un
isomorphisme naturel

θ : Ω ◦ Ω∗ ⇒ IdHom2−MonSym(C)(M,G)
.
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Par ailleurs, pour tout objet (U, u, uI) de Hom2−G rpSym(C )(Coker(∆M),G),
nous avons un 2-isomorphisme xU de 2-G rpSym(C ) dé�nit comme

M×M Coker(∆M)

L(M)× L(M) G×G

L(M)× L(M)

(M×M)× (M×M)

(M×M)× (M×M) G×G

M×M

Coker(∆M) G.

P∆M //
NM×NM

++

(IdM ,IM1M )×(IM1M ,IdM )

��
P∆M

��

⊗G (IdG×( )∗
G

)(UNM×UNM )

��

U×U //

IdL(M)
×( )∗

C∆M

��

IdG×( )∗
G

��
U×U 55

⊗C∆M

uu

P∆M×P∆M

$$

TM,M,M,M

��

⊗M×⊗M

��

P∆M

xx

⊗G

��

U
//

i
U
×φ−1

U
{�

uks

pks
i
P∆M

∗(d−1

M
×g−1

M
)

ks

Celui-ci induit un unique 2-isomorphisme χU : ⊗G(IdG × ( )∗
G
)(UNM × UNM)⇒

U de 2-G rpSym(C ) entre Ω∗(Ω(U)) = ⊗G(IdG × ( )∗
G
)(UNM × UNM) et U tel

que
χU ∗ iP∆M

= xu.

Ceui-ci est naturel, puisque l'isomorphisme φ
U
intervenant dans le diagramme

ci-dessus est naturel par construction (voir section 2.1) et que, par dé�nition,
les 2-morphisme de 2-groupes symétriques sont compatibles avec les contraintes
de compatibilités avec le produit u intervenant dans ce même diagramme. Nous
obtenons ainsi un isomorphisme naturel

χ : Ω∗ ◦ Ω⇒ IdHom2−GrpSym(C)(Coker(∆M),G)
,

ce qui termine la démonstration.
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Chapitre 3

Description ensembliste des

2-systèmes trivialisants

Dans le chapitre 3, nous donnons une description ensembliste des 2-systèmes
trivialisants et des 2-conoyaux internes à la 2-catégorie des groupoïdes G rpd,
ainsi qu'une description ensembliste du biadjoint à gauche L : 2-M onSym →
2-G rpSym. Dans la section 1, nous rappelons les descriptions ensemblistes
usuelles des produits cartésiens et des produits �brés dans la catégorie Ens
des ensembles, ainsi que les descriptions ensemblistes usuelles des 2-produits
cartésiens et des 2-produits �brés dans la 2-catégorie G rpd des groupoïdes.
Nous rappelons également les dé�nitions des 2-foncteurs lΠ0 et lΠ1. Dans la
section 2, nous donnons une description ensembliste d'un système trivialisant
relatif à une action d'un monoïde commutatifM sur un ensemble S (proposition
3.2.1). Nous démontrons que dans Ens, les systèmes trivialisants commutent
avec les produits binaires (proposition 3.2.3) et nous déduisons des théorèmes
de transfert du chapitre 1 une description des systèmes trivialisants internes
à la catégorie des monoïdes commutatifs (corollaire 3.2.4). Des théorèmes
d'équivalence du chapitre 1, nous en déduisons une description ensembliste des
conoyaux des morphismes de monoïdes commutatifs (corollaire 3.2.5) et donc
une description ensembliste de l'adjoint à gauche L : MonCom → GrpCom
(corollaire 3.2.6). De la même façon que le chapitre 1 préparait le chapitre 2,
la section 2 de ce chapitre prépare les dernières sections de celui-ci: les résul-
tats sont essentiellement ceux de la section 2 énoncés dans le contexte enrichi
de la 2-catégorie G rpd. Dans le section 3, nous donnons une description en-
sembliste d'un 2-système trivialisant relatif à une 2-action identitaire sur la
symétrie diagonale d'une 2-monoïde symétrique M sur un groupoïde S (propo-
sition 3.3.13). Dans la section 4, nous donnons une description ensembliste
des 2-actions réduites relativement à une classe d'endomorphismes E (proposi-
tion 3.4.7) et démontrons que les 2-actions réduites relativement à des classes
d'endomorphismes étirantes commutent avec les 2-produits binaires (proposi-
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tion 3.4.9). Dans la section 5, nous démontrons que les 2-systèmes trivialisants
relatifs à une 2-action réduite �E� relativement à la classe d'endomorphismes
E� = {idN � cM,M |N ∈ Ob(N),M ∈ Ob(M)} sont des systèmes trivialisants
de la 2-action � (théorème 3.5.2). Nous en déduisons une description ensem-
bliste des 2-systèmes trivialisanst relatifs à une 2-action � : S ×M → S d'un
2-monoïde symétrique M sur un groupoïde S. Puisque la classe E� est étirante
(lemme 3.5.1), nous démontrons que dans G rpd, les 2-systèmes trivialisants
commutent avec les 2-produits binaires (théorème 3.5.5) et nous déduisons des
théorèmes de transfert du chapitre 2 une description des 2-systèmes trivial-
isants internes à la 2-catégorie des 2-monoïdes symétriques (corollaire 3.5.7).
Des théorèmes d'équivalence du chapitre 2, nous en déduisons une descrip-
tion ensembliste des 2-conoyaux des 1-morphismes de 2-monoïdes symétriques
(corollaire 3.5.8) et donc une description ensembliste du biadjoint à gauche
L : 2-M onSym→ 2-G rpSym (corollaire 3.5.10).

3.1 Rappels

3.1.1 Produit cartésien, produit �bré, coégalisateur de
graphe ré�exif

A) Produit cartésien dans Ens

Nous rappelons la description ensembliste du produit cartésien dans Ens. Si C
et D sont deux ensembles, alors les éléments de C ×D sont les couples (c, d),
où c ∈ C et d ∈ D. Nous avons les projections canoniques

π1
C,D

: C ×D → C π2
C,D

: C ×D → D

(c, d) 7→ c (c, d) 7→ d

Si b1 : B → C et b2 : B → D sont deux applications, alors l'application
canonique (b1, b2) se décrit comme

(b1, b2) : B → C ×D
x 7→ (b1(x), b2(x)).

B) Produit �bré dans Ens

Étant donné deux applications d'ensemble

C

D E,

f

��
g
//
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le produit �bré de f et g est l'ensemble C
f
×
g
D dé�nit par

{(c, d)|c ∈ C, d ∈ D, f(c) = g(d)}.

Nous considérons les applications canoniques

p1
f,g

: C
f
×
g
D → C p2

f,g
: C

f
×
g
D → D

(c, d) 7→ c (c, d) 7→ d

qui sont telles que le diagramme

C

D E

C
f
×
g
D

f

��
g

//

p1

f,g //

p2

f,g

��

est commutatif. Le produit �bré C
f
×
g
D possède la propriété suivante: si

C

D E

B

f

��
g

//

b1 //

b2

��

est un diagramme commutatif, alors

〈b1, b2〉 : B → C
f
×
g
D

x 7→ (b1(x), b2(X))

est l'unique application entre B et C
f
×
g
D tel que

p1
f,g
〈b1, b2〉 = b1, p

2
f,g
〈b1, b2〉 = b2.

De plus, si les applications f et g sont des morphismes de monoïdes, alors le
produit �bré C

f
×
g
D se dote d'une structure de monoïde évidente. Nous laissons

les détails et les véri�cations usuelles en exercice pour le lecteur.

C) Coégalisateur dans Ens

Nous rappelons également le résultat suivant que nous utiliserons dans ce

chapitre: si A B Coeg(f, g)
f //
g
//

q
f,g // , C D Coeg(h, k)

h //
k
//

q
h,k //
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et A× C B ×D Coeg(f × h, g × k)
f×h //
g×k

//
q
f×h,g×k // sont trois coégalisateurs

dans Ens et si r1 : B → A, r2 : D → C sont deux applications telles que
fr1 = idB = gr1, hr2 = idD = kr2, alors il existe un isomorphisme canon-
ique entre Coeg(f × h, g × k) et Coeg(f, g) × Coeg(h, k) (voir par exemple la
remarque 3.2 de [ARV11]).

3.1.2 2-produit cartésien, 2-produit �bré

A) 2-produit cartésien dans G rpd

Nous rappelons la description ensembliste du 2-produit dans G rpd. Si C et
D sont deux groupoïdes, alors les objets du groupoïdes C× D sont les couples
(C,D), où C est un objet de C et D est un objet de D. Un morphisme (C,D)→
(C ′, D′) de C×D est un couple (f, g), où f : C → C ′ est une morphisme de C
et g : D → D′ est une morphisme de D. Nous avons les projections canoniques

Π1
C,D

: C× D→ C Π2
C,D

: C× D→ D

(C,D)

(C ′, D′)

(f,g)

��
7→

C

C ′

f

��

(C,D)

(C ′, D′)

(f,g)

��
7→

D

D′

g

��

Si B1 : B→ C et B2 : B→ D sont deux foncteurs, alors le foncteur canonique
(B1, B2) est dé�ni par

(B1, B2) : B→ C× D

X

Y

u

��
7→

(B1(X), B2(X))

(B1(Y ), B2(Y ))

(B1(u),B2(u))

��

Si B′1 : B → C et B′2 : B → D sont deux autres foncteurs et si ω1 : B1 ⇒ B′1,
ω2 : B2 ⇒ B′2 sont deux isomorphismes naturels, alors l'isomorphisme naturel
canonique (ω1, ω2) : (B1, B2) ⇒ (B′1, B

′
2) est dé�ni, pour tout objet X de B,

par l'application

(B1(X), B2(X))
(ω1X

,ω2X
)

−−−−−−−→ (B′1(X), B′2(X)).

B) 2-produit �bré dans G rpd

Étant donné deux foncteurs entre des groupoïdes
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C

D E,

F

��

G
//

le 2-produit �bré de F et G est le groupoïde C
F
×
G
D dé�nit comme suit: les

objets sont les triples (C,D, s), où C est un objet de C, D est un objet de D
et s : F (C) → G(D) est un isomorphisme de E. Un morphisme (C,D, s) →
(C ′, D′, s′) de C

F
×
G
D est une �èche (f, g) : (C,D) → (C ′, D′) de C × D telle

que
G(g)s = s′F (f).

Nous considérons les foncteurs canoniques

P 1
F,G

: C
F
×
G
D→ C P 2

F,G
: C

F
×
G
D→ D

(C,D, s)

(C ′, D′, s′)

(f,g)

��
7→

C

C ′

f

��

(C,D, s)

(C ′, D′, s′)

(f,g)

��
7→

D

D′

g

��

et l'isomorphisme naturel

C

D E,

C
F
×
G
D

F

��

G
//

P 1

F,G //

P 2

F,G

��

π
F,G

{�

dé�ni pour tout (C,D, s) ∈ Ob(C
F
×
G
D) par

π
F,G,(C,D,s)

:= F
(
P 1
F,G

(
(C,D, s)

))
= F (C)

s−→ G(D) = G
(
P 2
F,G

(
(C,D, s)

))
.

Le 2-produit �bré C
F
×
G
D possède la propriété suivante: si

C

D E,

B

F

��

G
//

B1 //

B2

��

β
{�
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est un isomorphisme naturel, alors

〈B1, B2, β〉 : B→ C
F
×
G
D

X

Y

u

��
7→

(B1(X), B2(X), βX)

(B1(Y ), B2(Y ), βY )

(B1(u),B2(u))

��

est l'unique foncteur entre B et C
F
×
G
D tel que

P 1
F,G
〈B1, B2, β〉 = B1, P

2
F,G
〈B1, B2, β〉 = B2

et tel que
π
F,G
∗ i〈B1,B2,β〉

= β;

de plus, si

C

D E,

B

F

��

G
//

B′1 //

B′2

��

β′

{�

est un isomorphisme naturel et si ω1 : B1 ⇒ B′1, ω2 : B2 ⇒ B′2 sont deux
isomorphismes naturels tels que

β′(iF ∗ ω1) = (iF ∗ ω2)β,

alors l'isomorphisme naturel 〈ω1, ω2〉 : 〈B1, B2, β〉 ⇒ 〈B′1, B′2, β′〉 dé�ni pour
tout X ∈ Ob(M) par

〈ω1, ω2〉B := 〈B1, B2, β〉(X) = (B1(X), B2(X), βX)
(ω1X

,ω2X
)

−−−−−−−→

(B′1(X), B′2(X), β′X) = 〈B′1, B′2, β′〉(X)

est l'unique isomorphisme naturel entre 〈B1, B2, β〉 et 〈B′1, B′2, β′〉 tel que

i
P1
F,G

∗ 〈ω1, ω2〉 = ω1 et i
P2
F,G

∗ 〈ω1, ω2〉 = ω2.

Nous rappelons également que si les foncteurs F etG sont munis d'une structure
de 1-morphisme de 2-monoïdes, alors le 2-produit �bré C

F
×
G
D se dote d'une

structure de 2-monoïde évidente. Nous laissons les détails et les véri�cations
usuelles en exercice pour le lecteur.
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3.1.3 2-foncteur lΠ0

Soit C un groupoïde. Nous représentons par lΠ0(C) l'ensemble dont les éléments
sont les classes d'isomorphismes des objets de C (ces classes seront notées entre
crochets [ ]). Tout foncteur entre groupoïdes F : C→ D induit une application

lΠ0(F ) : lΠ0(C)→ lΠ0(D)

[A] 7→ [F (A)].

Par ailleurs, si α : F ⇒ G est un isomorphisme naturel, alors lΠ0(F ) = lΠ0(G).
Nous construisons ainsi un 2-foncteur

lΠ0 : G rpd→ E ns,

où E ns désigne la 2-catégorie discrète des ensembles et des applications. Notons
que ce 2-foncteur préserve les 2-produits binaires puisque si C et D sont deux
groupoïdes, alors

πC,D : lΠ0(C)× lΠ0(D)→ lΠ0(C× D)

([A], [B])→ [(A,B)]

π−1
C,D : lΠ0(C× D)→ lΠ0(C)× lΠ0(D)

[(A,B)]→ ([A], [B])

sont deux isomorphismes inverses l'un de l'autre. Si (M,⊗M, aM, IM, gM, dM)
est un 2-monoïde de G rpd, nous considérons le produit sur lΠ0(M) dé�nit par

[A] ∗
lΠ0(M)

[B] := [A⊗M B]

ainsi que l'élément neutre dé�nit par

e
lΠ0(M)

:= [IM].

Nous avons ainsi un 2-foncteur

lΠ0 : 2−M on(G rpd)→M on(Ens),

où M on(Ens) désigne la 2-catégorie discrète des monoïdes de la catégorie des
ensembles. Nous pouvons le restreindre au 2-foncteur

lΠ0 : 2−M onSym(G rpd)→M onCom(Ens),

où M onCom(Ens) désigne la 2-catégorie discrète des monoïdes commutatifs
internes à la catégorie des ensembles.
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Remarque 3.1.1. Dans la suite, les monoïdes (commutatifs) et les groupes
(commutatifs) internes à Ens seront respectivement appelés monoïdes (commu-
tatifs) et groupes (commutatifs). Les 2-monoïdes (symétriques) et les 2-groupes
(symétriques) internes à C at seront simplement appelés catégories monoïdales
(symétriques) et catégories groupales (symétriques). Les 2-monoïdes (symé-
triques) et les 2-groupes (symétriques) internes à G rpd seront, quant à eux,
simplement appelés 2-monoïdes (symétriques) et 2-groupes (symétriques)

Remarque 3.1.2. Toute 2-action (�, α, δ) : S × M → S d'un 2-monoïde
symétrique (M,⊗M , IM , aM , dM , gM , cM) sur un groupoïde S induit une action du
monoïde commutatif lΠ0(M) sur l'ensemble lΠ0(S)

lΠ0(S)× lΠ0(M)
πS,M−−−→ lΠ0(S×M)

lΠ0(�)−−−−→ lΠ0(S)

que nous désignons par lΠ0(�).

3.1.4 2-foncteur lΠ1

Soient (M,⊗M , aM , IM , gM , dM) un 2-monoïde de G rpd et f, g ∈ HomM(IM , IM).
Au vu de la commutativité du diagramme

IM IM IM

IM ⊗M IM IM ⊗M IM IM ⊗M IM

IM ⊗M IM IM ⊗M IM IM ⊗M IM

IM IM IM

f //

dMIM
��

IdIM

%%

g //

dMIM
=gMIM
��

gMIM
��

idIM

yy

f⊗idIM
//

idIM
⊗g
//

idIM
⊗g
//

f⊗idIM
//

g−1

MIM
��

g−1

MIM
=d−1

MIM
��

d−1

MIM
��

g
//

f
//

nous rappelons que HomM(IM , IM) est un groupe commutatif pour la com-
position des �èches (voir par exemple, [Sin75]). Nous le notons lΠ1(M). Si
(F, f, f

I
) : (M,⊗M , aM , IM , gM , dM) → (N,⊗N , aN , IN , gN , dN) est un 1-morphisme

de 2-monoïdes de G rpd, on construit un morphisme de groupes commutatifs

lΠ1(F ) : lΠ1(M)→ lΠ1(N)

t 7→ f−1
I
F (t)f

I
.

Par ailleurs, si α : (F, f, f
I
) ⇒ (G, g, g

I
) est un 2-morphisme de 2-monoïde de

G rpd, alors lΠ1(F ) = lΠ1(G). Nous construisons ainsi un 2-foncteur

lΠ1 : 2−M on(G rpd)→ G rpCom(Ens),
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où G rpCom(Ens) désigne la 2-catégorie discrète des groupes commutatifs in-
ternes à Ens. Nous pouvons le restreindre au 2-foncteur

lΠ1 : 2−M onSym(G rpd)→ G rpCom(Ens).

3.2 Description ensembliste des systèmes trivia-

lisants

Dans cette section, nous donnons une description ensembliste des systèmes
trivialisants dans la catégorie Ens. Pour cela, considérons une action ◦ : S ×
M → S d'un monoïde commutatif (M, ∗

M
, e
M

) sur un ensemble S. Soit alors
R◦ une relation sur S dé�nie par:

R◦ := {(s, s′) ∈ S × S|∃(m,m′) ∈M ×M : s ◦m = s′ ◦m′}.

Si s ∈ S, alors (s, s) ∈ R◦ puisque s◦eM = s◦e
M
et R◦ est une relation ré�exive.

Si (s, s′) ∈ R◦, alors s ◦m = s′ ◦m′ pour un certain couple (m,m′) ∈M ×M
et puisque s′ ◦ m′ = s ◦ m, nous avons que (m′,m) ∈ M ×M et donc que
R◦ est une relation symétrique. Si (s, s′), (s′, s′′) sont deux éléments de R◦,
alors il existe quatre éléments m, m′, n, n′ de M tels que s ◦m = s′ ◦m′ et
s′ ◦n = s′′ ◦n′. Dès lors, m ∗

M
n et n′ ∗

M
m′ sont deux éléments de M tels que

s ◦ (m ∗
M
n) = (s ◦m) ◦ n

= (s′ ◦m′) ◦ n
= s′ ◦ (m′ ∗

M
n)

= s′ ◦ (n ∗
M
m′)

= (s′ ◦ n) ◦m′

= (s′′ ◦ n′) ◦m′

= s′′ ◦ (n′ ∗
M
m′)

et donc (s, s′′) ∈ R◦ ce qui montre que R◦ est une relation transitive. Nous
avons ainsi montré que R◦ est une relation d'équivalence sur S. Soient alors
l'ensemble quotient S/R◦ (si s ∈ S, nous noterons [s] sa classe d'équivalence
dans S/R◦) et la projection canonique

p◦ : S → S/R◦;

s 7→ [s].

Proposition 3.2.1. Le couple (S/R◦, p◦) construit précédemment est un sys-
tème trivialisant relatif à ◦.
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Démonstration. Remarquons que si (s,m) ∈ S × M , alors (s ◦ m, s) ∈ R◦
puisque (s◦m)◦e

M
= s◦(m∗

M
e
M

) = s◦m. Ainsi [s◦m] = [s] et p◦◦ = p◦π
1
S,M

.
En particulier, (S/R◦, p◦) est un système trivialisant relatif à ◦. Supposons que
T soit un ensemble et t : S → T une application telle que tp◦ = tπ1

S,M
. Notons

que si [s] = [s′] dans S/R◦, alors il existe m, m′ ∈ M tels que s ◦m = s′ ◦m′
et donc

t(s) = t(s ◦m)

= t(s′ ◦m′)
= t(s′).

Nous considérons alors l'application

t : S/R◦ → T

[s] 7→ t(s).

Clairement, tp◦ = t et t est l'unique application entre S/R◦ et T possédant
cette propriété.

Remarque 3.2.2. Soit une action ◦ : S ×M → S d'un monoïde commutatif
(M, ∗

M
, e
M

) sur un ensemble S. Pour s ∈ S, nous avons l'application

s◦− : M → S

m 7→ s ◦m

Pour s et s′ ∈ S, nous considérons le produit �bré

M
s◦−
×
s′◦−

M = {(m,m′) ∈M ×M |s ◦m = s′ ◦m′},

que nous désignons plus simplement par M
s
×
s′
M . Si R◦ désigne la relation

d'équivalence sur S introduite ci-dessus, alors nous pouvons dire que (s, s′) ∈
R◦ si et seulement si M

s
×
s′
M est non vide. Cette observation nous sera utile

dans la prochaine section, lorsque nous construirons les 2-systèmes trivialisants
de G rpd.

Proposition 3.2.3. La catégorie Ens possède les systèmes trivialisants et ceux-
ci commutent avec le produit binaire sur la diagonale.

Démonstration. L'application (idS , eM1S) : S → S ×M est telle que

◦(idS , eM1S) = idS = π1
S,M (idS , eM1S).

Dès lors, la conclusion découle du rappel C de la sous-section 3.1.1

L'isomorphisme inverse de l'application canonique

p◦ × p◦ : (S × S)/R◦×◦ → S/R◦ × S/R◦
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est l'application

p◦ × p◦
−1

: S/R◦ × S/R◦ → (S × S)/R◦×◦
([s], [s′]) 7→ [(s, s′)].

Le résultat suivant découle alors de la proposition 1.2.1.

Corollaire 3.2.4. Si (N, ∗
N
, e
N

) et (M, ∗
M
, e
M

) sont deux monoïdes commu-
tatifs et si ◦ : N ×M → N est une action interne à la catégorie des monoïdes
commutatifs, alors N/R◦ muni du produit

∗
N/R◦

: N/R◦ ×N/R◦ → N/R◦

([n], [n′]) 7→ [n ∗
N
n′]

et de l'élément neutre e
N/R◦

:= [e
N

] est un monoïde commutatif et le couple(
(N/R◦, ∗N/R◦ , eN/R◦ ), p◦

)
est un système trivialisant relatif à ◦ dans la caté-

gorie des monoïdes commutatifs.

Le résultat suivant se déduit de la proposition 1.3.4, de la proposition 1.4.3
et du corollaire 1.4.5.

Corollaire 3.2.5. Soit f : (M, ∗
M
, e
M

) → (N, ∗
N
, e
N

) un morphisme de
monoïdes commutatifs. Le système trivialisant

(
(N/◦

f
, ∗

N/◦
f
, e
N/◦

f
), p◦

f

)
, où

◦
f
désigne l'action interne à la catégorie des monoïdes commutatifs

N ×M
id
N
×f

−−−−→ N ×N
∗
N−−→ N,

est le conoyau de f dans MonCom. De plus, si (ζ, θ) est une structure co�nale
sur f , alors (N/◦

f
, ∗

N/◦
f
, e
N/◦

f
) muni de l'application

( )∗
N/◦

f
,ζ

: N/◦
f
→ N/◦

f

[n] 7→ [ζ(n)]

est un groupe commutatif. Dans ce cas, si f est un morphisme de groupes
commutatifs, alors

(
(N/◦

f
, ∗

N/◦
f
, e
N/◦

f
, ( )∗

N/◦
f
,( )∗

N

), p◦
f

)
est le conoyau de f

dans GrpCom.

Le résultat suivant se prouve à partir du corollaire précédent et du théorème
1.5.2.

Corollaire 3.2.6. Le foncteur d'oubli U : GrpCom → MonCom possède un
adjoint à gauche L. Pour tout monoïde commutatif (M, ∗

M
, e
M

), il existe un
unique isomorphisme de groupes commutatifs l

M

L(M)→ (Coker(∆M ), ∗
C∆M

, e
C∆M

, ( )∗
C∆M,(π2

M,M
,π2
M,M

)
),
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où ((Coker(∆M ), ∗
C∆M

, e
C∆M

), p∆M
) est un conoyau du morphisme diagonal

∆M et où ( )∗
C∆M,(π2

M,M
,π2
M,M

)
) : Coker(∆M ) → Coker(∆M ) est l'application

d'inversion issue du lemme 1.5.1, tel que pour tout morphisme de monoïdes
commutatifs f : (M, ∗

M
, e
M

)→ (N, ∗
N
, e
N

), on ait

p∆N
(f × f)l

M
= l

N
L(f).

3.3 2-systèmes trivialisants dans G rpd relatifs à

une 2-action identitaire sur la symétrie diag-

onale

L'objectif des trois prochaines sections est de donner une description ensemb-
liste des 2-systèmes trivialisants dans la 2-catégorie G rpd. Dans cette section,
nous construisons des 2-systèmes trivialisants relatifs à des 2-actions parti-
culières que nous appellerons �identitaires sur la symétrie diagonale� et dont
la dé�nition est la suivante.

Dé�nition 3.3.1. Soit (�, α, δ) : S × M → S une 2-action d'une catégorie
monoïdale symétrique (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) de G rpd sur un groupoïde S.
Celle-ci est dite identitaire sur la symétrie diagonale si pour tout objet S de S
et tout objet M de M, l'identité

id
S
� cMM,M = id

S�(M⊗MM)

est satisfaite.

Remarque 3.3.2. Le fait, pour une 2-action, d'être identitaire sur la symétrie
diagonale comme introduit ci-dessus, n'est pas une notion totalement inédite
dans la littérature catégorique existante. En e�et, dans le point 1.4.1 de l'exposé
XVIII �La formule de dualité globale� de [Del73], P.Deligne introduit, pour le
produit ⊗M d'une catégorie monoïdale symétrique (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) le
fait d'être strictement commutatif, c'est-à-dire que pour tout objet M de M,
l'identité

cMM,M = id
M⊗MM

est satisfaite. Cette notion de Deligne est un cas particulier de celle introduite
ci-dessus, puisque le produit ⊗M est strictement commutatif si et seulement si
la 2-action ⊗M : M×M→M est identitaire sur la symétrie diagonale.

À partir de maintenant, nous travaillerons exclusivement dans la 2-catégorie
G rpd et toutes les catégories rencontrées seront des groupoïdes. Étant donnée
une 2-action identitaire sur la symétrie diagonale (�, α, δ) : S×M→ S d'un 2-
monoïde symétrique (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) interne à G rpd sur un groupoïde
S, nous construisons un groupoïde noté S/� de la façon suivante.
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Remarque 3.3.3. L'hypothèse que la 2-action (�, α, δ) est identitaire sur la
symétrie diagonale sera utilisée pour montrer que les �èches de la catégorie
S/� sont inversibles (voir proposition 3.3.8).

Objets. Les objets de S/� sont ceux de S.

Flèches. Si S est un objet de S, nous commençons par remarquer que celui-ci
induit un foncteur

S �− : M → S
M

N

f

��
7→

S �M

S �N

id
S
�f

��

Si S et T sont deux objets de S. Nous pouvons alors considérer le 2-produit
�bré

M
S�−×T�−M M

M S

P 1
S�−,T�− //

P 2
S�−,T�−

��
S�−
��

T�−
//

π
S�−,T�−

{�

que nous désignons plus simplement par (M
S
×
T
M, P 1

S,T , P
2
S,T , πS,T ). Nous avons

alors un foncteur

⊗
S,T

: (M
S
×
T
M)×M → M

S
×
T
M

((M,N, s), P )

((U, V, t), Q)

((f,g),h)

��
7→

(M ⊗M P,N ⊗M P, α
−1
T,N,P

(s� id
P

)α
S,M,P

)

(U ⊗M Q,V ⊗M Q,α
−1
T,V,Q

(t� id
Q

)α
S,U,Q

).

(f⊗Mh,g⊗Mh)

��

Notons que pour tout objet (M,N, s) de M
S
×
T
M et tout objet P , Q de M,

nous avons une �èche de M
S
×
T
M

αS,T
(M,N,s),P,Q

: (M,N, s)⊗S,T (P ⊗Q)→ ((M,N, s)⊗S,T P )⊗S,T Q
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dé�nie par αS,T
(M,N,s),P,Q

:= (aMM,P,Q
, aMN,P,Q

) puisque le diagramme

S � (M ⊗M (P ⊗M Q))

(S �M)� (P ⊗M Q)) (T �N)� (P ⊗M Q))

T � (N ⊗M (P ⊗M Q))

S � ((M ⊗M P )⊗M Q)

(S � (M ⊗M P ))⊗M Q

((S �M)� P )⊗M Q ((T �N)� P )⊗M Q

(T � (N ⊗M P ))⊗M Q

T � ((N ⊗M P )⊗M Q)

α
S,M,P⊗MQ

??

id
S
�aMM,P,Q

��

s⊗id
P⊗MQ//

α
S�M,P,Q

��

α−1

T,N,P⊗MQ

��

α
T�N,P,Q

��

id
T
�aMN,P,Q

��

α
S,M⊗MP,Q

��

α
S,M,P

⊗M idQ ��

(s�id
P

)⊗M idQ

//

α−1

T,N,P
⊗M idQ

@@

α−1

T,N⊗MP,Q

OO

est commutatif. Clairement, la famille de �èche αS,T ainsi construite est na-
turelle. Notons également que pour tout objet (M,N, s) deM

S
×
T
M, nous avons

une �èche de M
S
×
T
M

δS,T
(M,N,s)

: (M,N, s)→ (M,N, s)⊗S,T IM

dé�nie par δS,T
(M,N,s)

:= (dMM
, dMN

) puisque le diagramme

S �M T �N

S � (M ⊗M IM)

(S �M)� IM (T �N)� IM

T � (N ⊗M IM)

s //
id
S
�dMM

}}
δ
S�M

��

δ
T�N

��

id
T
�dMN

!!

α
S,M,IM !!

s�id
IM

//
α−1

T,N,IM

==

est commutatif. Clairement, la famille de �èche δS,T ainsi construite est na-
turelle. Nous considérons alors le triple (⊗S,T , αS,T , δS,T ) qui est clairement
une 2-action à droite de M sur M

S
×
T
M. En e�et, les di�érents axiomes de la

dé�nition de 2-action se ramènent dans ce cas aux axiomes du pentagone et
de compatibilité entre les contraintes d'associativité et d'unité à droite de la
dé�nition de 2-monoïde (voir rappels de la section 2.1). Par la remarque 3.1.2,
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cette 2-action induit une action, que nous désignons par lΠ0(⊗S,T )

lΠ0(M
S
×
T
M)× lΠ0(M) → lΠ0(M

S
×
T
M)

([(M,N, s)], [P ]) 7→ [(M ⊗M P,N ⊗M P, α
−1
T,N,P

(s� id
P

)α
S,M,P

)]

du monoïde lΠ0(M) sur l'ensemble lΠ0(M
S
×
T
M). Soit alors le système trivial-

isant lΠ0(M
S
×
T
M)/lΠ0(⊗S,T ) relatif à lΠ0(⊗S,T ). Nous dé�nissons

HomS/�(S, T ) := lΠ0(M
S
×
T
M)/lΠ0(⊗S,T ).

Autrement dit, HomS/�(S, T ) est l'ensemble des classes d'équivalence de la
forme

[
[(M,N, s)]

]
, où [(M,N, s)] ∈ lΠ0(M

S
×
T
M), avec la relation d'égalité[

[(M,N, s)]
]

=
[
[(U, V, t)]

]
si et seulement s'il existe deux objets P , Q de M

tels que

[(M⊗MP,N⊗MP, α
−1
T,N,P

(s�idP )αS,M,P )] = [(U⊗MQ,V ⊗MQ,α
−1
T,V,Q

(t�idQ)αS,U,Q)],

c'est-à-dire s'il existe deux �èches f : M⊗M P → U⊗MQ, g : N⊗M P → V ⊗MQ
de M telles que le diagramme

S � (M ⊗M P ) (S �M)� P (T �N)� P T � (N ⊗M P )

S � (U ⊗M Q) (S � U)�Q (T � V )�Q T � (V ⊗M Q)

α
S,M,P //

id
S
�f

��

s�id
P //

α−1
T,N,P //

id
T
�g

��
α
S,U,Q

//
t�id

Q

//
α−1
T,V,Q

//

est commutatif. Pour plus de clarté, les classes d'équivalence de HomS/�(S, T )

seront notées par la suite [M,N, s] au lieu de
[
[(M,N, s)]

]
.

Composition. Soient R, S et T trois objets de S. Nous dé�nissons une relation
de HomS/�(R,S)×HomS/�(S, T ) dans HomS/�(R, T ) de la façon suivante

◦R,S,T : HomS/�(R,S)×HomS/�(S, T ) → HomS/�(R, T )

([M,N, s], [U, V, t]) 7→ [M ⊗M U, V ⊗M N, t • s],

où t • s désigne la �èche de S

R� (M ⊗M U) (R�M)� U (S �N)� U S � (N ⊗M U)

S � (U ⊗M N).(S � U)�N(T � V )�NT � (V ⊗M N)

α
R,M,U//

s�id
U //

α−1

S,N,U//

id
S
�cMN,U

��

α
S,U,N

oo
t�id

N

oo
α−1

T,V,N

oo

Nous laissons la preuve du lemme suivant en exercice pour le lecteur.
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Lemme 3.3.4. Soient R, S, T trois objets de S. La relation ◦R,S,T est une
application de HomS/�(R,S)×HomS/�(S, T ) dans HomS/�(R, T )

Nous avons ainsi dé�ni une loi de composition sur S/�.
Proposition 3.3.5. La loi de composition ainsi dé�nie sur S/� est associative.

Démonstration. Si O, R, S et T sont quatre objets de S et si [A,B, r] ∈
HomS/�(O,R), [M,N, s] ∈ HomS/�(R,S), [U, V, t] ∈ HomS/�(S, T ), alors il
faut voir que

[A⊗M (M⊗MU), (V ⊗MN)⊗MB), (t•s)•r] = [(A⊗MM)⊗MU, V ⊗M (N⊗MB), t•(s•r)].

Par construction de HomS/�(O, T ), il su�t de véri�er que les triples
(
A ⊗M

(M⊗MU), (V ⊗MN)⊗MB), (t•s)•r
)
et
(
(A⊗MM)⊗MU, V ⊗M (N⊗MB), t•(s•r)

)
sont isomorphes dans M

O
×
T
M. Pour cela, nous commençons par considérer les

diagrammes commutatifs suivants,

O �
(
A⊗ (M ⊗ U)

)
(O �A)� (M ⊗ U)

O �
(
(A⊗M)⊗ U

) (
O � (A⊗M)

)
� U

(
(O �A)�M

)
� U

αO,A,M⊗U //

idO�aA,M,U
��

αO,A,M⊗U

��

αO,A⊗M,U
//

αO,A,M�idU
//

(O �A)� (M ⊗ U) (R�B)� (M ⊗ U) R�
(
B ⊗ (M ⊗ U)

)

R�
(
(B ⊗M)⊗ U

)
(
(O �A)�M

)
� U

(
(R�B)�M

)
� U

(
R� (B ⊗M)

)
� U

r�idM⊗U //

αO�A,M,U

��

α−1
R,B,M⊗U //

αR�B,M,U

��

idR�aB,M,U
��

αR,B⊗M,U

��

(r�idM )�idU
//

α−1
R,B,M

�idU

//

R�
(
B ⊗ (M ⊗ U)

)
R�

(
(M ⊗ U)⊗B

)

R�
(
M ⊗ (U ⊗B)

)

R�
(
M ⊗ (B ⊗ U)

)

R�
(
(B ⊗M)⊗ U

)
R�

(
(M ⊗B)⊗ U

)
(
R� (B ⊗M)

)
� U

(
R� (M ⊗B)

)
� U

idR�cB,M⊗U //

idR�aB,M,U

��

idR�a
−1
M,U,B

��

idR�(idM⊗cU,B)

��

idR�aM,B,U
��

idR�(cB,M⊗idU ) //

αR,B⊗M,U

��
αR,M⊗B,U

��

(idR�cB,M )�idU
//
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R�
(
(M ⊗ U)⊗B

) (
R� (M ⊗ U)

)
�B

(
(R�M)� U

)
�B

R�
(
M ⊗ (U ⊗B)

)
(R�M)� (U ⊗B)

R�
(
M ⊗ (B ⊗ U)

)
(R�M)� (B ⊗ U)

R�
(
(M ⊗B)⊗ U

)
(
R� (M ⊗B)

)
� U

(
(R�M)�B

)
� U

αR,M⊗U,B //

idR�a
−1
M,U,B

��

αR,M,U�idB//

α−1
R�M,U,B
��αR,M,U⊗B //

idR�(idM⊗cU,B)

��
idR�M�cU,B

��
αR,M,B⊗U

//

idR�αM,B,U
��

αR�M,B,U

��
αR,M⊗B,U

��

αR,M,B�idU
//

(
(R�M)� U

)
�B

(
(S �N)� U

)
�B

(R�M)� (U ⊗B) (S �N)� (U ⊗B)

(R�M)� (B ⊗ U) (S �N)� (B ⊗ U)

(
(R�M)�B

)
� U

(
(S �N)�B

)
� U

(s�idU )�idB //

α−1
R�M,U,B
��

α−1
S�N,U,B
��s�idU⊗B //

idR�M�cU,B
��

idS�N�cU,B
��s�idB⊗U //

αR�M,B,U

��
αS�N,B,U

��

(s�idB)�idU
//

(
(S �N)� U

)
�B

(
S � (N ⊗ U)

)
�B

S �
(
(N ⊗ U)⊗B

)

(S �N)� (U ⊗B) S �
(
N ⊗ (U ⊗B)

)

(S �N)� (B ⊗ U) S �
(
N ⊗ (B ⊗ U)

)
(
(S �N)�B

)
� U

(
S � (N ⊗B)

)
� U S �

(
(N ⊗B)⊗ U

)

α−1
S,N,B

�idB //

α−1
S�N,U,B

��

α−1
S,N⊗U,B
��

idS�a
−1
N,U,B

��α−1
S,N,U⊗B //

idS�N�cU,B
��

idS�(idN⊗cU,B)

��α−1
S,N,B⊗U //

αS�N,B,U

��
idS�aN,B,U

��

α−1
S,N,B

�idU

//
α−1
S,N⊗B,U

//
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(
S � (N ⊗ U)

)
�B

(
S � (U ⊗N)

)
�B

S �
(
(N ⊗ U)⊗B

)
S �

(
(U ⊗N)⊗B

)

S �
(
N ⊗ (U ⊗B)

)

S �
(
N ⊗ (B ⊗ U)

)

S �
(
(N ⊗B)⊗ U

)
S �

(
U ⊗ (N ⊗B)

)

(idS�cN,U )�idB //

α−1
S,N⊗U,B
��

α−1
S,U⊗N,B
��

idS�(cN,U⊗idB
//

idS�a
−1
N,U,B

��

idS�a
−1
U,N,B

��

idS�(idN⊗cU,B)

��

idS�αN,B,U
��

idS�cN⊗B,U
//

(
S � (U ⊗N)

)
�B

(
(S � U)�N

)
�B

(
(T � V )�N

)
�B

S �
(
(U ⊗N)⊗B

)

S �
(
U ⊗ (N ⊗B)

)
(S � U)� (N ⊗B) (T � V )� (N ⊗B)

αS,U,N�idB //

α−1
S,U⊗N,B
��

(t�idN )�idB//

α−1
T�V,N,B

��
idS�a

−1
U,N,B

��

αS,U,N⊗B
//

t�idN⊗B
//

(
(T � V )�N)�B

(
T � (V ⊗N)

)
�B T �

(
(V ⊗N)⊗B

)

(T � V )� (N ⊗B) T �
(
V ⊗ (N ⊗B)

)
α−1
T,V,N

�idB//

α−1
T�V,N,B
��

α−1
T,V⊗N,B //

idT�a
−1
V,N,B

��

α−1
T,V,N⊗B

//

que nous désignons respectivement par 1©, 2©, 3©, 4©, 5©, 6©, 7©, 8© et 9©. Dès
lors, les �èches aMA,M,U

et a−1
MV,N,B

sont telles que le diagramme

O � (A⊗M (M ⊗M U))
(t•s)•r//

id
O
�aMA,M,U

��

T � ((V ⊗M N)⊗M B)

id
T
�a−1

MV,N,B
��

O � ((A⊗M M)⊗M U)
t•(s•r)

// T � (V ⊗M (N ⊗M B))

commute puisque celui-ci se décompose comme
//

//�� ���� �� �� �� �� �� �� ��

1© 2© 3© 4© 5© 6© 7© 8© 9© .
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Flèches identités. Pour tout objet S de S, nous considérons [IM , IM , idS�IM
] ∈

HomS/�(S, S).

Proposition 3.3.6. Pour tout objet S de S, l'élément [IM , IM , idS�IM
] est une

�èche identité sur S pour la loi de composition dé�nie précédemment.

Démonstration. Soit T un objet de S et [M,N, s] ∈ HomS/�(S, T ). Il faut voir
que

[M,N, s] ◦S,S,T [IM , IM , idS�IM
] = [M,N, s],

c'est-à-dire que

[IM ⊗M M,N ⊗M IM , s • idS�IM ] = [M,N, s].

Par construction de HomS/�(S, T ), il su�t de voir que les triplets (IM ⊗M

M,N ⊗M IM , idS�IM
• s) et (M,N, s) sont isomorphes dans M

S
×
T
M. Pour

cela, nous commençons par remarquer que

s • id
S�IM

= α−1
S,N,IM

(s� id
IM

)α
S,M,IM

(id
S
� cMI,M ).

Dès lors, les �èches g−1
MM

et d−1
MN

sont telles que le diagramme

S � (IM ⊗M M)

S � (M ⊗M IM) (S �M)� IM (T �N)� IM

T � (N ⊗ IM)

S �MM T �N

id
S
�cMIM ,M

==

id
S
�g−1

MM !!

α
S,M,IM//

id
S
�d−1

MM

��

s�id
IM//

δ−1

S�M

ww

α−1

T,N,IM

!!
δ−1

T�N

�� id
T
�d−1

MN}}
s

//

est commutatif. Nous montrons similairement que si [U, V, t] ∈ HomS/�(T, S),
alors

[IM , IM , idS�IM
] ◦T,S,S [U, V, t] = [U, V, t].

En conséquence des propositions 3.3.5 et 3.3.6, nous avons muni S/� d'une
structure de catégorie.

Lemme 3.3.7. Si S est un objet de S et si P est un objet de M, alors
[P, P, id

S�P ] est une �èche identité sur S dans S/�.
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Démonstration. Par construction de HomS/�(S, S), nous avons immédiatement
que [IM , IM , idS�IM

] = [IM⊗M P, IM⊗M P, α
−1
S,IM ,P

(id
S�IM

� id
P

)α
S,IM ,P

]. Il est par

ailleurs clair que les triplets (IM ⊗M P, IM ⊗M P, idS�(IM⊗MP )
) et (P, P, id

S�P )

sont isomorphes dans M
S
×
S
M par naturalité de gMP

. Dès lors, [P, P, id
S�P ] =

[IM , IM , idS�IM
] dans HomS/�(S, S) et la conclusion découle de la proposition

3.3.6.

Flèches inverses. Soient S et T deux objets de S/�. Nous dé�nissons une
relation de HomS/�(S, T ) dans HomS/�(T, S) de la façon suivante

( )−1
S,T : HomS/�(S, T ) → HomS/�(T, S)

[M,N, s] 7→ [N,M, s−1].

Il est immédiat que cette relation est une application. Nous pouvons alors
énoncer le résultat suivant.

Proposition 3.3.8. Le quadruplet (S/�, ◦, id, ( )−1) est un groupoïde.

Démonstration. Nous avons montré précédemment que le triplet (S/�, ◦, id)
est une catégorie. Il reste donc à voir que si S et T sont deux objets de S/� et
si [M,N, s] ∈ HomS/�(S, T ), alors

[N,M, s−1] ◦S,T,S [M,N, s] = [IM , IM , idS�IM
]

[M,N, s] ◦T,S,T [N,M, s−1] = [IM , IM , idT�IM ]

ce qui revient à montrer que

[M ⊗M N,M ⊗M N, s
−1 • s] = [IM , IM , idS�I ]

[N ⊗M M,N ⊗M M, s • s−1] = [IM , IM , idT�I ].

Nous commençons par remarquer que s−1 • s = id
S�(M⊗MN)

et que s • s−1 =

id
T�(N⊗MM)

puisque la 2-action � est identitaire sur la symétrie diagonale. Dès
lors, les égalités désirées se déduisent du lemme 3.3.7.

Dans la proposition précédente, nous avons utilisé le fait que l'action � est
identitaire sur la symétrie diagonale. Nous construisons alors un foncteur de S
dans S/�, noté P�, de la façon suivante:

P� : S → S/�
S

T

f

��
7→

S

T

[IM ,IM ,f�idIM
]

��
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Proposition 3.3.9. P� est un foncteur.

Démonstration. Nous commençons par remarquer que pour tout objet S de
S, P�(id

S
) = [IM , IM , idS � idIM ] = [IM , IM , idS�IM

] et P� préserve les �èches
identités. Soient alors R, S, T trois objets de S et soient f ∈ HomS(R,S),
g ∈ HomS(S, T ). Il faut voir que P�(g)P�(f) = P�(gf). Cette dernière égalité
s'écrit également [IM ⊗M IM , IM ⊗M IM , (g � idIM ) • (f � id

IM
)] = [IM , IM , (gf) �

id
IM

]. Par construction de HomS/�(R, T ), il su�t de voir que les triples
(
IM⊗M

IM , IM⊗M IM , (g�idIM )•(f�id
IM

)
)
et
(
IM , IM , (gf)�id

IM

)
sont isomorphes dans

M
R
×
T
M. Pour cela, puisque cMIM ,IM

= id
IM⊗M IM

, nous calculons immédiatement

que (g� id
IM

) • (f � id
IM

) = α−1
T,IM ,IM

(
(gf � id

IM
)� id

IM

)
α
R,IM ,IM

. Dès lors, la

conclusion vient du fait que la �èche d−1
MIM

est telle que le diagramme

R� (IM ⊗M IM)

(R� IM)� IM (T � IM)� IM

T � (IM ⊗M IM)

R� IM T � IM

α
R,IM ,IM
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id
R
�d−1

MIM
��

(
(gf)�id

IM

)
�id

IM //

δ−1
R�IM

yy

α−1
T,IM ,IM

%%

δ−1
T�IM

%%

id
T
�d−1

MIM
��

(gf)�id
IM

//

est commutatif.

Nous construisons en�n une transformation η� : P�� ⇒ P�Π1
S,M

dé�nie par
la famille de �èches

{η�(S,M)
:= S �M

[IM ,M,δ−1

S�M
]

−−−−−−−−→ S}(S,M)∈ Ob(S×M)

Proposition 3.3.10. η� est une transformation naturelle.

Démonstration. Soient (S,M), (T,N) deux objets de S ×M et soit (f, u) ∈
HomS×M

(
(S,M), (T,N)

)
. Nous devons montrer que

P�(f)η�(S,M)
= η�(T,N)

P�(f � u).

Il faut donc voir que [IM ⊗M IM , IM ⊗M M, (f � id
IM

) • δ−1
S�M

] = [IM ⊗M IM , N ⊗M

IM , δ
−1
T�N

•
(
(f � u) � id

IM

)
]. Par construction de HomS/�(S �M,T ), il suf-

�t de voir que ces deux triplets sont isomorphes dans M
S�M×T M. Pour cela,

par naturalité de α, nous calculons que (f � id
IM

) • δ−1
S�M

=
(
f � (id

IM
⊗M

id
M

)
)
(id

S
� cMM,IM

)α−1
S,M,IM

(δ−1
S�M

� id
IM

)α
S�M,IM ,IM

. D'autre part, puisque

cMIM ,IM
= id

IM⊗M IM
, nous calculons que δ−1

T�N
•
(
(f�u)�id

IM

)
= α−1

T,N,IM
(δ−1
T�N
�
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id
IM

)
((

(f �u)� id
IM

)
� id

IM

)
αS�M,IM ,IM

. Dès lors, la conclusion vient du fait

que les �èches id
IM⊗M IM

et cMIM ,N
(id

IM
⊗M u) sont telles que le diagramme

(S �M)� (IM ⊗M IM)

(
(S �M)� IM

)
� I

(S �M)� IM S � (M ⊗M IM)

S � (IM ⊗M M)

T � (IM ⊗M M)

(S �M)� (IM ⊗M IM)

(
(S �M)� IM

)
� IM

(
(T �N)� IM

)
� IM

(T �N)� IM

T � (N ⊗ IM)

T � (IM ⊗M N)

α
S�M,IM ,IM

>>

id
S�M�idIM⊗M IM

��

δ−1
S�M

�id
IM

AA

α−1
S,M,IM //

(
(f�u)�id

IM

)

��

id
S
�cMM,IM

��

f�(u⊗M idIM
)

��

f�(id
IM
⊗M idM )

  

id
T
�(id

IM
⊗Mu)

��

α
S�M,IM ,IM   

(
(f�u)�id

IM

)
�id

IM &&
δ−1

T�N�idIM

88

α−1
T,N,IM

>>

id
T
�cMIM ,N
��

commute.

L'important lemme suivant permet de décomposer les �èches de S/�.

Lemme 3.3.11. Soient S, T deux objets de S/� et [M,N, v] ∈ HomS/�(S, T ).
Le diagramme

S
[M,N,v] //

η−1
�(S,M)

��

T

S �M
P�(v)

// T �N

η�(T,N)

OO

est commutatif dans S/�.

Démonstration. Nous devons montrer que [M,N, v] = [M⊗M (IM⊗M IM), (N⊗M

IM) ⊗M IM ,
(
δ−1
T�N

• (v � id
IM

)
)
• δ−1

S�M
]. Par construction de HomS/�(S, T ), il

su�t de voir que ces deux triplets sont isomorphes dans M
S
×
T
M. Puisque

cMIM ,IM
= id

IM⊗M IM
, nous déduisons de la compatibilité entre les contraintes
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d'associativité et de symétrie que cMIM ,IM⊗M IM
= aMIM ,IM ,IM

. Nous calculons

alors que
(
δ−1
T�N
•(v�id

IM
)
)
•δ−1

S�M
= α−1

T,N⊗M IM ,IM
(α−1

T,N,IM
�id

IM
)
(
(δ−1
T�N
�id

IM
)�

id
IM

)((
(v�id

IM
)� id

IM

)
� id

IM

)
α

(S�M)�IM ,IM ,IM
(δ
S�M �idIM⊗M IM

)α
S,M,IM⊗M IM

.

Nous remarquons par ailleurs que les diagrammes

S �M T �N

(S �M)� IM (T �N)� IM

(
(S �M)� IM

)
� IM

(
(T �N)� IM

)
� IM

((
(S �M)� IM

)
� IM

)
� IM

((
(T �N)� IM

)
� IM

)
� IM

v //

δ
S�M

�� v�id
IM //

δ
S�M�idIM �� (v�id

IM
)�id

IM //

δ
((S�M)�IM )�IM 

 (

(v�id
IM

)�id
IM

)
�id

IM

//

δ−1

((T�N)�IM )�IM

QQ

δ−1

T�N�idIM

II

δ−1

T�N

II

S �M

S � (M ⊗M IM)

(S �M)� IM

S � (M ⊗M (IM ⊗M IM))

(
(S �M)� IM

)
� IM

(S �M)� (IM ⊗M IM)

(
(S �M)� IM

)
� (IM ⊗M IM)

((
(S �M)� IM

)
� IM

)
� IM

id
S
�dMM

��

δMS�M //

αMS,M,IM

66

id
S
�(id

M
⊗MdMIM

)

��

δ
S�M�idIM

��
id
S�M�dMIM

��
α
S,M,IM⊗M IM $$ id

(S�M)�IM
�dMIM





δ
((S�M)�IM )�IM

��

δ
S�M�idIM⊗M IM &&

α
(S�M)�IM ,IM ,IM ((
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T �N

T � (N ⊗M IM)

(T �N)� IM

T �
(
(N ⊗M IM)⊗M IM

)
(
(T �N)� IM

)
� IM

(
T � (N ⊗M IM)

)
� IM

(
(T �N)� IM

)
� IM

((
(T �N)� IM

)
� IM

)
� IM

id
T
�dMN

��

δ−1

T�N //

α−1

T,N,IM
((

id
S
�(dMN

⊗M idIM
)

��δ
T�(N⊗M IM )





δ−1

T�N
�id

IM

@@

δ
(T�N)�IM

��

α−1

T,M⊗M IM ,IM

::

δ−1

((T�N)�IM )�IM

GG

α−1

T,N,IM
�id

IM

88

(δ−1

T�N
�id

IM
)�id

IM

66

sont commutatifs. Nous les désignons respectivement par 1©, 2© et 3©. Dès lors,
la conclusion vient du fait que les �èches (id

M
⊗MdMIM

)dMM
et (dMN

⊗M idIM
)dMN

sont telles que le diagramme

S �M T �N

S �
(
M ⊗M (IM ⊗M IM)

)
T �

(
(N ⊗M IM)⊗M IM

)
• •

1©2© 3©

v //
id
S
�
(

(id
M
⊗MdMIM

)dMM

)
{{

id
T
�
(

(dMN
⊗M idIM

)dMN

)
##(

δ−1

T�N
•(v�id

IM
)
)
•δ−1

S�M

//�� ��

est commutatif.

Lemme 3.3.12. Le triple (S/�, P�, η�) est un 2-trivialisateur relatif à �.

Démonstration. Nous devons montrer que pour tout objet S de S et tout paire
d'objets M et P de M, le diagramme

S � (M ⊗M P )
η�S,M⊗MP //

P�(α
S,M,P

)

��

S

(S �M)� P
η�S�M,P

// S �M

η�S,M

OO

104



est commutatif, ce qui revient à montrer la commutativité du diagramme

S
η−1
�S,M //

η−1
�S,M⊗MP

��

S �M

S � (M ⊗M P )
P�(α

S,M,P
)
// (S �M)� P.

η�S�M,P

OO

Par le lemme 3.3.11, cela revient encore à montrer que [M ⊗M P, P, αS,M,P ] =
[M, IM , δS�M ]. Pour voir cela, nous commençons par remarquer que les triples
(M ⊗M P, P, αS,M,P ) et (M ⊗M P, P ⊗M IM , id(S�M)�P • δS�M ) sont isomorphes
dans M

S
×
S�MM. En e�et, nous calculons directement que

id
(S�M)�P • δS�M = α

S�M,P,IM
(id

S
� cMIM ,P

)α−1
S�M,IM ,P

(δ
S�M � idP )α

S,M,P

et dès lors, les �èches id
M⊗MP

et dMP
sont telles que le diagramme

S � (M ⊗M P ) (S �M)� P

S � (M ⊗M P ) (S �M)� (P ⊗M IM)

(S �M)� P

(S �M)� (IM ⊗M P )

(
(S �M)� IM

)
� P

S �
(
M ⊗M (IM ⊗M P )

)

S �
(
(M ⊗M IM)⊗M P

)
(
S � (M ⊗M IM)

)
� P

α
S,M,P //

id
S
�id

M⊗MP

��
id
S�M�dMP
��

id
S�M�gMP

""

id
S
�(id

M
⊗MgMP

)

**

id
S
�(dMM

⊗M idP )

��

α
S,M,P

��

δ
S�M�idP

$$

id
S�M�cMIM ,P

OO

α−1
S�M,IM ,P

CC

α
S,M,IM⊗MP

$$
id
S
�a

M,IM ,P

��

α
S,M⊗M IM ,P

��

α
S,M,IM

�id
P

��
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est commutatif. Nous calculons alors que

[M ⊗M P, P, αS,M,P ] = [M ⊗M P, P ⊗M IM , id(S�M)�P • δS�M ]

= [P, P, id
(S�M)�P ] ◦S,S�M,S�M [M, IM , δS�M ]

= [M, IM , δS�M ]

par le lemme 3.3.7.

Nous énonçons alors le résultat principal de cette section.

Proposition 3.3.13. Le triple (S/�, P�, η�) est un 2-système trivialisant re-
latif à �.

Démonstration. Soit (X, X, χ) un 2-trivialisateur relatif à �. Nous remarquons
que pour toute paire d'objets S et T de S/�

HomS/�(S, T ) → HomX(X(S), X(T ))

[M,N, s] 7→ X(S)
χ−1
S,M−−−→ X(S �M)

X(s)−−−→ X(T �N)
χT,N−−−→ X(T )

est une application de HomS/�(S, T ) dans HomX(X(S), X(T )). En e�et, si
[M,N, s] = [U, V, t] dans HomS/�(S, T ), alors il existe deux objets P , Q et deux

�èches M ⊗M P
f−→ U ⊗M Q, N ⊗M P

g−→ V ⊗M Q de M tels que le diagramme

S � (M ⊗M P ) (S �M)� P (T �N)� P T � (N ⊗M P )

S � (U ⊗M Q) (S � U)�Q (T � V )�Q T � (V ⊗M Q)

α
S,M,P //

id
S
�f

��

s�id
P //

α−1
T,N,P //

id
T
�g

��
α
S,U,Q

//
t�id

Q

//
α−1
T,V,Q

//
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est commutatif. Dès lors, par la commutativité du diagramme,

X(S)

X(S �M) X(T �N)

X(T )

X(S � U) X(T � V )

X
(
(S �M)� P

)
X
(
(T �N)� P

)

X
(
S � (M ⊗M P )

)
X
(
T � (N ⊗M P )

)

X
(
S � (U ⊗M Q)

)
X
(
T � (V ⊗M Q)

)

X
(
(S � U)�Q

)
X
(
(T � V )�Q

)

χ−1
S,M

DD

χ−1
S,M⊗MP

44

χ−1
S,U⊗MQ

**

χ−1
S,U

��

X(s) //

χ−1
S�M,P

��

χT,N

��

χ−1
T�N,P

��

X(t)
//

χT,V

DD

X(s�id
P

)
//

X(α−1

S,M,P
)

��

X(α−1

T,N,P
)

��

X(id
S
�f)

��

χT,N⊗MP

**
X(id

T
�g)

��

X(α
S,U,Q

)

��

χT,V⊗MQ

44

X(α
T,V,Q

)

��

X(t�id
Q

)
//

χS�U,Q

��

χT�V,Q

��

nous concluons que χT,NX(s)χ−1
S,M = χT,VX(t)χ−1

S,U , ce qui termine de montrer
que la relation dé�nie ci-dessus est une application. Nous pouvons alors dé�nir

X : S/� → X

S

T

[M,N,s]

��

7→

X(S)

X(S �M)

X(T �N)

X(T )

χ−1
S,M��

X(s)��

χT,N��

Si R, S, T sont trois objets de S/� et si [M,N, s] ∈ HomS/�(R,S), [U, V, t] ∈
HomS/�(S, T ) sont deux �èches de S/�, alors par la commutativité du dia-
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gramme

X(R) X
(
R� (M ⊗M U)

)
X(R�M) X

(
(R�M)� U

)
X(S �N) X

(
(S �N)� U

)

X(S)

X
(
S � (N ⊗M U)

)
X
(
S � (U ⊗M N)

)
X(S � U) X

(
(S � U)�N

)
X(T � V ) X

(
(T � V )�N)

X(T ) X
(
T � (V ⊗M N)

)

χ−1
R,M⊗MU //

χ−1
R,M ��

X(α
R,M,U

)��χ−1
R�M,U //

X(s) �� X(s�id
U

)��

χ−1
S�N,U

//

χS,N

��

X(α−1

S,N,U
)��

χ−1
S,N⊗MU 11

χ−1
S,U⊗MN

--

χ−1
S,U

��

X(id
S
�cMN,U )��

X(α
S,U,N

)��χ−1
S�U,N //

X(t) �� X(t�id
N

)��

χ−1
T�V,N

//

χT,V �� X(α−1

T,V,N
)��

χT,V⊗N
oo

nous voyons directement que X([U, V, t])X([M,N, s]) = X([M⊗U, V ⊗N, t•s])
et donc que X préserve la composition des �èches de S/�. Par ailleurs, pour
tout objet S de S/�, nous avons que X([IM , IM , idS�IM

]) = χS,IMX(id
S�IM

)

χ−1
S,IM

= id
X(S)

, et donc X préserve les �èches identités. Il s'ensuit que X est

un foncteur. Celui-ci est tel que XP� = X puisque pour toute �èche S
f−→ T

de S, nous avons que

X
(
P�(f)

)
= χT,IMX(f � id

IM
)χ−1
S,IM

= X(f)

par naturalité de χ; celui-ci est également tel que i
X
∗ η� = χ puisque pour

tout objet (S,M) de S×M, nous avons que

X(η�(S,M)
) = χS,MX(δ−1

S�M
)χ−1
S�M,IM

= χS,M

par la remarque 2.1.7. Clairement, par le lemme 3.3.11, X est l'unique foncteur
de S/� dans X possédant ces deux propriétés. Soit alors (X, X ′, χ′) un second
2-système trivialisant relatif à � (nous désignons par X ′ l'unique foncteur de
S/� dans X tel que X ′P� = X ′ et i

X′
∗ η = χ′). Soit ψ : X ⇒ X ′ une

transformation naturelle telle que (ψ ∗ i
Π1
S,M

)χ = χ′(ψ ∗ i�). Nous construisons

une transformation ψ : X → X ′ dé�nie par la famille de �èches

{ψS := X(S)
ψS−−→ X ′(S)}S∈ Ob(S/�).
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Cette transformation est naturelle. En e�et, si S
[M,N,s]−−−−−→ T est une �èche de

S/�, alors le diagramme

X(S) X ′(S)

X(T ) X ′(T )

ψS //

X([M,N,s])

��
X′([M,N,s])

��

ψT

//

se décompose comme

X(S) X ′(S)

X(S �M) X ′(S �M)

X(T �N) X ′(T �N)

X(T ) X ′(T )

ψS //

χ−1
S,M

��
χ′−1
S,M

��ψS�M //

X(s)

��
X′(s)

��

ψT�N

//

χT,N

��
χ′T,N
��

ψT

//

et est donc commutatif. Clairement, ψ ∗ i
P�

= ψ puisque P� est l'identité

sur les objets de S et ψ est l'unique transformation naturelle entre X et X ′

possédant cette propriété puisque X et X ′ s'identi�ent respectivement à X et
X ′ sur les objets de S/�.

Nous allons maintenant montrer que les 2-systèmes trivialisant de 2-actions
identitaires sur la symétrie diagonale commutent avec les 2-produits bianaires.
Soient (�, α, δ) : S × M → S et (�′, α′, δ′) : T × N → T deux 2-actions de
G rpd identitaires sur la symétrie diagonale. Dans ce cas, la 2-action produit
(�×�′, α× α′, δ × δ′) est alors également identitaire sur la symétrie diagonale.
Considérons alors les 2-systèmes trivialisants (S/�, P�, η�), (T/�′, P�′ , η�′),
(S× T/�×�′, P�×�′ , η�×�′) construits précédemment et l'unique foncteur

P� × P�′ : S× T/�×�′ → S/�×T/�′

(S, T )

(S′, T ′)

[(M,N),(M ′,N ′),(f,g)]

��
7→

(S, T )

(S′, T ′)

([M,M ′,f ],[N,N ′,g])

��

entre S× T/�×�′ et S/�×T/�′ tel que

P� × P�′P�×�′ = P� × P�′
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et
i
P�×P�′

∗ η�×�′ = (η� × η�′) ∗ i(Π1
S,T
×Π1

M,N
,Π2

S,T
×Π2

M,N
)
.

Proposition 3.3.14. P� × P�′ est un isomorphisme de groupoïdes.

Démonstration. Si S, S′ sont deux objets de S/� et T , T ′ sont deux objets de
T/�′, nous commençons par remarquer que la relation

HomS/�×T/�′
(
(S, T ), (S′, T ′)

)
→ Hom(S×T)/�×�′

(
(S, T ), (S′, T ′)

)
([M,M ′, s], [N,N ′, t]) 7→ [(M,N), (M ′, N ′), (s, t)]

est une application. En e�et si ([M,M ′, s], [N,N ′, t]) = ([U,U ′, s′], [V, V ′, t′])
dans HomS/�×T/�′

(
(S, T ), (S′, T ′)

)
, alors il existe deux objets P et Q ainsi

que deux �èches M ⊗M P
f−→ U ⊗M Q, M

′ ⊗M P
g−→ U ′ ⊗M Q de M tels que le

diagramme

S � (M ⊗M P ) (S �M)� P (S′ �M ′)� P S′ � (M ′ ⊗M P )

S � (U ⊗M Q) (S � U)�Q (S′ � U ′)�Q S′ � (U ′ ⊗M Q)

α
S,M,P //

id
S
�f

��

s�id
P //

α−1

S′,M′,P//

id
S′
�g

��
α
S,U,Q

//
s′�id

Q

//
α−1

S′,U′,Q

//

est commutatif et il existe deux objets X et Y ainsi que deux �èches N⊗MX
h−→

V ⊗M Y , N
′ ⊗M X

k−→ V ′ ⊗M Y de N tels que le diagramme

T � (N ⊗M X) (T �N)�X (T ′ �N ′)�X T ′ � (N ′ ⊗M X)

T � (V ⊗M Y ) (T � V )� Y (T ′ � V ′)� Y T ′ � (V ′ ⊗M Y )

α
T,N,X//

id
T
�h

��

t�id
X //

α−1

T ′,N′,X//

id′
T
�k

��
α
T,V,Y

//
t′�id

Y

//
α−1

T ′,V ′,Y

//

est commutatif. Mais alors (P,X), (Q,Y ), (M ⊗M P,N ⊗M X)
(f,h)−−−→ (U ⊗M

Q,V ⊗M Y ), (M ′ ⊗M P,N
′ ⊗M X)

(h,k)−−−→ (U ′ ⊗M Q,V
′ ⊗M Y ) sont respective-

ment deux objets et deux �èches de (S × T)/�×�′ telles que le produit
cartésien des deux diagrammes précédemment cités est commutatif. Ainsi
[(M,N), (M ′, N ′), (s, t)] = [(U, V ), (U ′, V ′), (s′, t′)]. Nous dé�nissons alors

(P� × P�′)−1 : S/�×T/�′ → (S× T)/�×�′

(S, T )

(S′, T ′)

([M,M ′,s],[N,N ′,t])

��
7→

(S, T )

(S′, T ′)

[(M,N),(M ′,N ′),(s,t)]

��
.
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Clairement, (P� × P�′)−1 préserve les �èches identités. Par ailleurs, si S �
M

s−→ S′ �M ′ et S′ �M ′′ s
′

−→ S′′ �M ′′′ sont deux �èches de S et si T �′ N t−→
T ′�′N ′ et T ′�′N ′′ t

′

−→ T ′′�′N ′′′ sont deux �èches de T, alors (s′ • s, t′ • t) =
(s′, t′) • (s, t) dans S × T et il suit que (P� × P�′)−1 préserve la composition
des �èches. Ainsi, (P� × P�′)−1 est un foncteur et il est alors évident que
P� × P�′ et que (P� × P�′)−1 sont deux isomorphismes de catégories inverses
l'un de l'autre.

3.4 Réduction de 2-actions

Dé�nition 3.4.1. Soient (�, α, δ) : S×M→ S et (�′, α′, δ′) : T×N→ N deux
2-actions, respectivement d'un 2-monoïde symétrique (M,⊗M , IM , aM , gM , dM , cM
sur un groupoïde S et d'un 2-monoïde symétrique (N,⊗N , IN , aN , gN , dN , cN sur
un groupoïde T. Un 1-morphisme de 2-actions est la donnée d'un triple(
P, (F, f, fI), η

)
où:

1. P : S→ T est un foncteur;

2. (F, f, fI) : M→ N est un 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques;

3. η : P� ⇒ �′(P ×F ) est un isomorphisme naturel tel que pour tout objet
S de S et tout objet M et N de M, les diagrammes

P
(
S � (M ⊗M N)

)
P
(
(S �M)�N

)

P (S)�′ F (M ⊗M N) P (S �M)�′ F (N)

P (S)�′
(
F (M)⊗N F (N)

) (
P (S)�′ F (M)

)
�′ F (N)

P (α
S,M,N

)
//

η
S,M⊗MN

��
η
S�M,N

��

id
P (S)

�′f−1

M,N

��
η
S,M
�′id

F (N)

��

α′
P (S),F (M),F (N)

//

P (S) P (S � IM)

P (S)�′ IN P (S)�′ F (IM)

P (δ
S

)
//

δ′
P (S)

��
η
S,IM
��

id
P (S)

�′fI
//

sont commutatifs.

Si
(
P, (F, f, fI), η

)
et
(
Q, (G, g, gI), θ

)
: (�, α, δ) → (�′, α′, δ′) sont deux 1-

morphismes de 2-actions, un 2-morphisme de 2-actions est donné par un couple
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(ρ, φ), où ρ : P ⇒ Q et φ : F ⇒ G sont deux isomorphismes naturels tels que
le diagramme

P� �′(P × F )

Q� �′(Q×G)

η +3

ρ∗i�
��

i
�′
∗(ρ×φ)

��

θ
+3

est commutatif.

Remarque 3.4.2. Les 2-actions, les 1-morphismes de 2-actions ainsi que les
2-morphismes de 2-actions forment une 2-catégorie; la 1-composition ainsi que
les 2-compositions horizontales et verticales sont dé�nies dans le sens le plus
évident. Nous laissons les véri�cations usuelles au lecteur.

Dé�nition 3.4.3. Soit (�, α, δ) : S × M → S une 2-action d'un 2-monoïde
symétrique (M,⊗M , IM , aM , gM , dM , cM) sur un groupoïde S et soit E une classe
d'endomorphismes de S. Une 2-action réduite relativement à E est la donnée

d'un couple
((

(�E , αE , δE ) : SE ×ME → SE
)
,
(
P E , (F E , fE , fE

I ), ηE
))
, où:

1. (�E , αE , δE ) : SE ×ME → SE est une 2-action;

2.
(
P E , (F E , fE , fE

I ), ηE
)

: (�, α, δ)→ (�E , αE , δE ) est un 1-morphisme de

2-actions tel que pour tout (A
ε−→ A) ∈ E , P E (ε) = idPE (A).

Cette 2-action réduite relativement à E est dite universelle si pour toute 2-

action réduite relativement à E
((

(�. , β, γ) : T×N→ T
)
,
(
Q, (G, g, gI), ζ

))
, il

existe un unique 1-morphisme de 2-actions noté
(
Q, (G, g, gI), ζ

)
: (�E , αE , δE )

→ (�. , β, γ) entre (�E , αE , δE ) et (�. , β, γ) tel que(
Q, (G, g, gI), ζ

)(
P E , (F E , fE , fE

I ), ηE
)

=
(
Q, (G, g, gI), ζ

)
;

de plus, si
((

(�. , β, γ) : T×N→ T
)
,
(
Q′, (G′, g′, g′I), ζ

′)) est une autre 2-action

réduite relativement à E et (ρ, φ) :
(
Q, (G, g, gI), ζ

)
⇒
(
Q′, (G′, g′, g′I), ζ

′) un
2-morphisme de 2-actions, alors il existe un unique 2-morphisme de 2-actions
noté (ρ, φ) :

(
Q, (G, g, gI), ζ

)
⇒
(
Q′, (G′, g′, g′I), ζ

′
)
entre

(
Q, (G, g, gI), ζ

)
et(

Q′, (G′, g′, g′I), ζ
′
)
tel que

(ρ, φ) ∗ (iPE , iFE ) = (ρ, φ).

Étant donnée une 2-action (�, α, δ) : S×M→ S d'un 2-monoïde symétrique
(M,⊗M , IM , aM , gM , dM , cM) sur un groupoïde S et une classe E d'endomorphismes
de S, nous introduisons les dé�nitions suivantes a�n de construire une 2-action
réduite universelle relativement à E .
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Dé�nition 3.4.4. Soient S et T deux objets de S et s, t ∈ HomS(S, T ). Nous
dirons que s est strictement compris dans t relativement à E et nous noterons
s <E

S,T t s'il existe un naturel non nul n, n objets S1, S2,...,Sn de S, n + 1
�èches si : Si → Si+1 de S pour i ∈ {0, ..., n} (en notant S0 = S, Sn+1 = T )
telles que

s = snsn−1...s1s0

et n endomorphismes ai : Si → Si de S pour i ∈ {1, ..., n} tels que

t = snansn−1an−1...s1a1s0

de sorte que pour tout i ∈ {1, ..., n}, il existe un endomorphisme εi de S qui est
tel que εi ∈ E ou ε−1

i ∈ E , de sorte que ai = εi ou il existe un naturel non nul

ni et ni objetsMi1,Mi2, ...,Mini de M tels que ai =
(
...
(
(εi� idMi1)� idMi2

)
�

...
)
� idMini

. Nous dirons que s est compris dans t relativement à E et nous

noterons s ≤E
S,T t si s = t ou si s <E

S,T t.

Remarque 3.4.5. Pour aider à la compréhension de la dé�nition précédente,
les deux morphismes

s := S
s0−→ (E1 �M1)�M2

s1−→ E2
s2−→ T

t := S
s0−→ (E1 �M1)�M2

(ε−1
1 �idM1

)�id
M1−−−−−−−−−−−−−→ (E1 �M1)�M2

s1−→ E2
ε2−→ E2

s2−→ T,

où E1
ε1−→ E1, E2

ε2−→ E2 ∈ E et où M1,M2 sont deux objets de M, sont un
exemple de deux morphismes tels que s ≤E

S,T t. Par rapport à la dé�nition
précédente, il s'agit d'un cas particulier où n = 2, n1 = 2, n2 = 0.

Proposition 3.4.6. Soient R, S et T trois objets de S, u et v deux éléments de

HomS(R,S), r, s, et t trois éléments de ∈ HomS(S, T ), M
f−→ N un morphisme

de M et S′
ε−→ S′ un élément de E . Les propriétés suivantes sont satisfaites:

1. s ≤E
S,T s;

2. si s ≤E
S,T t, alors t ≤E

S,T s;

3. si r ≤E
S,T s et s ≤E

S,T t, alors r ≤E
S,T t;

4. si s ≤E
S,T t et u ≤E

R,S v, alors su ≤E
R,T tv;

5. si s ≤E
S,T t , alors s� f ≤E

S�M,T�N t� f ;

6. idS′ ≤E
S′,S′ ε.

Démonstration. 1. Par dé�nition, il est clair que s est compris à s relative-
ment à E .
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2. Si s = t, le résultat est clair. Sinon, soient

s = snsn−1...s1s0

t = snansn−1an−1...s1a1s0

deux décompositions comme dans la dé�nition 3.4.4. Dans ce cas

t = (snan)(sn−1an−1)...(s1a1)s0

s = (snan)a−1
n (sn−1an−1)a−1

n−1...(s1a1)a−1
1 s0

sont également deux telles décompositions et t ≤E
S,T s.

3. Si r = s ou s = t, alors le résultat est clair. Sinon, soient

r = rmrm−1...r1r0

s = rmbmrm−1bm−1...r1b1r0

et
s = snsn−1...s1s0

t = snansn−1an−1...s1a1s0

deux paires de décompositions comme dans la dé�nition 3.4.4. Dans ce
cas

r = snsn−1...s1(s0s
−1rm)rm−1...r1r0

t = snansn−1an−1...s1a1(s0s
−1rm)bmrm−1bm−1...r1b1r0

sont également deux telles décompositions et r ≤E
S,T t.

4. Quatre cas sont à envisager. Si s = t et u = v, alors su = tv et le résultat
est clair. Si s 6= t et u = v, alors soient

s = snsn−1...s1s0

t = snansn−1an−1...s1a1s0

deux décompositions comme dans la dé�nition 3.4.4. Dans ce cas

su = snsn−1...s1(s0u)

tv = snansn−1an−1...s1a1(s0u)

sont également deux telles compositions et su ≤E
R,T tv. Le cas ou s = t

et u 6= v se démontre de la même façon. Si s 6= t et u 6= v, alors par ce
qui précède, nous savons que su ≤E

R,T tu et que tu ≤E
R,T tv. Dès lors, par

3.4.6.3, nous trouvons que su ≤E
R,T tv.
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5. Si s = t, le résultat est clair. Sinon, soient

s = snsn−1...s1s0

t = snansn−1an−1...s1a1s0

deux décompositions comme dans la dé�nition 3.4.4. Dans ce cas

s� f = (sn � idN )(sn−1 � idN )...(s1 � idN )(s0 � f)

t� f = (sn � idN )(an � idN )(sn−1 � idN )...(s1 � idN )(a1 � idN )(s0 � f)

sont également deux telles compositions et s� f ≤E
S�M,T�N t� f

6. Le résultat découle directement des deux décompositions

id
S′ = id

S′ idS′

ε = (id
S′ )(ε)(idS′ ).

Il suit de 3.4.6.1, de 3.4.6.2 et de 3.4.6.3 que pour chaque paire d'objets S et
T de S, ≤E

S,T est une relation d'équivalence sur HomS(S, T ). De plus, en vertu
de 3.4.6.4, la famille de relations d'équivalence (≤E

S,T ) est compatible avec la loi
de composition de S. Nous dé�nissons dès lors un le groupoïde SE de la façon
suivante: les objets de SE sont les objets de S, et pour toute paire d'objets S et
T de S, HomSE (S, T ) = HomS(S, T )/ ≤E

S,T (si s ∈ HomS(S, T ), nous noterons
[s] sa classe d'équivalence dans HomSE (S, T )), la composition des �èches et les
�èches identités étant celles induites par la composition et les �èches identités
de S. Dès lors, en vertu de 3.4.6.5, nous avons une 2-action

(�E , αE , δE ) : SE ×M → SE

(S,M)

(T,N)

([s],f)

��
7→

S �M

T �N

[s�f ]

��

où pour tout objet S de S et tout objet M et N de N, αE
S,M,N = [αS,M,N ] et

δE
S = [δS ]. Notons également que nous avons un foncteur

P E : S → SE

S

T

s

��
7→

S

T

[s]

��
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et par dé�nition de �E , celui-ci est tel que

P E� = �E (P E × IdM).

Ainsi, nous déduisons des dé�nitions de αE et de δE que

(P E , (IdM, id, idI), iPE�) : (�, α, δ)→ (�E , αE , δE )

est un 1-morphisme de 2-actions. Dès lors, puisque par la proposition 3.4.6.6,
P E (ε) = idS′ pour tout S′

ε−→ S′ ∈ E , nous concluons que((
�E , αE , δE

)
,
(
P E , (IdM , id, idI ), iPE�

))
est une 2-action réduite relativement à E .

Théorème 3.4.7. La 2-action réduite((
�E , αE , δE

)
,
(
P E , (IdM , id, idI ), iPE�

))
construite précédemment est universelle.

Démonstration. Soit
((

(�. , β, γ) : T× N→ T
)
,
(
Q, (G, g, gI), ζ

))
une 2-action

réduite relativement à E . Nous commençons par remarquer que si S et T sont
deux objets de S et si s et t sont deux éléments de HomS(S, T ) tels que f ≤E

S,T g,
alors Q(s) = Q(t). En e�et, si s = t, cela est évident. Sinon, nous pouvons
considérer une décomposition

s = snsn−1...s1s0

t = snansn−1an−1...s1a1s0

comme dans la dé�nition 3.4.4 et nous remarquons immédiatement

Q(t) = Q(sn)Q(an)Q(sn−1)Q(an−1)...Q(s1)Q(a1)Q(s0)

= Q(sn)idAnQ(sn−1)idAn−1
...Q(s1)idA1

Q(s0)

= Q(s).

Nous dé�nissons alors

Q : SE → T

S

T

[s]

��
7→

Q(S)

Q(T )

Q(s)

��

qui est tel que QP E = Q. Il est par ailleurs clair que Q est un foncteur. Notons
également qu'il existe une transformation

ζ : Q�E ⇒ �. (Q×G)
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dé�nie par la famille de �èches

{ζ(S,M) : Q(S �E M)
ζ(S,M)−−−−→ Q(S)�. G(M)}(S,M)∈ Ob(SE×M)

Par naturalité de ζ et au vu de la dé�nition de Q, il est clair que ζ est na-
turelle. Il est également facile de montrer que

(
Q, (G, g, gI), ζ

)
: (�E , αE , δE )→

(�. , β, γ) est l'unique 1-morphisme de 2-actions entre (�E , αE , δE ) et (�. , β, γ)
tel que (

Q, (G, g, gI), ζ
)(
P E , (IdM, id, idI), iPE�

)
=
(
Q, (G, g, gI), ζ

)
.

De plus, si
((

(�. , β, γ) : T×N→ T
)
,
(
Q′, (G′, g′, g′I), ζ

′)) est une autre 2-action

réduite relativement à E et si et (ρ, φ) :
(
Q, (G, g, gI), ζ

)
⇒
(
Q′, (G′, g′, g′I), ζ

′)
est un 2-morphisme de 2-actions, alors il existe une transformation

ρ : Q⇒ Q′

dé�nie par la famille de �èches

{ρS : Q(s)
ρS−−→ Q′(S)}S∈ Ob(SE ).

Par dé�nition de Q et par naturalité de ρ, il est clair que ρ est naturelle. Dès
lors, puisque pour tout objet S de S et tout objet M de M, le diagramme

Q(S �M) = Q(S �M) Q(S)�. G(M) = Q(S)�. G(M)

Q′(S �M) = Q′(S �M) Q′(S)�. G′(M) = Q′(S)�. G′(M)

ζS,M=ζS,M +3

ρS�M=ρS�M
��

ρS�
. φM=ρS�

. φM
��

ζ′S,M=ζ′S,M

+3

est commutatif, le couple (ρ, φ) :
(
Q, (G, g, gI), ζ

)
⇒
(
Q′, (G′, g′, g′I), ζ

′
)
est

un 2-morphisme de 2-actions. Celui-ci est tel que (ρ ∗ i
PE , φ ∗ iIdM ) = (ρ, φ)

puisque P E est identitaire sur les objets de S. Il est clair que (ρ, φ) est l'unique
2-morphisme entre

(
Q, (G, g, gI), ζ

)
et
(
Q′, (G′, g′, g′I), ζ

′
)
possédant cette pro-

priété.

Nous allons maintenant montrer que les 2-actions réduites universelles rel-
ativement à des classes d'endomorphismes données préservent les 2-produits,
moyennant une certaine condition sur les classes d'endomorphismes que nous
expliciterons plus loin. Soient (�, α, δ) : S×M→ S et (�′, α′, δ′) : T× N→ N
deux 2-actions, respectivement d'un 2-monoïde symétrique (M,⊗M , IM , aM , gM ,
dM , cM) interne à G rpd sur un groupoïde S et d'un 2-monoïde symétrique
(N,⊗N , IN , aN , gN , dN , cN) interne à G rpd sur un groupoïde T. Soient égale-
ment E et E ′, respectivement une classe d'endomorphismes de S et une classe
d'endomorphismes de T. De là, nous pouvons considérer la 2-action produit
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(�×�′, α× α′, δ × δ′) : (S × T) × (M × N) → S × T et sa 2-action réduite
universelle relativement à E × E ′,((
�×�′E×E ′

, α× α′E×E ′
, δ × δ′E×E ′)

,
(
PE×E ′ , (IdM×N , id, idI ), iPE×E ′�×�′

))
.

Nous considérons également les 2-actions réduites universelles relativement à
E et à E ′, ((

�E , αE , δE
)
,
(
P E , (IdM , id, idI ), iPE�

))
((
�′E

′
, α′E

′
, δ′E

′)
,
(
P E ′ , (IdN , id, idI ), iPE ′�′

))
.

Il est alors aisé de montrer que le couple(
(�E ×�′E

′
, αE × α′E

′
, δE × δ′E

′
), (P E × P E ′ , IdM × IdN , i(PE×PE ′ )�E×�′E ′

)
)

est une 2-action réduite relativement à E × E ′. En vertu du théorème 3.4.7, il
existe un unique morphisme de 2-actions

(P E × P E ′ , IdM × IdN , i
PE×PE ′�×�′E×E ′

)

de (�×�′E×E ′
, α× α′E×E ′

, (δ × δ′)E×E ′
) à (�E ×�′E ′ , αE × α′E ′ , δE × δ′E ′)

tel que P E × P E ′P E×E ′ = P E × P E ′ . Au vu de la preuve du théorème 3.4.7,
nous savons que P E × P E ′ peut se décrire comme

P E × P E ′ : (S× T)E×E ′ → SE × TE ′

(S, T )

(S′, T ′)

[(s,t)]

��
7→

(S, T )

(S′, T ′)

([s],[t])

��

Avant de démontrer le dernier résultat de cette section, nous introduisons
la dé�nition suivante

Dé�nition 3.4.8. Soit S un groupoïde. Une classe d'endomorphismes E de S
est dite étirante si pour tout objet S de S, il existe un objet E de S tel que
id
E
∈ E et il existe un isomorphisme f : S → E

Proposition 3.4.9. Si les classes d'endomorphismes E et E ′ sont étirantes,
alors le 1-morphisme de 2-actions (P E × P E ′ , IdM×IdN , i

PE×PE ′�×�′E×E ′
) con-

struit ci-dessus est un 1-isomorphisme de 2-actions.

Démonstration. Soient S, S′ deux objets de S et T , T ′ deux objets de T. Soient
également s, s′ ∈ HomS(S, S′) et t, t′ ∈ HomS(T, T ′) tels que [s] = [s′] dans
SE et [t] = [t′] dans TE ′ . Nous allons commencer par montrer que dans ce cas,
[(s, t)] = [(s′, t′)] dans (S× T)E×E ′ . Il y a quatre cas à considérer.

Cas 1. Si s = s′ et t = t′, le résultat est clair.
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Cas 2. Si s 6= s′ et t = t′, alors soient

s = snsn−1...s1s0

s′ = snansn−1an−1...s1a1s0

deux décompositions comme dans la dé�nition 3.4.4. Puisque E ′ est étirante,

il existe un objet E de T tel que id
E
∈ E et un isomorphisme T

f−→ E de T. Si
m est un naturel, nous noterons

fm := T
δ′
T−−→ T �′ I

δ′
T�′IN−−−−→ (T �′ IN)�′ IN

δ′
(T�′IN )�′IN−−−−−−−−→ ...→

(
...
(
(T �′ IN )�′ IN

)
...
)
�′ IN︸ ︷︷ ︸

m fois

(
...
(
(f�′id

IN
)�′id

IN

)
...

)
�′id

IN−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(
...
(
(E �′ IN )�′ IN

)
...
)
�′ IN

ãm :=
(
...
(
(id

E
�′ id

IN
)�′ id

IN

)
...
)
�′ id

IN

(par convention, f0 = f et ε0 = ε). Il est clair, par fonctorialité de �′, que
f−1
m εmfm = id

T
. Rappelons que pour tout 1 ≤ i ≤ n, il existe un endomor-

phisme εi ∈ E , un naturel ni et ni objets Mi,1, Mi,2,..., Mi,ni de M tels que

ai =
(
...
(
(εi � idMi,1)� idMi,2

)
...
)
� idMi,ni

(par convention, ai = εi si ni = 0). Dè lors,

(s, t) = (sn, tf
−1
nn )(sn−1, fnnf

−1
nn−1

)...(s1, fn2f
−1
n1

)(s0, fn1)

(s′, t) = (sn, tf
−1
nn

)(an, ãnn )(sn−1, fnnf
−1
nn−1

)(an−1, ãnn−1 )...(s1, fn2f
−1
n1

)(a1, ãn1 )(s0, fn1 )

sont deux décompositions comme dans la dé�nition 3.4.4 et [(s, t)] = [(s′, t)] =
[(s′, t′)] dans (S× T)E×E ′ .

Cas 3. Si s = s′ et t 6= t′, alors nous montrons de façon similaire que [(s, t)] =
[(s′, t′)] dans (S× T)E×E ′ en utilisant le fait que E est étirante.

Cas 4. Si s 6= s′ et t 6= t′, alors par ce qui précède, nous savons que [(s, t)] =
[(s′, t)] et que [(s′, t)] = [(s′, t′)] dans (S×T)E×E ′ , et donc que [(s, t)] = [(s′, t′)]
dans (S× T)E×E ′ par transitivité.

Nous pouvons alors construire

(P E × P E ′)−1 : SE × TE ′ → (S× T)E×E ′

(S, T )

(S′, T ′)

([s],[t])

��
7→

(S, T )

(S′, T ′)

[(s,t)]

��
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Il est clair que (P E × P E ′)−1 est un foncteur et que celui-ci est l'isomorphisme
inverse de P E × P E ′ . Il est alors aisé de véri�er que

((P E × P E ′)−1, IdM × IdN , i
(PE×PE ′ )−1�E×�′E ′

)

est un morphisme de 2-actions ayant (�E ×�′E ′ , αE × α′E ′ , δE × δ′E ′) pour

domaine et (�×�′E×E ′
, α× α′E×E ′

, δ × δ′E×E ′
) pour codomaine.

3.5 2-systèmes trivialisants dans G rpd

Soit (�, α, δ) : S×M→ S une 2-action d'un 2-monoïde symétrique (M,⊗M , IM ,
aM , gM , dM , cM) sur un groupoïde S. Nous considérons la classe E� d'endomor-
phismes de S dé�nie par

E� := {id
S
� (cMM,M )|S ∈ Ob(S),M ∈ Ob(M)}.

Lemme 3.5.1. La classe d'endomorphismes E� est étirante.

Démonstration. Pour tout objet S de S, nous avons un isomorphisme S
δ
S−→

S � IM
id
S
�dMIM−−−−−−−→ S � (IM ⊗M IM) et id

S
� cMIM ,IM

∈ E�. La conclusion vient

alors du fait que id
S
� cMIM ,IM

= id
S�(IM⊗M IM )

puisque dans tout 2-monoïde

symétrique, cMIM ,IM
= id

IM⊗M IM
.

Soit alors
((
�E� , αE� , δE�

)
,
(
P E� , (IdM , id, idI), i

P
E��

))
la 2-action réduite

universelle relative à E� construite dans la section précédente. Puisque �E� est
identitaire sur la symétrie diagonale, nous pouvons considérer (SE�/�E� , P�E� ,

η�E� ) le 2-système trivialisant relatif à �E� construit à la section 3.3

S×M S

SE� ×M SE� SE�/�E�

, η : P�E��E� ⇒ P�E�Π1
SE� ,M.

(�,α,δ) //

PE�×IdM
��

PE�

��

(�E� ,αE� ,δE� )

//
P
�E�

//

Remarquons que puisque P E�Π1
S,M

= Π1

SE� ,M
(P E� × IdM), le triple (SE�/�E� ,

P�E�P
E� , η�E� ∗ i

P
E�×IdM

) est un 2-trivialisateur de �. Nous pouvons alors

énoncer et démontrer le résultat central de cette section.

Théorème 3.5.2. (SE�/�E� , P�E�P
E� , η�E� ∗ i

P
E�×IdM

) est un 2-système

trivialisant relatif à �.
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Démonstration. Soit (T, T, τ) un 2-trivialisateur de �. Celui-ci induit un 1-
morphisme de 2-actions

(T, IdM , τ) : (S×M (�,α,δ)−−−−−→ S)→ (T×M
(Π1

T,M,id,id)
−−−−−−−→ T)

puisque pour tout objet S de S et tout objet M et N de M, les diagrammes

T
(
S � (M ⊗M N)

)
T
(
(S �M)�N

)

T (S) T (S �M)

T (S) T (S)

T (α
S,M,N

)
//

τ
S,M⊗MN

��
τ
S�M,N

��

id
T (S)

��
τ
S,M

��

id
T (S)

//

T (S) T (S � IM)

T (S) T (S)

T (δ
S

)
//

id
T (S)

��
τ
S,IM
��

id
T (S)

//

sont commutatifs, par dé�nition de 2-système trivialisant et par la remarque
2.1.7. De plus, par naturalité de τ , nous savons que le diagramme

T
(
S � (M ⊗M M)

)
T (S)

T
(
S � (M ⊗M M)

)
T (S)

τ
S,M⊗MM //

T (id
S
�cMM,M )

��
id
T (S)

��

τ
S,M⊗MM

//

est commutatif, et donc que T (id
S
�cMM,M ) = id

T (S)
. Par dé�nition de 2-action

réduite universelle, il existe donc un unique morphisme de 2-actions(
T , (IdM , id, idI), τ

)
: (SE� ×M (�E� ,αE� ,δE� )−−−−−−−−−−→ SE�)→ (T×M

(Π1

T,M
,id,id)

−−−−−−−→ T)

telle que TP E� = T et τ ∗ i
(P

E�×IdM )
= τ . On a ainsi un isomorphisme naturel

τ : T�E� ⇒ Π1
T,M

(T × IdM) = TΠ1

SE� ,M
. Par dé�nition de 2-système trivialisant

relatif à �E� , il existe alors un unique foncteur T : SE�/�E� → T tel que

TP�E� = T et i
T
∗ η�E� = τ . Ce foncteur est alors tel que TP�E�P

E� =

TP E� = T et tel que

i
T
∗ η�E� ∗ i

(P
E�×IdM )

= τ ∗ i
(P

E�×IdM )

= τ.
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Supposons alors que T̃ : SE�/�E� → T soit un foncteur tel que T̃P�E�P
E� = T

et tel que i
T̃
∗ η�E� ∗ i

(P
E�×IdM )

= τ . Dans ce cas

(
T̃P�E� , (IdM , id, idI), iT̃ ∗ η�E�

)
: (�E� , αE� , δE�)→ (Π1

T,M
, id, id)

est un 1-morphisme de 2-actions puisque pour tout objet S de SE� et tout objet
M et N de M, les deux diagrammes

T̃
(
S � (M ⊗M N)

)
T̃
(
(S �M)�N

)

T̃ (S) T̃ (S �M)

T̃ (S) T̃ (S)

T̃
(
P
�E� (α

E�
S,M,N )

)
//

T̃ (η
�

E�
S,M⊗MN

)

��
T̃ (η
�

E�
S�M,N

)

��

id
T̃ (S)

��
T̃ (η
�

E�
S,M

)

��

id
T̃ (S)

//

T̃ (S) T̃ (S � IM)

T̃ (S) T̃ (S)

T̃
(
P
�E� (δ

E�
S )
)
//

id
T̃ (S)

��
T̃ (η
�

E�
S,I

)

��

id
T̃ (S)

//

sont commutatifs. En e�et, (SE�/�E� , P�E� , η�E� ) est un 2-système trivial-

isant et ces deux diagrammes sont l'image par T̃ des diagrammes commutatifs
de la dé�nition de 2-système trivialisant et de la remarque 2.1.7. Par dé�nition
de T̃ et par universalité de

(
T , (IdM , id, idI), τ

)
, nous déduisons que T̃P�E� = T

et que i
T̃
∗ η = τ . Dès lors, par unicité de T , nous déduisons que T̃ = T , ce

qui termine de montrer que T est l'unique foncteur entre SE�/�E� et T tel que

TP�E�P
E� = T et i

T
∗ η�E� = τ .

Soit alors (T, T ′, τ ′) un autre 2-trivialisateur relatif à � et µ : T ⇒ T ′

un isomorphisme naturel tel que (µ ∗ i
Π1
S,M

)τ = τ ′(µ ∗ i�). Puisque TΠ1
S,M

=

Π1
T,M

(T × IdM), T ′Π1
S,M

= Π1
T,M

(T ′ × IdM) et que µ ∗ i
Π1
S,M

= i
Π1
T,M

(µ ∗ i
IdM

), nous

remarquons que µ induit un 2-morphisme de 2-actions

(µ, i
IdM

) : (T, IdM , τ)⇒ (T ′, IdM , τ
′).

Par dé�nition de 2-action réduite universelle, il existe un unique 2-morphisme
de 2-actions

(µ, i
IdM

) :
(
T , (IdM , id, idI), τ

)
⇒
(
T ′, (IdM , id, idI), τ

′
)
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tel que µ ∗ i
P

E�
= µ. Par dé�nition de 2-morphisme de 2-actions, nous savons

donc que

T�E� Π1
T,M

(T × IdM) TΠ1

SE� ,M

T ′�E� Π1
T,M

(T ′ × IdM) T ′Π1

SE� ,M
.

τ +3

µ∗i
�E�

��

i
Π1
T,M
∗(µ×IdM )

��

µ∗i
Π1

SE� ,M��

τ ′
+3

Dès lors, puisque (SE�/�E� , P�E� , η�E� ) est un 2-système trivialisant, il existe

un unique isomorphisme naturel µ : T → T ′ tel que µ ∗ i
P
�E�

= µ. Celui-ci est

donc tel µ ∗ i
P
�E� P

E�
= µ ∗ iPE = µ. Supposons qu'il existe un isomorphisme

naturel µ̃ : T ⇒ T ′ tel que µ̃ ∗ iP
�E�P

E� = µ. De la commutativité du

diagramme

T�E� Π1
T,M

(T × IdM)

TP�E��E� TP�E�Π1

SE� ,M

T ′P�E��E� T ′P�E�Π1

SE� ,M

T ′�E� Π1
T,M

(T ′ × IdM)

τ +3

(µ̃∗i
P
�E�

)∗i
�E�

��

(µ̃∗i
P
�E�

)∗i
Π1

SE� ,M

��

i
T
∗η
�E� +3

µ̃∗i
P
�E��

E�
�


µ̃∗i
P
�E� Π1

SE� ,M ��

i
T ′
∗η
�E�

+3

τ ′
+3

nous déduisons le fait que

(µ̃ ∗ i
P
�E�

, i
IdM

) :
(
T , (IdM , id, idI), τ

)
⇒
(
T ′, (IdM , id, idI), τ

′
)

est un 2-morphisme de 2-actions. Au vu de la dé�nition de µ̃, nous déduisons
que µ̃ ∗ i

P
�E�

= µ par universalité du 2-morphisme de 2-actions (µ, i
IdM

).

Dès lors, par universalité de µ, nous trouvons que µ̃ = µ, ce qui termine
de montrer que µ est l'unique isomorphisme naturel entre T et T ′ tel que
µ ∗ i

P
�E� P

E�
= µ.

Corollaire 3.5.3. Le 2-système trivialisant relatif à � et construit ci-dessus
(SE�/�E� , P�E�P

E� , η�E� ∗ i
P

E�×IdM
) se décrit comme suit: les objets de

SE�/�E� sont les objets de S, tandis que les �èches sont les triples de la forme

S
[M,N,[s]]−−−−−−→ T , où M et N sont deux objets de M et S�M [s]−→ T �N une �èche
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de SE� ; deux �èches parallèles S T
[M,N,[s]] //
[U,V,[t]]

// sont égales s'il existe deux objets

P et Q deM et deux isomorphismes f : M⊗MP → U⊗MQ, g : N⊗MP → V⊗MQ
tels que le diagramme

S � (M ⊗M P ) (S �M)� P (T �N)� P T � (N ⊗M P )

S � (U ⊗M Q) (S � U)�Q (T � V )�Q T � (V ⊗M Q)

α
S,M,P //

id
S
�f

��

s�id
P //

α−1
T,N,P //

id
T
�g

��
α
S,U,Q

//
t�id

Q

//
α−1
T,V,Q

//

est commutatif dans SE� : ceci signi�e que soit ce diagramme est commutatif
dans S, soit il existe un naturel non nul n, n objets S1, S2,...,Sn de S, n + 1
�èches si : Si → Si+1 de S pour i ∈ {0, ..., n} (en notant S0 = S � (M ⊗M

P ), Sn+1 = T � (V ⊗M Q)) telles que

(id
T
� g)α−1

T,N,P
(s� id

P
)α

S,M,P
= snsn−1...s1s0

dans S et il existe n endomorphismes ai : Si → Si de S pour i ∈ {1, ..., n} tels
que

α−1
T,V,Q

(t� id
Q

)α
S,U,Q

(id
S
� f) = snansn−1an−1...s1a1s0

dans S, de sorte que pour tout i ∈ {1, ..., n}, il existe un objet Si de S et un objet
Mi de M de façon telle que ai = id

Si
�cMMi,Mi ou il existe un naturel non nul ni

et ni objetsMi1,Mi2, ...,Mini de M tels que ai =
(
...
(
(id

Si
�cMMi,Mi )�idMi1

)
�

...
)
� id

Mini
; ainsi, Hom

SE�/�E�
(S, T ) est le système trivialisant décrit dans la

proposition 3.2.1 et relatif à l'action canonique de lΠ0(M) sur lΠ0(M
P

E�S
×
P

E�T
M), où M

P
E�S
×
P

E�T
M désigne le 2-produit �bré de

M

S

SE� ;M S

S�−
��

PE�

��

T�−
//

PE�
//

la composée de deux �èches composables R
[M,N,[s]]−−−−−−→ S

[U,V,[t]]−−−−−→ T est la �èche

124



R
[M⊗U,V⊗N,[t•s]]−−−−−−−−−−−→ T , où t • s désigne la �èche de S

R� (M ⊗M U) (R�M)� U (S �N)� U S � (N ⊗M U)

S � (U ⊗M N);(S � U)�N(T � V )�NT � (V ⊗M N)

α
R,M,U//

s�id
U //

α−1

S,N,U //

id
S
�cMN,U

��

α
S,U,N

oo
t�id

N

oo
α−1

T,V,N

oo

les �èches identités sont de la forme S
[I,I,[idS�IM

]]
−−−−−−−−−→ S; le foncteur P�E�P

E�

est déterminé par

P�E�P
E� : S → SE�/�E�

S

T

s

��
7→

S

T

[IM ,IM ,[s�idIM
]]

��
;

la transformation naturelle η
�

E� ∗ iPE×IdM est déterminée par la famille de

�èches

{S �M
[IM ,M,[δ−1

S�M
]]

−−−−−−−−−→ S}(S,M)∈ Ob(S×M.

De plus si (T, T, τ) est un 2-trivialisateur relatif à �, alors

T : SE�/�E� → T

S

S′

[M,N,[s]]

��
7→

T (S)

T (S′)

τS′,NT (s)τ−1
S,M

��

est l'unique foncteur entre SE�/�E� et X tel que

TP�E�P
E� = T

et
iT ∗ η�E� ∗ iPE�×IdM

= τ.

De plus, si (T, T ′, τ ′) est un second système trivialisant relatif à � et si ψ :
T ⇒ T ′ est une transformation naturelle telle que (ψ ∗ iΠ1

S,M
)τ = τ ′(ψ ∗ i�),

alors la transformation ψ : T ⇒ T ′ dé�nie par la famille de �èches

{ψS := T (S)
ψS−−→ T ′(S)}S∈ Ob(SE�/�E� )
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est l'unique transformation naturelle entre T et T ′ telle que

ψ ∗ i
P
�E� P

E�
= ψ.

En particulier, si lΠ0(�) désigne l'action canonique induite par � (introduite
dans la remarque 3.1.2) du monoïde commutatif lΠ0(M) sur l'ensemble lΠ0(S)
et si lΠ0(S)/lΠ0(�) est un système trivialisant relatif à cette action dans Ens,
alors il existe un isomorphisme d'ensembles

lΠ0(SE�/�E�) ' lΠ0(S)/lΠ0(�).

Démonstration. Le résultat découle de la description des 2-systèmes trivialisant
relatifs à une 2-action identitaires sur la symétrie diagonale proposée dans la
section 3.3 et de la description d'une 2-action réduite proposée dans la section
3.4. Le fait que lΠ0(SE�/�E�) ' lΠ0(S)/lΠ0(�) découle alors de la description
des systèmes trivialisant introduite dans la proposition 3.2.1.

Nous terminons cette section en montrant que les 2-systèmes trivialisants
universels construits dans cette section commutent avec les 2-produits binaires
de 2-actions. Pour cela, nous aurons besoin du résultat préliminaire suivant.

Lemme 3.5.4. Soient (�, α, δ) : S×M→ S et (�′, α′, δ′) : T×N→ N deux 2-
actions, respectivement d'un 2-monoïde symétrique (M,⊗M , IM , aM , gM , dM , cM)
interne à G rpd sur un groupoïde S et d'un 2-monoïde symétrique (N,⊗N , IN , aN ,
gN , dN , cN) interne à G rpd sur un groupoïde T, soit (�×�′, α× α′, δ × δ′) une
2-action produit de � et �′, soient E�, E�′ et E�×�′ les classes d'endo-
morphismes construites au début de cette section et soient

(
S

E� ×M (�
E�

,α
E�

,δ
E�

)−−−−−−−−−−−→ S
E�
, P

E� )
(
T

E�′ × N (�′
E�′

,α′
E�′

,δ′
E�′

)−−−−−−−−−−−−−→ T
E�′

, P
E�′ )

(
(S× T)

E�×�′
×M× N

(�×�′
E�×�′

,α×α′
E�×�′

,δ×δ′
E�×�′

)
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ (S× T)

E�×�′
, P

E�×�′ )
les 2-actions réduites universelles relativement à ces classes d'endomorphismes
construites dans la section précédentes. Il existe un isomorphisme de groupoïdes

Q : (S× T)
E�×�′ → S

E� × T
E�′

tel que

Q�×�′
E�×�′

= �
E� ×�′

E�′
(Q× IdM×N)

QΠ1

(S×T)
E�×E�′

,M×N

= Π1

S
E�×T

E�′
,M×N

(Q× IdM×N)

et tel que

QP
E�×E�′

= P
E� × P

E�′
.
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Démonstration. Puisque les classes d'endomorphismes E�, E�′ sont étirantes
(voir lemme 3.5.1), et qu'il est clair que E�×�′ = E� × E�′ , le résultat découle
directement de la proposition 3.4.9.

Théorème 3.5.5. Soient (�, α, δ) : S×M→ S et (�′, α′, δ′) : T×N→ N deux
2-actions, respectivement d'un 2-monoïde symétrique (M,⊗M , IM , aM , gM , dM , cM)
interne à G rpd sur un groupoïde S et d'un 2-monoïde symétrique (N,⊗N , IN , aN ,
gN , dN , cN) interne à G rpd sur un groupoïde T, soit (�×�′, α× α′, δ × δ′) une

2-action produit de � et �′, soient (S
E�
/�E�

, P
�

E� , η�E� ), (T
E ′�
/�′

E ′�
, P
�′

E ′�
,

η
�′

E ′�
) et

(
(S × T)

E�×�′
/�×�′

E�×�′

, P
�×�′

E�×�′ , η
�×�′

E�×�′

)
, respective-

ment les trois 2-systèmes trivialisants relatifs à �E�
, �′

E�′
et �×�′

E�×�′

con-

struits dans cette section, et soit Q : (S×T)
E�×�′ → S

E�×T
E�′

l'isomorphisme
de groupoïdes issu du corollaire précédent. Il existe un isomorphisme de grou-
poïdes

F : (S× T)
E�×�′

/�×�′
E�×�′

→ S
E�
/�

E� ×T
E ′�
/�′

E ′�

tel que
FP
�×�′

E�×�′ = (P
�

E� × P�′E�′ )Q

et tel que

i
F
∗ η
�×�′

E�×�′ = (η
�

E� × η�′E�′ ) ∗ i(Π1

S
E�

,T
E�′

×Π1
M,N

,Π2

S
E�

,T
E�′

×Π2
M,N

)(Q×IdM×N)
.

Démonstration. Au vu des propriétés de Q (voir corollaire précédent), nous
voyons par dé�nition de 2-système trivialisant qu'il existe un isomorphisme de
groupoïdes

Q : (S× T)
E�×�′

/�×�′
E�×�′

→ (S
E� × T

E�′
)/�

E� ×�′
E�′

tel que
QP
�×�′

E�×�′ = P
�

E�×�′
E�′ Q

et tel que
i
Q
∗ η
�×�′

E�×�′ = η
�

E�×�′
E�′ ∗ i(Q×IdM×N )

.

Par ailleurs, par la proposition 3.3.14, il existe un isomorphisme de groupoïdes

(P
�

E� × P�′E�′ ) : (S
E� × T

E�′
)/�

E� ×�′
E�′ → SE�/�E� ×TE ′�/�′E

′
�

tel que
(P
�

E� × P�′E�′ )P�E�×�′
E�′ = (P

�
E� × P�′E�′ )
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et tel que

i(P
�

E� ×P
�′

E�′
) ∗η�E�×�′

E�′ = (η
�

E� ×η�′E�′ )∗ i(Π1

S
E�

,T
E�′

×Π1
M,N

,Π2

S
E�

,T
E�′

×Π2
M,N

)
.

Dès lors, il su�t de poser F = (P
�

E� × P�′E�′ )Q. La véri�cation des deux

propriétés que doit satisfaire le foncteur F est immédiate.

Remarque 3.5.6. L'isomorphisme de groupoïde F construit dans la preuve
précédente peut se décrire comme

F : (S× T)
E�×�′

/�×�′
E�×�′

→ S
E�
/�

E� ×T
E ′�
/�′

E ′�

(S, T )

(S′, T ′)

[(M,N),(M ′,N ′),(s,t)]

��
7→

(S, T )

(S′, T ′)

([M,M ′,s],[N,N ′,t])

��

tandis que l'isomorphisme inverse F−1 se décrit comme

F−1 : S
E�
/�

E� ×T
E ′�
/�′

E ′� → (S× T)
E
�×�′

/�×�′
E�×�′

(S, T )

(S′, T ′)

([M,M ′,s],[N,N ′,t])

��
7→

(S, T )

(S′, T ′)

[(M,N),(M ′,N ′),(s,t)]

��

Corollaire 3.5.7. Soient (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) et (N,⊗N , aN , IN , gN , dN , cN)
deux 2-monoïdes symétriques internes à G rpd et soit (�, γ, α, δ) : N×M→ N
une 2-action de M sur N interne à 2-M onSym. Le groupoïde NE�/�E� décrit
dans le corollaire 3.5.3, muni du produit ⊗

NE�/�E�

NE�/�E� ×NE�/�E� → NE�/�E�

(N,N ′)

(N ′′, N ′′′)

([M,M ′,[f ]],[K,K′,[g]])
��

7→

N ⊗N N
′

N ′′ ⊗N N
′′′

[
M⊗MK,M

′⊗MK
′,[γ

N′′,M′,N′′′,K′
(f⊗Ng)γ

−1

N,M,N′,K
]

]
��

de la contrainte d'associativité aNE�/�E� dé�nie par la famille d'isomorphismesN ⊗N (N ′ ⊗N N
′′)

[
IM ,IM ,[aNN,N′,N′′

�id
IM

]

]
−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ (N ⊗N N

′)⊗N N
′′


N,N′,N′′∈ Ob(N)

,
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de l'objet unité I
NE�/�E�

:= IN , des contraintes d'unité à gauche et à droite

gNE�/�E� et dNE�/�E� dé�nies par les familles d'isomorphismesN
[
IM ,IM ,[gNN�idIM

]

]
−−−−−−−−−−−−−→ IN ⊗N N


N∈ Ob(N)

,

N
[
IM ,IM ,[dNN�idIM

]

]
−−−−−−−−−−−−−→ N ⊗N IN


N∈ Ob(N)

,

et de la contrainte de symétrie cNE�/�E� dé�nie par la famille d'isomorphismeN ⊗N N
′

[
IM ,IM ,[cNN,N′

�id
IM

]

]
−−−−−−−−−−−−−−−→ N ′ ⊗N N


N,N ′∈ Ob(N)

,

est un 2-monoïde symétrie interne à G rpd. Le foncteur P�E�P
E� muni des

identités canoniques{
P�E�P

E�(N)⊗
NE�/�E�

P�E�P
E�(N ′) = N ⊗N N

′

= P�E�P
E�(N ⊗N N

′)
}
N,N ′ Ob(N)

et IN = P�E�P
E�(IN) est un 1-morphisme de 2-monoïde symétrique de sorte

que le triple
(
(NE�/�E� ,⊗

NE�/�E�
, aNE�/�E� , I

NE�/�E�
, gNE�/�E� , dNE�/�E� ,

cNE�/�E� ), (P�E�P
E� , id, idI), η�E� ∗ i

P
E�×IdM

)
est un 2-système trivialisant

relativement à (�, γ, α, δ) dans 2-M onSym. En particulier, si lΠ0(�) désigne
l'action dans MonCom induite par � (introduite dans la remarque 3.1.2) et
si lΠ0(N)/lΠ0(�) désigne un système trivialisant dans MonSym, alors il existe
un isomorphisme de monoïdes commutatifs

lΠ0(NE�/�E�) ' lΠ0(N)/lΠ0(�).

Démonstration. Le résultat découle de la proposition 2.2.1, du théorème 3.5.2
et du théorème 3.5.5.

Corollaire 3.5.8. Soit (F, f, fI) : (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) → (N,⊗N , aN , IN ,
gN , dN , cN) un morphisme de 2-monoïdes symétriques. Le 2-système trivialisant(
(NE�F /�

E�F
F , ⊗

N
E�F /�

E�F
F

, a
NE�F /�

E�F
F

, I
N

E�F /�
E�F
F

, g
NE�F /�

E�F
F

, d
NE�F /�

E�F
F

,

c
NE�F /�

E�F
F

), (P
�

E�F
F

PE�F , id, idI), η
�

E�F
F

∗ i
P

E�F ×IdM

)
décrit dans le corollaire
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précédent, où �F désigne la 2-action interne à la 2-catégorie des 2-monoïdes
symétriques

N×M
IdN×F−−−−→ N× N

⊗N−−→ N

munie de l'isomorphisme naturel γF dé�ni pour tout objet N , N ′ de N et tout
objet M , M ′ de M par

(N ⊗N F (M))⊗N (N ′ ⊗N F (M ′)

((N ⊗N F (M))⊗N N
′)⊗N F (M ′)

(N ⊗N (F (M)⊗N N
′))⊗N F (M ′)

(N ⊗N (N ′ ⊗N F (M)))⊗N F (M ′)

((N ⊗N N
′)⊗N F (M))⊗N F (M ′)

(N ⊗N N
′)⊗N (F (M)⊗N F (M ′)

(N ⊗N N
′)⊗N F (M ⊗M M

′),

aN
N⊗NF (M),N′,F (M′)
--

a−1
N
N,F (M),N′

⊗N idF (M′)
qq

(id
N
⊗NcNF (M),N′

)⊗N idF (M′)
--

aN
N,N′,F (M)

⊗N idF (M′)
qq
a−1
N
N⊗NN

′,F (M),F (M′)
--

id
N⊗NN

′⊗NfM,M′

qq

de l'isomorhisme naturel αF dé�ni pour tout objet N de N et tout objet M , M ′

de M par

N ⊗N F (M ⊗M M
′)

N ⊗N (F (M)⊗N F (M ′))

(N ⊗N F (M))⊗N F (M ′)

id
N
⊗Nf

−1

M,M′

--

aN
N,F (M),F (M′)

qq

et de l'isomorphisme naturel δF dé�ni pour tout objet N de N par

N
dNN−−→ N ⊗N IN

id
N
⊗NfI−−−−−−→ N ⊗N F (IM),

est un 2-conoyau de (F, f, fI) dans 2-M onSym. De plus, si Coker(lΠ0(F ))
désigne un conoyau de lΠ0(F ) : lΠ0(M) → lΠ0(N) dans MonCom, alors il
existe un isomorphisme de monoïdes commutatifs

lΠ0(NE�F /�E�F
F ) ' Coker(lΠ0(F ))

et si, dans MonCom, Coker(lΠ0(∆F )) désigne un conoyau de lΠ0(∆F ), où ∆F
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désigne la factorisation canonique de M à travers le 2-produit �bré

M

N

N
E�F ,M N

M
P

E�F F

×
P

E�F F

M

M

F

��

P
E�F

��

F
//

P
E�F

//

//

��

∆F

!!

alors il existe un isomorphisme de monoïdes symétriques

lΠ1(NE�F /�E�F
F ) ' Coker(lΠ0(∆F )).

Si ((Z, ζ, ζI), (Θ, θ, θI), ν) est une structure 2-co�nale sur (F, f, fI), alors

le septuple (NE�F /�E�F
F , ⊗

N
E�F /�

E�F
F

, a
NE�F /�

E�F
F

, I
N

E�F /�
E�F
F

, g
NE�F /�

E�F
F

,

d
NE�F /�

E�F
F

, c
NE�F /�

E�F
F

) muni du foncteur

( )∗

N
E�F /�

E�F
F

: NE�F /�E�F
F → NE�F /�E�F

F

et de l'isomorphisme naturel

δ
N

E�F /�
E�F
F

: ⊗
N

E�F /�
E�F
F

(Id
N

E�F /�
E�F
F

, ( )∗

N
E�F /�

E�F
F

)⇒ Id
N

E�F /�
E�F
F

issus de la proposition 2.4.3 (nous rappelons que pour tout objet N de N,
(N)∗

N
E�F /�

E�F
F

= Z(N) et laissons le reste des descriptions explicites en ex-

ercice pour le lecteur) est un 2-groupe symétrique interne à G rpd. Dès lors, si

(F, f, fI) est un 1-morphisme de 2-groupes symétriques, alors NE�F /�E�F
F est

un 2-conoyau de (F, f, fI) dans 2-G rpSym puisque ( )∗
N

: N→ N, IM1N : N→M
et (fI ∗ i1N )δN : ⊗N(IdN , ( )∗

N
)⇒ FIM1N est une structure 2-co�nale sur F .

Démonstration. Nous montrons seulement que

lΠ1(NE�F /�E�F
F ) ' Coker(lΠ0(∆F )),

le reste du résultat découlant directement de la proposition 2.3.4, de la propo-
sition 2.4.3, du corollaire 2.4.4 et du corollaire 3.5.7. Par construction de
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NE�F /�E�F
F , nous savons que lΠ1(NE�F /�E�F

F ) est le système trivialisant re-
latif à l'action canonique de lΠ0(M) sur le lΠ0 du 2-produit �bré

M

N

N
E�FM N

M
P

E�F (IN⊗NF (−))

×
P

E�F (IN⊗NF (−))

M

IN⊗NF (−)

��

P
E�F

��

IN⊗NF (−)
//

P
E�F

//

//

��

Puisque le foncteur IN ⊗N (−) : N → N est monoïdalement équivalent à IdN ,

lΠ1(NE�F /�E�F
F ) est donc le système trivialisant relatif à l'action canonique de

lΠ0(M) sur le lΠ0 du 2-produit �bré

M

N

N
E�FM N

M
P

E�F F

×
P

E�F F

M

F

��

P
E�F

��

F
//

P
E�F

//

//

��

et cette action est celle induite par le lΠ0 du 1-morphisme de 2-monoïdes
symétriques ∆F . Le résultat découle alors de la proposition 1.3.4.

Remarque 3.5.9. Le corollaire précédent nous permet d'obtenir une descrip-
tion ensembliste des 2-conoyaux de 2-M onSym. Il nous permet également
d'obtenir une description ensembliste des 2-conoyaux des 1-morphismes de 2-
groupes symétriques. Remarquons qu'une description des 2-conoyaux de 2-
G rpSym a déjà été proposée par E. Vitale dans [Vit02]. La description de
Vitale est donc équivalente à celle proposée ici, quoique beaucoup plus sim-
ple d'accès. Ceci s'explique par le fait que la description de Vitale s'applique
uniquement au contexte des 2-groupe symétrique, qui est un contexte beaucoup
plus riche que celui des 2-monoïdes symétriques.

Le dernier résultat de ce chapitre découle directement du corollaire précé-
dent et du théorème 2.5.1.

Corollaire 3.5.10. Le 2-foncteur d'oubli U : 2-G rpSym → 2-M onSym pos-
sède un biadjoint à gauche L. Pour tout 2-monoïde symétrique (M,⊗M , aM , IM ,
gM , dM , cM), U

(
L(M)

)
est un 2-conoyau dans 2-M onSym du 1-morphisme dia-

gonal ∆M. En particulier, si Coker(lΠ0(∆M)) est un conoyau dans MonSym
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du morphisme de monoïdes commutatifs lΠ0(∆M) : lΠ0(M) → lΠ0(M × M),
alors il existe un isomorphisme de groupes symétriques

lΠ0(L(M)) ' Coker(lΠ0(∆M))

et si Coker(lΠ0(∆∆M)) est un conoyau de lΠ0(∆∆M) dans MonSym(Ens), où
∆∆M est la factorisation canonique à travers le 2-produit �bré

M

M×M

(M×M)
E�∆M .M M×M

M
(P

E�∆M ∆M)

×
(P

E�∆M ∆M)

M

M

∆M

��

P
E�∆M

��

∆M

//

P
E�∆M

//

//

��

∆∆M

$$

alors il existe un isomorphisme de groupes commutatifs

lΠ1(L(M)) ' Coker(lΠ0(∆∆M)).
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Chapitre 4

K-théorie algébrique

Dans le chapitre 4, nous étudions les rapports entretenus par le biadjoint à
gauche L construit au chapitre précédent avec les deux groupes commutatifs
K0 et K1 de la K-théorie algébrique. Dans la section 1, nous rappelons les
dé�nitions de K0 et K1, ainsi que la construction de la suite exacte

K1(M)
K1(F )−−−−→ K1(N)

d′−→ KF
d−→ K0(M)

K0(F )−−−−→ K0(N).

Dans la section 2, nous établissons l'existence d'un 2-isomorphisme naturel
lΠ0L ' K0. Dans la section 3, nous établissons l'existence d'un 2-isomorphisme
naturel lΠ1L ' K1. Dans la section 4, si Coker(lΠ0(∆F )) désigne le conoyau
du lΠ0 de la factorisation canonique à travers le 2-produit �bré

M

N,M

M
F
×
F
M

M

F

��

F
//

//

��

∆F

((

alors nous établissons l'existence d'un isomorphisme de groupes commutatifs
lΠ0(M

F
×
F
M)lΠ0(∆F ) ' KF dans le cas particulier où F est identitaires sur la

symétrie diagonale, c'est a dire F (cM,M ) = id (théorème 4.4.2) ou dans le cas
particulier où F est un 1-morphisme de 2-groupes symétriques (théorème 4.4.4).
Dans ce dernier cas, nous en déduisons que la suite exacte de la K-théorie est
isomorphe à la suite exacte associée à un 2-groupe symétrique introduite par
Rousseau dans [Rou00] (remarque 4.4.5). Dans la section 5, à partir d'une
2-action � : N ×M → N d'un 2-monoïdes symétriques M sur un 2-monoïde
symétrique N, nous construisons une suite exacte

K1(M)
d1−→ K1(N)

∂1−→ K�
∂0−→ K0(M)

d0−→ K0(N)
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sans émettre d'hypothèse particulière sur � (théorème 4.5.3). Dans le cas

particulier où � est la 2-action N × M IdN×F−−−−→ N × N ⊗−→ N induite par un
1-morphisme de 2-monoïdes symétriques F : M → N co�nal, nous montrons
que cette suite exacte est isomorphe à la suite exacte de la K-théorie algébrique
(corollaire 4.5.5) et en constitue donc une généralisation.

4.1 Rappels K-théoriques

Nous rappelons les dé�nitions et résultats basiques de la K-théorie algébrique.
Pour les détails, nous renvoyons le lecteur vers [Bas68].

Dé�nition 4.1.1. Soit (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) un 2-monoïde symétrique in-
terne à G rpd. Une composition sur M est la donnée d'un couple (C, ◦) où
C ⊆ Ob(M) × Ob(M) et ◦ : C → Ob(M) est une application telle que si
(M,M ′), (N,N ′) ∈ C sont tels que (M ⊗M M,M ′⊗M N

′) ∈ C également, alors

(M ⊗M N) ◦ (M ′ ⊗M N
′) = (M ◦M ′)⊗M (N ◦N ′).

Dé�nition 4.1.2. Soient (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) un 2-monoïde symétrique
interne à G rpd et (C, ◦) une composition sur M. Un groupe de Grothendieck
pour M par rapport à (C, ◦) est la donnée d'un couple

(
K◦(M), [ ]M

)
, où:

1. K◦(M) est un groupe commutatif;

2. [ ]M : lΠ0(M)→ K◦(M) est un morphisme de monoïdes commutatifs tel
que [M ◦N ]M = [M ]M + [N ]M pour tout élément (M,N) de C

de sorte que si (G, ∗
G
, e
G
, ( )∗

G
) est un groupe commutatif et si f : lΠ0(M)→ G

est un morphisme de monoïdes commutatifs tel que f(M ◦ N) = f([M ]) ∗
G

f([N ]) pour tout élément (M,N) de C, alors il existe un unique morphisme de
groupes commutatifs noté f : K◦(M)→ G entre K◦(M) et G tel que

f [ ]M = f.

L'existence, pour tout 2-monoïde symétrique (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) et
toute composition (C, ◦) sur M d'un groupe de Grothendieck

(
K◦(M), [ ]M

)
découle de la construction suivante:

(
lΠ0(M×M))/R, où

(
[M,N ], [M ′, N ′]

)
∈

R s'il existe un objet X de M, deux objets (D0, D1), (E0, E1) de C et un
isomorphisme de M(((

(M⊗N ′)⊗X
)
⊗
(
D0 ◦D1

))
⊗E0

)
⊗E1 '

(((
(M ′⊗N)⊗X

)
⊗D0

)
⊗D1

)
⊗
(
E0 ◦E1

)
.

Dans ce cas, l'application [ ]M est dé�nie par

[ ]M : lΠ0(M) → K◦(M)

M 7→ [(M, I)]
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Il est alors facile de véri�er que le couple
(
K◦(M), [ ]M

)
est un groupe de

Grothendieck comme dans la dé�nition ci-dessus.
Soient (F, f, fI) : (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM)→ (N,⊗N , aN , IN , gN , dN , cN) un 1-

morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à G rpd et (CM, ◦M), (CN, ◦N),
respectivement une composition sur M et une composition sur N telles que si
(M,M ′) ∈ CM, alors (F (M), F (M ′)) ∈ CN et F (M ◦MM ′) = F (M) ◦N F (M ′).
Dans ce cas, il existe un unique morphisme de groupes commutatifs K◦(F ) :
K◦M(M)→ K◦N(N) tel que le diagramme

lΠ0(M) K◦M(M)

lΠ0(N) K◦N(N)

[ ]M //

Ob(F )

��
K0(F )

��

[ ]N

//

est commutatif. Nous notons 2-M onSymComp la 2-catégorie des 2-monoïdes
symétriques munis d'une composition, des 1-morphismes de 2-monoïdes symé-
triques compatibles avec les compositions (voir ci-dessus pour une dé�nition
précise) et des 2-isomorphismes de 2-monoïdes symétriques. Nous dé�nissons
un 2-foncteur

K◦ : 2-M onSymComp → D(GrpCom)

(
M, (CM, ◦M)

) (
N, (CN, ◦N)

)F
**

G

44
α�� 7→ K◦M(M) K◦M(N)

K◦(F )
''

K◦(G)
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où D(GrpCom) désigne la 2-catégorie discrète des groupes commutatifs et des
morphismes de groupes commutatifs.

Nous présentons trois exemples importants de groupes de Grothendieck.

1. Tout 2-monoïde symétrique (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) possède une com-
position triviale (∅, ∅Ob(M)). Dans ce cas, le groupe de Grothendieck
K∅Ob(M)

(M) est simplement noté K0(M) et ceci dé�nit un 2-foncteur

K0 : 2-M onSym→ D(GCom).

Si L : MonCom → GrpCom désigne un adjoint à gauche au foncteur
d'oubli U : GrpCom→MonCom, celui-ci s'étend en un 2-foncteur D(L) :
D(MonCom) → D(GrpCom) et il est alors clair, par dé�nition de K0,
que nous obtenons un diagramme de la forme

2-M onSym

D(MonCom) D(GrpCom).

lΠ0

��

K0

))

D(L)
//

'
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2. Soit (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) un 2-monoïde symétrique. Nous notons(
Aut(M),ΣM, σM

)
le 2-égalisateur de la paire de 1-morphismes de 2-

monoïdes symétriques M
IdM //
IdM

//M (la propriété universelle de ce que nous

appelons 2-égalisateur est similaire à celle du 2-produit �bré rappelée à
la section 3.1). La notation Aut(M) est justi�ée par le fait que les objets
de Aut(M) sont exactement les couples de la forme (M, s), où M est un
objet de M et s : M →M est un automorphisme de M . Aut(M) possède
la composition suivante:

CAut(M) =
{(

(M, s), (N, t)
)
∈ Ob

(
Aut(M)

)
×Ob

(
Aut(M)

)
|M = N

}
et

◦Aut(M) : CAut(M) → Ob
(
Aut(M)

)(
(M, s), (M, t)

)
7→ (M, ts)

Soit alors le groupe de Grothendieck
(
K◦Aut(M)

(
Aut(M)

)
, [ ]Aut(M)

)
, que

nous notons plus simplement K1(M). Celui-ci est appelé le groupe de
Whitehead de M. Il est facile de voir que ceci dé�nit un 2-foncteur

K1 : 2-M onSym→ D(GrpCom).

Par ailleurs, nous remarquons que tout objet (M, id
M

) de Aut(M) est tel
que

[(M, id
M

)]Aut(M) = [(IM , idIM
)]Aut(M)

puisque par dé�nition de groupe de Grothendieck, [(M, id
M

)]Aut(M) +
[(M, id

M
)]Aut(M) = [(M, id

M
)]Aut(M). Nous en déduisons que pour tout

objet (M, s) de Aut(M)

[(M, s)]Aut(M) = [(IM , idIM
), (M, s−1)]

puisque

[(M, s)]Aut(M) + [(M, s−1)]Aut(M) = [(M, id
M

)]Aut(M) = [(IM , idIM
)]Aut(M).

Dès lors, tout élément [(M, s), (N, t)] de K1(M) est égal à [(M⊗MN, s⊗M

t−1), (IM , idIM
)]. Par ailleurs, si [(M, s), (N, t)] et [(M ′, s′), (N ′, t′)] sont

deux éléments de K1(M), alors[(
(M ⊗M N)⊗M (M ′ ⊗M N

′), (s⊗M t
−1)⊗M (s′ ⊗M t

′−1)
)
, (IM , idIM

)
]

=
[(

(M ⊗M M
′)⊗M (N ⊗M N

′), (s⊗M s
′)⊗ (t−1 ⊗M t

′−1)
)
, (IM , idIM

)
]
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puisque [
(
(M ⊗M N)⊗M (M ′⊗M N

′), (s⊗M t
−1)⊗M (s′⊗M t

′−1)
)
et
(
(M ⊗M

M ′)⊗M (N⊗MN
′), (s⊗Ms

′)⊗M (t−1⊗M t
′−1)

)
sont isomorphes dans Aut(M).

Ceci nous autorise à identi�er K1(M), en tant que groupe commutatif, à
l'ensemble quotient{

[(M, s)] |(M, s) ∈ Ob
(
Aut(M)

)}
,

où [(M, s)] = [(N, t)] si et seulement s'il existe cinq objets (X,x), (D, d0),
(D, d1), (E, e0), (E, e1) de Aut(M) et un isomorphisme de Aut(M)(((

(M ⊗M X)⊗M D
)
⊗M E

)
⊗M E,

((
(s⊗M x)⊗M (d0d1)

)
⊗M e0

)
⊗M e1

)
'

(((
(N ⊗M X)⊗M D

)
⊗M D

)
⊗M E,

((
(t⊗M x)⊗M d0

)
⊗M d1

)
⊗M

(
e0e1

))
Nous rappelons la proposition 1.9 du chapitre 7 de [Bas68] dont nous
nous servirons dans la démonstration du lemme 4.5.2

Proposition 4.1.3. Si [M, s] = 0 dans K1(M), alors il existe un objet
F de M et quatre isomorphismes a, b, c, d : M ⊗M (F ⊗M F ) tels que

s⊗M idF⊗MF
= aba−1b−1cdc−1d−1.

3. Soit (F, f, fI) : (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) → (N,⊗N , aN , IN , gN , dN , cN) un
1-morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à G rpd. Nous consid-
érons le 2-produit �bré M

F
×
F
M sur lequel nous dé�nissons la composition

suivante:

CM
F
×
F
M =

{(
(M,M ′, s), (N,P, t)

)
∈ Ob(M

F
×
F
M)×Ob(M

F
×
F
M)|M ′ = N

}
.

et

◦M
F
×
F
M : CM

F
×
F
M → Ob

(
M

F
×
F
M
)(

(M,N, s), (N,P, t)
)
7→ (M,P, ts)

Soit alors le groupe de Grothendieck
(
K◦M

F
×
F
M(M

F
×
F
M), [ ]M

F
×
F
M
)
, que

nous notons plus simplement KF . Par un argument semblable à celui
employé au point précédent, nous montrons que KF s'identi�e en tant
que groupe symétrique à l'ensemble quotient{

[(M,M ′, s)] |(M,M ′, s) ∈ Ob(M
F
×
F
M)
}
,

où l'égalité [(M,M ′, s)] = [(P, P ′, t)] est véri�ée si et seulement s'il existe
cinq éléments (X,X ′, x), (D,D′, d0), (D′, D′′, d1), (E,E′, e0), (E′, E′′, e1)
de M

F
×
F
M et un isomorphisme de M

F
×
F
M(((

(M ⊗M X)⊗M D
)
⊗M E

)
⊗M E

′,
((

(M ′ ⊗M X
′)⊗M D

′′)⊗M E
′
)
⊗M E

′′
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fM′,X′,D′′,E′,E′′

(((
(s⊗M x)⊗M (d0d1)

)
⊗M e0

)
⊗M e1

)
f−1
M,X,D,E,E′

)
'(((

(P ⊗M X)⊗M D
)
⊗M D

′
)
⊗M E,

((
(P ′ ⊗M X

′)⊗M D
′)⊗M D

′′
)
⊗M E

′′

fP ′,X′,D′,D′′,E′′

(((
(t⊗M x)⊗M d0

)
⊗M d1

)
⊗M

(
e0e1

))
f−1
P,X,D,D′,E

)
,

où pour tout objet M , X, D, E, E′ de M, fM,X,D,E,E′ désigne l'iso-
morphisme canonique(((

F (M)⊗N F (X)
)
⊗N F (D)

)
⊗N F (E)

)
⊗N F (E′) '

F

(((
(M ⊗M X)⊗M D

)
⊗M E

)
⊗M E

′
)

Nous décrivons, pour terminer ces rappels, la manière dont le groupe de
Grothendieck KF que nous venons d'introduire est connecté aux groupes K0

et K1 de M et de N au moyen d'une suite exacte. Pour cela, nous considérons
le morphisme de groupes commutatifs

d : KF → K0(M)

[(M,M ′, s)] 7→ [(M,M ′)].

A�n de construire un morphisme de groupes commutatifs entre K1(M) et KF ,
nous rappelons la dé�nition suivante.

Dé�nition 4.1.4. Un 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques (F, f, fI) :
(M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) → (N,⊗N , aN , IN , gN , dN , cN) est co�nal si pour tout
objet N de N, il existe un objet N ′ de N, un objetM de M et un isomorphisme
de N

t : N ⊗N N
′ → F (M).

Nous rappelons alors la proposition suivante qui découle de 3.1 de [Bas67]
(ou de la proposition 4.3 du chapitre VII de [Bas68]).

Proposition 4.1.5. Soit (F, f, fI) : (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) → (N,⊗N , aN

, IN , gN , dN , cN) un 1-morphisme co�nal de 2-monoïdes symétriques internes à
G rpd. Il existe un unique morphisme de groupes commutatifs d′ : K1(N)→ KF

entre K1(N) et KF tel que pour tout objet M de M et tout [F (M), f ] ∈ K1(N),
on ait d′([F (M), f ]) = [M,M, f ].

Ceci nous permet d'énoncer le théorème 4.6 de [Bas67] (ou le théorème 5.3
du chapitre VII de [Bas68]).
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Théorème 4.1.6. Soit (F, f, fI) : (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) → (N,⊗N , aN , IN ,
gN , dN , cN) un 1-morphisme co�nal de 2-monoïdes symétriques internes à G rpd.
La suite

K1(M)
K1(F )−−−−→ K1(N)

d′−→ KF
d−→ K0(M)

K0(F )−−−−→ K0(N)

est exacte.

4.2 Caractérisation de K0(M)

Soit L : 2-M onSym→ 2-G rpSym un biadjoint à gauche au 2-foncteur d'oubli
U dont l'existence est assurée par le corollaire 3.5.10. L'objectif de cette section
est de montrer qu'il existe un 2-isomorphisme naturel κ0

2-M onSym 2-G rpSym

D(GrpCom).

L //

K0 ))
lΠ0

��

κ0
{�

Soit (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) un 2-monoïde symétrique. Nous désignons
par Coker(lΠ0(∆M)) un conoyau de lΠ0(∆M) dans D(MonCom), où ∆M est le
1-morphisme diagonal de M dans 2-M onSym. Étant donné que lΠ0(L(M)) '
Coker(lΠ0(∆M)) au vu du corollaire 3.5.10, nous déduisons de la proposition
3.2.1 et du corollaire 3.2.4 que lΠ0

(
L(M)

)
peut se décrire comme le groupe

commutatif dont l'ensemble sous-jacent est l'ensemble quotient(
lΠ0(M×M))/R,

où
(
[M,N ], [M ′, N ′]

)
∈ R s'il existe deux éléments P , Q de lΠ0(M) tels que

[M ⊗M P,N ⊗M P ] = [M ′ ⊗M Q,N
′ ⊗M Q]

dans lΠ0(M×M), c'est-à-dire s'il existe un isomorphisme de (M×M)

(f, g) : (M ⊗M P,N ⊗M P )→ (M ′ ⊗M Q,N
′ ⊗M Q).

Théorème 4.2.1. Si K0 désigne le 2-foncteur décrit dans la section précédente,
alors K0 = lΠ0L.

Démonstration. Soit (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) un 2-monoïde symétrique in-
terne à G rpd. Nous commençons par voir que K0(M) = lΠ0

(
L(M)

)
comme

groupes commutatifs. Pour cela, prenons [(M,N)] = [(M ′, N ′)] dans K0(M).
Dans ce cas, il existe un objetX deM et un isomorphisme t : (M⊗MN

′)⊗MX →
(N ⊗M M

′)⊗M X de M. Dès lors, N ′ ⊗M X et N ⊗M X sont deux objets de M
et

M ⊗M (N ′⊗M X)
aM
M,N′,X−−−−−−→ (M ⊗M N

′)⊗M X
t−→ (N ⊗M M

′)⊗M X
cM
N,M′

⊗M idX
−−−−−−−−−→
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(M ′ ⊗M N)⊗M X
a−1

M
M′,N,X−−−−−−→M ′ ⊗M (N ⊗M X),

N ⊗M (N ′ ⊗M X)
aM
N,N′,X−−−−−−→ (N ⊗M N

′)⊗M X
cM
N,N′

⊗M idX
−−−−−−−−−→ (N ′ ⊗M N)⊗M X

a−1

M
N′,N,X−−−−−−→ N ′ ⊗M (N ⊗M X)

sont deux isomorphismes de M induisant un isomorphisme de M×M(
M ⊗M (N ′ ⊗M X), N ⊗M (N ′ ⊗M X)

)
'
(
M ′ ⊗M (N ⊗M X), N ′ ⊗M (N ⊗M X)

)
,

et donc [(M,N)] = [(M ′, N ′)] dans lΠ0

(
L(M)

)
. Réciproquement, si [(M,N)] =

[(M ′, N ′)] dans lΠ0

(
L(M)

)
, alors il existe deux objets P , Q de M et un isomor-

phisme
(s, t) : (M ⊗M P,N ⊗M P )→ (M ′ ⊗M Q,N

′ ⊗M Q)

de (M×M). Dans ce cas, il est clair qu'il existe un isomorphisme de M

(M ⊗M N
′)⊗M (P ⊗M Q) ' (M ⊗M P )⊗M (N ′ ⊗M Q)

s⊗M t
−1

−−−−−→

(M ′ ⊗M Q)⊗M (N ⊗M P ) ' (N ⊗M M
′)⊗M (P ⊗M Q)

et [(M,N)] = [(M ′, N ′)] dans K0(M). Ceci montre que K0(M) = lΠ0

(
L(M)

)
comme ensembles. De plus, comme les structures de groupe de K0(M) et
de lΠ0

(
L(M)

)
coïncident, cette égalité est également une égalité de groupes

commutatifs.
Soit (F, f, fI) : (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) → (N,⊗N , aN , IN , gN , dN , cN) un 1-

morphisme de 2-monoïdes symétriques interne à G rpd. Si [(M,N)] ∈ K0(M) =
lΠ0

(
L(M)

)
, alors

K0

(
F
)(

[(M,N)]
)

= (F (M), F (N)) = lΠ0

(
L
(
F
))(

[(M,N)]
)

et K0

(
F
)

= lΠ0

(
L
(
F
))
, ce qui termine de montrer que K0 = lΠ0L.

Corollaire 4.2.2. Soit (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) un 2-monoïde symétrique in-
terne à G rpd. Il existe un isomorphisme de groupes commutatifs

K0(M) ' Coker(lΠ0(∆M)).

4.3 Caractérisation de K1(M)

Soit L : 2-M onSym→ 2-G rpSym un biadjoint à gauche au 2-foncteur d'oubli
U dont l'existence est assurée par le corollaire 3.5.10. L'objectif de cette section
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est de montrer qu'il existe un 2-isomorphisme naturel κ1

2-M onSym 2-G rpSym

D(GrpCom).

L //

K1 ))
lΠ1

��

κ1
{�

Soit (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) un 2-monoïde symétrique. Nous désignons
par Coker(lΠ0(∆∆M)) un conoyau de lΠ0(∆∆M) dans MonCom, où ∆∆M est la
factorisation canonique à travers le 2-produit �bré

M

M×M

(M×M)
E�∆M .M M×M

M
(P

E�∆M ∆M)

×
(P

E�∆M ∆M)

M

M

∆M

��

P
E�∆M

��

∆M

//

P
E�∆M

//

//

��

∆∆M

$$

Du corollaire 3.5.10, nous savons que

lΠ1(L(M)) ' Coker(lΠ0(∆∆M)).

Nous déduisons de la proposition 3.2.1 et du corollaire 3.2.4 que lΠ1

(
L(M)

)
peut se décrire comme le groupe commutatif dont les éléments sont les classes
d'équivalence de la forme [M,N, [s, t]], où M et N sont deux objets de M et

[s, t] : (M,M) → (N,N) est un morphisme de (M × M)
E�∆M . Deux telles

classes [M,N, [s, t]] et [U, V, [u, v]] sont égales s'il existe deux objets P et Q de
M et deux isomorphismes f : M ⊗M P → U ⊗M Q, g : N ⊗M P → V ⊗M Q de M
tels que le diagramme

(M ⊗M P,M ⊗M P ) (N ⊗M P,N ⊗M P )

(U ⊗M Q,U ⊗M Q) (V ⊗M Q,V ⊗M Q)

[s⊗M idP ,t⊗M idP ]
//

[f,f ]

��
[g,g]

��

[u⊗M idQ ,v⊗M idQ ]
//

est commutatif dans (M ×M)
E�∆M . Si [M,N, [s, t]] et [U, V, [u, v]] sont deux

éléments de lΠ1L(M), alors leur produit est donné par

[M,N, [s, t]] [U, V, [u, v]] = [M ⊗ U, V ⊗N, [s⊗M u, v ⊗M t]] .
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L'élément neutre est la classe
[
IM , IM , [idIM⊗M IM

, id
IM⊗M IM

]
]
et nous avons déjà

montré dans le lemme 3.3.7 que les classes
[
IM , IM , [idIM⊗M IM

, id
IM⊗M IM

]
]
et

[M,M, [id
M
, id

M
]] sont égales pour tout objet M de M. L'inverse d'une classe

[M,N, [s, t]] est donné par la classe [M,N, [s, t]]
−1

=
[
N,M, [s−1, t−1]

]
. Le

lemme suivant va nous aider à établir un lien entre lΠ1L(M) et lΠ0

(
Aut(M)

)
.

Lemme 4.3.1. Soit [M,N, [s, t]] ∈ lΠ1L(M). Nous avons que

[M,N, [s, t]] =
[
M,M, [t−1s, id

M
]
]
.

Démonstration. Le résultat se déduit du fait que (id
M
, t−1) est un isomor-

phisme entre (M,N, (s, t)) et (M,M, (t−1s, id
M

)) dans M
∆M
×

∆M
M, puisque

(t−1, t−1)(s, t) = (t−1s, id
M

)(id
M
, id

M
)

dans M×M.

Nous considérons alors la relation

[ ]1 : lΠ0

(
Aut(M)

)
→ lΠ1L(M)

(M, s) 7→ [M,M, [s, id
M

]]

qui est clairement un morphisme de monoïdes commutatifs.
A�n de démontrer, pour tout 2-monoïde symétrique (M,⊗M , aM , IM , gM , dM ,

cM) interne à G rpd, l'existence d'un isomorphisme de groupes commutatifs entre
lΠ1L(M) et K1(M), nous introduisons le lemme suivant.

Lemme 4.3.2. Soient un groupe commutatif (G, ∗
G
, e
G
, ( )∗

G
) et un morphisme

de monoïdes commutatifs f : lΠ0

(
Aut(M)

)
→ G tels que si (M, s) et (M, t) sont

deux éléments de Aut(M), alors f([M ⊗M M, t⊗ s]) = f([M, ts]). Dans ce cas

1. Si M et N sont deux objets de M et u : M → N , e : N → N , u′ : N →M
trois morphismes de M, alors

f([M,u′eu]) = f([M,u′u]) ∗
G
f([N, e]).

2. Si (M, id
M

) est un élément de Aut(M), alors

f([M, id
M

]) = e
G
.

3. Si (M, s) est un objet de Aut(M), alors

f([M, s−1]) = (f([M, s]))∗
G
.

Démonstration.
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1. Nous calculons que

f([M,u′eu]) = f([M,u′eu′−1u′u])

= f([M,u′eu′−1]) ∗
G
f([M,u′u])

et f([M,u′eu′−1]) = f([N, e]) puisque u′−1 : (M,u′eu′−1) → (N, e) est
un isomorphisme de Aut(M).

2. Nous calculons que

f([M, id
M

]) = f([M, id
M
id
M

])

= f([M, id
M

]) ∗
G
f([M, id

M
])

et donc f([M, id
M

]) = e
G
.

3. Le résultat découle du point précédent, puisque

f([M, s]) ∗
G
f([M, s−1]) = f([M, id

M
])

= e
G
.

Nous énonçons alors le résultat principal de cette section.

Théorème 4.3.3. Le couple
(
lΠ1L(M), [ ]1

)
est un groupe de Grothendieck

pour
(
Aut(M), ◦Aut(M)

)
.

Démonstration. Soient (M, s) et (M, t) deux objets de Aut(M). Nous devons
montrer que [(M ⊗M M, t⊗M s)]1 = [(M, ts)]1, c'est-à-dire que[

M ⊗M M,M ⊗M M,
[
t⊗M s, idM⊗MM

]]
= [M,M, [ts, id

M
]].

Or, puisque [M,M, [id
M
, id

M
]] est l'élément neutre de lΠ1L(M), il est encore

équivalent de montrer que[
M ⊗M M,M ⊗M M,

[
t⊗M s, idM⊗MM

]]
= [M ⊗M M,M ⊗M M, [id

M
⊗M (ts), id

M⊗MM
]].

Or, dans (M×M)
E�∆M , nous calculons que[

t⊗M s, idM⊗MM

]
=
[
cMM,M , cMM,M

] [
id
M
⊗M t, idM⊗MM

] [
cMM,M , cMM,M

] [
id
M
⊗M s, idM⊗MM

]
= [id

M
⊗M (ts), id

M⊗MM
]
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puisque dans (M×M)
E�∆M , nous avons que[

cMM,M , cMM,M

]
=

[
g−1
MM⊗MM

, g−1
MM⊗MM

] [
id
IM
⊗M cMM,M , idIM

⊗M cMM,M

] [
gMM⊗MM

, gMM⊗MM

]
=
[
id
M⊗MM

, id
M⊗MM

]
ce qui termine de montrer l'identité désirée.

Soient alors un groupe commutatif (G, ∗
G
, e
G
, ( )∗

G
) et un morphisme de

monoïdes commutatifs f : lΠ0

(
Aut(M)

)
→ G tels que si (M, s) et (M, t) sont

deux éléments de Aut(M), alors f([M ⊗M M, t⊗ s]) = f([M, ts]). Considérons
[M,N, [s, t]] un élément de lΠ1L(M). Par le lemme 4.3.1, nous savons que

[M,N, [s, t]] =
[
M,M, [t−1s, id

M
]
]

= [(M, t−1s)]1.

Ceci nous incite à dé�nir la relation

f̂ : lΠ1L(M) → G

[M,N, [s, t]] 7→ f
(
(M, t−1s)

)
.

Nous allons montrer que f̂ est une application.Supposons que [M,N, [s, t]] et
[U, V, [u, v]] soient deux objets de lΠ1L(M) tels que [M,N, [s, t]] = [U, V, [u, v]],
et donc tels que

[
M,M, [t−1s, id

M
]
]

=
[
U,U, [v−1u, id

U
]
]
. Ainsi, il existe deux

objets P , Q de M et deux �èches parallèles h, g : M ⊗ P → U ⊗Q tels que le
diagramme

(M ⊗M P,M ⊗M P ) (M ⊗M P,M ⊗M P )

(U ⊗M Q,U ⊗M Q) (U ⊗M sQ,U ⊗M Q)

[(t−1s)⊗M idP ,idM⊗MP
]
//

[(v−1u)⊗M idQ ,idU⊗MQ
]

//

[h,f ]

��
[g,g]

��

commute dans (M×M)
E�∆M . Deux cas sont alors possibles. Soit ce diagramme

commute dans M ×M et dans ce cas, h = g et h : (M ⊗ P, (t−1s) ⊗M idP ) →
(U ⊗M Q, (v−1u) ⊗M id

Q
) est un isomorphisme de Aut(M), ce qui implique

par dé�nition de morphisme de monoïdes que f
(
(M, t−1s)

)
∗
G
f
(
(P, id

P
)
)

=

f
(
(U, v−1u)

)
∗G f

(
(Q, id

Q
)
)
et il suit alors du point 2 du lemme 4.3.2 que

f
(
(M, t−1s)

)
= f

(
(U, v−1u)

)
, soit ce diagramme ne commute pas dans M×M

et dans ce cas, il existe un naturel n non nul, n objets (M1,M
′
1), (M2,M

′
2),...,

(Mn,M
′
n) de M×M, n+1 �èches (Gi, gi) : (Mi,M

′
i)→ (Mi+1,M

′
i+1) de M×M

pour i ∈ {0, ..., n} (en notant (M0,M
′
0) = (M ⊗M P,M ⊗M P ), (Mn+1,M

′
n+1) =

(U ⊗M Q,U ⊗M Q)) telles que(
g
(
(t−1s)⊗M idP

)
, g
)

= (GnGn−1...G1G0, gngn−1...g1g0)
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et il existe n endomorphismes (ai, a
′
i) : (Mi,M

′
i) → (Mi,M

′
i) de M ×M pour

tout i ∈ {1, ..., n} tels que((
(v−1u)⊗M idQ

)
h, h

)
= (GnanGn−1an−1...G1a1G0, gna

′
ngn−1a

′
n−1...g1a

′
1g0)

de sorte que pour tout i ∈ {1, ..., n}, il existe un objet (M i,M ′i) de M×M et
un objet Xi de M de sorte que, soit

ai = id
Mi
⊗M cMXi,Xi

a′i = id
M′i
⊗M cMXi,Xi ,

soit il existe un naturel ni non nul et ni objets Mi,1, Mi,2, ...,Mi,ni tels que

ai =

(
...
((

(id
Mi
⊗M cMXi,Xi )⊗M idMi,1

)
⊗M idMi,2

)
⊗M ...

)
⊗M idMi,ni

a′i =

(
...
((

(id
M′i
⊗M cMXi,Xi )⊗M idMi,1

)
⊗M idMi,2

)
⊗M ...

)
⊗M idMi,ni

.

En vertu du point 2 du lemme 4.3.2, nous calculons que

f

((
U, v−1u

))
= f

((
U ⊗M Q, (v

−1u)⊗M idQ

))
= f

((
U ⊗M Q,

(
(v−1u)⊗M idQ

)
hh−1

))
= f

((
U ⊗M Q,GnanGn−1an−1...G1a1G0g

−1
0 a′−1

1 g−1
1 ...g−1

n−1a
′−1
n g−1

n

))
.
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En utilisant le point 1 du lemme 4.3.2, nous trouvons que

f

((
U, v−1u

))
= f

((
U ⊗M Q,GnGn−1...G1G0g

−1
0 g−1

1 ...g−1
n−1g

−1
n

))
∗G f

((
Mn, an

))
∗G ... ∗G f

((
M1, a1

))
∗G f

((
M ′1, a

′−1
1

))
∗G ... ∗G f

((
M ′n, a

′−1
n

))
= f

((
U ⊗M Q, g

(
(t−1s)⊗M idP

)
g−1

))
∗G f

((
Mn, an

))
∗G ... ∗G f

((
M1, a1

))
∗G f

((
M ′1, a

′−1
1

))
∗G ... ∗G f

((
M ′n, a

′−1
n

))
= f

((
U ⊗M Q, gg

−1
))
∗G f

((
M ⊗M P, (t

−1s)⊗M idP
))

∗G f
((

Mn, an
))
∗G ... ∗G f

((
M1, a1

))
∗G f

((
M ′1, a

′−1
1

))
∗G ... ∗G f

((
M ′n, a

′−1
n

))
.

Nous calculons par ailleurs, en utilisant le point 2 du lemme 4.3.2, que pour

tout i ∈ {1, ..., n}, f
((

Mi, ai
))

= f

((
Xi⊗MXi, cXi,Xi

))
et f

((
M ′i , a

′−1
i

))
=

f

((
Xi⊗M Xi, c

−1
MXi,Xi

))
, ce qui implique au vu du point 3 du lemme 4.3.2 que

pour tout i ∈ {1, ..., n}, f
((

Mi, ai
))
∗
G
f

((
M ′i , a

′−1
i

))
= 0. Dès lors, en

utilisant une dernière fois le point 2 du lemme 4.3.2, nous trouvons �nalement
que

f

((
U, v−1u

))
= f

((
M, t−1s

))
.

En conclusion, nous avons bien montré dans chacun des deux cas que

f̂([M,N, [s, t]]) = f̂([U, V, [u, v]])

et donc que f̂ est une application.
Nous devons alors montrer que f̂ est un morphisme de groupes commtatifs.

Pour cela, nous commençons par remarquer que f̂ préserve l'élément neutre
car f̂([IM , IM , [idIM

, id
IM

]]) = f
(
(IM , idIM

)
)

= e
G
par dé�nition de morphisme

de monoïdes commutatifs. D'autre part, f̂ préserve la loi de groupe, puisque
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pour tout objet [M,N, [s, t]], [U, V, [u, v]] de lΠ1L(M), on a que

f̂
(
[U, V, [u, v]][M,N, [s, t]]

)
= f̂

(
[M ⊗M U,N ⊗M V, [s⊗M u, t⊗M v]]

)
= f([M ⊗M U, (t⊗M v)−1(s⊗M u)])

= f([M ⊗M U, (t
−1s)⊗M (v−1u)])

= f([M, t−1s]) ∗
G
f([U, v−1u])

= f̂([M,N, [s, t]]) ∗
G
f̂([U, V, [u, v]])

Finalement, il est clair que f̂ [ ]1 = f et au vu du lemme 4.3.1, f̂ est l'unique
morphisme de groupes commutatifs entre lΠ1L(M) et G possédant cette pro-
priété.

Nous montrons en�n qu'il existe un 2-isomorphisme κ1 : K1 ⇒ lΠ1L.

Proposition 4.3.4. Il existe un 2-isomorphisme naturel

κ1 : K1 ⇒ lΠ1L.

Démonstration. Soit (M,⊗M , aM, IM , gM, dM, cM) un 2-monoïde symétrique in-
terne à G rpd. Par le théorème 4.3.3, il existe un unique isomorphisme de
groupes commutatifs κ1,M : K1(M) → lΠ1

(
L(M)

)
entre K1(M) et lΠ1

(
L(M)

)
tel que

κ1,M[ ]Aut(M) = [ ]1,M.

Soit alors (F, f, fI) : (M,⊗M , aM, IM , gM, dM, cM)→ (N,⊗N , aN, IN , gN, dN, cN) un
1-morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à G rpd. Celui-ci induit un
1-morphisme de 2-monoïdes symétriques internes à G rpd

Aut(F ) : Aut(M) → Aut(N)

(M, s)

(M ′, t)

u

��
7→

(F (M), F (s))

(F (M ′), F (t)).

F (u)

��

Il est alors clair que les diagrammes

lΠ0

(
Aut(M)

)
K1(M)

lΠ1

(
L(M)

)

lΠ0

(
Aut(N)

)
lΠ1

(
L(N)

)

[ ]Aut(M) //

[ ]1,M ((
lΠ0

(
Aut(F )

)
��

κ1,M

��

lΠ1

(
L(F )

)
��

[ ]1,N

//
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lΠ0

(
Aut(M)

)
K1(M)

K1(N)

lΠ0

(
Aut(N)

)
lΠ1

(
L(N)

)

[ ]Aut(M) //

lΠ0

(
Aut(F )

)
��

K1(F )

��

κ1,N

��

[ ]Aut(N)

66

[ ]1,N

//

sont commutatifs. Dès lors, par l'unicité de la factorisation dans la dé�nition
4.1.2, nous voyons que lΠ1

(
L(F )

)
κ1,M = κ1,NK1(F ), ce qui termine de montrer

que l'isomorphisme κ1 est naturel.

Corollaire 4.3.5. Soit (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) un 2-monoïde symétrique in-
terne à G rpd. Il existe un isomorphisme de groupes commutatifs

K1(M) ' Coker(lΠ0(∆∆M)),

où ∆∆M est la factorisation canonique rappelée en début de section.

4.4 Caractérisation de KF

Soient (F, f, fI) : (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) → (N,⊗N , aN , IN , gN , dN , cN) un 1-
morphisme de 2-monoïdes symétriques et

(
(Coker(F ),⊗CF , aCF , ICF , gCF , dCF ,

cCF ), (PF , p, pI), ηF
)
un 2-conoyau de F dans 2-M onSym. L'objectif de cette

section est d'établir l'existence d'un isomorphisme de groupes symétriques entre
KF et lΠ1(NF ) dans chacun des deux cas particuliers suivants:

• la 2-action �F induite par F (voir corollaire 3.5.8) est identitaire sur
la symétrie diagonale (ce qui signi�e que pour tout objet M de M et
tout objet N de N, que l'égalité id

N
⊗N F (cMM,M ) = id

N⊗NF (M⊗MM)
est

satisfaite);

• F est un morphisme de 2-groupes symétriques.
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Nous désignons par Coker(lΠ0(∆F )) un conoyau de lΠ0(∆F ) dans MonCom,
où ∆F est la factorisation canonique à travers le 2-produit �bré

M

N

N
E�F .M N

M
P

E�F F

×
P

E�F F

M

M

F

��

P
E�F

��

F
//

P
E�F

//

//

��

∆F

!!

En vertu de la proposition 3.5.8, nous avons

lΠ1(NF ) ' Coker(lΠ0(∆F )).

Nous déduisons de la proposition 3.2.1 et du corollaire 3.2.4 que lΠ1(NF )
peut se décrire comme le groupe commutatif dont les éléments sont les classes
d'équivalence de la forme [M1,M2, [s]], où M1, M2 sont deux objets de M et
[s] : F (M1)→ F (M2) est un isomorphisme de NE�F . Deux classes [M1,M2, [s]],
[U1, U2, [u]] sont égales s'il existe deux objets P et Q de M et deux isomor-
phismes f : M1 ⊗M P → U1 ⊗M Q, g : M2 ⊗M P → U2 ⊗M Q de M tels que

M1 ⊗M P M2 ⊗M P

U1 ⊗M Q U2 ⊗M Q

[s⊗M idP ]
//

[f ]

��
[g]

��

[u⊗M idQ ]
//

est commutatif dans NE�F . Si [M1,M2, [s]] et [U1, U2, [u]] sont deux éléments

de lΠ1(NE�F /�E�F
F ), alors leur produit est donné par

[M1,M2, [s]][U1, U2, [u]] = [M1 ⊗M U1,M2 ⊗M U2, [fM2,U2
(s⊗M t)f

−1
M1,U1

]].

L'élément neutre est la classe [IM , IM , [idF (IM )
]] et nous avons déjà montré dans

le lemme 3.3.7 que les classes
[
IM , IM , [idF (IM )

]
]
et
[
M,M, [id

F (M)
]
]
sont égales

pour tout objet M de M. L'inverse d'une classe [M1,M1, [s]] est donné par la
classe [M1,M2, [s]]

−1
=
[
M2,M1, [s

−1]
]
. Nous considérons alors la relation

[ ]
F

: lΠ0(M
F
×
F
M) → lΠ1(NF )

[M1,M2, s] 7→ [M1,M2, [s]]

qui est clairement un morphisme de monoïdes commutatifs.
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Lemme 4.4.1. Soient un groupe commutatif (G, ∗
G
, e
G
, ( )∗

G
) et un morphisme

de monoïdes commutatifs f : lΠ0(M
F
×
F
M) → G tel que si (M1,M2, s) et

(M2,M3, t) sont deux objets de M
F
×
F
M, alors f([M1,M2, s][M2,M3, t]) =

f([M1,M3, ts]). Dans ce cas

1. Si (M,M, id
F (M)

) est un objet de M
F
×
F
M, alors

f([M,M, id
F (M)

]) = e
G
.

2. Si e : M1 →M2 est un morphisme de M, alors

[M1,M2, F (e)] = [M2,M2, idF (M2)
]

dans lΠ0(M
F
×
F
M). En particulier si K1, K2 sont deux objets de M et et

si s : F (K1) → F (M1) et t : F (M2) → F (K2) sont deux isomorphismes
de N, alors

f([K1,K2, tF (e)s]) = f([K1,M1, s]) ∗G f([M2,K2, t])

et si M1 = M2, alors

f([K1,K2, tF (e)s]) = f([K1,K2, ts])

3. Si (M1,M2, s) est un objet de M
F
×
F
M, alors

f([M2,M1, s
−1]) = (f([M1,M2, s]))

∗
G
.

Démonstration.

1. Par dé�nition de f , nous calculons que

f([M,M, id
F (M)

]) = f([M,M, id
F (M)

id
F (M)

])

= f([M,M, id
F (M)

]) ∗
G
f([M,M, id

F (M)
])

et donc f([M,M, id
F (M)

]) = e
G
puisque G est un groupe.

2. Le premier résultat suit du fait que le couple (e, id
M2

) : (M1,M2, F (e))→
(M2,M2, idF (M2)

) est un isomorphisme deM
F
×
F
M. Dès lors, par dé�nition

de f et au vu du point précédent, nous calculons que

f([K1,K2, tF (e)s])

= f([K1,M1, s]) ∗G f([M1,M2, F (e)]) ∗
G
f([M2,K2, t])

= f([K1,M1, s]) ∗G f([M2,M2, idF (M2)
]) ∗

G
f([M2,K2, t])

= f([K1,M1, s]) ∗G f([M2,K2, t])

et f([K1,M1, s]) ∗G f([M2,K2, t]) = f([K1,K2, ts]) si M1 = M2 par dé�-
nition de f , ce qui termine la preuve du point 2.
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3. Par dé�nition de f , nous calculons que

f([M2,M1, s
−1]) ∗

G
f([M1,M2, s]) = f([M2,M2, idF (M2)

])

= e
G

f([M1,M2, s]) ∗G f([M2,M1, s
−1]) = f([M1,M1, idF (M1)

])

= e
G

et donc f([M2,M1, s
−1]) = (f([M1,M2, s]))

∗
G
.

Nous énonçons alors le premier résultat important de cette section.

Théorème 4.4.2. Si la 2-action �F induite par F (voir lemme 2.3.3) est iden-
titaire sur la symétrie diagonale, alors le couple (lΠ1(NF ), [ ]

F
) est un groupe

de Grothendieck pour (M
F
×
F
M, ◦M

F
×
F
M).

Démonstration. Soient (M1,M2, s) et (M2,M3, t) deux objets de M
F
×
F
M.

Nous devons tout d'abord montrer que [(M1 ⊗M M2,M2 ⊗M M3, fM2,M3
(s ⊗M

t)f−1
M1,M2

)]
F

= [(M1,M3, ts)]F , c'est à dire que

[M1 ⊗M M2,M2 ⊗M M3, [fM2,M3
(s⊗N t)f

−1
M1,M2

]] = [M1,M3, [ts]]

dans lΠ1(N/�F ). Or, puisque [M2,M2, [idF (M2)
]] est un élément neutre, il est

encore équivalent de montrer que

[M1 ⊗M M2,M2 ⊗M M3, [fM2,M3
(s⊗N t)f

−1
M1,M2

]]

= [M1 ⊗M M2,M3 ⊗M M2, fM3,M2
[(ts)⊗N idF (M2)

]f−1
M1,M2

].

Il su�t donc de montrer que (id
M1⊗MM2

, cMM2,M3
) est un isomorphisme deM

F
×
F

M entre (M1 ⊗M M2,M2 ⊗M M3, [fM2,M3
(s⊗N t)f

−1
M1,M2

]) et (M1 ⊗M M2,M3 ⊗M

M2, fM3,M2
[(ts)⊗N idF (M2)

]f−1
M1,M2

). En e�et, dans NE�F , nous avons que

[F (cMM2,M3
)][f

M2,M3
][s⊗N t][f

−1
M1,M2

]

= [f
M3,M2

][cMF (M2),F (M3)
][s⊗N t][f

−1
M1,M2

]

= [f
M3,M2

][t⊗N idF (M2)
][cMF (M2),F (M2)

][s⊗N idF (M2)
][f−1

M1,M2
]

= [f
M3,M2

][ts⊗N idF (M2)
][f−1

M1,M2
]

car

[cMF (M2),F (M2)
]

= [f−1
M2,M2

][F (cMM2,M3
)][f

M2,M2
]

= [f−1
M2,M2

][g−1
NF (M2⊗MM2

)
][id

IN
⊗N F (cMM2,M3

)][gNF (M2⊗MM2
)
][f

M2,M2
]

= [id
F (M2)⊗NF (M2)

]
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ce qui termine de montrer l'identité désirée.
Soient (G, ∗

G
, e
G
, ( )∗

G
) un groupe commutatif et un morphisme de monoïdes

commutatifs f : lΠ0(M
F
×
F
M) → G tels que si (M1,M2, s) et (M2,M3, t) sont

deux objets deM
F
×
F
M, alors f([M1,M2, s][M2,M3, t]) = f([M1,M3, ts]). Nous

considérons la relation

f̂ : lΠ1(NF ) → G

[M1,M2, [s]] 7→ f([M1,M2, s]).

Nous allons montrer que f̂ est une application. Pour cela, supposons que
[M1,M2, [s]] = [M3,M4, [s]] dans lΠ1(NF ). Dans ce cas, il existe deux objets P
et Q de M et deux isomorphismes h : M1 ⊗M P → M3 ⊗M Q, k : M2 ⊗M P →
M4 ⊗M Q tels que le diagramme

F (M1 ⊗M P )

F (M1)⊗N F (P ) F (M2)⊗N F (P )

F (M2 ⊗M P )

F (M3 ⊗M Q)

F (M3)⊗N F (Q) F (M4)⊗N F (Q)

F (M4 ⊗M Q)

[f−1

M1,P
]
33

[F (h)]

��

[s⊗N idF (P )
]
// [f

M2,P
]

++

[F (k)]

��

[f−1

M3,P
]
++

[t⊗N idF (Q)
]
// [f

M4,Q
]

33

est commutatif dans NE�F . Nous en déduisons que ce diagramme est com-
mutatif dans N puisque, par hypothèse, �F est identitaire sur la symétrie
diagonale. Dès lors, (h, k) : (M1 ⊗M P,M2 ⊗M P, fM2,P

(s ⊗N idF (P )
)f−1
M1,P

) →
(M3⊗M Q,M4⊗M Q, fM4,Q

(t⊗N idF (Q)
)f−1
M3,Q

) est un isomorphisme de M
F
×
F
M.

Nous calculons alors, en utilisant la dé�nition de f et le point 1 du lemme 4.4.1,
que

f([M1,M2, s]) = f([M1,M2, s]) ∗G f([P, P, id
F (P )

])

= f([M1 ⊗M P,M2 ⊗M P, fM2,P
(s⊗N idF (P )

)f−1
M1,P

])

= f([M3 ⊗M Q,M4 ⊗M Q, fM4,Q
(t⊗N idF (Q)

)f−1
M3,Q

])

= f([M3,M4, t]) ∗G f([Q,Q, id
F (Q)

])

= f([M3,M4, t]),

et f̂([M1,M2, [s]]) = f̂([M3,M4, [t]]), ce qui termine de montrer que f̂ est une
application. Il est alors clair que f̂ est un morphisme de groupes commutatifs,
que f̂ [ ]

F
= f et que f̂ est l'unique morphisme de groupes commutatifs entre

lΠ1(NF ) et G possédant cette propriété.
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Remarque 4.4.3. Soit (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) un 2-monoïde symétrique.
Considérons la factorisation canonique à travers l'objet 2-terminal 1M : M→ 1.
Le 2-produit �bré

M

1M

M
1M
×

1M
M

1M

��

1M
//

//

��

est clairement le 2-produit binaire M ×M et la factorisation canonique ∆1M
:

M → M
1M
×

1M
M est le 1-morphisme diagonal ∆M. Dès lors, en combinant le

corollaire 4.2.2, le théorème précédent et le fait que la 2-action induite �1M est
identitaire sur la symétrie diagonale, nous voyons qu'il existe un isomorphisme
de groupes commutatifs K1M ' K0(M). D'autre part, si nous considérons le

1-morphisme M ∆M−−→ M×M P
E�∆M

−−−−−→ (M×M)
E�∆M qui est clairement tel que

la 2-action induite �
(P

E�∆M ∆M)
est identitaire sur la symétrie diagonale, alors

nous déduisons du corollaire 4.3.5 et du théorème précédent qu'il existe un
isomorphisme de groupes commutatifs K

(P
E�∆M ∆M)

' K1(M).

Supposons à présent que (F, f, fI) : (G,⊗G , aG , IG , gG , dG , cG , ( )∗
G
, δG) →

(H,⊗H , aH , IH , gH , dH , cH , ( )∗
H
, δH) soit un 1-morphisme de 2-groupes symétriques

internes à G rpd. Supposons que Coker(F ) soit un 2-conoyau de F dans la 2-
catégorie 2-M onSym(G rpd) (nous ommettons d'écrire toute la structure sous-
jacente à Coker(F )). Nous savons, par le théorème 2.4.4, que Coker(F ) est
également un 2-conoyau de F dans 2-G rpSym(G rpd). Nous avons déjà souligné
dans la remarque 3.5.9 qu'une description des 2-conoyaux de 2-G rpSym(G rpd)
existait déjà dans [Vit02]. En suivant cette description, nous pouvons dire que
les objets de Coker(F ) sont ceux de H, tandis que les �èches de Coker(F ) entre
deux objets N1 et N2 sont les classes de la forme [X,h], où X est un objet de
G et h : N1 ⊗H F (X) → N2 est un morphisme de H et deux classes [X1, h1],
[X2, h2] sont égales si et seulement s'il existe un morphisme t : X1 → X2 de G
tel que h2(id

N1
⊗H F (t)) = h1. La composition des �èches [X1, h1] : N1 → N2,

[X2, h2] : N2 → N3 est donnée par [X1 ⊗G X2, h2(h1 ⊗H idF (X2)
)]. La structure

de 2-groupe symétrique est alors évidente. Nous considérons la relation

[ ]
F

: lΠ0(G
F
×
F
G) → lΠ1(Coker(F ))

[G1, G2, s] 7→ [G1 ⊗G G
∗
2, d
−1
H,IH

(
id
IH
⊗H (f−1

I F (δH,G2
)f
G2,G

∗
2

(s⊗H idF (G∗2)
)f−1
G1,G

∗
2

)
)
]

qui est clairement un morphisme de monoïdes commutatifs. Nous énonçons
alors le second résultat de cette section.

Théorème 4.4.4. Le couple (lΠ1(HF ), [ ]
F

) est un groupe de Grothendieck pour
(G

F
×
F
G, ◦G

F
×
F
G).
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Démonstration. Soient (G1, G2, s) et (G2, G3, t) deux objets de G
F
×
F
G. Nous

devons tout d'abord montrer que [(G1⊗GG2, G2⊗GG3, fG2,G3
(s⊗M t)f

−1
G1,G2

)]
F

=

[(G1, G3, ts)]F , c'est à dire que

[(G1 ⊗G G2)⊗G (G2 ⊗G G3)∗, d−1
H,IH

(
id
IH
⊗H (f−1

I F (δH,G2⊗GG3
)f
G2⊗GG3,(G2⊗GG3)∗

((f
G2,G3

(s⊗M t)f
−1
G1,G2

)⊗H idF ((G2⊗GG3)∗))f
−1
G1⊗GG2,(G2⊗GG3)∗

)
)
] = [G1⊗GG

∗
3, d
−1
H,IH(

id
IH
⊗H (f−1

I F (δH,G3
)f
G3,G

∗
3
(ts⊗H idF (G∗3)

)f−1
G1,G

∗
3

)
)
]

dans lΠ1(Coker(F )). Ceci découle directement du fait que δG est un 2-isomor-
phisme de 2-monoïdes symétriques internes à G rpd.

Soient un groupe commutatif (G, ∗
G
, e
G
, ( )∗

G
) et un morphisme de monoïdes

commutatifs f : lΠ0(G
F
×
F
G) → G tel que si (G1, G2, s) et (G2, G3, t) sont

deux objets de G
F
×
F
G, alors f([G1, G2, s][G2, G3, t]) = f([G1, G3, ts]). Nous

considérons la relation

f̂ : lΠ1(Coker(F )) → G

[X,h] 7→ f([X, IG , fIhgH,F (X)
]).

Nous allons montrer que f̂ est une application. Pour cela, supposons que
[X1, h1] = [X2, h2] dans lΠ1(Coker(F )). Dans ce cas, il existe un morphisme
t : X1 → X2 de G tel que h2(id

IH
⊗H F (t)) = h1. Mais alors, (t, id

IG
) est un

isomorphisme de G
F
×
F
G entre (X1, IG , fIhgH,F (X1)

) et (X2, IG , fIhgH,F (X2)
) et

f([X1, IG , fIhgH,F (X1)
]) = f([X2, IG , fIhgH,F (X2)

]) ce qui termine de montrer que

f̂ est une application. Il est alors clair que f̂ est un morphisme de groupes
commutatifs, que f̂ [ ]

F
= f et que f̂ est l'unique morphisme de groupes com-

mutatifs entre lΠ1(HF ) et G possédant cette propriété.

Remarque 4.4.5. Soient un 1-morphisme de 2-groupes symétriques (F, f, fI) :
(G,⊗G , aG , IG , gG , dG , cG , ( )∗

G
, δG) → (H,⊗H , aH , IH , gH , dH , cH , ( )∗

H
, δH) et L : 2-

M onSym→ 2-G rpSym un biadjoint à gauche au 2-foncteur d'oubli U. Comme
U est localement une équivalence de groupoïdes, nous avons clairement

L(G) ' G, L(H) ' H

et donc au vu des théorèmes 4.2.1 et 4.3.3, il existe des isomorphismes de
groupes commutatifs

K0(G) ' lΠ0(G), K1(G) ' lΠ1(G), K0(H) ' lΠ0(H), K1(H) ' lΠ1(H).

Par ailleurs, si Coker(F ) désigne un 2-conoyau de F dans 2-M onSym, nous
savons par le théorème 2.4.4 que ce dernier est également un 2-conoyau de
F dans 2-G rpSym. Or, à la �n de la section 2 de [Vit02], Vitale établit
l'existence d'un isomorphisme de groupes commutatifs entre lΠ1(Coker(F )) et
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lΠ0(Ker(F )), où Ker(F ) désigne un 2-noyau de F dans 2-G rpSym. Dès lors,
par les théorèmes 4.4.2 et 4.1.6, nous obtenons une suite exacte

lΠ1(G)
lΠ1(F )−−−−→ lΠ1(H)

d′−→ lΠ0(Ker(F ))
d−→ lΠ0(G)

lΠ0(F )−−−−→ lΠ0(H).

Cette dernière est, dans le cas des 2-groupes symétriques, la suite exacte bien
connue introduite par Rousseau dans la proposition 3.1.5 de [Rou00] (également
dans [Rou03]).

4.5 Généralisation de la suite exacte de la K-

théorie algébrique

Soient (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) et (N,⊗N , aN , IN , gN , dN , cN) deux 2-monoïdes
symétriques internes à G rpd et (�, α, δ, τ) : N×M→ N une 2-action interne à
la 2-catégorie des 2-monoïdes symétriques internes G rpd. Le résultat suivant
est clair.

Lemme 4.5.1. (�, α, δ, τ) induit les morphismes de groupes commutatifs

d0 : K0(M)→ K0(N)

[M,M ′] 7→ [IN �M, IN �M ′]

d1 : K1(M)→ K1(N)

[M,f ] 7→ [IN �M, id
IN
� f ]

Nous appellerons 2-égalisateur de

N×M×M N×M N
IdN×Π1

M,M //
IdN×Π2

M,M

//
� //

le 2-monoïde symétrique Eg dont les objets sont les quadruples de la forme
(N,M1,M2, f), où N est un objet de N, M1 et M2 sont deux objets de M et
f : N�M1 → N�M2 est un isomorphisme de N. Les �èches entre deux objets
(N,M1,M2, f), (N ′,M ′1,M

′
2, f
′) sont les triples de la forme (h, s, t), où h : N →

N ′ est un morphisme de N, s : M1 →M ′1 et t : M2 →M ′2 sont deux morphismes
deM tels que (h�t)f = f ′(h�s). La composition des �èches est la composition
évidente et si (N,M1,M2, f), (N ′,M ′1,M

′
2, f
′) sont deux objets, leur produit est

le quadruple (N ⊗N N
′,M1⊗M M

′
1,M2⊗M M

′
2, τN,M2,N

′,M′2
(f ⊗N f

′)τ−1
N,M1,N

′,M′1
).

On peut dé�nir sur Eg la composition suivante:

C = {
(
(N1,M1,M2, f), (N2,M3,M4, f

′)
)
|N1 = N2,M2 = M3}
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et

◦ : C → Ob(Eg)(
(N,M1,M2, f), (N,M2,M3, f

′)
)
7→ (N,M1,M3, f

′f)

Nous désignons par (K�, [ ]Eg) le groupe de Grothendieck associé à cette com-
position sur Eg.

Lemme 4.5.2.

1. Pour tout objet N de N et tout objet M de M, [N, M, M, id
N�M ]Eg = [IN ,

IM , IM , idIN�IM
]Eg.

2. Pour tout objet N de N et tout objet M de M, [N, M1, M2, f ]∗Eg = [N,

M2, M1, f
−1]Eg.

3. Tout élément [(N1,M1,M2, f1), (N2,M3,M4, f2)] de K� est égal à

[N1 ⊗N N2,M1 ⊗M M4,M2 ⊗M M3, τN1,M2,N2,M3
(f1 ⊗N f

−1
2 )τ−1

N1,M1,N2,M4
]Eg

4. Si (P,X,X, s) est un objet de Eg tel qu'il existe un objet Q de N de sorte
que s⊗N idQ soit un produit de commutateurs formés d'automorphismes
de (P�M)⊗NQ, alors [P,X,X, s]Eg = [IN , IM , IM , idIN�IM

]Eg. Il en résulte

que si (N,M,M, f) est un objet de Eg, alors [N,M,M, f ]Eg = [N �M,
IM , IM , f � idIM ]Eg.

5. Si f : M → M est un automorphisme de M et N un objet de N , alors
[N,M,M, id

N
� f ]Eg = [IN , IM , IM , idIN�IM

]Eg.

Démonstration.

1. Nous calculons

[N,M,M, id
N�M ]Eg + [N,M,M, id

N�M ]Eg = [N,M,M, id
N�M ]Eg.

2. Nous calculons

[N,M2,M1, f
−1]Eg + [N,M1,M2, f ]Eg = [N,M2,M2, idN�M2

]Eg

= [IN , IM , IM , idIN�IM
]Eg

[N,M1,M2, f ]Eg + [N,M2,M1, f
−1]Eg = [N,M1,M1, idN�M1

]Eg

= [IN , IM , IM , idIN�IM
]Eg

en vertu du point précédent.
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3. Nous calculons que

[(N1,M1,M2, f1), (N2,M3,M4, f2)]

= [N1,M1,M2, f1]Eg + [N2,M3,M4, f2]∗Eg

= [N1,M1,M2, f1]Eg + [N2,M4,M3, f
−1
2 ]Eg

par le point précédent. La conclusion suit alors du fait que [ ]Eg est un
morphisme de monoïdes symétriques.

4. En utilisant le point 1 et le fait que [ ]Eg est un morphisme de monoïdes
symétriques, nous calculons que

[P,X,X, s]Eg

= [P,X,X, s]Eg + [Q, IM , IM , idQ�IM
]Eg

= [P ⊗N Q,X ⊗M IM , X ⊗M IM , τP,M,Q,IM
(s⊗N idQ�IM

)τ−1
P,M,Q,IM

]Eg

= [P ⊗N Q,X ⊗M IM , X ⊗M IM , τP,M,Q,IM
(id

P�X ⊗N δQ)(s⊗N idQ)

(id
P�X ⊗N δQ)−1τ−1

P,M,Q,IM
]Eg.

Dès lors, puisque s⊗N idQ est un produit de commutateurs formés d'auto-
morphismes de (P �M)⊗N Q, nous voyons que

τ
P,M,Q,IM

(id
P�X ⊗N δQ)(s⊗N idQ)(id

P�X ⊗N δQ)−1τ−1
P,M,Q,IM

est un produit de commutateurs formés d'automorphismes de (P ⊗N Q)�
(M ⊗M IM). Par dé�nition de K�, nous trouvons immédiatement que
[P,X,X, s]Eg = [IN , IM , IM , idIN�IM

]Eg. Nous calculons alors que

[N,M,M, f ]Eg + [N �M, IM , IM , f
−1 � idIM ]Eg =

[N⊗N (N�M),M⊗M IM ,M⊗M IM , τN,M,N�M,IM
(f⊗N (f−1�idIM ))τ−1

N,M,N�M,IM
]Eg .

Il est clair que

[
(
N⊗N (N�M)

)
�(M⊗M IM), τN,M,N�M,IM

(f⊗N (f
−1�idIM ))τ−1

N,M,N�M,IM
] = 0

dans K1(N). Nous déduisons de la proposition 4.1.3 et de ce qui précède
que

[N,M,M, f ]Eg + [N �M, IM , IM , f
−1 � id

IM
]Eg = 0

dans K� et donc que

[N,M,M, f ]Eg = [N �M, IM , IM , f � idIM ]Eg

dans K� au vu du point 2.

5. Puisque [IN , IM , IM , idIN�IM
]Eg = [N,M,M, id

N�M ]Eg au vu du point 1,
la conclusion vient du fait que (id

N
, f, id

M
) est un isomorphisme de Eg

entre (N,M,M, id
N
� f) et (N,M,M, id

N�M )
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Nous considérons alors les morphismes canoniques de groupes commutatifs

∂0 : K� → K0(M) ∂1 : K1(M)→ K�

[N,M1,M2, f ] 7→ [(M1,M2)] [N, f ] 7→ [N, IM , IM , f � idIM ]

ce qui nous permet d'énoncer le résultat principal de cette section.

Théorème 4.5.3. La suite

K1(M)
d1−→ K1(N)

∂1−→ K�
∂0−→ K0(M)

d0−→ K0(N)

est exacte.

Démonstration. Nous procédons en plusieurs étapes.

Exactitude en K0(M). Soit [N,M1,M2, f ] ∈ K�. Nous calculons que

d0(∂0([N,M1,M2, f ])) = [IN �M1, IN �M2]

= [IN , IN ]

puisque l'objet N est tel que nous avons un isomorphisme dans N,

(IN �M1)⊗N N ' N �M1
f−→ N �M2 ' (IN �M2)⊗N N

et donc d0∂ = 0. Soit alors [M1,M2] ∈ K0(M) tel que d0([M1,M2]) = 0. Par
la caractérisation issue du corollaire 4.2.2, il existe deux objets N et N ′ de N
et un isomorphisme de N× N(

(IN �M1)⊗N N, (IN �M2)⊗N N
) (s,t)−−−→ (IN ⊗N N

′, IN ⊗N N
′).

En particulier, nous avons un isomorphisme de N

f := N �M1 ' (IN �M1)⊗N N
t−1s−−−→ (IN �M2)⊗N N ' N �M2

et [N,M1,M2, f ] ∈ K� est tel que ∂0([N,M1,M2, f ]) = [M1,M2].

Exactitude en K�. Soit [(N, f)] ∈ K1(N). Nous calculons que

∂0(∂1([N, f ])) = [IM , IM ]

et donc ∂0∂1 = 0. Soit alors [N,M1,M2, f ] ∈ K� tel que ∂0([N,M1,M2, f ]) =
0. Par construction de K0(M), il existe un objet P et un isomorphisme s :
M1 ⊗M P →M2 ⊗M P de M. Par le point 1 du lemme 4.5.2, nous voyons alors
que [N,M1,M2, f ] = [N,M1 ⊗M P,M2 ⊗M P, α

−1
N,M2,P

(f � id
P

)α
N,M1,P

] et donc

que [N,M1,M2, f ] = [N,M1⊗MP,M1⊗MP, (idN�t−1)α−1
N,M2,P

(f�id
P

)α
N,M1,P

].
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Par le point 4 du lemme 4.5.2, nous avons alors [N,M1,M2, f ] = [N � (M1 ⊗M

P ), IM , IM ,
(
(id

N
�t−1)α−1

N,M2,P
(f�id

P
)α

N,M1,P

)
�id

IM
] et [N�(M1⊗MP ), (id

N
�

t−1)α−1
N,M2,P

(f � id
P

)α
N,M1,P

] ∈ K1(N) est tel que ∂1([N � (M1 ⊗M P ), (id
N
�

t−1)α−1
N,M2,P

(f � id
P

)α
N,M1,P

]) = [N,M1,M2, f ].

Exactitude en K1(N). Soit [M,f ] ∈ K1(M). Nous calculons que

∂1(d1([M,f ])) = [IN �M, IM , IM , (idIM
� f)� id

IM
]

= [IN ,M,M, id
IM
� f ]

= [IN , IM , IM , idIN�IM
]

en utilisant les points 4 et 5 du lemme 4.5.2. Ainsi, ∂1d1 = 0. Soit alors
[N, f ] ∈ K1(N) tel que ∂1([N, f ]) = 0. Par dé�nition deK�, il existe cinq objets
(X,P1, P2, s), (D,M1,M2, u), (D,M2,M3, v), (E,M4,M5, h), (E,M5,M6, k)
de Eg tels que(((

(N, IM , IM , f � idIM )⊗ (X,P1, P2, s)
)
⊗ (D,M1,M3, vu)

)
⊗ (E,M4,M5, h)

)
⊗(E,M5,M6, k) '((

(X,P1, P2, s)⊗ (D,M1,M2, u)
)
⊗ (D,M2,M3, v)

)
⊗ (E,M4,M6, kh)

dans Eg. A�n de soulager les écritures, nous noterons

T1 :=

(((
N ⊗N X

)
⊗N D

)
⊗N E

)
⊗N E

T2 :=
((
X ⊗N D

)
⊗N D

)
⊗N E

A1 :=

(((
IM ⊗M P1

)
⊗M M1

)
⊗M M4

)
⊗M M5

A2 :=
((
P1 ⊗M M1

)
⊗M M2

)
⊗M M4

B1 :=

(((
IM ⊗M P2

)
⊗M M3

)
⊗M M5

)
⊗M M6

B2 :=
((
P2 ⊗M M2

)
⊗M M3

)
⊗M M6

H1 :=

(((
(N � IM)⊗N (X � P1)

)
⊗N (D �M1)

)
⊗N (E �M4)

)
⊗N (E �M5)

H2 :=

(((
(N � IM)⊗N (X � P2)

)
⊗N (D �M3)

)
⊗N (E �M5)

)
⊗N (E �M6)

H3 :=
((

(X � P1)⊗N (D �M1)
)
⊗N (D �M2)

)
⊗N (E �M4)
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H4 :=
((

(X � P2)⊗N (D �M2)
)
⊗N (D �M3)

)
⊗N (E �M6).

Soient alors can1 : T1 �A1 → H1, can2 : H2 → T1 �B1, can3 : T2 �A2 → H3,
can4 : H4 → T2�B2 les isomorphismes canoniques évidents de N et τ : T1 → T2,
α : A1 → A2, β : B1 → B2, respectivement l'isomorphisme de N et les deux
isomorphismes de M tels que le diagramme

T1 �A1 H1 H2 T1 �B1

T2 �A2 H3 H4 T2 �B2

can1 //

τ�α
��

(((
(f�id

IM
)⊗Ns

)
⊗Nvu

)
⊗Nh

)
⊗Nk

// can2 //

τ�β
��

can3

// (
(s⊗Nu)⊗Nv

)
⊗Nkh

//
can4

//

est commutatif dans N. Dès lors, si nous notons A := (P2 ⊗M M3) ⊗M M4,
B := (P1 ⊗M M1)⊗M M4 et c1 : A1 ⊗M A→ B1 ⊗M B, c2 : A2 ⊗M A→ B2 ⊗M B
les isomorphismes canoniques évidents de M, il est clair que

[A1 ⊗M A, c
−1
1 (β−1 ⊗M idB )c2(α⊗M idA)] ∈ K1(M)

est tel que

d1([A1 ⊗M A, c
−1
1 (β−1 ⊗M idB )c2(α⊗M idA)]) = [N � IM , f � idIM ].

La conclusion vient alors du fait que [N � IM , f � idIM ] = [N, f ] puisque δN est
un isomorphisme de Aut(N) entre (N � IM , f � idIM ) et (N, f).

Pour �nir, nous considérons un 1-morphisme de 2-monoïdes symétriques
(F, f, fI) : (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) → (N,⊗N , aN , IN , gN , dN , cN). Soit �F la 2-
action canonique issue de F et introduite à la section 2.3. Nous considérons
également le morphisme de groupes commutatifs

dF : KF → K�F
[M1,M2, f ] 7→ [IN ,M1,M2, idIN

⊗N f ]

qui est tel que
K�F

KF K0(M).

dF

OO
∂0

''

d
//

Par ailleurs, si F est co�nal, nous pouvons remarquer la commutativité du
diagramme

K�F

KF .K1(N).

dF

OO
∂1

77

d′
//
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En e�et, si [N, f ] ∈ K1(N), alors il existe un objet N ′ de N, un objet M
de M et un isomorphisme t : N ⊗N N

′ → F (M) de N. Puisque [N, f ] =
[N ⊗N N

′, f ⊗N idN′ ] = [F (M), t(f ⊗N idN′ )t
−1] dans K1(N), nous calculons que

∂1([N, f ]) = [N ⊗N N
′, IM , IM , (f ⊗N idN′ )⊗N idF (IM )

]

et que

dF (d′([N, f ])) = [IN ,M,M, id
IN
⊗N (t(f ⊗N idN′ )t

−1)]

= [F (M), IM , IM , (t(f ⊗N idN′ )t
−1)⊗N idF (IM )

]

en vertu des points 1 et 4 du lemme 4.5.2. La conclusion vient alors du fait que
(t, id

IM
, id

IM
) est un isomorphisme de Eg entre [N ⊗N N

′, IM , IM , (f ⊗N idN′ )⊗N

id
F (IM )

] et [F (M), IM , IM , (t(f ⊗N idN′ )t
−1) ⊗N idF (IM )

]. Nous obtenons alors le
résultat suivant.

Proposition 4.5.4. Soit (F, f, fI) : (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) → (N,⊗N , aN ,
IN , gN , dN , cN) un 1-morphisme co�nal de 2-monoïdes symétriques internes à
G rpd. Le morphisme de groupes commutatifs dF introduit ci-dessus est un
isomorphisme.

Démonstration. Le résultat découle directement du lemme des cinq.

Corollaire 4.5.5. Soient (F, f, fI) : (M,⊗M , aM , IM , gM , dM , cM) → (N,⊗N , aN ,
IN , gN , dN , cN) un 1-morphisme co�nal de 2-monoïdes symétriques internes à
G rpd et �F la 2-action canonique induite par F . Il existe un isomorphisme de
suites exactes entre la suite exacte issue du théorème 4.5.3 associée à �F et la
suite exacte de la K-théorie associée à F .
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