Fonction de distribution globale de 1'age dans un bassin peu profond
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Fonction de distribution globale de 1'age

Dans Dewals et al. (2020), on calcule la fonction de distribution stationnaire (indépendante du
temps) de 1'age de l'eau c(x,y,7). Elle est définie comme suit: dans le volume de contrdle
élémentaire H(x,y)0x0y, le volume de l'eau dont 1'4ge appartient a l'intervalle [7,7+ 7]
tend vers H(x,y)c(x,y,T)0xdyot pour 6x,0y,0T —0, sachant que H(x,y) est la hauteur de
la colonne d'eau au point de coordonnées (x,y). La fonction de distribution satisfait la
contrainte

()

Cx.y) = [e(xyr)dr =1 (1)
0
ou C(x,y) estla concentration de l'eau.
Dans I'étude précitée, on ne calcule pas la fonction de distribution globale de 1'age, c'est-
a-dire

1
(@) = = [ Hx,y)e(x,y,7) dxdy @)
4 Q

La signification physique de cette fonction est la suivante: le volume total de I'eau dont I'age
appartient a l'intervalle [7,7 +97] tend vers u(t)V dt pour 67 —0 , sachant que

V= jH(x,y) dxdy 3)
Q
représente le volume d'eau présent dans le domaine. Entre d'autre termes, u(7)ot est la
fraction du volume total de l'eau dont I'Age appartient a l'intervalle [7,T + 67] pour 87 —0 .
Ainsi, en combinant (1)-(3), il vient
Juwar =1 ©
0
La dimension physique de u(t) est l'inverse d'un temps. Il devrait étre instructif de
produire, pour chaque bassin, un graphe de ((7) en fonction de 7 et de placer sur ce graphe
les temps caractéristiques classiques, tel que volume/flux.
L'age moyen de l'eau au point (x,y) est

J‘L’c(x,y,f) drt

a(x,y) = o(x,y) = Ow = J‘L’c(x,y,‘r)df (5)
) Ic(x v,7)dT 0
0

ou o(x,y) estla concentration d'age. L'age moyen de I'eau dans le domaine vaut
y g g y



1 1 i
(a) = v JH(x,y)a(x,y) dxdy = v JH(x,y) J‘L‘c(x,y,r) dt |dxdy (6)
Q Q 0
En utilisant (2), on simplifie cette expression comme suit

T

(a) = |7 éjH(x,y)c(x,y,T)dxdy dt = JT,LL(T)dT (7
Q 0
0

Ci-dessous, on va déterminer la fonction de distribution globale de 1'age associée a des
écoulements idéalisés.

Cas limite I: réservoir (infiniment bien mélangé)

La fonction de distribution d'dge dans un réservoir (infiniment bien mélangé) de volume V (m3)
traversé par un flux volumique Q (m3s~!) est indépendante de la position vaut c(x,7)=0"1e 70

avec 8 =V /Q . La concentration, la concentration d'adge et I'dge moyen sont

T T 14 a(x) _V
Cx)=|cx,t)dr=1, oax)=|tcx,0)dt=—, alx)= =— (8)
{ £ 0 Cx) 0
La fonction de distribution globale de 1'age est évidemment
-1 ,-7/6 T 4
Ut) = 67le ™ = (a) = Jr,u(r)dr = g =0 9)
0

Cas limite II: plug flow

On considere un canal de longueur L et de section A traversé par un fluide qui se meut a la vitesse U.
Le débit volumétrique vaut donc Q = AU . La fonction de distribution est

c(x,7) = 6(t—x/U)Y(L/U-71) (10)
ol x est la distance a l'entrée du canal, tandis que O et 1" désignent respectivement l'impulsion de

Dirac et la fonction de Heaviside. En tout point, la concentration, la concentration d'dge et 1'dge moyen

sont
T T X oa(x) x
Cx)=|cx,t)dr=1, oax)=|tcx,0)dt=—, a(x)= =— 11
(){() ()£(> TR ety (11)
La fonction de distribution globale de 1'dge est alors
U 0 T L 1%
7)=—rL/U-17)==TL/U-7) = = |ltu()dt = — = — 12
ue) = S )= X ) <a>£u<) W
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Combinaison des deux cas limites précédents

Les études de Westhoff et al. (2017) ou Dewals et al. (2020) suggerent que deux régimes
d'écoulement cohabitent dans réservoir rectangulaire, quelles que soient ses caractéristiques.
On pourrait les idéaliser sous la forme d'un plug flow, d'une part, et d'un réservoir bien
mélangé, d'autre part.

Waugh and Hall (2005) et Terenzi and Hall (2010) ont étudié le transport de traceurs dans
un canal avec zone de stockage latéral. Ici, on s'inspire de cette approche idéalisée mais, par
souci de simplification, on va supposer que les deux sous-domaines ne communiquent pas.

On désigne toute variable relative au plug flow par l'indice “p” tandis que l'on utilise
l'indice “r” pour identifier toute variable associé au réservoir bien mélangé. Le volume des
deux sous-domaines s'écrit:

V,=¢€,V, V,=¢V, g,+¢.=1 (13)

ou V est le volume total du réservoir. Le débit volumique entrant dans le réservoir, Q, est
partagé comme suit:

0,=1,0. Q,=n,0. n,+1,=1 (14)

Il n'est évidemment pas question de supposer que €, et 7, ont le méme ordre de grandeur.
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On introduit le temps de transit associé au plug flow,
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V

6, = = (15)
p
Q)
et I'age moyen (ou temps de résidence moyen) du réservoir
V
0, = - (16)
O,

En utilisant les résultats des sections précédentes, on obtient aisément les fonction de
distribution globale de 1'age pour les deux sous-domaines, a savoir
_ 1 — 1 —7/6
Up(D)= =T O, = 1), p(1)=- e (17)

p r
Ces deux fonctions satisfont (comme il se doit) les contraintes intégrales suivantes:

Jup(r)drzl, f,ur(r)drzl (18)
0 0

La fonction de distribution globale de 1'4ge dans toute le domaine est la moyenne pondérée
par les volumes des fonctions de distributions des sous-domaines (voir figure ci-dessus):
Vo lp (@) + Ve 1, (T)
Vv

= = _ Sy & 110 19
‘U(T) - - 8p:up(T)+8r;ur(T) = 0_ ( p_T) aF Q_e r ( )

P r

Cette fonction satisfait (comme il se doit) la contrainte intégrale suivante

o e = o
J/J(T)a’r = e—pJT(GP—T)dT + %je‘”er dt = ¢, + ¢ =1 (20)
0 P o ro

=0, =0,

Par ailleurs, I'age moyen vaut

7 €, e 7 1

{(a) = _[T/J(T)dr = e—p_[TY'(Op—T)dT 1 Q—VITe‘T/Or dt = Eepep + £,0, (21)
0 P o r

=63/2 =67
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