
CHAPITRE 4Modèle minimal de F (M ; 2) pour une variété MpolygèneDans tout 
e 
hapitre, M désigne une variété 
ompa
te 1-
onnexesans bord de dimension n. Nous supposons en outre que 
ette variétéest polygène : H∗(M ; Q) né
essite au moins deux générateurs en tantqu'algèbre.Notre obje
tif est de 
al
uler expli
itement le modèle minimal de Sulli-van de F (M ; 2).La première se
tion rappelle la 
onstru
tion de Lambre
hts et Stanleypermettant d'obtenir un modèle 
ommutatif de F (M ; 2), à partir d'unmodèle semi-libre du modèle minimal de M.Dans les deux se
tions suivantes, nous démontrons que la �bre homo-topique F2 de l'in
lusion F (M ; 2) →֒ M × M, est rationnellement unbouquet de sphères. Plus pré
isément, nous identi�ons rationnellement
F2 ave
 la �bre homotopique F0 de l'in
lusion M\m0 →֒M, étudiée parHalperin et Lemaire dans [12℄. Nous en tirons une 
onséquen
e impor-tante :L'algèbre de Lie LF (M ;2) s'ins
rit dans une suite exa
te d'algèbres de Lie
0 → LF2 → LF (M ;2) → LM×M → 0, dans laquelle LF2 est une algèbrede Lie libre.Dans la quatrième se
tion, nous 
onstruisons expli
itement l'algèbre deSullivan (ΛV ⊗ ΛT, d), qui s'inje
te dans le modèle minimal de SullivandeM\m0. La réalisation géométrique de 
ette algèbre est un espa
e noté
ZM , qui s'ins
rit dans un diagramme de �brations :

K // ZM // M0

F0

OO

// (M\m0)0

OO

// M0.

Id

OOLa 
inquième se
tion est réservée à la 
onstru
tion d'un "bon" modèlesemi-libre de (ΛV, d). Celui-
i est tout simplement le modèle minimalrelatif de l'appli
ation APL(∆) : APL(M ×M) → APL(M) induite parla diagonale ∆ : M →M ×M. 41



42 4. MODÈLE MINIMAL DE F (M ; 2) POUR UNE VARIÉTÉ M POLYGÈNEEn�n, dans l'avant-dernière se
tion, nous 
onstruisons l'algèbre de Sulli-van (ΛV ⊗ΛV ′⊗ΛT, d) qui s'inje
te dans mF (M ;2), et dont la réalisationgéométrique, notée EM , s'ins
rit dans un diagramme de �brations :
K // EM // M0 ×M0

F2

OO

// F (M ; 2)0

OO

// M0 ×M0.

Id

OO

Dans la dernière se
tion, nous démontrons que si la variété M est for-melle, l'algèbre de Sullivan (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛT, d) s'inje
te naturellementdans le modèle minimal bigradué de F (M ; 2).4.1. Modèle de Lambre
hts et StanleyP.Lambre
hts et D.Stanley 
onstruisent dans [15℄, un modèle de F (M ; 2),à partir du modèle minimal (ΛV, d) de M. Le point de départ de leur
onstru
tion est 
ontenu dans la Proposition suivante :Proposition 4.1. Soit (ΛV, d) le modèle minimal d'une variété 
om-pa
te M, simplement 
onnexe et de dimension n, et (G, d) un modèlesemi-libre de (ΛV, d), en tant que (ΛV ⊗ ΛV, d)-module di�érentiel. Ilexiste un morphisme de (ΛV ⊗ ΛV, d)-modules de degré n, ϕ : (G, d) →
(ΛV ⊗ ΛV, d), qui 
ommute aux di�érentielles et tel que [ϕ(1)] = ∆. Deplus, 
elui-
i est unique à homotopie près.Ils 
onsidèrent ensuite le 
�ne algébrique
C(ϕ) = ((ΛV ⊗ ΛV ) ⊕ϕ s(s

−nG),D) ave
 D(sα) = ϕ(α) − sd(α),et dé�nissent l'appli
ation linéaire
µ : C(ϕ) ⊗ C(ϕ) → C(ϕ)en posant

µ(z ⊗ z′) = z · z′

µ(z ⊗ sg) = (−1)|z|s(z · g)

µ(sg ⊗ z′) = (−1)|s(g)||z
′|s(z′ · g)

µ(sg ⊗ sg′) = 0pour tous les éléments homogènes z, z′ ∈ ΛV ⊗ΛV et g, g′ ∈ s−nG. Cettemultipli
ation dé�nit une stru
ture d'algèbre graduée 
ommutative sur
C(ϕ).Notons I0 un supplémentaire de l'espa
e des 
o
y
les dans (ΛV⊗ΛV )2n−3,
K0 un supplémentaire de l'espa
e des 
o
y
les dans (s−nG)2n−2, et po-sons I = ⊕p≥2n−2(ΛV ⊗ ΛV )p ⊕ I0, et K = ⊕q≥2n−1(s

−nG)q ⊕ K0.



4.1. MODÈLE DE LAMBRECHTS ET STANLEY 43L'espa
e ve
toriel I ⊕ sK est stable par la di�érentielle D, et le résultatde Lambre
hts et Stanley est leThéorème 4.2. [15℄ La multipli
ation µ induit sur le quotient C(ϕ)/I⊕
sK une stru
ture d'algèbre di�érentielle graduée 
ommutative. En outre,
ette adg
 est reliée par une 
haîne de quasi-isomorphismes au modèleminimal de F (M ; 2).Par sou
i de 
omplétude, nous donnons i
i une preuve de la Proposition4.1. Rappelons auparavant la dé�nition et quelques propriétés de l'objet
Ext di�érentiel.Soit (A, d) une algèbre di�érentielle graduée, et soient (M,d) et (N, d)deux (A, d)-modules di�érentiels. On peut former le 
omplexe de 
o-
haines (HomA(M,N),D), en posant
HomA(M,N)r =

∏

q

HomA(M q, N q+r) et D(f) = df − (−1)|f |fd.Choississons alors un (A, d)-module semi-libre (P, d) quasi-isomorphe à
(M,d). L'homologie du 
omplexe HomA(P,N) ne dépend pas du 
hoixde (P, d). Cette homologie se note ExtA(M,N) :

ExtqA(M,N) = Hq(HomA(P,N),D).Lorsque les di�érentielles sont nulles sur A,M et N, on peut prendrepour (P, d) une résolution libre de M 
omme A-module et on retrouve le
Ext usuel ave
 une autre graduation. Le ExtA(M,N) est alors bigradué,

ExtA(M,N) = ⊕p,qExt
p,q
A (M,N),le premier indi
e référant à la graduation usuelle du Ext.Dans le 
as général, on a une suite spe
trale

E2 = ExtH(A)(H(M),H(N)) =⇒ ExtA(M,N).Cette suite spe
trale induit une bigraduation naturelle sur l'aboutissant
ExtA(M,N).Preuve de la proposition 4.1Notons H = H∗(M ; Q) ∼= H∗(ΛV, d). On a

Ext0,2nH⊗H(Q,H ⊗H) = Q et Extq,rH⊗H(Q,H ⊗H) = 0pour q > 0 ou q = 0, r 6= 2n, 
ar H ⊗ H est une algèbre à dualitéde Poin
aré [9℄. Il résulte alors de la longue suite exa
te asso
iée à uneextension de modules, que pour tout H ⊗H-module de dimension �nie
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E, {

Extq,∗H⊗H(E,H ⊗H) = 0 si q > 0 et
dim(Ext0,∗H⊗H(E,H ⊗H)) = dim(E).Lorsque E = H 
onsidéré 
omme unH⊗H-module par la multipli
ation,on 
hoisit une base α0 = 1, α1 . . . , αd de H et on 
onstruit des éléments

γi de HomH⊗H(H,H ⊗H) = Ext0,∗H⊗H(H,H ⊗H) tels que
γi(h) = ∆(αih⊗ 1).Comme dim(Ext0,∗H⊗H(H,H ⊗H)) = dim(H), 
es éléments forment unebase de Ext0, et dim(Ext0,nH⊗H(H,H⊗H)) = 1. On 
onsidère maintenantla suite spe
trale asso
iée au Ext di�érentiel

ExtΛV⊗ΛV (ΛV,ΛV ⊗ ΛV ).Le terme E2 = ExtH⊗H(H,H ⊗ H) étant 
on
entré en 
olonne 0, lasuite spe
trale dégénère. Ce
i montre qu'à homotopie près, il existe ununique morphisme de modules di�érentiels ϕ : G → ΛV ⊗ ΛV tel que
[ϕ(1)] = ∆.

�4.2. Atta
hement de la dernière 
elluleFixons un point m0 ∈ M, et notons F0 la �bre homotopique del'in
lusion i0 : M\m0 →֒M. Notons en
ore
g : Sn−1 →M\m0,la restri
tion à la sphère de rayon 1

2 d'un homéomorphisme G : Dn → Dave
 G(0) = m0, entre le disque ouvert unitaire de Rn et un ouvert
D de M 
ontenant m0. On obtient la variété M en atta
hant une 
ellulede dimension n le long de g :

M = M\m0 ∪g e
n.Le résultat suivant de Halperin et Lemaire [12℄, indique que l'atta
he-ment de la 
ellule en le long de g in�uen
e très peu les groupes d'homo-topie.Théorème 4.3. Si H∗(M ; Q) a au moins deux générateurs en tantqu'algèbre, alors pour 
haque k ≥ 0, l'homomorphisme πk(i0) ⊗ Q :

πk(M\m0) ⊗ Q → πk(M) ⊗ Q est surje
tif. De plus, la �bre homoto-pique F0 de l'in
lusion M\m0 →֒ M a le type d'homotopie rationnel de
Σn−1(ΩM ∨ S0).
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hements Y = X ∪ϕ e
k pour lesquels l'in-je
tion X →֒ Y induit un homomorphisme surje
tif en homotopie, sontdits inertes. Dans [12℄, Halperin et Lemaire étudient en détail 
es atta-
hements. Nous rappelons i
i leurs résultats dans le 
as parti
ulier del'atta
hement M = M\m0 ∪g e

n.Comme g est homotopiquement triviale dans M, g se fa
torise à homo-topie près via F0 en
g̃ : Sn−1 → F0.Ce
i dé�nit les éléments

x = Hn−1(g̃)([S
n−1]) ∈ Hn−1(F0; Q) et

u = Σ−1
n−2([g̃]) ∈ πn−2ΩF0 ⊗ Q.Théorème 4.4. ( [12℄) Si la variété M est polygène, alors(1) L'algèbre de Lie π∗ΩF0 ⊗ Q est une algèbre de Lie libre, notée

L(R), qui s'ins
rit dans la 
ourte suite exa
te d'algèbres de Liegraduées
0 // L(R) // π∗ΩM\m0 ⊗ Q

π∗(Ωi0)⊗Q
// π∗ΩM ⊗ Q // 0(2) Pour l'opération induite par l'holonomie

h : H∗(ΩM ; Q) ⊗H∗(F0; Q) → H∗(F0; Q),l'homologie réduite H̃∗(F0; Q) est un module libre engendré parl'élément x ∈ Hn−1(F0; Q).Remarquons que Hur◦Σ∗ : π∗(ΩF0)⊗Q → H∗+1(F0; Q) induitun isomorphisme R∗ → H̃∗+1(F0; Q).(3) Notons σ : π∗(ΩM)⊗Q → π∗(ΩM\m0)⊗Q une se
tion linéairede π∗(Ωi0)⊗Q. Le diagramme suivant, dont les lignes verti
alessont des isomorphismes, est 
ommutatif
H∗(ΩM ; Q) ⊗H∗(F0)

h // H∗(F0)

U(π∗(ΩM) ⊗ Q) ⊗R

1⊗Hur◦Σ

OO

Ad // R ∼= L(R)/L≥2(R).

Hur◦Σ

OOl'appli
ation Ad étant dé�nie, 
omme dans la se
tion 1.3, par
Ad((α1 . . . αk) ⊗ r) = [σ(α1), [. . . , [σ(αk, r] . . .]



46 4. MODÈLE MINIMAL DE F (M ; 2) POUR UNE VARIÉTÉ M POLYGÈNEpour (α1 . . . αk) ∈ π∗(ΩM) ⊗ Q , r ∈ R.En 
onséquen
e, R est un H∗(ΩM,Q)−module libre engendrépar u.(4) Si on �ltre π∗(ΩM\m0) ⊗ Q par l'idéal engendré par u, on ob-tient une algèbre de Lie �ltrée : Fp est le sous-espa
e ve
torielengendré par les 
ro
hets de Lie 
ontenant au moins p fois lavariable u. L'algèbre de Lie graduée asso
iée Ep = Fp/Fp+1véri�e
E∗ = (π∗(ΩM) ⊗ Q) ∐ L(u).4.3. La suite exa
te 0 → LF2 → LF (M ;2) → LM×M → 0Notons i2 : F (M ; 2) →֒ M ×M l'in
lusion naturelle et F2 la �brehomotopique de 
ette appli
ation.Proposition 4.5. L'algèbre de Lie graduée LF (M ;2) s'ins
rit dans lasuite exa
te

0 → LF2 → LF (M ;2) → LM×M → 0.En outre, l'algèbre de Lie graduée LF2 est une algèbre de Lie libre, 
equi revient à dire que F2 a le type d'homotopie rationnel d'un bouquetde sphères.PreuvePremièrement, remarquons que le 
entre de π∗Ω(M\m0) ⊗ Q est réduità 0.En e�et, suivant le Théorème 4.4, il existe une �ltration pour laquellel'algèbre de Lie graduée asso
iée est un produit libre. Or dans un produitlibre d'algèbres de Lie, le 
entre est réduit à 0. Mais, par dé�nition, le
entre d'une algèbre de Lie graduée asso
iée à une algèbre de Lie �ltrée
ontient le gradué asso
ié au 
entre de 
ette algèbre de Lie.Deuxièmement, le Corollaire 1.33 assure, pour 
haque k ≥ 0, l'exa
titudede la suite(4.1) 0 → πkΩ(M\m0) ⊗ Q → πkΩF (M ; 2) ⊗ Q → πkΩM ⊗ Q → 0.



4.3. LA SUITE EXACTE 0 → LF2
→ LF (M;2) → LM×M → 0 47

0

��

0

��
0 // L(R)

π∗Ωj⊗Q

��

iR // π∗Ω(M\m0) ⊗ Q
π∗Ωi0⊗Q //

��

π∗ΩM ⊗ Q //

��

0

π∗ΩF2 ⊗ Q // π∗ΩF (M ; 2) ⊗ Q
π∗Ωi2⊗Q//

��

π∗Ω(M ×M) ⊗ Q

��
π∗ΩM ⊗ Q //

��

π∗ΩM ⊗ Q

��
0 0Fig. 1Troisièmement, par dé�nition de la �bre homotopique, il existe une ap-pli
ation j : F0 → F2 qui rend 
ommutatif le diagramme suivant :

F0
j //

��

F2

��
M\m0

b //

i0
��

F (M ; 2)

i2
��

M
b

// M ×Moù b(m) = (m,m0). On déduit de 
e diagramme de �brations le dia-gramme 
ommutatif d'espa
es ve
toriels gradués de la �gure 1. En�n,au vu de 
e diagramme, et des points pré
édents, on véri�e que le mor-phisme π∗Ωi2⊗Q est surje
tif, et que son noyau π∗ΩF2⊗Q est isomorpheà L(R). Par 
onséquent, l'algèbre de Lie π∗ΩF2 ⊗ Q est une algèbre deLie libre que nous noterons L(R′). Ce
i prouve que F2 a le même typed'homotopie rationnel que F0, 
'est à dire le type d'homotopie ration-nel d'un bouquet de sphères. De plus, π∗ΩF (M ; 2) ⊗ Q s'ins
rit dans la
ourte suite exa
te d'algèbres de Lie graduées suivante :
0 // L(R′)

iR′ // π∗ΩF (M ; 2) ⊗ Q
π∗Ωi2⊗Q// LM ⊕ LM // 0.

�
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π∗−1ΩF (M ; 2)

Σ

��

π∗−1ΩF2
oo

Σ

��

π∗−1Ω(M\m0)

π∗−1Ω(b)

66lllllllllllll

Σ

��

π∗−1ΩF0

π∗−1Ω(j)

88qqqqqqqqqq

Σ

��

oo

π∗F (M ; 2)

Hur

��

π∗F2
oo

Hur

��

π∗M\m0

Hur

��

π∗(b)

66lllllllllllll

π∗F0
oo

Hur

��

π∗(j)

88qqqqqqqqqqq

H∗(F (M ; 2)) H∗(F2)oo

H∗(M\m0)

H∗(b)

66lllllllllllll

H∗(F0)oo
H∗(j)

88qqqqqqqqqqFig. 2L'isomorphisme R ∼= R′ induit une stru
ture de ∪LM -module sur R′.Plus pré
isément, R′ est un ∪LM×{m0}-module libre engendré par(4.2) t̃ = π∗Ωj(u) ∈ πn−2ΩF2 ⊗ Q. (Théorème 4.4.)La 
lasse t̃ 
orrespond par adjon
tion à l'appli
ation t : Sn−1 → F2dé�nie 
omme la 
omposée de b : M\m0 → F (M ; 2) : m 7→ (m,m0)ave
 g : Sn−1 → M\m0. Ce
i vient de la 
ommutativité du diagrammereprésenté à la �gure 2.A présent, 
hoisissons une se
tion linéaire σ de π∗Ωi2 ⊗ Q,

0 // L(R′)
iR′ // π∗ΩF (M ; 2) ⊗ Q

π∗Ωi2⊗Q..
π∗Ω(M ×M) ⊗ Q

σ
nn

// 0.Suivant les notations de la se
tion 1.4, on peut alors é
rire
iR′(a1 · · · an ∗ ť) = [σ(a1), [σ(a2), [· · · , [σ(an), ť] · · · ]pour 
ertains a1, · · · , an ∈ LM×{m0}. L'a
tion ∗ étant indépendante de

σ, nous noterons simplement
iR′(a1 · · · an ∗ ť) = [a1 · · · an, ť].L'existen
e de σ prouve laProposition 4.6. Il existe un isomorphisme d'espa
es ve
toriels gradués

π∗ΩF (M ; 2) ⊗ Q ∼= (π∗ΩM ⊗ Q) ⊕ (π∗ΩM ⊗ Q) ⊕ L(sn−2H∗(ΩM ; Q)).
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e d'une se
tion d'algèbres de Lie σ : LM ⊕ LM → LF (M ;2)n'est pas garantie. Dans le 
hapitre suivant, nous donnerons des exemplesde variétés polygènes pour lesquelles il ne peut pas exister de telle se
tion.Toutefois, voi
i une 
ondition né
essaire de l'existen
e d'une telle se
tion.Lemme 4.7. Si l'homomorphisme i2∗ admet une se
tion d'algèbres deLie σ : LM ⊕LM → LF (M ;2), alors l'homomorphisme i0∗ : LM\m0
→ LMadmet une se
tion d'algèbres de Lie.Preuve Dans le diagramme 
ommutatif suivant,

LM\m0

i0∗ //

i
��

LM

i2

��
LF (M ;2)

i2∗ //

p1∗
��

LM ⊕ LM

p1

��
LM

Id // LM ,les 
olonnes sont des suites exa
tes. Par 
onséquent, la se
tion σ induit unhomomorphisme σ′ : LM → LM\m0
, 
ar p1∗ ◦σ ◦ i2 = p1 ◦ i2∗ ◦σ ◦ i1 = 0.L'homomorphisme σ′ est une se
tion de i0∗. En e�et, i2 ◦ i0∗ ◦ σ′ =

i2∗ ◦ i ◦ σ
′ = i2∗ ◦ σ ◦ i2 = i2.

�4.4. Modèle de l'in
lusion M\m0 →֒MNotons (ΛV, d)
mM // APL(M) le modèle minimal de Sullivan de M.Dans 
ette se
tion, nous démontrons la proposition suivante :Proposition 4.8. Il existe un diagramme 
ommutatif d'adg
, modèlede l'inje
tion i0 : M\m0 →֒M :

(ΛV, d) //

Id
��

(ΛV ⊗ ΛT, d) //

η

��

(ΛT, d)

η

��
(ΛV, d)

≃

��

// (ΛV ⊗ ΛW,D) //

≃

��

(ΛW,D)

APL(M)
APL(i0)

// APL(M\m0),jouissant des propriétés suivantes :(1) (ΛT, d) = (ΛT, 0),(2) η est un quasi-isomorphisme jusqu'en degré 2n− 3,
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tif,(4) H∗(η) : T → H̃∗(ΛW,D) est un isomorphisme.De plus, la réalisation géométrique du re
tangle supérieur de 
e dia-gramme est un diagramme de �brations
K // ZM // M0

F0

ϕ

OO

// (M\m0)0 //

ϕ

OO

M0

Id

OOtel que(1) K est un produit d'espa
es d'Eilenberg-Ma
Lane,(2) H̃∗(F0; Q)
∼= // HS

∗ (K; Q), où HS désigne l'homologie sphérique,(3) L'appli
ation ϕ : M\m0 → ZM est surje
tive en homotopie.(a) Constru
tion de (ΛV ⊗ ΛT, d)Notons V = sV la suspension de V et 
onsidérons la 
onstru
tiona
y
lique (ΛV ⊗ ΛV ,D) qui est dé
rite 
i-dessous.Proposition 4.9. ( [8℄) Il existe une di�érentielleD sur l'algèbre graduée
ΛV ⊗ ΛV telle que pour 
haque v ∈ V, on ait D(v) = d(v) et

D(v) = v +
∑

i∈I

ui ⊗ wi, ui ∈ Λ+V , wi ∈ Λ+V ,et telle que les lignes du diagramme 
ommutatif suivant soient des quasi-isomorphismes
(ΛV , 0)

m

≃
// APL(ΩM)

(ΛV ⊗ ΛV ,D)

ǫ⊗1

OO

m

≃
// APL(PM)

OO

(ΛV, d)

OO

mM

≃
// APL(M).

OONotons {va}a∈A une base homogène de V et {ωj}j∈J une base homogènede Λ≥2V . D'après la Proposition 4.9, pour 
haque a ∈ A et 
haque i ∈ J,

D(va) = va +
∑

b∈A

uab ⊗ vb +
∑

j∈J

uaj ⊗ ωj

D(ωi) =
∑

b∈A

uib ⊗ vb +
∑

j∈J

uij ⊗ ωj,
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ertains uab , uaj , uib, uij ∈ Λ+V. Le simple fait que D2 = 0 permetd'en déduire les égalités suivantes :(4.3) d(va) = −
∑

b∈A(−1)|u
a
b
|uabvb,

d(uac ) = −
∑

b∈A(−1)|u
a
b
|uabu

b
c −

∑
k∈J(−1)|u

a
k
|uaku

k
c ,

d(uai ) = −
∑

b∈A(−1)|u
a
b
|uabu

b
i −

∑
k∈J(−1)|u

a
k
|uaku

k
i ,

d(uij) = −
∑

b∈A(−1)|u
i
b
|uibu

b
j −

∑
k∈J(−1)|u

i
k
|uiku

k
j ,

d(uic) = −
∑

b∈A(−1)|u
i
b
|uibu

b
c −

∑
k∈J(−1)|u

i
k
|uiku

k
c .

0 =
∑

b∈A u
i
bvb,Notons T = s−n+1(ΛV ). Une base de T est donnée par les ve
teurs

t, ta, tj en 
orrespondan
e bije
tive ave
 la base {1, va, ωj} de ΛV quenous avons 
hoisie :
|t| = n− 1 , |ta| = |va| + n− 1 et |tj| = |ωj| + n− 1.Choisissons en
ore un 
o
y
le ω ∈ ΛV représentant ˇ[M ], la 
lasse dualede la 
lasse fondamentale de M. La proposition suivante illustre unete
hnique de 
onstru
tion que nous utiliserons à plusieurs reprises.Proposition 4.10. Ave
 les notations pré
édentes, il existe une algèbrede Sullivan relative

(ΛV, d) → (ΛV ⊗ ΛT, d)ave

d(t) = ω,
d(ta) = tva +

∑
b∈A u

a
b tb +

∑
j∈J u

a
j tj + ξa,

d(ti) =
∑

b u
i
btb +

∑
j∈J u

i
jtj + ξi,pour 
ertains ξa, ξi ∈ Λ+V.PreuveComme ω est un 
o
y
le de ΛV, en posant d(t) = ω, on assure l'égalité

d2 = 0 sur ΛV ⊗ Λt.Nous allons travailler par ré
urren
e sur le degré des éléments de la basede ΛV .Pour va de degré minimal, on 
onstate que D(va) = va. Dès lors, 0 =
D2(va) = d(va). Par 
onséquent, d(tva) = ωva ∈ (ΛV )≥n+1 est un 
o-
y
le de degré supérieur à n. Il existe don
 ξa ∈ ΛV tel que d(ξa) =
−d(tva) et en posant d(ta) = tva + ξa, on étend d en di�érentielle.Supposons avoir 
onstruit d sur tous les tb, tj pour lesquels vb ou wj sontde degré inférieur à k. Prenons alors un élément de la base, de degré
k + 1, va ou wi.Un simple 
al
ul basé sur les égalités 4.3 et l'hypothèse de ré
urren
e,
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d(tva +

∑

b∈A

ua
b tb +

∑

j∈J

ua
j tj) = ωva +

∑

b∈A

(−1)|u
a
b |ua

bξb +
∑

j∈J

(−1)|u
a
j |ua

j ξj ,

d(
∑

b∈A

ui
btb +

∑

j∈J

ui
jtj) =

∑

b∈A

(−1)|u
i
b|ui

bξb +
∑

j∈J

(−1)|u
i
j |ui

jξj .Les membres de droite de 
es égalités sont des 
o
y
les de ΛV de degrésupérieur à k + n+ 1. Il existe don
 ξa ou ξi ∈ ΛV, tel que
d(ξa) = −d(tva +

∑

b∈A

uab tb +
∑

j∈J

uaj tj) ou
d(ξi) = −d(

∑

b∈A

uibtb +
∑

j∈J

uijtj).En�n, en posant
d(ta) = tva +

∑

b∈A

uab tb +
∑

j∈J

uaj tj + ξa, ou d(ti) =
∑

b∈A

uibtb +
∑

j∈J

uijtj + ξi,on termine la 
onstru
tion de d. �(b) Constru
tion de ηNous allons étudier le lien entre l'algèbre de Sullivan (ΛV ⊗ ΛT, d)et l'espa
e M\m0.L'in
lusion i0 : M\m0 →֒M induit un morphisme d'adg

APL(i0) : APL(M) → APL(M\m0).Notons (ΛV ⊗ΛW,D) le modèle minimal relatif de 
e morphisme d'adg
,
ara
térisé par le diagramme 
ommutatif suivant :

(ΛV, d)
APL(i0)◦mM //

''OOOOOOOOOOO
APL(M0)

(ΛV ⊗ ΛW,D)

m

≃

77nnnnnnnnnnnnComme Hq(i0) est un isomorphisme pour q < n, la première étape dansla 
onstru
tion deW 
onsiste en l'introdu
tion d'une variable y pour tuer
KerHn(i0) = Q · ω. Don
 W n−1 = Q · y , d′(y) = ω. D'autre part, parla Proposition 4.5, la �bre homotopique F0 de l'in
lusion M\m0 →֒ Mest un bouquet de sphères. Nous pouvons dès lors supposer, suivant leCorollaire 1.41, que (ΛV ⊗ΛW,D) est le modèle minimal de Sullivan de
M\m0.



4.4. MODÈLE DE L'INCLUSION M\m0 →֒M 53Proposition 4.11. On peut étendre l'in
lusion (ΛV, d) →֒ (ΛV⊗ΛW,D)en un morphisme de dga η : (ΛV⊗ΛT, d) → (ΛV⊗ΛW,D), ave
 η(t) = y.PreuveEn posant η(t) = y, on dé�nit un unique morphisme de dga η : (ΛV ⊗
Λt, d) → (ΛV ⊗ ΛW,D).Supposons à présent avoir dé�ni un tel η sur tous les générateurs ta, tide degré inférieur ou égal à k, et donnons-nous un ta de degré k + 1.Un 
al
ul rapide montre que

η(d(ta)) = yva +
∑

b∈A

uabη(tb) +
∑

j∈J

uajη(tj) + ξaest un 
o
y
le de (ΛV ⊗ ΛW )>n. Il existe don
 δa ∈ ΛV ⊗ ΛW tel que
D(δa) = η(d(ta)), et on pose η(ta) = δa. De la même manière, on peuttrouver δi ∈ ΛV ⊗ ΛW tel que D(δi) = η(d(ti)) et poser η(ti) = δi, 
equi termine la 
onstru
tion. �Remarque 4.12. L'existen
e de η implique que (ΛV ⊗ ΛT, d) est unealgèbre de Sullivan minimale.Notons

K
j′ // ZM

i′ // Mune �bration réalisant le modèle de Sullivan relatif
(ΛV, d) → (ΛV ⊗ ΛT, d) → (ΛT, d),et notons ϕ : M\m0 → ZM une appli
ation 
ontinue réalisant
η : (ΛV ⊗ ΛT, d) → (ΛV ⊗ ΛW,D).L'appli
ation ϕ induit au niveau des �bres une appli
ation ϕ : F0 → Krendant 
ommutatif le diagramme suivant :

F0
//

ϕ

��

(M\m0)0

ϕ

��

i0 // M0

id
��

K
j′

// ZM
i′

// M0.Par 
onstru
tion, le modèle de 
e diagramme topologique est donné par
elui-
i :
(ΛV, d) // (ΛV ⊗ ΛW,D) // (ΛW,D)

(ΛV, d)

Id

OO

// (ΛV ⊗ ΛT, d)

η

OO

// (ΛT, d).

η

OO



54 4. MODÈLE MINIMAL DE F (M ; 2) POUR UNE VARIÉTÉ M POLYGÈNERemarque 4.13. (1) La formule de la di�érentielle d dans (ΛV ⊗
ΛT, d), implique que d = 0 dans (ΛT, d). Par 
onséquent,

H∗(K; Q) ∼= ΛT.L'espa
e K a don
 le type d'homotopie rationnel d'un produitd'espa
es d'Eilenberg-Ma
 Lane.(2) La surje
tivité de π∗(i0) ⊗ Q entraîne 
elle de π∗(i′) ⊗ Q, et afortiori l'inje
tivité de π∗(j′) ⊗ Q.(3) D'une part T est une suspension de l'espa
e ve
toriel ΛV ∼=
H∗(ΩM,Q). D'autre part H̃∗(F0; Q) ∼= H∗(ΩM ; Q) · x. Ce
iimplique l'égalité

dim(T q+n−1) = dim(Hq+n−1(ΛW,d
′
)),pour 
haque q.(4) Par la Proposition 4.11, η(t) = y. En 
onséquen
e, Hn−1(ϕ) =

Hn−1(η) est un isomorphisme.(
) L'opération d'holonomie de la �bration K → ZM →MLemme 4.14. Soit y = λt+
∑

a∈A γata+
∑

i∈J γiti un élément de T. Si
d(y) ∈ Λ≥2V ⊕ Λ≥3(V ⊕ T ), alors y = λt.PreuveSoit don
 un tel y. Le simple 
al
ul

d(y) = λω +
∑

a∈A

γad(ta) +
∑

i∈J

γid(ti)

= λω +
∑

a∈A

γatva +
∑

b,a

γau
a
b tb +

∑

a,j

γau
a
j tj +

∑

a

γaξa

+
∑

i,b

γiu
i
btb +

∑

i,j

γiu
i
jtj +

∑

i

γiξipermet d'a�rmer que γa = 0 pour 
haque a ∈ A.Dès lors, y = λt+
∑

i∈J γiti. Prenons pour base J de Λ≥2V , la base forméedes mon�mes en les va. Notons tva1 ···var
l'élément de T 
orrespondant à

va1 · · · var . Dans 
e 
as
d(tva1 ···var

) =

r∑

i=1

(−1)(|va1 |+···+|vai−1 |)|vai
|vai

· tva1 ···
cvai

···var
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rit
y = λt+

∑

i1,··· ,ir

γi1···ir tvai1
···vair

.Le 
oë�
ient de vai1
tvai2

···vair
dans d(y) est γi1···ir . Ce 
oë�
ient doitdon
 être nul et y = λt. �Notons HS

∗ (K; Q) l'homologie sphérique rationnelle de K. Comme le
onne
tant rationnel de la �bration K → ZM →M est trivial, d'après laRemarque 4.13, HS
∗ (K; Q) est unH∗(ΩM ; Q)-module, par la Proposition1.34.Lemme 4.15.

HS
∗ (K; Q) ∼= H∗(ΩM ; Q) · ťoù ť désigne le générateur de Hn−1(K; Q) dual de [t] ∈ H∗(K) par éva-luation.PreuveComme HS

∗ (K; Q) est un H∗(ΩM ; Q)-module, il est 
lair que
H∗(ΩM ; Q) · ť ⊂ HS

∗ (K; Q).Ave
 les notations de 1.6, par le Lemme 4.14, l'appli
ation ∑
i vi ⊗ θ∗i :

T≥n → V ⊗ T est inje
tive. Il en résulte (Proposition 1.38) que l'a
-tion de H∗(ΩM ; Q) induit un homomorphisme surje
tif H∗(ΩM ; Q) ⊗
HS
<n(K; Q) → HS

∗ (K; Q). On remarque alors que HS
<n(K; Q) = ť · Q,
e qui 
omplète la preuve, les deux espa
es ve
toriels ayant la mêmedimension en 
haque degré. �(d) Les propriétés de ϕ et ϕProposition 4.16. Le morphisme ϕ : F0 → K, induit un isomorphisme

H∗(ϕ) : H̃∗(F0; Q) → HS
∗ (K; Q).PreuveL'appli
ation H∗(ϕ) est un morphisme de H∗(ΩM ; Q)-modules entredeux H∗(ΩM ; Q)-modules libres de rang 1, engendrés en degré n − 1.Or, d'après la Remarque 4.13, Hn−1(ϕ) est un isomorphisme. �Proposition 4.17. Le morphisme η est inje
tif.PreuveGrâ
e au Lemme 1.9, il su�t de prouver que Q(η) est inje
tif, ou en-
ore que l'homomorphisme π∗(ϕ)⊗Q est surje
tif. Au vu du diagramme
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tes,
0 // π∗(F0) ⊗ Q //

π∗(ϕ)⊗Q

��

π∗(M\m0) ⊗ Q //

π∗(ϕ)⊗Q

��

π∗(M) ⊗ Q

��

// 0

0 // π∗(K) ⊗ Q // π∗(ZM ) ⊗ Q // π∗(M) ⊗ Q // 0il su�t don
 de prouver que π∗(ϕ) ⊗ Q est surje
tif. On 
onsidère lediagramme 
ommutatif suivant
π∗(F0) ⊗ Q

hurF0
⊗Q

��

hurF0
⊗Q

'' ''OOOOOOOOOOO

π∗(ϕ)⊗Q // π∗(K) ⊗ Q

hurK⊗Q

wwwwppppppppppp

hurK⊗Q

��

HS
∗ (F0; Q)
jJ∼=

wwppppppppppp

// HS
∗ (K; Q)

t�

&&NNNNNNNNNNN

H̃∗(F0; Q)
H∗(ϕ;Q)

// H̃∗(K; Q)Comme l'espa
e F0 a le type d'homotopie rationnel d'un bouquet desphères, l'inje
tion HS
∗ (F0; Q) →֒ H̃∗(F0; Q) est un isomorphisme. Deplus, 
omme K est un produit d'espa
es d'Eilenberg-Ma
 Lane, l'appli-
ation de Hurewi
z induit un isomorphisme

hurK ⊗ Q : π∗(K) ⊗ Q → HS
∗ (K; Q).En�n, la Proposition 4.16 montre que HS

∗ (F0; Q) → HS
∗ (K; Q) est unisomorphisme. Une petite 
hasse sur le diagramme pré
édent permetdon
 de 
on
lure 
ar l'homomorphisme

hurF0 ⊗ Q : π∗(F0) ⊗ Q → HS
∗ (F0; Q)est surje
tif. �4.5. Modèle de la fibration M [0,1] →M ×MLe modèle de la �bration ΩM → M [0,1] → M ×M est bien 
onnu.Nous le dé
rivons en détail pour exhiber 
ertaines propriétés impor-tantes.Considèrons le diagramme topologique

M ×M M
∆

oo

c||xxxxxxxx

M [0,1]

ev0×ev1

eeKKKKKKKKK
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e d'homotopie c est dé�nie par
c(x) : [0, 1] →M : t 7→ x.Notons T les involutions de M ×M et de M [0,1] dé�nies par

T (a, b) = (b, a) et T (τ)(t) = τ(1 − t).Ces appli
ations 
ommutent entre elles, 
omme le dé
rivent les égalitéssuivantes : T ◦ ∆ = ∆ , T ◦ c = c et T ◦ (ev0 × ev1) = (ev0 × ev1) ◦ T.Soit (ΛV ′, d′) une 
opie de (ΛV, d), le modèle minimal de Sullivan de M.Le morphisme d'adg
 ρ : (ΛV, d) ⊗ (ΛV ′, d′) → (ΛV, d), dé�ni par
ρ(v) = v

ρ(v′) = vpour 
haque v ∈ V, v′ ∈ V ′, est un modèle minimal de l'appli
ationdiagonale △ : M → M × M. En parti
ulier, le morphisme H∗(ρ) :
H∗(M,Q)⊗H∗(M,Q) → H∗(M,Q) est le 
up produit. Dans la proposi-tion suivante, nous dé
rivons un modèle de la �bration M [0,1] →M×M.Proposition 4.18. Il existe un quasi-isomorphisme

σ : (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛV ,D) → (ΛV, d)tel que(1)
D(v) = d(v)
D(v′) = d′(v′)
D(v) = v − v′ + αvpour 
ertains αv ∈ ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ Λ+V ,(2) Le diagramme suivant 
ommute,(4.4) (ΛV, d) ⊗ (ΛV ′, d′)

ρ //

**TTTTTTTTTTTTTTTT
(ΛV, d)

(ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛV ,D),

σ
≃

66mmmmmmmmmmmmmave
 σ(V ) = 0,(3) L'unique automorphisme T de ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛV dé�ni par
T (v) = v′, T (v′) = v, T (v) = −v
ommute à la di�érentielle D.
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onstruire D, nous allons travailler par ré
urren
e sur le degré deséléments de la base (va)a∈A. Pour 
haque générateur va ∈ V de degréminimal r ≥ 2, posons D(va) = va − v′a. De 
ette façon, on obtient unquasi-isomorphisme
(ΛV ≤r ⊗ ΛV ′≤r ⊗ ΛV

<r
,D)

σ

≃
// (ΛV ≤r, d)et D a 
lairement les propriétés 1, 2 et 3.Supposons ensuite avoir 
onstruit D sur V <k pour k ≥ r, véri�ant les
onditions 1, 2 et 3, de telle manière que

σ : (ΛV ≤k ⊗ ΛV ′≤k ⊗ ΛV
<k
,D) → (ΛV ≤k, d)soit un quasi-isomorphisme. Soit va ∈ V k+1. Le 
y
le d(va) − d′(v′a) de

ΛV ≤k⊗ΛV ′≤k⊗ΛV
<k est tel que σ(d(va)−d

′(v′a)) = 0. Par l'hypothèsede ré
urren
e, il existe don
 un dé
omposable
uva ∈ ΛV ≤k ⊗ ΛV ′≤k ⊗ ΛV

<ktel que −d(va) + d′(v′a) = D(uva). De plus,
0 = σ(D(uva)) = d(σ(uva)),et l'hypothèse de ré
urren
e implique don
 l'existen
e d'un 
y
le τva ∈

ΛV ≤k ⊗ ΛV ′≤k ⊗ ΛV
<k et d'un γva ∈ ΛV ≤k tels que
σ(uva) = d(γva) + σ(τva).Notons βva = uva −τva −d(γva) ∈ ΛV ≤k⊗ΛV ′≤k⊗ΛV

<k
. On véri�e que

D(βva) = −d(va) + d′(v′a) et σ(βva) = 0. De plus, βva se dé
ompose enune somme βva = β′va
+ β′′va

ave
 β′va
∈ ΛV ⊗ ΛV ′ et β′′va

∈ ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗

Λ+V . Par 
onstru
tion, σ(βva) = 0 et don
 σ(β′va
) = 0. Par 
onséquent,

β′va
=

∑

c

(vc − v′c)wcpour 
ertains vc ∈ V ≤k et wc ∈ ΛV ≤k ⊗ ΛV ′≤k. Notons
za =

∑

c

vcwc.Alors on peut é
rire
β′va

= D(za) −
∑

c

αvcwc −
∑

c

(−1)|vc|vcd(wc).
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αva = −

∑

c

αvcwc −
∑

c

(−1)|vc|vcd(wc) + β′′va
∈ ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ Λ+V .Par 
onstru
tion, D(αva) = D(βva) = −d(va) + d(v′a).L'hypothèse de ré
urren
e permet de faire le 
al
ul suivant

0 = TD(va−v
′
a+αva) = DT (va−v

′
a+αva) = d(v′a)−d(va)+D(T (αva)),duquel on déduit que

D(T (αva)) = d(va) − d(v′a) = −D(αva).Dès lors, l'élément αva = 1
2 (αva − T (αva)) ∈ ΛV ⊗ΛV ′ ⊗ Λ+V , satisfaitles égalités D(αva) = D(αva) et T (αva) = −αva . Posons D(va) = va −

v′a + αva . Les égalités suivantes
σ(D(va)) = σ(va) − σ(v′a) − σ(ava) = 0 = d(σ(va)),
D2(va) = d(va) − d′(v′a) +D(ava) = 0,prouvent que de 
ette façon, on étend D en une di�érentielle, telle que
(ΛV ≤k+1 ⊗ ΛV ′≤k+1 ⊗ ΛV

<k+1
,D)

σ // (ΛV ≤k+1, d)est un morphisme d'adg
 satisfaisant les 
onditions 1, 2 et 3. Clairement,
e morphisme est un quasi-isomorphisme et la preuve est 
omplète. �Remarque 4.19. (1) L'algèbre de Sullivan relative (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗
ΛV ,D), est un modèle semi-libre de (ΛV, d), en tant que (ΛV ⊗
ΛV ′, d)−module di�érentiel.(2) Si on regarde l'espa
e des 
hemins PM en tant que produit �bré

PM //

��

∗

��

M [0,1]
ev0

// M,on 
onstate que l'adg

(ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛV ,D) ⊗(ΛV ′,d′) (Q, 0) ∼= (ΛV ⊗ ΛV ,D)est un modèle de Sullivan de l'espa
e des 
hemins qui véri�e lespropriétés montrées dans la Proposition 4.9.
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(ΛV, d) //

��

APL(M)

��

(ΛV, d) ⊗ (ΛV ′, d′) //

55llllllllllllll

��

APL(M × M)

77ooooooooooo

��

(ΛV ⊗ ΛV , D)

��

// AP L(PM)

��

(ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛV , D)

��

//

66lllllllllllll

APL(M [0,1])

��

77ppppppppppp

(ΛV , 0) // AP L(ΩM)

(ΛV , 0)

1

66llllllllllllll
// APL(ΩM)

1

77pppppppppppFig. 3L'appli
ation ev0 × ev1 : M [0,1] → M × M est une �bration qui rend
ommutatif le diagramme suivant :
ΩM

��

1 // ΩM

��
PM

ev1

��

// M [0,1]

ev0×ev1
��

M
b
// M ×M,où b(m) = (m0,m). En modèles, 
e diagramme induit le diagramme
ommutatif représenté à la �gure 3.Remarque 4.20. La 
ommutativité du diagramme représenté à la �gure3 permet d'a�rmer que dans la dé�nition de D, Proposition 4.18, (1),

αv ∈ Λ+(V ⊕ V ′) ⊗ ΛV .Reprenons à présent la base {vb}b∈A ∪ {ωj}j∈J de Λ+V introduite à lase
tion 4.4. Les {vb}b∈A forment une base de V et la famille {ωj}j∈J estune base bihomogène de Λ≥2V . On note r = l(ωj), si ωj ∈ (ΛrV ). Pour
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haque b ∈ A, nous pouvons é
rire(4.5) αvb
=

∑

a∈A

zbava +
∑

j∈J

zbjωj,pour 
ertains zba, zbj ∈ Λ+(V ⊕ V ′). La di�érentielle D a don
 la formesuivante
D(vb) = vb − v′b +

∑

a∈A

zbava +
∑

j∈J

zbjωj,(4.6)
D(wj) =

∑

a

zjava +
∑

i

zjiωi,(4.7)pour 
ertains zba, zbj , zja, zji ∈ Λ+(V ⊕ V ′).En parti
ulier, nous obtenons(4.8)
D(vavb) = (va− v

′
a)vb+(−1)|va||vb|(vb− v

′
b)va+αvavb+(−1)|va||vb|αvb

va.La 
ondition 3 de la Proposition 4.18 implique aussi leLemme 4.21. Pour tous les a, b ∈ A et i, j ∈ J on a les égalités sui-vantes
T (zba) = zba,

T (zbj) = (−1)l(wj)+1zbj ,

T (zja) = (−1)l(wj)+1zja,

T (zji ) = (−1)l(wi)+l(wj)zji .En�n, un 
al
ul simple partant du fait que D2 = 0, établit les égalitéssuivantes :(4.9) d(vb) − d′(v′b) = −
∑

a(−1)|z
b
a|zba(va − v′a),

D(zba) = −
∑

c(−1)|z
b
c |zbcz

c
a −

∑
j(−1)|z

b
j |zbjz

j
a,

D(zbj) = −
∑

k(−1)|z
b
k
|zbkz

k
j −

∑
a(−1)|z

b
a|zbaz

a
j ,

D(zja) = −
∑

c(−1)|z
j
c |zjczca −

∑
i(−1)|z

j
i
|zji z

i
a

D(zjk) = −
∑

a(−1)|z
j
a|zjazak −

∑
i(−1)|z

j
i |zji z

i
k

0 =
∑

a(−1)|z
j
a|zja(va − v′a)4.6. La fibration F2 → F (M ; 2) →M ×MDans 
ette se
tion, nous 
onstruisons un modèle minimal de F (M ; 2)à partir du modèle minimal relatif de

ev0 × ev1 : M [0,1] →M ×M.
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onstru
tion est basée sur le (ΛV ⊗ ΛV ′, d)-module di�érentiel
(ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛV ,D), 
onstruit en 4.5, qui est un modèle semi-libre de
(ΛV, d). Nous nous inspirons du modèle de Lambre
hts et Stanley dé
ritdans la se
tion 4.1.(a) Constru
tion de l'adg
 (ΛV ⊗ΛV ′⊗ΛT, d) et d'un morphismed'adg
 θ : (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛT, d) → mF (M ;2)Dans la Proposition 4.1, nous avons prouvé l'existen
e d'un mor-phisme de (ΛV ⊗ ΛV ′, d)−module di�érentiel de degré 0(4.10) ϕ : s−n(ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛV ,D) → (ΛV ⊗ ΛV ′, d)tel que ϕ(s−n(1)) = Ω, un 
o
y
le représentant ∆.Le 
�ne sur ϕ est le (ΛV ⊗ ΛV ′, d)−module di�érentiel C(ϕ) = (ΛV ⊗
ΛV ′ ⊕ϕ s(s

−n(ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛV )),D′), où la di�érentielle D′ est dé�niepar
D′(sx) = ϕ(α) − sD(x).Dans la se
tion 4.4, nous avons 
onstruit une base expli
ite pour l'es-pa
e ve
toriel gradué T = s−n+1(ΛV ). Cette base est 
omposée desgénérateurs t, (tb)b∈A, (tj)j∈I . Nous identi�ons le 
�ne C(ϕ) au moduledi�érentiel (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ Q ⊕ ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ T, ∂), dont la di�érentielle ∂sur ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ T a la forme suivante :(4.11) ∂(v) = d(v)

∂(v′) = d(v′)
∂(t) = Ω
∂(tb) = tvb − tvb′ +

∑
a∈A z

b
ata +

∑
i∈I z

b
i ti + ξb

∂(tj) =
∑

a∈A z
j
ata +

∑
i∈I z

j
i ti + ξjoù ξb = ϕ(s−n(vb)) et ξj = ϕ(s−n(wj)). Une extension multipli
ative

d de la di�érentielle ∂ à l'algèbre ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛT, donne une algèbredi�érentielle graduée 
ommutative
(ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛT, d)et une inje
tion de (ΛV ⊗ ΛV ′, d)−modules di�érentiels

(ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ (Q ⊕ T ), ∂) →֒ (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛT, d).Notons I ⊕ sK le sous-module di�érentiel de C(ϕ) dé�ni, 
onformé-ment à la se
tion 4.1, par I = (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ Q)≥2n−2 ⊕ I0 et K =
(ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ T )≥2n−1 ⊕ K0, où I0 désigne le supplémentaire des 
o-
y
les dans (ΛV ⊗ΛV ′)2n−3 et K0 un supplémentaire des 
o
y
les dans
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(ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ T )2n−2.Suivant le Théorème 4.2, le quotient C(ϕ)/I ⊕ sK est une algèbre dif-férentielle graduée 
ommutative, reliée au modèle minimal de F (M ; 2),par une 
haine de quasi-isomorphismes :

C(ϕ)/I ⊕ sK (A1, d)
≃oo ≃ // · · · · · ·

≃oo ≃ // mF (M ;2).Dans 
ette algèbre, la multipli
ation est dé�nie par T · T = 0.Remarquons maintenant que I⊕sK⊕Λ≥2T est un idéal di�érentiel dansl'algèbre di�érentielle (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛT, d). Ce
i prouve l'existen
e d'unmorphisme d'adg

η : (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛT, d) → C(ϕ)/I ⊕ sK.Le Lemme 1.4 prouve l'existen
e d'un relèvement de
η : (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛT,D) → C(ϕ)/I ⊕ sKque nous noterons

(ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛT, d)
θ // mF (M ;2).Nous noterons en�n g : F (M ; 2) → EM la réalisation géométrique de θ.(b) Le modèle minimal de F (M ; 2).Notons (ΛV ⊗ ΛV ′, d) → (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛW,D) le modèle minimalrelatif de F (M ; 2) →֒ M ×M. Suivant le Corollaire 1.41, 
omme F2 estrationnellement un wedge de sphères, on peut supposer que (ΛV ⊗ΛV ′⊗

ΛW,D) est le modèle minimal de F (M ; 2). Les 
onstru
tions pré
édentesnous mènent auThéorème 4.22. Il existe un diagramme 
ommutatif d'adg

(ΛV ⊗ ΛV ′, d)

id //

��

(ΛV ⊗ ΛV ′, d)

��
(ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛT,D)

θ //

ε

��

(ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛW,D)

��
(ΛT, 0)

θ // (ΛW,d)dans lequel Q(θ) est inje
tif. L'in
lusion rationnalisée i2 : F (M ; 2)0 →֒
M0 ×M0 se fa
torise via EM , la réalisation de (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛT,D) et
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e
i donne un diagramme 
ommutatif dont les lignes sont des �brations
K // EM // M0 ×M0

F2

g

OO

// F (M ; 2)0

g

OO

k
// M0 ×M0

OOet dans lequel(1) K est un produit d'espa
es d'Eilenberg-Ma
lane,(2) L'appli
ation g induit un isomorphisme en homologie sphérique.Preuve Le théorème est une 
onséquen
e de la Remarque 4.19 et de laProposition 4.8. �Pour suivre, nous utilisons le Lemme 1.40. Celui-
i assure l'existen
e d'unisomorphisme(4.12) (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛT ⊗ ΛN,D) → (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛW,D)tel que (Λ(T ⊕N),D) ∼= (ΛW,d).D'autre part, l'é
rasement de ΛV ′ donne un morphisme d'adg

ρ : (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛT,D) → (ΛV ⊗ ΛT, d).Notons h : ZM → EM la réalisation géométrique de ρ. Toutes les 
onsru
-tions pré
édentes peuvent être résumées dans le diagramme 
ommutatifsuivant dans lequel les lignes verti
ales sont des �brations
F0

��

j //

ϕ $$H
HH

HH
HH

HH
H

F2

��

g

&&MMMMMMMMMMMM

K

��

// K

��

M\m0
b //

i0

��

ϕ
##G

GG
GG

GG
GG

F (M ; 2)

i2

��

g

&&LLLLLLLLLL

ZM

��

h
// EM

��

M

$$H
HHHHHHHH

b // M ×M

&&MMMMMMMMMM

M
b // M ×M
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 b(m) = (m,m0).Comme (ΛW,d) est le modèle d'un bouquet de sphères, on peut prendrepour (ΛW,d) le modèle bigradué de H∗(ΛW,d). En parti
ulier W admetune se
onde graduation W = ⊕p≥0Wp et
H̃∗(ΛW,d) ∼= H̃0(ΛW,d) ∼= W0.Sa
hant que HS

∗ (g) est un isomorphisme, on peut a�rmer que H∗(g) :
T → W0 est un isomorphisme. On peut don
 supposer que ΛT = ΛW0.Par le Théorème 4.11 sur les �brations de �bre un bouquet de sphères,on a aussi

D(Wp) ⊂ (Λ2W )p−1 ⊕ (Λ+(V ⊕ V ′) ⊗W≤p) ⊕ Λ+(V ⊕ V ′).Remarque 4.23. Dans le modèle (ΛV ⊗ΛV ′⊗ΛW,D), l'espa
e ve
toriel
Wp−1 
orrespond don
 au dual de l'espa
e des 
ro
hets de longueur pdans π∗(F ) ⊗ Q.(
) Un modèle de l'involution τ : F (M ; 2) → F (M ; 2).Nous avons dé�ni pré
édemment l'appli
ation τ : F (M ; 2) → F (M ; 2)
orrespondant à la permutation des 
omposantes. Notons

ι : (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛW,D) → (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛW,D)le modèle de τ qui étend le morphisme d'adg
 ι : (ΛV ⊗ ΛV ′, d) →
(ΛV ⊗ ΛV ′, d) modélisant τ : M ×M → M ×M, et dé�ni par ι(v) =
v′ et ι(v′) = v.Le Lemme 2.15 nous permet d'a�rmer que ι(Ω) = (−1)nΩ, et de fairele 
al
ul suivant

d(ι(t)) = ι(d(t)) = ι(Ω) = (−1)nd(t).Notons t′ = 1
2 (t+ (−1)nι(t)). Par 
e qui pré
ède, d(t′) = d(t) et ι(t′) =

(−1)nt′. En remplaçant t par t′ on obtient don
 un nouveau modèle de
F (M ; 2) dans lequel on lit mieux l'a
tion de τ.Proposition 4.24. Il existe un représentant du modèle minimal de Sul-livan de F (M ; 2) de la forme (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛW,D) où le modèle ob-tenu en é
rasant ΛV ⊗ ΛV ′ est le modèle bigradué (ΛW,d) du wedgede sphères F, où ι(Wq) ⊂ Wq pour tout q, et où la restri
tion de
ι à s−n+1(ΛrV ) ⊂ T ⊂W est la multipli
ation par (−1)n+r.PreuveNous allons travailler par ré
urren
e sur la graduation de W.Dans un premier temps, prouvons que 
'est vrai pour T = W0. Nousavons dé
rit 
i-dessus 
omment 
hoisir t de telle manière que ι(t) =
(−1)nt.



66 4. MODÈLE MINIMAL DE F (M ; 2) POUR UNE VARIÉTÉ M POLYGÈNEPour un ta de degré minimal, nous savons que d(ta) = tva− tv
′
a+ ξa. Or,

d(ξa) = −Ω(va− v
′
a). Quitte à rempla
er ξa par ξ′a = 1

2(ξa+(−1)nι(ξa)),on peut don
 supposer que ι(ξa) = (−1)n+1ξa. En remplaçant ta par t′a =
1
2(ta + (−1)n+1ι(ta)), on fait de lui un ve
teur propre de ι 
ar ι(t′a) =

(−1)n+1t′a.Supposons à présent que les générateurs de T≤r soient des ve
teurspropres tels que ι(tb) = (−1)n+1tb et ι(tj) = (−1)n+l(j)tj . Soit ta ou tiun générateur de T r+1. Par 
onstru
tion, on a les égalités
d(tb) = tvb − tv′b +

∑

b∈A

zab tb +
∑

j∈I

zaj tj + ξa,

d(ti) =
∑

b∈A

zibtb +
∑

j∈I

zijtj + ξi.Le Lemme 4.21 et l'hypothèse de ré
urren
e permettent d'obtenir
d(ι(ta)) = (−1)n+1t(va − v′a) + (−1)n+1

∑

b∈A

za
b tb + (−1)n+1

∑

j∈I

za
j tj + ι(ξa)

d(ι(ti)) = (−1)n+l(i)
∑

b∈A

zi
btb + (−1)n+l(i)

∑

j∈I

zi
jtj + ι(ξi).Quitte à modi�er ξa ou ξi 
omme pré
édemment, il su�t don
 de rem-pla
er les générateurs par t′a = 1

2(ta + (−1)n+1ι(ta)) ou t′i = 1
2 (ti +

(−1)n+l(i)ι(ti)), pour en faire les ve
teurs propres désirés. Supposonsà présent que les générateurs de W<r soient transformés. Soit u ∈ Wr.Notons w ∈ Λ2Wr−1 la partie de d(u) telle que
d(u) − w ∈ (Λ+(V ⊕ V ′) ⊗W ) ⊕ Λ+(V ⊕ V ′).Par l'hypothèse de ré
urren
e, on peut dé
omposer w en une somme dedeux expressions du se
ond degré w = q1 + q2, ave
 ι(q1) = q1 et ι(q2) =

−q2. Supposons que q1 et q2 soient non nuls. Dans 
e 
as, u et ι(u)sont des indé
omposables linéairement indépendants, 
ar les parties deleur di�érentielle dans Λ2W le sont. En les remplaçant par les géné-rateurs 1
2(u + ι(u)) et 1

2 (u − ι(u)), on 
onserve bien un modèle mini-mal de F (M ; 2). Dans 
e modèle, nous pouvons don
 supposer que
ι(w) = (−1)r(w)w où r(w) désigne un 
ertain entier. En remplaçant upar u′ = 1

2(u+ (−1)r(w)ι(u)), on termine don
 la preuve. �L'algèbre de Lie d'homotopie rationnelle de la �bre homotopique de l'in-
lusion F (M ; 2) →֒ M × M est 
omme on l'a vu, une algèbre de Lielibre L(R′). Les espa
es ve
toriels Lr(R′) 
orrespondent par dualité auxespa
esWr−1. Il en résulte que l'involution préserve la longueur des mots
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ar elle envoie Wr dans Wr. De plus l'involution est un mor-phisme d'algèbres de Lie et sur les générateurs de R′, elle est dé�niepar 



ι(ť) = (−1)n ť

ι(ťa) = (−1)n+1ťa

ι(ťj) = (−1)n+q ťj si tj ∈ s−n+1(ΛqV ).4.7. Variétés formellesSupposons queM soit une variété formelle. Dans 
e 
as, l'espa
e des
on�gurations F (M ; 2) est aussi formel, pour autant que H2(M ; Q) = 0(voir [15℄). Si on désigne H∗(M ; Q) par H, alors
H∗(F (M ; 2); Q) = H ⊗H/(∆).Considérons le modèle bigradué (ΛV, d) de M et notons (ΛV ′, d′) une
opie de 
ette algèbre de Sullivan minimale. Nous montrons que l'on peutdé�nir une bigraduation sur le modèle minimal (ΛV ⊗ΛV ′ ⊗ΛW,D) de

F (M ; 2) qui en fasse son modèle bigradué et qui prolonge la bigraduationde ΛV ⊗ ΛV ′. Il su�t de savoir le faire sur T 
ar l'extension de T à West formelle. Remarquons de suite que la graduation induite sur W ne
orrespond pas à la graduation naturelle dé�nie par W0 = T. L'objet
(ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛW,D) est d'une 
ertaine manière trigradué.Remarque 4.25. La réalisation de (ΛV ⊗ΛV ′⊗ΛT,D) n'est en généralpas un espa
e formel. Considérons par exemple le 
as M = S3 × S3.Notons (Λ(a, b), 0) , |a| = |b| = 3, le modèle minimal de M. La 
lassediagonale de M est donnée par

∆ = −a⊗ b+ 1 ⊗ ab+ ab⊗ 1 + b⊗ a.Dans le modèle minimal (Λ(a, b) ⊗ Λ(a′, b′) ⊗ ΛT,D), les premières dif-férentielles s'é
rivent
D(t) = ∆,
D(ta) = t(a⊗ 1 − 1 ⊗ a),
D(tb) = t(b⊗ 1 − 1 ⊗ b),
D(tab) = ta(b⊗ 1 − 1 ⊗ b) + tb(a⊗ 1 − 1 ⊗ a).L'élément t · ta + tab(a ⊗ 1 − 1 ⊗ a) est un 
o
y
le non trivial, dé-
omposable dans le modèle, mais pas en 
ohomologie. Il s'ensuit que laréalisation de (Λ(a, b) ⊗ Λ(a′, b′) ⊗ ΛT,D) ne peut pas être un espa
eformel. �Dé�nissons maintenant la bigraduation sur (ΛV ⊗ΛV ′⊗ΛW,D) et 
om-mençons par une bigraduation sur (ΛV ⊗ΛV ′⊗ΛV ,D) où V désigne de
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e ve
toriel bigradué tel que V q
p = V q+1

p−1 .Remarquons que la 
onstru
tion de l'adg
 (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛV ,D) de laProposition 4.18, peut être ra�née pour obtenir l'in
lusion(4.13) D((V ⊕ V ′ ⊕ V )p) ⊂ (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛV )p−1 pour 
haque p ≥ 0.En e�et, par dé�nition, D(Vp) = d(Vp) ⊂ (ΛV )p−1 et D(V ′
p) = d′(V ′

p) ⊂
(ΛV ′)p−1. De plus, en posant D(vb) = vb − v′b pour 
haque vb de degréminimal r, on obtient un quasi-isomorphisme

σ : (ΛV ≤r ⊗ ΛV ′≤r ⊗ ΛV
≤r−1

,D) −→ (ΛV ≤r, d)véri�ant D(V 1) ⊂ (ΛV )0 et don
 4.13. Supposons ensuite que pour k ≥ r,on ait un quasi-isomorphisme
σ : (ΛV ≤k ⊗ ΛV ′≤k ⊗ ΛV

≤k−1
,D) −→ (ΛV ≤k, d)véri�ant 4.13. Soit vb ∈ V

k
q un élément de la base de V . Le 
y
le d(vb)−

d′(v′b) ∈ (ΛV ≤k ⊗ ΛV ′≤k)q−2 véri�e σ(d(vb)− d′(v′b)) = 0. Dès lors, l'hy-pothèse de ré
urren
e implique l'existen
e d'un uvb
∈ (ΛV ≤k ⊗ΛV ′≤k ⊗

ΛV
≤k−1

)q−1 tel que D(uvb
) = d(vb) − d′(v′b). Dans la 
onstru
tion de laProposition 4.18, on 
hoisit alors αvb

∈ (ΛV ≤k ⊗ ΛV ′≤k ⊗ ΛV
≤k−1

)q−1.Ce
i termine l'argument.Soient (ai)i∈I ∈ (ΛV )0, (b
′
i)i∈I ∈ (ΛV ′)0 des 
o
y
les représentant lesbases duales (αi)i∈I et (βi)i∈I introduites dans la se
tion 2.3. Notons

Ω =
∑

i∈I

(−1)|ai|aib
′
i.Proposition 4.26. Il existe une graduation sur (ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ ΛW,D)qui en fait un modèle bigradué de F (M ; 2), dont la di�érentielle sur T,est donnée par les formules suivantes :

D(vb) = d(vb),
D(vb) = d′(v′b),
D(t) = Ω,
D(tb) = tvb − tv′b +

∑
a∈A z

b
ata +

∑
j∈J z

b
j tj + ξb,

D(tj) =
∑

a∈A z
j
ata +

∑
i∈J z

j
i ti + ξj,pour 
ertains ξb, ξj ∈ ΛV ⊗ ΛV ′.PreuveComme Ω est un 
o
y
le de (ΛV ⊗ΛV ′)0, en posant D(t) = Ω, on assurel'égalité D2 = 0 sur ΛV ⊗ ΛV ′ ⊗ Λt. Posons T1 = Q · t.



4.7. VARIÉTÉS FORMELLES 69Nous allons travailler par ré
urren
e sur le degré q de �ltration de (ΛV )q.Soit vb un générateur de V 1. On 
al
ule
D(t · (vb − v′b)) = (

∑

i∈I

(−1)|ai|aib
′
i) · (vb − v′b).Le Lemme 2.12 assure don
 l'existen
e de ξb ∈ ΛV ⊗ΛV ′ tel que D(ξb) =

−δ(t · (vb − v′b)). Dès lors, il su�t de poser
D(tb) = tvb − tv′b + ξbave
 tb ∈ T2 pour dé�nir une bonne di�érentielle.Supposons avoir 
onstruit D sur tous les ta, ti pour lesquels vaou wi ∈

(ΛV )≤q et soit vb ou wj ∈ (ΛV )q+1. Un 
al
ul simple et le Lemme 4.9permettent d'obtenir les égalités suivantes
D(tvb − tv

′
b +

X

a∈A

z
b
ata +

X

j∈J

z
b
j tj) = Ω(vb − v

′
b) +

X

a∈A

(−1)
|zb

a|
z

b
aξa +

X

∈J

(−1)
|zb

j |
z

b
j ξj ,

D(
X

a∈A

z
j
ata +

X

i∈J

z
j
i wi) =

X

a∈A

(−1)|z
j
a|

z
j
aξa +

X

i∈J

(−1)|z
j
i
|
z

j
i ξi.Les deux membres de droite sont des 
o
y
les de (Λ(V ⊕ V ′))q et don
des 
obords. Par 
onséquent, il existe ξb ou ξj ∈ (Λ(V ⊕ V ′))q+1 tel que

D(ξb) = −Ω(vb − v′b) −
∑

a∈A

(−1)|z
b
a|zbaξa −

∑

∈J

(−1)|z
b
j |zbjξj

D(ξj) = −
∑

a∈A

(−1)|z
j
a|zjaξa −

∑

i∈J

(−1)|z
j
i |zji ξi.Et en introduisant le générateur tb ou tj ∈ Tq+2, tel que

D(tb) = tvb − tv′b +
∑

a∈A

zbata +
∑

j∈J

zbjtj + ξbou
D(tj) =

∑

a∈A

zjata +
∑

i∈J

zjiwi + ξj,on 
omplète la preuve. L'extension à W est évidente. �


