CHAPITRE 4

Modéle minimal de F(M;2) pour une variété M
polygéne

Dans tout ce chapitre, M désigne une variété compacte 1-connexe
sans bord de dimension n. Nous supposons en outre que cette variété
est polygéne : H*(M;Q) nécessite au moins deux générateurs en tant
qu’algébre.

Notre objectif est de calculer explicitement le modéle minimal de Sulli-
van de F(M;?2).

La premiére section rappelle la construction de Lambrechts et Stanley
permettant d’obtenir un modéle commutatif de F(M;2), a partir d’un
modeéle semi-libre du modéle minimal de M.

Dans les deux sections suivantes, nous démontrons que la fibre homo-
topique Fy de linclusion F(M;2) — M x M, est rationnellement un
bouquet de sphéres. Plus précisément, nous identifions rationnellement
F avec la fibre homotopique Fy de I'inclusion M\mgy — M, étudiée par
Halperin et Lemaire dans [12]. Nous en tirons une conséquence impor-
tante :

L’algebre de Lie Lp(pr,9) s'inscrit dans une suite exacte d’algebres de Lie
0—Lp — LF(M;2) — Lyrxamr — 0, dans laquelle Ly, est une algébre
de Lie libre.

Dans la quatriéme section, nous construisons explicitement ’algébre de
Sullivan (AV ® AT,d), qui s’injecte dans le modeéle minimal de Sullivan
de M\myg. La réalisation géométrique de cette algébre est un espace noté
Znr, qui s’inscerit dans un diagramme de fibrations :

K VAV My

R

Fy —— (M\mq)o — M.

La cinquiéme section est réservée a la construction d’un "bon" modéle
semi-libre de (AV,d). Celui-ci est tout simplement le modéle minimal
relatif de l'application Apr(A): Apr(M x M) — Apr(M) induite par
la diagonale A : M — M x M.

41



42 4. MODELE MINIMAL DE F(M;2) POUR UNE VARIETE M POLYGENE

Enfin, dans ’avant-derniére section, nous construisons 'algébre de Sulli-
van (AV @ AV'® AT, d) qui s'injecte dans mp (.2, et dont la réalisation
géomeétrique, notée Fjs, s’inscrit dans un diagramme de fibrations :

K Ey My x My

T

F2—>F(M;2)0—>M0><M0.

Dans la derniére section, nous démontrons que si la variété M est for-
melle, Palgebre de Sullivan (AV @ AV’ ® AT, d) s’injecte naturellement
dans le modeéle minimal bigradué de F(M;2).

4.1. MODELE DE LAMBRECHTS ET STANLEY

P.Lambrechts et D.Stanley construisent dans [15], un modeéle de F'(M; 2),
a partir du modéle minimal (AV,d) de M. Le point de départ de leur
construction est contenu dans la Proposition suivante :

Proposition 4.1. Soit (AV,d) le modéle minimal d’'une variété com-
pacte M, simplement connexe et de dimension n, et (G,d) un modeéle
semi-libre de (AV,d), en tant que (AV ® AV,d)-module différentiel. 11
existe un morphisme de (AV ® AV, d)-modules de degré n, ¢ : (G,d) —
(AV ® AV,d), qui commute aux différentielles et tel que [¢(1)] = A. De
plus, celui-ci est unique & homotopie prés.

Ils considérent ensuite le cone algébrique
Clp) = (AVRAV) @y s(s "G), D) avec D(sa) = p(a) — sd(a),
et définissent ’application linéaire

p:Clp) @C(p) — Cp)

en posant
iz ) = z-4
/J/(Z®Sg) = (_1)‘2‘8(2,9)
pu(sg®2) = (=1)s@Is(2 . g)

p(sg®sg’) = 0
pour tous les éléments homogenes 2,2’ € AVRAV et g,9 € s "G. Cette
multiplication définit une structure d’algébre graduée commutative sur
C(e).
Notons Iy un supplémentaire de I’espace des cocycles dans (AVRAV)
Ko un supplémentaire de I’espace des cocycles dans (s~"G)**2] et po-
sons I = @ngn_Q(AV ® AV)P ® Iy, et K = ®q22n_1(8—nG)q ® K.

2n—3
)
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L’espace vectoriel I @ sK est stable par la différentielle D, et le résultat
de Lambrechts et Stanley est le

Théoréme 4.2. [15] La multiplication g induit sur le quotient C(¢)/I&®
sK une structure d’algebre différentielle graduée commutative. En outre,
cette adgc est reliée par une chaine de quasi-isomorphismes au modele

minimal de F(M;2).

Par souci de complétude, nous donnons ici une preuve de la Proposition
4.1. Rappelons auparavant la définition et quelques propriétés de 'objet
FExt différentiel.

Soit (A,d) une algebre différentielle graduée, et soient (M, d) et (N,d)
deux (A, d)-modules différentiels. On peut former le complexe de co-
chaines (Hom4 (M, N), D), en posant

Homa(M,N)" = HHomA(Mququr) et D(f) = df — (—1)M1fd.
q

Choississons alors un (A4, d)-module semi-libre (P, d) quasi-isomorphe &
(M,d). L'homologie du complexe Hom 4(P, N) ne dépend pas du choix
de (P, d). Cette homologie se note Ext (M, N) :

Exth(M,N) = HY(Homa(P,N), D).

Lorsque les différentielles sont nulles sur A, M et N, on peut prendre
pour (P, d) une résolution libre de M comme A-module et on retrouve le
Ext usuel avec une autre graduation. Le Ext4(M, N) est alors bigradué,

Exta(M,N) = &, Lzt (M,N),

le premier indice référant a la graduation usuelle du Ext.
Dans le cas général, on a une suite spectrale

By = Extya(H(M),H(N)) = Exta(M,N).

Cette suite spectrale induit une bigraduation naturelle sur I'aboutissant
Exts(M,N).

Preuve de la proposition 4.1
Notons H = H*(M;Q) = H*(AV,d). On a

Butyey(Q.H @ H) = Q et Eutf,,(Q.H® H) =0

pour ¢ > Oougq = 0,7 # 2n, car H ® H est une algebre & dualité
de Poincaré |9]. Il résulte alors de la longue suite exacte associée & une
extension de modules, que pour tout H ® H-module de dimension finie
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E,
Euxtf, y(E,H® H)=0siqg>0et
dim(Extyye (B, H ® H)) = dim(E).
Lorsque ' = H considéré comme un H @ H-module par la multiplication,

on choisit une base ag = 1,1 ...,aq de H et on construit des éléments
vi de Hompgu(H,H @ H) = E$t2}%H(H,H® H) tels que

yi(h) = Ala;h @ 1).

Comme dim(Ext(}{’gH(H,H ® H)) = dim(H), ces éléments forment une

base de ExtY, et dim(E:Et(;}%H(H, H®H)) = 1. On considére maintenant
la suite spectrale associée au Ext différentiel

E:EtAV®AV (AV, AV & AV)

Le terme Fy = Extpen(H,H ® H) étant concentré en colonne 0, la
suite spectrale dégénére. Ceci montre qu’a homotopie prés, il existe un
unique morphisme de modules différentiels ¢ : G — AV ® AV tel que
[p(1)] = A.

0

4.2. ATTACHEMENT DE LA DERNIERE CELLULE

Fixons un point mg € M, et notons Fy la fibre homotopique de
I'inclusion iy : M\mg < M. Notons encore

g: 8" — M\my,

la restriction a la sphére de rayon % d’un homéomorphisme G : D™ — D
avec G(0) = my, entre le disque ouvert unitaire de R™ et un ouvert
D de M contenant mg. On obtient la variété M en attachant une cellule
de dimension n le long de ¢ :

M = M\mg Uy e".

Le résultat suivant de Halperin et Lemaire [12], indique que 'attache-
ment de la cellule €” le long de g influence trés peu les groupes d’homo-
topie.

Théoréme 4.3. Si H*(M;Q) a au moins deux générateurs en tant
qu’algebre, alors pour chaque k& > 0, 'homomorphisme m(ig) ® Q :
p(M\mg) @ Q — (M) ® Q est surjectif. De plus, la fibre homoto-
pique Fy de l'inclusion M\my — M a le type d’homotopie rationnel de
yr-L(QM v SY).
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Plus généralement, les attachements Y = X U, eF pour lesquels l'in-
jection X — Y induit un homomorphisme surjectif en homotopie, sont
dits inertes. Dans [12|, Halperin et Lemaire étudient en détail ces atta-
chements. Nous rappelons ici leurs résultats dans le cas particulier de
'attachement M = M\mg Uy e".
Comme g est homotopiquement triviale dans M, g se factorise a homo-
topie prés via Fp en
g:58" S Ry

Ceci définit les éléments

v = Haa@(S"Y) € Hua (R @) et

u = 271([9]) € moQFp ® Q.

Théoréme 4.4. ( [12]) Si la variété M est polygeéne, alors

(1) L’algebre de Lie m,.QFy ® Q est une algebre de Lie libre, notée
L(R), qui s’inscrit dans la courte suite exacte d’algebres de Lie
graduées

T (Q
0 — > L(R) —> m.0M\mo 00 X% oM © Q@ —> 0

(2) Pour l'opération induite par I'holonomie
h s H (QM; Q) @ H.(Fo; Q) — H.(Fo; Q)

I’homologie réduite H, (Fo; Q) est un module libre engendré par
Iélément z € H,,_1(Fo; Q).

Remarquons que HuroX, : m,(QFy) @ Q — H,41(Fo; Q) induit
un isomorphisme R, — H, 1 (Fy; Q).

(3) Notons 0 : T, (QM)®Q — m.(QLM\mp) ®Q une section linéaire
de 7, (Q2p) ® Q. Le diagramme suivant, dont les lignes verticales
sont des isomorphismes, est commutatif

h

H.(QM;Q) @ H.(Fy) H.(Fp)
1®HUTOET THuroE
U(m (M) ® Q) ® R 2%+ R ~ L(R)/L>%(R).

I’application Ad étant définie, comme dans la section 1.3, par

Ad((aq ... ag) @r) =[o(aq), [ .., [o(ag,7]...]
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pour (ai...a;) € M (QM)®Q , r € R.
En conséquence, R est un H,(QM,Q)—module libre engendré
par u.

(4) Si on filtre 7, (QM\mp) ® Q par I'idéal engendré par u, on ob-
tient une algébre de Lie filtrée : F), est le sous-espace vectoriel
engendré par les crochets de Lie contenant au moins p fois la
variable u. L’algebre de Lie graduée associée E, = Fp,/F,q1
vérifie

E, = (m(QM) ® Q) I L(u).

4.3. LA SUITE EXACTE 0 — Lp, — LF(M;2) — Ly — 0

Notons ig : F(M;2) — M x M Ulinclusion naturelle et F, la fibre
homotopique de cette application.

Proposition 4.5. L’algébre de Lie graduée Lp(yr.9) s’inscrit dans la
suite exacte

0— Lp, — Lru2) — Lyvuxm — 0.

En outre, l'algébre de Lie graduée L, est une algébre de Lie libre, ce
qui revient a dire que Fy a le type d’homotopie rationnel d’'un bouquet
de spheéres.

Preuve

Premiérement, remarquons que le centre de m,Q(M\mg) ® Q est réduit
a 0.

En effet, suivant le Théoréme 4.4, il existe une filtration pour laquelle
Palgebre de Lie graduée associée est un produit libre. Or dans un produit
libre d’algébres de Lie, le centre est réduit a 0. Mais, par définition, le
centre d’une algébre de Lie graduée associée & une algébre de Lie filtrée
contient le gradué associé au centre de cette algebre de Lie.
Deuxiémement, le Corollaire 1.33 assure, pour chaque k > 0, I'exactitude
de la suite

(4.1) 0— mQ(M\mp) @ Q — mQF(M;2) @ Q — mQM @ Q — 0.
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0 0
iR T4 Qo ®Q
0 L(R) T QM\mp)  Q—— 1. OM QQ ————0
W*Qj®Ql
Q12 @Q

T QF @ Q —= mQF (M;2) @ Q ——=m.QM x M) 2 Q

TOMRQIQ ——> 71, OM R Q

Fig. 1

Troisiémement, par définition de la fibre homotopique, il existe une ap-
plication j : Fy — F» qui rend commutatif le diagramme suivant :

J

Fy B

L,

M\moy —2= F(M;?2)

M—b>M><M

ou b(m) = (m, mp). On déduit de ce diagramme de fibrations le dia-
gramme commutatif d’espaces vectoriels gradués de la figure 1. Enfin,
au vu de ce diagramme, et des points précédents, on vérifie que le mor-
phisme 7, Qis ®Q est surjectif, et que son noyau m,QFo®Q est isomorphe
a L(R). Par conséquent, l'algebre de Lie m.QF> ® Q est une algebre de
Lie libre que nous noterons L(R'). Ceci prouve que Fy a le méme type
d’homotopie rationnel que Fp, c’est a dire le type d’homotopie ration-
nel d'un bouquet de sphéres. De plus, m,QF(M;2) ® Q s’inscrit dans la
courte suite exacte d’algébres de Lie graduées suivante :

1/ T4
0——=L(R) 2o n,QF (M;2) @ Q227 1, @ Lay —— 0.
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7T*_19F(M; 2) 7T*_19F2
Te1Q() AJ)
F*_lg(M\mo) > 7T*_19F0 %
by (M 2) e i Fo
%j 7+ (7)
W*M\mo T 7T*F0 Hur
H*(M\mo) H*(Fo)
Fia. 2

L’isomorphisme R = R’ induit une structure de ULj/-module sur R’
Plus précisément, R’ est un UL pzy f,,3-module libre engendré par

(4.2) t =m8(u) € m—2QF ® Q. (Théoréme 4.4.)

La classe t correspond par adjonction a l'application ¢t : S"~! — F,
définie comme la composée de b : M\mg — F(M;2) : m — (m,mg)
avec g : S"~! — M\myg. Ceci vient de la commutativité du diagramme

représenté a la figure 2.
A présent, choisissons une section linéaire o de m,Qis ® Q,

. T+« Qi2o®Q
0—=LR) E>nQF(M;2)©Q~ _ mQ(Mx M)®Q —=0.

ag
Suivant les notations de la section 1.4, on peut alors écrire
Z.R’(al crcQp X f) = [O-(al)v [J(a2)7 [ ) [U(Gn)vﬂ o ]

pour certains ay,- - ,an € Ljry{my}- L'action x étant indépendante de
o, nous noterons simplement

i(ar-apxt) =lay - an, .
L’existence de o prouve la

Proposition 4.6. Il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués

TQF (M;2) ® Q = (m,QM @ Q) @ (m,QM @ Q) @ L(s"2H,(QM;Q)).
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L’existence d'une section d’algeébres de Lie o : Ly @ Ly — Liparg2)
n’est pas garantie. Dans le chapitre suivant, nous donnerons des exemples
de variétés polygénes pour lesquelles il ne peut pas exister de telle section.
Toutefois, voici une condition nécessaire de I’existence d’une telle section.
Lemme 4.7. Si ’homomorphisme iy, admet une section d’algébres de
Lie o : Ly ® Ly — Lp(ar;2), alors Yhomomorphisme ioy @ Ly, — Lm
admet une section d’algebres de Lie.

Preuve Dans le diagramme commutatif suivant,

ST

Lp2) — Ly @ Ly

lpl* lpl

Id
Ly ———— L,

les colonnes sont des suites exactes. Par conséquent, la section ¢ induit un
homomorphisme ¢’ : Ly, — Lypmgs car pr1,000iy = pjoig,oo0i; =0.
L’homomorphisme o’ est une section de ip,. En effet, iy 0 ig, 0 0/ =
195 0100 =9, 00 019 = i.

U
4.4. MODELE DE L'INCLUSION M\mg <— M

Notons (AV,d) —% Apy(M) le modéle minimal de Sullivan de M.
Dans cette section, nous démontrons la proposition suivante :
Proposition 4.8. Il existe un diagramme commutatif d’adgc, modéle
de l'injection iy : M\mg — M :

(AV,d) — (AV ® AT, d) (AT, d)

o

(AV,d) — (AV ® AW, D) — (AW, D)

l Apr(io) l

Apr(M) —= Apr(M\my),

jouissant des propriétés suivantes :
(1) (AT, d) = (AT, 0),

(2) m est un quasi-isomorphisme jusqu’en degré 2n — 3,
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(3) 1 est injectif,

(4) H*(7) : T — H*(AW, D) est un isomorphisme.

De plus, la réalisation géométrique du rectangle supérieur de ce dia-
gramme est un diagramme de fibrations

K YA, My

R

Fy —— (M\mg)o — M

tel que
(1) K est un produ1t d’espaces d’Eilenberg-MacLane,

(2) H (FO7 Q) — H?(K;Q), ou H¥ désigne I'homologie sphérique,
(3) L

application ¢ : M\my — Zjs est surjective en homotopie.

(a) Construction de (AV ® AT, d)

Notons V = sV la suspension de V' et considérons la construction
acyclique (AV ® AV, D) qui est décrite ci-dessous.

Proposition 4.9. ([8]) Il existe une différentielle D sur I’algebre graduée
AV ® AV telle que pour chaque v € V, on ait D(v) = d(v) et
D(W) =v+ Zuz R w;, u; € A+V, w; € A+V,
el
et telle que les lignes du diagramme commutatif suivant soient des quasi-
isomorphismes

(AV,0) Z Apr(QM)
T6®1

(AV @ AV, D) ——= Apr(PM)

(AV,d) = Apr(M).

Notons {vg }qe4 une base homogene de V et {w; }cs une base homogene
de AZ2V. D’aprés la Proposition 4.9, pour chaque a € A et chaque i € J,

D(v,) = va+Zug®Eb+Zu§”®wj
beA jeJ
Dwi) = > uh®@Tp+ > ul @wj,

beA jeJ
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pour certains ug,ug,u};,ué € ATV. Le simple fait que D? = 0 permet

d’en déduire les égalités suivantes :

d(va) = =Y pea(=1)"lugu,
d(ug) = - ZbeA(_l)lub‘ugUg - Zke]( 1)‘uk|uk
(4.3) d(uf) = - ZbeA(—l)'“g‘ugug - Zke](_l)‘ug|uguf7
- d(u ;) = - EbeA(—l)'“é‘UEUS - ZkeJ(_l)‘%‘uZU?a
d(ul) = — ZbeA,(—l)lu"‘ubu > kes(— 1)‘%‘“2“]5

0 = ZbeA UpVp,

Notons T = s~ "*1(AV). Une base de T est donnée par les vecteurs
t,tq,t; en correspondance bijective avec la base {1,7,,w;} de AV que
nous avons choisie :

[t|=n—1,|ta] =[Ua] +n —1 et |tj] = |lwj| +n— 1.

Choisissons encore un cocycle w € AV représentant [M], la classe duale
de la classe fondamentale de M. La proposition suivante illustre une
technique de construction que nous utiliserons a plusieurs reprises.

Proposition 4.10. Avec les notations précédentes, il existe une algébre
de Sullivan relative

(AV,d) — (AV @ AT, d)

avec
dit) = w,
d(ty) = tvg 'beeA upty + Zje] u(;tj + &as
dlti) = Ypupts + e it + &,

pour certains &,,& € ATV,

Preuve

Comme w est un cocycle de AV, en posant d(t) = w, on assure I'égalité
d> =0 sur AV ® At.

Nous allons travailler par récurrence sur le degré des éléments de la base
de AV.

Pour 7, de degré minimal, on constate que D(7,) = v,. Dés lors, 0 =
D%*(w,) = d(v,). Par conséquent, d(tv,) = wv, € (AV)Z"H! est un co-
cycle de degré supérieur a n. Il existe donc &, € AV tel que d(&,) =
—d(tv,) et en posant d(t,) = tv, + &4, on étend d en différentielle.
Supposons avoir construit d sur tous les t,t; pour lesquels v, ou w; sont
de degré inférieur & k. Prenons alors un élément de la base, de degré
k+1, 7, ou w;.

Un simple calcul basé sur les égalités 4.3 et I’hypothése de récurrence,
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donne les égalités suivantes :

ditve + 3 ity + 3 ulty) = wue+ 3 (~D)Eluge, + 3 (—1)ly

beA jeJ beA jeJ
d( E uétb + E u;tj) = E ‘“b|u1§b 4 E \u L
beEA jeJ bEA jeJ

Les membres de droite de ces égalités sont des cocycles de AV de degré
supérieur & k 4+ n + 1. 1l existe donc &, ou & € AV, tel que

d(&) = —d(tvg + Z upty + Z ujtj) ou

beA jet
d(&) = —dO>_upty+ Y uity)
beA jeJ
Enfin, en posant
dte) =tvg + Y _ufty+ Y uft;+&, oud(t) = upty+ Y ult;+§;
beA jedJ beA jedJ

on termine la construction de d. g
(b) Construction de 7

Nous allons étudier le lien entre l'algebre de Sullivan (AV @ AT, d)
et l'espace M\my.
L’inclusion ig : M\mgy < M induit un morphisme d’adgc

APL(iO) : APL(M) — APL(M\TTL()).

Notons (AV @AW, D) le modéle minimal relatif de ce morphisme d’adgc,
caractérisé par le diagramme commutatif suivant :

Apr(io)ompy

~__ n

(AV @ AW, D)

(AV,d) Apr (M)

Comme H9(ip) est un isomorphisme pour ¢ < n, la premiére étape dans
la construction de W consiste en l'introduction d’'une variable y pour tuer
KerH"(ig) = Q- w. Donc W ! =Q -y, d(y) = w. D’autre part, par
la Proposition 4.5, la fibre homotopique Fy de l'inclusion M\mgy <— M
est un bouquet de sphéres. Nous pouvons dés lors supposer, suivant le
Corollaire 1.41, que (AV ® AW, D) est le modeéle minimal de Sullivan de
M\mo.
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Proposition 4.11. On peut étendre l'inclusion (AV,d) — (AV®AW, D)
en un morphisme de dgan : (AVQAT,d) — (AVRAW, D), avec n(t) = y.

Preuve

En posant 7(t) = y, on définit un unique morphisme de dga n: (AV ®
At,d) — (AV @ AW, D).

Supposons a présent avoir défini un tel n sur tous les générateurs tg,t;
de degré inférieur ou égal & k, et donnons-nous un t, de degré k + 1.
Un calcul rapide montre que

n(d(ta)) = yoa+ Y _ufn(te) + > _ ufn(ts) + &
beA jeJ

est un cocycle de (AV @ AW)>™. 1l existe donc 6, € AV @ AW tel que
D(64) = n(d(ts)), et on pose n(t,) = d4. De la méme maniére, on peut
trouver §; € AV ® AW tel que D(9;) = n(d(t;)) et poser n(t;) = d;, ce
qui termine la construction. O
Remarque 4.12. L’existence de n implique que (AV ® AT, d) est une
algébre de Sullivan minimale.

Notons
Kz e
une fibration réalisant le modéle de Sullivan relatif
(AV,d) — (AV ® AT,d) — (AT,d),
et notons ¢ : M\mgy — Zjs une application continue réalisant
n: (AV @ AT, d) — (AV @ AW, D).
L’application ¢ induit au niveau des fibres une application @ : Fy — K

rendant commutatif le diagramme suivant :

Fy — (M\mg)o L My

LT

M.

-/

] 1
Par construction, le modéle de ce diagramme topologique est donné par
celui-ci :

(AV,d) — (AV ® AW, D) — (AW, D)

J

(AV,d) —— (AV @ AT, d) — (AT, d).
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Remarque 4.13. (1) La formule de la différentielle d dans (AV ®

(4)

AT, d), implique que d = 0 dans (AT, d). Par conséquent,
H*(K;Q) = AT.

L’espace K a donc le type d’homotopie rationnel d’un produit
d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane.

La surjectivité de m.(ip) ® Q entraine celle de (i) @ Q, et a
fortiori I'injectivité de m.(j") ® Q.

D’une part T est une suspension de I'espace vectoriel AV =2
H,.(QM,Q). D’autre part H.(Fyp;Q) = H.(QM;Q) - z. Ceci
implique 1'égalité

dim(TT"1) = dim(HTT (AW, d)),

pour chaque gq.

Par la Proposition 4.11, 7(t) = y. En conséquence, H" (@) =
H" (%) est un isomorphisme.

(¢) L’opération d’holonomie de la fibration K — Z,; — M

Lemme 4.14. Soit y = X+ )" . 4 Yata + Y_;cy Vit; un élément de T'. Si
d(y) € AZ2V @ AZ3(V @ T), alors y = M.

Preuve

Soit donc un tel y. Le simple calcul

dy) = M+ Y vadlta) + Y vid(t;)

acA ieJ
= A+ Z YalVq + Z 'Vaugtb + Z 'Vau?tj + Z Yaba
acA b,a a,j a

+ Y vty + > it + > vk
ib ij i

permet d’affirmer que 7, = 0 pour chaque a € A.

Dés lors,

y = A+ _.c s Vit;. Prenons pour base J de AZ%V la base formée

des monomes en les v,. Notons 3, ..5,, I'élément de T' correspondant a

Ugy " Vg

.. Dans ce cas

T

d(tﬂal"'ﬂar) = Z(_l)(‘ﬂal‘+...+|5ai71I)wailvai : t7 5

Tay +Tay - Tay

1=1
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modulo AZ2V @ AZ3(V @ T). On écrit

Y = At + ' Z ’Yil"'irtﬁail ...@air .

1,0

Le coéfficient de Va;, U5, ., dans d(y) est 7;,..i,. Ce coéfficient doit
ig r

as

donc étre nul et y = At. g

Notons Hf(K;@) I’homologie sphérique rationnelle de K. Comme le
connectant rationnel de la fibration K — Z3; — M est trivial, d’aprés la
Remarque 4.13, H2 (K; Q) est un H,(Q2M; Q)-module, par la Proposition
1.34.
Lemme 4.15.

HY(K;Q) = H.(QM;Q) -
ot  désigne le générateur de H,,_1(K;Q) dual de [t] € H*(K) par éva-
luation.

Preuve
Comme HY(K;Q) est un H,(QM;Q)-module, il est clair que

H,(QM;Q) - C H(K;Q).

Avec les notations de 1.6, par le Lemme 4.14, 'application ), v; ® 6 :
T2" — V @ T est injective. 11 en résulte (Proposition 1.38) que l'ac-
tion de H,(QM;Q) induit un homomorphisme surjectif H,(QM;Q) ®
HZ,.(K;Q) — H?(K;Q). On remarque alors que H?, (K;Q) = - Q,
ce qui compléte la preuve, les deux espaces vectoriels ayant la méme
dimension en chaque degré. O

(d) Les propriétés de ¢ et @

Proposition 4.16. Le morphisme @ : Fy — K, induit un isomorphisme
H.(9) : H(Fo; Q) — HI(K; Q).

Preuve

L’application H,(®) est un morphisme de H,(Q2M;Q)-modules entre
deux H,(QM;Q)-modules libres de rang 1, engendrés en degré n — 1.
Or, d’apreés la Remarque 4.13, H,_1(®) est un isomorphisme. O

Proposition 4.17. Le morphisme 7 est injectif.

Preuve
Grace au Lemme 1.9, il suffit de prouver que Q(n) est injectif, ou en-
core que ’homomorphisme 7, (p) ® Q est surjectif. Au vu du diagramme
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suivant, dont les lignes sont exactes,
00— m(Fp) ©® Q —= m(M\mp) ® Q —= m. (M) © Q —= 0
W*(<P)®Ql m(<ﬁ)®©l l
0—T(K)®Q ——m(Zy) ®Q ——m(M)®Q ——0

il suffit donc de prouver que (@) ® Q est surjectif. On considére le
diagramme commutatif suivant

%Foji@ hli”;(y/
hur g, ®Q Hf(Fo; Q) — Hf(K, Q) hur g ®Q
H,(Fp; Q) Bt H.(K;Q)

Comme l'espace Fy a le type d’homotopie rationnel d’'un bouquet de
spheres, Dinjection HZ(Fy; Q) — H,(Fy;Q) est un isomorphisme. De
plus, comme K est un produit d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane, ’appli-
cation de Hurewicz induit un isomorphisme

hurg © Q : mo(K) @ Q — HS(K;Q).

Enfin, la Proposition 4.16 montre que H?(Fy; Q) — HZ(K;Q) est un
isomorphisme. Une petite chasse sur le diagramme précédent permet
donc de conclure car ’homomorphisme

hurp, ® Q : m.(Fy) @ Q — HE(FOS Q)

est surjectif. O

4.5. MODBELE DE LA FIBRATION MO — Mo M

Le modele de la fibration QM — MY — M x M est bien connu.
Nous le décrivons en détail pour exhiber certaines propriétés impor-
tantes.

Considérons le diagramme topologique

M x M X M

evjxk /

M10.1]
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dans lequel I'équivalence d’homotopie ¢ est définie par
c(x):[0,1] = M : t— x.
Notons T les involutions de M x M et de M1 définies par
T(a,b) = (bya) et T(7)(t) = 7(1 —t).

Ces applications commutent entre elles, comme le décrivent les égalités
suivantes : To A=A | Toc=cet T o (evy x evy) = (evg X evy) o T.
Soit (AV’,d’) une copie de (AV,d), le modele minimal de Sullivan de M.

Le morphisme d’adge p: (AV,d) ® (AV',d") — (AV,d), défini par
pv) = v
p(v') = v

pour chaque v € V,v' € V’, est un modéle minimal de l'application
diagonale A : M — M x M. En particulier, le morphisme H*(p) :
H*(M,Q)®@ H*(M,Q) — H*(M,Q) est le cup produit. Dans la proposi-
tion suivante, nous décrivons un modeéle de la fibration M1 — M x M.

Proposition 4.18. Il existe un quasi-isomorphisme
o: (AV@AV' ® AV, D) — (AV,d)
tel que

(1)
D(w) = d(v)
D) = d )
D@ = v—v+ay

pour certains a, € AV @ AV’ @ ATV,

(2) Le diagramme suivant commute,

(4.4)  (AV,d) ® (AV',d') ? (AV, d)

\ =

(AV @ AV' @ AV, D),

avec o(V) = 0,

(3) L'unique automorphisme 7' de AV ® AV’ ® AV défini par
Tw)=v,TW) =v, T[®) = -v

commute a la différentielle D.
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Preuve

Pour construire D, nous allons travailler par récurrence sur le degré des
éléments de la base (vg)qea. Pour chaque générateur v, € V de degré
minimal 7 > 2, posons D(v;) = v, — v},. De cette facon, on obtient un
quasi-isomorphisme

(AVET @ AV'ST @ AV, D) —== (AV=",d)

et D a clairement les propriétés 1, 2 et 3.

Supposons ensuite avoir construit D sur V< pour k > r, vérifiant les
conditions 1, 2 et 3, de telle maniére que

o (AVEF @ AV'SE @ ATV, D) — (AVSF, 4)

soit un quasi-isomorphisme. Soit v, € V**1, Le cycle d(v,) — d'(v)) de

AVERQAV'EE @ AT est tel que o(d(vy) —d'(v})) = 0. Par 'hypotheése
de récurrence, il existe donc un décomposable

Uy, € AVER @ AV/SF @ AT
tel que —d(v,) + d'(v,) = D(uy, ). De plus,
0= 0(D(uy,)) = d(o(u,)),

et I’hypothese de récurrence implique donc l'existence d'un cycle 7, €
AVEFR @ AV'SE @ AT et dun Yo, € AVEF tels que

o (ty,) = d(,) + 0 (T0,)-

Notons By, = Uy, —To, —d(Y0,) € AVE@ AVISH @AV, On vérifie que
D(B,,) = —d(vy) + d'(v}) et o(By,) = 0. De plus, B,, se décompose en
une somme f,, = B, + 3, avec f, € AV@AV'et g € AVRAV' ®
ATV. Par construction, o(3,,) = 0 et donc o(f3),) = 0. Par conséquent,

ﬁz,)a = Z(UC - U;)wc

[

pour certains v, € V=F et w, € AV=F @ AV'<F. Notons
Zaq = Zﬁcwc.
C

Alors on peut écrire

By = D(za) = > agowe — > _(=1) " d(w,).

[
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Posons

Ao, = — Y agwe — 3 (—1)"Iod(we) + B € AV @ AV @ ATV

C

Par construction, D(ay,) = D(5,,) = —d(vs) + d(v),).
L’hypothése de récurrence permet de faire le calcul suivant

0 =TD(vy—v,+ay,) = DT (vy— v, +Qy,) = d(v),) —d(ve) +D(T(ay,)),
duquel on déduit que
D(T(@y,)) = d(va) — d(vl) = —D(ay,).

a

Deés lors, l'élément v, = 3 (@, — T(Qy,)) € AV @ AV’ ® ATV, satisfait
les égalités D(aw,) = D(ay,) et T'(aw,) = —u,. Posons D(v,) = v, —
vl + au,. Les égalités suivantes

o(D(a)) = o(va) —o(vy) —olay,) =0=d(o(va)),
D2(U_a) = d(va) — d'(vy) + D(ay,) =0,

prouvent que de cette facon, on étend D en une différentielle, telle que
(Avgk—i-l @ AV'SkHL g AV<k+1, D) _7. (Avﬁk—l-l’ d)

est un morphisme d’adgc satisfaisant les conditions 1, 2 et 3. Clairement,
ce morphisme est un quasi-isomorphisme et la preuve est compléte. [

Remarque 4.19. (1) L’algébre de Sullivan relative (AV @ AV’ ®
AV, D), est un modéle semi-libre de (AV,d), en tant que (AV ®
AV’ d)—module différentiel.

(2) Sion regarde I'espace des chemins PM en tant que produit fibré

PM >“:
M[Ovl} W M,

on constate que 1’adgc
(AV@AV' @ AV, D) @y a0y (Q,0) = (AV @ AV, D)

est un modeéle de Sullivan de I’espace des chemins qui vérifie les
propriétés montrées dans la Proposition 4.9.



60 4. MODELE MINIMAL DE F(M;2) POUR UNE VARIETE M POLYGENE

(AV, d) Apr (M)
(AV,d) ® (AV',d") Apr(M x M)
(AV ® AV, D) Apr(PM)
(AV @ AV’ ® AV, D) App (M1
(AV,0) Apr(QM)
/ /
(AV,0) Apr(QM)

Fig. 3

L’application evy x evy : MO — M x M est une fibration qui rend
commutatif le diagramme suivant :

QM — = QM

|

PM ——— pylo.]

€vy l \L evp X evy

M ——> M x M,

ou b(m) = (mp,m). En modeéles, ce diagramme induit le diagramme
commutatif représenté a la figure 3.

Remarque 4.20. La commutativité du diagramme représenté a la figure
3 permet d’affirmer que dans la définition de D, Proposition 4.18, (1),
a, €EAT(Va V) AV.

Reprenons & présent la base {Up}pea U {w;}jes de ATV introduite a la
section 4.4. Les {Tp}pea forment une base de V et la famille {w;};cs est
une base bihomogeéne de A=2V. On note r = [(w;), si wj € (A"V). Pour
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chaque b € A, nous pouvons écrire

(4.5) O, = D T+ Y 2w,

acA jedJ
pour certains zg,z? € AT(V @ V’). La différentielle D a donc la forme
suivante
(4.6) D) = wvp—v)+ Z zZUa + Z z?wj,

acA jeJ

(4.7) D(w;) = Y v+ 2w,

pour certains zg,zg, 2,2 e AT(Va V).

En particulier, nous obtenons

(4.8)

D(@a®) = (va — V)0 + (= 1) (v — 0} )B4 + v, T + (—1) P, 3.
La condition 3 de la Proposition 4.18 implique aussi le

Lemme 4.21. Pour tous les a,b € Aeti,j € J on a les égalités sui-
vantes

T(z) = 2,

T() = (-1,
T() = (-1,
T(f) = (-1t

Enfin, un calcul simple partant du fait que D? = 0, établit les égalités
suivantes :

dvy) —d'(v) = =3, (~1)lb (v, — ),

D(zq) = =Y (=Dllbag — 3 (-1 b,
(19 P& = (PRl - 3T (- nllha,
o D) =~ (D~ T ()

D(z) = =X (=Dl — (1)l

0 = Y (Dl (v, — )

4.6. LA FIBRATION Fy — F(M;2) — M x M

Dans cette section, nous construisons un modeéle minimal de F'(M;2)
a partir du modéle minimal relatif de

evy X evy : MO A x M.
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Notre construction est basée sur le (AV @ AV’ d)-module différentiel
(AV ® AV' ® AV, D), construit en 4.5, qui est un modéle semi-libre de
(AV,d). Nous nous inspirons du modéle de Lambrechts et Stanley décrit
dans la section 4.1.

(a) Construction de I’adgc (AV®AV'®AT,d) et d’un morphisme
d’adgce 6 : (AV @ AV' @ AT, d) — mp2)

Dans la Proposition 4.1, nous avons prouvé l'existence d’un mor-
phisme de (AV ® AV’ d)—module différentiel de degré 0

4.10 ©:s” ® ® AV, D) — @AV,
AV @ AV' @ AV, D AV @ AV, d

tel que p(s™™(1)) = Q, un cocycle représentant A.
Le cone sur ¢ est le (AV ® AV’ d)—module différentiel C'(¢) = (AV ®
AV @, s(sT(AV @ AV’ @ AV)), D), ou la différentielle D’ est définie
par

D'(sz) = p(a) — sD(x).

Dans la section 4.4, nous avons construit une base explicite pour I’es-
pace vectoriel gradué T = s "t1(AV). Cette base est composée des
générateurs ¢, (ty)pea, (tj)jer. Nous identifions le cone C(p) au module
différentiel (AV @ AV @ Q& AV @ AV’ ® T, 9), dont la différentielle 9
sur AV @ AV @ T a la forme suivante :

Iv) = d(v)
o) = d)
(4.11) oty = Q
Aty) = toy—toy + Y pcp 2bta + Yier 20t + &
Ot;) = YaeaZata+ Dierziti +§

ou & = (s ™(Tp)) et & = (s "(w;)). Une extension multiplicative
d de la différentielle 9 a l'algebre AV @ AV’ @ AT, donne une algebre
différentielle graduée commutative

(AV @ AV’ @ AT, d)
et une injection de (AV @ AV’,d)—modules différentiels
(AVRAV' @ (QaT),0) — (AV®AV' @ AT, d).

Notons I & sK le sous-module différentiel de C(p) défini, conformeé-
ment & la section 4.1, par [ = (AV @ AV @ Q)2 2@ Iy et K =
(AV @ AV' @ T)=*"~1 @ Ky, ou Iy désigne le supplémentaire des co-
cycles dans (AV ® AV’)2"=3 et Ky un supplémentaire des cocycles dans
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(AV @ AV' @ T)*—2,

Suivant le Théoréme 4.2, le quotient C(¢)/I @ sK est une algebre dif-
férentielle graduée commutative, reliée au modeéle minimal de F'(M;2),
par une chaine de quasi-isomorphismes :

Clp)/I®sK =— (A,d) — -+ <— -+ —= MF(M;2)-

Dans cette algébre, la multiplication est définie par T - T = 0.
Remarquons maintenant que I @®sK ®AZ%T est un idéal différentiel dans
lalgebre différentielle (AV @ AV’ @ AT, d). Ceci prouve l'existence d’un
morphisme d’adgc

n: (AVe@ AV @ AT,d) — C(p)/I & sK.
Le Lemme 1.4 prouve l'existence d’un relévement de
n:(AV@AV' @ AT, D) — C(p)/I ® sK
que nous noterons
(AV @ AV’ @ AT, d) 2= mr(r2)-
Nous noterons enfin g : F\(M;2) — E) la réalisation géométrique de 6.
(b) Le modéle minimal de F(M;2).

Notons (AV @ AV’ d) — (AV @ AV’ @ AW, D) le modeéle minimal
relatif de F'(M;2) — M x M. Suivant le Corollaire 1.41, comme F5 est
rationnellement un wedge de sphéres, on peut supposer que (AV @AV’ ®
AW, D) est le modeéle minimal de F'(M;2). Les constructions précédentes
nous meénent au

Théoréme 4.22. 1l existe un diagramme commutatif d’adgc

id

(AV @ AV, d) (AV ® AV, d)

| |

(AV @ AV’ ® AT, D) —2~ (AV @ AV’ ® AW, D)

]

(AT, 0) ’ (AW, d)

dans lequel Q(0) est injectif. L’inclusion rationnalisée iy : F/(M;2)y —
My x My se factorise via Ejpy, la réalisation de (AV @ AV' @ AT, D) et
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ceci donne un diagramme commutatif dont les lignes sont des fibrations

K Ey My x My

| |

F2—>F(M;2)0—k>MOXMO

et dans lequel

(1) K est un produit d’espaces d’Eilenberg-Maclane,

(2) L’application g induit un isomorphisme en homologie sphérique.

Preuve Le théoréme est une conséquence de la Remarque 4.19 et de la
Proposition 4.8. O

Pour suivre, nous utilisons le Lemme 1.40. Celui-ci assure 'existence d’un
isomorphisme

(4.12) (AV @ AV' @ AT ® AN, D) — (AV @ AV' @ AW, D)

tel que (A(T'® N), D) = (AW, d).
D’autre part, I’écrasement de AV’ donne un morphisme d’adgc
p: (AV@AV' @ AT, D) — (AV ® AT, d).
Notons h : Zpr — Ejy la réalisation géométrique de p. Toutes les consruc-

tions précédentes peuvent étre résumées dans le diagramme commutatif
suivant dans lequel les lignes verticales sont des fibrations

J

FO F2
g
P
K K
M\my b F(M;2)
g
©
io YAV ;L Eur
b
M M x M
b M

x M
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avec b(m) = (m,myg).
Comme (AW, d) est le modéle d’un bouquet de sphéres, on peut prendre
pour (AW, d) le modele bigradué de H*(AW, d). En particulier W admet

une seconde graduation W = @,>0W), et
H*(AW, d) = Hy(AW, d) = W,.

Sachant que HZ(g) est un isomorphisme, on peut affirmer que H*(g) :
T — Wy est un isomorphisme. On peut donc supposer que AT = AW).
Par le Théoréme 4.11 sur les fibrations de fibre un bouquet de sphéres,
on a aussi

D(W,) C (M*W)mi @ (AT (Ve V)eWe,) oAt (Ve V).
Remarque 4.23. Dans le modeéle (AV@AV'®@AW, D), I'espace vectoriel

Wy—1 correspond donc au dual de 'espace des crochets de longueur p

dans 7. (F) ® Q.
(c) Un modéle de V’involution 7 : F(M;2) — F(M;?2).

Nous avons défini précédemment I'application 7 : F(M;2) — F(M;2)
correspondant a la permutation des composantes. Notons

L (AV @ AV ® AW, D) — (AV ® AV’ @ AW, D)

le modele de 7 qui étend le morphisme d’adge ¢ : (AV @ AV’ d) —
(AV @ AV’ d) modélisant 7 : M x M — M x M, et défini par ((v) =
v et 1(v)) = .

Le Lemme 2.15 nous permet d’affirmer que ¢(Q2) = (—1)"€, et de faire
le calcul suivant

d(u(t)) = o(d(t)) = () = (=1)"d(t).
Notons ¢/ = $(t 4+ (—=1)"u(t)). Par ce qui précede, d(t') = d(t) et o(t') =
(—1)"t’. En remplagant ¢ par ¢’ on obtient donc un nouveau modeéle de
F(M;?2) dans lequel on lit mieux ’action de 7.

Proposition 4.24. 1l existe un représentant du modéle minimal de Sul-
livan de F(M;2) de la forme (AV @ AV @ AW, D) ou le modeéle ob-
tenu en écrasant AV @ AV’ est le modele bigradué (AW, d) du wedge
de sphéres F, ou «(W,) C W, pour tout g, et ou la restriction de
ta s "M(ATV) C T C W est la multiplication par (—1)"*".

Preuve

Nous allons travailler par récurrence sur la graduation de W.

Dans un premier temps, prouvons que c’est vrai pour T' = W{. Nous
avons deécrit ci-dessus comment choisir ¢ de telle maniére que ¢(t) =
(—=1)™t.
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Pour un ta de degré minimal, nous savons que d(t,) = tv, —tv), +&,. Or,
d(&a) = —Q(ve — v),). Quitte a remplacer &, par &, = $(& + (—1)"1(&)),
on peut donc supposer que t(&,) = (—1)"*1¢,. En remplagant ¢, par t, =
$(ta + (—1)""u(t,)), on fait de lui un vecteur propre de ¢ car u(t]) =
(—1)”+1t;.
Supposons a présent que les générateurs de T=" soient des vecteurs
propres tels que i(ty) = (—1)" "'t et o(t;) = (—1)" T, Soit t, ou t;
un générateur de 771, Par construction, on a les égalités

d(ty) = tup, —tv, + Z 2pty + Z Zjtj + &,

beA jel
d(t;) = Z le;tb + Z Z;tj +&;.
beA jel

Le Lemme 4.21 et I’hypothése de récurrence permettent d’obtenir

du(ta)) = (=1)"Mt(va =) + (=1 2ty + (D)"Y 2t + ()

beA jeI
d(u(t;)) = (=1)"TON "y, + (1) O " 4 (&),
beA jel

Quitte a modifier £, ou &; comme précédemment, il suffit donc de rem-

placer les générateurs par t, = 1(t, + (—1)""li(t,)) out, = 1(t; +
(=1)"H @y (t;)), pour en faire les vecteurs propres désirés. Supposons
a présent que les générateurs de W, soient transformés. Soit u € W,.
Notons w € A2W,._1 la partie de d(u) telle que

du) —we (AT (VaeV)ieW)o AT (Ve V).

Par ’hypothése de récurrence, on peut décomposer w en une somme de
deux expressions du second degré w = ¢ + q2, avec t(q1) = q1 et t(g2) =
—qo. Supposons que ¢ et g soient non nuls. Dans ce cas, u et t(u)
sont des indécomposables linéairement indépendants, car les parties de
leur différentielle dans A?W le sont. En les remplacant par les géné-
rateurs 1(u + t(u)) et 2(u — ¢(u)), on conserve bien un modéle mini-
mal de F(M;2). Dans ce modeéle, nous pouvons donc supposer que
v(w) = (— )"@w ot r(w) désigne un certain entier. En remplacant u
par v = (u+ (— 1)"®)y(w)), on termine donc la preuve. O

L’algébre de Lie d’homotopie rationnelle de la fibre homotopique de l'in-
clusion F(M;2) < M x M est comme on l'a vu, une algebre de Lie
libre L(R’). Les espaces vectoriels L"(R’) correspondent par dualité aux
espaces W,_1. Il en résulte que l'involution préserve la longueur des mots
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dans L(R/) car elle envoie W, dans W,.. De plus l'involution est un mor-
phisme d’algébres de Lie et sur les générateurs de R/, elle est définie
par
u(f)
!(ta)

L(t5)

G
(_1)n+1t'a
(—1)"T9¢; si t; € sTHL(AIY).

4.7. VARIETES FORMELLES

Supposons que M soit une variété formelle. Dans ce cas, 'espace des
configurations F(M;2) est aussi formel, pour autant que H2(M;Q) =0
(voir [15]). Si on désigne H*(M;Q) par H, alors

H*(F(M;2);Q) = H® H/(A).

Considérons le modele bigradué (AV,d) de M et notons (AV’,d) une
copie de cette algébre de Sullivan minimale. Nous montrons que 1’on peut
définir une bigraduation sur le modéle minimal (AV @ AV’ @ AW, D) de
F(M;?2) qui en fasse son modeéle bigradué et qui prolonge la bigraduation
de AV ® AV’. 1l suffit de savoir le faire sur T' car I'extension de T & W
est formelle. Remarquons de suite que la graduation induite sur W ne
correspond pas & la graduation naturelle définie par Wy = T. L’objet
(AV @ AV' @ AW, D) est d’une certaine maniére trigradué.

Remarque 4.25. La réalisation de (AV @ AV @ AT, D) n’est en général
pas un espace formel. Considérons par exemple le cas M = S3 x S3.
Notons (A(a,b),0) , |a| = |b] = 3, le modeéle minimal de M. La classe
diagonale de M est donnée par

A=—-a®b+1®@ab+ab®1+b®a.

Dans le modeéle minimal (A(a,b) ® A(a’,b') ® AT, D), les premieres dif-
férentielles s’écrivent

D) = A,
D(t,) = tla®l-1®a),
Dty) = tb®1-1®0D),
D(ty) = to(b®1—1@b)+ta®@1—1®a).

L’élément ¢ - t, + tgp(a ® 1 — 1 ® a) est un cocycle non trivial, dé-
composable dans le modéle, mais pas en cohomologie. Il s’ensuit que la
réalisation de (A(a,b) ® A(d’,b") ® AT, D) ne peut pas étre un espace
formel. O

Définissons maintenant la bigraduation sur (AV @ AV' @ AW, D) et com-
mencons par une bigraduation sur (AV ® AV' ® AV, D) ou V désigne de
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nouveau l’espace vectoriel bigradué tel que Vg = qu_+11.
Remarquons que la construction de 'adge (AV ® AV’ @ AV, D) de la
Proposition 4.18, peut étre raffinée pour obtenir I'inclusion

(4.13) D(VeV'aV),) C (AV®@AV'® AV),_1 pour chaque p > 0.

En effet, par définition, D(V}) = d(V}) C (AV),—1 et D(V,) =d'(V,) C
(AV")p—1. De plus, en posant D(Tp) = vp — v; pour chaque v, de degré
minimal 7, on obtient un quasi-isomorphisme

1

o (AVS" @ AV'S" @ AVS"!, D) — (AV=",d)

vérifiant D(V1) C (AV)g et donc 4.13. Supposons ensuite que pour k > 7,
on ait un quasi-isomorphisme

o (AVSF @ AV'SE @ AT D) — (AVSE q)

vérifiant 4.13. Soit vy € V]; un élément de la base de V. Le cycle d(vp) —
d'(v)) € (A\WVSF @ AV'SF), o vérifie o(d(vy) — d'(v})) = 0. Dés lors, I'hy-
pothése de récurrence implique I'existence d'un u,, € (AVEE@ AVISF @

Avgk_l)q_l tel que D(uy,) = d(vpy) — d'(vy). Dans la construction de la

Proposition 4.18, on choisit alors a,, € (AVSF@ AV/<F® Avgk_l)q_l.
Ceci termine 'argument.

Soient (a;)icr € (AV)o, (b})icr € (AV”)g des cocycles représentant les
bases duales (a;);er et (5;)ier introduites dans la section 2.3. Notons

Q= (-1)l*la;b].
el
Proposition 4.26. Il existe une graduation sur (AV @ AV’ @ AW, D)

qui en fait un modéle bigradué de F(M;2), dont la différentielle sur T
est donnée par les formules suivantes :

D(vp) = d(w),

D(wy) = d(v),

D) = QO

D(ty) = tuy —tvy+ e zota + 2 ey 20t + &by
D(t;) = ZaeA Zata + Eie] Zz?ti +¢&;,

pour certains &, §; € AV @ AV,

Preuve
Comme (2 est un cocycle de (AV @ AV’)g, en posant D(t) = €, on assure
égalitée D? = 0 sur AV ® AV’ ® At. Posons Ty = Q - t.
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Nous allons travailler par récurrence sur le degré ¢ de filtration de (AV),.
Soit 7y, un générateur de V. On calcule

D(t - (vy —vp)) = (Y (=1)“ad)) - (v — v}).
i€l
Le Lemme 2.12 assure donc Uexistence de & € AV @AV tel que D(&,) =
—d(t - (vp — vp)). Deés lors, il suffit de poser
D(ty) = tvp — tvy + &

avec t, € Th pour définir une bonne différentielle.

Supposons avoir construit D sur tous les t,,t; pour lesquels v,ou w; €
(AV)<q et soit Ty ou w; € (AV)g41. Un calcul simple et le Lemme 4.9
permettent d’obtenir les égalités suivantes

b b
Dty — top + > 20ta + D 20t5) = Qup —vp) + D (~D)Falle, + 37 (-1 e,
a€A JjEJ a€A eJ
. . Iy s 2
DS Zta+ > 2w = S (—nlFalde, + > (-nlFle
acA i€J acA ieJ

Les deux membres de droite sont des cocycles de (A(V & V'), et donc
des cobords. Par conséquent, il existe & ou & € (A(V & V’))q41 tel que

D(&) = Qv —vp) =Y (~Dlbe, - ST (1)l

a€A eJ

' i
D&) = - (-1 - Y ()
acA icJ
Et en introduisant le générateur ¢, ou t; € Ty 9, tel que

D(ty) = tv, — tv, + Z zgta + Z z?tj + &
acA jeJ

D(t;) = Z 2ty + Z zlw; + &,
acA e
on compleéte la preuve. L’extension & W est évidente. O

ou



