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Résumé

Nous introduisons une nouvelle structure de données, appelée collection
de structures, concue dans le but de simplifier efficacement des expres-
sions. Nous décrivons précisément sa sémantique et nous en donnons
une implémentation optimale. Nous fournissons une étude détaillée de
sa complexité théorique que nous complétons par une étude expérimen-
tale approfondie.

Nous utilisons les collections de structures pour calculer la congruence
définie par un ensemble d’équations non closes et un ensemble de gé-
nérateurs, lorsque cette congruence posséde un nombre fini de classes
d’équivalence. Ce résultat nous permet de minimiser en temps linéaire
les expressions appartenant a de telles théories, par exemple, les ex-
pressions booléennes utilisant au plus trois variables propositionnelles
distinctes.

Nous étendons cet algorithme pour 'appliquer a des théories plus géné-
rales comportant trop de classes d’équivalence pour étre représentables,
en théorie ou en pratique. Nous obtenons ainsi un algorithme générique
de simplification d’expressions dont nous démontrons 1’'utilité pratique
en 'appliquant a la simplification d’expressions booléennes comportant
jusqu’a 100.000 symboles et 20 variables propositionnelles.

Notre algorithme de calcul de congruence généralise les algorithmes
connus de fermeture congruente utilisés en démonstration automatique
de théoreme. Nous montrons que notre algorithme, basé sur les collec-
tions de structures, est plus simple & comprendre et tout aussi efficace
que ces méthodes, pour la résolution d’équations closes entre termes.

Indépendamment de ces développements, nous proposons, dans un cha-
pitre préalable, une synthése d’un ensemble significatif de méthodes de
calcul de la liste des impliquants premiers des formules écrites sous forme
normale disjonctive. Nous décrivons ces méthodes dans un cadre unifié
et nous démontrons rigoureusement leur correction. Nous les implémen-
tons en utilisant une représentation interne unique et nous comparons
expérimentalement leur efficacité selon cette implémentation.
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Abstract

We introduce a new data structure, called collection of structures, to
handle large —often infinite— sets of terms, in order to efficiently simplify
terms or expressions. We precisely define the semantics of collections
of structures and we provide an optimal implementation thereof. We
provide a careful complexity analysis of the new data structure as well
as a detailed experimental evaluation of its efficiency.

We use collections of structures to compute the congruence defined by
a set of equations between terms with free variables, and a set of ge-
nerators, in the case where the number of equivalence classes of the
congruence is finite. This allows us to minimize expressions belonging to
such a theory in linear time. For instance, the method applies to boolean
expressions using no more than three distinct propositional variables.

We modify the previous algorithm to make it able to simplify expres-
sions in the context of more difficult situations where the number of
equivalence classes is huge or infinite. We experimentally show that the
modified algorithm is able to handle expressions using up to 100,000
symbols with up to 20 different propositional variables.

The algorithm to compute the congruence generalizes the several existing
methods to compute the congruence closure of a relation between ground
terms, proposed in the literature, to non ground equations. We show that
—when limited to ground equations— our method is simpler to understand
and, at the same time, as efficient than any previously proposed one.

This thesis also contains an independent —and preliminary— chapter de-
voted to the problem of computing the list of all prime implicants of a
boolean formula in disjunctive normal form. We provide a survey of a
significant number of methods proposed in the literature, in a unified
way, using a single notation. We carefully prove the correctness of all
methods and we experimentally compare their efficiency on the basis of
a common compact internal representation of boolean formulas.
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Introduction

Objectifs de ce travail et évolution de la recherche

Les résultats présentés dans cette these sont issus d’une recherche ayant
comme point de départ le probléme général de la simplification des ex-
pressions. Par expressions, nous entendons, par exemple, les expressions
arithmétiques ou algébriques, les formules logiques ou booléennes, les
expressions régulieres ou rationnelles, c’est-a-dire des objets “syntaxi-
ques” transformables mécaniquement en d’autres objets de méme sorte
selon des lois formelles découlant de leur signification mathématique
(leur “sémantique”). Par simplification, nous entendons le fait de trouver
une expression équivalente qui soit meilleure que ’expression de départ
selon un critére précis et calculable. Pour certaines catégories d’expres-
sions, ce critére peut s’exprimer en termes de mise sous forme canonique,
c’est-a-dire une forme particuliere d’expression permettant de réduire
toute expression de cette catégorie en une expression unique. Dans le
cas des formules booléennes, par exemple, on peut citer comme formes
canoniques : la forme canonique disjonctive ou la liste des impliquants
premiers. On peut alors souvent développer des algorithmes de sim-
plification “compositionnels” qui mettent d’abord les sous-expressions
sous forme canonique et qui appliquent aux expressions résultantes des
regles systématiques pour calculer la forme canonique de I'expression de
départ. Cette approche n’est pas toujours applicable car une notion de
forme canonique n’existe pas toujours. C’est, par exemple, le cas pour les
expressions régulieres (dites aussi rationnelles). Par ailleurs, lorsqu’une
forme canonique existe, elle ne correspond pas nécessairement & la notion
de simplicité attendue d’un point de vue intuitif ou pratique. Ainsi, pour
les formules booléennes, on désire souvent obtenir une formule compor-
tant le moins de symboles élémentaires possible, ce qui est loin d’étre le
cas pour la forme canonique disjonctive et, parfois, encore moins pour la



liste des impliquants premiers !. Dans ce travail, nous choisissons comme
critere de simplicité le nombre de symboles utilisés pour constituer 1'ex-
pression. Cela laisse encore place a beaucoup de variations car on peut
choisir, par exemple, de minimiser le nombre de caracteres de I’expres-
sion, ou le nombre de noeuds de sa représentation sous forme d’arbre,
ou favoriser certaines formes d’expressions en accordant des poids dif-
férents a différents symboles. Cette sorte de critéres a 'avantage d’étre
facilement et efficacement calculable et, en supposant méme qu’on s’in-
téresse surtout a la lisibilité des expressions d’un point de vue purement
intuitif, on peut parier que plus une expression est courte, plus elle “a
de chances” d’étre lisible ou compréhensible.

Ayant posé le probleme de cette fagon, notre recherche a consisté a
mettre au point une structure de données permettant de réaliser effica-
cement la recherche d’expressions simples dans I’ensemble énorme d’ex-
pressions équivalentes & une expression donnée. Nous 'appelons simple-
ment collection de structures. Intuitivement, une collection de structures
peut étre vue comme un graphe orienté dont les sommets représentent
des ensembles de termes égaux au sein d’une théorie donnée. L’opéra-
tion principale sur les collections de structures consiste a y ajouter une
contrainte d’égalité entre deux termes représentés dans la collection. La
contrainte est immédiatement “propagée” dans la collection de struc-
tures de telle facon que les termes égaux soient représentés par le méme
sommet du graphe. Nous avons aussi découvert une implémentation effi-
cace des collections de structures qui permet de réaliser optimalement la
propagation des contraintes d’égalité ainsi que la détermination des ter-
mes de taille minimale figurant dans un ensemble de termes égaux. Muni
de cet outil, nous avons réalisé divers algorithmes génériques de minimi-
sation et de simplification d’expressions 2
par un ensemble d’équations (comportant des variables universellement
quantifiées). Ces algorithmes nous ont permis d’obtenir des résultats ex-
périmentaux intéressants. Nous nous sommes ensuite attachés a justifier
rigoureusement la correction et la portée théorique de ces résultats et
nous avons confronté cette étude théorique aux travaux publiés dans la
littérature. Parallelement a ce travail, nous avons réalisé une étude des
méthodes de calcul des impliquants premiers des formules booléennes,

au sein de théories définissables

1. Nous avons choisi de ne pas inclure de référence explicite a la littérature dans
cette introduction pour éviter d’insister arbitrairement sur tels ou tels travaux. Des
références spécifiques sont évidemment fournies dans la suite de ce travail.

2. Tout au long de ce travail, nous considérons les mots expression, formule et
terme comme synonymes et interchangeables mais nous utilisons plutét 1'un ou 'autre
en fonction des habitudes en vigueur dans tel ou tel domaine. Dans certains cas
toutefois, comme au chapitre 1, nous leur attribuons des roles spécifiques.



publiées dans la littérature. Cette derniere étude nous a fourni une base
de comparaison pour évaluer I'intérét de notre approche, appliquée a la
simplification des formules booléennes.

Dans les pages qui suivent, nous présentons les résultats théoriques et
pratiques de la recherche évoquée au paragraphe précédent. Cependant,
nous ne présentons pas ces résultats dans ’ordre chronologique de leur
élaboration, vu qu’il est plus simple pour nous de définir d’abord les
concepts servant a la justification de notre méthode que de la présenter
pour commencer, avec des résultats expérimentaux “motivants”, puis de
revenir en arriere pour préciser sa portée théorique exacte. Le lecteur
plus curieux de la portée pratique de notre travail que de son exactitude
logique pourra donc, peut-étre, commencer la lecture de ce document en
consultant les exemples et les résultats expérimentaux figurant a la fin
de celui-ci.

Contributions

Une these de doctorat est un document technique dont la portée scien-
tifique ne se laisse pas aisément découvrir méme pour un lecteur averti.
Il est donc d’usage de simplifier la tache du lecteur, averti ou non, en
lui indiquant a I’avance les contributions essentielles du travail présenté
dans le dit document. Nous sacrifions ci-dessous a 1'usage en indiquant
quelles sont, selon nous, les contributions de notre travail.

e Nous introduisons une nouvelle structure de données permettant de
représenter de tres grands ensembles de termes logiquement égaux,
c’est-a-dire : liés entre eux par une relation de congruence. Au ni-
veau abstrait (conceptuel), cette structure de données comporte deux
opérations principales : une opération pour ajouter des termes a ’en-
semble des termes et une autre pour ajouter et propager une contrainte
d’égalité entre certains termes.

e La notion de congruence que nous utilisons est nouvelle par rapport
aux notions habituelles de la littérature : elle est fonctionnellement
complete, c’est-a-dire qu’elle ajoute automatiquement, a ’ensemble
des termes représentés, les termes équivalents, en vertu de la propriété
de congruence, a un terme déja représenté.

e Nous décrivons une implémentation optimale de notre structure de
données, au moyen d’entiers et de tableaux d’entiers. Cette implé-
mentation se démarque des implémentations utilisées classiquement
par les algorithmes de fermeture congruente de la littérature. Elle
n’utilise pas la structure Union-Find et est indépendante d’une appli-



cation particuliere.

Nous fournissons une étude de complexité tres détaillée de notre nou-
velle structure de données, indépendamment d’une application parti-
culiére. Nous la complétons par une étude expérimentale d’efficacité
qui corrobore les résultats de I’étude de complexité.

Nous proposons un algorithme incrémental tres efficace pour calculer
la taille des termes minimaux de chaque classe d’équivalence de termes
représentés dans la structure de données. Le surcotlit de 'utilisation
incrémentale de cet algorithme est négligeable par rapport au cotit des
autres opérations.

Au moyen de notre nouvelle structure de données, nous construisons
un algorithme pour calculer la congruence définie par un ensemble fini
d’équations non closes et un ensemble fini de générateurs (constantes).
Cet algorithme converge lorsque le nombre de classes d’équivalence de
la congruence est fini. Il généralise substantiellement les méthodes
de calcul de fermeture congruente de la littérature, lesquelles s’ap-
pliquent seulement & des équations entre termes clos. Particularisé a
ce probleme, notre algorithme est aussi efficace que les méthodes de
la littérature.

En combinant ’algorithme de calcul de congruence et ’algorithme
de calcul des tailles minimales, nous obtenons un algorithme de mi-
nimisation pour les expressions figurant dans une théorie correspon-
dant & une congruence possédant un nombre fini de classes d’équiva-
lence. Nous montrons expérimentalement son efficacité pour les ex-
pressions booléennes utilisant au plus trois variables propositionnelles
distinctes.

Nous adaptons l'algorithme de minimisation au cas de congruences
possédant un nombre de classes d’équivalence infini ou trop grand pour
étre représentables en pratique. Nous obtenons ainsi un algorithme de
minimisation approchée, c’est-a-dire de simplification. Nous ’avons
appliqué a des formules booléennes comportant jusqu’a 20 variables
propositionnelles et 100.000 symboles.

Parallelement et indépendamment des contributions précédentes, nous
proposons une étude comparée d’un ensemble significatif de méthodes,
proposées dans la littérature, pour calculer la liste des impliquants
premiers d’une formule booléenne sous forme normale disjonctive. Les
méthodes sont comparées dans un cadre unifié utilisant une notation
plus simple et systématique qu’il n’est d’usage. Elles sont aussi com-
parées expérimentalement, en utilisant une représentation interne des
formules simple et compacte.



e Nous démontrons rigoureusement et en détails tous les résultats énon-
cés dans ce travail, y compris la correction de tous les algorithmes
proposés. Toutes les preuves données sont originales.

Plan de la these

L’exposé des résultats de notre travail est structuré comme suit. Dans le
chapitre 1, nous présentons une comparaison théorique et expérimentale
d’un certain nombre de méthodes de calcul de la liste des impliquants
premiers d’'une formule booléenne, écrite sous forme normale disjonc-
tive. Les résultats de ce chapitre et les concepts qui y sont utilisés sont
totalement indépendants des notions proposées dans les deux chapitres
suivants pour expliquer et justifier notre travail relatif aux collections de
structures. Il est donc possible d’omettre tout d’abord ce chapitre et de
commencer la lecture de ce travail au chapitre 2. Celui-ci présente la no-
tion de collection de structures et les principaux résultats théoriques et
expérimentaux qui la concernent, ainsi qu’une comparaison détaillée de
ces résultats avec diverses approches proposées dans la littérature dans
le domaine de la démonstration automatique de théoremes. Finalement,
le chapitre 3 de ce document explique comment utiliser les collections de
structures pour simplifier (ou, dans les cas les plus faciles, minimiser) les
expressions en suivant 'optique expliquée au début de cette introduc-
tion. Pour évaluer expérimentalement cette approche, nous ’appliquons
au cas des formules booléennes et nous utilisons certaines méthodes vues
au chapitre 1 pour affiner la portée des résultats obtenus. Le lecteur cu-
rieux ou pressé pourra commencer I’étude de ce document en parcourant
d’abord les sections 3.2 et 3.3 de ce chapitre pour avoir une premiere idée
de l'intérét pratique des résultats obtenus au terme de notre recherche.






Chapitre 1

A propos du calcul des
impliquants premiers d’une
formule boolénne

1.1 Introduction : objectifs et plan du chapitre

Dans ce chapitre, nous étudions le probléeme de calculer la liste des im-
pliquants premiers d’une formule booléenne. Ce probléme constitue une
premiere étape dans la résolution du probléme de la minimisation d’une
formule booléenne écrite sous forme normale disjonctive. Ce sujet a été
étudié par un trés grand nombre d’auteurs mais, a notre connaissance,
aucun d’entre eux n’a fourni une comparaison approfondie des princi-
pales méthodes proposées, incluant une description abstraite de chaque
méthode dans un cadre simple et unifié, une représentation des formules
dans un format interne unique, une implémentation des algorithmes se-
lon cette représentation et une comparaison explicative de leurs perfor-
mances. Notre but n’est pas de prouver la supériorité d’une méthode
sur les autres mais plutdt de comprendre les points forts et les faiblesses
de chacune d’elles. Nous n’avons pas non plus pour objectif d’étudier la
totalité des méthodes existantes mais seulement un sous-ensemble signi-
ficatif auquel les autres méthodes se rattachent.

Le reste de ce chapitre est structuré comme suit. La section 1.2 pré-
sente des définitions concernant les formules booléennes. Elles servent a
fixer la terminologie utilisée par la suite. Les différents auteurs utilisent
des terminologies parfois fort différentes, mais nous nous tenons a une
terminologie unique, pour clarifier la comparaison des méthodes. La sec-
tion 1.3 fournit une présentation abstraite des différentes méthodes choi-



sies, illustrée d’exemples traités “a la main”. Nous avons remarqué que
certaines méthodes sont plus faciles a appliquer “a la main” que d’autres,
plus complexes mais plus efficacement automatisables. La section 1.4
contient la comparaison proprement dite des méthodes présentées a la
section 1.3. Elle classe les méthodes selon différents criteres et décrit en-
suite la structure de données que nous utilisons pour implémenter les dif-
férentes méthodes afin de comparer leur efficacité en tant que méthodes
automatisées. Nous y justifions donc le choix de cette représentation par
rapport & d’autres modes de représentation. Cette section contient éga-
lement une étude et une comparaison expérimentale des performances
des algorithmes correspondant aux différentes méthodes accompagnée
d’estimations théoriques de complexité. Nous comparons l'efficacité des
méthodes pour différentes classes de formules et nous montrons que le
choix d’une méthode efficace doit tenir compte de la classe de formules
considérée. Finalement, la section 1.5 contient une synthese des princi-
pales observations obtenues dans notre étude des méthodes de calcul des
impliquants premiers.

1.2 Notations et terminologie

Nous supposons connues les notions de formule booléenne et de calcul
booléen (voir, par exemple, [Bro90, GHO8, Hun33, HS00, NM02, NMO03,
Sam63, Tha04, Vid91]). Le but de cette section est donc seulement de
fixer les notations et la terminologie que nous utilisons dans ce chapitre.

Nous construisons des formules booléennes au moyen de variables propo-
sittonnelles et de connecteurs logiques. Nous représentons les variables
propositionnelles par les lettres minuscules a,b,c,---. C’est pourquoi
nous utilisons aussi, et de préférence, le mot “lettre” pour désigner les
variables propositionnelles. Nous utilisons seulement les trois connec-
teurs logiques ET, QU et NON. Une formule booléenne, au sens général du
terme, est donc soit une lettre ; soit une conjonction, composée de deux
formules booléennes plus simples et d’'un connecteur ET; soit une dis-
jonction, composée de deux formules booléennes plus simples et d’un
connecteur 0U; soit une négation, composée d’une formule booléenne et
d’un connecteur NON. Pour écrire concrétement les formules booléennes,
on utilise en outre des parenthéses et/ou des conventions de priorité
pour les connecteurs logiques, que l'on écrit selon le cas ’.” (ET), '+’
(0U), ’P (NON). On note aussi souvent les conjonctions par simple juxta-
position de leurs composantes, si cela n’est pas ambigu, et les négations
en surmontant la sous-formule niée par une barre.

Nous ne donnons pas plus de précision sur la syntaxe (fagon d’écrire) les



formules booléennes au sens général, parce que nous utiliserons unique-
ment des formules écrites sous forme normale disjonctive et que nous
fixons une syntaxe tres stricte pour ces formules. Dans la suite de ce
chapitre, nous utilisons toujours, sauf mention explicite du contraire, le
mot “formule” (sans plus de précisions) pour désigner une formule écrite
sous forme normale disjonctive.

Nous disons qu’une formule (sous forme normale disjonctive, donc) est
une suite de n > 0 termes, séparés par le symbole +. Une formule est
donc de la forme t; + --- + t,, ou les ¢; sont des termes. Si n = 0,
la formule est vide. On la représente alors par le symbole 0. Un terme
est une suite de m > 0 littéraux, notée lit; - - - lit,, ou, alternativement,
lity. - - - lity,. Si m = 0, le terme est vide et s’écrit au moyen du seul
symbole 1. Un littéral est soit un littéral positif, ¢’est-a-dire une lettre [ ;
soit une littéral négatif, c’est-a-dire une lettre “surmontée d’une barre”

l.

Nous disons qu'une formule utilise une lettre, si cette lettre figure dans
au moins un littéral (d’au moins un terme) de la formule.

Pour systématiser et simplifier les manipulations des formules, nous in-
troduisons des contraintes supplémentaires dans leur syntaxe. Nous sup-
posons avoir défini un ordre total sur ’ensemble des lettres. En pra-
tique, dans les exemples, nous utilisons 'ordre alphabétique : a < b <
¢ < ---. Nous imposons aux littéraux des termes de porter sur des
lettres distinctes. De plus, les littéraux doivent étre rangés dans l'ordre
de leurs lettres. Avec ces contraintes, deux termes logiquement équiva-
lents doivent s’écrire exactement de la méme facon. Nous n’écrivons pas,
par exemple, ¢ab ou ba¢ mais uniquement abc. Nous supposons ensuite
qu’un ordre total est défini sur les termes et que les termes d’une for-
mule sont rangés selon cet ordre total. (Nous ne précisons pas davantage
ici cet ordre total. L’ordre total effectivement choisi dans notre implé-
mentation est décrit a la section 1.4.) Deux formules utilisant le méme
ensemble de termes s’écrivent donc exactement de la méme fagon. La
formule F' = abc + a + b¢ est écrite en respectant 1’ordre utilisé dans
notre implémentation mais les formules a + @bé + be et a + be + abé ne
le sont pas.

Nous utilisons aussi les notations suivantes. Soient [7f, un littéral conte-
nant la lettre [ et soit ¢ un terme qui ne contient pas la lettre [. Nous
notons [it.t, le terme obtenu en ajoutant le littéral lit, a sa place, dans ¢.

Soient F', une formule n’utilisant pas la lettre [ et [it, un littéral qui
I'utilise. Nous notons lit.F', la formule obtenue en ajoutant le littéral lit,
a sa place, dans chaque terme de F.

Soit une formule utilisant m lettres distinctes (m > 0). Nous disons



que cette formule est écrite sous forme canonique ou, simplement, est
canonique, si tous ses termes contiennent exactement m littéraux. Une
formule canonique contient donc, au plus, 2" termes. Toute formule,
écrite sous forme normale disjonctive ou sous forme générale, est lo-
giquement équivalente a une et une seule formule canonique utilisant
les mémes lettres. Nous appelons, de plus, terme complet d'une formule
tout terme de la formule canonique qui lui est équivalente et qui utilise le
méme nombre de lettres. La formule canonique logiquement équivalente
a F, ci-dessus, est abc 4 abe + abc + abc + abc + abe.

Nous appelons impliqguant d’une formule tout terme qui implique logi-
quement cette formule. Les impliquants de F' sont les termes €, a¢, bc,
abe, a, ab, a¢, abe, be, abe, ab, abe, ac, abe et abe. Nous appelons impli-
quant premier d’'une formule tout impliquant qui n’implique pas d’autre
impliquant de cette formule que lui-méme. Les impliquants premiers de
F sont les termes ¢ et a.

Pour toute formule, il existe une et une seule formule qui lui est logi-
quement équivalente et dont l’ensemble des termes est I’ensemble des
impliquants premiers de la formule de départ. Nous disons, par conven-
tion de langage, que cette derniere formule est la liste des impliquants
premiers de la formule de départ. La liste des impliquants premiers de
Festc+a.

Le sujet de ce chapitre est ’étude des méthodes permettant de calculer
(efficacement) la liste des impliquants premiers d’une formule donnée. La
plupart de ces méthodes supposent que la formule de départ est donnée
sous forme canonique. Le calcul de la forme canonique d’une formule
quelconque F est facile a réaliser, mais a une complexité en O(n x 2™),
ou m est le nombre de lettres utilisées par F' et n est le nombre de
termes de F'. Le cofit du calcul de la forme canonique doit donc étre pris
en compte dans ’évaluation de l'efficacité des méthodes.
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1.3 Meéthodes de calcul des impliquants premiers
d’une formule booléenne

1.3.1 Méthode de Karnaugh

Les objectifs de Karnaugh étaient de mettre en ceuvre une méthode
simple et rapide de construction de circuits logiques minimaux a des
fins uniquement “pratiques”, pour des personnes qui devaient concevoir
ces circuits “a la main”.

Présentation simplifiée de la méthode de Karnaugh

La méthode de Karnaugh [Kar53|, est une méthode visuelle pour sim-
plifier les formules. Elle consiste a construire un tableau a 2 entrées dont
chaque case ou cellule correspond & un terme complet de m littéraux, ou
m est le nombre de lettres distinctes figurant dans la formule a simplifier.

Les colonnes (et les lignes, quand il y a plus de 2 lettres) doivent étre
ordonnées de telle sorte que les termes qui identifient deux colonnes suc-
cessives ne different que par un et un seul littéral. C’est toujours possible
de le faire. Un tel ordonnancement correspond au code de Gray [Gra53]
qui ordonne les nombres représentés en binaire de telle sorte que deux
nombres successifs ne different que d’un bit. Le code de Gray pour les
nombres binaires de 2 bits est 00, 01, 11, 10.

On place un 1 dans chaque cellule correspondant a un terme complet de
la formule a simplifier. On repére ensuite visuellement les blocs rectan-
gulaires comportant un nombre de cellules égal a une puissance de 2.

Un bloc de 2! cellules correspond & un terme de taille m — [, consi-
dérablement plus simple que la formule canonique formée des termes
correspondant au bloc de cellules considéré. (Cette formule comporte
m x 2! littéraux au lieu de m — 1).

Pour déterminer la liste des impliquants premiers, on choisit visuellement
les blocs recouvrant toutes les cellules contenant un 1. Il faut s’efforcer de
le faire avec des blocs les plus grands possibles. Les impliquants premiers
correspondent donc aux blocs maximaux, i.e. ceux qui ne sont pas inclus
dans des blocs plus grands (remplis de 1).

Prenons par exemple la formule F' = @bé+a+be. On prend chaque terme
de la formule, on calcule sa suite de termes complets et on remplit les
cellules correspondantes. On obtient un terme complet d’un terme ¢, en
lui ajoutant un des deux littéraux de chaque lettre de F' qui n’est pas
dans t. Les suites de termes complets de @b¢, a et b¢ sont respectivement
abe, abe + abe + abe + abe et abe + abe. On obtient les cellules (voir
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table 1.1a) de la table de Karnaugh représentée a la table 1.1.

ab ab @b ab ab ab @b ab
c 1 1 0 0 c 1 1 0 0
c 1 1 1 1 c 1 1 1 1

(a) Cellules de F (b) Blocs maximaux de F

Table 1.1 — Table de Karnaugh de F = @b¢ + a + bc

Il y a deux blocs de quatre cellules contenant des 1 (voir table 1.1b). Le
premier bloc correspond & la simplification abé + abé + abc + abe = a,
tandis que le second est celui de la simplification abc+abé+abc+abé = .
La liste des impliquants premiers est donc ¢ + a.

Considérons maintenant la formule G' = abéd+ abéd+abed+abed +abed+
abed + abed + abed + abed + abed. Elle est déja sous forme canonique. On
remplit donc directement les cellules correspondantes a ses termes et on
obtient la table de Karnaugh représentée a la table 1.2.

ab ab @b ab ab . ab ab ab
cd 1 1 1 1 Cd” 1 1 1 1
cd 0 1 1 0 cd 0 1 1 0
cd 0 1 1 0 ed 0 1 1 0
cd 1 0 0 1 cd 1 0 0 1

() Cellules de G (b) Blocs maximaus de G

Table 1.2 — Table de Karnaugh de G

Il y a quatre blocs (voir table 1.2b) de quatre cellules contenant des 1,
dont un est plus difficile a visualiser. Il contient les cellules (qui doivent
étre considérées comme contigués) correspondant aux termes abed, abed,
@bed et abed. La liste des impliquants premiers de G est donc bd + be +
bd + cd.
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Limitation de la méthode de Karnaugh

Certains auteurs ont étendu la méthode a plus de quatre variables mais
il a été montré dans [Le 14] que ce n’est pas correct car 1’aspect visuel de
la méthode (repérage de blocs de 1) disparait. Karnaugh avait étendu sa
méthode a six variables [Kar53] mais c’était en utilisant un appareillage
a trois dimensions, peu réaliste en pratique.

1.3.2 Méthodes de Quine

Mbotivations

L’objectif de Quine est de concevoir un procédé “mécanique” utilisable
en pratique pour la réduction de formules booléennes écrites sous forme
normale disjonctive. Quine tire comme conséquence des travaux de Shan-
non [Sha38], qu’un procédé du genre permettra également de simplifier
les circuits électriques de l'ingénierie.

Premieére méthode

La premiére méthode de Quine [Qui52] s’applique uniquement & des
formules canoniques. (Mais on peut bien siir l'utiliser pour des formules
quelconques en les mettant d’abord sous forme canonique.) Elle consiste
a opérer toutes les fusions applicables aux termes de la formule et a
éliminer de celles-ci les termes ayant été fusionnés jusqu’a ce qu’aucune
fusion ne soit plus possible.

L’opération de fusion s’applique a deux termes distincts ayant le méme
nombre de littéraux portant sur les mémes lettres. Si les termes ne dif-
ferent que par un littéral, ils sont dits fusionnables et le résultat de leur
fusion est le terme obtenu en retirant des deux termes les littéraux qui
different. Si les termes different par plus d’un littéral, ils ne sont pas
fusionnables.

Quine ne dit pas comment organiser efficacement la recherche des fusions
a opérer. On doit donc a priori tester toutes les paires de termes portant
sur les mémes lettres.

Nous appliquons cette méthode pour calculer les impliquants premiers
de la formule F' = @bé+abé+abc+abe+abe+abe. 11y a 6 termes complets
et donc 62 couples de termes & comparer. Nous présentons les fusions
potentielles dans la table 1.3. La cellule se trouvant a l'intersection de
la ligne du terme ¢ et de la colonne du terme ¢’ contient le résultat de
la fusion de t et ¢/, s’ils sont fusionnables et /, sinon. Tous les termes
de F' sont fusionnables avec au moins un autre terme. Ce ne sont donc
pas des impliquants premiers. On obtient six nouveaux impliquants qui
constituent la formule F} = @¢ + b¢ + ab + @b + ac + be. Aucun terme
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t/t

‘ abe ‘ abe ‘ abc ‘ abe ‘ abc ‘ abc ‘

ae | / [belac] / [/ ]/
abe || be | / / | ab | / /
abe ||ac | / |/ |/ |ab ]|/
abe || / | ab | / / / | ac
abe ||/ / | ab | / / | be
abe ||/ / / | ac | be | /

Table 1.3 — Fusions des termes de F = ab¢ + abé + abé + abce + abe + abe

de Fj n’est fusionnable avec un autre. La formule Fj constitue donc la
liste des impliquants premiers de F'.

Seconde méthode

Dans la seconde méthode proposée par Quine [Quib5], on calcule la
liste des impliquants premiers & partir d’une formule quelconque (sous
forme normale disjonctive) en appliquant deux opérations : I'opération
de comsensus, qui ajoute un nouveau terme a la formule courante, et
lopération de simplification qui retire de la formule un terme qui im-
plique logiquement un autre terme de la formule.

L’opération de consensus généralise 'opération de fusion utilisée par la
premiere méthode de Quine. Elle est définie pour deux termes n’ayant
qu’un seul littéral différent portant sur la méme lettre. Par contre, les
autres littéraux peuvent porter sur des lettres différentes ou doivent étre
égaux s’ils portent sur la méme lettre. Le résultat de I'opération est le

terme composé de tous ces autres littéraux. Par exemple, le consensus
de abce et de acdf est abdef et celui de cdf et de bc est bdf.

Quine suggere aussi d’opérer toutes les simplifications applicables avant
chaque application de la regle du consensus. Il démontre qu’en procédant
de la sorte, on obtient la liste des impliquants premiers lorsque qu’au-
cune simplification n’est possible et que toute application de la régle du
consensus produirait un terme appartenant déja a la formule courante.

Nous pouvons montrer que ce résultat est correct en raisonnant par
induction sur la taille des impliquants de la formule de départ. Soient F’
une formule et ¢, un terme. Si F' vérifie la condition proposée par Quine
et si t est un impliquant de F', alors ¢ implique un terme de F. C’est
stirement vrai si t est un terme utilisant toutes les lettres de F', puisqu’il
doit alors figurer dans la forme canonique de F'. Sinon, il existe au moins
une lettre [ de F qui ne figure pas dans t. Les termes [.t et [.t sont des
impliquants de f et on peut donc supposer, par hypothese d’induction,
qu’ils impliquent chacun un terme de F. S’ils impliquent un terme qui
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ne contient pas la lettre [, ¢ implique aussi ce terme et le théoréme est
prouvé. Sinon [.t doit impliquer un terme qui contient le littéral [ et [.t un
terme qui contient le littéral [. L’opération de consensus est applicable a
ces deux termes et produit un terme impliqué par ¢. Puisque F' vérifie la
condition de Quine, le résultat du consensus appartient déja a F'. Donc,
t implique un terme de F'. C.Q.F.D.

Une conséquence de ce que nous venons de démontrer est que la formule
F contient tous les impliquants premiers de F. De plus, elle ne peut
contenir aucun autre impliquant de F' puisqu’aucune simplification ne
peut s’y appliquer.

A titre d’exemple, calculons la liste des impliquants premiers de la for-
mule ' = @¢ + ab + @b + ac + be, en utilisant cette méthode. II n’y
a pas de simplification possible, puisque aucun terme n’en implique un
autre. On recherche donc les consensus applicables. Le consensus des
termes a¢ et ab produit le nouveau terme bé. La liste courante devient
ac+ be+ ab+ab + ac + be.

Aucune simplification n’est possible pour cette formule et les consensus
possibles ne donnent pas de nouveaux termes. La liste des impliquants
premiers est donc @¢ + be + ab + @b + ac + be.

Cette seconde méthode de Quine est élégante. Néanmoins, I'examen de
la formule, pour détecter les termes qui en impliquent d’autres, est fas-
tidieuse et c’est encore plus le cas pour la détection des consensus qui
ont déja été effectués (ou non). Nous verrons a la section 1.3.5 une autre
méthode qui applique les mémes principes mais est plus systématique.

1.3.3 Méthode de McCluskey

La méthode de McCluskey [McC56] est une systématisation de la pre-
mieére méthode de Quine. McCluskey utilise notamment deux représen-
tations des termes qui sont pratiques pour expliquer le calcul des im-
pliquants, mais ne sont pas indispensables a la compréhension de la
méthode. Nous présentons tout d’abord la méthode de “base” en uti-
lisant nos notations. Nous discutons ensuite certaines optimisations de
cette méthode, en faisant référence a ces représentations la ou elles sont
utiles.

Méthode de base

Nous rappelons que la méthode de Quine part d’une formule canonique
qui est une liste de termes de m lettres, o m est le nombre de lettres
de la formule. A partir de cette liste, on calcule d’abord les impliquants
de taille m — 1; puis ceux de taille m — 2, & partir des impliquants de
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taille m — 1. On itere le processus jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de termes
fusionnables. On maintient aussi une liste de termes contenant les im-
pliquants premiers déja identifiés. On marque a chaque étape les termes
qui participent & une fusion, puis on ajoute les termes non marqués a la
liste des impliquants premiers.

L’amélioration de McCluskey se situe dans la fagon dont on détermine,
a chaque étape, les nouveaux impliquants a partir des anciens. Chez
Quine, il n’y a pas de précisions apportées a la facon de mettre en relation
les termes fusionnables. Donc les “anciens” impliquants sont comparés
chacun a chacun. McCluskey propose de les classer en fonction de leur
nombre de littéraux positifs (et donc aussi négatifs).

A Tétape m — 1 + 1 (calculer les termes de taille [ — 1 & partir des
termes de taille 1), on divise ’ensemble des termes de taille [, en [ 4 1
listes 1i(0), ..., li(l) comportant respectivement 0, ..., littéraux positifs
et on compare les termes des listes li(x) et li(x + 1) pour déterminer les
listes {7 (z) contenant les impliquants de taille [ — 1 contenant z littéraux
positifs.

Prenons par exemple la formule canonique F = abéd + abed + abed +
abed + abed + abed + abed + abed. La liste initiale des impliquants est
formée des termes de F.

A Tétape 1, les 5 listes d’impliquants sont :

0 littéraux positifs : abed

1 1littéral positif . abed

2 littéraux positifs : abcd + abed

3 littéraux positifs : abed + abed + @bed
4 1littéraux positifs : abed

On effectue les fusions présentées a la table 1.4.

| 0/1 [[abed | | 1/2 || abed | abed |
| abed || abd | |abed || / | abe |
) (b) & (1)

(a) 17 (0
57t [

| 2/3 || abed | abed | @bed | o T apa

abed || bed | /| abd abed || acd
abed || /| bed | @cd | | @bed || bed

(c) U(2) (d) 1'(3)
Table 1.4 — Calcul des listes impliquants de taille 3 de G

Tous les termes étant fusionnables & un autre terme, aucun terme n’est
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placé dans la liste des impliquants premiers. On passe a I’étape suivante.

A Tétape 2, les 4 listes d’impliquants sont :

0 1littéraux positifs : abd

1 1ittéral positif . abc

2 littéraux positifs : abd + bed + acd + bed
3 1littéraux positifs : abd+ acd+ bed

On obtient les fusions présentées a la table 1.5.

| 2/3 || abd | acd | bed |

abd [ bd | / |/

— S bed || /| /| bd
| 0/1 || abe | \1{2 | abd | bed | acd | bed | acd || [ | ed|
[abd] / Jlabell /1 /[ /[ /) [bed] /| /|ecd
a) 17 (0) (b) U (1) (c) Ul7(2)

Table 1.5 — Calcul des listes impliquants de taille 2 de G

Les termes non fusionnables, c¢’est-a-dire : non marqués a cette étape,
sont abd et abc. Ils sont placés dans la liste des impliquants premiers.
On passe a ’étape suivante.

A Tétape 3, les 3 listes d’impliquants sont :

0 1littéraux positifs : /
1 1littéral positif :/
2 littéraux positifs : bd+cd

Il n’y a pas de fusions possibles, puisque les listes /i(0) et li(1) sont vides.
Les termes bd et cd sont les impliquants premiers trouvés a cette étape.

La liste des impliquants premiers est donc abd + @bc + bd + cd.

Amélioration 1

On peut systématiser davantage. McCluskey propose une méthode pour
ne calculer qu’une seule fois chaque impliquant de taille [ — 1 & partir
des impliquants de taille . C’est 1a qu’intervient la représentation des
termes par des entiers.

Chaque terme complet a une représentation binaire obtenue en rempla-
cant chaque littéral négatif par un 0 et chaque littéral positif par un 1.
Cette représentation définit un nombre entier non négatif qui identifie
le terme complet. Les termes complets abed, abed, abed et abed sont res-
pectivement identifiés par les entiers 10 (1010 en binaire), 11 (1011 en
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binaire), 14 (1110 en binaire) et 15 (1111 en binaire). Un terme incom-
plet peut alors étre identifié par la liste triée des entiers qui identifient
les termes complets impliquant le terme incomplet considéré. Ainsi, le
terme bd dont la suite de termes complets est abed + abed + abed + abed,
sera identifié par la liste d’entiers (10,11, 14, 15).

McCluskey propose de calculer chaque impliquant de taille [ — 1 en met-
tant en correspondance les deux impliquants de taille [ dont la conca-
ténation des listes triées d’entiers donne exactement la liste triée de
I'impliquant de taille [ — 1.

Si on range les termes dans I'ordre lexicographique de leur liste d’entiers,
on peut limiter le nombre de couples de termes (t1,t2) & comparer : ayant
calculé la liste de t1, on sait que le premier entier de la liste de t5, doit
étre strictement supérieur au dernier entier de la liste de ¢1. Donc, on
peut commencer la recherche dans la liste contenant ¢, a partir d’un
terme associé a une telle liste, en utilisant une recherche dichotomique,
par exemple.

Nous appliquons cette méthode aussi a la formule canonique F', choisie
comme exemple, un peu plus haut. Les représentations entieres de ses
termes complets abed, abed, abed, abed, abed, abed, Gbed et abed sont
respectivement 0,4,10,11,12,13,14 et 15.

Les fusions de I’étape 1 sont alors :

1i(0) contre li(1)
0 : abed contre 4 : abed = (0,4) : abd
li(1) contre li(2)
4 : abed contre 10 : abed = /
4 : abed contre 12 : abed = (4,12) : abc
li(2) contre li(3)
10 : abed contre 11 : abed
10 : abed contre 13 : abed
10 : abed contre 14 : abed
12 : @bed contre 13 : abed
12 : abed contre 14 : abed
1i(3) contre li(4)

10,11) : bed

12,13) : bed

(
/
(10,14) : abd
(
(12,14) : acd

e bl

11 : abed contre 15 : abed (11,15) : abd
13 : abcd contre 15 : abed (13,15) : acd
14 : @bed contre 15 : abed (14,15) : bed

On passe a ’étape 2. Les fusions de cette étape sont :

1i(0) contre li(1)

(0,4) : abd contre | = |/
li(1) contre li(2)

(4,12) : @bc contre | = /
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li(2) contre li(3)
(10,11) : bed contre (13,15) : acd = /
(10,11) : bed contre (14,15) : bed = (10,11,14,15) : bd
(12,13) : bed contre (14,15) : bed = (12,13,14,15) : cd

L’implémentation systématique de cette méthode pose quelques diffi-
cultés (car on ne veut pas représenter explicitement les listes d’entiers
associées aux termes). Nous en parlons plus loin dans la section 1.4 sur
I'implémentation.

Il y a encore un autre probléeme avec cette méthode : tous les termes
fusionnables & un autre terme ne sont pas nécessairement marqués. Ainsi,
dans I’exemple précédent, seuls les termes béd, bed, et bed sont marqués,
a l’étape 2, car ils participent effectivement a une fusion. Les termes
abd, acd, abd et acd ne sont pas marqués, pourtant ils sont fusionnables,
chacun avec un autre, et ne sont donc pas des impliquants premiers.

McCluskey ne propose pas de méthode précise pour éviter ce probleme.
Cependant, on peut déterminer tous les termes fusionnables donnant
(potentiellement) lieu & un impliquant & partir de cet impliquant lui-
méme, en lui ajoutant deux littéraux opposés portant sur la méme lettre
et ce, pour toutes les lettres qui n’y figurent pas. Une solution est donc de
calculer ces termes fusionnables et de les marquer “a posteriori”. Ainsi,
les termes abd, acd, abd et acd peuvent étre retrouvés en ajoutant les
littéraux @ et a, aux impliquants premiers bd et cd. Ce marquage a pos-
teriori contrebalance défavorablement I'avantage obtenu en ne calculant
qu’une fois chaque impliquant.

Amélioration 2

Vu le probléme ci-dessus, on peut procéder différemment, en calculant
exactement une fois toutes les fusions possibles : on fait des sous-listes
des listes li(x) et li(x + 1) correspondant aux termes qui contiennent
la méme lettre I, mais sous forme négative (I) dans li(z) et positive
dans li(x 4+ 1). Ces listes étant triées, on peut les parcourir en parallele
(efficacement). Il faut ensuite fusionner les listes résultantes pour que

chaque impliquant ne soit représenté qu’une fois.

Nous appliquons également cette méthode a la formule F'. Les fusions
de I'étape 1 sont alors :

1i(0) contre li(1)

@ : abed contre a : / = /

b : abed contre b: / = /

¢ :abed contre c:abed = abd
d : abed contre d : S
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li(1) contre li(2)

: abed contre

a
b : abed contre
c:/ contre
d : abed contre
li(2) contre li(3)
@ : abed + abed
b : abed
¢ : abed
d:/
li(3) contre li(4)

: abed contre
: abed contre
: abéd contre

Q. O < Qf

)/ contre

On passe a ’étage 2. Les fusions de cette étape sont :

1i(0) contre li(1)

@:abd contre a: / = /
b:abd contre b:/ = /
c:/ contre c:abc = |/
d:abd contre d:/ = /
li(1) contre li(2)
@ : abc contre a : / =
b : abc contre b : abd+ bed =
c:/ contre c : acd + bed =
d:/ contre d :abd+ bed+acd+bed =
li(2) contre li(3)
@ : abd +acd contre a : abd+ acd =
b : bed contre b : abd+ bed =
¢ : bed contre c¢ : acd+ bed =
d:/ contre d : abd+ acd +bed =

a:/
b : abed
¢ : abed
d
contre a
contre b
contre c¢
contre d
a : abed
b : abed
c : abed
d : abed

Iy

. abed +abed = abc

. abed + abed
: abed + abed
. abed + abed
. abed + abed + abed

—
—
—
—

1.3.4 Méthode de Coudert

Dans l'article [Cou94], Olivier Coudert propose une méthode pour calcu-
ler ’ensemble des impliquants premiers d’une formule canonique, utili-
sant une stratégie du type “diviser pour régner” et propice a l'utilisation
de structures de données compactes dérivées des BDDs [Bry86, Min93b].
L’utilisation de ces structures est fondamentale pour améliorer 1’effica-
cité pratique de l'algorithme proposé mais n’est pas idéale pour facili-
ter sa compréhension. Coudert lui-méme présente sa méthode en trai-
tant les formules comme des ensembles de termes, ce qui permet de la
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comprendre plus aisément. Comme nos conventions terminologiques re-
viennent aussi a considérer les formules comme des ensembles (en fait,
des suites strictement triées) de termes, nous présentons sa méthode en
la réexprimant dans nos notations, les mémes que celles des sections pré-
cédentes. Nous expliquons et justifions sa méthode avec plus de détails
que dans son article de référence.

Notations supplémentaires

Soient F' et G, deux formules. Nous définissons F UG, FNG, F\G
comme étant égales aux formules dont 1’ensemble des termes est, selon
le cas, 'union, 'intersection, et la différence des ensembles de termes de
F et G. Avec nos représentations des formules, ces formules peuvent étre
calculées en parcourant les formules F' et GG, une seule fois, en parallele.

La méthode de calcul des impliquants premiers de Coudert est essentiel-
lement basée sur, et justifiée par, le théoréeme ci-dessous.

Théoreme 1. Soit F', une formule canonique. Soient L, ’ensemble des
lettres utilisées par F et |l € L.

1l existe donc des forn_wles canoniques Fy et Fy, utilisant les lettres de
L\{l}, telles que F = l.FyUL.Fy. Soient IP, IPy, IPy, IP,, les ensembles
d’impliquants premiers de F, Fy, Fy, et Fy N Fy, respectivement.

On a, alors :

IP = IP, Ul.(IP{\ IP,) Ul.(IPy \ IP,).

Pour simplifier la preuve de ce théoréeme, nous allons démontrer quatre
lemmes. Pour prouver ceux-ci nous “voyons” les formules comme des
ensembles de termes et nous associons & chaque terme ¢, n’utilisant que
des lettres figurant dans ’ensemble de lettres L, la formule canonique
FC(t, L) logiquement équivalente & t composée uniquement de termes uti-
lisant toutes les lettres de L. Par exemple, si t = acd et L = {a, b, c,d, e},
on a FC(t, L) = abcde + abcde + abede + abede. Ceci nous permet de rai-
sonner en remplacant la notion d’implication logique entre termes et
formules, par la notion d’inclusion entre formules (canoniques et utili-
sant les mémes lettres). On se base en particulier sur le fait que ¢ est un
impliquant premier de la formule canonique F, utilisant I’ensemble de
lettres L, si et seulement si les deux conditions ci-dessous sont vérifiées :

FC(t,L) C F
FC(t',L) € F, si ¢ est un sous-terme strict de .

Les énoncés des lemmes suivants utilisent les notations du théoreme 1.
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Lemme 1. [.t est un impliquant premier de F si et seulement si t est
un impliquant premier de Fy et n’est pas un impliquant de Fy N F7.

Lemme 2. [.t est un impliquant premier de F si et seulement si t est
un impliquant premier de Fy et n’est pas un impliquant de Fy N FY.

Lemme 3. Sit ne contient pas [, c¢’est un impliquant premier de F', si
et seulement si c’est un impliquant premier de Fy N FY.

Preuve du lemme 1. Nous réécrivons ’énoncé en terme de relations d’in-
clusions entre formules canoniques.

D’abord, I’énoncé “l.t est un impliquant premier de F 7 équivaut aux
trois conditions :
FC(l.t,L) C F (1.1
FC(l.t',L) ¢ F, pour tout ¢, sous-terme strict de ¢ (1.2
FC(t,L)Z F (1.3)

~— —

(En effet, il n’est pas nécessaire d’ajouter que FC(¢,L) Z F (1.3")
pour les sous-termes strict de ¢, puisqu’on a, dans ce cas, FC(t, L) C
FC(t',L) (1.3") et que (1.3) et (1.3") impliquent (1.3’).)

Ensuite, ’énoncé “t est un impliquant premier de F} et n’est pas un
impliquant de Fy N F1” équivaut aux trois autres conditions :

FC(t,L\{l}) C I (1.4)
FC(t',L\{l}) € F1, pour tout ', sous-terme strict de t  (1.5)
FC(t, L \{l}) Z FonFy

Nous montrons maintenant que les trois premieres conditions sont équi-

valentes aux trois dernieres, chacune a chacune.

e Les conditions (1.1) et (1.4) sont équivalentes puisque FC(l.t,L) =
l.FC(t, L \{l}) et F'= ZFQ Ul.Fy.

e La condition FC(I.t', L) € F, équivaut a I.FC(¢', L\{l}) Z I.Fy Ul.Fy,
qui équivaut a FC(¢', L\{l}) € F}, pour tout terme ¢’, ne contenant que
des lettres de L\{l}. Par conséquent (1.2) et (1.5) sont équivalentes.

e La condition FC(t, L) € F équivaut a L.FC(t, L \{I}) ULFC(t, L\{l}) £
[.Fo Ul.Fy, qui équivaut a (I.FC(¢, L\{l}) € [.Fy) ou (I.FC(t, L\{l}) £
[.F1), qui équivaut a (FC(t, L\{l}) € Fy) ou (FC(t,L\{l}) € F}1), qui
équivaut enfin a FC(t, L \{l}) Z Fy N Fy. O

La preuve du lemme 2 est comme celle du lemme 1, en échangeant les
roles des littéraux [ et I.
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Preuve du lemme 3. Soit t qui ne contient pas la lettre [. L’énoncé “t
est un impliquant premier de F'”, équivaut aux deux conditions :

FC(t,L)C F (1.7)
FC(t',L)  F, pour tout ¢, sous-terme strict de ¢ (1.8)

Ensuite, 'énoncé “t est un impliquant premier de FyN F}” équivaut aux
deux conditions :

FC(t,L\{l}) C FyNF;y (19)
FC(t',L\{l}) € Fo N Fy, pour tout ', sous-terme strict de ¢ (1.10)

Montrons que les conditions (1.7) et (1.8) sont équivalentes, respective-

ment, a (1.9) et (1.10).

e (1.7) équivaut a I.FC(t, L \{I}) ULFC(t, L\{l}) C I.Fy Ul.Fy, qui équi-
vaut & [.FC(t,L\{l}) C I.Fy et I.FC(t,L\{l}) C I.F}, qui équivaut a
FC(t, L\{l}) C Fy et FC(t, L\{l}) C F1, qui équivaut a (1.9).

e Soit ¢ un sous-terme strict de ¢. La condition FC(t',L) € F équi-
vaut & L.FC(#', L\{I}) U L.FC(t,L\{l}) € I.Fy U l.Fy, qui équivaut
a LFC(t',L\{l}) € I.Fy ou L.FC(t',L\{l}) € I.F}, qui équivaut &
(FC(t', L\{l}) € Fy) ou (FC(t', L\{l}) € F}), qui équivaut a
FC(t', L\{l})Z Fy N Fy. Par conséquent les conditions (1.8) et (1.10)
sont équivalentes. O

Lemme 4. Sit est un impliquant premier de F et si G C F, t n’est pas
un impliqguant non premier de G.

Preuve du lemme 4. Supposons que t soit un impliquant non premier de
G. Alors, il existe t', sous-terme strict de ¢ tel que FC(¢, L) C G. Comme
G C F, on a aussi FC(#/, L) C F, ce qui est impossible puisque ¢ est un
impliquant premier de F. O

Preuve du théoréme principal.

a) IP, est égal a l'ensemble des impliquants premiers de F' qui ne
contiennent pas la lettre [. C’est une conséquence immédiate du
lemme 3.

b) [.(IPy \ IPy) est égal a ’ensemble des impliquants premiers de F’
qui contiennent le littéral [. En effet, le lemme 1 nous assure que
I’ensemble des impliquants premiers de F' qui contiennent le lit-
téral [ est égal a [.(IP;\ 1), ou I, est 'ensemble de tous les im-
pliquants de Fy N F; (non nécessairement premiers). Heureuse-
ment, le lemme 4, nous assure qu’aucun impliquant non premier
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de Fy N F] n’est un impliquant premier de Fj. Il s’en suit que
IPy\ I, = IP; \ IP,. D’ou le résultat demandé.

c¢) Par un raisonnement semblable ou démontre que I.(IPg\ IP.) est
égal a ’ensemble des impliquants premiers de F' qui contiennent
le littéral I.

d) La preuve du théoréme découle alors immédiatement des points a),
b) et c). O

Nous allons maintenant énoncer ’algorithme de calcul des impliquants
premiers d’une formule canonique F', proposé par Coudert dans [Cou94].
L’algorithme est récursif. Pour comprendre correctement ses deux cas de
base, il faut se rappeler que 0 représente une suite vide de termes. Par
contre, la formule 1, correspond a une suite composée d’'un seul terme
utilisant un ensemble vide de lettres.

Soit F', une formule canonique. On calcule ses impliquants premiers
comme suit :

1. Si F' =0, on renvoie 0.

2. Si F' =1, on renvoie 1.

3. Sinon, on choisit une lettre [ utilisée par F' et on détermine les
formules canoniques Fj et Fp, n’utilisant pas [, telles que F =
1.Fy ULF.

On calcule alors récursivement IPy, IP; et IP,, en appliquant
Ialgorithme aux formules Fy, F} et Fy N FY, respectivement.
Finalement, on renvoie la formule

IP, UL(IPy\ IP,) UL.(IPy \ IP,).

Preuve de correction de ’algorithme.

La correction de l'algorithme se prouve par induction sur le nombre de
lettres utilisées par la formule F'.

Si F'= 0, le résultat est correct puisque 0 ne possede aucun impliquant.
Donc, 0 est correct puisque c’est un ensemble vide de termes. Si F' = 1,
le résultat est également correct puisque 1 est le seul impliquant de 1.

Sinon, on peut supposer, par hypotheése d’induction, que les formules
1Py, IP; et IP, renvoyées par ’algorithme sont les listes d’impliquants
premiers de Fy, F1 et Fy N Fy, respectivement. Le résultat renvoyé par
I’algorithme pour F' est donc correct, en vertu du théoreme démontré
plus haut. O

A titre d’exemple, nous appliquons I'algorithme ci-dessus au calcul des

impliquants premiers de la formule F' = abéd + abed + abed + abéd +
abed + abed + @bed + abed.
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Pour simplifier la présentation, nous introduisons trois “optimisations” :
1. Si F' contient au plus 1 terme, on renvoie directement F'.

2. Si F' contient 2™ termes, ou m est le nombre de lettres de ses
termes, on renvoie directement 1.

3. Si l’algorithme est exécuté plusieurs fois avec la méme (sous-)for-
mule, on ne développe que la premieére exécution mais on écrit
une égalité de la forme F; = F; pour exprimer que le “nouvel
appel” de l'algorithme, avec la formule F; se déroule comme, et
produit le méme résultat que, 'appel avec la formule Fj, déve-
loppé précédemment.

Voici la trace de l'exécution de ’algorithme, avec ces conventions :

Fy = abed + abed + abed + abed + abed + abed + @bed + abed

=d.F +d.F

FNF=F
F, = abc + abe
= E.F4 + C.F5
FyNFy = Fy

F,=7ab

= IP,

Fy=ab

= IP;

Fs=ab

= IP

IP, = IPs + ¢.(IPy\ IPs) + c.(IPs \ IP;)
=ab +¢.(ab\ ab) + c.(ab\ ab)
=ab
F, = abe + abe + abe + abe + abe + abe
= EF’? + C.Fg
Fr; N Fg = Fy
Fr,=ab+ ab
=b.Fyg+b.Fpy
FioNFy = F1o
FlO =0
= IPyg
F11 =a-+a
IP;; =1 (car Fj; contient 2! termes)
F12 =0
= IPio
IP; = IPiy + b.(IPyo \ IPy3) + b.(IPyy \ IPys)
=0+5.(0\0) +b.(1\0)
=b

Fg =ab+ ab+ab+ ab
IPy =1 (car Fy contient 22 termes)
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Fy = F7
IPy = IPy +C.(IP; \ IPy) + c.(IPg\ IPy)
=b+2.(b\b)+c.(1\D)
=b+c
Fg :EBC
= IP;
IPy = IP3 4 d.(IP;\ IP3) 4 d.(IP,\ IPs3)
= abc + d.(ab\ abc) + d.((b + c) \ abe)
=abd + abc + bd + cd

1.3.5 Méthode de Thayse

Thayse [Tha04] propose un formalisme général pour résoudre les pro-
blemes modélisables grace au calcul booléen. Parmi d’autres applications
de sa théorie, il décrit une méthode pour calculer la liste des impliquants
premiers d’une formule booléenne, basée sur la notion de dérivée d’une
formule par rapport a un ensemble de lettres. Nous donnons une présen-
tation simplifiée de cette notion, suffisante pour comprendre et justifier
la correction de sa méthode.

Deux nouvelles opérations sur les formules

Nous introduisons d’abord deux nouvelles opérations sur les formules,
écrites selon nos notations, qui sont les primitives de base de son algo-
rithme.

Soit F, une formule. Nous notons absorber(F) la formule obtenue en
retirant de F' tous les termes qui en impliquent un autre. Par exemple,
si ' = a+ ab + be, absorber(F) = a + be.

La seconde opération, appelée conjonction formelle et notée , est
définie comme suit. Soient ¢1 et ¢35, deux termes. Nous disons qu’ils sont
joignables s’ils ne contiennent pas de littéraux contradictoires (portant
donc sur la méme lettre). Par exemple, les termes acd et bd sont joi-
gnables, les termes ac et bed ne le sont pas. Si t1 et to sont joignables,
nous appelons jointure de t; et 9, le terme ayant pour littéraux ’en-
semble des littéraux de t; et to. Soient alors F' et G, deux formules. On
appelle conjonction formelle de F' et G, la formule, notée F'~ G, formée
de tous les termes obtenus en choisissant deux termes joignables t1 et to,
respectivement dans F' et G, et en effectuant leur jointure. Par exemple,
si F=ac+bdet G=c+ad,ona: F.G=acd+ abd + bcd. On voit
également facilement que la formule F'7G est logiquement équivalente a
la conjonction des formules F' et G, au sens usuel du terme.

W~
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Dérivées d’une formule booléenne

Nous introduisons maintenant deux opérations de dérivation sur les for-
mules.

Soit F une formule se décomposant sous la forme habituelle : I.FyUl.F; U
F.. On appelle dérivée de F' par rapport a l, et on note D;(F), la formule
égale a

(FQ U F*)A(Fl U F*)

Par exemple, D, (@b 4 a + be) = (be + b¢) ~ (1 + be) = be + be.
Nous définissons ensuite la notion de dérivée de F par rapport a un
ensemble de lettres L, notée Dr,(F).

1. Si L = {}, par définition, Dy, (F) = F.
2. Si L n’est pas vide, soit [ € L. Par définition,

DL (F') = absorber(G UD;(G)) ou G = Dy 3 (F).

Cette définition est valide parce que la formule obtenue ne dépend pas
du choix particulier de la lettre [ dans ’ensemble L. On peut le prouver
en observant que si [ et [ sont deux lettres différentes et F' une formule,
on a : Dy, (D, (F')) = Dy, (Dy, (F)). Pour le voir, il suffit d’écrire F' sous la
forme Zl.ZQ.FOO @] Zl.lg.F()l @] ll.ZQ.FlO Ulq.lo.F11 U Fy, de faire le calcul des
deux expressions a partir de cette décomposition et de constater qu’on
arrive au méme résultat .

La méthode de calcul des impliquants premiers de Thayse est basée sur
le théoreéme suivant.

Théoreme 2. Soit F', une formule et soit L, I’ensemble des lettres uti-
lisées par F, alors, la formule Dr,(F) est égale a la liste des impliquants
premiers de F.

La preuve de ce théoréme repose sur le lemme ci-dessous.

Lemme 5. Soit F', une formule utilisant [’ensemble de lettres Lp. Soit
L, un ensemble de lettres tel que L C Lp. Soit t un terme utilisant
(aw moins) toutes les lettres de Ly \ L. Si t est un impliquant de F, t
implique un terme de la formule Df,(F).

Nous démontrons le lemme par récurrence sur le nombre d’éléments de
I’ensemble L.

1. Mais on peut aussi se passer de cette preuve de validité, en fixant un ordre
arbitraire pour le choix des lettres.
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Preuve du lemme 5.

1. Si L = {}, le terme t est un terme canonique de F' et il implique
évidemment un terme de F, ¢’est-a-dire de D, (F').

2. Si L ={l} UL, ou L' ne contient pas [, et si ¢ est un impliquant
qui utilise toutes les lettres de Ly \ L, nous considérons deux cas.

(a) Le terme ¢ utilise aussi la lettre I. Dans ce cas, il utilise toutes
les lettres de Lp\ L' et nous pouvons supposer, par hypothése
de récurrence, qu’il implique un terme de la formule G, ou
G = Dp/(F). Il implique donc aussi un terme de Dz (F) =
absorber(G U D;(G)).

(b) Le terme t n’utilise pas la lettre [. Alors, les termes [.t et
I.t sont des impliquants de F' qui utilisent toutes les lettres
de Ly \ L'. Par hypothese de récurrence, il existe des termes
to et t; de Dp/(F) qui sont impliqués, respectivement, par
l.t et I.t. Soient t{ et t}, les termes obtenus en retirant de
to et t1 le littéral portant sur la lettre ! qu’ils contiennent
éventuellement. Les termes ¢, et ¢} sont joignables car leurs
ensembles de littéraux forment chacun un sous-ensemble des
littéraux de t. Donc, ¢t implique la jointure de t(, et t].

Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que Dz, (F’) con-
tient un terme qui est impliqué par la jointure de t{ et t].
On a que D (F') = absorber(G U (Gp U G4) 7~ (G1 UGy)) ou
G = Dp/(F) et .Gy Ul.Gy U Gy est la décomposition de G
par rapport & la lettre [. Il est clair que la jointure de ¢, et
t} appartient & (Go U Gx) 7 (G1 U G,) puisque t{, appartient
a Go U Gy et t] appartient & G; U G,. Donc, par définition
de lopération absorber, Dy (F') contient un terme qui est
impliqué par la jointure de t{ et ¢}, donc par t. O

Nous pouvons maintenant prouver le théoreme principal.

Preuve du théoréme 2. En appliquant le lemme 5 au cas ou L = Lp,
nous obtenons directement que tout impliquant de F' implique un terme
de D1(F). Donc, tout impliquant premier implique un terme de Dy, (F).
Comme Dz, (F') est logiquement équivalente a F', elle ne peut contenir
de terme impliqué par un impliquant premier qui serait différent de cet
impliquant premier. Donc, Dy, (F') contient tous les impliquants premiers
de F. Par ailleurs, D, (F') ne peut contenir aucun autre impliquant de F’
puisque ceux-ci en ont été retirés par 'opération absorber. O
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Algorithme de calcul des impliquants premiers

Il est immédiat d’écrire un algorithme itératif de calcul des impliquants
premiers d’une formule booléenne en appliquant le théoreme ci-dessus.
Pour rendre I'algorithme plus efficace, on peut toutefois observer 1'iden-
tité suivante : quelle que soit la formule F = [.Fy Ul.Fy U F,, on a :

absorber(F UD;(F')) = absorber(F U 7 Fy).

En effet, 'expression F'UD;(F') peut s’écrire
FU(FyUF,)7(FL UFy)
qu’on développe aisément en
I.FyUILFUF,UF T UFRTF,UF,TF, UF,"F,.

Il est clair que tous les termes des formules Fy7 Fy, F,~Fi et F,7F, sont
impliqués par au moins un terme de Fi. Donc, les termes de ces trois
formules disparaissent si on applique 'opération absorber a la formule
F UDy(F), sauf s’ils appartiennent a Fi. D’ou le résultat annoncé.

Nous présentons maintenant I'algorithme itératif. Il utilise une variable
R contenant la formule “courante” et une variable L contenant un en-
semble de lettres. Soit F, la formule dont on veut calculer les impliquants
premiers. L’algorithme est comme suit.

Initialisation On initialise R a I’ et L a ’ensemble des lettres de F.

Invariant A une étape quelconque de lalgorithme, on a déja calculé
la dérivée de F' pour ’ensemble de lettres L’ formé des lettres de F' qui
ne sont pas dans L. On a : R =Dp/(F).

Itératior_l On préleve une lettre [ dans L. Puis, on décompose R sous
la forme I.Rp UIl.R; U R, et on calcule R := absorber(RU Ry~ R;).

Cl6ture L’algorithme prend fin quand L est vide.
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Exemple Nous appliquons 'algorithme & la formule F' = abéd+abed +
abed + abed + abed + abed + @bed + abed, en choisissant successivement
dans L, les lettres a, b, ¢, d.

Premiére étape:l=a

R =
Ry, =
R, =
Ro"Ry =
Diaj(F) =

abcd + abed + abed + abed + abed + abed + abed + abed
bed + bed + bed + bed + bed

bed + bed + bed

bed + bed + bed

abed + abed + bed + bed + bed

Seconde étape:l=1b

R = abed + abed + bed + bed + bed
Ry = acd+dcd+ cd
R = @+cd
RO/.\Rl = cd
Diap}(F) = abed + abed + bed + cd
Troisiéme étape:l=c
R = abed + abed + bed + cd
Ry = abd+bd
Ry = abd+d
Ry"R, = abd+bd
Diq,p,c}(F) abd + bd + cd
Quatriéme étape:l=d
R = abd+bd+ cd
Ry = ab
Ry = b+ec
Ry"R; = @bc
Dya,b,c,ay(F) @bd + @bc + bd + cd

La liste des impliquants premiers de la formule F' est donc :

abd + abc + bd + cd.
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1.4 Comparaison des méthodes

Nous allons maintenant comparer les méthodes présentées dans la sec-
tion précédente. Nous cherchons a identifier les situations dans lesquelles
telle méthode est préférable a telle autre et pour quelles raisons, ainsi
que leurs points communs. Nous comparons aussi expérimentalement
lefficacité des méthodes de McCluskey, Coudert et Thayse en nous ba-
sant sur une implémentation de chacune d’entre elles au moyen d’une
structure de données unique, que nous décrivons.

1.4.1 Premiers éléments de comparaison

Les méthodes proposées par Quine et Karnaugh ont été congues pour
étre utilisées sur papier, a la main. Dans cette optique, certains aspects
algorithmiques nécessaires a préciser pour une implémentation sur ordi-
nateur, ont été laissés a l'initiative de la personne appliquant la méthode.

La méthode de McCluskey précise certains aspects algorithmiques de la
premiere méthode de Quine mais est encore décrite, dans [McC56], en
vue d’une utilisation a la main : les deux variantes que nous en avons
données ne sont pas expliquées en tant qu’algorithmes précis mais seule-
ment en tant que “manieres de procéder”. On peut supposer que, dans
I’esprit de I'auteur, le fait de repérer les termes a fusionner ou les com-
binaisons redondantes de tels termes, pouvait se faire “d’un coup d’ceil”.
Cela se justifie seulement si les exemples a traiter sont de petite taille,
de l'ordre de quatre ou cinq variables et d’une vingtaine de termes (taille
des exemples proposés dans [McC56]). Nous expliquons plus loin com-
ment nous avons précisé ces aspects dans notre implémentation et ce
que cela implique pour l'efficacité des deux variantes de la méthode.

La méthode de Thayse peut étre vue comme une spécialisation de la se-
conde méthode de Quine, qui effectue les opérations de consensus et de
retrait des termes qui en impliquent d’autres, dans un ordre plus systé-
matique. Néanmoins, elle ne précise pas comment calculer efficacement
Iexpression absorber(RU Ry~ R1), sans doute aussi parce que ce calcul
peut étre fait d’un coup d’ceil sur les exemples de petite taille.

En contraste, la méthode de Coudert utilise une approche “diviser pour
régner” qui est complétement systématique mais désagréable a appliquer
a la main car il faut d’abord découper la formule a traiter en de nom-
breuses sous-formules jusqu’aux cas de base constitués par les formules
1 et 0, puis construire le résultat final en “remontant dans I'arbre des
appels”, ce qui est fastidieux.
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1.4.2 Meéthodes ascendantes et descendantes

On peut classer les méthodes vues en méthodes ascendantes et des-
cendantes. On dit qu’une méthode algorithmique est ascendante si elle
construit d’abord les solutions des sous-problémes les plus simples, puis
les étend progressivement jusqu’a obtenir la solution du probleme qu’on
a en vue. Une méthode est descendante si elle part du probléme a ré-
soudre, le décompose en sous-problemes, résout ceux-ci et remonte pro-
gressivement au probleme de départ en construisant sa solution. Les
méthodes ascendantes sont plus agréables a utiliser a la main car on ne
doit pas garder trace de tout ce qui a été fait mais seulement des derniers
résultats calculés. Selon cette classification, les méthodes de McCluskey
et Thayse sont ascendantes, alors que la méthode de Coudert est des-
cendante.

Une caractéristique commune aux méthodes ascendantes, quand elles
sont applicables, est qu’elles ne calculent qu'une fois chacun des sous-
problemes calculés mais qu’elles peuvent en calculer certains qui ne sont
pas réellement nécessaires, alors que les méthodes descendantes ne cal-
culent que des sous-probléemes nécessaires, mais elles les calculent parfois
plusieurs fois. Les trois méthodes different néanmoins par la nature des
sous-problémes a résoudre.

Une force essentielle de la méthode de Coudert est qu’elle calcule di-
rectement les ensembles d’impliquants premiers, de facon exacte, sans
qu’il soit nécessaire d’éliminer les impliquants non premiers comme dans
les autres méthodes. Que cela soit possible est en quelque sorte “un
coup de chance”, propre au probleme lui-méme. Il n’est apparemment
pas possible, avec une méthode ascendante, de découper le probleme en
sous-problémes dont la solution est directement formée d’impliquants
premiers. Il faut calculer tout (McCluskey) ou partie (Thayse) des im-
pliquants, et éliminer plus tard les impliquants non premiers. Cette né-
cessité est la principale source de complication et une importante cause
d’inefficacité pour toutes les méthodes ascendantes présentées dans ce
chapitre.

1.4.3 Passage obligé (ou non) par des formules en forme
canonique

A Texception notable de la méthode de Thayse?2, toutes les méthodes
que nous avons présentées présupposent que la formule F', dont on veut
calculer la liste des impliquants premiers, est mise sous forme canonique.

2. Et de la seconde méthode de Quine, qu’elle systématise.
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Le fait d’étre applicable directement a une formule quelconque (sous
forme disjonctive, bien siir) rend la méthode de Thayse attractive pour
une utilisation “a la main”, vu le caractere fastidieux de la mise sous
forme canonique d’une formule sous forme disjonctive quelconque.

C’est particulierement le cas si la formule de départ utilise beaucoup
de lettres et des termes de petite taille. Ainsi, notons que si les termes
sont de taille inférieure ou égale a deux, I'opération de consensus produit
un nouveau terme de taille inférieure ou égale & deux. L’algorithme de
Thayse appliqué & une formule ne contenant que des termes de cette
sorte sera donc particulierement simple a appliquer et efficace, alors
méme que la mise sous forme canonique de la formule sera extrémement
fastidieuse car conduisant a une formule de taille exponentielle dans le
nombre de variables.

Si les termes sont de plus grande taille, 'opération de consensus peut
produire des termes plus grands encore et l'application de la méthode
de Thayse peut créer beaucoup plus de termes que le nombre de termes
canoniques de la formule. Il est alors parfois préférable d’appliquer la
méthode de Thayse a la formule canonique qu’a la formule de départ
car celle-ci peut contenir des termes qui “se recouvrent” et, du coup, les
mémes impliquants peuvent étre calculés plusieurs fois, ce qui n’est pas
le cas si 'on part d’une formule sous forme canonique. Nous examinons
plus bas diverses situations ou 'application de la méthode de Thayse a
des formules non canoniques est préférable.

1.4.4 Implémentation des différentes méthodes

Nous décrivons maintenant le mode de représentation des formules que
nous avons choisi afin d’implémenter concréetement, sur ordinateur, les
principales méthodes présentées a la section 1.3. Nous donnons ensuite
des détails sur I'implémentation des algorithmes lorsque leur réalisation
ne découle pas directement de la présentation faite a la section 1.3.

Nous représentons les termes par des entiers et les formules par des
tableaux triés d’entiers.

A chaque lettre I, nous associons lentier naturel rang(l) qui est égal
a la position de [, dans Palphabet, moins 1. Donc, rang(’a’) = 0 et
rang(’p’) = 15. Nous nous limitons a des formules utilisant les 16 pre-
mieres lettres de 'alphabet, afin de pouvoir représenter n’importe quel
terme par un entier (non signé) sur 32 bits. (Cette restriction peut bien
stir étre levée en utilisant de plus grands entiers ou d’autres formes de
“chaines de bits”.)

Soit ¢, un terme, nous le représentons par l'entier naturel repr(t) dont
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le bit de poids 16 + m vaut 1, si m = rang(l) et ¢ contient le littéral
(m < 16); ce bit vaut 0 sinon. De plus, si ¢ contient le littéral I, le bit
de poids m de repr(t) vaut 1; il vaut 0, sinon.

La formule ¢1 +- - -+, est représentée par un tableau d’entiers, trié selon
l'ordre naturel des entiers, et contenant les valeurs repr(ty),--- ,repr(t,)
(voir figure 1.1).

Littéraux positifs Littéraux négatifs
ti o | ba1 | bso bi7 | bi6 | b1s | b1a b1 | bo
F:lti|t ‘ t; tn_1‘ tn

Figure 1.1 — Représentation interne d’une formule booléenne F'

En particulier, la formule 0 est représentée par le tableau vide et la
formule 1 (contenant le seul terme 1) est représentée par un tableau
d’un seul élément, égal a 0.

Notre fagon de représenter les formules est compacte et efficace pour
calculer les opérations de base (union, différence, intersection, ...) sur
les formules considérées comme des ensembles de termes. Pour mani-
puler les termes, nous utilisons les opérations logiques sur les entiers
considérés comme des suites de bits (disponibles en Java, notre langage
d’implémentation).

Il peut nous étre fait remarquer qu’une représentation sous forme de
BDDs [Bry86, Min93a, Min93b, Min01] serait plus compacte et efficace,
en particulier pour implémenter 1'algorithme de Coudert. Cela n’est pas
vrai dans tous les cas car toutes les formules n’ont pas une représenta-
tion compacte sous forme de BDD. (Dans notre représentation, la taille
des formules ne dépend pas de “l'ordre des variables”) Mais l'intérét
principal de notre représentation est de convenir a I'implémentation de
toutes les méthodes étudiées dans ce chapitre, ce qui n’est pas le cas
d’une représentation sous forme de BDDs. Cela permet donc de compa-
rer plus directement ces méthodes. Par ailleurs, il n’est pas essentiel a la
méthode de Coudert d’étre implémentée avec des BDDs. Conceptuelle-
ment, elle manipule des ensembles de termes et notre représentation est
efficace pour représenter de tels ensembles. Elle permet, en particulier,
de réaliser tous les algorithmes manipulant les formules selon I’approche
“diviser pour régner”.

Nous avons implémenté les différentes méthodes avec notre mode de
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représentation des formules. Nous expliquons maintenant comment sont
réalisées certaines phases des algorithmes qui n’ont pas été précisées dans
la section 1.3, décrivant les méthodes, parce que ces précisions n’étaient
pas nécessaires pour une utilisation des méthodes, “a la main”, sur des
exemples simples.

Dans la variante 1 de la méthode de McCluskey, nous devons rechercher
dans chaque liste li(x + 1), les termes ¢ qui sont fusionnables & chaque
terme ¢ de la liste li(x). Pour ne créer qu'une fois les termes fusion-
nés, nous recherchons uniquement les termes dont la représentation est
supérieure a celle de tous les termes complets compatibles avec t. Par
exemple, si t est le terme @bd et qu’on utilise quatre lettres seulement,
le plus grand terme complet compatible avec @bd est abed, représenté en
binaire par 0110 1001 3. Les termes ¢/, fusionnables avec t, sont abd et
abd qui ont, respectivement, pour représentation binaire 0011 1000 et
1010 0001. Seul @bd a une représentation supérieure & celle de abed et
il sera donc seul recherché (par recherche dichotomique). Sa représenta-
tion est facilement calculée & partir de celle de @bd, soit 0010 1001, en
inversant les bits correspondant & la lettre d. Chaque fois qu’une fusion
est obtenue, dans une liste [7(x), il faut encore marquer les termes des
listes li(x — 1) et li(z+ 1) susceptibles de produire le méme terme ¢, par
fusion. On peut déterminer, de maniére semblable, les représentations
binaires de ces termes, a partir de celle de ¢, et rechercher la présence de
ces termes par recherche dichotomique dans les listes li(z—1) et li(z+1).

La variante 2 de la méthode de McCluskey ne nécessite pas d’explica-
tions particulieres : les listes li(z) et li(x + 1), sont aisément réparties
en sous-listes de termes contenant la méme lettre, en utilisant la re-
présentation binaire des termes; ensuite, les sous-listes sont parcourues
en parallele en utilisant 'ordre naturel sur les entiers; finalement les
sous-listes résultantes sont fusionnées en parallele.

La méthode de Coudert est facilement implémentée en utilisant notre
représentation des formules. Les opérations d’union, de différence, et
d’intersection sont efficacement implémentées grace a 1'utilisation de ta-
bleaux triés. Nous avons aussi besoin d’une opération qui décompose une
formule canonique F' en deux formules Fy et F} telles que F = [.FyULF,
ainsi qu’une opération qui construit une formule non canonique F', de la
forme [.Fy Ul.Fy U F,, & partir des formules Fy, F} et F, (ot aucune des
formules n’utilise la lettre [). Ces deux opérations peuvent étre réalisées
en temps linéaire sur le nombre de termes de F'.

Concernant la méthode de Thayse, le probléme se pose d’implémenter
efficacement les opérations absorber(F') et F'~G. Une implémentation

3. Nous omettons les bits correspondant aux lettres non utilisées.
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directe de ces opérations est, respectivement, quadratique dans la taille
de F ou proportionnelle au produit des tailles des formules F' et G. Cette
complexité est acceptable pour des formules de petite taille. Pour des
formules de grande taille, nous avons implémenté des algorithmes qui
utilisent la méme approche “diviser pour régner” que l'algorithme de
Coudert. Ces algorithmes sont décrits dans 'annexe A.

1.4.5 Comparaison expérimentale des méthodes

Nous comparons maintenant les performances des différentes méthodes
en identifiant différents cas de figure mettant en avant leurs points forts
et leurs points faibles.

Formules sous forme canonique

Nous montrons d’abord les résultats de mesures effectuées sur des for-
mules de différentes tailles, “choisies au hasard” et utilisant 16 lettres.
Les méthodes de McCluskey et Coudert n’étant applicables qu’a des
formules canoniques, nous nous limitons, dans cette expérimentation, a
de telles formules. La taille d’une formule canonique utilisant 16 lettres
est de 65.536 termes au plus. Nous divisons l'intervalle 1..65.536 en 16
intervalles de 4.096 valeurs consécutives. Pour chaque intervalle nous
choisissons 100 formules “au hasard”, en choisissant d’abord une taille
n, puis une formule canonique composée de n termes de 16 lettres, choi-
sis aléatoirement mais distincts. Nous appliquons & ces formules quatre
méthodes de calcul des impliquants premiers : les deux variantes de la
méthode de McCluskey (McCy, McCq), la méthode de Coudert (Cdrt),
et une variante de la méthode de Thayse utilisant une implémentation
du type “diviser pour régner” (désignée par Thas). (Nous avons aussi
réalisé une autre variante de la méthode de Thayse utilisant une implé-
mentation simple (quadratique) des méthodes absorber et = (désignée
par Tha;). Mais nous ne 'utilisons pas dans cette premieére expérimen-
tation car elle prend trop de temps pour de grandes formules.) Enfin,
nous mesurons les temps d’exécution des différents algorithmes et nous
faisons une moyenne sur ’ensemble des formules choisies dans chaque
intervalle. Nous calculons aussi la taille moyenne des formules et le nom-
bre moyen d’impliquants premiers obtenus. Les résultats de ces mesures
sont présentés a la table 1.6.

On présente également, & la figure 1.2, quatre courbes correspondant
aux moyennes des temps d’exécution des différentes méthodes divisés
par le nombre de termes des formules en entrée, ainsi qu’une courbe
(#1IP/n) qui fournit le rapport entre le nombre d’impliquants premiers
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Figure 1.2 — Temps d’exécution en fonction de la taille des formules
(Test 1)

et le nombre de termes des formules. Une échelle logarithmique est uti-
lisée. On constate que la méthode de Coudert est la plus efficace. Les
deux versions de la méthode de McCluskey ont une efficacité comparable
mais la version qui ne calcule qu’une fois chaque impliquant premier est
moins efficace, probablement parce qu’elle fait beaucoup de recherches
infructueuses de termes a fusionner. La méthode de Thayse est moins
efficace que les deux variantes de la méthode de McCluskey sur ces cas
de tests; néanmoins, elle présente un tracé semblable a celui de la mé-
thode de Coudert. La différence d’efficacité peut s’expliquer par le fait
que les opérations absorber et 7 sont chacune appliquées 16 fois. En
supposant que ces opérations ont une complexité comparable a I'unique
opération de calcul des impliquants premiers de Coudert, cela permet
déja d’envisager un temps d’exécution plus grand d’un facteur 32 et c¢’est
a peu pres ce qu’on observe expérimentalement. Nous constatons enfin
que la courbe #IP/n croit moins vite que les courbes Cdrt et Thay, in-
diquant que ces méthodes, et a fortiori les deux autres, ont un temps
d’exécution qui croit plus vite que proportionnellement au nombre d’im-
pliquants premiers de la formule.

Les valeurs obtenues dans ce premier ensemble de tests montre que 1’ef-
ficacité des différentes méthodes, relative a taille des formules, diminue
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n 41P McCq McCo Cdrt Thas

T(us) ‘ T/n T(us) | T/n| T(us) ‘ T/n T(us) ‘ T/n

1.972 1.670 1.825 0 1.697 0 816 0 48.380 24
6.147 5.536 9.989 1 7.329 1 3.146 0 152.340 24
10.206 | 10.653 30.129 2 17.217 1 6.617 0 341.494 33
14.359 | 16.751 60.394 4 33.297 2| 11771 0 579.466 40
18.435 | 23.691 97.080 5 53.722 2 17.416 0 765.278 41
22.510 | 32.952 185.626 8 85.230 3] 25.861 1 1.017.620 45
26.588 | 45.519 378.294 14 135.589 51 38.401 1 1.370.354 51
30.760 | 60.876 621.466 20 203.468 6] 53.829 1 1.739.134 56
34.807 | 77.240 863.834 24 307.140 8|l 75.588 2 2.707.268 7
38.838 | 98.046 | 1.398.425 36 457.196 11 || 104.240 2| 3.484.356 89
43.101 | 130.638 2.759.283 64 683.130 15 || 142.605 3| 4.167.385 96
47.040 | 167.119 || 4.218.861 89 1.022.834 21 || 195.291 4] 5.708.291 | 121
51.260 | 211.883 || 6.031.131 | 117 || 1.659.867 | 32 || 279.083 51 7.782.243 | 151
54.963 | 272.054 || 11.166.756 | 203 || 2.686.850 48 || 389.908 71 10.580.943 | 192
59.558 | 351.466 || 18.480.373 | 310 || 5.695.781 95 || 619.797 10 || 15.836.939 | 265
63.687 | 333.527 || 26.849.757 | 421 || 16.891.302 | 265 || 875.217 13 || 23.275.538 | 365

Table 1.6 — Temps d’exécution des méthodes (Test 1)

fortement quand cette taille augmente. Mais nous ne pouvons en dé-
duire, par exemple, que la complexité serait exponentielle par rapport
a la taille des formules puisque cette taille est, ici, bornée par 65.536.
Nous pouvons, par contre, émettre ’hypothése que la complexité des dif-
férentes méthodes augmente lorsque la taille des formules se rapproche
du maximum possible pour le nombre de lettres qu’elles utilisent. Pour
mettre a I’épreuve cette conjecture, nous réalisons deux autres séries
de tests en choisissant, d’une part, une classe de formules “faciles” et,
d’autre part, une classe de formules “difficiles”. Nous faisons varier le
nombre m de lettres des formules de 4 a 16 et nous générons “aléatoi-
rement” des formules de taille égale soit & 2™ — 2™~* (formules “dif-
ficiles”), soit & 2m~* (formules “faciles”). Nous mesurons & nouveau la
moyenne des temps d’exécution et le nombre moyen d’impliquants pre-
miers calculés. Les résultats sont présentés aux figures 1.3 et 1.4. Nous
constatons expérimentalement que, dans les deux cas, les courbes repre-
nant les temps moyens des différentes méthodes présentent des tracés
quasi paralléles, signifiant que les méthodes ont pratiquement la méme
complexité théorique, mais avec des “constantes de proportionnalité”
différentes. De plus, cette complexité est du type O(mn) pour les for-
mules “faciles” et du type O(nlog2(3)) pour les formules “difficiles”. Pour
le montrer, nous avons ajouté la courbe de la fonction mn aux courbes
du test “facile” et la courbe de la fonction n'°%2() aux courbes du test
“difficile”. Nous observons également que la courbe qui donne le nombre
d’impliquants premiers croit également, & peu pres, comme les temps
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d’exécution. Donc, nous pouvons conclure “expérimentalement” que les
temps d’exécution de toutes les méthodes croit proportionnellement aux
nombres d’impliquants premiers, pour les formules de méme niveau de
difficulté (en fait, un peu plus rapidement). Nous pouvons conclure aussi
que le nombre d’impliquants premiers est en O(mn) pour les formules
“faciles” et en O(n'°82()) pour les formules “difficiles”.

—_ e
R McCy
10°) ——— cart
———— Thay
— #IP
—_—mXn

10*

103

10?

T'(us) (échelle logarithmique)

10!

10°

107t

m

Figure 1.3 — Temps d’exécution pour les formules “faciles”

Finalement, nous ajoutons a cette analyse expérimentale des considé-
rations plus théoriques cohérentes avec nos observations précédentes.
Attachons-nous & estimer la complexité théorique de l’algorithme de
Coudert (voir la section 1.3.4). Notons T'(n,m), le temps d’exécution
moyen (estimé) de l’algorithme pour une formule F' de n termes utili-
sant m lettres. Nous estimons que, pour m > 0 :

T(n,m) < kn+T(ng,m —1)+T(n;,m—1)+T(n,,m—1)

ou k est une constante de proportionnalité “assez grande” et ng, ni, N
sont les nombres de termes des formules Fy, Fy, Fy N Fy (voir l'algo-
rithme). En moyenne, nous pouvons estimer que

n
7”L0:7’L1:§.
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Figure 1.4 — Temps d’exécution pour les formules “difficiles”

Si la formule est “facile”, la formule F1NFy contient peu d’éléments, voire
aucun. Alors, nous pouvons estimer que T'(n,,m — 1) est négligeable.
L’estimation de T'(n, m) devient :

T(n,m) < kn + 2 T(g,m—l).
Le calcul nous donne facilement :
T(n,m) < kmn,

c’est-a-dire T'(n,m) = O(mn). Si, par contre, la formule est “difficile”,
la formule F; N Fy contient presque tous les termes de Fy et de F;. On
simplifie 'estimation de T'(n,m) en

T(n,m) < kn + 3T(g,m—1).

d’ou l'on tire, par le calcul :

3ym+1 _q m
T(n,m) < k:n(z)gi < 3kn (§> .
R 2

Comme la formule est “difficile”, on a : n &~ 2™, soit m = logy(n). Donc :

3kn <g> ~ 3k2m @) — 3k3™ ~ 3k 3998:2(n) — 3 f plog2(3)
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On en conclut bien que T'(n,m) = O(n'°22(3)). On peut noter finalement
que 1,5 ~ logy(3) < 1,6. Donc, la complexité de ’algorithme, pour les
formules “difficiles” est en O(n'9).

Formules sous forme disjonctive générale

Nous donnons ensuite un test d’efficacité qui met particulierement en
lumiere l'intérét d’utiliser la méthode de Thayse pour des formules non
mises sous forme canonique. Nous effectuons des mesures portant sur les
15 formules a + b, a+b+c, ..., a+ b+ c+ ---+ p. Nous appliquons
a ces formules les cing algorithmes spécifiés plus haut, mais nous ne
mettons pas les formules sous forme canonique avant de leur appliquer les
deux variantes de la méthode de Thayse. Les temps d’exécution obtenus
sont présentés dans la table 1.7 ou la colonne n. fournit le nombre de
termes de la formule mise sous forme canonique et la colonne Ty, le temps
d’exécution nécessaire a la mise sous forme canonique. Ce temps doit
étre ajouté aux temps obtenus pour les méthodes de McCluskey et de
Coudert mais il est, en fait, marginal par rapport au temps d’exécution
de ces méthodes.

o ——— McC N
10 s - McCo

— Cdrt
—_— Tha; 0
e _ Thas, p

Canonisation

104

T'(us) (échelle logarithmique)

102

100

Figure 1.5 — Temps d’exécution en fonction de la taille des formules
(Test 2)

Nous proposons également, a la figure 1.5, six courbes représentant les
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n ne || Te(ps) | Thecy (us) | Theeo (1) | Toart (1) || Tmay (#s) | Ty (p5)
2 3 1 5 8 0 4 0
3 7 1 8 42 1 9 0
4 15 1 17 47 2 7 1
5 31 2 35 132 3 8 1
6 63 2 135 412 8 12 1
7 127 3 446 1.236 16 15 1
8 255 5 1.512 3.614 23 17 1
9 511 6 5.058 11.088 42 20 1
10 1.023 10 16.498 34.212 85 24 1
11 2.047 15 55.368 110.799 176 29 1
12 4.095 23 184.318 352.100 365 33 1
13 8.191 39 615.274 1.130.018 787 38 2
14 | 16.383 95 2.055.365 3.623.830 1.582 43 2
15 | 32.767 135 6.843.785 | 11.532.189 3.389 48 3
16 | 65.535 265 | 23.007.813 | 41.897.419 7.054 82 3

Table 1.7 — Temps d’exécution des méthodes (Test 2)

mémes résultats. Une échelle logarithmique est utilisée & nouveau. Nous
constatons, cette fois, que la méthode de Thayse, y compris sa variante
la plus simple, ’emporte haut la main sur les autres méthodes. Le temps
d’exécution de la méthode de Coudert évolue proportionnellement a la
taille de la formule canonique correspondant a la formule d’entrée, c’est-
a-dire exponentiellement par rapport au nombre de lettres. Les deux mé-
thodes de McCluskey donnent les moins bons résultats et se comportent
de manieres similaires, avec, cette fois, un avantage a la premiere va-
riante qui ne calcule qu'une fois chaque impliquant. Ces cas de figure
sont d’ailleurs les pires pour la méthode de McCluskey car le nombre
d’impliquants de ces formules est égal a 3™ — 1 (ou m est le nombre
de lettres de la formule). Chacun de ces impliquants étant calculé au
moins une fois, le temps d’exécution de la méthode est au minimum
proportionnel a 3™. Le temps d’exécution par rapport a la taille n. de
la formule canonique d’entrée est donc au minimum de l'ordre de nl»,
car 3™ = 2m1og2(3)  l0820) nko.

Nous donnons finalement un dernier ensemble de tests dans le but de
tracer des limites dans lesquelles la méthode de Thayse est compétitive
avec celle de Coudert et/ou préférable a celle de McCluskey. Nous créons
des formules utilisant 16 lettres. Pour chaque entier I compris entre 2
et 16, nous générons 100 formules choisies “au hasard” et formées de 20
termes de taille [, utilisant [ lettres, choisies parmi les 16 lettres pos-
sibles. Nous appliquons a ces formules les méthodes McCy, McCy, Cdrt
et Thas. La méthode Tha; n’est pas utilisée car elle présente de trop
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mauvaises performances pour certaines valeurs de [. Nous calculons les
moyennes des temps d’exécution pour ces formules, en fonction de la va-
leur [. Nous donnons aussi les temps nécessaires pour mettre les formules
sous forme canonique et nous ajoutons ces temps a celui des méthodes
McCq, McCy et Cdrt, pour rendre plus équitable la comparaison de ces
méthodes avec la méthode Thay. Nous calculons aussi la moyenne des
tailles des formules mises sous forme canonique et des nombres d’impli-
quants premiers de ces formules. Les résultats de ces tests sont donnés
dans la table 1.8. Comme précédemment, nous représentons les mémes
résultats sous forme de courbes, a la figure 1.6.

_— McCy
- - - McCo
Cdrt
Thas
Canonisation

108

107

#IP

108

10°

10*

T(us) (échelle logarithmique)

103

102

10!

l

Figure 1.6 — Temps d’exécution en fonction de la taille des formules
(Test 3)

Nous constatons que la méthode de Thayse est plus efficace que les
autres pour les petites valeurs de [ mais ces performances se dégradent
ensuite quand la valeur de [ augmente. Nous voyons néanmoins que la
méthode de Thayse reste toujours compétitive avec les autres méthodes,
y-compris celle de Coudert. Ses performances ne sont significativement
moins bonnes que celle de la méthode de Coudert que lorsque la taille des
formules canoniques devient petite (< 5000), c’est-a-dire quand toutes
les méthodes sont quasi instantanées.

Par rapport a la méthode de McCluskey, la méthode de Thayse four-
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U| ne(moy) | #IP || Te(us) | Thecy (15) | Thecy (ps) | Toare (145) || T'may (115)
2| 65227 26| 1.336 | 25.980.225 | 40.917.381 98.798 637
3| 61.257 | 337 || 1.132 | 20.534.938 | 26.597.653 | 321.298 187.649
4| 47809 | 743 || 1.035 | 9.021.979 | 10.460.676 | 304.167 || 348.845
5| 30798 | 555 719 | 2.971.883 | 3.377.456 | 154.090 143.556
6] 17.792 | 340 443 916.597 | 1.052.144 66.152 61.100
7 9.501 | 179 266 276.851 332.065 25.950 25.487
8 4945 | o4 163 84.116 107.103 10.686 13.134
9 2.516 | 58 110 26.245 35.939 4.224 7.602
10 1.268 | 39 77 8.168 12.184 1.669 4.465
11 637 | 28 59 2.639 4.286 693 2.546
12 319 | 23 50 863 1.566 285 1.169
13 160 | 21 43 367 608 125 641
14 80 | 21 37 128 250 51 299
15 40 | 20 31 60 108 18 157
16 20 | 20 29 41 47 6 94

Table 1.8 — Temps d’exécution des méthodes (Test 3)

nit, ici, de bien meilleurs résultats ce qui n’était pas le cas pour notre
premier groupe de tests. Pour le comprendre, on peut d’abord observer
que le nombre d’impliquants premiers des formules est beaucoup plus
petit dans ce nouveau test que dans le premier, les termes de ces for-
mules étant déja pour la plupart des impliquants premiers. La méthode
de McCluskey est comparativement plus efficace quand la formule cano-
nique contient un tres grand nombre d’impliquants premiers : ceux-ci,
étant pour la plupart de grande taille, sont détectés aux premieres étapes
de l'algorithme. Par contre, si une formule canonique contient un grand
nombre de termes mais un petit nombre d’impliquants premiers, ceux-
ci sont de petite taille et sont identifiés tardivement. Donc, beaucoup
d’impliquants non premiers sont calculés, augmentant le temps d’exé-
cution. Lorsqu’on choisit des formules canoniques d’assez grande taille,
“au hasard”, la probabilité d’avoir peu d’impliquants premiers est faible.
Par contre, si on part d’'une formule courte avec des termes courts, on
obtiendra aussi de grandes formules canoniques mais des formules avec
peu d’impliquants premiers.

Conclusion de 1’étude expérimentale

Notre étude expérimentale montre la supériorité de la méthode de Cou-
dert sur les autres méthodes lorsque la formule de départ est sous forme
canonique. Pour les formules sous forme disjonctive quelconque, la conclu-
sion est moins claire et la méthode de Thayse est parfois beaucoup plus
efficace. La question de l'existence d’algorithmes “polynomiaux” pour
calculer la liste des impliquants premiers d’une formule sous forme nor-
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male disjonctive a occupé de nombreux auteurs (voir [Str92]) mais, en
général, ces auteurs mesurent la complexité des méthodes en fonction de
la taille d’une formule sous forme canonique. Nous avons montré expéri-
mentalement que toutes les méthodes que nous avons présentées ont une
complexité en O(n'%), ce qui est non seulement polynomial mais méme
presque optimal, étant donné que le nombre d’impliquants premiers croit
presqu’aussi vite.

Il est donc plus correct de poser la question de la complexité d’une mé-
thode de calcul des impliquants premiers pour des formules sous forme
normale disjonctive quelconque. Nous avons montré que pour la classe
des formules formées de n termes réduits a une seule variable, la méthode
de Thayse est linéaire alors que les autres méthodes sont exponentielles
parce qu’elles s’appliquent a une formule canonique et que la taille de
celle-ci est exponentielle sur le nombre de variables. Il n’est donc pas
possible de concevoir une méthode polynomiale pour calculer la liste
des impliquants premiers d’une formule quelconque, sous forme normale
disjonctive. Il est, par ailleurs, montré dans [CM78] que le nombre d’im-
pliquants premiers peut étre exponentiel dans le nombre de termes de
la formule (sans restriction sur le nombre de variables). Ces auteurs le
démontrent en proposant une classe de formules pour lesquelles c’est le
cas. Une formule de cette classe est la suivante :

abed + abce + abc f + abcg + abeh + abei + abj + abk + abl + am 4 an + ao.

Elle contient seulement 12 termes mais possede 255 impliquants pre-
miers. Notre implémentation de la méthode de Thayse les calcule en 16
millisecondes contre 307 millisecondes pour la méthode de Coudert et
environ 10 secondes pour les deux variantes de la méthode de McCluskey.
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1.5 Conclusion

Nous avons étudié, dans ce chapitre, quelques méthodes de calcul des
impliquants premiers d’une formule booléenne, écrite sous forme nor-
male disjonctive. Ces méthodes sont représentatives de I'ensemble des
méthodes proposées dans la littérature. Nous avons présenté les diffé-
rentes méthodes dans un cadre unifié, en fixant une syntaxe tres précise
pour les formules, plus stricte que celle proposée d’habitude dans la lit-
térature. Cela nous permet de décrire les méthodes “formellement” au
moyen d’un petit nombre d’opérations sur les formules et les termes.
Nous avons prouvé rigoureusement la correction des méthodes, hormis
les cas ou elle était évidente. Nous avons, de plus, proposé une représen-
tation interne des formules, sur ordinateur, qui est en lien direct avec la
notation utilisée sur papier, rendant immeédiate la traduction des opéra-
tions formelles en algorithmes et en programmes. Enfin, nous avons ef-
fectivement implémenté sur ordinateur les différentes méthodes étudiées
afin de comparer expérimentalement leurs performances pour différentes
classes de formules. Nous en avons tiré des conclusions concernant leur
efficacité respective et leur complexité.

Pour clore cette étude, nous rappelons certaines constations et conclu-
sions énoncées dans le corps de ce chapitre, qui nous semblent intéres-
santes ou importantes. Parmi les méthodes étudiées, les plus agréables
a utiliser a la main, sur papier, sont les méthodes de McCluskey et de
Thayse. Mais celles-ci peuvent étre vues comme des améliorations des
deux méthodes proposées par Quine. Ces derniéres sont, en fait, déja
suffisamment précises pour étre utilisées a la main, si on les applique a
des formules simples. La méthode de Thayse présente sur celle de Mc-
Cluskey I'avantage de ne pas calculer tous les impliquants d’une formule
donnée. Elle a aussi I’avantage d’étre applicable directement & une for-
mule sous forme disjonctive quelconque sans passer par une mise sous
forme canonique. Néanmoins, le calcul des opérations utilisées par la mé-
thode de Thayse est plus difficile a organiser systématiquement, ce qui
explique son efficacité moindre pour des formules mises sous forme ca-
nonique. Parmi les deux variantes étudiées de la méthode de McCluskey,
aucune ne I’emporte sur 'autre dans tous les cas. La premiére variante
ne calcule qu’une fois chaque impliquant mais fait plus d’essais infruc-
tueux que la seconde qui parcourt des listes de termes en paralléle. Il s’en
suit que la premiere variante '’emporte sur la seconde quand la formule
admet un petit nombre d’impliquants premiers et la seconde ’emporte
sur la premiere quand il y a beaucoup d’impliquants premiers. En effet,
paradoxalement, peu d’impliquants premiers signifie beaucoup d’impli-
quants non premiers, donc peu de recherches infructueuses. Dans 'autre
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sens, beaucoup d’impliquants premiers signifie relativement peu d’im-
pliquants non premiers. Si I'on néglige le cofit de la mise sous forme
canonique d’une formule, la méthode qui semble pouvoir étre choisie
comme maitre achat pour une exécution sur ordinateur est celle de Cou-
dert qui exploite la propriété remarquable que les impliquants premiers
peuvent étre calculés en utilisant une stratégie “diviser pour régner” sur
la décomposition des formules canoniques par rapport aux littéraux po-
sitifs et négatifs portant sur la méme lettre. Cela évite notamment de
recourir a des opérations de simplification, ou de détection d’impliquants
non premiers, comme dans les autres méthodes. Par contre, cette mé-
thode, descendante, n’est pas pratique pour une utilisation sur papier.
Notons aussi que, si la méthode de Coudert a été implémentée originel-
lement avec une structure de données de type BDDs, il est possible de
le faire aussi bien en utilisant notre représentation simple au moyen de
tableaux. La représentation sous forme de BDDs (ou plus exactement
de ZBDDs [Min93b]) est normalement plus efficace car les opérations de
composition/décomposition d'une formule F', sous la forme I. FoUl. FUF,
se fait en temps constant avec ces structures. Néanmoins d’autres opé-
rations sur les formules comme la différence et l'intersection sont aussi
concernées. Il s’en suit qu’une différence théorique de complexité entre
les deux représentations n’est pas absolument garantie.

Pour terminer sur une note plus personnelle, nous suggérons que des
travaux pourraient étre faits pour déterminer des classes “intéressantes”
de formules sous forme normale disjonctive pour lesquelles telles ou telles
méthodes sont les plus efficaces et, peut-étre, de nouvelles méthodes
particulierement adaptées a ces classes de formules.
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Chapitre 2

Une structure de données
pour manipuler de grands
ensembles de termes égaux

2.1 Introduction

Le probleme de simplifier une expression dans un cadre mathématique
donné ! ne peut, en général, pas étre résolu de maniere satisfaisante sans
passer en revue un grand nombre d’expressions intermédiaires. Il est
trés souvent nécessaire de considérer des expressions plus grandes que
I’expression de départ, mais qui se simplifieront mieux. L’énumération
explicite de toutes ces expressions, une a une, conduit a des algorithmes
trop inefficaces pour la pratique. Cette constatation nous a suggéré de
chercher un moyen de manipuler non pas une seule, mais tout un en-
semble d’expressions, lors de 'application d’une regle de transformation.
C’est la méme idée qui a conduit & utiliser des diagrammes de décision
binaires pour représenter des ensembles d’états en vérification des mo-
deles.

Ce chapitre présente la structure de données que nous avons mise au
point pour réaliser cet objectif. Nous la présentons essentiellement a un
niveau abstrait, utile et suffisant pour comprendre en quoi elle permet
de représenter des ensembles de termes égaux par rapport a une théorie
a priori quelconque, et d’appliquer des opérations globales sur ces en-
sembles de termes, sans les énumérer. Toutefois, la définition abstraite
de la structure de données que nous proposons ne suffit pas a démontrer

1. Expressions algébriques, formules booléennes, expressions rationnelles, pour ci-
ter quelques classes de problémes. ..
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son utilité. Il faut aussi qu’elle soit implémentable efficacement. Nous
montrons dans ce chapitre qu’une telle implémentation existe et qu’elle
est relativement sophistiquée et délicate. Pour étayer notre these, nous
utilisons notre structure de données pour résoudre un probléme de dé-
cision classique : déterminer si deux termes sont égaux par rapport a
une théorie définie par un ensemble d’équations closes. Nous fournissons
une étude de complexité établissant que notre méthode est aussi bonne,
a ce niveau théorique, que les meilleurs algorithmes proposés dans la
littérature. Nous comparons aussi expérimentalement notre méthode a
certaines méthodes de la littérature. Les mesures obtenues montrent
que notre méthode est plus efficace, sur les exemples choisis, que ces
méthodes. Nous entreprenons de I'expliquer par le fait que les méthodes
précédentes utilisent une représentation plus compliquée et moins éco-
nome en mémoire que notre structure de données. Bien qu’il soit le point
de départ de tout notre travail, nous n’abordons pas, dans ce chapitre,
le probleme proprement dit de la simplification d’expressions car nous
le traitons dans un chapitre séparé, faisant suite & celui-ci.

La suite de ce chapitre est structurée comme suit. Nous fixons d’abord la
terminologie que nous utilisons pour parler des termes, des ensembles de
termes et des relations définies sur des ensembles de termes. Nous pré-
cisons la sorte d’ensembles de termes qui retient notre attention. Nous
passons ensuite a la définition de notre structure de données, que nous
avons choisi d’appeler, faute de mieux, collection de structures : dans ce
contexte, une “structure” est un objet “élémentaire” qui représente un
ensemble de termes (grace au concours d’autres structures d’'une méme
collection), un “ensemble de structures” est formé de structures représen-
tant des termes équivalents (dans une certaine théorie) et la “collection
de structures” est la réunion de tous les ensembles de structures consi-
dérés dans une situation déterminée. Sur cette base, nous définissons
les opérations relatives aux collections de structures. Chaque opération
transforme une collection de structures en une autre afin d’exprimer
une opération sur les ensembles de termes représentés par la collection
de structures : ajouter des termes aux ensembles, décider si des termes
sont dans le méme ensemble, ajouter des contraintes d’égalité entre les
termes de deux ensembles. Nous démontrons chaque fois que I'opération
sur la collection de structures réalise effectivement 1’opération voulue sur
les ensembles de termes représentés par la collection de structures. Nous
passons ensuite a la description de I'implémentation concréte de notre
structure de données. Cette implémentation a été réalisée effectivement
en utilisant le langage de programmation Java mais nous en donnons
une description de plus haut niveau. Nous en déduisons les informations
sur la complexité théorique des différentes opérations. Nous avons alors
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tous les outils en main pour appliquer les collections de structures au
probleme de décision consistant a déterminer si deux termes clos sont
égaux dans une théorie définie par un ensemble d’équations closes. Notre
algorithme se résume a appliquer une certaine combinaison simple des
opérations sur les collections de structures, a chaque équation définissant
la théorie. Sa complexité théorique est facilement déterminée a partir de
celle des opérations sur les collections de structures. Nous comparons
expérimentalement notre algorithme, transcrit en Java, a plusieurs algo-
rithmes publiés dans la littérature, également transcrits en Java, par nos
soins, en réutilisant une grande partie de 'implémentation Java de nos
collections de structures. Nous montrons, d’une part que les résultats
expérimentaux sont cohérents avec les résultats de complexité “théori-
ques” et, d’autre part, que notre algorithme utilisant les collections de
structures est plus efficace que nos transcriptions Java des algorithmes
utilisés pour la comparaison. Nous expliquons cette différence par le fait
que les collections de structures fournissent une représentation plus com-
pacte des ensembles de termes que les structures utilisées par les autres
algorithmes : graphes acycliques (Dags) et structures Union-Find. De
plus, notre algorithme manipule directement les ensembles de structures
et non les termes individuels. Nous complétons ensuite cette étude en
évoquant d’autres notions liées a nos collections de structures telles que
les automates d’arbres et les regles de réécriture.

Une version préliminaire du travail présenté dans ce chapitre a été pu-
bliée dans [LA16]. Une présentation des premiers résultats obtenus pour

son application au probleme de la simplification des expressions a fait
I'objet de l'article [LA15].
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2.2 Ensembles de termes et relations entre
termes

2.2.1 Notions préliminaires, rappels et conventions concer-
nant les termes

La notion de terme est suffisamment connue pour qu’il soit superflu de
la définir une “nouvelle” fois, ici. Les définitions ci-dessous sont donc
plutot des rappels, pour fixer notre terminologie.

Définition 1 (Terme et sous-termes directs). Un terme est soit un terme
indécomposable, c’est-a-dire une constante ou une variable, soit un terme
composé, formé d’un symbole de fonction et d’une liste non vide de
termes plus simples. Ces termes sont appelés sous-termes directs du
terme composé.

Définition 2 (Sous-termes d’un terme). On appelle sous-terme d'un
terme, ce terme lui-méme et tous les sous-termes de ses sous-termes
directs (s’il est composé).

Pour des raisons de simplicité, a la fois dans I’exposé et dans 'implé-
mentation des collections de structures, nous ne considérons que des
termes binaires de la forme f(t1,t2), c’est-a-dire composé du symbole
de fonction f et de la liste de sous-termes directs (t1,t2), avec, de
plus, une seule constante, notée null. Cette restriction ne diminue pas
la généralité de notre travail car une constante a peut étre représen-
tée par le terme binaire a(null, null) et un terme wunaire h(a) par le
terme binaire h(a(null, null), null). De plus, les termes possédant plus
de deux sous-termes directs peuvent étre représentés en introduisant un
symbole de fonction binaire spécial pour construire des listes de ter-
mes. Ainsi, le terme g(a,b,c), pourra étre représenté, par exemple, par
g(.(a(null, null), .(b(null, null), c(null, null)))). En pratique, cependant,
nous utilisons des notations abrégées telles que a, h(a) ou g(h(a),b,
f(a,b)) pour écrire des exemples. De méme, au niveau des applications
pratiques, sur machine, nous laissons a l'analyseur syntaxique le soin
de traduire les termes sous forme restreinte et nous affichons les termes
calculés sous forme abrégée. Ceci nous permet aussi de traiter, outre
les symboles de fonction au sens strict, des opérateurs tels que +, * ou
autres.

Définition 3 (Terme clos). Un terme clos est un terme qui ne contient
pas de variable, autrement dit, dont aucun sous-terme n’est une variable.

Dans ce chapitre, nous ne considérons, sauf mention explicite du con-
traire, que des termes clos.
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Note 1. La distinction syntaxique entre constante et variable peut étre
source de confusion. Par exemple, lorsqu’on simplifie une expression
contenant des “variables”, celles-ci sont, en général, traitées comme des
constantes car les régles de simplification ne permettent normalement
pas de substituer une autre expression a une “variable” de I’expression a
simplifier. Au contraire, les variables utilisées pour exprimer les regles de
simplification sont de “vraies variables” car elles peuvent étre remplacées
par des expressions complexes.

2.2.2 Relations binaires sur les termes, congruences et
complétion congruente

Nous supposons donné un ensemble T de tous les termes, complétement
déterminé par I’ensemble, supposé fixé, de tous les symboles de fonction
(binaires). Tous les ensembles de termes T' considérés ci-aprés sont donc
des sous-ensembles de cet ensemble (unique).

Définition 4 (Ensemble de termes complet pour les sous-termes). Soit
T un ensemble de termes. Nous disons que T est complet pour les sous-
termes si tout sous-terme d’un terme appartenant a 7T lui appartient
aussi.

Remarquons que, avec nos conventions sur la forme des termes, tout
ensemble de termes T, non vide et complet pour les sous-termes, contient
au moins le terme null, puisque n’importe quel terme contient ce terme.

Définition 5 (Relation entre termes). Une relation (binaire) p entre
termes est une partie de 7 x 7. Nous abrégeons l'affirmation (s,t) € p
en écrivant : s pt. Nous appelons domaine de la relation p, le plus petit
ensemble de termes T, tel que p C T x T'. Nous le notons dom(p). Cet
ensemble vérifie I'égalité suivante :

dom(p) = {t€T|3Is€T : spt ou tps}.

Définition 6 (Relation d’équivalence entre termes). Nous disons qu’'une
relation p entre termes est une relation d’équivalence si elle est réflexive,
symétrique et transitive sur son domaine. Ces propriétés s’expriment
comme suit :

1. (Réflexivité) Vte T :te dom(p) = tpt.

2. (Symétrie) Vs,t €T :spt=-tps.

3. (Transitivité) Vs,t,ue T : (spu et upt) = spt.
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Définition 7 (Relation entre termes fonctionnellement complete). Soit
T, un ensemble de termes et soit p, une relation telle que T' = dom(p).
Nous disons que la relation p est fonctionnellement compléte si 'impli-
cation ci-dessous est vérifiée quels que soient les termes s1, S9,t1,t2 € T
et le symbole de fonction f :

f(Sl, 52) eT
Définition 8 (Congruence). Avec les mémes notations que ci-dessus,

nous disons que la relation p entre termes est une congruence si elle est
fonctionnellement complete et si c’est une relation d’équivalence.

} = f(s1,82) p f(t1,12).

Notation 1. Lorsque la relation p est une congruence, nous utilisons
souvent le symbole ~ a la place du symbole p pour la désigner. Et nous
disons que ~ est une congruence sur T = dom(~).

On vérifie facilement que l'intersection d’un ensemble non vide de con-
gruences est une congruence. De plus, ’ensemble 7 x 7T est une con-
gruence qui contient toutes les relations. Par conséquent, la définition
suivante a un sens.

Définition 9 (Complétion congruente d’une relation). Soit p, une rela-
tion entre termes. Nous appelons complétion congruente de la relation
p, la plus petite congruence qui la contient. Nous notons cette relation

Np‘
Cette définition donne évidemment lieu aux deux théorémes suivants.

Théoréeme 3. Une relation p entre termes est une congruence si et
seulement si on a :~, = p.

Théoréme 4. Soient p et p' deux relations entre termes. On a
p < Pl = "~ - ~p -

La définition 9 ne fournit pas de moyen direct pour démontrer certaines
propriétés de la complétion congruente d’une relation p. Nous introdui-
sons des lors une nouvelle notion qui nous permettra de raisonner par
induction pour prouver ces propriétés.

Définition 10 (Preuves d’affirmations telles que s ~, t out edom(~))).

1. Soit p une relation entre termes et soient s et ¢ des termes. Nous
appelons prewve de l'affirmation s ~, t toute suite finie d’affir-
mations

81 ~p t1, S2 ~p ta, o S ~p tiy o Sy~ (n21),

telle que
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(a) s=s, et t=1,;

(b) chaque affirmation s; ~, t; peut étre obtenue soit comme
conséquence du fait que s; p t;, soit en appliquant la regle
du modus ponens & une des quatre implications énoncées
dans les définitions 6 et 7, en utilisant comme prémisses
une ou plusieurs affirmations s; ~, t; telles que j < i. On
considere aussi qu’une telle affirmation rend vraie chacune
des prémisses s; € dom(~,) et t; € dom(~,).

2. De méme, nous appelons preuve de laffirmation t € dom(~,),
toute preuve d’une affirmation d’une des deux formes s ~, t ou
t ~, s

Le théoréme suivant montre que la définition 10 fournit un moyen concret
de construire la relation ~,.

Théoreme 5. Soit p une relation entre termes et soient s et t des ter-
mes. L’affirmation s ~, t est vraie selon la définition 9 si et seulement
si il eriste une preuve de s ~, t, au sens de la définition 10. Il en va
de méme pour laffirmation t € dom(~,).

Preuve du théoréme 5. Pour démontrer le théoreme 5, nous montrons
d’abord que, pour toute congruence ~ contenant p, on a s ~ t, chaque
fois qu’il existe une preuve de s ~, t. Ensuite, nous montrons que la
relation ~' définie par s ~' t si et seulement si il existe une preuve de
s ~, t, est une congruence. Ces deux résultats montrent que ~' est la
plus petite congruence contenant p et donc que le théoreme 5 est vrai.

1. Soit ~, une congruence qui contient p. On démontre immédiate-
ment par récurrence que toutes les affirmations s; ~, t; d'une
preuve de s ~, t sont telles que s; ~ t;, par construction méme
d’une telle preuve. Par exemple, si 'affirmation ¢; ~, ¢; est ob-
tenue grace a la regle de réflexivité de la définition 6, la preuve
doit contenir une affirmation de la forme s; ~, t; ot t; = t; ou
sj = t; et j < 1. Par hypothese de récurrence, cette affirmation est
vraie. Donc, on a : t; € dom(~), par définition du domaine d’une
relation entre termes. Finalement, on a : ¢; ~ t; par application
du modus ponens a la régle de réflexivité.

2. Soit la relation ~' définie ci-dessus. On vérifie facilement qu’elle
possede toutes les propriétés d’une congruence. Montrons, par exem-
ple, la transitivité. Soient s, ¢ et u des termes tels qu’on ait s ~' u
et u ~' t. Par définition, de la relation ~’
de s ~, wu et une preuve de u ~, t. On construit une preuve de

, il existe une preuve
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s ~, t en interclassant (de maniere quelconque) les deux preuves
précédentes et en y ajoutant s ~, t comme affirmation finale. On
a donc bien s ~' t. O

Nous utilisons maintenant la notion de preuve introduite dans la défini-
tion 5 pour démontrer plusieurs propriétés importantes des congruences.

Théoréme 6. Soit p, une relation entre termes telle que dom(p) =T.
Posons T = dom(~,). Pour tout terme f(t1,t2) appartenant @ T\ T,
il existe un terme f(s1,s2) appartenant a T tel que s; ~, t; (1 =1,2).
(On a donc, évidemment, aussi : f(s1,82) ~p f(ti1,t2).)

Preuve du théoréme 6. Soit un terme f(t;,t2) appartenant a 7\ 7. Tl
existe une preuve de 'affirmation f(ti,t2) € dom(~,) dans laquelle le
terme f(t1,t2) ne figure que dans la derniere affirmation de la preuve.
Cette affirmation doit étre obtenue par application de la regle de complé-
tude fonctionnelle, car les autres régles n’introduisent que des termes ap-
partenant & 7" ou figurant dans une affirmation précédente de la preuve.
Donc, la preuve considérée contient des preuves plus courtes d’une affir-
mation de la forme f(ui,u2) € dom(~,) et des deux affirmations u; ~, t;
(1 = 1,2) correspondantes. Ou bien le terme f(uj,us) appartient a 7.
Le théoreéme est alors démontré en posant s; = u; (¢ = 1,2). Ou alors,
f(uy,us) appartient & T\ 7. Dans ce cas, nous pouvons supposer, par
hypothese d’induction sur la longueur des preuves, qu’il existe un terme
f(s1,82) € T tel que s; ~, u; (i =1,2). On a ensuite s; ~, t; (i = 1,2),
par la transitivité de la relation ~,. Ce qui termine la démonstration. [

Le théoréme 6 a pour conséquence directe les deux théoremes suivants.

Théoréme 7. Soit p, une relation entre termes telle que dom(p) =T.
Soit T' = dom(~,). On a :

T = {teT|3s€T : s~,t}

Preuve du théoréme 7. 1l est tout d’abord évident que {t € T | Is € T :
s~,th C T, par définition du domaine de ~,. Pour prouver 'inclusion
dans Pautre sens, il suffit de montrer que pour tout terme ¢ € T, il existe
un terme s € T tel que s ~, t. C’est une conséquence du théoréme 6
sauf dans le cas ou t = null. Dans ce cas, on a nécessairement ¢t € T et
donc, aussi, t ~, t, ce qui prouve l'affirmation, en choisissant s =¢. [

Lorsque le domaine de la relation p est complet pour les sous-termes, on
a le résultat suivant qui est plus fort que les théoremes 6 et 7.
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Théoreme 8. Soit T, un ensemble de termes complet pour les sous-
termes et soit p, une relation telle que dom(p) = T'. Posons T = dom(~,).
Soit f(t1,te) € T. Alors, il existe un terme f(s1,s2) € T tel que

f(Sl,SQ) ~p f(tl,tg) et S ~p tl' (’L = 1,2).

Preuve du théoréme 8. Soit t € T.

1. SiteT \ T, le résultat annoncé est simplement ce qui est affirmé
par la théoréme 6.

2. Si, au contraire, f(t1,t2) € T, il suffit de choisir f(si,s2) égal a
f(t1,t2) pour établir la proposition car t; ~, t; (i = 1,2) puisque
t1,to € T dii au fait que T est complet pour les sous-termes. [

Le théoréme suivant est important pour la suite (voir preuve du lemme 6).

Théoréme 9. Soit T, un ensemble de termes complet pour les sous-
termes et soit p, une relation telle que dom(p) = T. L’ensemble T =
dom(~,) est aussi complet pour les sous-termes.

Preuve du théoréme 9. Soit un terme t € T Soit
81 ~p t1, 82 ~p tay ooy S ~p Tty o S~y Ty (nZl),

une preuve de l'affirmation ¢ € dom(~,). Nous prouvons, par induction
sur ¢, que tous les sous-termes des termes s; et t; appartiennent a T
(1<i<n).

1. Si laffirmation s; ~, t; est obtenue du fait que 'on a s; p t;, les
sous-termes de s; et t; appartiennent a T', qui est complet pour les
sous-termes, donc aussi a T

2. Silaffirmation s; ~, t; est obtenue en appliquant la réflexivité, la
symétrie ou la transitivité, les termes s; et ¢; figurent dans une affir-
mation précédente de la preuve. Leurs sous-termes appartiennent
donc & T, par hypothese d’induction.

3. Silaffirmation s; ~, t; est obtenue en appliquant la régle de com-
plétude fonctionnelle, les termes s; et t; s’écrivent respectivement
sous la forme f(s;,si) et f(tj,tx) ot j,k < i et les affirmations
sj ~, tj et s ~, t; figurent dans la preuve. Par hypothese d’in-
duction, tous les sous-termes des termes s;, sy, t;, t;, appartiennent
a T. Cest donc aussi le cas pour les sous-termes de s; et t;. O
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2.2.3 Complétion congruente versus fermeture congruente
d’une relation dans T

Une relation p entre termes clos peut étre vue comme un ensemble Egq,
éventuellement infini, d’équations closes (entre termes clos). Ces équa-
tions déterminent une relation d’équivalence =, sur I'ensemble 7 de tous
les termes telle que s =, ¢ si et seulement si les termes s et ¢ sont égaux
dans tous les modeles de Fq. Supposons que l'ensemble T' = dom(p)
soit complet pour les sous-termes 2. Nous affirmons, alors, que la com-
plétion congruente ~, de la relation p coincide avec la relation =, dans
tout I'ensemble T = dom(~,). Il s’en suit également que l’ensemble T
contient exactement tous les termes qui sont égaux a au moins un terme
de T dans tous les modeles de Fq. Finalement, il s’avere que la relation
=, est la plus petite relation sur tous les termes (de domaine égal a
T) contenant ~, et fonctionnellement complete. Ce qui fournit un algo-
rithme efficace et direct pour décider la relation =,, si on sait décider
la relation ~,. La justification de ces affirmations fait 'objet de cette
sous-section.

Définition 11 (Fermeture congruente d’une relation dans ’ensemble de
tous les termes). Soit p, une relation entre termes. Nous notons =, la
plus petite relation d’équivalence sur ’ensemble de tous les termes telle
que lon ait, quels que soient les termes s, t, f(s1,$2), f(t1,t2) :

spt = s =pt
Si gp tz (Z — 1,2) — f(81,82) gp f(tlatQ)‘

On voit facilement que la relation =, est une congruence sur I’ensemble
de tous les termes (au sens de la définition 8). Le théoréme suivant établit
le lien précis existant entre les notions de complétion congruente d’une
relation et celle de fermeture congruente de cette relation sur ’ensemble
de tous les termes.

Théoreme 10. Soient T', un ensemble de termes, complet pour les sous-
termes, et p, une relation telle que T = dom(p). On a les deux égalités
ci-dessous :

T = {teT|3IseT:s =, t}
~y = {{(s,t) | s,teT et s 2t}

Pour démontrer ce théoreme, nous prouvons d’abord un lemme impor-
tant.

2. S’il ne ’est pas, nous pouvons le compléter avec ses sous-termes, en ajoutant
a la relation p, une paire (¢,¢) pour chacun de ces sous-termes. Cela ne modifie pas
I’ensemble des modeéles des équations.
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Lemme 6. Avec les notations habituelles, soient s et t, deux termes
quelconques. Sis € T out €T, de s =, t, on peut déduire s ~, t.

reuve du lemme 6. Nous prouvons le lemme par induction sur la lon-
P du | 6. Nous le 1 duction sur la 1
gueur d’une preuve de s =, t. Il y a cinq cas a considérer.

1. Sispt, on a directement s ~, t, par définition de s ~, t.

2.8 s=tonaseTetteT Dous ~, t puisque ~, est une
relation d’équivalence sur T'.

3. Si s =, t parce qu’il existe une preuve plus courte de t =, s, le
résultat est immédiat.

4. Si s =, t parce qu’il existe des preuves plus courtes de s =, r et
de r =, ¢, ol r est un terme quelconque, supposons, pour fixer les
idées, que s € T. Par hypothése d’induction, on a : s ~p, r. D’ou
aussi, r € T. Donc, par hypotheése d’induction, on peut affirmer
que 1 ~, t. Finalement, par la transitivité de ~,, on a : s ~, t.

5. Si s et t s’écrivent respectivement f(s1,s2) et f(t1,t2) et si la
preuve de s =, t est obtenue en vertu de 'implication

S; gp t; (121,2) — f(51552) gp f(tl?t2),

supposons, pour fixer les idées, que s € T. Alors, puisque T est
complet pour les sous-termes (théoréme 9), on sait que s; € T
(i = 1,2). On peut donc dire, par hypothése d’induction, que
s; ~p t; (i = 1,2). Par conséquent, puisque la relation ~, est fonc-
tionnellement complete, on a : s = f(s1,52) ~, f(t1,t2) =¢t. O

Note 2. Nous avons utilisé, pour démontrer le lemme 6, la notion de
preuve d’une affirmation de la forme s =, ¢, sans la définir explicitement.
Cette notion est évidemment similaire a celle de preuve d’une affirmation
s ~, t (définition 10) et nous pensons que le lecteur aura fait lui-méme
les adaptations nécessaires.

Remarquons que le lemme 6 implique, en particulier, que si deux termes

~

s et t vérifient s =, t, ou bien ils appartiennent tous les deux a T, ou
bien aucun des deux n’y appartient. Nous pouvons maintenant donner
une démonstration du théoreme 10.

Preuve du théoréme 10. Nous prouvons d’abord la seconde égalité :
~y o= {(s,t)|s,teT et s =2t 1,

en deux étapes.
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1. Prouvons que ~, C {(s,t)|s,te T et s =,t}.
Comme ~, C T x T, il suffit de prouver que ~, C =,. Nous
prouvons, par induction sur la longueur d’une preuve de s ~,, t,

N
~Y

que s ~, t = s =, t, quels que soient les termes s et t. A
nouveau, il y a cinq cas a envisager.

(a) Sispt, on a directement s =, t, par définition de =,.

(b) Sis =t,on a directement s =, ¢, puisque =, est une relation
d’équivalence sur ’ensemble de tous les termes.

(c) Sis~,t, parce qu’il existe une preuve plus courte de t ~, s,
le résultat est immédiat.

(d) Sis ~,t, parce qu’il existe des preuves plus courtes de s ~, r
et de r ~, t,our € T, on a, par hypothese d’induction :
s =, r et r =, t. Donc, par la transitivité de =,, on a :
s =, t.

(e) Si s et t s’écrivent respectivement f(s1,s2) et f(t1,t2) et si
la preuve de s ~, t est obtenue en vertu de la complétude
fonctionnelle de ~, (voir définition 7), il existe des preuves
plus courtes des relations s; ~, ¢; (i = 1,2). D’ou, par hy-
pothese d’induction : s; =, t; (i = 1,2). Il s’en suit, vu la
définition 11, que s =, t.

2. Prouvons que { (s,t) | s,t€ T et s 2,6} C o~y

~

Soient deux termes s et ¢ tels que s,z € T et s =, t. On a, par
application directe du lemme 6 : s ~, t.

Prouvons maintenant la premiere partie du théoréme :
T = {teT|3seT:s =, t}

Cette égalité découle immédiatement du théoréme 7 et du fait que les

propositions (3s € T': s =, t) et (s € T : s ~, t) sont équivalentes,
en vertu du lemme 6 et du fait que ~, C =, U

Nous énoncons maintenant un théoreme qui dit, en quelque sorte, que
la relation ~, contient autant d’information que =, ou, autrement dit,
qu’il existe un algorithme direct pour décider la relation =, s’il en existe
un pour décider ~,,.

Théoreme 11. Soient T', un ensemble de termes, complet pour les sous-
termes, et p, une relation telle que dom(p) = T. La relation =, est égale
da la plus petite relation ~, sur I'ensemble de tous les termes telle que
lon ait, pour tous les termes s, t, f(s1,s2), f(t1,t2) :

~

»

pt = 5 ~,t
si ~ptp (i=1,2) = f(s1,82) =, f(t1,t2).
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Note 3. 1l est important de bien noter que I’énoncé du théoreme 11 ne
dit pas que la relation ~, est une relation d’équivalence, mais, seulement,
que c’est une relation quelconque. Donc, prouver le théoreme revient a
prouver que les conditions qui lui sont imposées impliquent que c’est
nécessairement une relation d’équivalence, puisque la relation =, en est
une et qu’elle vérifie les deux implications de ’énoncé.

Pour mener a bien la démonstration du théoréme 11, nous utilisons la
notion suivante.

Définition 12 (Poids d’un terme associé a une relation p). Soit 7', un
ensemble de termes, complet pour les sous-termes. Soit p une relation
telle que T = dom(p). Soit aussi T' = dom(~,). A chaque terme t € T,
nous associons un entier naturel wp,(t), comme suit, par induction sur la
structure des termes.

1. SiteT, w,(t) =0.
2. Sit¢ T, wy(t) =max(w,(t1), w,(t2)) + 1, ot t sécrit f(t1,t2).

Cette définition est cohérente parce que T contient nécessairement le
terme spécial null. Nous avons ensuite besoin du lemme suivant.

Lemme 7. Avec les notations du théoréme 11 et de la définition 12, on
a, quels que soient les termes s et t : s ~, t = wy(s) = wy(t).

Preuve du lemme 7. On vérifie facilement le lemme par induction sur
la longueur d’une preuve de s ~, ¢, qui utilise uniquement les deux
implications définissant ~,, dans I’énoncé du théoreme 11. O

Preuve du théoréme 11. Nous démontrons que la relation ~, est réflexive,
symétrique et transitive.

1. Soit ¢, un terme quelconque. Si w,(t) =0,onat ~,t cart € T.
On a donc, aussi t ~, t, par définition de t ~, t. Si w,(t) > 0,
t s’écrit sous la forme f(t1,t2) et wy(t1), wy(t2) < wy(t). On peut
donc supposer par hypothese d’induction sur w,(t) que t; ~, t;
(i = 1,2). D’ou il vient que t ~, ¢, par la deuxieéme implication
de la définition de ~,. Ceci prouve que la relation ~, est réflexive.

2. Le cas de la symétrie se démontre assez semblablement au cas
précédent en observant, d’apres le lemme 7, que s ~, t implique
wp(s) = wp(t).

3. Montrons en détail la transitivité. Soient des termes s, r, t et sup-
posons qu'on ait s ~, r et r ~, t. D’apres le lemme 7, on a :
wy(s) = wy(r) = wy(t). Distinguons alors deux cas.
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(a) Si wy(s) = 0, il est nécessaire, d’apres la définition de ~,,
d’avoir s ~, retr ~, t. D'ou s ~, t, par transitivité de
~,. D’ou, finalement, s ~, t, par définition de ~,,.

(b) Si wy(s) > 0, les relations s ~, r et r ~, t ne peuvent
avoir été obtenue qu’en vertu de la seconde implication de la
définition de ~,, il s’en suit que les termes s, r et ¢ s’écrivent
respectivement sous la forme f(s1,s2), f(r1,7m2) et f(t1,t2),
pour le méme symbole de fonction f, et que ’on a, en outre,
si ~p rietr; ~, t; (i = 1,2). D’apres la définition du
poids d’un terme, on a aussi w,(s;) = wy(r;) = wy(t;) <
wy(s) = wy(r) = wy(t) (¢ = 1,2). On peut donc supposer,
par hypothese d’induction sur w,(s), que s; ~, t; (i = 1,2).
D’ou, il vient : s = f(s1,82) ~, f(t1,t2) = t, par la deuxieme
implication de la définition de ~,,. U

L’algorithme pour décider si s =, t s’énonce donc comme suit.

1. SiseT etteT, répondre oui, si s ~, t; répondre non, sinon.

2. Sis¢ TettdTetsettsberivent respectivement f(s1,s2) et
f(t1,t2) (pour le méme symbole de fonction f), répondre oui, si
51 =, t1 et sp =, to; répondre non, sinon.

3. Dans tous les autres cas, répondre non.

L’algorithme ci-dessus est récursif et sa terminaison est évidente par
induction sur la structure (ou sur le poids) des termes. Il suppose qu’il
existe un algorithme pour décider s ~, t. Cet algorithme sera fourni
par la structure de données présentée a la section 2.3.

2.2.4 Présentation d’une relation entre termes

La notion que nous allons définir maintenant permet de représenter une
relation entre termes par une famille d’ensembles de termes. Elle a un
role clé dans la suite.

Définition 13 (Présentation d’une relation entre termes). Soit (7}):er,
une famille d’ensembles de termes. Nous disons que (7;);cs est une pré-
sentation de la relation p, telle que dom(p) = T si les deux conditions
ci-dessous sont vérifiées :

1L.T = UerTis

2. (spt < Fiel:s,teT;) (Vs,teT)
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On vérifie immédiatement qu’une relation p possede une présentation si
et seulement si elle est réflexive et symétrique. On démontre facilement
le théoréme suivant :

Théoréme 12. Soit (T;);c; une présentation d’une relation p. La rela-
tion p est une relation d’équivalence si l’ensemble {T; | i € I} est une
partition de T = dom(p).

Note 4. L’inverse n’est pas toujours vrai.
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2.3 Collections de structures

Nous présentons maintenant une structure de données permettant de
représenter de maniere compacte les relations entre termes étudiées a la
section précédente; en particulier, les congruences. Cette structure de
données peut donc étre utilisée pour résoudre des problémes de décision
tels que 1’égalité des termes dans certaines théories équationnelles. Elle
est aussi bien adaptée au probleme de la simplification des expressions
car elle permet de représenter de grands ensembles d’expressions égales
a une expression donnée, puis de choisir efficacement dans cet ensemble
une expression de taille minimale selon une mesure donnée.

L’utilité de cette structure de données, que nous nommons collection de
structures, est une conséquence du fait qu’elle peut aussi étre implémen-
tée efficacement, ce que nous démontrons dans la section 2.4. Cependant,
nous commencons par en donner une définition “abstraite”, de “haut ni-
veau”, qui permet de bien la comprendre et de démontrer ses principales
propriétés.

2.3.1 Structures, ensembles et collections de structures

Définition 14 (Identifiants d’ensembles de structures). Nous supposons
donné un ensemble infini Z dont les éléments sont appelés identifiants
d’ensembles de structures. Un sous-ensemble de cet ensemble est géné-
ralement désigné par la lettre 1.

Bien que la nature exacte de I’ensemble Z soit sans importance d’un
point de vue “théorique”, il est pratique de le choisir égal a I’ensemble
des entiers naturels. C’est ce que nous faisons pour écrire les exemples
et pour réaliser I'implémentation pratique.

Définition 15 (Structures). Nous appelons structure un objet® de la
forme f(i1,42) : ¢ ou f est un symbole de fonction et i1, io et i sont des
identifiants d’ensembles de structures.

L’objet f(i1,i2) est appelé la clé de la structure, tandis que I’élément i
est appelé Uidentifiant de I’ensemble auquel la structure appartient.

Définition 16 (Collections de structures). Nous appelons collection de
structures la donnée d’un nombre fini de structures, au sens de la défi-
nition 15. Nous utilisons la lettre E pour désigner une telle collection de
structures.

3. Un mathématicien écrirait peut-étre : un quadruplet.
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Définition 17 (Ensembles de structures). Soit E, une collection de
structures. Soit I, ’ensemble de tous les identifiants d’ensembles de
structures figurant dans les structures de E. Soit ¢ € I. Nous appe-
lons ensemble des structures de E identifié par i, I’ensemble de toutes
les structures de E qui sont de la forme f(i1,i2) : ¢ (avec f, i1 et io,
quelconques). Nous notons cet ensemble F;.

On a donc : E = ;¢ Ei.

Note 5. Dans la définition 17, nous nous écartons de 'usage habituel en
donnant au mot ensemble une signification tres spécifique. Un ensemble
de structures F; représente en fait un ensemble de termes “égaux” (liés
par une certaine relation) et son identifiant 7 sert a identifier cet ensemble
de termes, comme on va le voir, plus bas.

Pour étre cohérent avec les conventions choisies pour les termes, nous
n’utilisons, pour former des structures, que des symboles de fonction bi-
naires. De plus, nous supposons avoir choisi, dans ’ensemble Z, un iden-
tifiant particulier que nous notons i,,;;. Cet identifiant représente 1’en-
semble de termes {null}. On peut supposer que l'on a toujours i,y € I
et que E; . = {null : iy}, pour toute collection de structures E. (Il
y a donc toujours une et une seule structure qui n’est pas de la forme
f(i1,i2) : i, dans une collection de structures.) A nouveau, comme pour
les termes, ces conventions sont seulement de nature a simplifier I’exposé
théorique et I'implémentation pratique. Dans les exemples, nous omet-
trons de faire référence a l'identifiant i,,;; et nous écrirons, par exemple,
a: i, au lieu de a(inyir, inui) © 1, et h(i) : 4, au lieu de h(iy, tpuy) : 0.

null

Nous pouvons maintenant écrire ce qu’une collection de structures re-
présente exactement.

Définition 18 (Dénotation (concrete) d’une collection de structure).
Soit F = | J;c1 Ei, une collection de structures. Nous appelons dénotation
concréte (ou simplement dénotation) de E, la famille d’ensembles de
termes (75 );cs telle quun terme f(t1,t2) appartient a ’ensemble 7; si et
seulement si il existe une structure f(i1,i2) : 7, appartenant a E; telle
que t; € T, (j =1,2) (quel que soit i € I).

La définition ci-dessus est cohérente et définit de maniere unique la dé-
notation concréte d’une collection de structures car elle fournit un algo-
rithme pour tester si un terme appartient a un quelconque des ensembles
T;. Donc, chaque ensemble T; est défini de maniére unique.

Exemple 1. Considérons ’ensemble de structures £ = Eq U Ey ou Eq
et Ey sont définis comme suit :

E,={f(1,2):1, a:1} Ey={b:2}.
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La dénotation concrete de cet ensemble de structures est la famille d’en-
sembles (T;)i=12 telle que

Ty ={a, f(a,b), f(f(a,b),b), ..., f(...f(a,b)...,b), ...} To={b}.
On constate que I’ensemble de termes 17 est infini.

On peut maintenant donner une définition plus abstraite de la dénota-
tion d’une collection de structures qui élimine toute référence aux iden-
tifiants d’ensembles de structures.

Définition 19 (Dénotation abstraite d’une collection de structure). Soit
E, une collection de structures et soit (7;)ier, sa dénotation concrete.
Nous appelons dénotation abstraite de E la relation p entre termes, dont
(T})ier est une présentation (voir définition 13).

La démonstration du théoréme suivant est une conséquence directe des
deux définitions précédentes.

Théoreme 13. Soit E, une collection de structures et soit p, sa dénota-
tion abstraite. L’ensemble T = dom(p) est complet pour les sous-termes.

Il est possible que certaines structures d’une collection de structures ne
représentent aucun terme (au sein de cette collection de structures). Pour
se prémunir de cette regrettable possibilité, nous donnons la définition
suivante.

Définition 20 (Collection de structures bien formée). Soit E, une col-
lection de structures. Nous disons que cette collection de structures est
bien formée si I’on peut énumérer ’ensemble I de ses identifiants sous la
forme d’une suite i1,149,...,1,, de telle sorte que i7 = i,y et que pour
tout [ tel que 1 < I < n, I'ensemble de structures E;, contienne une
structure f(ij,ix) : 4 ou j,k <.

Théoréme 14. Soit E, une collection de structures et soit (T;)icr, sa
dénotation concréte. La collection E est bien formée si et seulement si
aucun des ensembles T; n'est vide (i € I).

Preuve du théoreme 14.
1. La condition est nécessaire.
Supposons qu’il existe une suite i1, io, . . . , iy, telle que définie dans
I’énoncé. On démontre par induction sur [ que chaque ensemble
T;, est non vide. C’est clairement vrai pour | = 1 car T;, = {null}.
C’est vrai aussi pour [ > 1 car on peut supposer, par hypothéese
d’induction, que T;; contient un terme t; et 7;, , un terme ¢, : donc,
puisque E;, contient la structure f(i;,4) : 4, Tj, contient le terme
t = f(t,tr).
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2. La condition est suffisante.

Nous associons d’abord a chaque terme ¢ un nombre entier naturel
h(t) défini par h(null) = 0 et h(f(t1,t2)) = max(h(t1), h(t2)) + 1.
Appelons h(t) la hauteur de t. Comme chacun des ensembles T; est
non vide, nous pouvons associer a chaque identifiant 7, un nombre
h;, égal au minimum des hauteurs des termes de T;. Nous pouvons
ensuite ranger tous les identifiants de I en une suite 41,149, ...,y
telle que 1 < j < k < n implique h;; < h;, . Cette suite vérifie les
conditions de la définition 20 car, nécessairement, h;, = 0 et, si
[ > 0, 'ensemble T}, contient un terme de taille h;, et de la forme
f(tj,tr) ou il existe une structure f(ij,ix) : i € Ej, telle que t; €
T;; et ty, € Tj,,. Clairement, h;; < h(t;) < hy, et hy, < h(ty) < hy,.
Donc, on a obligatoirement, j, k <. O

Toutes les collections de structures considérées dans la suite sont bien
formées. D’apres la définition 19, une collection de structures représente,
en général, une relation p entre termes, dont le domaine T' = dom(p) est
complet pour les sous-termes et qui est réflexive et symétrique. Nous
nous intéressons particulierement aux relations p qui sont des congruen-
ces. D’ou la définition et les deux théoremes qui suivent.

Définition 21 (Collection de structures normalisée). Nous disons qu’'une
collection de structures F est normalisée si elle ne contient pas deux
structures de la forme f(i1,i2) : i et f(i1,42) : i’ (possédant la méme clé
mais appartenant & deux ensembles de structures distincts (i # ¢')).

Théoréme 15. Soit E, une collection de structures et soit (T;)icr, sa
dénotation concréte. La collection E est normalisée si et seulement si
Uensemble {T; | i € I} est une partition de T = Uje;Ti et T; # Tj
(Vi,jel:i+#j).

Preuve du théoreme 15.

1. La condition est nécessaire.

Supposons que la collection E soit normalisée. Nous prouvons,
par induction sur la structure des termes, qu'un terme ¢t € T" ap-
partient a un ensemble 7}, exactement. Soit ¢t = f(¢1,t2), un tel
terme. Par définition de la dénotation concréte de F, il existe une
structure f(i1,42) : i de E telle que t; € T;; (j = 1,2). Par hy-
pothese d’induction, chacun des termes ¢; n’appartient a aucun
autre ensemble que T;,. Il est donc impossible que ¢ appartienne
a un autre ensemble Ty (i # i') puisque cela impliquerait que la
structure f(i1,iz) : i’ appartiendrait a Ej .
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2. La condition est suffisante.

Supposons que l'ensemble {7} | ¢ € I} soit une partition de T =
Uier Ti et que T; # Tj (Vi,j € I i # j). Supposons que, contrai-
rement & la these, la collection E ne soit pas normalisée. Donc, elle
contient deux structures f(i1,i9) : i et f(i1,42) : ¢ avec (i # ). Il
s’en suit que les ensembles T; et Tj ne sont pas disjoint. Comme
{T; |i € I} est une partition de T, ce n’est possible que si T; = Tj.
Mais cette possibilité est expressément exclue par '’hypothése. La
collection E doit donc étre normalisée. U

Théoréme 16. Soit E, une collection de structures. Si la collection E
est normalisée, sa dénotation abstraite est une congruence.

Note 6. L’inverse n’est pas nécessairement vrai.

Preuve du théoréme 16. Soit p, la dénotation abstraite de E et soit T =
dom(p). D’apres le théoreme 15, la relation p est une relation d’équiva-
lence sur T'. Pour montrer que c’est une congruence, il suffit de prouver
qu’elle est fonctionnellement compléte (voir définition 7). Soit (T3)cr, la
dénotation concrete de E.

Soient des termes s1, s2,t1,%2 € T. Supposons que sj pt;(j = 1,2) et que
f(s1,82) € T. Comme s; p tj (j =1,2), il existe des identifiants i; tels
que sj,t; € T, (j = 1,2). Comme f(s1,52) € T, la collection E contient
une structure de la forme f(i},4) 1 i et s; € Ty (j = 1,2). Puisque F
j
( = 1,2), d’apres le théoréme 15. Il s’en suit que f(s1,s2), f(t1,t2) € T;
et donc que f(s1,s2) p f(t1,t2). Ce qui montre que la relation p est
fonctionnellement complete. O

est normalisée et que s; € T;; et s; € Ty, (j = 1,2), ona :i; =i
J

2.3.2 Opérations sur les collections de structures

Nous avons montré, dans la sous-section précédente, qu’une collection
de structures représente un ensemble de termes T', complet pour les
sous-termes, muni d’une relation p. Intuitivement, chaque couple de la
relation p peut étre interprété comme une contrainte d’égalité entre deux
termes de T'. Dans le meilleur des cas, la relation p est une congruence
sur T'. (Nous la notons alors, de préférence, ~.)

Nous allons maintenant introduire des opérations sur les collections de
structures permettant de les créer et d’y inclure de nouveaux termes,
de les modifier en y ajoutant des contraintes d’égalités, et de les nor-
maliser pour qu’elles expriment le plus explicitement possible toutes les
conséquences logiques des contraintes qui leur ont été imposées.
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Pour chaque opération, nous prévoyons quatre points.

1. Une description intuitive, facile & comprendre, mais parfois incor-
recte a strictement parler, de ce que réalise 'opération.

2. Une description opérationnelle de 'opération, permettant de la
calculer, par exemple, & la main, sur des exemples. (La descrip-
tion de I'implémentation exacte des opérations fait I'objet de la
section 2.4.)

3. Si la description intuitive du point 1. n’est pas suffisamment pré-
cise ou correcte, nous donnons une caractérisation exacte de l'ef-
fet de l'opération, en termes de dénotation des collections de
structures. (Nous appelons cette caractérisation la spécification
de Popération.)

4. Nous démontrons que la description opérationnelle de I’opération
est correcte par rapport a sa spécification.

2.3.2.1 L’opération toSet

Intuitivement, I'opération toSet ajoute un terme ¢t a une collection de
structures normalisée F, s’il n’y appartient pas déja. Elle renvoie, de
plus, 'identifiant ¢ de I'ensemble de structures E; auquel le terme ap-
partient (apres exécution de l'opération). La collection de structures
reste normalisée apreés exécution de 'opération.

Note 7. La description ci-dessus est incorrecte puisqu’une collection de
structures n’est pas un ensemble de termes. Il faut comprendre que la
collection de structures E est modifiée de telle sorte que le terme t soit
ajouté a lensemble T' des termes représentés par E. Ou, plus précisé-
ment, au domaine dom(~), de la dénotation abstraite ~ de E. (Voir la
notation 1.)

L’opération toSet se calcule comme suit.

Définition 22 (Définition opérationnelle de I'opération toSet). L’opé-
ration toSet prend comme argument un terme f(t1,%2) et une collection
de structures normalisée E. Elle modifie (éventuellement) la collection
de structures et renvoie un identifiant d’ensemble de structures i, comme
suit.

On applique d’abord récursivement 'opération toSet aux sous-termes
t1 et tg, ce qui modifie éventuellement la collection de structures E et
renvoie deux identifiants i1 et 45. Si la collection E ne contient pas de
structures de la forme f(i1,i2) : i, on en crée une, apres avoir choisi
une nouvel identifiant ¢ (non utilisé par E), et on I'ajoute & E. Dans
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tous les cas, E contient maintenant une structure s’écrivant f(iy,i2) : .
L’identifiant ¢ est finalement renvoyé par 'opération.

L’effet de 'opération toSet est caractérisé par le théoréme suivant.

Notation 2. Soit ~, une congruence (voir la définition 8 et la notation 1).

Nous appelons la relation =, : extension de ~ d l’ensemble de tous les
termes et nous la notons plus simplement 2.

Théoréme 17 (Spécification de I'opération toSet). Avec les notations
de la définition 22, soit ~ la dénotation abstraite de la collection de
structures E avant d’appliquer l'opération toSet. Soit T = dom(~) et
soit S, l'ensemble des sous-termes de f(t1,t2).

1. La dénotation finale ~' de E vérifie les égalités suivantes :

T = {teT |3seTUS:s =t}
~o= { (s,t) | s, te T et s Zt}

2. Soit (T))ier, la dénotation concréte finale de E. L’identifiant 1,
renvoyé par 'opération est tel que f(t1,t2) € T).

Le théoreme ci-dessus peut étre réexprimé de maniere plus facile & com-

prendre en disant que l'opération toSet ajoute au domaine de la dé-

notation abstraite de E tous les termes “égaux” (i.e. équivalents selon
~Y

la relation &) aux sous-termes de f(t1,%2) (sauf s’ils lui appartenaient
déja). Il n’est pas possible d’en ajouter moins.

Preuve du théoreme 17. L’exécution de 'opération décrite dans la défi-
nition 22 ne modifie la collection de structures £ qu’en lui ajoutant de
nouvelles structures f(i1,i2) : i telles que la clé f(i1,i2) n’apparait pas
dans FE et l'identifiant 7 n’est pas utilisé dans F. Il ne peut donc jamais y
avoir deux structures avec la méme clé dans F qui reste toujours une col-
lection de structures normalisée. Par ailleurs, le fait d’ajouter une telle
structure & F ne modifie pas la relation = qui étend a tous les termes
la dénotation abstraite de E. C’est une conséquence du théoreme 11.
Chaque ajout d’une telle structure ajoute au domaine de la dénotation
de F un ensemble de termes T; contenant exactement tous les termes
f(s1,82) tels que s; = t; (1 = 1,2) ou f(t1,t2) est le terme de départ
ou un de ses sous-termes, c’est-a-dire tous les termes f(si,s2) tels que
f(s1,82) = f(t1,t2). Au total, on a bien, a la fin :

TN = {teT|3IseTUS:s =t}

Le deuxiéme point du théoréeme est évident. ]
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Exemple 2. Soit la collection de structures £ = Ey U F», ou :
Ey={a:1} Ey=1{b:2, f(1):2}.
Elle dénote les deux ensembles de termes, ci-dessous :
Ty = {a} Ty ={b, f(a)}.

Appliquons I'opération toSet au terme f(b) et a cette collection de struc-
tures. Nous obtenons la collection de structures suivante :

E{={a:1} EL={b:2, f(1):2} El, ={f(2):3}.
Elle dénote les ensembles de termes que voici :
T = {a} T; = {b, fla)} Ty = {f(b), f(f(a))}.

Nous constatons que le terme f(b) a été ajouté a T', mais aussi le terme
f(f(a)) parce que f(b) = f(f(a))-

On peut noter que 'opération renvoie 'identifiant 3.

Remarque 1. 11 est possible de généraliser 'opération toSet pour qu’elle
s’applique & un terme ¢ comportant des variables (terme non clos). Elle
recoit alors un argument supplémentaire (une fonction) qui associe a cha-
que variable z de ¢ un identifiant d’ensemble de structures ¢. On ajoute
alors (notamment) a la (dénotation de la) collection de structures, tous
les termes obtenus en remplacant chaque variable xz de ¢ par un terme
de ’ensemble de termes T}, correspondant. Cette généralisation de 'opé-
ration toSet est utile pour développer des algorithmes de simplification
d’expressions.

2.3.2.2 L’opération substitute

La deuxiéme opération, nommée substitute, sert intuitivement a ajouter
une contrainte d’égalité entre les termes représentés par deux ensembles
de structures Ej et Ej;. (En supposant que l'on “voit” chaque couple
de la dénotation abstraite p de ¥ comme une contrainte d’égalité entre
termes.) Cette opération ne suppose pas que E est normalisée et ne
produit généralement pas une nouvelle collection normalisée, méme si la
collection de départ l’est.

Pour faciliter la définition de cette opération, nous introduisons une
petite notation supplémentaire.

Notation 3 (Remplacement d’un identifiant dans une structure). Conve-
nons d’utiliser le mot struct pour désigner une structure sans la décrire
complétement. Soient k et [, deux identifiants d’ensembles de structures.
Nous notons struct[k — ] la structure obtenue en remplagant chaque
occurrence de [ dans struct, par k.
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Exemple 3. La structure f(1,3) : 3[2 — 3] est égale a f(1,2) : 2.
Par ailleurs, la structure f(2,3) : 3[2 — 3] est égale a f(2,2) : 2.

Nous définissons maintenant l'opération substitute.

Définition 23 (Définition opérationnelle de I'opération substitute).
L’opération substitute prend comme argument une collection de struc-
tures F et deux identifiants k et [, utilisés par cette collection de struc-
tures. Elle retire de E toutes les structures struct contenant au moins
une occurrence de [ et elle ajoute a E toutes les structures struct[k +— 1]
correspondantes qui ne lui appartiennent pas déja.

Exemple 4. Appelons E la collection de structures obtenue a la fin de
I’exemple 2. Pour rappel, elle se compose des trois ensembles de struc-
tures ci-dessous :

Ei={a:1} Ey={b:2, f(1):2} Es ={f(2): 3},
et elle dénote les ensembles de termes suivants :
Ty = {a} Ty ={b, f(a)} 5 ={f(b), f(f(a))}.

Appliquons 'opération substitute a cette collection de structures et aux
identifiants 1 et 2. Toutes les occurrences de l'identifiant 2 sont rem-
placées par l'identifiant 1. Nous obtenons la collection de structures
E' = E{ U Ej, telle que :

Ei={a:1, b:1, f(1):1} EL,={f(1):3}.
Les ensembles de termes correspondants sont donc :

i = {a, b, f(a), f(b), f(f(a)), F(F()), F(f(f(a))), FCSCF(D))), ...}
T3 = {f(a), f(b), f(fa)), f(f(D)), f(f(fa)), FCF(F)), - ).

Nous observons que la collection de structures n’est pas normalisée
puisque les structures f(1) : 1 et f(1) : 3 ont la méme clé f(1). Du
coup, les ensembles de termes 7] et T4 ne sont pas disjoints.

Nous pouvons maintenant caractériser sémantiquement de maniére pré-
cise 'opération substitute.

Théoréme 18 (Spécification de l'opération substitute). Reprenons les
notations de la définition 23. Soient p et p', respectivement, les déno-
tations abstraites de la collection de structures E, avant et aprés appli-
cation de opération. Soit encore (T;)icr, la dénotation concréte de E
(avant).
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1. La relation ~,y est la plus petite de toutes les congruences ~
qui vérifient les deux implications suivantes (pour tous les ter-
mes s, t) :

spt = s ~ t
sely,ettel, — s ~ t

2. Soient T = dom(p) et T = dom(~y). On a :
T = {teT|3se€T:s ~y t}

La premieére partie du théoreme 18 signifie intuitivement que la relation
p' contient toutes les contraintes d’égalité imposées sur les termes par la
relation p augmentées des contraintes imposant 1’égalité entre les termes
de I'ensemble T}, et ceux de I’ensemble T;. La seconde partie du théoréme
dit que tous les termes de T sont équivalents & au moins un terme 7,
pour la relation ~ .

Pour démontrer le théoréme 18, nous démontrons d’abord plusieurs
lemmes.

Lemme 8. Soient (T;)icr et (T))icr, respectivement, les dénotations
concrétes de EE avant et aprés application de l’opération substitute a F,
k etl (voirla définition 23). (On a : I' = I\{l}.) On définit une fonction
“de I dans I', comme suit :

A

i = sii=1alors k sinon i (Vi€ I).
Avec cette définition, on a la propriété suivante :

Viel : T, C T/%.

Preuve du lemme 8. Nous démontrons le lemme par induction sur la
structure des termes. Fixons ¢ € I et soit ¢, un terme appartenant a
T;. Montrons qu’il appartient & 7”;. Par définition de Tj, il existe une
structure f(i1,42) : i, appartenant a E; (avant exécution de l'opéra-
tion substitute) et des termes t; appartenant a T;, (j = 1,2) tels que
t = f(t1,t2). Par hypothése d’induction, nous pouvons affirmer que
t; appartient a TZ’ (j = 1,2). De plus, apres exécution de I'opération
substitute, la collection de structures E contient une structure égale a
f(ir,ia) : ik — 1], qui peut s’écrire aussi f(i1,i2) : 2. Donc, f(t1,t2)
appartient a T";, par définition de T";. O

Note 8. Dans la démonstration précédente, nous avons omis de consi-
dérer le “cas de base” ou t = null. Dans ce cas, la démonstration est
“évidente”. Dans tous les théorémes qui sont démontrés par induction
sur la structure des termes, nous omettons de traiter ce cas de base et
laissons au lecteur le soin de le faire s’il a “un doute”.
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Corollaire 1 (du lemme 8). Avec les notations du théoréme 18, on a
les deuz implications suivantes (pour tous les termes s, t) :

spt = sp't
seTpettel, = sp't

La premiére implication peut aussi s’écrire : p C p.

Preuve du corollaire 1. Le corollaire est une conséquence immeédiate du
lemme 8 et du fait que les familles d’ensembles de termes (T;);cs et
(T})icr sont des présentations des relations p et p/, respectivement (voir
les définitions 13 et 19). O

Le lemme suivant est particulierement important pour prouver le théo-
reme 18.

Lemme 9. Nous reprenons les notations du théoréme 18. Soit ~, n’im-
porte quelle congruence vérifiant les hypothéses de la premiere partie du
théoréeme 18. On a le résultat suivant :

Viel Vte T! IseT; : s~t

Preuve du lemme 9. A nouveau, nous démontrons le lemme par induc-
tion sur la structure des termes. Pour la clarté, nous découpons la dé-
monstration en plusieurs parties.

1. Fixons i € I' et choisissons ¢ € Tj. Il nous faut démontrer qu’il
existe un terme s tel que s € T; et s ~ t.

2. Supposons que le terme t sécrit sous la forme f(t1,t2). Il existe
donc dans F, apres exécution de 'opération substitute, une struc-
ture s'écrivant f(i1,42) : @ telle que t; € Ti'j (j=1,2).

3. Il existe également dans F, avant exécution de I'opération substi-
tute, une structure s’écrivant f(hi,he) : h ou i; = h; (j = 1,2)

et i = h. (Cette structure est telle que f(hi,he) : hlk — 1] =
f(i1,42) : i. Elle n’est pas forcément unique.)

4. Par hypothese d’induction, il existe des termes s; € T;; tels que
sj~ti (=1, 2).

5. Soit j, égal a 1 ou a 2. Il existe un terme u; € Tj,; tel que u; ~ s;.
En effet, ou bien h; = i;, dans ce cas, on peut choisir u; = s;;
ou bien h; =1 et i; = k. Alors, on peut choisir pour u; n’importe
quel terme de Tj, puisque, par définition de ~, on a que u; € Tj et
sj € T} implique u; ~ s;.
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6. De u; ~ sj et sj ~ t; et, on tire d’abord u; ~ t; (j = 1, 2). De
plus, puisque u; € Tj,; (j = 1,2) et f(hy,h2) : h € E (avant), le
terme u = f(uy,u2) appartient a Ty, C dom(~). Donc, comme ~
est une congruence, on a : u = f(uy,us) ~ f(t1,t2) = t.

7. Pour conclure, nous distinguons deux cas. Comme ¢ = h, soit h = i,
soit h = [ et ¢ = k. Dans le premier cas, u € T;, ce qui démontre le
théoreme, puisque v ~ t. Dans le second cas, choisissons n’importe
quel terme s dans Tj. On a s ~ u, puisque s € T, et u € T
implique s ~ u, par définition de ~. Donc, par transitivité, s ~ t.
Comme s € Ty et k = i, le théoréme est démontré (on a : s € T;
et s ~t). O

Note 9. La démonstration ci-dessus, utilise plusieurs fois le fait que les
ensembles T; sont non vides. Ce qui est vrai, puisque nous supposons
la collection E bien formée au départ et que les différentes opérations
maintiennent cette propriété.

Corollaire 2 (du lemme 9). Toujours avec les mémes notations, on a :
Viel Vs,te T :s~t
Cette affirmation peut aussi s’écrire :
pC o~

Preuve du corollaire 2. Fixons ¢ € I’ et choisissons deux termes s et ¢
dans T]. D’apres le lemme 9, il existe des termes s’ et t, dans T;, tels
que s ~ s et ' ~ t. Comme s et t' appartiennent & T;, on a : s'pt/,
puisque (7});er est une présentation de p. On a, dés lors, s’ ~ ¢/, par
définition de ~. Finalement, on a, par transitivité de ~ : s ~ t.

La seconde formulation du corollaire utilise le fait que (77);cp est une
présentation de p'. O

Il nous est maintenant facile de démontrer le théoreme 18.

Preuve du théoréme 18. Nous utilisons les notations et les hypotheses
du théoreme 18. Soit ~ la plus petite congruence qui vérifie les deux
implications du point 1. de I’énoncé du théoréme. Nous prouvons d’abord
que ~ = ~y.

1.Ona: ~ C ~.
En effet, le corollaire 1 implique que la relation ~, est une con-
gruence qui vérifie toutes les conditions imposées a la relation ~
sauf, peut-étre, la minimalité.
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2. Onaaussi: ~y C ~.
Cette inclusion résulte immédiatement du corollaire 2, et des théo-
remes 3 et 4.

Le deuxiéme point de ’énoncé du théoréeme résulte facilement du lemme 9
etdufait queT = {teT|IseT' :s ~y t}ou T'=dom(p). O

2.3.2.3 L’opération normalize

L’opération normalize sert, comme on le devine, a “normaliser” une col-
lection de structures E' de maniére a expliciter toutes les “conséquences
logiques” des contraintes d’égalités contenues dans la relation p dénotée
abstraitement par F. En d’autres mots, elle transforme la collection de
structures F de telle sorte qu’elle représente la complétion congruente
~, de la relation p (voir la définition 9).

Définition 24 (Définition opérationnelle de 'opération normalize). Soit
E, une collection de structures (bien formée). L’opération normalize,
appliquée & E, modifie F, comme suit.

1. Si E est déja normalisée, on ne fait rien. (E reste inchangée.)

2. Sinon, on choisit, dans F, deux structures f(i1,42) : ket f(i1,12) :
I, de méme clé, mais telles que k # [. On applique, ensuite, 'opé-
ration substitute & E et aux identifiants k et [. Finalement, on
réapplique 'opération normalize a E.

Note 10. 1l est évident que I’algorithme récursif ci-dessus peut étre rem-
placé par une boucle simple (récursivité terminale).

Exemple 5. Appelons F, la collection de structures obtenue a la fin de
I’exemple 4. On a : £ = Fy U Ej3, avec :

Ei={a:1, b:1, f(1):1} Es={f(1):3}.
Les ensembles de termes correspondants sont, comme on l’a vu :

Ty = {a, b, f(a), f(b), f(f(a)), F(F()), F(f(f(a))), FCSCFD))), ...}
Tz = {f(a), f(b), f(fa)), f(F(D)), f(f(f(a)), FCFCF(B)), - ).

L’application de l'opération normalize a cette collection de structures
choisit d’abord les structures f(1) : 1 et f(1): 3, de méme clé. Ensuite,
elle applique 'opération substitute & F et aux identifiants 1 et 3, ce qui
donne E’, ci-dessous :

E'=FE/={a:1, b:1, f(1):1}.
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Dans 'exemple ci-dessus, 'opération normalize a seulement simplifié la
collection de structures, sans déduire de nouvelle égalité entre termes.
Voici un autre exemple ou de nouveaux termes sont introduits et de
nouvelles égalités déduites.

Exemple 6. Soit £ = F; U Es, la collection de structures définie par :
Ei={a:1, f(1):1} Ey,={a:2, g(2):2}.
Les ensembles de termes correspondants sont :

Ty = {a, fla), f(f(a)), fF(f(f(a), F(f(f(f(a)))), ... }
Ty = {a, gla), g9(g9(a)), g(g9(g(a))), g(g9(g9(9(a)))), .- }.

Cette collection contient les deux structures a : 1 et a : 2, de méme clé.
L’opération substitute est donc appliquée a E et aux identifiants 1 et 2,
ce qui donne la collection :

E'=FE{={a:1, f(1):1, g(1):1}.
Cette collection dénote ’ensemble de termes 77 = T} ou

Ty = {a, f(a), g(a), f(f(a)), f(g9(a)), g(f(a)), g(g9(a)), ... }.

De nouveaux termes contenant a la fois le symbole de fonction f et le
symbole g ont été ajoutés a ’ensemble de termes dénoté par E. Tous ces
termes sont désormais égaux a tous les termes dénotés par la collection
au départ.

Nous démontrons maintenant que la définition opérationnelle de I'opé-
ration normalize est correcte.

Théoréme 19 (Spécification de l'opération normalize). Soit E, une
collection de structures (bien formée). Soit p, la dénotation abstraite de
E. L’application de l'opération normalize a cette collection de structures
se termine et fait de E une collection de structures normalisée. De plus,
la dénotation abstraite finale de E est égale a la relation ~,.

Lemme 10. Considérons une application de ’opération substitute d une
collection de structures E et a deuz identifiants k et | utilisés par E (k #
l). Supposons que les ensembles Ey, et E; contiennent, avant application
de l'opération, deux structures possédant la méme clé. Soient p et p' les
dénotations abstraites de E, respectivement, avant et aprés application
de lopération. Sous ces hypothéses, on a l’égalité suivante :
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Preuve du lemme 10. D’apres le corollaire 1, ona: p C p'. D’ou, par
application du théoreme 4 : ~, C ~.

Il reste donc a montrer que ~, C ~,. C’est vrai car la relation ~, vérifie
les conditions de la définition de ~ /, sauf, peut-étre, la minimalité. Pour
le voir, choisissons s et t, des termes quelconques.

1. Il est clair que
spt = s ~, t

par définition de s ~, t.

2. Mais on a aussi
selyettel, = s ~, t

car Ty, et 17 contiennent au moins un terme commun, puisque les
ensembles de structures E, et E; contiennent deux structures de
méme clé (avant d’appliquer opération substitute). Soit u, un tel
terme. On a donc s p u et up t. D'ou, aussi : s ~, u et u ~, t.
Donc, par transitivité : s~ t. ]

Nous pouvons maintenant prouver que ’opération normalize respecte sa
spécification.

Preuve du théoréme 19 (Correction de normalize).

Nous remarquons tout d’abord que I'algorithme donné dans la défini-
tion 24 se termine car le nombre d’identifiants utilisés par la collection
FE diminue d’une unité a chaque appel récursif. Nous pouvons des lors
prouver la correction de l'opération par induction sur le nombre d’iden-
tifiants utilisés par F.

1. Si la collection E est normalisée, sa dénotation abstraite est une
congruence ~ (théoreme 16). Dans ce cas, 'opération normalize
laisse F inchangé, ce qui est correct puisque ~ = ~, (théoréme 3).

2. Si la collection E n’est pas normalisée, 'opération choisit, dans
E, deux structures f(i1,i2) : k et f(i1,i2) : [, de méme clé, et
telles que k # [. Elle applique, alors, 'opération substitute a E
et aux identifiants k et [. Soient p et p’ les dénotations abstraites
de FE, respectivement, avant et apres cette application de 1'opé-
ration substitute. Finalement, I’'opération normalize se réapplique
elle-méme a la collection de structures . Comme le nombre d’iden-
tifiants utilisés par E a diminué d’une unité par rapport a la col-
lection de départ, on peut affirmer, par hypothése d’induction, que
I’exécution complete de I'opération normalize transforme la collec-
tion E de telle sorte que sa dénotation abstraite soit égale a ~ .

78



Mais le lemme 10 nous permet d’affirmer que ~, = ~,. Il s’en suit
que la dénotation abstraite finale de E est bien égale a ~,. O

2.3.2.4 L’opération unify

Cette derniere opération permet de “résoudre des équations entre termes
clos” (voir le paragraphe 2.3.3).

Définition 25 (Définition opérationnelle de 'opération unify). Soit E,
une collection de structures (bien formée). Soient i et j, deux identifiants
d’ensembles de structures utilisés par E. L’opération unify appliquée a
E, i et j, applique d’abord l'opération substitute & E, i et j (ou a E, j
et 7). Ensuite, elle applique 'opération normalize a E.

Théoréme 20 (Spécification de l'opération unify). Avec les notations
de la définition 25, soit p, la dénotation abstraite de la collection de
structures E, avant l'exécution de l'opération unify. Soit encore (T;);cr,
la dénotation concréte de E (avant).

1. Apreés lexécution de l'opération, la collection de structures E dé-
note abstraitement la plus petite congruence ~ telle que l'on ait
(pour tous les termes s, t) :

spt = s ~ t
seliettel; — s ~ t

2. Soient T = dom(p) et T = dom(~). On a :
T = {teT|3seT:s ~ t}
Preuve du théoréeme 20. Conséquence immédiate des théoremes 18 et 19.
O
2.3.3 Reésolution d’équations entre termes clos

Notre notion de collection de structures permet de résoudre de maniere
particulierement simple et élégante un probleme de décision classique
(voir [Koz77, Sho78, NO80, BM07]) que nous énongons ci-dessous. Nous
montrerons plus tard que notre implémentation concrete des collections
de structures rend aussi notre méthode tres efficace.

Soit Eq un ensemble fini d’équations entre termes clos que 'on peut
écrire, par exemple :

Eq:{sl:t1,82=t2,...,8m:tm} (mZO)
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Le probleme classique est de décider si deux termes quelconques s et ¢
sont égaux dans tous les modeles des équations de Eq. Pour résoudre ce
probleme, nous utilisons 'algorithme suivant.

1. Créer une collection de structures E contenant I'unique structure
null : inull-

2. Pour chaque équation u = v de Fy,

(a) Appliquer 'opération toSet a E et u, puis a E (éventuelle-
ment modifiée) et a v.

(b) Soient i et j, les identifiants renvoyés par ces deux applica-

tions de I'opération. Appliquer 'opération unify & E, i et j.

3. Appliquer U'opération toSet & E et a s, puis & t. Les termes s et t

sont égaux dans tous les modeles des équations si et seulement si

les identifiants renvoyés par ces deux applications de 'opération
toSet sont égaux.

Remarque 2.

1. On fera attention au fait que, dans ’algorithme ci-dessus, le sym-
bole E représente un “objet global” qui est susceptible d’étre mo-
difié par chaque application d’une opération. (Il en sera de méme
dans I'implémentation concrete, décrite dans la section 2.4.)

2. On notera aussi que le symbole d’égalité utilisé ci-dessus pour
écrire les équations est “purement formel” et que le fait d’écrire
I’équation s = t ne signifie pas qu’on affirme que les termes s
et ¢ sont identiques. D’autres auteurs préferent utiliser un autre
symbole et écrire, par exemple : s = t.

Pour démontrer la correction de I'algorithme, nous donnons d’abord une
nouvelle définition.

Définition 26 (Congruence sur tous les termes définie par un ensemble
d’équations). Soit Fg, un ensemble d’équations entre termes clos. Nous
appelons congruence définie par Eq, la plus petite congruence =g, sur
tous les termes telle que ’on ait, quels que soient les termes s et ¢ :

s=t € bg = s=pgt

Il est clair qu’on a le théoreme :

Théoréme 21. Soient Eq et Eq, deuz ensembles d’équations entre ter-
mes clos. On a :

Ef CEq = Zp;C =gy
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On restreint ensuite la relation =g, comme suit.

Définition 27 (Congruence associée aux sous-termes d’un ensemble
d’équations). Soit Fq, un ensemble d’équations entre termes clos. Soit T’
I’ensemble de tous les sous-termes des termes figurant dans les équations
de Eq. Soit aussi T I’ensemble de termes défini par ’égalité :

T = {teT|3seT:s 2, t}
On note ~ g, la relation entre termes définie comme suit :
~pg = {(st)|s,teT et s Zpt}

La correction de ’algorithme proposé repose sur le théoreme suivant.

Théoréme 22 (Résolution d’un ensemble d’équations entre termes clos).
Aprés exécution de létape 2 de l’algorithme présenté a la page 80, la col-
lection de structures E a pour dénotation abstraite la relation ~pgq. (Si
FEq est vide, on convient que l’ensemble de ses sous-termes est égal d

{null}).

La preuve du théoreme 22 utilise le lemme que voici :

Lemme 11. Soit Eq, un ensemble d’équations entre termes clos. Soit p,
la plus petite relation réflexive dont le domaine est égal a l’ensemble des
sous-termes des termes figurant dans les équations de Eq et telle que

s=te kg = spt.

Ona :

Preuve du lemme 11. 1l est clair que ’ensemble d’équations Eq et la
relation p imposent exactement les mémes contraintes d’égalités sur les
termes. Par conséquent, les relations =g, et =, sont égales. Donc, les
relations ~ g, et ~, le sont aussi, en vertu du théoreme 10. ]

Nous pouvons maintenant prouver le théoreme proprement dit.

Preuve du théoréeme 22. Nous démontrons le théoreme par récurrence
sur le nombre d’équations de ’ensemble Eq. Si ’ensemble Eq est vide,
le résultat est facile a vérifier. Sinon, soit v = v, ’équation traitée en
dernier lieu par I'étape 2 de I'algorithme et soit E¢ I'ensemble des autres
équations. Soient p et p/, les relations entre termes correspondant a Eq et
Ed, selon 1'énoncé du lemme 11. Notons U, I’ensemble des sous-termes
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de u et v. Notons 7”7, I’ensemble des sous-termes de Eq et T 1’ensemble
de ceux de Eq. On a, évidemment : T = T" U U. On peut supposer,
par hypotheése d’induction, qu’avant de traiter la derniere équation, la
collection de structures E dénote abstraitement la relation ~,. Soit
(Sk)kek, la dénotation concrete de E avant la derniére exécution de
lopération unify. Soit ~' sa dénotation abstraite. On a :

1. dom(~) = {t€T|E|S€T:5§p/ ¢
~ = { (s, t) | s,t € dom(~') et s =,t}

3. uwedS; et vedSj ouietjsont définis comme indiqués au
point 2.b) de 'algorithme.

Soit maintenant ~, la dénotation de E apres la derniére exécution de
I'opération unify. Nous devons montrer que ~ = ~,. Pour cela, il suffit
de montrer que ~ = ~,, d’apres le lemme 11.

1.Ona: ~, C ~.
Pour le voir, il suffit, d’apres les théorémes 3 et 4, de montrer que
p € ~. Soient s et t, deux termes tels que sp t. Il y a trois cas a
envisager.

(a) Les termes s et ¢ sont identiques (réflexivité de p). Il est des
lors évident que l'on a s ~ t, puisque s,t € T, T C dom(~)
et puisque la relation ~ est réflexive.

(b) L’équation s = ¢ appartient & Eq’. Alors, on a sp't. D’ou,
successivement, s =, ¢ (définition de =), puis s ~' t (dé-
finition de ~/, ci-dessus, et s,t € T') et, enfin, s ~ ¢ (par la
spécification de l'opération unify).

(c) Ona s =wuett=wv Dans cecas, s € S; et t € S;, comme
précisé au point 3., ci-dessus. Il s’en suit que s ~ t, par la
spécification de l'opération unify.

2. D’autre part : ~ C ~.

Pour le prouver, nous allons utiliser le fait que dom(~') C dom(~,).
Cela découle des trois faits suivants :

(a) dom(~') = {teT |3seT:s=,t},

(b) dom(~,) = {teT |3IseT: 5=, t},

() = C =, (carp Cp).
I1 suffit maintenant de montrer que la relation ~, respecte toutes
les conditions imposées a la relation ~ par la spécification de unify

sauf, peut-étre, la minimalité. Il y a donc deux points & vérifier.
Soient deux termes s et t.
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(a) On a:
s~ = §~pt.

En effet, s ~' t implique d’abord qu'on a : s =, t et s,t €
dom(~"). D’ou, il vient : s =, t et s,t € dom(~,). D’ott enfin :
s ~, t (par le théoreme 10).

(b) On a, de plus :
seS;ettelS; = s~,t.

Car : s € S; et t € S; impliquent qu'on a s =, u et v =, t.
Dou : s =, u et v =, t. D’ou, encore : s =, t, puisque
u =, v. Comme s,t € dom(~,), on a bien : s ~, t, par le

méme théoreme 10. U
Nous prouvons maintenant la correction de ’algorithme complet.

Preuve de la correction de l’algorithme de la page 80. Apres application
de l'opération toSet aux termes s et t, a ’étape 3. de I'algorithme, la
collection de structures E dénote abstraitement la congruence ~ telle
que

1. dom(~) = {veT|FueT:u Zg v}
2. ~ = {(u,v) |u,ve dom(~) et u Zg;v}

ou 1" est 'ensemble de tous les sous-termes des termes figurant dans
les équations de Fq augmenté des sous-termes de s et t. Comme s et t
appartiennent & dom(~), on a s =g, t si et seulement si s ~ ¢, c’est-
a-dire si et seulement si les identifiants renvoyés par les deux dernieres
applications de l'opération toSet sont égaux (puisque la collection de
structures finale £ est normalisée et que sa dénotation concrete est une
présentation de la relation entre termes ~). O

Exemple 7. Nous donnons d’abord un exemple pour illustrer les deux
premieres étapes de l'algorithme de la page 80, c’est-a-dire la résolu-
tion d’'un ensemble d’équations entre termes clos. Considérons les deux
équations suivantes :

b= f(f(f(a))) a = f(f(a)).

Nous appliquons d’abord 'opération toSet aux termes figurant en parties
gauche et droite de la premiere équation. Nous obtenons une collection
de structures E° telle que la suivante :

EY={b:1}) EY={a:2} EY={f(2):3} BY={f(3):4} EO={f(4):5).
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Cette collection de structures dénote la famille d’ensembles de termes,
ci-dessous :

W =A{v} 13 ={a} TY={f(a)} T7={f(f(a)} T5'={f(f(f(a))}

Pour résoudre I’équation b = f(f(f(a))), nous appliquons l'opération
unify 4 1, 5 et E°, ce qui nous donne E! :

B ={b:1, f(4):1} E}={a:2} Ey={f(2):3} Ej={f(3):4}.

On peut noter que, dans ce cas, la premiere application de 'opération
substitute produit directement une collection de structures normalisée,
de sorte que 'application de I'opération normalize qui la suit ne modifie
rien. La famille d’ensembles de termes correspondante est :

i ={b, f(f(f@))} Ty={a} T3={f(a)} Ti={f(f(a))}

Pour résoudre la seconde équation, nous appliquons d’abord ’opération
toSet aux termes a et f(f(a)). Aucune de ces deux applications ne modi-
fie la collection de structures courante puisque a € Ty et f(f(a)) € T}.
Pour résoudre la seconde équation, nous appliquons donc 'opération
unify & 2, 4 et E'. L'opération substitute est d’abord appliquée aux
mémes arguments et produit la collection de structures E? :

E?2=1{b:1, f(2):1} E2=1{a:2, f(3):2} E3 ={f(2):3}.

Cette collection de structures dénote une famille de trois ensembles in-
finis de termes :

T = A{b, f(a), f(f(£(), F(FFFCF@), FESSESE @D, -}
13 = A{a, f(f(a), (S (@), FUSSSE @)D, -}
13 = {f(a), F(f(f(@), FUFSF @), FUESSSSE @), -}

On constate que les ensembles E et E3 contiennent deux structures pos-
sédant la méme clé. Par conséquent, 'opération substitute est appliquée
une deuxieme fois, & 1, 3 et E2, ce qui nous donne E3 :

E}={b:1, f(2):1} E3={a:2, f(1):2}.

La collection E® est le résultat final. Elle dénote la famille de deux
ensembles infinis de termes, ci-dessous.

TP = A{b, f(a), F(f0)), F(f(£(), FOFCLF@), FUESF @), -}
17 = {a, (), f(f(a)), F(F(F0)), FUF(F(F(@)), FUEFE@)), -3

On vérifie facilement que les ensembles T3 et T contiennent la totalité
des termes égaux a b et a dans tous les modeles possibles des deux
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équations considérées. Ils contiennent aussi tous les termes égaux a f(a),
f(f(a)), ou f(f(f(a))), c’est-a-dire aux autres sous-termes des termes
figurant dans les équations. Ces constatations sont en parfait accord avec
I’énoncé du théoreme 22.

Exemple 8. Nous montrons maintenant que l’algorithme complet de la
page 80 permet de déterminer si deux termes sont égaux dans tous les
modeles des équations considérées a ’exemple 7.

1. Considérons d’abord les deux termes suivants :
g(a, f(a)) g(f(b),b).

L’application de l'opération toSet au premier terme g(a, f(a)) et
a la collection de structures E? de I'exemple 7, nous donne la
collection de structures E* ci-dessous :

Ef={b:1, f(2):1} Ey={a:2, f(1):2} E} ={g(2,1):3}.

Ensuite, application de la méme opération toSet au second terme
g(f(b),b) ne modifie pas la collection de structures. Elle renvoie
Iidentifiant 3, tout comme la premiere application de 'opération.
Les deux termes sont donc égaux dans tous les modeles des deux
équations.

2. Considérons ensuite ces deux autres termes :
g(a, f(a)) g(b, f(b)).

L’application de 'opération toSet au premier terme g(a, f(a)) et a
la collection de structures E3 de I'exemple 7, nous donne, comme
dans I’exemple précédent, la collection de structures E4 ci-dessous :

Ef={b:1, f(2):1} E3={a:2, f(1):2} E3={g(2,1):3}.

L’opération toSet est ensuite appliquée au second terme g(b, f(b)).
Cette fois, elle modifie la collection de structures, comme suit :

E?={b:1, f(2):1} E}=1{a:2, f(1):2}

B3 ={9(2,1):3} B3 ={g(1,2) :4}.

Elle renvoie l'identifiant 4, alors que la premiere application de
lopération a renvoyé 3. Les deux termes ne sont donc pas égaux
dans tous les modeles des deux équations : la collection de struc-
tures E° constitue, en fait, un modele partiel des deux équa-
tions, dans lequel les deux termes dénotent des valeurs différentes
(respectivement 3 et 4). Ce point est développé plus bas (para-
graphe 2.3.3.1, point 3.).
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2.3.3.1 Discussion

Nous concluons cette sous-section par quelques réflexions plus générales.

1. L’algorithme de décision que nous venons de proposer ne procede
pas tout a fait comme nous l'avions annoncé a la page 62. Il est
nettement plus simple, grace a l'utilisation de 'opération toSet
qui renvoie les identifiants des ensembles de termes contenant les
termes a comparer. Le seul inconvénient de cette méthode c’est
qu’elle nécessite d’éventuellement étendre la collection de struc-
tures pour que sa dénotation contienne les termes a comparer. On
peut imaginer des situations dans lesquelles ces extensions seraient
trop “gourmandes en mémoire”. Nous laissons au lecteur intéressé
le soin d’écrire un algorithme utilisant nos collections de structures
pour implémenter la méthode de la page 62.

2. Notre utilisation de la terminologie “résolution d’équations entre
termes clos” mérite sans doute une justification car, quand on parle
d’équations, on a généralement a ’esprit des équations entre des
expressions ou des termes contenant des variables et le but de la
résolution est de donner aux variables des valeurs qui rendent les
expressions ou les termes égaux. Dans notre cas, nous ne don-
nons pas des valeurs & des variables figurant dans les termes mais
nous fournissons une représentation tres explicite de tous les ter-
mes égaux a tous les sous-termes figurant dans les équations, ce
qui peut étre vu, nous semble-t-il, comme une forme de résolution
d’équations. En particulier, les constantes figurant dans les ter-
mes recoivent des valeurs, de maniere similaire aux variables des
équations “classiques” (voir ’exemple 8).

Pour essayer de bien comprendre la différence entre ces deux uti-
lisations du terme “résolution d’équations”, on peut observer que
dans l'utilisation “classique” du mot, on fixe une interprétation
déterminée, unique, des termes (par exemple, des nombres) et on
cherche a résoudre les équations par rapport a cette interpréta-
tion. Dans notre cas, on cherche a déterminer toutes les inter-
prétations qui rendent les équations vraies. Ainsi, on peut mettre
en parallele notre méthode de résolution d’équations avec 1’algo-
rithme d’unification des termes en logique du premier ordre. Dans
ce cas, l'interprétation des termes est unique et fixée : c’est 1’égalité
“syntaxique” des termes. Une équation telle que a = f(a) n’a pas
de solution car l'interprétation syntaxique des termes n’est pas un
modele de cette équation. Si x est une variable, I’équation = = f(x)
n’a pas de solution car les termes ¢ et f(t) sont syntaxiquement
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différents, quel que soit le terme ¢. Néanmoins, dans certaines ver-
sions de Prolog, on accepte 'existence de termes infinis. Dans ce
cas, I’équation a une solution : le terme constitué d’une infinité
d’occurrences du symbole f. Il est intéressant de constater que la
représentation habituelle (en mémoire) d’un tel terme infini est
semblable & la structure f(1) : 1, dans notre terminologie. Ainsi,
méme si le sens donné aux équations n’est pas le méme, les re-
présentations utilisées et les résultats des algorithmes présentent
d’intéressantes similitudes.

3. La collection de structures résultant de ’application des deux pre-
mieres étapes de 'algorithme de la page 80 est un modele partiel
des équations Eq dans un sens précis, expliqué ci-dessous. La dé-
notation abstraite finale de la collection de structures E est égale
a la congruence ~p,, dont I'extension a tous les termes est égale
a la relation =p,. L’ensemble T/g B4 des classes d’équivalences de
la relation =g, est un modele des équations Eq si on interprete
chaque symbole de fonction f par la fonction f telle que, quels
que soient les termes t; et to, on a : f([t1], [t2]) = [f(t1,t2)], ou [t]
désigne la classe d’équivalence du terme ¢ pour la relation =g,. On
construit un modele équivalent (isomorphe) a celui-1a, en associant
a chaque classe d’équivalence T' de =g, un identifiant i € Z et en
interprétant chaque symbole de fonction f par la fonction f telle
que f(i[tl},i[tg]) = i[f(t1,t2)]- S0it (T})je,, la dénotation concrete de
E, apres résolution des équations de Eg. Chaque ensemble T} est
une classe d’équivalence de la relation =g, On peut donc choi-
sir les identifiants de ce second modele de telle sorte que ir; = j
(pour chaque j € J). Pour chaque structure f(ji,72) : j de E, on
a, évidemment : i, = f (i1y, +it;, ), par définition de la dénotation
concréte de E. Donc, on a : j = f(jl,jz), c’est-a~dire que la col-
lection de structures E donne exactement les valeurs des fonctions
f , dans le second modele, chaque fois que leurs arguments et leur
valeur (résultat) appartiennent & J. Et il y a plus : le reste du
modele peut étre construit “a la demande”, en appliquant ’opéra-
tion toSet a autant de termes que 'on veut. L’information fournie
par E est donc équivalente a une description compléte du modele
(pour autant qu’on lui demande seulement de permettre le calcul
exact et rapide des fonctions f ).

Le modele obtenu ci-dessus est aussi le plus général possible : si
deux termes sont égaux dans ce modele, ils le sont dans n’importe
quel modele.

4. Le probléeme de décision considéré dans cette sous-section 2.3.3
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est classique [Koz77, Sho78, NO80, BM07] mais notre méthode
pour le résoudre est nouvelle et présente plusieurs avantages sur
les solutions qui lui ont été apportées par d’autres auteurs. Nous
discutons cette question a la section 2.6.
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2.4 Implémentation des collections de structures

Nous décrivons maintenant les principes d’une implémentation efficace
de la structure de données présentée “a un haut niveau” dans la sec-
tion 2.3. L’efficacité de cette implémentation est étudiée d’un point de
vue “théorique” dans la premiere partie de la section 2.5 et illustrée ex-
périmentalement dans la seconde partie de cette section. Pour donner
plus de poids a cette étude expérimentale, nous présentons aussi, dans
la section 2.6, une comparaison d’efficacité avec certaines méthodes pro-
posées précédemment par d’autres auteurs.

Nous découpons cette section en quatre parties. La sous-section 2.4.1
présente une liste d’objectifs a priori suffisants pour garantir ’optimalité
d’une implémentation des collections de structures. La sous-section 2.4.2
définit une représentation des collections de structures par un ensemble
de structures de données “logiques”. La sous-section 2.4.3 explique com-
ment réaliser une implémentation des opérations de la sous-section 2.3.2
au moyen de ces structures de données logiques. On y justifie que les ob-
jectifs d’efficacité fixés dans la sous-section 2.4.1 sont atteints par cette
implémentation. Enfin, la sous-section 2.4.4 donne quelques explications
sur la réalisation effective des structures de données “logiques” dans un
langage de programmation “classique” (nous avons utilisé Java).

2.4.1 Objectifs d’efficacité

L’implémentation des collections de structures que nous proposons a
été congue par rapport aux objectifs d’efficacité énoncés et justifiés ci-
dessous.

1. II est souhaitable que l'opération toSet, appliquée a une collec-
tion de structures E et a un terme ¢, s’effectue en O(|¢]) ou |t|
désigne la taille (nombre de symboles) du terme ¢. Une meilleure
complexité est impossible a atteindre : il faut au moins parcourir
le terme en entier pour construire sa représentation.

2. L’opération substitute, appliquée a une collection de structures
E et a deux identifiants d’ensembles de structures k et [, doit
idéalement s’effectuer en O(|S;|) ou S; est I'ensemble des struc-
tures de F contenant au moins une occurrence de [ et | S| est le
nombre d’éléments de cet ensemble 4. Pour cela, on doit pouvoir
“parcourir” 'ensemble S; en un temps de 'ordre de O(] S;|) et
effectuer, dans chaque structure, un remplacement de I'identifiant

4. L’ensemble S; est, en général, différent de F;, on a : E; C 5.
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[ en O(1) (voir la notation 3). Pour réaliser ce dernier point, il
suffit de savoir retirer la structure originale en O(1) et ajouter la
structure modifiée en O(1).

3. Pour que 'opération normalize s’effectue optimalement, il est sou-
haitable de savoir déterminer en O(1) une paire de structures de
méme clé, lorsqu’au moins une telle paire de structures existe (ou
d’établir en O(1) qu’il n’en existe pas).

2.4.2 Structures de données “logiques”

Nous donnons maintenant une description “logique” des structures de
données que nous utilisons pour réaliser les objectifs fixés, ci-dessus.
Nous caractérisons ces structures logiques en termes d’opérations as-
sociées et de leur complexité théorique. La sous-section 2.4.4 explique
comment elles sont réalisées concretement, dans notre implémentation
en Java.

1. Nos algorithmes font grand usage de valeurs appelées identifiants.
Outre les identifiants d’ensembles de structures, introduits par
la définition 14, nous associons un identifiant de clé a chaque
clé f(i1,i2) d’'une collection de structures E et un identifiant de
structure & chaque structure f(i1,i2) : 4, de E. Nous utilisons
le symbole ikey pour dénoter un identifiant de clé et le symbole
istruct pour dénoter un identifiant de structure.

2. Nous maintenons une structure de données appelée table des clés
pour représenter la bijection existant entre les clés de la collection
de structures E et leurs identifiants. Cette table permet d’obtenir
lidentifiant d’une clé, & partir de celle-ci, en O(1) et réciproque-
ment. Il est également possible de lui ajouter ou de lui retirer un
couple formé d’une clé et d’un identifiant de clé, en O(1). (Ceci
nécessite de pouvoir choisir un “nouvel identifiant” en O(1).)

3. Nous maintenons une structure de données similaire pour repré-
senter la bijection existant entre les paires de la forme (ikey, i),
ou ikey est 'identifiant d’une clé f(i1,i2), et 'identifiant istruct
de la structure f(i1,i2) : i. Nous appelons table des structures.

4. Pour chaque identifiant de clé ikey, nous maintenons une liste
contenant les identifiants de toutes les structures ayant pour clé
celle dont ikey est l'identifiant. Nous notons cette liste same-
Key(ikey). Elle est implémentée de telle sorte qu’on puisse lui
retirer ou lui ajouter un identifiant de structures en O(1). On
peut la parcourir en O(n) ou n est le nombre de ses éléments.

90



5. Pour chaque identifiant d’ensemble de structures 7, nous main-
tenons trois listes notées sameld; (i), samelds(i) et sameld(i)
contenant, respectivement, les identifiants de toutes les structures
d’une des formes f(i,i2) : i3, f(i1,1) : i3, f(i1,92) : ¢, selon le cas
(avec f, iy, i9, i3, quelconques). Les opérations sur ces listes ont
la méme complexité que pour les listes du point précédent.

6. Nous maintenons une liste unique, nommée dBList, contenant
tous les identifiants de clés correspondant aux clés pour lesquelles
plusieurs structures (ayant cette clé) existent. Il est possible de
choisir un élément dans cette liste en O(1). Il est aussi possible
de lui ajouter et de lui retirer un élément quelconque en O(1).

2.4.3 Implémentation des opérations sur les collections
de structures

Nous pouvons maintenant décrire en détails les algorithmes implémen-
tant les opérations sur les collections structures, définies a la sous-section
2.3.2.

2.4.3.1 Algorithme de ’opération toSet

L’algorithme procede récursivement exactement comme expliqué a la dé-
finition 22. Toutefois, chaque ajout d'une structure f(iy,i2) : ¢ a la col-
lection de structures E nécessite le choix de trois nouveaux identifiants
1, tkey et istruct, une mise a jour de la table des clés et de la table des
structures, et I'ajout de l'identifiant istruct aux listes sameKey(ikey),
sameldy (i), samelds(iz) et sameld(i). Vu les exigences imposées aux
opérations ces objets, il est clair que la complexité de ’algorithme est
de l'ordre de O(| t]).

2.4.3.2 Algorithme de 'opération substitute

Nous utilisons les notations de la définition 23.

Nous parcourons 'une apres l'autre chacune des listes sameld; (1), same-
Ids(l) et sameld(l). Pour chacun des identifiants de structures istruct
rencontré, nous effectuons les opérations suivantes.

1. Nous retirons 'identifiant de structures istruct de toutes les listes
dans lesquelles il figure. Cela est réalisé comme suit.

(a) On détermine la paire (ikey, i), correspondant & istruct, dans
la table des structures.
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(b) On détermine la clé f(i1,i2) correspondant a ikey, dans la
table des clés.

(c) On retire istruct des listes sameldy(i1), samelds(iz), same-
Id(i) et sameKey(ikey).

. Nous retirons la paire (ikey, i), définie au point précédent, de la
table des structures.

. Si la liste sameKey(ikey) ne contenait précédemment qu’un seul
élément, nous retirons de la table des clés le couple formé de
f(i1,i2) et ikey. Par contre, si elle en contenait exactement deux,
nous retirons ikey de la liste dBList.

. Nous remplacons [ par k dans la structure f(i1,i2) : i. Notons
f(#},45) 4/, le résultat de ce remplacement.

. Nous ajoutons, si elle n’y figurait pas déja, la structure f (i}, ) : 7’

a la représentation de la collection de structures en effectuant les
points suivants.

(a) Sila clé f(i],i5) ne figure pas dans la table des clés, on
lui associe un nouvel identifiant de clé et on place la paire
obtenue dans la table des clés. Dans tous les cas, on note
ikey', identifiant de clé associé a f (i, }).

(b) Sila paire (ikey/, ') ne figure pas dans la table des structures,
on lui associe un nouvel identifiant de structures et on place
la paire obtenue dans la table. Dans tous les cas, on note
istruct’, I'identifiant de structures associé a (ikey’,d’).

(¢) On ajoute lidentifiant istruct’ & chacune des listes same-
Id1(i}), sameldy(ih), sameld(i') et sameKey(ikey'), si il n’y
figurait pas déja.

(d) Si la liste sameKey(ikey') contenait précédemment un seul

élément, différent de istruct’, on ajoute ikey dans la liste
dBList.

La correction de I'algorithme proposé ci-dessus ne peut étre vérifiée qu’en

I'exécutant “symboliquement” pas a pas et en constatant qu’apres cha-
que considération d’un identifiant de structures istruct, associé a une
structure f(i1,42) : ¢, il maintient les propriétés exigées des différentes
structures de données manipulées par I'algorithme (voir la sous-section

En ce qui concerne la complexité théorique de 'algorithme (voir la sous-
section 2.4.1, point 2), nous pouvons la justifier comme suit.
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1. Soit 5;, 'ensemble des structures contenant 'identifiant [, avant
exécution de l'opération substitute. Chaque structure de S} n’est
considérée qu’une seule fois par I’algorithme puisque son identifiant
est immédiatement retiré de toutes les listes dans lesquelles il figure
(point 1. de l'algorithme).

2. Le nombre d’opérations effectuées par ’algorithme pour traiter
chaque structure est fini et borné (il n’y a aucune boucle men-
tionnée dans les différents points de 1’algorithme). De plus, toutes
ces opérations s’effectuent en O(1), d’apres les hypotheses faites
sur les structures de données utilisées. Le traitement de chaque
structure est donc réalisé en O(1).

2.4.3.3 Algorithme de 'opération normalize

L’algorithme réalisant I'opération normalize procede exactement comme
décrit dans la définition 2.3.2.3 en utilisant la liste dBList pour tester si
la collection de structures est normalisée et pour sélectionner une paire
de structures de méme clé, sinon. En effet, la collection de structures est
normalisée si et seulement si la liste dBList est vide. Si elle ne l’est pas,
son premier élément fournit un identificateur de clé ikey correspondant
a au moins deux structures. Les identifiants de deux telles structures
sont directement obtenus en retirant de la liste sameKey(ikey) ses deux
premiers éléments. L’ensemble de toutes ces opérations s’effectue en O(1)
comme requis a la sous-section 2.4.1, point 3.

Néanmoins, les considérations précédentes ne nous renseignent pas beau-
coup sur la complexité théorique globale de 'opération normalize. Celle-
ci fait I'objet, pour l'essentiel, de la section 2.5, mais nous pouvons déja
faire la remarque suivante : le choix de deux identifiants k et [ correspon-
dant & deux structures de méme clé donne deux possibilités d’application
de 'opération substitute. Soit on remplace [ par k, soit k par [. Il semble
a priori évident qu’il vaut mieux choisir de remplacer 'identifiant qui
figure dans le plus petit nombre de structures. Pour cela, il est nécessaire
d’ajouter et de maintenir & jour, pour chaque identifiant d’ensemble de
structures 4, un compteur du nombre d’éléments de l’ensemble S; de
toutes les structures contenant I'identifiant i.

L’opération unify se composant d’'une application de substitute suivie
d’une application de normalize, son algorithme procede de la méme fagon
et ne nécessite pas d’étre commenté davantage ici.
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2.4.4 Notes sur 'implémentation concrete

Nous donnons maintenant des informations sur la maniére dont les struc-
tures “logiques” de la sous-section 2.4.2 sont réalisées concrétement dans
notre implémentation en Java.

1. Nous utilisons des nombres entiers non négatifs (valeurs du type
int) comme identifiants. Nous fixons une valeur maximale & cha-
que sorte d’identifiant. Ces valeurs sont notées ci-dessous NBRSETS,
NBRKEYS et NBRSTRUCTS®.

2. Nous avons congu une “nouvelle” structure de données (classe
Java), nommée DoubleList, capable de représenter simultanément
un nombre quelconque d’ensembles disjoints d’entiers non négatifs
inférieurs a une borne supérieure N. Ces ensembles sont tous re-
présentés a l'intérieur de deux tableaux d’entiers indicés de 0 a
N — 1, notés pred et succ. Ces deux tableaux permettent de re-
présenter les différents ensembles sous forme de listes doublement
chainées utilisant les éléments des tableaux dont les indices sont les
éléments des ensembles. L’ordre des éléments dans les listes est in-
déterminé : il dépend, en fait, de ’ordre dans lequel les éléments ont
été ajoutés a ’ensemble. Si la valeur v n’a pas de prédécesseur (de
successeur) dans l'ensemble, on a : pred[v] = —1 (succfv] = —1).

Les éléments des deux tableaux dont les indices ne figurent dans
aucun des ensembles représentés, sont regroupés en une seule liste
simplement chainée, utilisant un des deux tableaux. Pour distin-
guer ces positions des positions “utilisées” par les ensembles repré-
sentés, on “code” les indices de cette liste par des nombres négatifs
< —2. Cette liste des positions libres permet de choisir en O(1) une
valeur ne figurant dans aucun ensemble.

Il est clair qu’avec cette représentation, on peut aussi enlever un
élément d’un ensemble, et le remettre dans la liste des positions
libres en O(1) et, également, ajouter a un ensemble un nouvel
élément, choisi dans la liste des positions libres, en O(1).

3. Sur base de la classe DoubleList, nous avons construit une deux-
ieme classe, nommée MultilList, paramétrée par un second entier
positif M, qui maintient exactement M ensembles disjoints de va-
leurs (comprises entre 0 et N — 1) et fournit un accés au premier
élément de chacun de ces ensembles, grace a I'utilisation d’un troi-
sieme tableau indicé de 0 a M — 1.

5. De facon plus correcte, ces symboles représentent le nombre total d’identifiants
disponibles dans chaque catégorie d’identifiants.
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. La totalité des listes sameKey(ikey), sameldy(i), samelds(i) et
sameld(i) est représentée par quatre “instances” de la classe Mul-
tiList. Pour la premiere de ces instances, on choisit M =NBRKEYS
et N =NBRSTRUCTS. Pour les trois autres, on choisit M =NBRSETS
et N =NBRSTRUCTS. La liste libre de l'instance contenant les listes
sameld(i) est utilisée pour choisir un nouvel identifiant de struc-
ture. En effet, chaque structure appartient & un ensemble de struc-
tures unique. Donc, les identifiants de structures libres sont ceux
qui n’appartiennent & aucune liste sameld(z).

. Sur base de la classe DoubleList, nous avons construit une troi-
siéme classe, nommeée OneList, qui maintient un seul ensemble de
valeurs ainsi qu'une liste complémentaire de valeurs libres.

. Une instance de la classe OneList maintient la liste des identifica-
teurs d’ensembles de structures F;. Sa liste libre sert & choisir un
nouvel identificateur ¢, chaque fois qu’un nouvel ensemble de struc-
tures est créé par 'opération toSet. Lorsqu’un identificateur [ est
retiré de ’ensemble des identificateurs d’ensembles de structures,
par opération substitute, il est rajouté a la liste libre de cette
instance pour étre réutilisé plus tard (comme un identifiant “tout
neuf”). Cette instance est évidemment telle que N = NBRSETS.

. Une autre instance de la classe OneList contient la liste dBList des
identificateurs de toutes les clés correspondant a deux structures
au moins. Pour cette instance, on a, bien siir, N = NBRKEYS.

. Pour représenter la table des clés et celle des structures, nous utili-
sons deux tables de hachage. La table de hachage réalisant la table
des clés est un simple tableau indicé par les identificateurs de clé
et accédé selon la méthode de I'adressage ouvert. Par contre, la
table des structures est réalisée, d’une part, par un tableau, indicé
de 0 & NBRSTRUCTS — 1, contenant les paires (ikey,i) et, d’autre
part, par une cinquieme instance de la classe MultiList, telle
que N = NBRSTRUCTS. (M peut étre choisi indépendamment de
NBRSETS, NBRKEYS et NBRSTRUCTS). La fonction de hachage doit
garantir que les identifiants de structures sont répartis équitable-
ment entre les M listes maintenues par I'instance. (On peut noter
que cette seconde table de hachage est superflue lorsque la collec-
tion de structures E est normalisée ou “quasi normalisée”, car on
peut alors lui substituer l'instance de la classe Multilist repré-
sentant les listes sameKey(ikey). Malheureusement, il arrive dans
certaines applications que la collection E contienne un tres grand
nombre de structures de méme clé. La seconde table de hachage
est alors indispensable pour maintenir les performances annoncées
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pour les algorithmes. Nous en montrerons un exemple a la sec-
tion 2.5.)
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2.5 Complexité théorique et étude expérimen-
tale d’efficacité

Nous avons établi que le temps d’exécution d’une application utilisant
les collections de structures est proportionnel au nombre de renommages
effectués par les opérations substitute et a la somme des tailles des ter-
mes “ajoutés” a la collection de structures au cours du traitement. Nous
nous attelons maintenant a estimer la complexité globale d’une telle
application. Nous allons le faire en combinant étude théorique et expé-
rimentation pratique.

Nous choisissons pour objectif de donner au lecteur des informations
générales valables pour n’importe quelle application quitte & fournir
plus tard, dans de futurs travaux, des caractérisations plus précises pour
telle ou telle application particuliere. Des lors, nous nous concentrerons
d’abord sur I’étude de complexité d’un traitement concernant a effectuer
une suite d’opérations substitute ou unify sur une collection préexistante,
sans y ajouter de nouveaux termes en cours de route (sections 2.5.1 a
2.5.5). Nous compléterons cela ensuite par I’étude de complexité de la
résolution d’un ensemble d’équations entre termes clos, en distinguant
deux options : créer tous les termes préalablement ou les créer au fur et
a mesure de la résolution des équations (section 2.5.6).

Introduisons maintenant la premiere étude : effectuer une suite d’opé-
rations substitute ou unify sur une collection préexistante. Il y a trois
parametres a prendre en compte pour une telle étude : le nombre M
d’identifiants de la collection de départ, le nombre N de structures de
cette collection et le nombre m d’opérations substitute effectuées. Nous
cherchons d’abord des résultats de complexité en fonction de ces trois pa-
rametres, puis nous détaillons plus particulierement le casoum = M —1
qui correspond au “pire des cas” dans lequel tous les identifiants sont
finalement unifiés.

Il s’avere qu’il est éclairant de distinguer trois “sortes” de collection de
structures correspondant a des “sortes” de traitements ou a des “phases”
successives d'un méme traitement © :

1. Nous appelons collection creuse (au sens strict), une collection
normalisée dans laquelle le nombre de structures N est égal au
nombre d’identifiants M. Une telle collection représente un en-
semble de termes tous “non équivalents” deux a deux, c’est-a-dire
que chaque ensemble de structures F; contient une seule struc-

6. Ces distinctions peuvent aussi s’appliquer “localement” a une partie d’une col-
lection.
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ture. Une telle collection apparait toujours au début d’un traite-
ment si on crée tous les termes nécessaires au traitement avant
de les mettre en relation.

2. Nous appelons collection dense (au sens strict), une collection nor-
malisée dans laquelle il existe exactement une structure f(iy,1%2) :
i pour chaque couple d’identifiants i1, io utilisés par la collection
(et chaque symbole de fonction f, utilisé par la collection). Cela
implique que chaque terme, constructible avec les symboles de
fonction utilisés par la collection, est représenté dans la collec-
tion (par un identifiant déterminé). Autrement dit, la collection
représente une théorie équationnelle complete.

3. Nous appelons collection hyper dense (au sens strict), une collec-
tion dans laquelle il existe exactement une structure f(i1,iz) : 4
pour chaque triplet d’identifiants i1, i9, ¢ utilisés par la collec-
tion, et chaque symbole de fonction f. Une telle collection n’est
évidemment pas normalisée en général.

Nous utilisons aussi les adjectifs “creuse”, “dense” et “hyper dense” pour
des collections qui sont “proches” de collections “creuse”, “dense” et “hy-
per dense” au sens strict. Il est clair que plus une collection est “proche”
d’une collection au sens strict, plus elle se comportera comme elle vis-a-
vis des algorithmes qui s’y appliquent. Typiquement, dans une collection
creuse, les ensembles de structures FE; contiennent peu de structures,
mais beaucoup, dans une collection dense. Dans une collection dense, le
nombre N de structures est de 'ordre de M2. Dans une collection hyper
dense, il peut étre de I'ordre de M?3. Une collection hyper dense “n’a
pas d’intérét pour elle-méme” puisque seules les collections normalisées
sont stables vis-a-vis de 'opération normalize mais, comme nous le ver-
rons expérimentalement, il arrive trés souvent que des collections hyper
denses soient créés de maniere intermittente avant d’étre réduites a une
collection normalisée (dense).

2.5.1 Bornes supérieures au nombre de renommages

Nous cherchons d’abord des formules pour caractériser le pire des cas
d’exécution d’un algorithme qui effectue m opérations substitute sur les
identifiants d’une collection de structures comportant, au départ, M
identifiants et N structures (0 < m < M < N). Nous ne faisons ici
aucune hypothese particuliere sur la forme de la collection ni sur la facon
dont les identifiants, auxquels on applique 'opération substitute, sont
choisis. Nous établissons plusieurs bornes supérieures en commencant
par une borne précise mais paramétrée par des nombres dépendants
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de chaque exécution particuliere. Nous en tirons d’autres bornes, moins
précises mais utilisant des parametres plus généraux, jusqu’a trouver des
expressions ne dépendant que de M, N et m.

Théoreme 23. Soit Tren,,, le nombre de renommages effectués par les
m premiéres applications de l’opération substitute auz identifiants d’une
collection de structures E. Nous notons

- I : lensemble des M identifiants utilisés par E (au départ),

- pour chaque i € I, n; : le nombre d’occurrences de l’identifiant i dans
les structures de E,

-n = Y erni : le nombre total d’occurrences d’identifiants dans les
structures de F,

- I™ : l’ensemble des identifiants de E (modifiée) aprés la m—éme ap-
plication de substitute. Cet ensemble comporte M — m identifiants.

- pour chaque i € I, I'" : I’ensemble des identifiants de la collection de
départ qui ont été renommés en i par les m applications de substitute.

Ona:
1=y (2.1)
ielm
- pour chaque i € I'™, ni* : le nombre d’occurrences, dans la collec-
tion de départ, des identifiants qui ont été renommés en i par les m

applications de substitute. On a :

ngt = Z n; (2.2)

jEI™

Tout ca étant fizé, on a :

1
Tren,, < 3 ( Z n;"logy ni" — Z n;log, nl> (2.3)

iel™ el

Preuve du théoréeme 23. Nous démontrons le théoreme par récurrence
"sim=0car I° = I et nY = n; pour
tout ¢ € I. Et aussi, bien siir, parce que Treng = 0.

sur m. Le résultat est “éviden

Supposons maintenant que 0 < m < M et que le résultat soit vrai
pour m — 1. Soient k et [ les identifiants auxquels la m—eme opération
substitute est appliquée. Nous supposons que I'on renomme l'identifiant
qui a le moins d’occurrences dans la collection (& ce moment-1a). Nous
supposons, de plus, qu’il s’agit de [. Soit r, le nombre de renommages
effectués. On a, nécessairement :

r < min (nznfl,n;”*l) (2.4)
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En effet, puisque 'opération substitute ne crée jamais de nouvelle struc-
ture mais ne fait que les renommer, le nombre d’occurrences de k et [ est
nécessairement inférieur ou égal, respectivement a nznfl et a nlmfl. De
plus, r est inférieur ou égal au nombre d’occurrences de [ et au nombre
d’occurrences de k, dans la collection, & ce moment. Donc r est inférieur
ou égal a n;”_l et a n}n_l. De l'inégalité 2.4, on tire immédiatement :

1 1
Tty (n?_l logy nf" 4+ nf" ! log, n;”_l) < in? log, ny! (2.5)

en utilisant le fait que n}* = n?il + nlmfl et une propriété prouvée a
l'annexe B (Théoreme 32).

Nous pouvons maintenant prouver la relation 2.3, en utilisant 'hypo-
these de récurrence et le fait que nf* = /" !sii € 1™\ {k} :

Treny,, = r+ Trenp—1
1
< r+ 5( Z n;”_l log, n;”_l — Z n; logy ny)
ie[m—1 el
= r+ §(n;”_1 logy n" 4+ nf"tlogy n* 1)
1
+ 5( Z n;”_l log, n;”_l — Z n;logy n;)
ieIm—1\{k,1} icl
1 1
< 5“? logy ny' + 5( Z ;" logy n;" — an logy ;)
ieIm\{k} icl
1
= 5( Z ni*logy ni* — an log, 1)
ielm il

O

Note 11. L’intuition derriére la relation 2.3 est la suivante. Si la collec-
tion de départ était telle que n; = 1 pour tout ¢ € I, la relation 2.3
deviendrait simplement :

Tren,, < % Z n;" logy ni (2.6)
iel™m

Une telle collection n’est pas bien formée, en général, puisque certains
(beaucoup) de ses ensembles F; sont vides. On peut cependant créer de
telles collections et leur appliquer librement 'opération substitute. En
réalité, la collection de départ du théoréme 23 peut étre construite par
applications successives de 'opération substitute a une telle collection
mal formée. Le nombre de renommages nécessaires sera borné par le
nombre

1
3 Z n; logy n; (2.7)
el
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En soustrayant le nombre 2.7 du terme de droite de la relation 2.6, on
retrouve la relation 2.3. Intuitivement, en frangais, on calcule la borne
supérieure en supposant qu’on est parti d’une collection avec n; = 1
pour tout i € I et on lui retire le nombre de renommages nécessaires (au
pire) pour construire a partir de cette collection, la “vraie” collection de
départ.

Nous calculons maintenant des versions simplifiées, moins précises mais
plus synthétiques, de la borne supérieure fournie par le théoréme 23.

Théoréeme 24. Nous reprenons les notations du théoréme 23 et nous y
ajoutons les suivantes. Pour chaque i € I™, nous notons m}*, le nombre
d’identifiants de l’ensemble IT", moins 1, c’est-a-dire le nombre d’appli-
cations de l'opération substitute ayant été exécutées pour remplacer les
occurrences de ces identifiants par des occurrences de i. On a donc :

m = ;crmm;’. Avec ces notations, on a les résultats suivants.

1
Tren, < = Z ny" logy(mi™ + 1) (2.8)
2.
icl™
3
Tren, < 3 N logy(m +1) (2.9)
3
Tren,, < §N logy M (2.10)

Preuve du théoréme 24. Nous démontrons d’abord que pour chaque ¢ €
Iy, ona:

ni"logyni" — Y njlogyn; < nilogy(mi" + 1) (2.11)
jerm

Pour le voir, remarquons que l'on a

L m
Z”j—”z‘

JEI™

et que, pour n’importe quelle combinaison de valeurs n; vérifiant cette
égalité, I'expression

Z n;logy n;

jerm
prend sa plus petite valeur lorsque toutes les valeurs n; sont égales, et,

donc, égales a

m
g

mt+1
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Cette valeur minimale est

m m m

nk "
D milogy mty = (mi 1)t o
]elim 7 7

1
mi® +1
= n;"(logyn" —logy(m;" + 1))

= n;"logyni" —n;"logy(m;" + 1)

Ce résultat est prouvé en annexe (Théoréme 33).

Des lors,

n;" logy n;" — Z njlogy n;
jerm
< ni"logyni" — (n" logyn" — ni" logy(m;" + 1))

— nllogy(my" + 1)

Nous pouvons maintenant démontrer la relation 2.8 a partir de la rela-
tion 2.3, en utilisant la relation 2.11 :

1
Tren,, < 5(2 ni*logyni® — Z n;logy n;)
iel™ 1€l

1
= 5(2 ni*logyni® — Z Z n;logynj)
ielm ielm jerm
1
= 3 > (nj*loggni* — Y njlogyny)
ielm jerm
1
< 53w omy(my + )
ielm

Nous prouvons maintenant la relation 2.9 a partir de la relation 2.8, en
observant que chaque nombre m;" est borné par m et que ) ;c;m n;"* est
borné par 3N :

1
Tren,, < 3 Z ni*logy(mi® + 1)

1 iel™

< 13 ' logy(m £ 1)
1 iel™

= 5( Z n;") logy(m + 1)
3 elm

< 5NlogQ(m +1)

Finalement, la relation 2.10 est obtenue “trivialement” a partir de la re-

lation 2.9, en faisant m = M — 1. Cette relation fournit une borne supé-
rieure absolue au nombre de renommages effectués par n’importe quelle
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application effectuant des opérations substitute, unify ou normalize sur
une collection de structures contenant au départ M identifiants et IV
structures, sans lui ajouter de nouvelles structures, bien entendu. O

Note 12. Nous avons établi les résultats de cette section en choisissant,
lors d’une application d’une opération substitute a deux identifiants k
et [, de remplacer celui qui comporte les moins d’occurrences dans les
structures de la collection. D’autres criteres de choix sont envisageables.
Par exemple, on peut choisir I'identifiant qui figure dans le moins de
structures. Avec cette méthode, on obtient les mémes résultats que ci-
dessus mais la preuve du théoréme 23 est un peu moins simple. On peut
aussi penser choisir de remplacer [ si m]* < mj"* (et k, sinon). On obtient
alors, par un raisonnement direct, la relation de complexité :

Tren,, < Z n;" logy(mi™ + 1) (2.12)
ielm

qui est moins bonne que la relation 2.8 et, a fortiori, que la relation 2.3.
Cette facon de faire semble donc un peu moins efficace, conformément
a “Pintuition”. On peut encore choisir [ dont la “hauteur”, dans "I’arbre
des fusions” des identifiants de I} et de Ij", est la plus petite. Cette
méthode de choix équivaut a la précédente.

Pour finir, on notera que toutes ces méthodes de choix sont aisées a
mettre en oeuvre en associant a chaque identifiant de la collection le
compteur adéquat.

2.5.2 Etude expérimentale

Nous complétons I’étude théorique de la section 2.5.1 par une étude ex-
périmentale. L’étude de la section 2.5.1 se base sur le nombre de struc-
tures présentes dans la collection initiale et ne prend pas en compte le
fait que ce nombre peut diminuer lors des renommages de structures. Il
est méme inévitable qu’il diminue lorsque la valeur de m devient proche
de M. Indépendamment de cela, on peut prédire que le nombre de re-
nommages moyen est moindre que ce qui est prévu par notre étude des
pires des cas. Nous proposons donc maintenant une étude expérimentale
de ce nombre de renommages moyen.

Nous menons les expérimentations suivantes. Nous créons “aléatoire-
ment” des collections de structures normalisées utilisant M = 1.000
identifiants et un nombre de structures N égal a 1.000, 10.000, 100.000
ou 1.000.000. Si M = 1.000, la collection est creuse au sens strict. Si M =
1.000.000, elle est dense au sens strict. Les collections sont construites
comme suit. Nous construisons, d’abord, une collection creuse contenant
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1.000 identifiants et 1.000 structures, en choisissant, pour chaque nou-
velle structure f(i1,72) : 4, un nouvel identifiant ¢ et deux identifiants
11 et io déja utilisés dans des structures précédemment créées. Pour la
premiere structure créée, on choisit i1 = i9 = i,y. Toutes les struc-
tures utilisent le méme symbole de fonction f. On complete ensuite la
collection en choisissant “aléatoirement” les structures complémentaires
nécessaires, en veillant & ne jamais choisir deux structures possédant la
méme clé. Nous exécutons ensuite M — 1 opérations substitute sur cha-
cune de ces collections jusqu’a obtenir une collection qui ne contient plus
qu’un identifiant et deux structures. Nous le faisons selon deux “straté-
gies” bien différentes. Dans le premier cas, chaque opération substitute
est appliquée a deux identifiants k et [ choisis “au hasard” dans ’en-
semble des identifiants restants (encore utilisés par la collection). Dans
le second cas, nous exécutons des opérations unify, au lieu d’opérations
substitute. Il s’en suit que les identifiants ne sont plus toujours tirés
“au hasard” : lorsque les opérations substitute sont appliquées a l'inté-
rieur d’une opération normalize (déclenchée par une opération unify),
les identifiants choisis correspondent a la présence dans la collection de
deux structures possédant la méme clé. Pour chacune de ces stratégies,
nous collectons trois informations : le nombre N,, de structures encore
présentes dans la collection, le nombre Tren,, de renommages effectués
depuis le début du traitement et Ren,,, le nombre “instantané” de re-
nommages effectués a I’étape m. Le nombre m représente le nombre
d’opérations substitute déja effectuées depuis le début du traitement,
qu’elles soient ou non effectuées a 'intérieur d’une opération normalize.
Ces nombres difféerent évidemment en fonction du contenu de la collec-
tion de départ et des choix aléatoires d’identifiants. Les nombres Ren,,
en particulier, sont extrémement variables d’une exécution a une autre.
Pour obtenir une estimation du comportement moyen des algorithmes,
nous répétons les mesures un grand nombre de fois et nous prenons
des moyennes. Les expériences sont effectuées 10.000 fois si N = 1.000,
5.000 fois si N = 10.000, 2.500 fois si N = 100.000, et 1.250 fois si
N = 1.000.000.

Nous montrons maintenant les graphiques correspondant a ces expéri-
mentations en y ajoutant des éléments d’interprétation. Sur les trois
graphiques correspondants aux trois types de grandeurs N,,, Tren,, et
Ren,y,, les courbes tracées en continu et notées (a), (b), (c), (d), corres-
pondent a ’exécution purement “aléatoire” d’opérations substitute tan-
dis que les courbes tracées en traits interrompus et notées (A), (B), (C),
(D) correspondent a l’exécution d’opérations unify. L’ordre alphabétique
croissant des lettres correspond aux valeurs croissantes du nombre initial
de structures : N = 1.000, 10.000, 100.000, 1.000.000.
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Figure 2.1 — Nombre de structures N,,, en fonction de m

L’évolution du nombre N,, de structures est présenté a la figure 2.1.
Les courbes présentées sur la figure décrivent en fait I’évolution de la
quantité N Cela permet de réunir toutes les courbes en une seule figure
et facilite la comparaison des résultats. L’algorithme se comporte assez
différemment selon la stratégie utilisée. Si 'on exécute des opérations
substitute sur des identifiants choisis purement “au hasard”, le nombre de
structures ne diminue pratiquement pas jusqu’a ce que N soit proche de
(M —m)3. A ce moment-la, toutes les structures possibles sont utilisées
et les opérations substitute qui suivent ne peuvent que supprimer toutes
les structures contenant ’identifiant qui est renommé, ce qui explique la
diminution extrémement rapide de la valeur N,,. La chute rapide de IV,
se produit d’autant plus tard que IV est petit puisqu’il faut évidemment
une plus grande valeur de m pour que N soit proche de (M — m)3
la collection est creuse que si elle est dense. Dans le cas ot 'on exécute
des opérations unify, la décroissance de N,, se produit plus tot et elle
est comparativement moins brusque. L’explication principale en est que
Popération wunify supprime une structure de la collection de structures
des que celle-ci contient deux structures possédant la méme clé, ce que
I’autre stratégie néglige de faire. Cela se passe assez tard si la collection

si
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est creuse mais tres tot, des le début, si la collection est dense.

Tren,
8 4 N ..
i oga( e+ 1) g
6
4
2

m
250 500 750 1000

Figure 2.2 — Nombre total de renommages Tren,,, en fonction de m

La figure 2.2 fournit I'information la plus pertinente pour estimer ’ef-
ficacité pratique de nos algorithmes, en moyenne : le nombre total de
renommages effectués apres m opérations substitute. A nouveau, pour

obtenir une figure lisible et synthétique, nous donnons des courbes non

Trenm. On constate sur la

pour la valeur Tren,, mais pour la valeur
figure que les résultats expérimentaux sont nettement meilleurs que les
bornes supérieures calculées dans la section 2.5.1 : dans tous les cas,
on a : Tren, < %N log, (M) et, si 'on applique unify : Tren, < %m
< 5.5 N. On voit que pour des valeurs de m trés proches de M, I'uti-
lisation de l'opération unify provoque moins de renommages que celle
de T'utilisation “aléatoire” de substitute. Néanmoins, pour des valeurs
petites et moyennes de m, 'utilisation de substitute provoque moins de
renommages et ce nombre grandit relativement lentement, de 'ordre de

N log, MM

La forme des courbes de la figure 2.2 et la différence de comportement
des algorithmes selon 'utilisation de substitute ou de unify s’explique
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Figure 2.3 — Nombre instantané de renommages Ren,,, en fonction de m

mieux en considérant la figure 2.3 qui présente les nombres de renom-
mages “instantanés”, c’est-a-dire les courbes dérivées, par rapport a m,
de celles de la figure 2.2. Dans le cas de 'opération substitute, la valeur

. . p . 2N
de Ren,, est approximativement égale a Sy

peu prés : N = (M — m)3, c’est-a-dire : m = M — V/N ; soit, pour les
valeurs choisies pour M et N : m =990 (a), 978.5 (b), 953.5 (c), 900 (d).
A ce stade, le nombre de renommages diminue extrémement rapidement
puisque pratiquement toutes les structures renommeées sont supprimées.
Il est de l'ordre de (M — m)?. Dans le cas de l'opération unify, I'ex-
plication des courbes de la figure 2.3 est plus difficile. Nous pensons
qu’elle peut se formuler comme suit. Dans un premier temps, tant que
peu de structures ayant des clés égales sont créées par renommage, les
algorithmes se comportent comme pour 'opération substitute. Lorsque
la collection devient dense, le nombre de structures se met a décroitre
mais le nombre “instantané” de renommages augmente parce que les
identifiants qui ont déja participé & un renommage (ou plus) ont un plus
grand nombre d’occurrences et figurent donc plus souvent que les autres
en position d’identifiant principal des structures (i dans la structure
f(iy,i2) : 7). Des lors, ces identifiants sont plus souvent renommés. Il se

jusqu’a ce qu’on ait, a
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produit donc une phase intermédiaire durant laquelle les identifiants qui
n’ont jamais participé a un renommage sont ignorés et les autres identi-
fiants sont répétitivement renommeés jusqu’au moment ou il n’en existe
plus que quelques-uns, voire un seul. Cet identifiant survivant est fina-
lement unifié avec ceux qui étaient ignorés jusque-la. Ceux-ci sont bien
entendus “absorbés” par l'identifiant dominant, moyennant un faible
taux de renommage, correspondant au plus au nombre d’occurrences de
ces identifiants dans la collection de départ. Les maximums (A), (B),
(C), (D), correspondent au moment ou la partie de la collection conte-
nant les identifiants “actifs” (non ignorés) devient pratiquement hyper
dense. Les structures qui les contiennent sont alors rapidement suppri-
mées par renommage (voir la figure 2.1). Finalement, les identifiants
ignorés jusque-la sont absorbés de maniere uniforme et le nombre de
renommages est assez semblable & ce qu’il était au début du traitement.
On le voit particulierement bien sur la courbe (A) de la figure 2.3. Pour
les grandes valeurs de N (courbes (C) et (D)), correspondant & des col-
lections denses, au départ, la phase menant & la détermination d’un
identifiant “dominant” se produit au début du traitement et le nombre
de renommages décroit ensuite lentement.

2.5.3 Estimation du nombre de renommages en moyenne

L’étude expérimentale de la section 2.5.2 montre que le comportement
en moyenne des algorithmes exécutant répétitivement des opérations
substitute ou unify, sur une collection de structures donnée initialement,
est significativement meilleur que ce qui est prédit par les bornes supé-
rieures établies a la section 2.5.1, particulierement quand la collection de
départ est dense. Nous proposons, dans cette section-ci, des estimations
mathématiques de ce comportement moyen. Une étude tout a fait rigou-
reuse, basée sur les probabilités et ’analyse combinatoire, en est, nous
semble-t-il, trés difficile. Nos estimations sont donc basée sur des modé-
lisations simplifiées dont la pertinence sera évaluée par une comparaison
avec I’étude expérimentale, a la section 2.5.4.

Comme pour I’étude expérimentale, nous distinguons le cas, plus simple,
ou 'opération substitute est appliquée répétitivement a des paires d’iden-
tifiants choisis “au hasard” (sous-section 2.5.3.1), du cas, plus intéressant
mais plus difficile, ou c’est I'opération unify qui est appliquée répétiti-
vement (sous-section 2.5.3.2).
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2.5.3.1 Paires d’identifiants choisies au hasard

Nous proposons d’abord deux estimations du comportement moyen de
I’algorithme qui, comme dans la section 2.5.1, ne prennent pas en compte
le fait que le nombre de structures de la collection diminue nécessaire-
ment a partir d’'un nombre d’étapes qui varie selon que la collection
soit plutot creuse (a la fin) ou plutot dense (dés le début). L’estima-
tion la plus simple découle du raisonnement suivant. Si le nombre N de
structures reste constant et si les identifiants sont répartis de maniére
a peu pres uniforme dans les structures, le nombre d’occurrences d’un
identifiant, apres m étapes, est a peu pres égal a

3N

(M —m)
Ce nombre est aussi & peu prés le nombre de renommages qui seront
effectués a I’étape m + 1, car il est rare qu'un méme identifiant figure
plus d’une fois dans une structure. Le nombre total de renommages
effectués lors des m premieres applications de l'opération substitute est
donc, approximativement égal a

m—1 3N
; (M —m)’

Cette somme peut étre approximée par l'intégrale suivante :

/Om%dx.

Cette intégrale se calcule aisément et nous fournit donc I'estimation :

M

Tren,, = 3NlnM7.
-m

(2.13)

On constate que cette estimation est proche de (légeérement supérieure
a) la borne supérieure 2.10, lorsque m = M — 1. En général, cependant,
elle fournit une meilleure approximation que la borne 2.9, comme on
peut le déduire de la figure 2.2.

La seconde estimation que nous proposons est basée sur l'inégalité 2.8.
Notons p™ le nombre d’identifiants de I™ ayant participé a au moins une
des m premieres exécutions de Popération substitute”. C’est le nombre
des ensembles I/™ qui contiennent plus d’un identifiant. Une étude ex-
périmentale montre que l'on a, en moyenne :

m (M —m)
M

7. Nous utilisons les notations du théoréme 24.

m

P (2.14)
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et que cette approximation est précise. Notons J™ ’ensemble des iden-
tifiants de I ayant participé a au moins une application de I'opération
substitute. Pour les identifiants de I"™ \ J™, on a :

logy(m; +1) = 0.
La borne supérieure donnée par la partie droite de l'inégalité 2.8 est
donc égale a ’expression
1 m m
= > n'logy(mi* +1). (2.15)
ieJm
Nous pouvons estimer la valeur de cette expression en multipliant une

> (2.16)

ieJm

estimation de la somme

par une estimation du logarithme de la moyenne

Yiegm(mit +1)
pm

: (2.17)

La somme 2.16 est égale au nombre d’occurrences des identifiants de
I\J™ dans la collection de structures de départ, c’est-a-dire, en moyenne,
en supposant que tous les identifiants ont la méme fréquence dans la
collection initiale :

N
3—(m+p") =~ 3— i =3 , (2.18)

N ﬁ(mm(M—m)) meM —m) N

en tenant compte de 'estimation 2.14.

La moyenne 2.17 se simplifie comme suit, en tenant aussi compte de
I'estimation 2.14 :
dicgmmit +1 m+ p™ m m M

pm T p_mH N w1 T ot

On obtient finalement 1’estimation :

1/, m@2M—-m)N M

— | 1
2(3 M2 )OgQ(M—m+)
3m((2M —m)N M
— 1 1).
2 082 (M T )

M2
La courbe correspondant & cette estimation est représentée a la figure 2.2.
On y voit que lestimation fournit une borne supérieure pour Tren,, qui

Tren,, =~

(2.20)
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est précise sauf pour les grandes valeurs de m, lorsque les nombres NV,
décroissent rapidement. On peut vérifier que si m = M — 1, I'estima-
tion 2.20 est presqu’exactement égale & la borne supérieure 2.10. Au
contraire, si m est petit par rapport a M, 'estimation 2.20 est a peu
pres égale a

3Mm,

ce qui correspond a l'intuition : le nombre de renommages effectués est
égal au nombre moyen d’occurrences d’un identifiant, multiplié par le
nombre d’opérations substitute déja effectuées.

Nous passons maintenant a I'étape suivante, c’est-a-dire : établir des es-
timations des nombres Tren,, qui tiennent compte de la décroissance des
nombres de structures IV,,. Nous le faisons en raffinant la méthode utili-
sée pour établir Uestimation 2.13. (Il n’est pas possible de raffiner 2.20,
qui se base sur une borne supérieure établie sans tenir compte de la
décroissance des nombres de structures.) Nous postulons que 'on a :

N (M —m)3
N + (M —m)3
Cette estimation résulte de la combinaison des deux estimations sui-
vantes.

N, (2.21)

1. Les N structures de la collection de départ sont, apres m appli-
cations de l'opération substitute, transformées en N, structures
n’utilisant plus que M —m identifiants. Il y a (M —m)? telles struc-
tures 8. Nous postulons que la valeur moyenne de N,, est égale
au nombre moyen de structures distinctes obtenues en tirant N
structures au hasard, parmi les (M — m)? structures possibles.
Il n’est pas évident de fournir une expression analytique simple
pour la fonction nbrdist(x,y) qui donne le nombre moyen d’ob-
jets distincts obtenus en faisant x tirages parmi y objets mais une
étude expérimentale montre qu’elle vérifie & peu pres I'identité ?

nbrdist(k z,ky) = k nbrdist(z,y). (2.22)
2. Nous approximons la valeur nbrdist(z,y) par celle de I'expression
Ty
T+ y

8. Nous supposons que la collection n’utilise qu'un seul symbole de fonction,
comme dans notre étude expérimentale. Cela simplifie les calculs mais ceux-ci peuvent
étre adaptés a d’autres cas de figure. Cela ne change pas fondamentalement les résul-
tats obtenus.

9. Plus  précisément, il existe une fonction nbrdist* telle que
limg— o0 w = nbrdist*(z,y) ; la fonction nbrdist™ vérifie identité 2.22 et
le rapport entre nbrdist* (z,y) et nbrdist(z,y) est proche de 1.
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Remarquons qu’on a bien :

(k) (ky) oy

(kz) + (ky) Tty

Une étude expérimentale montre que le rapport entre nbrdist(z, y)
et meryy reste compris entre 1 et 1,265, si x < y. Puisque nous
nous contentons d’estimations, le choix de cette approximation

est raisonnable.

Munis de 'estimation 2.21 de NN,,, nous calculons celle de Tren,,, en
procédant comme pour I’estimation 2.13. Nous obtenons d’abord :

N (M —m)?

R ~ 3 2.23
Ensuite, nous estimons la somme
m—1 2
N (M —
g N (M=) -, (2.24)
= N+ (M — 1)
par l'intégrale
m N (M —z)?dx
3 . 2.25
/0 N + (M —x)3 ( )
Le calcul de cette intégrale fournit ’estimation :
N + M3
Trenm ~ N ln m (226)

Une borne supérieure pour I'estimation du nombre total de renommage

est donc :

N + M3
Nln—""_ 2.27
"N (2.27)

Il est intéressant de la spécialiser dans les deux cas particuliers ou la
collection est creuse (N = M) ou dense (N = M?). Dans le premier cas,
on obtient :

Nln—— = Mlni_i_ ~2MIn M ~ 1,39M logy, M. (2.28)

Dans le second cas, on trouve :

N + M3 M?2 + M3
+ = NlnL ~ Nln M ~ 0,69N logy M. (2.29)

Nln—F—
N+1 M2 +1
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2.5.3.2 Paires d’identifiants correspondant a des structures
de méme clé

Nous cherchons maintenant a estimer le nombre total de renommages
Tren,, lorsqu’on exécute des opérations unify. Rappelons que 'applica-
tion d’une opération unify a deux identifiants k et [ provoque d’abord
Iapplication de I'opération substitute a ces identifiants; ensuite, 'opé-
ration normalize est exécutée : elle exécute des opérations substitute sur
des paires d’identifiants correspondant a deux structures de méme clé,
jusqu’a ce que la collection soit normalisée. Les deux premiers identi-
fiants k et [ sont choisis “au hasard”, c’est-a-dire en attribuant la méme
probabilité d’étre choisis a tous les identifiants. Par contre, les identi-
fiants choisis par la suite dépendent des structures contenues dans la
collection.

Nous cherchons d’abord & découvrir une estimation des nombres IN,,,
dans le méme style que l'estimation 2.21, mais correspondant au nou-
veau scénario choisi. Une différence fondamentale avec le scénario de
la section 2.5.3.1 est que chaque opération substitute déclenchée par les
opérations normalize diminue le nombre de structures de la collection
d’au moins une unité. Les nombres /V,, doivent donc décroitre plus vite
(ce qui se voit clairement sur la figure 2.1). Pour “accélérer” la décrois-
sance de l'expression 2.21, nous 'appliquons de maniere itérative, en
posant, pour tout m tel que (0 < m < M) :

N) = N,
NI — T/TL—l (M - m)3
" T N+ OI—m)
Nous estimons ensuite :
N, ~ NJ. (2.30)
On montre facilement, par récurrence sur m, que l'on a :
, 1
N,, = T T T (2.31)
+ gt F

N (M -1) (M —m)3

Pour simplifier, de maniére approchée, la formule 2.31, nous remplacons
I’expression

! +...+ ! (2.32)
(M—-1)3 "7 (M —m)3 ’
par le résultat du calcul de 'intégrale
m dx
/0 O (2.33)
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qui vaut :

! <¥ - i) | (2.34)
2\ (M —-m)2 M?
En remplagant 'expression 2.32 par l'expression 2.34, dans l'expres-
sion 2.31, et en simplifiant, on obtient I’estimation suivante :
N~ 2N M? (M —m)?
" N M? + (2M?* - N) (M —m)*

(2.35)

Nous procédons maintenant comme précédemment pour calculer les es-
timations de Ren,, et de Tren,,. On obtient d’abord :
3N/, 6 N M? (M —m)

Ren,, =~ = . 2.36
°n M-—m ~ NM?+ (2M?—N)(M—m)? (2:36)

En estimant, comme précédemment, la somme des nombres renommages
instantanés par une intégrale, en ’occurrence :

m 6 N M? (M —z)d
/ . (2 z)dz -, (2.37)
o NM*+ 2M*—N)(M —x)
on trouve :
3N M? 2 M4
Tren,, =~ 1 (2.38)

9MZ—N " NM2+ (2M2— N)(M —m)?’

On remarque que la valeur de 'expression 2.38 n’est pas définie si N =
2M?. Le calcul correct de I'intégrale 2.37 donne, dans ce cas : 3m (2 M —
m). Ceci correspond & une collection de départ presque hyper dense.
Comme a la section 2.5.3.1, nous allons simplifier 'approximation 2.38
dans les deux cas importants ou la collection de départ est creuse (N =
M) ou dense (N = M?), avec une attention particuliere & la valeur
extréme m = M — 1. Mais nous allons d’abord montrer que ’approxi-
mation 2.38 peut se simplifier en
3N

Tren,, =~ BTR (2.39)

pour les petites valeurs de m, exactement comme précédemment. En
posant, pour simplifier les notations,
N M?
P = —
2M? - N
I’approximation 2.38 peut se réécrire :

(2.40)

2 M —
Tren,, ~ 3 P ln(l—i—u)

P+ (M —m)?
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Si m est petit, par rapport & M, on a, ensuite :

! (1+m(2M—m)) m (2 M —m) 2m M
n — ) = ~ )

P+ (M —m)? P+ (M —m)? P+ M?
D’ou :

6 m M3 N
6 mMP P2 3N
Tren,, =~ P 2;\/[M4N = S m (2.41)
2 M2-N

Le calcul de la dérivée de la fonction de m définie par I'approxima-
tion 2.36 (de Ren,,) montre que cette fonction passe par un maximum
lorsque 'on a :

m = M—+P. (2.42)

Si la collection est dense, 1’égalité ci-dessus, fournit la valeur m = 0. 1l
s’en suit que 'approximation de Ren,, est toujours décroissante et que
celle de Tren,, reste toujours inférieure a % m. En posant m = M —1,
on trouve alors que 3 N est une borne supérieure absolue pour Tren,,. Le

remplacement de N par M? dans I'approximation 2.38 fournit la valeur
3N In2 ~ 2,1N, (2.43)

qui est un peu meilleure. On a donc le résultat intéressant que, lorsque
la collection de départ est dense, le nombre total final de renommages
est linéaire dans le nombre de structures : le facteur en log M a disparu.
Lorsque N < M?, on conserve un facteur logarithmique mais les valeurs
obtenues pour les approximations de Tren,, sont inférieures a celles ob-
tenues a la section 2.5.3.1 et cela de maniere d’autant plus marquée que
la valeur N se rapproche de M?2. Pour N = M et m = M — 1, on obtient
seulement ’approximation

g N In(2 M), (2.44)

qui est a peine inférieure a la borne supérieure 2.10.

2.5.4 Comparaison de I’estimation en moyenne avec I’étu-
de expérimentale

Nous cherchons maintenant a valider les estimations proposées a la
section 2.5.3 en les comparant aux résultats expérimentaux de la sec-
tion 2.5.2.

Nous choisissons les mémes valeurs pour le nombre d’identifiants et le
nombre de structures que dans la section 2.5.2, c’est-a-dire : M = 1.000
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Figure 2.4 — Estimation de N,,, en fonction de m

et N = 1.000, 10.000, 100.000, 1.000.000. Nous calculons les valeurs
des estimations proposées a la section 2.5.3 pour ces valeurs et nous
les présentons dans trois figures que nous mettons en parallele avec les
figures de la section 2.5.2.

Nous nous intéressons d’abord aux nombres de structures N,,. Les cour-
bes correspondant aux estimations 2.21 et 2.35 de N,, sont représentées
a la figure 2.4. Les courbes sont identifiées selon les mémes conventions
qu’a la section 2.5.2.

On constate que les courbes (a), (b), (c), (d) coincident presque exacte-
ment avec les courbes de la section 2.5.2. La courbe (D) est aussi fort
proche de celle de 1’étude expérimentale. Par contre, les courbes (A),
(B), (C) décroissent nettement moins rapidement. Une étude du rap-
port entre les estimations 2.21 et 2.35 des nombres N, et leur valeurs
expérimentales, montre que, dans le cas des courbes (a), (b), (¢), (d), ce
rapport reste toujours compris entre 1 et 1,43. Il reste inférieur a 1,05
jusqu’a des valeurs de m égales a 964, 925, 847, 715, respectivement,
passe par un maximum proche de 1,4 pour m = 990, 980, 957, 910,
selon le cas, et redescend ensuite jusqu’a 1. L’estimation 2.21 est donc
trés précise sauf sur une plage de valeurs limitées de m. Elle fournit en-
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core une borne supérieure raisonnable dans cette plage de valeurs. Dans
le cas de la courbe (D), le rapport entre l'estimation 2.35 et la valeur
expérimentale de N,, reste compris entre 0,88 et 119, C’est donc une
estimation précise et une borne inférieure. Dans le cas des courbes (A),
(B), (C), lestimation fournit une borne supérieure qui est assez pré-
cise pour les valeurs de m qui ne sont pas trop grandes mais le rapport
augmente ensuite jusqu’a atteindre des valeurs égales a 9,12 (A), 18,5
(B), 6,06 (C), pour m = 977, 952, 945, respectivement. Finalement, le
rapport diminue jusqu’a la valeur 1, comme dans les autres cas. L’es-
timation 2.35 est donc moins satisfaisante que estimation 2.21, sauf
lorsque la collection de départ est dense.

T X Ren,, " 19
———=—= (A : x=
N
1.00 4 ——— ® : z=18
——= (©) x =24
——= (D) z =30
— N xr =
0.75 4+
0.50 4+
0.25 +
—D)——==-——=‘—';::;::::——
I I
250 500

Figure 2.5 — Estimation de Ren,,, en fonction de m

Considérons, a présent, les nombres de renommages “instantanés” Ren,,,
représentés a la figure 2.5. A nouveau, les courbes (a), (b), (c), (d) et
(D) ont un tracé tres semblable & celui de I'étude expérimentale. Les
valeurs de m correspondant aux maxima des quatre premieres courbes
coincident exactement avec ceux de ’étude expérimentale. L’amplitude
des maxima est toutefois a peu pres 2,5 plus grande. Ce facteur ne peut

10. Sauf pour m = 997, ou il vaut 1, 1.
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s’expliquer seulement par le rapport observé entre les valeurs estimées
et observées de N,,, discuté, ci-dessus. Pour I'expliquer davantage, nous
avons calculé le rapport entre les valeurs de ’expression ]\‘rf[]\i 2 ot Ny, dé-
signe la moyenne du nombre de structures observées apres m opérations
substitute et les valeurs expérimentales observées pour Ren,,. L’étude
de ce rapport nous renseigne sur la pertinence de notre choix d’estimer
le nombre Ren,, par la valeur de I'expression A?;IL_%
(a), (b), (c), (d), on constate que le rapport croit quasi linéairement de-
puis les valeurs 1,66 (a), 1,12 (b), 1,03 (c), 1,01 (d), jusqu’a des valeurs
maximales égales a 2,01 (a), 1,9 (b), 1,8 (c), 1,66 (d), pour m = 921,
911, 841, 731. Le rapport diminue ensuite jusqu’a 1, approximativement.
Nous interprétons ces chiffres comme suit : lorsque les identifiants ont
la méme fréquence d’apparition dans la collection de structures, leur
nombre d’occurrences est trés proche de ]\‘rf[]\i - et notre estimation pour
Ren,,, est pratiquement exacte. Cette condition est toujours a peu prés
remplie quand la collection est dense. Lorsque les identifiants ne sont
pas répartis uniformément, le fait de renommer l'identifiant qui figure le
moins de fois dans la collection implique un nombre moyen de renom-
mages inférieur a % Par exemple, si 'on suppose une répartition
selon une loi de Poisson, on obtient un nombre moyen de renommages
égal a % Vu la maniere dont nous avons créé “aléatoirement” les
collections de départ, la répartition des identifiants est effectivement
proche d’une loi de Poisson quand la collection est creuse (N = 1.000)
et de plus en plus proche d’une répartition uniforme quand N augmente,
ce qui explique trés bien les rapports obtenus pour m = 0. Lorsque m
augmente, la répartition des identifiants est modifiée d’abord de telle
sorte que le rapport MN—_’% diminue mais lorsque m se rapproche de M,
la répartition tend vers une distribution uniforme. L’augmentation du
rapport se produit tant que N, reste approximativement égal a N, la

diminution a lieu lorsque N se rapproche de (M — m)3.

. Pour les courbes

Considérons, a présent, 'exécution d’opérations unify plutot que celle
d’opérations substitute, sur des identifiants choisis “au hasard”. La com-
paraison des figures 2.3 et 2.5 montre que notre estimation 2.36 du nom-
bre de renommages est moins satisfaisante que 'estimation proposée
pour les opérations substitute, sauf, toutefois, lorsque la collection est
dense. Les courbes de la figure 2.3 passent par un maximum pour m =
823 (A), 469 (B), 130 (C), 60 (D), alors que celles de la figure 2.5 ont
leur maximum pour m = 977 (A), 928 (B), 770 (C), 70 (D). L’étude

du rapport entre ’estimation 0 ]\:}]X’;}ﬂ) du nombre de renommages, (ou

N, est le nombre moyen de structures, mesuré expérimentalement) et

} 3 : : 3N,
le nombre moyen de renommages Ren,, montre que ’estimation =)
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Figure 2.6 — Estimation de Tren,,, en fonction de m

est supérieure & la valeur mesurée sauf aux alentours des maximums
des courbes de la figure 2.3 (sauf (D)) ou elle devient 2 fois inférieure
(pour M = 1.000, 10.000) et 1,5 fois inférieure (pour M = 100.000).
L’explication que nous avons trouvée a cette divergence entre la for-
mule estimée et la mesure expérimentale est la suivante. L’exécution
d’opérations unify au lieu de “simples” opérations substitute provoque
en priorité le renommage d’identifiants “principaux” figurant dans des
structures ayant une clé égale a celle d’'une autre structure. Les identi-
fiants les plus nombreux ont donc plus de chances d’étre choisis pour un
renommage que les autres et ces identifiants sont normalement ceux qui
ont déja participé au plus grand nombre d’opérations substitute. Il s’en
suit que lorsque la collection de structures commence a contenir un cer-
tain nombre de paires de structures de méme clé, une sorte d’effet boule
de neige se produit : les identifiants les plus nombreux s’affrontent entre
eux jusqu’au moment ou il ne reste que quelques survivants. Cela corres-
pond aux pics des nombres de renommage observés a la figure 2.3. Cette
phase “trés active” du traitement se produit d’autant plus t6t que la
collection est dense au départ parce que la probabilité d’avoir des struc-
tures distinctes de méme clé est d’autant plus grande. Si la collection de
départ est creuse au sens strict, le phénomene se produit trés tard mais
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avec d’autant plus de “virulence”. Si la collection de départ est dense au
sens strict, a 'opposé, le phénomene passe presque inapercu. La phase
“tres active” une fois achevée, le reste de 'exécution se déroule avec
un nombre moyen de renommages relativement uniforme et inférieur a
notre estimation 0 ABZ]XTn) L’évolution de ce nombre de renommages est
étudié en détails a la section 2.5.5.

Plus de détails sur la comparaison entre ’estimation en moyenne et
I’étude expérimentale du nombre de renommages sont donnés a l’an-
nexe C. En particulier, on y fournit les courbes montrant les rapports
entre les nombres estimés et leur mesure expérimentale.

~ Tren,
= e ~71) .(a)
M
’ 7,
CE e ~c /// // P (b)
7""'#*— A4 14—
// \\ li 7 (d
| . =7 !
‘!// \&/ ///
| //V // (\A
______ _ - ,
== ‘\\t, ______ ;.x_/ _________ )
1.00 *:IN_ ________ ;74_ \.:-— -
\\\ //’, \\‘-",/
0.75 < (B I .
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Figure 2.7 — Rapport entre estimation et valeur expérimentale de Tren,,

Nous comparons finalement nos estimations 2.13, 2.20, 2.26 et 2.38 des
nombres totaux de renommages Tren,, avec les mesures expérimentales
de ces nombres, données dans la figure 2.2. Les courbes correspondant
a nos estimations sont montrées a la figure 2.6.

Dans le cas d’opérations substitute simplement appliquées & des iden-
tifiants choisis au hasard, les courbes (a), (b), (¢), (d) se comportent
sensiblement de la méme facon que les courbes correspondant aux me-
sures expérimentales, elles ne différent de 'approximation la plus simple
donnée par l’expression 3In M]\i[m que pour des valeurs suffisamment
grandes de m. On voit aussi que 'approximation plus élaborée 2.20 est
meilleure que celle donnée par ces courbes sauf pour les grandes va-
leurs de m, lorsque la décroissance des nombres N, devient importante.
Dans le cas d’opérations unify, les courbes (A), (B), (C), correspondant
a estimation 2.38 grandissent moins brusquement que les courbes ex-
périmentales mais poursuivent ensuite leur croissance alors que les cour-
bes expérimentales se stabilisent. Pour les collections denses, la courbe
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(D) est pratiquement la méme selon l'estimation et selon les mesures
expérimentales. Pour préciser cette analyse, nous donnons, dans la fi-
gure C.4, des courbes décrivant le rapport entre nos estimations et les
valeurs observées expérimentalement. Ces courbes montrent que nos es-
timations sont toujours assez précises, avec un rapport inférieur a 2 et
qu’elles fournissent des bornes supérieures aux mesures expérimentales
sauf, localement pour N = 10.000 et N = 100.000. Nos estimations sont
particulierement précises lorsque la collection est dense (N = 1.000.000).

2.5.5 Substitution répétée d’un méme identifiant

Nous étudions la complexité d’un algorithme qui applique 'opération
substitute & m paires d’identifiants choisis parmi m + 1(m > 0), en choi-
sissant toujours le méme identifiant k£, comme identifiant “dominant”,
remplacant les autres. Un tel algorithme est linéaire dans le nombre de
structures contenant certains des m identifiants concernés. En imagi-
nant qu’on sache & I'avance, pour une application donnée, que m + 1
identifiants doivent étre fusionnés en un seul, on gagne a procéder de
la sorte. Ce n’est évidemment pas le cas, en général. Néanmoins, il ar-
rive fréquemment, vu la stratégie habituelle de choix pour k, qu'un seul
identifiant apparaisse dans un beaucoup plus grand nombre de structures
que les autres, aprés un nombre suffisant d’opérations unify (voir la sec-
tion 2.5.4). Des lors, cet identifiant est choisi de plus en plus souvent et
la “fin de partie” se déroule a peu pres comme étudié ci-dessous.

Si N,, est le nombre total de structures, de la collection de départ,
contenant au moins un des m identifiants concernés (autres que k), le
nombre de renommages effectués par les m opérations substitute est
borné par 3N,, car chaque structure, ne contenant que 3 identifiants,
ne peut étre renommée que 3 fois, au plus. Ny, étant borné par 3 N, on
obtient un nombre de renommages égal a 3 N au pire et a 3 % m, en
moyenne, si les identifiants ont la méme fréquence d’apparition dans les
structures.

Nous proposons maintenant de raffiner ces estimations pour nous rap-
procher des mesures fournies par les tests expérimentaux. (Les résultats
du paragraphe ci-dessus pourront sembler suffisants au lecteur. Il pourra
alors passer directement a la section 2.5.6.)

Notons NV,,;, le nombre de structures contenant i identifiants différents
de k (aprés m — 1 opérations substitute), avec i = 0, 1,2, 3. A ce stade,
une structure contient ¢ identifiants différents de k si elle provient d’un
certain nombre de renommages d’une structure contenant ¢ identifiants
différents des m identifiants déja concernés. Notons Nmi, le nombre de
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ces structures “originelles”. Si ’on suppose que les identifiants ont ini-
tialement la méme fréquence d’apparition dans les structures, on trouve
qu’on a, en moyenne :

- Nm3 - 3Nm?*(M —m)
. 3Nm(M — m)? . N(M —m)3

En utilisant la formule, comme précédemment, la formule ﬁ% pour
estimer le nombre de structures résultant du renommage de = structures
dans un ensemble de y structures possibles, on obtient :

Nm3 3Nm?(M —m)

Ny = — v 2.49 Ny = 2.50

m0 T 3N + M3 (2:49) ml mZN o (250
3Nm(M —m)? N(M —m)3

Nypo = 2.51 Ny = —— " (952

m2 mN (20 "3 M3 (252)

Justifions, par exemple, la formule 2.51. Le nombre de structures pos-

sibles avec 2 occurrences d’un identifiant différent de k, aprés m — 1

opérations substitute, est 3(M — m)2. On obtient donc : !

3N o(M —m)?
Npma2 = —= 2
Npa +3(M —m)

%m(M — m)4

3Em(M —m)? + 3(M — m)?

3Nm(M —m)?
mN + M3

Au total, nous estimons le nombre de structures de la collection, apres
m — 1 opérations substitute a :

Nm = NmO +Nm1 +Nm2 +Nm3

Pour estimer le nombre Ren,,de renommages effectués lors de la m—iéme
exécution de l'opération substitute, nous estimons que les identifiants
autres que k sont uniformément répartis dans les autres structures. Il
y en a M — m. Notons Ren,,; le nombre de renommages des struc-
tures contenant i identifiants différents de k. On a d’abord, évidemment,

11. Pour N,, 3, on sait que les structures sont inchangées. Donc, N, 3 = Ny, 3 et on
ne recourt pas a une estimation.
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Renpo = 0. Pour ¢ = 1,2, 3, la proportion de structures contenant ’iden-
tifiant remplacé a ’étape m est approximativement égale a : i/(M —m).
Le nombre approximatif de renommages est alors fourni par les égalités
ci-dessous :

Ren,, = Renm,i1+ Ren,s+ Reng,s (2.53)
Renm % (2.54)
Reny,o = %ﬂm (2.55)
Renps = %;m)z (2.56)

Une estimation du nombre total Tren,, de renommages effectués par m
exécutions de I'opération substitute s’obtient en calculant la somme

m
Z Reny,
k=1

Comme précédemment, nous pouvons nous affranchir du symbole de
sommation en le remplacant par une intégrale de 0 a m, calculable en
termes de fonctions “élémentaires”.

Nous obtenons ainsi :

Tren,, = Trenm,1+ Treng,o+ Treng,s (2.57)
avec
7 /m 3Nz2dx
rem 1 22N + M3
o T°N+M (2.58)

_ m s o2 M3
= 3<m—aarctg<;>> ou a° = G

7 /m 6Nx(M — x)dx
ren =
"2 o aN+ M3

M*(N + M?) mN + M?
e In( VE )

M(N + M2 M3 N+ M3
Q(m__h«u) a2

m

N

=3—(2MN +2M? —mN) -6

= 6
N

(2.59)
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— - e (2.60)

m 3N (M — x)? N (M3 — (M —m)3
Tren, s — / 3N (M — z) dx ( (M —m)’)
0

Les formules obtenues sont “quelque peu complexes”. Nous allons les
simplifier, en les approximant et en les bornant, dans les cas particuliers
ou N = M et N = M?, avec une attention particuliere pour la valeur
limite m = M — 1, pour laquelle Tren,, est maximale.

Avant d’analyser en détail les égalités 2.58 a 2.60, nous pouvons déja, glo-
balement, borner Tren,, supérieurement et inférieurement, d’une part,
pour justifier plus rigoureusement que

mN
et, d’autre part, pour montrer qu’on a :
mN
Tren,, ~ 3 T (2.62)

si m est petit par rapport a M.

Pour établir I'inégalité 2.61, nous pouvons d’abord vérifier par un calcul
simple que

N
Des lors,
Treny, = /0 Ren, do < /0 3 i dr = 3 mﬁ (2.64)

Pour justifier la relation 2.62, nous cherchons une borne inférieure a
Tren,, en observant que

NM?
Par conséquent,
m_ NM? M? m\ . M?
Trenm > /0 3 m dr =3 T arctg (;) 0ua2 = W (266)

Si m est petit par rapport & a, ce qui est le cas si N < M? et si m est
petit par rapport a M, la valeur arctg (%) est approximativement égale
a =, Des lors,

- <m> g MME o mN (2.67)
— arcC — ~ = E— .
a & a a? M’
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ce qui, tenant compte des relations 2.61 et 2.66, établit la relation 2.62.
Etudions, & présent, chacune des équations 2.58 & 2.60.

L’équation 2.58 nous montre, pour commencer, que
Trenm: < 3m < 3 (M —-1) (2.68)

Par ailleurs, si m>N < M3, on obtient une borne supérieure pour
Tren,, 1, en remplacant, dans la formule 2.58, la fonction arctg par les
deux premiers termes de son développement en série :
3 3
Trenm1 = 3 (m—a arctg(%)) < 3(m—a (%—%)) = mvé\f < N
(2.69)
En combinant les relations 2.68 et 2.71, nous obtenons la borne supé-

rieure :
Trenm1 < min(3 M, N) (2.70)

Pour finir, on peut spécialiser la formule 2.58 dans les deux cas particu-
liers importants ot N = M et ot N = M? (et m = M —1). Si N = M,
on a, d’abord : a = M et * ~ 1. Dés lors,

Trenm1 ~ 3 (M—1—M arctg(1)) ~ 3 (M—%M) ~ 0,644 M = 0,644 N

(2.71)
Nous ne développons pas en détail le cas N = M? car il n’ajoute pas
beaucoup de précision a la formule 2.72. On trouve :

Trenm1 ~ 3 (M — g\/M) < 3VN (2.72)
Attachons nous maintenant a ’étude, plus difficile, de la formule 2.59.
On constate, expérimentalement, que les deux expressions

o

M*(N + M? N+ M3
~(2MN +2M% —mN) et (V£ M) (N o+

N2 ( M3 )

sont quasi égales lorsque mN est petit par rapport & M3. Par exemple,
sim =10 et M = N = 10.000, ces deux expressions valent a peu pres
6,600.659.637 x 10° alors que leur différence est environ égale & 0,02. Le
calcul “naif”, en double précision, de la formule 2.59 donne des résultats
completement erronés. Pour obtenir une borne supérieure de Tren,,o,
correcte lorsque mN < M?3 et précise lorsque mN est petit par rapport
a M3, il est nécessaire de remplacer, dans ’équation 2.59, la fonction
x +— In(1 + x), par les quatre premiers termes de son développement en
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série. Nous le faisons dans le cas particulier ot N = M. On obtient :

M(M + M? M3 mM + M3
Trenpme = 6 ( ]\; )(m—ﬁln(m ]\; ) — 3m?

= 6M(1+M M?In(1 + — 3 m?
= (14 M) (m—=MIn(1+ 775)) — 3m
< 6M(1+ M)m— MA(LL g
= m M2 oM T 3MS T 4MP

m? m? 1 3 mt 1
=39~ 2ap (+gp) + 5 9 (4 57)

(2.73)

Nous pouvons maintenant particulariser la formule 2.73 dans le cas ou
m = M — 1, ce qui donne :

<l R ) SO )

1 3 1 5 9 3

5 "o M2 T aE T ot T

o

Tren, o

<M
(2.74)
De T’équation 2.76, vraie si N = M, on peut déduire qu’on a, plus
généralement :
Tren,os < N (2.75)

En effet, il est facile de voir, en examinant I'intégrale qui définit Tren,, o
(définition 2.58) que le rapport % décroit lorsque N augmente. Nous
venons d’établir que ce rapport est inférieur a 1 lorsque N = M. 1l est
donc a fortiori inférieur a 1 pour de plus grandes valeurs de N, ce qui
prouve l'inégalité 2.75.

Le nombre N est une borne supérieure précise pour Tren,,s seulement
si N est proche de M (avec m = M — 1). Le rapport Tm]@’”? diminue
ensuite lentement. Nous pouvons l'estimer pour N = M? en évaluant
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directement la formule 2.59, en y remplacant m et N par leurs valeurs :

M3 (M —1)M?+ M3

Trenmy = 12M (M =1 — 3o In( 73 ) — 3(M —1)?

~ 12M (M —-M1In2) — 3 M?

= 3M?(3-4n2)

~ 0,682 M?

= 0,682 N

(2.76)
‘ m H N, ‘ ~ N,, H Ren,, ‘ ~ Ren,, H Treng, ‘ ~ Tren,, H 38m ‘
51100 100] 2,8 3,0 14 15 15

10 | 100 | 100 || 3,0 3,0 29 30| 30
15100 | 100| 2,8 3,0 43 45 || 45
20 (| 99 991 2,9 3,0 57 60 || 60
25| 98 98| 2,8 3,0 72 75 75
30| 96 9% | 2,8 3,0 86 90 || 90
35| 94 93| 2,9 3,0 100 105 || 105
40| 91 92| 2,8 2,9 115 119 || 120
45 || 87 85| 2,7 2,9 129 134 || 135
50 || 83 80| 2,8 2,8 142 148 || 150
55 || 77 731 2,8 2,8 156 162 || 165
60| 71 66| 2,6 2,7 170 176 || 180
65| 64 59| 2,8 2,6 183 189 || 195
70 || 56 50| 2,5 2,5 197 202 || 210
75 || 48 42| 2,5 2,4 209 214 || 225
80| 39 33 2,5 2,2 222 226 || 240
85| 30 2| 2,4 2,1 234 237 || 255
90 || 20 15 2,3 1,9 245 247 || 270
95 || 10 7| 22 1,7 256 256 || 285
99 2 1| 21 1,5 265 262 || 297

Table 2.1 — Substitution répétée d’un identifiant pour M = 100 et N =
100

Il nous reste a examiner la formule 2.60 mais celle-ci est suffisamment

explicite pour ne pas nécessiter beaucoup de commentaires. On vérifie
immédiatement que N est une borne supérieure pour Tren,,s et qu’elle
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est précise lorsque m = M — 1.

‘ m H Ny, ‘ ~ Ny, H Ren,, ‘ ~ Ren,, H Tren,, ‘ ~ Tren,, H 38m ‘

o || 998 999 || 29,2 30,0 148 150 || 150
10 || 993 993 || 29,4 29,9 296 300 || 300
15 || 981 978 || 29,1 29,8 442 449 || 450
20 || 957 952 || 30,0 29,5 589 597 || 600
25 ]| 921 912 || 29,0 29,0 735 743 || 750
30 || 872 860 || 28,2 28,4 876 887 || 900
35 || 813 798 || 27,3 27,5 1014 1027 || 1050
40 || 743 729 || 26,3 26,5 1146 1162 || 1200
45 || 668 653 || 25,3 25,3 1274 1291 || 1350
50 || 588 o974 || 24,4 23,9 1397 1414 || 1500
55 || 507 494 || 22,1 22,4 1511 1530 || 1650
60 || 427 415 || 20,5 20,7 1617 1638 || 1800
65 || 348 338 || 19,0 18,9 1715 1737 ]| 1950
70 || 273 265 || 16,9 17,0 1805 1827 || 2100
75 || 205 198 || 15,0 14,9 1883 1907 || 2250
80 || 143 138 || 12,7 12,7 1951 1976 || 2400
85| 91 87| 10,4 10,4 2007 2033 || 2550
90 || 48 46 7,8 7,9 2052 2079 || 2700
95 18 16 9,2 5,4 2083 2113 || 2850
99 2 1 3,1 3,3 2099 2130 || 2970

Table 2.2 — Substitution répétée d’un identifiant pour M = 100 et N =
1000

Nous collectons maintenant les résultats obtenus pour estimer le nombre
de renommages total Tren,,. En général, pour des valeurs quelconques
de N (M <N <M?),ona:

Treny, < 2 N+ min(3 M, N) (2.77)
Pour N = M, on obtient le résultat plus précis (lorsque m = M — 1) :
Treny,, ~ 2,644 M = 2,644 N (2.78)

et, pour N = M? :
Treny, ~ 1,682 N +3 VN (2.79)

Il parait donc clair que le rapport du nombre total de renommages sur
N décroit lorsque le rapport % augmente. Nous avons vu aussi que ce
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‘ m H Ny, ‘ ~ N, H Ren,, ‘ ~ Ren,, H Tren,, ‘ ~ Tren,, H 39Em ‘

5119959 | 9882 || 296,6 298, 5 1484 1498 || 1500
10 || 9772 | 9552 || 294,5 293,6 2961 2979 || 3000
15119389 | 9029 || 289,7 285,3 4421 4428 || 4500
20 || 8853 | 8374 | 282,1 274,4 5 847 5828 || 6000
25 || 8218 | 7637 || 272,8 261, 3 7231 7168 || 7500
30 || 7519 | 6854 | 261,8 246,6 8564 8439 || 9000
35 || 6777 | 6053 | 249,8 230,6 9837 9632 || 10500
40 || 6011 | 5258 || 235,2 213,7 || 11042 10744 || 12000
45 1| 5239 | 4487 || 220,5 196,0 || 12175 11768 || 13500
50 || 4475 | 3752 | 204,6 177,9 || 13230 12703 || 15000
55 || 3736 | 3066 || 186,8 159,5 || 14199 13546 || 16500
60 || 3034 | 2437 | 168,6 140,9 || 15080 14297 || 18000
65 || 2380 | 1873 | 149,5 122,4 || 15867 14956 || 19500
70 || 1788 | 1378 | 130,3 104,1 || 16557 15522 || 21000
75 || 1265 956 || 109,7 86,0 || 17147 15997 || 22500
80 822 610 | 88,7 68,3 || 17632 16 382 || 24000
85 467 342 67,1 51,1 18011 16680 || 25500
90 207 151 | 45,1 34,4 || 18282 16894 || 27000
95 50 37 23,2 18,3 || 18442 17025 || 28500
99 2 1 9,3 6,0 | 18490 17074 || 29700

Table 2.3 — Substitution répétée d’un identifiant pour M = 100 et N =
10000

rapport tend vers 1 lorsque N tend vers M3. Il nous est donc permis de
suggérer que la formule
log M
N
log N
fournit une relativement bonne approximation du nombre total de re-
nommages effectués lorsque qu’on effectue M —1 opérations substitute en
choisissant toujours le méme identifiant & comme identifiant dominant.

3

(2.80)

Nous terminons cette section en confrontant nos estimations “théori-
ques” a des tests “empiriques”. Nous avons construit “aléatoirement”
des collections de structures utilisant M = 100 identifiants et N =
100, 1.000, 10.000 structures. Ces collections sont normalisées, au départ.
Les collections telles que N = M = 100 représentent simplement M ter-
mes non équivalents pour la congruence dénotée par la collection de
structures. Les collections telles que N = 1.000, 10.000 sont obtenues en
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ajoutant a une telle collection (pour laquelle N = 10), des structures
“tirées au hasard” mais ayant des clés distinctes. Pour chacun des trois
tests, 1.000 collections ont été construites puis manipulées par un algo-
rithme appliquant M — 1 fois I'opération substitute au méme identifiant
et & un autre identifiant choisi “au hasard”. Apres chaque application
de l'opération substitute, le nombre de structures de la collection, le
nombre de renommages effectués par ’opération et le nombre de renom-
mages effectués depuis le début ont été collectés. Les tableaux 2.1, 2.2
et 2.3 présentent les moyennes de ces mesures pour les 1.000 collections
considérées, dans les colonnes N,,, Ren,, et Tren,,, respectivement. La
colonne m contient le nombre d’opérations substitute déja effectuées. Les
colonnes ~ N,,, =~ Ren,, et ~ Tren,, sont les estimations des valeurs
Ny, Ren,, et Tren,,, selon les formules proposées dans cette section.
Les valeurs ont été arrondies a I'unité ou a la premiere décimale, pour
le nombre de renommages. Nous laissons au lecteur le soin de constater
aussi bien le fait que nos estimations sont proches des mesures expéri-
mentales, que le fait qu’elles concordent avec les valeurs simplifiées que
nous en avons données (particulierement les formules 2.62, 2.63, 2.78
et 2.79). Les écarts constatés entre les mesures expérimentales et leurs
estimations sont principalement dues a la fagon dont nous estimons le
nombre N, de structures a I’étape m.

2.5.6 Résolution d’équations entre termes

Nous appliquons maintenant les résultats de la sous-section précédente
au cas de la résolution d’équations entre termes. Ces résultats s’ap-
pliquent plus directement si les termes figurant dans les équations ont été
créés préalablement. Supposons donc que 1’on résolve un systéme d’équa-
tions utilisant en tout M sous-termes. Les résultats de la sous-section
précédente nous indiquent que le nombre de renommages nécessaires
sera borné par % M log M. Le temps d’exécution total sera la somme du
temps nécessaire pour transformer les équations s = ¢ en paires d’iden-
tifiants is, 7z, par application de I'opération toSet, augmenté du temps
nécessaire pour appliquer I'opération unify a ces paires d’identifiants. Ce
temps d’exécution sera donc, au pire, de ordre de O(Teq + M log M),
ou Teq représente la somme des tailles des équations.

Nous donnons & présent des résultats expérimentaux qui confirment ces
estimations théoriques et suggerent méme un temps d’exécution linéaire
en pratique, c’est-a-dire en O(Teq + M). Ces résultats montrent aussi
qu’on améliore la performance de 'algorithme de résolution des équa-
tions si 'on part d’une collection de structures vide et qu’on y ajoute
seulement au fur et & mesure, les structures nécessaires a la représenta-
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tion des termes utilisés par les équations. On montre enfin que l'ordre
dans lequel les équations sont traitées influence l'efficacité de I’algo-
rithme car la résolution d’équations de petite taille donne plus rapi-
dement naissance a une collection de structures dense.

2.5.6.1 Etude expérimentale

Nous avons mené les expérimentations suivantes : nous résolvons un
systéme de 1.000.000 d’équations entre des termes construits a partir de
la constante a et du symbole de fonction binaire f. Nous considérons
seulement des termes de hauteur inférieure ou égale a 5, ou la hauteur
d’un terme f(s,t) est égale au maximum de hauteurs de s et de ¢, plus
un, et la hauteur de a est égale a 0. Les nombres de termes de hauteur
0, 1, 2, 3, 4, 5 sont respectivement : 1, 1, 3, 21, 651, 457.653. Il y a
donc 458.330 termes, de ce genre, en tout. Les équations sont choisies
“aléatoirement” en “tirant au hasard” 1.000.000 de paires de ces termes.
Lors de ces tirages, chaque terme recoit exactement la méme probabilité
d’étre choisi, ce qui est important & noter pour bien comprendre la portée
des résultats obtenus, car le fait de choisir plus souvent des termes de
petite taille accélererait tres significativement ’algorithme de résolution
d’équations.

Le tableau 2.4 fournit les résultats relatifs a ’exécution de 1.000.000
d’équations, telles que décrites ci-dessus, avec création préalable des
termes figurant dans les équations. En réalité, cent groupes d’équations
différents ont été utilisés et les chiffres indiqués sont des moyennes sur
ces cent exécutions. Les trois premieres colonnes du tableau concernent
la création d’une collection de structures représentant les termes des
équations. La case # id/str d’une ligne donne le nombre de sous-termes
figurant dans les (# eq) x 1.000 premieres équations, et la case t.,. donne
le temps nécessaire a la création de leur représentation, en secondes. Il y
a exactement un identifiant et une structure par sous-terme. On constate
que le temps de création est proportionnel au nombre d’équations trai-
tées et que le nombre de termes créés est presque égal au nombre total
de termes possibles. Une alternative a la création préalable des termes
a partir des équations est de créer une seule fois chaque terme possible
mais cela ne change quasi rien aux mesures obtenues pour la création
des termes ou par la suite, lors de la résolution des équations.
Viennent alors quatre colonnes fournissant, en fonction du nombre d’équa-
tions traitées (# eq), les mesures suivantes : le nombre (# sub) d’opéra-
tions substitute exécutées a l'intérieur d’opérations normalize (i.e., non
dues a la premiere application de 'opération substitute, lors d’une opé-
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# eq || # id/str | ter # sub # id # str #ren || tior | teg toub ts/r

10 20218 | 0.05 13 | 442484 | 452484 10033 || 0.05 | 0.03 | 0.02 || 2.36
20 38925 | 0.1 79 | 432418 | 452418 20209 || 0.11 | 0.06 | 0.04 || 2.34
30 56835 | 0.14 79 | 422418 | 452418 30323 || 0.17 | 0.1 | 0.07 || 2.32
40 73980 | 0.19 118 | 412379 | 452379 40617 || 0.22 | 0.13 | 0.09 || 2.31
50 90378 | 0.23 158 | 402339 | 452339 51049 || 0.28 | 0.16 | 0.11 || 2.3

60 106 091 | 0.28 224 | 392273 | 452273 61699 || 0.34 | 0.2 | 0.14 || 2.29
70 121122 | 0.32 963 | 381534 | 451534 73967 || 0.4 | 0.23 | 0.16 || 2.28

80 135516 | 0.37 1002 | 371494 | 451494 85005 || 0.46 | 0.26 | 0.19 || 2.28

90 149295 | 0.41 1106 | 361391 | 451391 96459 || 0.52 | 0.3 | 0.21 || 2.27
100 162481 | 0.45 1265 | 351232 | 451232 108 358 || 0.58 | 0.33 | 0.24 || 2.26
110 175112 | 0.49 1449 | 341048 | 451048 120688 || 0.64 | 0.37 | 0.27 || 2.25
120 187202 | 0.53 1567 | 330930 | 450929 133325 || 0.7 | 0.4 |0.29 || 2.24
130 198779 | 0.57 1684 | 320813 | 450813 146472 || 0.76 | 0.43 | 0.32 || 2.23
140 209876 | 0.62 4297 | 308250 | 446 861 169059 || 0.84 | 0.47 | 0.37 || 2.22
150 220490 | 0.66 4482 | 298165 | 446675 183491 || 09 |05 |04 2.2
160 230651 | 0.7 7671 | 285127 | 441936 209883 || 0.99 | 0.54 | 0.45 || 2.19
170 240375 | 0.73 8004 | 274994 | 441599 226447 || 1.06 | 0.57 | 0.48 || 2.18
180 249678 | 0.77 11359 | 261904 | 436 509 255635 || 1.15 | 0.6 | 0.54 || 2.16
190 258579 | 0.81 14734 | 248895 | 431300 286947 || 1.24 | 0.64 | 0.6 2.14
200 267111 | 0.85 16832 | 237197 | 429202 315182 || 1.33 | 0.67 | 0.65 || 2.12
210 275269 | 0.89 || 140043 | 106266 | 200 786 870573 || 2.28 | 0.71 | 1.57 || 1.92
220 283088 | 0.93 || 242692 2299 4526 | 1330041 || 3.06 | 0.73 | 2.33 || 1.75

230 290575 | 0.96 || 244966 11 32| 1340225 || 3.1 | 0.75 | 2.35 || L.75
240 297745 | 1.0 244968 9 27 | 1340232 || 3.12 | 0.77 | 2.35 || 1.75
250 304604 | 1.04 || 244969 7 23 | 1340238 || 3.14 | 0.79 | 2.35 || 1.75
260 311175 | 1.07 || 244969 6 21 | 1340241 || 3.16 | 0.8 | 2.35 || 1.75
270 317471 | 1.11 || 244972 4 13 | 1340252 || 3.18 | 0.82 | 2.35 || 1.75
280 323484 | 1.14 || 244972 3 12 | 1340253 || 3.2 | 0.84 | 2.35 || 1.75
290 329244 | 1.18 || 244972 3 10 | 1340255 || 3.21 | 0.86 | 2.35 || 1.75
300 334749 | 1.21 || 244972 3 10 | 1340256 || 3.23 | 0.88 | 2.35 || 1.75
400 378425 | 1.55 || 244974 1 3| 1340265 || 3.42 | 1.07 | 2.35 || 1.75
500 406 665 | 1.88 || 244974 1 2| 1340266 || 3.61 | 1.26 | 2.35 || 1.75

1000 452497 | 3.37 || 244974 1 2| 1340267 || 4.57 | 2.21 | 2.35 || 1.75
Max 452497 | 452497

Table 2.4 — Résolution d’équations entre termes, créés préalablement

ration unify), le nombre # id d’identifiants utilisés et le nombre # str
de structures contenues dans la collection de structures courante, et le
nombre de renommages de structures effectués depuis le début (# ren).
L’analyse de ces quatre colonnes permet de voir que l'algorithme passe
par trois phases bien distinctes. Lors de la premiere phase, c’est-a-dire la
résolution des 200.000 premiéres équations, ’opération de normalisation
n’est que peu “productive” : le nombre d’identifiants diminue & peu pres
du nombre d’équations traitées et le nombre de structures reste quasi
constant ; les structures initiales sont simplement réunies deux par deux
dans les ensembles de structures F;, par renommage. La deuxieme phase
de l’algorithme a lieu entre les équations 200.000 et 220.000. Lors de leur

132



résolution, la collection de structures est, pour ainsi dire, “chambou-
lée” de fond en comble. La majorité des opérations substitute (environ
230.000) sont effectuées lors de cette phase et elles le sont presque toutes
lors des opérations de normalisation. La collection de structures est ré-
duite a 2299 identifiants et 4526 structures. Enfin, plus de 1.000.000
de renommages sont effectués : presque tous, a nouveau. La troisiéme
et derniere phase de l'algorithme marque un grand “retour au calme”.
Sur les 780.000 équations restantes, presque toutes sont devenues “tri-
viales” car leurs termes gauche et droit, étant égaux dans la théorie
définie par les équations qui les précedent, sont traduits, via I’opération
toSet, par le méme identifiant. L’examen plus global de ces chiffres nous
montre finalement que le nombre total de renommages est a peu pres
égal & trois fois le nombre M de structures (et d’identifiants) de la col-
lection de structures de départ. Ce qui suggere une complexité globale
en O(Teq+ M).

Les quatre dernieres colonnes du tableau concernent les temps d’exé-
cution : la colonne t4,; fournit, en secondes, le temps d’exécution total
pour résoudre # eq équations; c’est la somme du temps ¢, de calcul des
identifiants des termes gauche et droit des équations et du temps tgyp
d’exécution des opérations unify. Le quotient entre ce dernier temps et
le nombre d’opérations de renommage effectuées est donné par la co-
lonne ¢s/7, en micro secondes. Nous constatons que le temps total de
résolution des équations (t;) vaut moins de 1,5 fois celui de création
des termes (t.,), ce qu’on peut réexprimer en disant que “ga ne cofite pas
beaucoup plus cher de résoudre les équations que de créer la collection
de structures qui représente leurs termes”. Lors de la premiére phase de
I'exécution de l'algorithme, les temps t., et tg,; sont quasi égaux. Le
temps d’exécution de la troisieme phase est entierement utilisé pour le
calcul des identifiants alloués aux termes. Ce n’est que lors de la seconde
phase de l'algorithme que le temps de calcul pour la résolution des équa-
tions I’emporte, et de beaucoup, sur le calcul des identifiants : environ
30 fois plus. Mais cette phase est transitoire et courte. La colonne ts/7
confirme le fait que le temps tg,,, de résolution des équations, est en
O(# ren), c’est-a~-dire du méme ordre que le nombre de renommages.
Le fait que les nombres t,/r décroissent légerement lors de la deuxiéme
phase de I'exécution s’explique par le fait que les tables de hachage sont
vidées de la plupart de leurs éléments, ce qui fait diminuer le temps
d’acces a ces tables.

Examinons a présent le tableau 2.5. Celui-ci analyse les résultats obte-
nus en appliquant aux mémes équations la méthode de résolution qui
est la plus simple et la plus naturelle pour les collections de structures.
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# eq || # id/str | ter # sub # id # str | #ren || tior | teg tsup || ts/T

10 20218 | 0.05 010218 | 20218 | 10006 || 0.05 | 0.05 | 0.0 0.69
20 38925 | 0.1 018924 | 38924 | 20055 || 0.11 | 0.09 | 0.01 || 0.67
30 56835 | 0.14 0] 26834 | 56834 | 30168 || 0.16 | 0.14 | 0.02 || 0.68
40 73980 | 0.19 133977 | 73977 | 40390 || 0.21 | 0.18 | 0.02 || 0.69
50 90378 | 0.23 2140372 | 90372 | 50750 || 0.26 | 0.23 | 0.03 || 0.7
60 106 091 | 0.28 5146079 | 106079 | 61284 || 0.31 | 0.27 | 0.04 || 0.72
70 121122 | 0.32 57 | 51044 | 121044 | 72300 || 0.37 | 0.31 | 0.05 || 0.74
80 135516 | 0.37 60 | 55417 | 135417 | 83272 || 0.42 | 0.35 | 0.06 || 0.76
90 149295 | 0.41 71| 59163 | 149162 | 94563 || 0.47 | 0.4 | 0.07 || 0.78
100 162481 | 0.45 90 | 62304 | 162304 | 106 215 || 0.52 | 0.44 | 0.08 || 0.8

110 175112 | 0.49 117 | 64881 | 174881 | 118270 || 0.58 | 0.48 | 0.09 || 0.82
120 187202 | 0.53 135 | 66918 | 186918 | 130735 || 0.63 | 0.52 | 0.11 || 0.85
130 198779 | 0.57 158 | 68436 | 198435 | 143721 || 0.69 | 0.56 | 0.12 || 0.88
140 209 876 | 0.62 721 | 68932 | 207543 | 161656 || 0.75 | 0.6 | 0.14 || 0.91
150 220490 | 0.66 763 | 69472 | 217982 | 175846 (| 0.81 | 0.64 | 0.16 || 0.93
160 230651 | 0.7 1520 | 68843 | 225652 | 196729 || 0.88 | 0.68 | 0.19 || 0.97
170 240375 | 0.73 1611 | 68443 | 235048 | 212889 || 0.94 | 0.72 | 0.21 || 1.0

180 249678 | 0.77 2479 | 66849 | 241454 | 236832 || 1.01 | 0.76 | 0.25 || 1.04
190 258579 | 0.81 3393 | 64816 | 247221 | 262855 || 1.09 | 0.8 | 0.29 || 1.07
200 267111 | 0.85 4127 | 62584 | 254589 | 288835 || 1.17 | 0.84 | 0.33 || 1.12
210 275269 | 0.89 || 36912 | 28289 | 122808 | 627968 || 1.74 | 0.87 | 0.86 || 1.31
220 283088 | 0.93 || 64288 620 2847 | 905598 || 2.2 | 0.89 | 1.3 1.44

230 290575 | 0.96 || 64901 2 24 1911997 || 2.23 | 0.91 | 1.31 || 1.44
240 297745 | 1.0 64901 2 20 | 912001 || 2.25 | 0.93 | 1.31 || 1.44
250 304604 | 1.04 || 64902 2 18 | 912004 || 2.27 | 0.95 | 1.31 || 1.44
260 311175 | 1.07 || 64902 2 17 | 912005 || 2.29 | 0.97 | 1.31 || 1.44
270 317471 | 1.11 || 64902 1 11 | 912012 || 2.31 | 0.99 | 1.31 || 1.44
280 323484 | 1.14 || 64902 1 10 | 912013 || 2.33 | 1.01 | 1.31 || 1.44
290 329244 | 1.18 || 64902 1 91912014 || 2.35 | 1.03 | 1.31 || 1.44
300 334749 | 1.21 || 64902 1 81912015 || 2.37 | 1.05 | 1.31 || 1.44
400 378425 | 1.55 || 64902 1 31912022 || 2.56 | 1.24 | 1.31 || 1.44
500 406 665 | 1.88 || 64902 1 21912023 || 2.75 | 1.43 | 1.31 || 1.44

1000 452497 | 3.37 || 64902 1 21912023 || 3.7 | 2.38 | 1.31 || 1.44
Max 70182 | 269556

Table 2.5 — Résolution d’équations entre termes, non préalablement créés

Cette fois, on part d’une collection de structures vide et on crée la re-
présentation de termes “a la demande” en méme temps que 'on résout
les équations. On constate immédiatement que les résultats obtenus de
cette facon sont significativement meilleurs, tant en utilisation de la mé-
moire que du point de vue du temps d’exécution. Le temps utilisé pour
la résolution des équations est diminué de 44%. Le nombre maximum de
structures utilisées I'est de 40% et celui des identifiants de 85%. Le nom-
bre de renommages est réduit de 32%. Cette fois, le temps complet de
traitement des équations n’est qu’a peine supérieur au temps de création
d’une représentation des termes. On peut enfin remarquer que le rapport
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ts/r est inférieur & celui obtenu précédemment et qu’il croit progressi-
vement. A nouveau nous lexpliquons par le remplissage des tables de
hachage qui est d’abord nul et qui augmente progressivement, jusqu’au
début de la seconde phase de I'algorithme.

# eq || # id/str | ter # sub # id # str | #ren || tior | teq tsup || ts/T

10 17409 | 0.04 1| 7372 | 17372 | 10116 || 0.05 | 0.04 | 0.0 0.68
20 36263 | 0.09 6| 16104 | 36104 | 20230 || 0.1 | 0.09 | 0.01 || 0.68
30 54312 | 0.14 18 | 23945 | 53945 | 30472 || 0.16 | 0.14 | 0.02 || 0.7
40 71591 | 0.18 53130918 | 70918 | 40988 || 0.21 | 0.18 | 0.02 || 0.71

50 88119 | 0.23 111 | 37038 | 87038 | 51794 || 0.26 | 0.23 | 0.03 || 0.73
60 103954 | 0.27 206 | 42351 | 102351 | 62993 || 0.32 | 0.27 | 0.04 || 0.76
70 119098 | 0.32 1435 | 45722 | 113622 | 83187 || 0.39 | 0.31 | 0.07 || 0.8
80 133601 | 0.36 2599 | 48383 | 124383 | 102522 || 0.45 | 0.36 | 0.09 || 0.84
90 147483 | 0.41 3813 | 50277 | 133977 | 122110 || 0.52 | 0.4 | 0.12 || 0.88
100 160765 | 0.45 5377 | 51128 | 142128 | 143871 || 0.59 | 0.44 | 0.14 || 0.93
110 173489 | 0.49 || 10465 | 47755 | 139055 | 194393 || 0.7 | 0.48 | 0.22 || 1.02
120 185667 | 0.53 || 21200 | 38042 | 116042 | 293431 || 0.89 | 0.51 | 0.38 || 1.14
130 197327 | 0.57 || 43558 | 16066 | 51167 | 490930 || 1.24 | 0.54 | 0.69 || 1.33
140 208504 | 0.61 || 54243 | 5441 | 18042 | 587915 || 1.41 | 0.57 | 0.84 || 1.41

150 219193 | 0.66 || 59682 1 2| 637486 || 1.51 | 0.59 | 0.92 || 1.44
500 406 500 | 1.88 || 59682 1 2| 637486 || 2.2 | 1.28 | 0.92 || 1.44

1000 452497 | 3.38 || 59682 1 2| 637486 || 3.19 | 2.27 | 0.92 || 1.44
Max 57032 | 175833

Table 2.6 — Résolution d’équations, triées sur la hauteur des termes

Nous allons montrer maintenant que le comportement de ’algorithme
change significativement si on change l'ordre dans lequel les équations
sont traitées. Le tableau 2.6 donne des résultats relatifs au traitement
des mémes équations, sans création préalable des termes. Ce qui change
par rapport aux exécutions analysées dans le tableau 2.5, c’est que 'on
a trié les équations de facon a placer au début celles qui contiennent
les termes les plus petits. Plus précisément, on met en téte celles dont
le terme gauche ou le terme droit a une hauteur égale a 0, puis celles
pour lesquelles un de ces termes a une hauteur égale a 1, et ainsi de
suite. Les équations dont les deux termes ont une hauteur maximale,
égale a 5, sont placées a la fin. (Elles sont, de loin, les plus nombreuses.)
La comparaison des tableaux 2.6 et 2.5 montre encore une amélioration
significative des performances. Le nombre de renommages et le temps
de résolution des équations sont encore diminués de 30%. A présent, le
temps total t4,; d’exécution de 'algorithme est méme inférieur au temps
ter de création des termes.

Il est aussi intéressant de montrer, a contrario, ce qui se passe si on
trie les équations dans ’ordre inverse, en commencant par les équations
avec les plus grands termes. Les résultats de cette variante sont donnés
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#eq || # id/str | ter # sub # id # str #ren || tror | teg tsup || ts/T
100 162704 | 0.47 0| 62705 | 162704 105577 || 0.54 | 0.45 | 0.08 || 0.81
200 267376 | 0.88 0| 67377 | 267376 256819 || 1.14 | 0.86 | 0.28 || 1.09
300 334980 | 1.25 0 | 40289 | 334980 650365 || 2.14 | 1.25 | 0.88 || 1.36
400 378677 | 1.6 0| 19647 | 378677 802439 || 2.73 | 1.62 | 1.11 || 1.39
500 406 880 | 1.93 0 9411 | 406 880 867021 || 3.17 | 1.96 | 1.2 1.39
600 425106 | 2.25 0 4667 | 425106 899171 || 3.54 | 2.29 | 1.24 || 1.38
700 436 871 | 2.56 0 2496 | 436871 916639 || 3.88 | 2.61 | 1.26 || 1.38
800 444 456 | 2.86 0 1506 | 444 456 926646 || 4.21 | 2.93 | 1.28 || 1.38
900 449360 | 3.16 0 1052 | 449360 932607 || 4.53 | 3.24 | 1.28 || 1.37
910 449742 | 3.19 0 1024 | 449742 933054 || 4.56 | 3.27 | 1.28 || 1.37
920 450111 | 3.22 0 997 | 450111 933483 || 4.59 | 3.3 1.28 || 1.37
930 450463 | 3.25 0 973 | 450463 933889 || 4.62 | 3.33 | 1.28 || 1.37
940 450799 | 3.28 0 950 | 450799 934278 || 4.65 | 3.36 | 1.28 || 1.37
950 451122 | 3.31 0 929 | 451122 934649 || 4.68 | 3.39 | 1.28 1.37
960 451429 | 3.33 0 909 | 451429 934999 || 4.71 | 3.43 | 1.28 || 1.37
970 451724 | 3.36 0 891 | 451724 935336 || 4.75 | 3.46 | 1.28 || 1.37
980 452007 | 3.39 0 875 | 452007 935655 || 4.78 | 3.49 | 1.28 || 1.37
990 452278 | 3.42 0 860 | 452278 935959 || 4.81 | 3.52 | 1.29 || 1.37

1000 452497 | 3.45 183 1 211391019 || 5.4 3.55 | 1.84 || 1.32
Max 70937 | 452460

Table 2.7 — Résolution d’équations, triées en ordre décroissant

dans le tableau 2.7. On peut dire que les résultats sont globalement deux
fois moins bon que lorsque les équations sont triées en ordre croissant
de la hauteur des termes : le nombre de renommages et le temps de
résolution des équations sont doublés. On constate aussi que le nom-
bre de structures # str reste égal au nombre # id/str de sous-termes
figurant dans les équations, jusqu’au-dela de I’équation 990.000, et que
I’opération de normalisation ne produit aucun effet avant la toute fin de
I’exécution : comme la majorité des équations contiennent des termes
de hauteur maximale, leur “unification” au sein d’un méme ensemble de
structures F; ne peut se propager dans des termes de plus grande taille.
Ce n’est qu’a la fin qu’une propagation se produit lors du traitement des
derniéres équations, qui mettent en relation de petits termes.

2.5.6.2 Remarques générales et conclusion

Nous avons montré expérimentalement, sur une catégorie particuliere
d’équations entre termes, que l'utilisation des collections de structures
pour résoudre ces équations '? nécessite un nombre d’opérations de re-
nommage qui n’excéde jamais trois fois le nombre M de sous-termes
figurant dans les équations. Nous avons montré également que le temps

12. C’est-a-dire pour calculer, sous forme de collection de structures, une représen-
tation de la théorie définie par ces équations.
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nécessaire a la résolution des équations (exécution des opérations unify)
est proportionnel au nombre de renommages. Le tout impliquant un
temps d’exécution de l'ordre de O(Teq + M) ou Teq est la taille to-
tale des équations. Nous pensons que les résultats obtenus sont valables
plus généralement car la forme des équations est délibérément défavo-
rable a notre méthode : en augmentant la fréquence des termes de petite
taille ou en choisissant certaines autres formes particulieres d’équations
exprimant des propriétés comme 'associativité ou la commutativité de
lopération f, l'efficacité de la méthode aurait encore été bien meilleure.

Les expériences que nous avons menées montrent également que l’es-
pace mémoire nécessaire pour effectuer la résolution peut étre rendu
significativement inférieur a I’espace nécessaire pour représenter la to-
talité des sous-termes des équations, particulierement si les équations
sont résolues en choisissant les plus courtes d’abord. Ceci est particulie-
rement important pour les applications dans lesquelles on a un nombre
trés grand, voire potentiellement infini, d’équations a considérer. Il im-
porte alors de trier ou d’engendrer ces équations en ordre croissant de
taille, pour créer en un nombre fini d’étapes une collection de structures
contenant la totalité des sous-termes des équations. A ce moment-13,
la collection de structures ne pourra plus qu’étre réduite et on pourra
souvent arréter ’exécution de ’algorithme sans résoudre les équations
restantes. Nous utilisons cette approche a la section 3.2, pour construire
une représentation de la théorie des équations booléennes portant sur un
nombre fini de constantes propositionnelles, en engendrant les équations
par “instanciation” d’une axiomatisation du calcul booléen. En réalité,
nous n’instancions pas les axiomes avec des termes mais avec des identi-
fiants d’ensembles de structures. Le critere d’arrét utilisé est qu’aucune
instanciation possible des axiomes ne produise plus de nouvelle struc-
ture.
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2.6 Travaux apparentés

Le travail présenté dans ce chapitre a été essentiellement réalisé “en
partant d’une page blanche”, en nous appuyant seulement sur notre
connaissance des notions “de base” de I'informatique dont on trouve des
exposés classiques, par exemple, dans [Knu97, AU92, LRSCO01]. L’intui-
tion sous-jacente a nos collections de structures est de représenter des
ensembles de termes égaux (dans certaines interprétations) par des iden-
tifiants uniques et d’utiliser ces identifiants pour calculer ou “raisonner”
sur ces ensembles de termes, plutét que sur des objets plus compliqués
ou arbitraires tels que des représentants de classes d’équivalence. Notre
objectif initial (et final) est de proposer une méthode générale de sim-
plification des expressions consistant a calculer toutes les expressions
égales a une expression donnée, dans un cadre logique ou mathématique
précis, puis d’en extraire les plus simples selon divers criteres tels que,
par exemple, la taille de ’expression.

Les travaux apparentés évoqués plus bas, dans cette section, n’ont donc
pas été directement a l'origine de notre travail. Leur étude est postérieure
a I’élaboration des résultats présentés dans les sections précédentes de
ce chapitre. Plusieurs de ces travaux apparentés nous ont été signalés
par des collegues ou des lecteurs de versions préliminaires et partielles
de ce chapitre [LA16] et du chapitre suivant [LA15].

2.6.1 Calcul de la fermeture congruente d’une relation

Dans cette section, nous mettons notre travail en relation avec les al-
gorithmes de fermeture congruente proposés dans la littérature [Sho78,
Kap97, NO80, DST80, NOO05]. Nous commengons par une comparai-
son approfondie avec la méthode de Shostak [Sho78, Kap97] et cer-
taines de ses améliorations (voir, par exemple, [NOO5]), parce que les
notions utilisées dans ces travaux peuvent étre plus directement reliées
a notre propre travail que d’autres algorithmes tels que ceux proposés
dans [NO80, DST80]. Nous ajoutons une bréve comparaison avec ces
autres travaux, a la fin de cette section.

2.6.1.1 Présentation simplifiée de la méthode de Shostak

Soient 7', un ensemble de termes clos et p, une relation entre termes
telle que p € T x T. Il n’est pas supposé que T" = dom(p). (Voir la
définition 5. Plus généralement, nous utilisons les définitions et notations
de la section 2.2.) La fermeture congruente de la relation p par rapport a
I’ensemble de termes T est la plus petite relation d’équivalence =, définie
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sur T' et contenant p, telle que l'on ait :

si =t (i=1,2)
f(Sl,SQ) eT — f(Sl,SQ) = f(tl,tz)
f(ti,t2) €T

pour tous les termes s; et t; (i = 1,2), appartenant a 7. On suppose
aussi que ’ensemble T est complet pour les sous-termes (voir la défini-
tion 4). Le but d’un algorithme de fermeture congruente est de calculer
la fermeture d’une relation p, par rapport & un ensemble de termes 7.
La relation p peut étre vue comme un ensemble fini d’équations entre
termes clos. Par convention de langage, nous appelons ci-dessous, con-
gruence partielle toute relation pouvant étre définie comme fermeture
d’une relation p par rapport a un ensemble de termes 7', comme précisé
ci-dessus.

L’idée de la méthode de Shostak est de calculer la fermeture congruente
d’une relation a l'aide d’une structure de données du type Union-Find
[GF64]. A un moment donné, on a déja calculé une congruence partielle
=, a partir d’un certain nombre d’équations et on considére une nouvelle
équation s = t. On fusionne les classes d’équivalences des termes s et t.
Cela augmente le nombre de termes s; et t; (i = 1,2) tels que s; = ¢;. On
“propage” alors la relation d’équivalence aux paires de termes f(sq, s2)
et f(t1,t2), appartenant a T. Cela rajoute encore de nouveaux couples
a la relation d’équivalence. On continue donc a “propager” la relation
jusqu’a ce qu’aucun couple ne puisse lui étre ajouté.

Pour réaliser systématiquement la “propagation” expliquée ci-dessus, on
s’appuie sur la structure de donnée Union-Find qui représente la rela-
tion d’équivalence courante. Cette structure fournit pour chaque classe
d’équivalence, un élément de référence, appelé représentant. Sit € T,
nous notons , le représentant de la classe d’équivalence de t. A chaque
terme f(t1,t2) € T, nous faisons correspondre le terme f(t1,12), ap-
pelé la signature de f(t1,t2). On utilise cette signature pour “détecter”
les nouveaux termes équivalents : deux termes deviennent équivalents si
leurs signatures sont rendues égales par une modification de la structure
Union-Find. 11 suffit donc, a chaque modification de la structure Union-
Find, de retrouver les signatures qui ont changé et de rendre égaux les
termes correspondant a ces signatures.

Nous allons maintenant donner deux algorithmes qui implémentent pré-
cisément les principes ci-dessus. Nous donnons d’abord chaque fois, une
description de “trés haut” niveau des algorithmes puis nous précisons
les structures de données concretement utilisées. Dans ce qui suit, nous
notons sig(t), la signature (courante) d’un terme ¢ € 7. On notera que
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la signature d’un terme de T n’appartient pas nécessairement a 7.

2.6.1.2 Premier algorithme

L’algorithme que nous présentons maintenant, tout comme le suivant a la
section 2.6.1.3, “traite une seule équation” s =t (ou un seul couple de la
relation p). Comme précondition, il suppose que la structure Union-Find
représente une congruence partielle sur 'ensemble T' (fixé) et que s,t €
T. L’algorithme étend cette congruence partielle “le moins possible” mais
de telle sorte qu’elle contienne la couple (s, t). L’algorithme regoit aussi,
pour chaque représentant ¢ d’une classe d’équivalence, la liste liste(t)
de tous les termes de T' dont la signature contient ¢, comme sous-terme
direct (voir définition 1).

L’algorithme pour traiter un ensemble d’équations (tous les couples de
p) crée une structure Union-Find représentant la congruence partielle
minimale dans laquelle les termes de T ne sont équivalents qu’a eux-
mémes. Pour tous les termes ¢ € T, il initialise les listes liste(t) a la liste
de tous les termes qui contiennent ¢ comme sous-terme direct. Puis il
applique 'algorithme ci-dessous, successivement, a chaque équation.
L’algorithme de haut niveau utilise une variable P contenant un en-
semble de couples de termes de T'. Sa correction est basée sur I'invariant
suivant :

Vu,v €T : (sig(u) = sig(v) et ©#7) = (u,v) € P
Outre cet invariant, I’algorithme maintient les propriétés caractéristiques
des listes liste(t). Voici donc I'algorithme :

1. On exécute : P := {(s,t)}.
2. Tant que P # {}, on exécute ce qui suit :

(a) On préléve une paire (u,v), dans P.
(b) Siw =7, on itére sans exécuter les étapes suivantes.
(c) On renomme les listes liste(u) et liste(T), respectivement, en
liste; et listes.
(d) On fusionne les classes d’équivalence de u et v.
(e) On ajoute & P toutes les paires de termes (g, r) telles que
- g appartient a listeq,
- 1 appartient a listes,
- siglq) = sig(r).
(f) On fait : liste(u) := liste; U listes.
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La correction de cet algorithme de haut niveau se justifie brievement
comme suit.

1. L’algorithme se termine car le nombre de classes d’équivalence
décroit d’une unité a chaque itération, si w # v, et le nombre
d’éléments de P décroit d’une unité, sinon.

2. L’invariant est respecté initialement car la relation d’équivalence
initiale est une congruence et il est maintenu a chaque itération car
si la signature d’un terme change et devient égale a celle d’un autre
terme, une paire contenant les deux termes est placée dans P 3.
La propriété caractéristique des listes liste(t) est aussi maintenue
puisque I'ensemble des termes dont la signature contenait u ou ©
(comme sous-terme direct), avant itération, est égal a I’ensemble
des termes dont la signature contient u (= v), apres itération.

3. Lorsque lalgorithme se termine, la condition P = {}, combinée au
respect de l'invariant, assure qu’on a :

Vu,v € T : sig(u) = siglv) = uw=71

et il est clair que cette derniere condition implique que la relation
d’équivalence courante est une congruence partielle.

Nous avons implémenté cet algorithme est utilisant les mémes structures
de “bas niveaux” que pour notre implémentation des collections de struc-
tures (voir section 2.4.4). Chaque terme f(¢1,t2) de I’ensemble 7" est re-
présenté par 'identifiant ¢ d’une structure f(i1,2) : 7 ol i et iy sont les
identifiants représentant les termes 1 et to. Donc, ’ensemble de termes
T est globalement représenté par une collection de structures unique.
Cette collection n’est pas modifiée lors de I'exécution de l'algorithme
ci-dessus. L’algorithme “concret” manipule évidemment les identifiants
d’ensembles de structures, non les “termes”. L’utilisation de ces identi-
fiants (en fait des entiers) rend immédiate la réalisation d’une structure
de données Union-Find pour représenter la relation d’équivalence cou-
rante. Elle permet aussi de réaliser efficacement les listes liste(w) exigées
par l'algorithme. Nous utilisons pour cela deux “instances” de la classe
Multilist (voir section 2.4.4). La premiére instance s’occupe de tous
les termes dont la signature contient %, comme premier argument. La
seconde s’occupe de ceux dont la signature contient u, comme second
argument. Rappelons qu’une seule instance suffit a gérer I'entiereté des
listes associées a la totalité des identifiants utilisés par la collection de
structures. Ainsi 'opération “abstraite” liste(w) := liste; U listey est réa-
lisée en déplacant chaque identifiant d’un terme figurant dans la liste

13. On considére les paires comme “non ordonnées”.
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correspondant a celui des termes @ et ¥ qui n’est pas choisi comme nou-
veau représentant, vers la liste correspondant a ’autre.

11 est démontré dans [Kap97] que la complexité de l'algorithme ci-dessus
est en O(N?) ot N est le nombre de termes de 7. On peut le com-
prendre intuitivement en observant que le point 2e de ’algorithme est
réalisé concretement par une double boucle sur les listes liste; et listes
et que les termes de T sont progressivement accumulés dans les listes
liste(w) au fur et & mesure de la fusion des classes d’équivalence. La
complexité spatiale de I'algorithme est également en O(N?), ce qui rend
I’algorithme inapplicable pour un grand nombre de termes, comme nous
allons le montrer a la section 2.6.1.4. Il est possible d’améliorer 1’al-
gorithme tel que nous l'avons présenté ci-dessus en remarquant deux
choses. D’une part, il n’est pas nécessaire de placer dans ’ensemble P
toutes les paires (non ordonnées) (q,r) telles que sig(q) = sig(r). Il suf-
fit que, pour chacune d’entre elles, il existe une suite de paires (q1,71),
oo Aqr,TE), avec ¢ = q1, 1, = ¢i+1 (1 < i < k), et 1, = r. D’autre part,
il est possible de maintenir cette condition plus faible, en ne conservant
dans les listes liste(uw) qu’un seul terme parmi tous ceux qui ont la méme
signature. Nous laissons au lecteur le soin de compléter les détails mais
nous donnons une évaluation expérimentale de cet algorithme amélioré
a la section 2.6.1.4.

2.6.1.3 Second algorithme

Méme si son cofit peut étre substantiellement diminué grace aux amélio-
rations que nous avons indiquées, la cause principale d’inefficacité de I’al-
gorithme de la section précédente est 1'utilisation d’une double boucle.
Il est possible de la remplacer par une simple boucle, sur I'une des deux
listes liste; ou listeo en gardant en mémoire les signatures des termes, en
plus des termes eux-mémes. Supposons que le terme T soit choisi comme
nouveau représentant apres la fusion des classes d’équivalence des termes
u et v. Il suffit de parcourir la liste liste; (ancienne valeur de liste(w)) et
de vérifier si la nouvelle signature de chaque terme existe déja ou pas. Si
elle existe, les termes doivent étre ajoutés a I’ensemble P. On peut, de
plus, maintenir, dans la structure Union-Find, I’équivalence entre cha-
que terme et sa signature, ce qui permet de remplacer les termes par
leur signature dans les listes liste(w), diminuant la taille de ces listes.

Le nouvel algorithme est construit et justifié sur base de I'invariant sui-
vant :

Vu €T : 7 # siglu) = Iu',v') € P:(u=1u et v/ = sig(u)).

L’algorithme utilise, cette fois, un ensemble variable de termes que nous
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notons T% et la structure Union-Find maintient une relation d’équiva-
lence sur cet ensemble. La précondition de I’algorithme est que T est
égal a la réunion de T et des signatures des termes de T'. On doit avoir
aussi :

VueT:u = sig(u).
L’algorithme s’énonce comme suit :
1. On exécute : P := {(s,t)}.
2. Tant que P # {}, on réalise les actions ci-dessous :
(a) On préléve une paire (u,v), dans P.
(b) Siu =7, on itére sans exécuter les étapes suivantes.
(c) On fusionne les classes d’équivalence de u et v, en choisissant

7 comme représentant de la classe fusionnée. Soit liste, la
valeur de liste(w), avant la fusion.

(d) Pour chaque terme ¢ de la liste liste, on fait ceci : si sig(q) €
T*, on ajoute & P la paire (g, sig(q)) ; sinon, on ajoute sig(q)
a T% et on place sig(q) dans la classe d’équivalence de ¢ et
dans la liste liste(D).

(e) On retire de T* tous les termes de liste qui n’appartiennent
pas a 1.

La correction de cet algorithme se montre dans le méme style que celle du
premier algorithme. Nous ’avons implémenté avec les mémes structures
de données. Nous utilisons la collection de structures pour représenter
’ensemble de termes T%. Plus de termes sont donc représentés. De méme,
la structure Union-Find doit étre étendue pour inclure les identifiants
des signatures. Le pas 2e de l'algorithme permet de réduire la taille de
la collection de structures et de la structure Union-Find. Il n’est pas
nécessaire pour la correction de ’algorithme, “en principe”.

Un algorithme tres semblable a ce deuxieme algorithme est décrit dans
[NOO5]. Les auteurs de cet article argumentent que sa complexité est
en O(N log N), ce qui est cohérent avec notre étude de complexité pour
notre algorithme de résolution d’un ensemble d’équations entre termes
(voir la section 2.5.6). Nous montrons a la section 2.6.1.4, ci-dessous, que
cette version de l'algorithme de Shostak calcule la fermeture congruente
d’un ensemble d’équations d’une maniére tres semblable a celle de notre
algorithme de la section 2.3.3. Néanmoins, notre algorithme utilise moins
de mémoire et est conceptuellement plus simple. Il fournit aussi un ré-
sultat plus général, c’est-a-dire un modele de I’ensemble des équations
(voir la section 2.5.6 et, en particulier, le point 3 de la section 2.3.3.1).
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2.6.1.4 Comparaison expérimentale

Dans cette section, nous comparons expérimentalement les algorithmes
des deux sections précédentes et notre algorithme de résolution d’équa-
tions entre termes. Nous utilisons comme données de test ’ensemble de
termes 1" décrit a la section 2.5.6.1, soient les 458.330 termes de hauteur
inférieure ou égale a 5 que 'on peut construire sur base de la constante
a et du symbole de fonction binaire f. Nous générons “aléatoirement”
250.000 équations entre ces termes que nous résolvons (avec notre algo-
rithme) ou dont nous calculons la fermeture congruente (avec différentes
variantes de P'algorithme de Shostak).

Le tableau 2.8 compare les temps d’exécution. Chaque ligne de la table
fournit les temps nécessaires a chaque algorithme pour résoudre les équa-
tions dont le nombre figure dans la colonne f eq. Les temps sont donnés
en secondes. Les colonnes t.s, to1, tor, tsh, €t tg, donnent les temps,
respectivement, pour notre algorithme (voir section 2.3.3), pour 'algo-
rithme décrit a la section 2.6.1.3, pour la variante de cet algorithme qui
n’exécute pas 'étape 2e, pour la version “améliorée” de ’algorithme de
la section 2.6.1.2 et, enfin, pour l'algorithme “de base” décrit dans cette
section. Les temps fournis sont des moyennes calculées sur 100 exécu-
tions successives, sauf pour le dernier algorithme, pour lequel seulement
10 exécutions ont été effectuées.

ﬁ eq tes Lol tor tsn tsp’

010,000 0,674 10,639] 0,670 0,683
25.000 || 0,130 || 0,747 | 0,692 || 0,685 | 0,698
50.000 || 0,260 || 0,815 | 0,739 || 0,699 | 0,712
75.000 || 0,426 || 0,930 | 0,815 || 0,764 | 0,775
100.000 || 0,563 || 1,042 | 0,880 || 0,830 | 0,839
125.000 || 0,699 || 1,149 | 0,944 || 0,850 | 0,860
150.000 || 0,842 || 1,280 | 1,021 || 0,872 | 0,883
175.000 || 1,003 || 1,458 | 1,109 || 0,951 | 0,964
200.000 || 1,189 || 1,733 | 1,244 || 1,107 | 1,119
213.624 || 1,343 || 1,974 | 1,352 || 1,392 | 1,466
213.625 || 2,741 || 3,251 | 1,955 || 18,275 | 458,324
225.000 || 2,764 || 3,252 | 1,955 || 18,276 —
250.000 || 2,813 || 3,252 | 1,956 || 18,277 —

Table 2.8 — Variantes de l'algorithme de Shostak : Temps d’exécution

Les valeurs figurant dans la premiére ligne de la table s’expliquent par
le fait que la collection de structures représentant I’ensemble de ter-
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mes T est construite une fois pour toute avant toute exécution d’un des
algorithmes de fermeture congruente, ce qui prend un temps approxima-
tivement égal a 0,67 secondes. Par la suite, ces algorithmes manipulent
les identifiants d’ensembles de structures représentant les termes. Notre
algorithme ne construit pas les termes a priori mais étend la collection
de structures “a la demande” pour qu’ils y soient représentés. Les temps
d’exécution des cing algorithmes sont assez semblables jusqu’a la réso-
lution de la 213.625-éme équation. Nous verrons bient6t, en examinant
le tableau 2.9, que cela s’explique du fait que la résolution de presque
chacune des équations précédentes “ne pose pas de difficulté” et n’en-
traine qu’une modification locale de la collection de structure (notre
algorithme) ou de la relation d’équivalence maintenue par la structure
Union-Find (les algorithmes présentés dans cette section). Notre algo-
rithme, parti avec un gros avantage de temps, perd petit a petit du
terrain parce qu’il doit intégrer les termes constituant les équations a
la collection de structure avant de disposer de leurs identifiants pour
les unifier. Tous les algorithmes effectuent “le gros de leur travail” lors
du traitement de la 213.625-éme équation. La version la plus simple de
Palgorithme de Shostak ne peut en venir a bout et “sort de la mémoire”
apres 7 minutes et 38 secondes. La version optimisée de cet algorithme
y parvient mais apres un temps supérieur d’un ordre de grandeur a celui
des trois premiers algorithmes. Notre algorithme prend un temps a peu
pres égal a la version du second algorithme qui “libére la mémoire” utili-
sée par les signatures “périmées”. L’algorithme le plus rapide pour traiter
cette équation est celui qui conserve toutes les structures utilisées pour
les signatures. Apres le traitement de cette équation, tous les termes de
I’ensemble T' sont égaux et, dans le cas de notre algorithme, la collec-
tion de structures représente en fait ’ensemble infini de tous les termes
qu’on peut construire avec la constante a et le symbole de fonction f,
tous ces termes étant considérés comme égaux. Les dernieres équations
sont donc “trivialement vraies” et traitées quasi instantanément par tous
les algorithmes (sauf le dernier).

La table 2.9 présente les mesures faites sur 'utilisation de la mémoire par
les différents algorithmes et, plus précisément, sur le nombre de struc-
tures utilisées a différentes étapes. On donne aussi, dans les deuxieme
et troisieme colonnes, le nombre d’ensembles de structures (pour notre
algorithme) et le nombre de classes d’équivalences (pour les différentes
versions de l'algorithme de Shostak) 4. Les versions de I'algorithme de
Shostak présentées dans la section 2.6.1.2 ne modifient pas la collection

14. Le nombre (218.657), dans la troisiétme donne le nombre de classes d’équivalence
restantes pour l'algorithme de Shostak “de base”, lorsqu’il “sort de la mémoire”. On
voit qu’il est bien loin d’arriver au bout de son effort.
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feq || tidscs # clsorsh f stres ff stro § stroy

0 0 458.330 0] 458.330 | 458.330
25.000 || 22.935 433.331 || 47.934 | 500.634 | 502.979
50.000 || 40.391 408.331 || 90.390 | 534.735 540.863
75.000 || 53.284 381.978 || 128.283 | 589.265 | 604.406

100.000 || 62.201 355.627 || 162.200 | 623.434 | 654.377
125.000 | 67.826 330.627 || 192.825 | 658.930 | 704.290
150.000 {| 70.068 305.628 || 220.066 | 692.114 | 764.995
175.000 || 69.054 279.279 || 244.052 | 724.250 | 832.391
200.000 || 64.840 251.587 || 264.838 | 755.465 | 938.634
213.624 || 59.918 232.603 || 273.540 | 768.393 | 1.021.688

213.625 1] 1(218.657) 2| 458.331 | 1.087.013
225.000 1 1 2| 458.331 | 1.087.013
250.000 1 1 2 | 458.331 | 1.087.013

Table 2.9 — Variantes de I'algorithme de Shostak : Utilisation de la mé-
moire

de structures initiale, puisqu’elles ne mémorisent pas les signatures, elles
utilisent donc constamment 458.330 structures. On voit, dans la colonne
f str.s que notre algorithme utilise beaucoup moins de structures que les
deux variantes de l'algorithme de la section 2.6.1.3 (colonnes § str,; et
# strop) : au pire, a peu pres trois fois moins que 'algorithme qui libére
la mémoire et quatre fois moins que celui qui ne la libére pas. A la fin
de ’exécution, notre algorithme n’utilise plus que 2 structures au lieu
de 458.331 et 1.087.013, respectivement, pour les deux autres.

Il est également intéressant d’analyser la quantité de mémoire nécessaire
pour implémenter ’ensemble P, utilisé par les différentes versions de I’al-
gorithme de Shostak et contenant les paires de termes a unifier (a placer
dans la méme classe d’équivalence). La table 2.10 indique le nombre
maximum de paires contenues dans cet ensemble, implémenté par une
pile, a différentes étapes d’exécution des algorithmes. (La paire initiale
(s,t) n’est pas prise en compte.) Les valeurs indiquées dans une ligne
donnée correspondent au maximum des valeurs obtenues pour chacune
des équations traitées depuis la ligne précédente (25.000 équations, en
général, sauf dans le cas particulier de 1’équation 213.625). On voit que
tres peu de paires sont placées dans la pile dans le corps de la boucle des
algorithmes : aucune en général, les valeurs non nulles étant le fait de tres
peu d’équations. La seule exception se produit pour I’équation 213.625,
pour laquelle tous les algorithmes générent un trés grand nombre de
paires. On observe que, pour les algorithmes sauf le dernier, ce nombre
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£ eq |Ploi |P|or |P|sh |P|sh
25.000 0 0 0 0
50.000 0 0 0 0
75.000 1.353 1.353 1.354 1.355
100.000 1.353 1.353 1.356 1.359
125.000 4 4 0 0
150.000 4 4 0 0
175.000 1.353 1.353 1.358 1.363
200.000 1.353 1.353 1.362 1.371
213.624 1.540 1.540 1.566 2.778
213.625 || 267.797 | 263.948 || 265.991 | 56.063.125
225.000 0 0 0 —
250.000 0 0 0 —

Table 2.10 — Variantes de I'algorithme de Shostak : Taille de la pile

de paires est & peine supérieur au nombre de classes d’équivalence res-
tant & fusionner avant le traitement de cette équation, soit 232.603 (voir
la table 2.9). Donc, les trois premiers algorithmes sont presque optimaux
en ce que presque toutes les paires ajoutées a ’ensemble P donnent lieu
a la fusion de deux classes d’équivalence. La différence d’efficacité entre
I’algorithme optimisé de la section 2.6.1.2 et ’algorithme de la section
2.6.1.3, qui mémorise les signatures, est donc essentiellement due a 1'uti-
lisation de deux boucles imbriquées dans le premier des deux, contre
une simple boucle, dans le second. Au contraire, 'algorithme simple
de la section 2.6.1.2 engendre un tres grand nombre de paires de termes
ayant méme signatures avec beaucoup de redondances entre elles et passe
beaucoup plus de temps a créer ces paires qu’a les fusionner. Le nombre
56.063.125 de paires est plus de 200 fois plus élevé que le nombre obtenu
pour les autres algorithmes et est cependant encore beaucoup trop petit
pour que l'algorithme atteigne son but, puisque, & ce moment, il reste
encore 218.657 classes a fusionner (seulement 13.946 l'ont été).

2.6.1.5 Syntheése

Nous pouvons maintenant synthétiser les similitudes et les différences
entre notre méthode de résolution d’équations entre termes et l'algo-
rithme de Shostak (dans son principe, indépendamment d’une variante
spécifique). Apres traitement d’un nombre quelconque d’équations, notre
algorithme a construit une collection de structures F, utilisant un en-
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semble d’identifiants I. Cette collection représente (dénote) une famille
d’ensembles de termes (7;);er. Chaque terme f(t1,t2) figurant dans une
équation déja traitée est représenté, dans la collection, par une et une
seule structure f(iy,i2) : ¢ qui est telle que f(t1,t2) € T;, t1 € T;, et
ty € T;,. Dans l'algorithme de Shostak, les termes des équations déja
traitées sont répartis en classes d’équivalences maintenues par la struc-
ture Union-Find. Il y a une correspondance biunivoque entre ’ensemble
de ces classes d’équivalences et ’ensemble d’identifiants I et donc aussi
entre ’ensemble I et ’ensemble des représentants de ces classes. Du
coup, il y a une correspondance biunivoque entre les structures de la
collection E et les signatures des termes des équations déja traitées. Si
nous notons s; le représentant de la classe d’équivalence associée a I’iden-
tifiant ¢, il correspond & la structure f(i1,42) : 4, la signature f(s;,, Si,)-
Lors du traitement d’une équation particuliere, notre algorithme main-
tient, pour chaque clé f(iy,i2), une liste des structures qui ont cette clé
afin d’“unifier” leurs identifiants. L’algorithme de Shostak, maintient,
a la place une liste de paires de termes ayant méme signature, pour
fusionner leurs classes d’équivalence.

Le principal avantage de notre méthode sur celle de Shostak est limiter
I'utilisation de la mémoire en conservant une seule structure pour tous
les termes ayant méme signature et pour cette signature elle-méme. Cela
nous permet aussi de manipuler des ensembles infinis de termes si ’en-
semble de leurs classes d’équivalence est fini. Au point de vue du temps
d’exécution, notre méthode est compétitive avec toutes les versions de
I’algorithme de Shostak.

2.6.1.6 Autres algorithmes de fermeture congruente

Nous comparons maintenant brievement notre travail a deux références
incontournables. Un point commun a ces deux articles est qu’ils consi-
derent le probleme de calculer la fermeture congruente d’une relation
définie sur les nceuds d’un graphe, non sur un ensemble de termes. La
plus grande généralité ainsi obtenue rend un peu plus difficile la tache
de mettre notre travail en perspective par rapport a ces travaux.

L’algorithme de Nelson et Oppen, décrit dans [NO80, BM07], est, en fait,
tres semblable a 'algorithme que nous avons décrit a la section 2.6.1.2.
La notion de terme utilisée dans I’algorithme de Shostak est remplacée
par celle de sommet d’un graphe, les successeurs d’un sommet jouant le
role des sous-termes stricts. Au lieu d’utiliser les listes liste(t) (des ter-
mes dont la signature contient ¢, comme sous-terme direct), ’algorithme
utilise la liste des prédécesseurs des sommets équivalents a un sommet
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donné. La complexité de 1'algorithme est en O(m?) ott m est le nombre
d’arcs du graphe.

L’algorithme de Downey, Sethi et Tarjan [DST80] s’applique également
a une relation sur un graphe. Les auteurs insistent sur le fait que le
graphe ne doit pas nécessairement étre acyclique pour garantir la correc-
tion de leur algorithme. Cette plus grande généralité permet d’appliquer
leur algorithme non seulement a une relation entre termes, mais aussi a
une collection de structures, puisque qu’il est clair qu’une collection de
structures équivaut a un graphe dont les sommets sont les identifiants
d’ensembles de structures et les arcs sont les structures (une structure
représente en fait deux arcs). Avec cette interprétation, nous pouvons
donner un algorithme tres semblable au leur. Soit F une collection de
structures utilisant I’ensemble d’identifiants I. Soit p, une relation sur 1.
Nous cherchons la plus petite relation d’équivalence sur I qui contient p
et qui est compatible avec les structures de E. C’est-a-dire qu’on a :

f(il,iz)tiEE — 1 = J
f(1,j2):j €L

pour tous les identifiants 1, j, i1, j1, %2, jo € I. Notre version de leur algo-
rithme, adapté pour les collections de structures, est donnée ci-dessous.

Notons Fjy, la collection de structures initiale a laquelle on applique
I’algorithme et soit Iy son ensemble d’identifiants. Soit p, une relation
binaire sur Iy. On peut la voir comme une liste d’“équations” entre des
éléments de Iy. L’algorithme calcule la fermeture congruente de p sous
forme d’une structure Union-Find contenant ses classes d’équivalence.
On note i le représentant de la classe d’équivalence courante de i, & un
moment donné (pour tout ¢ € Iy). L’algorithme modifie simultanément
la collection de structures, a partir de sa valeur initiale, et la structure
Union-Find. On a donc, apres traitement d’un nombre quelconque de
paires d’élément de p, une collection de structures courante F utilisant
I’ensemble d’identifiants courant I. Cet ensemble I est égal a ’ensemble
des représentants des classes d’équivalence mémorisées dans la structure
Union-Find. Il y a donc double emploi entre la collection de structures et
la structure Union-Find mais cette redondance est nécessaire pour faire
correspondre aux paires (i, j) de la relation p, leurs paires courantes de
représentants (7, j). Par contre, notre version de I’algorithme ne conserve
pas une copie de la collection de structures initiale.

Comme nous l'avons fait précédemment, nous donnons une version de
lalgorithme qui traite une seule paire d’identifiants (k,[). L’algorithme
complet applique cet algorithme partiel, successivement, a chaque paire
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de la relation p.

1. Si k =1, I’algorithme se termine sans rien faire.

2. Sinon, supposons que I'identifiant k figure dans au moins autant de
structures que l'identifiant [ (on échange les roles de k et [ sinon).
On exécute, dans l'ordre :

(a) appliquer I'opération substitute > aux identifiants k et [;
(b) fusionner les classes de k et [, en choisissant k& comme repré-
sentant.

. Ensuite, tant que la collection de structure courante contient deux
structures key : ¢, key : j, distinctes mais de méme clé, on exécute
(en supposant que l'identifiant ¢ figure dans au moins autant de
structures que j) :

(a) appliquer Popération substitute aux identifiants i et j;

(b) fusionner les classes de i et j, en choisissant ¢ comme repré-

sentant.
feq || §idses | fids/clsyy fstres | f strys tes tdst

0 0 458.330 0| 458.330 || 0,000 | 0,713
25.000 || 22.935 433.331 47.934 | 458.330 || 0,130 | 0,782
50.000 || 40.391 408.331 90.390 | 458.330 || 0,260 | 0,852
75.000 || 53.284 381.978 || 128.283 | 456.977 || 0,426 | 0,930
100.000 || 62.201 355.627 || 162.200 | 455.626 || 0,563 | 1,011
125.000 || 67.826 330.627 || 192.825 | 455.626 || 0,699 | 1,090
150.000 || 70.068 305.628 || 220.066 | 455.626 || 0,842 | 1,177
175.000 || 69.054 279.279 || 244.052 | 454.277 || 1,003 | 1,281
200.000 || 64.840 251.587 || 264.838 | 451.585 || 1,189 | 1,412
213.624 || 59.918 232.603 || 273.540 | 446.225 || 1,343 | 1,542
213.625 1 1 2 2 2,741 | 3,070
995.000 1 1 p 2 || 2,764 | 3,072
250.000 1 1 2 21 2,813 | 3,075

Table 2.11 — Comparaison avec 'algorithme de Downey, Sethi et Tarjan

Ce dernier algorithme est plus général que ceux vus précédemment car il
permet de “résoudre” un ensemble d’équations entre termes par rapport
a une collection de structures donnée quelconque, pas seulement une
collection de structures représentant un ensemble de termes tous non

15. voir section 2.3.2.2
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équivalents. On peut cependant, et évidemment, aussi appliquer ’algo-
rithme & une collection de structures (de départ) représentant des termes
non équivalents. La différence avec notre algorithme de résolution d’un
ensemble d’équations entre termes (voir section 2.5.6) est qu’on calcule
la représentation de tous les termes au départ et qu’on utilise la struc-
ture Union-Find pour faire correspondre, a tout moment, les identifiants
de départ des termes, & I'identifiant qui représente leur classe d’équiva-
lence. Cette méthode est plus rapide pour déterminer les identifiants
a unifier & chaque étape, car elle n’utilise pas l'opération toSet (voir
section 2.3.2.1) pour mettre les termes en correspondance avec leurs
identifiants. Par contre, l'algorithme obtenu n’est pas incrémental : il
faut, avant toute autre chose, construire tous les termes pour détermi-
ner 'ensemble de leurs identifiants afin de pouvoir calculer ensuite la
fermeture congruente au moyen de la structure Union-Find.

Nous concluons cette comparaison par une mise en correspondance des
performances de notre algorithme de résolution d’un ensemble d’équa-
tions entre termes avec (notre adaptation de) l'algorithme de Downey,
Sethi et Tarjan. Nous utilisons les mémes données de test qu’a la sec-
tion 2.6.1.4. Les résultats sont montrés dans la table 2.11. On constate a
nouveau que notre algorithme utilise moins de mémoire, vu son caractere
incrémental. Les temps d’exécution sont comparables avec également un
léger avantage & notre algorithme. (Nous supposons que le lecteur saura
interpréter les résultats présentés en adaptant les indications données
pour les tables 2.8 & 2.10).

2.6.2 Représentation des termes et des ensembles de
termes

“Calculer avec des termes” est essentiel dans de nombreux domaines de
I'informatique : démonstrateurs de théoremes, langages de programma-
tion logiques et fonctionnels, bases de données “déductives”, par exem-
ple. De nombreuses méthodes de représentation de termes ou d’ensembles
de termes ont donc été proposées pour rendre ce calcul efficace dans cha-
que domaine spécifique.

2.6.2.1 Indexation des ensembles de termes

Dans chacun des domaines cités dans I'introduction de la section 2.6.2,
des méthodes de représentation de termes et d’ensembles de termes ont
été proposées pour résoudre efficacement des problémes du genre : étant
donné un ensemble T de termes et un terme particulier ¢, déterminer
tous les termes [ € T' qui sont dans une relation R avec ¢t (on a : [ Rt).
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Le terme t est souvent appelé la question. L’ensemble de termes T' doit
quant a lui étre représenté de maniere a “répondre a la question” (trou-
ver ’ensemble des termes [) aussi efficacement que possible. On dit alors
que les termes de T sont indexés et on appelle T', ou plutdt sa repré-
sentation, [’indexz [SRVO01]. Selon le domaine d’application, des choix
fréquents pour la relation [ Rt peuvent étre que [ est une instance, ou
est une généralisation, ou est égal a ¢, ou est unifiable avec t.

Il est souvent nécessaire de représenter les termes de maniere compacte
pour limiter 'utilisation de la mémoire. Pour cela, on choisit souvent de
représenter les termes non comme des arbres mais comme des graphes
orientés acycliques (DAGs) ou chaque sous-terme n’est représenté qu’une
seule fois. On peut le faire localement lorsqu’un nouveau terme est créé
ou maintenir une “base de termes” dans laquelle chaque terme n’est re-
présenté qu’une seule fois. Sil’index est représenté de cette fagon, on peut
efficacement répondre a la question : ¢ € T'?7 Pour répondre a d’autres
sortes de questions telles que mentionnées ci-dessus, d’autres méthodes
d’implémentation de l'index ont été proposées, basées sur l'utilisation
d’automates ou d’arbres de suffixes, principalement. On pourra consul-
ter a ce sujet la référence [SRV01] qui fournit aussi une bibliographie sur
le sujet.

Notre implémentation des collections de structures (voir la section 2.4)
est, en partie, analogue a une “base de termes” telle que définie ci-
dessus. En particulier, dans le cas d’une collection de structures creuse
(voir I'introduction de la section 2.5), chaque identifiant (d’ensemble de
structures) représente un seul terme et ce terme n’est représenté qu’'une
fois. Dans le cas général, cependant, le méme identifiant représente plu-
sieurs termes, ce qui rend notre représentation plus compacte encore que
les “bases de termes” classiques ; en particulier, nous pouvons représen-
ter certains ensembles de termes infinis, ce que les “bases de termes”
classiques ne peuvent faire.

Au niveau des domaines d’application, une grande différence existence
entre nos collections de structures et les méthodes décrites dans [SRV01]
et évoquées ci-dessus. Ces méthodes servent a représenter des ensembles
finis de termes a priori quelconques, définis, en quelque sorte, par simple
énumération, alors que nos collections de structures représentent des en-
sembles de termes égaux dans une certaine théorie, par exemple équa-
tionnelle mais pas nécessairement. Il s’en suit que la réponse a la “re-
quéte” : trouver tous les termes [ égaux a t, est constitué d’un ensemble
“non trivial” de termes, au contraire des applications classiques basées
sur I’égalité “syntaxique”. Parmi les autres applications possibles de nos
collections, il y a bien sir : trouver un terme simplifié égal a ¢, ou, en
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d’autres mots : simplifier . Nous le faisons en extrayant de I’ensemble
des termes égaux a t, un ou plusieurs termes les plus “simples” selon tel
ou tel critere donné.

Notre affirmation que les “bases de termes” et, plus généralement, les
méthodes d’indexation classiques décrites dans [SRV01] ne permettent
de représenter que des ensembles finis de termes doit étre relativisée en
remarquant que ces méthodes prennent en compte des termes contenant
des variables, ce que nos collections de structures n’autorisent pas, stric-
tement parlant, bien que nous autorisions 1'utilisation de constantes “non
interprétées” (voir le point 2. de la section 2.3.3.1). Les deux approches
sont finalement, en quelque sorte, “incommensurables”.

Les méthodes décrites dans [SRVO01], basées sur 1’égalité “syntaxique”
des termes, ont été généralisées a certaines propriétés équationnelles gé-
nérales telles que 'associativité et la commutativité, donnant lieu a des
méthodes spécialisées pour ces propriétés. Notre approche au contraire
est uniformément applicable & n’importe quelle théorie égalitaire ou a
des théories plus générales telles que celle des expressions rationnelles.
En contrepartie, nous ne représentons pas dans les collections de struc-
tures, des termes avec des variables.

2.6.2.2 Automates d’arbres

La notion de collection de structures, définie et étudiée dans ce cha-
pitre, a beaucoup de points communs avec la notion d’automate d’arbres
[TW68, CDGT07]. Un automate d’arbres est un objet mathématique qui
spécifie un algorithme de reconnaissance d’un ensemble de termes. Cet
algorithme décide si un terme donné appartient a ’ensemble défini par
lautomate d’arbres. Chaque structure f(ij,is) : ¢, d’'une collection de
structures correspond dans un automate d’arbres a une regle de transi-
tion. L’application des regles de transition permet d’associer a chaque
terme un état qui correspond, dans les collections de structures, a un
identifiant. L’ensemble de termes reconnus par l'automate est formé de
tous les termes qui sont associés par l'application des régles a un état
acceptant.

Les collections de structures peuvent donc étre vues comme une version
simplifiée des automates d’arbres puisqu’elles n’utilisent pas la notion
d’état acceptant. La sémantique des collections de structures est aussi
définie différemment : par une famille d’ensembles de termes ou par une
relation entre termes. Ces différences ne sont pas essentielles. La diffé-
rence la plus importante entre notre travail et les travaux relatifs aux
automates se situe au niveau des opérations que nous avons définies pour
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manipuler les collections de structures ainsi que dans la facon dont nous
implémentons les collections de structures pour rendre ces opérations
efficaces. C’est certainement le cas qu’il existe de nombreux problémes
théoriques ou pratiques ou il est utile de combiner les opérations que
nous avons définies sur les collections de structures a d’autres opéra-
tions classiquement définies sur les automates d’arbres. Nous en donnons
d’ailleurs un exemple & la section 2.6.3.2. Néanmoins, nous pensons qu’il
ne serait pas utile de reformuler la “théorie” des collections de structures,
élaborée a la section 2.3, en termes de théorie des automates d’arbres car
cela n’apporterait pas un meilleur éclairage sur 1'utilité et les propriétés
intéressantes des collections de structures.

2.6.3 Autres domaines de recherche
2.6.3.1 Regles de réécriture

La notion de régle de réécriture [DJ90, Dic91] a été initialement propo-
sée dans [KB70]. Une regle de réécriture est une équation entre termes
qui est “orientée” et que l'on écrit ¢ — s ou s et ¢ sont des termes.
Elle signifie intuitivement qu’on peut “simplifier” un terme quelconque
en remplagant un de ses sous-termes égal a ¢ (ou a une instance de t)
par s (ou par l'instance correspondante de s). Etant donné un ensemble
d’équations entre termes Fgq, on est intéressé & trouver un ensemble de
regles de réécriture R telles que 'application répétée des régles a un
terme quelconque produit un terme qui n’est pas simplifiable, appelé
terme canonique. Ce terme doit étre le méme quel que soit 'ordre d’ap-
plication des regles. Le fait pour deux termes d’étre simplifiables dans le
méme terme canonique fournit une condition suffisante pour I’égalité de
ces deux termes (par rapport aux modeles des équations de Fq). On est
particulierement intéressé par les ensembles de regles pour lesquels cette
condition est aussi nécessaire puisque ces ensembles de régles fournissent
un algorithme de décision pour le probleme de I’égalité de deux termes.

Dans les démonstrateurs de théoréemes basés sur I'idée de faire coopérer
différents algorithmes de décision [NOT9], on se restreint souvent aux
régles de réécriture n’utilisant que des termes clos [NOO05] et on utilise
ces ensembles de regles pour “passer de l'information” d’un composant
du démonstrateur de théoremes a un autre. Les algorithmes de ferme-
ture congruente (voir section 2.6.1) sont souvent utilisés pour construire
de tels ensembles de régles de réécriture sur base de la fermeture con-
gruente [Sny93|. Une des difficultés est d’obtenir un ensemble de regles
réduit [Sny93], dans lequel un terme canonique ne contient pas de sous-
terme égal a la partie gauche d’une regle.
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Il est immédiat de vérifier que 'utilisation de notre algorithme de ré-
solution d’un ensemble d’équations entre termes fournit “trivialement”
un ensemble de regles de réécriture possédant toutes les qualités men-
tionnées ci-dessus. Il suffit pour cela d’associer a chaque identifiant 4
de la collection de structures, résultant de la résolution des équations,
une “nouvelle constante” ¢;. L’ensemble des regles de réécriture est for-
mée de toutes les régles de la forme f(c;,¢;,) — ¢, ou f(i1,i2) : i est
une structure de la collection. L’application des regles a un terme quel-
conque équivaut & lui appliquer 1'opération toSet (voir section 2.3.2.1).
Vérifier ’égalité de deux termes par application des regles de réécriture
équivaut a leur appliquer I'opération toSet puis a tester si leurs iden-
tifiants sont égaux (voir section 2.3.3). Pour des raisons techniques ou
esthétiques, il se peut qu’on désire produire un ensemble de regles de
réécriture n’incorporant pas de nouvelle constante. On peut alors rem-
placer les constantes ¢; par un terme ¢; choisi dans chaque ensemble de
termes T; associé a lidentifiant 7. On peut choisir un terme de taille
minimale et éviter d’incorporer la regle t; — t;, a ’ensemble des regles.

2.6.3.2 Unification rigide

Les collections de structures sont applicables a un probléme plus gé-
néral que la résolution d’équations entre termes clos : 'unification dite
rigide par rapport a un ensemble fini d’équations entre termes contenant
des variables [GRS87]. Nous n’avons pas, a ce jour, implémenté concrete-
ment d’algorithme pour résoudre ce type de probléme mais nous donnons
ci-dessous le principe de la méthode a utiliser.

Le probléeme simple de 1'unification rigide s’énonce comme suit. Etant
donné un ensemble Eq d’équations entre termes non nécessairement clos,
et une équation entre termes u = v, décider s’il existe une instanciation
des variables utilisées par ces équations telle que les termes u et v (instan-
ciés) soient égaux dans tous les modeles des équations Eq (instanciées).
Le probleme général de I'unification rigide considere plusieurs problémes
simples en méme temps et recherche s’il existe une instanciation com-
mune qui les résout tous simultanément.

On peut résoudre le probléme simple, au moyen des collections de struc-
tures, comme suit. Nous nous limitons & une seule variable, pour com-
mencer.

1. On remplace la variable par une “nouvelle” constante ¢ dans les
différentes équations. (Il s’agit essentiellement d’un “changement
de point de vue” sur la variable concernée.)

2. On construit la collection de structures définie par la résolution
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des équations Fq (modifiées, donc closes). On I’étend ensuite, en
appliquant Popération toSet aux termes u et v (modifiés), sans
unifier les identifiants obtenus.

3. Si les identifiants correspondant aux termes u et v sont égaux,
n’importe quelle instanciation de la variable résout le probleme.
La réponse au probléme est positive.

4. Sinon, soit i, 'identifiant correspondant & la constante ¢ dans
la collection de structures. On consideére tous les identifiants i de
la collection de structures dont ’ensemble de termes associé T;
contient au moins un terme qui ne contient pas la constante c
(donc i # ic).
(a) On applique 'opération unify aux identifiants i et ..

(b) Siles termes u et v ont méme identifiant dans la collection de
structures ainsi obtenue, le probléme a une solution et tous
les termes de 'ensemble T7, ou 4’ est I'identifiant correspon-
dant a 7 et i, dans la collection de structures modifiée, four-
nissent une telle solution (en fait, ceux qui ne contiennent
pas ¢, il y en a au moins un).

(c) Sinon, on restore la collection de structures obtenue au point 2,
et on reprend au point 4a, avec un autre identifiant <.

5. Siaucun des identifiants ¢ ne fournit une solution, aucune solution
n’existe.

Nous pouvons justifier la correction de cet algorithme, comme suit, en
utilisant les propriétés des collections de structures démontrées dans la
section 2.3.

1. Il est évident que l'algorithme est correct s’il se termine au point 3.
Nous supposons ci-dessous qu’il ne s’y termine pas.

2. Un terme ¢ résout le probléme s’il ne contient pas la variable c et si
les termes u et v sont égaux dans tous les modeles de EqU{c = t}.
Ce qui revient & dire que les termes u et v sont représentés par
le méme identifiant dans la collection de structures obtenue en
résolvant ’ensemble d’équations Eq U {c = t}.

3. Si un terme t résout la question, il doit nécessairement étre re-
présenté dans la collection de structures obtenue au point 2 de
I’algorithme, car, si ce n’était pas le cas, le fait de lui appliquer
lopération toSet ne ferait qu’ajouter de nouvelles structures a la
collection de structures, sans modifier les ensembles de structures
E; préexistants. Ensuite, le fait de modifier la collection en ré-
solvant 1’équation ¢ = t ne ferait que placer la structure créée
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pour remplacer ¢ dans ’ensemble de structures E;_ , sans entrai-
ner d’autre modification de la collection de structures. Donc, les
identifiants de u et v, distincts au départ, le resteraient.

La méthode expliquée ci-dessus est plus satisfaisante que celle expliquée
dans [DGNT98] car elle fournit un algorithme précis, alors que les au-
teurs de [DGNT98] se contentent de prouver qu'un tel algorithme existe
en combinant des résultats d’autres auteurs. De plus, notre justifica-
tion est plus simple grace a I'utilisation des collections de structures et
I’exploitation des propriétés de leurs opérations. Enfin, notre algorithme
fournit une description de ’ensemble de toutes les solutions, ¢’est-a-dire
I’équivalent d’un unificateur général.

On peut généraliser la méthode précédente a plus d’une variable en pro-
cédant par essais et erreurs et en affectant successivement des valeurs aux
variables (considérées comme des constantes). Par contre, le probleme
général de 'unification rigide simultanée n’est soluble que pour une seule
variable (voir [DGN98]). On peut le résoudre en calculant les collections
de structures correspondant aux solutions de chaque probleme simple,
puis en vérifiant si elles contiennent des solutions communes. Pour cela,
on peut interpréter les collections de structures comme des automates
d’arbres avec pour état acceptant l'identifiant i. et calculer 'automate
qui reconnait I’ensemble de termes égal & I'intersection des ensembles de
termes correspondant a i. dans les différentes collections de structures.

Si ’ensemble obtenu est non vide, tous les termes de cet ensemble four-
nissent une solution au probléme.
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Chapitre 3

Simplification des
expressions avec les
collections de structures

Dans ce troisieme et dernier chapitre, nous appliquons enfin les collec-
tions de structures au probleme de la simplification des expressions. Dans
la section 3.1, nous donnons un algorithme efficace pour calculer et main-
tenir incrémentalement la taille minimale des termes contenus dans cha-
que classe d’équivalence de la congruence représentée par une collection
de structures. Sur base de cette taille, on calcule facilement les termes
minimaux, eux-mémes. Dans la section 3.2, nous décrivons un autre al-
gorithme qui permet de calculer la collection de structures représentant
la congruence définie par un ensemble fini d’équations non closes et un
ensemble fini de constantes, lorsque le nombre de classes d’équivalences
de cette congruence est fini. Nous utilisons cet algorithme pour mini-
miser les formules booléennes utilisant au plus trois lettres distinctes et
nous discutons sur cette base ’applicabilité de I’algorithme, en général.
Enfin, dans la section 3.3, nous présentons une approche pour résoudre
le probleme a l'origine de tout ce travail : la simplification des expres-
sions. Nous remplacons ’approche de la section 3.2, par une approche
“guidée par l'objectif” conduisant a des algorithmes qui créent des ex-
pressions égales, ou “susceptibles de devenir égales” aux sous-expressions
d’une expression a simplifier de départ. Lorsque la taille de I’expression
diminue, ces algorithmes “recentrent la recherche” sur les structures de
I’expression réduite. Plusieurs stratégies et heuristiques sont proposées.
Nous appliquons les algorithmes aux formules booléennes et évaluons
leurs performances pour des formules de 800 symboles utilisant jusqu’a
20 lettres distinctes.
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3.1 Calcul des termes de taille minimale

Etant donnée une collection de structures E et un terme ¢ représenté
dans F, il est facile de déterminer les termes équivalents a ¢ les plus
simples selon différents critéres, pourvu que ces critéres s’énoncent fa-
cilement sur base de la structure des termes. Dans cette section, nous
expliquons comment le faire en utilisant comme critere la taille des ter-
mes : nous cherchons les termes utilisant le moins de symboles possibles,
équivalents a un terme donné.

3.1.1 Calcul des tailles minimales
3.1.1.1 Théorie du probléme

La taille d’un terme ¢, notée |t|, est le nombre de ses symboles (en
notation polonaise), compte non tenu des occurrences du symbole null.
On a donc :
|null| = 0,
| f(t,t2)| = [t +[t2]+ 1.

Soit F, une collection de structures bien formée mais pas nécessairement
normalisée. Soit (7;);cr, sa dénotation concréte. Chacun des ensembles
T; est non vide et posséde un ou plusieurs termes de taille minimale. On
définit, pour tout identifiant i € I :

size(i) = min{ |t| | ¢t € T;}.

Le symbole size représente donc une fonction de I dans N. Nous allons
donner un algorithme pour calculer cette fonction, basé sur le fait qu’elle
est 'unique “point fixe” d’une transformation de fonction définie ci-
dessous. Nous définissons d’abord, pour toute fonction ta: 1 — N :

relSize (null, ta) = 0,
relSize (f(i1,92), ta) = ta(i1) + ta(iz) + 1.

Nous définissons ensuite la transformation de fonction trSize : (I —
N) — (I — N), comme suit :

trSize (ta)(i) = min{ relSize (f(i1,i2), ta) | f(i1,i2): 1 € E }.

On dit qu’une fonction ta est un point fixe de la transformation trSize
si
trSize (ta) = ta.
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Nous allons maintenant démontrer que la fonction size est 'unique point
fixe de la transformation trSize. Ceci nous permettra de calculer la fonc-
tion size par un “algorithme de point fixe” opérant sur la collection de
structures F.

Preuve que la fonction size est l'unique point fize de la transformation
trSize.

1. Supposons que la transformation trSize posséde un point fixe ta.
Nous pouvons ranger les identifiants de ’ensemble I selon une
suite i1, 19, ..., in, de telle sorte qu’on ait : ta(iy) < ta(iz) <.

ta(iy). Nous montrons, par récurrence sur [, qu’on a : size(i;)
ta(i;) pour tout [ tel que 1 <1 <n.

<
<

C’est vrai, pour [ = 1 car, dans ce cas : size(i1) = size(ipuy) = 0 =
ta(z’l).

Supposons ensuite que [ > 1. Dans ce cas, il existe une structure
f(ij,1i) : i, appartenant a F telle que i, i, < 4; et relSize (f (i}, 1),
ta) = ta(i;). En effet, pour toutes les structures f(ij,ix) : 4; telles
que i; > 4 ou iy > i;, on a : relSize (f(ij,ix), ta) > ta(i;) + 1.
Pour cette structure telle que 4,4, < i;, on a : size(i;) < size(i;) +
size(ix) + 1 < ta(ij) + ta(iy) + 1 = ta(i;). D’ou size(i;) < ta(iy).
(On a appliqué '’hypothese de récurrence sur i; et iy.)

2. Nous montrons ensuite, par induction sur la structure des termes,

que pour tout identifiant i € I et pour tout terme t €T : ta(i) <|t|.
C’est évidemment vrai pour 'identifiant 7,,,;.
Sinon t s’écrit sous la forme f(¢1,t2) et il existe une structure
f(i1,i2) : i appartenant a E telle que t; € T;, (j = 1,2). Par
hypothese d’induction, on a : ta(i;) < |¢;| (j = 1,2). Donc, ta(i) <
ta(iy) + ta(ie) + 1 < |ty |+ |t2| +1=|1].

3. Le point 2, ci-dessus, implique évidemment, pour tout ¢ € I, que
ta(i) < size(i), puisque les ensembles T; sont non vides. En combi-
nant ce résultat avec celui du point 1, on trouve que les fonctions
ta et size sont égales. O

Note 13. La démonstration précédente n’est en réalité pas tout a fait
complete car nous n’avons pas démontré que la transformation de fonc-
tion trSize a au moins un point fixe. L’algorithme que nous donnons un
peu plus loin en construit un. Son existence sera ainsi établie.

3.1.1.2 Algorithme de calcul des tailles minimales

Nous donnons maintenant un algorithme pour calculer le point fixe de la
transformation trSize associée a la collection de structures E. Outre la
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collection de structures, cet algorithme utilise un tableau d’entiers tsize,
indicé par les éléments de I et une variable L contenant un ensemble
(variable) d’identifiants appartenant a I.

L’algorithme est construit et justifié sur base de 'invariant suivant.

(a) Viel : tsize(i) > trSize(tsize)(i),
(b) Yf(i1,i2):i € E : iy,ia ¢ L = relSize(f(i1,12), tsize) > tsize(i)

Voici l'algorithme.

1. Pour tout identifiant ¢ € I\ {1}, on exécute tsize[i] := oo.
On fait aussi tsize[inyy) := 0 et L := {inun}-
2. Tant que L # {}, on effectue ce qui suit.
(a) On préleve un identifiant j dans L.

(b) Pour toutes les structures f(iy,i2):i € F telles que j € {i1,i2}
et relSize(f(i1,142), tsize) < tsize[i], on effectue tsize[i] :=
relSize(f(i1,12), tsize) et on ajoute ¢ & L, s’il n’y apparte-
nait pas déja.

Justifions la correction de I'algorithme.

Preuve du fait que Ualgorithme calcule le point fixe de trSize.

1. L’algorithme se termine car un élément est retiré de L a chaque
itération et, dans le cas ou des identifiants sont ajoutés a L, un ou
plusieurs éléments du tableau tsize sont diminués. Comme tous les
éléments de tsize sont bornés inférieurement par 0, ils ne peuvent
étre diminués qu’un nombre fini de fois. Donc, apres un certain
nombre d’itérations, le tableau tsize ne sera plus modifié. Des lors,
la variable L sera amputée d’un identifiant & chaque itération et
I’algorithme se terminera.

2. Convenons que relSize(f(iy,i2), tsize) = oo lorsque tsize[i1] = oo
ou tsizelis] = 0o. Dés lors I'invariant est vérifié apres I'étape 1.

3. En vue de vérifier le respect de I'invariant a chaque itération, re-
marquons d’abord que l'identifiant j ne peut étre replacé dans L a
Pétape 2b, puisque, si c’était le cas, on devrait avoir j € {i1,i2} et
i = 7. Or il est impossible d’avoir relSize(f (i1, i2), tsize) < tsizelj],
si j € {i1,i2}. Cela implique aussi que la valeur tsize[j| reste in-
changée.

4. Le point (a) de l'invariant est maintenu & chaque itération. Il
faut le vérifier seulement pour les identifiants i tels que tsizel]
est diminué puisque trSize(tsize)(i) ne peut que diminuer. Lors-
qu’une instruction tsizeli] := relSize(f(i1,i2), tsize) est exécutée,
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nécessairement : i ¢ {i1,i2}. Donc, la valeur de relSize(f(i1,12),
tsize) n’est pas changée. Par conséquent, on obtient : tsize[i] =
relSize(f(i1,12), tsize) > trSize(tsize)(i).

5. Le point (b) de l'invariant est aussi maintenu a chaque itération.
Soient i1 et is, deux identifiants tels que i1,io ¢ L aprés une ité-
ration. Alors, aucune des valeurs tsize[i1], tsize[iz] n’a changé lors
de litération. Montrons le pour i1, par exemple. Ou bien, i1 n’ap-
partenait pas a L, avant l'itération. Alors, tsize[i1] n’a pas changé
sinon 41 aurait été placé dans L. Ou bien, au contraire, i; apparte-
nait & L. Alors, on a nécessairement i; = j. Or, comme montré plus
haut, tsize[j] ne peut avoir diminué non plus. Puisque ni tsize[i1]
ni tsize[iz] n’ont changé, la valeur de relSize(f (i1, 72), tsize) n’a pas
changé lors de l'itération et la condition relSize(f(i1,12), tsize) >
tsize[i] reste donc vraie puisque tsize[i] ne peut que diminuer.

6. Lorsque 'algorithme se termine, le point (b) de I'invariant implique
qu'on a : Vf(i1,i2) : ¢ € E : relSize(f(i1,12), tsize) > tsize[i], ce
qui implique : Vi € I : trSize(tsize)(i) > tsize[i]. Cette condition,
combinée au point (a), implique que tsize est un point fixe de la
transformation trSize. On a donc aussi tsize[i] = size(i) pour tout
identifiant ¢ € I. O

3.1.1.3 Discussion

1. Tl est immédiat d’implémenter I'algorithme présenté ci-dessus avec
les structures de données concrétes que nous utilisons pour réali-
ser les collections de structures (voir la section 2.4). Le parcours
des structures f(i1,i2) : ¢ telles que j € {i1,i2} est effectué op-
timalement en parcourant une seule fois les listes sameld;(j) et
samelds (7). La variable L contenant les identifiants j restant a
considérer est implémentée avec un nouvelle instance de la classe
OneList. Le tableau tsize est un simple tableau d’entiers de taille
égale a NBRSETS.

2. Nous ne donnons pas d’étude de complexité précise de I’algorithme.
Dans les applications des collections de structures que nous avons
réalisées, le temps d’exécution dévolu a son exécution est toujours
apparu négligeable par rapport au temps des autres opérations
sur les collections de structures. L’algorithme est donc suffisam-
ment efficace pour la pratique. Nous pouvons malgré tout don-
ner une estimation approximative (optimiste) de sa complexité.
Les identifiants j de la collection de structures sont placés dans
L seulement lorsque que la valeur tsize[j] diminue. La plupart
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du temps, cela n’arrive qu’une fois car on considere d’abord les
identifiants “de plus petite taille”, de sorte que, quand la valeur
relSize(f(i1,12), tsize) diminue pour la premiere fois, il y a de forte
chance qu’elle prenne sa valeur définitive parce que les éléments
tsizeli1] et tsize[is] ont déja regu la leur. Il s’en suit que chaque
structure f(i1,i2) : i n’est considérée que deux fois par l'algo-
rithme : chaque fois que les nombres tsize[i1] et tsize[is] recoivent
leur valeur. Sous cette hypothese, la complexité de 'algorithme est
en O(N) : linéaire sur le nombre de structures de la collection.

. L’algorithme que nous proposons peut étre utilisé de fagon incré-
mentale, en conservant globalement I'instance de la classe OneList
qui réalise la variable L, et le tableau tsize. Une (ré-)exécution de
I’étape 2 de ’algorithme doit étre envisagée seulement lorsqu’une
opération de renommage d’une structure f(iy,i2) : i en f(i},45) : ¢/
diminue la taille de la structure et la rend inférieure & tsize[i'].
L’identifiant ¢’ doit alors étre placé dans L, tsize[i’] mis a jour,
puis ’étape 2 de ’algorithme, réexécutée.

En fait, au lieu de réexécuter I’algorithme dés que le tableau tsize
est modifié, on peut se contenter de maintenir son invariant en
mettant L a jour comme expliqué ci-dessus. On peut n’exécuter
I’étape 2 de l'algorithme que lorsqu’on désire vraiment disposer
des tailles minimales des termes.

. Nous avons présenté notre méthode de détermination des tailles
minimum des termes sur base d’une définition particuliere de la
taille des termes. D’autres notions de taille peuvent étre utilisées
sans changement notable & apporter a la méthode, a condition
que cette taille puisse étre déterminée a partir d’une information
limitée sur les sous-termes, “propageable incrémentalement”. Par
exemple, si les termes correspondent a des expressions incluant
des opérateurs de diverses priorités, des parentheses et des noms
de fonctions de diverses longueurs, on peut vouloir minimiser le
nombre de caractéres nécessaires pour écrire I’expression. On peut
adapter notre méthode a ce cas de figure en ajoutant d’autres
informations au tableau tsize, telle que le type des sous-expressions
(& définir, selon le contexte).

Nous avons aussi réalisé d’autres algorithmes utilisant des notions
de taille “non compositionnelles” telles que le nombre de nceuds
nécessaires pour une représentation partagée des termes (dans la-
quelle chaque sous-terme n’est représenté qu’une fois). Ces algo-
rithmes sont considérablement plus compliqués et surtout beau-
coup moins efficaces. Nous ne les présentons pas ici.
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3.1.2 Calcul proprement dit des termes de taille minimale
3.1.2.1 Deux algorithmes simples

Une fois déterminée la fonction size qui donne la taille minimale des
termes de chaque ensemble de termes T; de la dénotation d’une collection
de structures F, il est facile, pour chaque identifiant i, de construire un
terme minimal ¢ € T;. Un algorithme simple est le suivant.

1. Si ¢ = iy, renvoyer null.

2. Sinon, choisir une structure f(iy,i2) : ¢ telle que
relSize (f(i1,12), tsize) = tsizeli].

3. Calculer récursivement deux termes minimaux ¢; et to correspon-
dant aux identifiants i1 et 9.

4. Renvoyer le terme f(t1,t2).
Si’on veut écrire les termes sous forme abrégée, on peut modifier ’algo-

rithme comme suit. Il est a noter qu’on a, dans ce cas, i # 4,4, puisque
null est considéré comme un terme “fictif”.

1. Choisir une structure f(iy,i2) : ¢ telle que
relSize (f(i1,12), tsize) = tsizeli].

2. Ecrire le symbole f.
3. Si iy # inu, exécuter ce qui suit.
(a) Ecrire une parenthése ouvrante “(”.

(b) Ecrire récursivement le terme minimal ¢; correspondant a
I'identifiant ;.

43

(¢c) Si ig # ipuy, écrire une virgule “, ”; puis, écrire récursive-

ment le terme minimal ¢ correspondant a l'identifiant is.

(d) Ecrire une parenthése fermante «)”.

Un terme (minimal) correspondant a structure de la forme a (i1, inui) :
1 sera écrit sous la forme a, un terme correspondant a une structure de
la forme h(iy,iny) : 0, telle que i1 # dpq, sera écrit sous la forme h(ty);
enfin, un terme correspondant & une structure de la forme f(iq,142) : 1,
telle que 41,19 # inu, sera écrit sous la forme f(tq, t2).
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3.1.2.2 Discussion

Les algorithmes simples proposés a la section précédente peuvent étre
généralisés pour construire ou écrire toutes les expressions minimales
correspondant a un identifiant donné. Ils peuvent aussi étre modifiés
et étendus pour écrire les termes selon une syntaxe spécifique tenant
compte, par exemple, de regles de priorité d’opérateurs. Nous ne donnons
pas plus de détails a ce sujet, ici.
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3.2 Minimisation des expressions par rapport a
une théorie finiment représentable par une
collection de structures

Le probleme général de la minimisation des expressions, c’est-a-dire de
déterminer une expression de taille minimale égale a une expression
donnée, dans le cadre d’une théorie précisée, est insoluble efficacement
[MS72]. Néanmoins, nous proposons, dans cette section, un cadre limité
dans lequel c’est faisable. (Ce cadre peut étre élargi & condition d’aban-
donner 'objectif de minimisation exacte. C’est le sujet de la section
suivante.)

Nous modélisons le probléme comme suit. Soit expr, une expression a
simplifier ; par exemple, une expression algébrique, une formule boo-
léenne, ou une expression réguliere. Nous pouvons nous efforcer de modé-
liser la connaissance que nous avons du domaine “logico-mathématique”
dans lequel cette expression a un sens, par un ensemble d’égalités entre
expressions (équations). Pour étre généralement applicables, ces équa-
tions doivent contenir des variables, instanciables a des expressions quel-
conques. Si 'expression expr contient des variables, celles-ci jouent en
fait le role de constantes “non interprétées”. Si on ajoute ces constantes
aux symboles de fonction et aux constantes des équations, on définit
en fait une congruence entre les termes constructibles a partir de ces
symboles de fonctions et de ces constantes. Si nous pouvons représenter
cette congruence par une collection de structures, il nous est possible de
minimiser 'expression expr en recherchant une expression minimale qui
lui est équivalente, dans la collection de structures.

Dans cette section, nous montrons comment construire cette collection
de structures dans le cas ou le nombre de classes d’équivalence de la
congruence définie par les équations et 'expression a simplifier, est finie.
A titre d’exemple, nous appliquons notre méthode au probléme de la
minimisation des formules booléennes. Nous montrons aussi les limites
de notre méthode, dans ce cas : la taille de la collection de structures
étant doublement exponentielle sur le nombre de lettres (ou variables
propositionnelles) utilisé par la formule booléenne, seules les formules
comportant peu de lettres peuvent étre minimisées.

3.2.1 Définitions préliminaires

Pour représenter des théories équationnelles, nous avons besoin de ter-
mes contenant des variables. Nous complétons donc les définitions don-
nées précédemment dans les sections 2.2 et 2.3.
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Rappelons que nous notons 7, I’ensemble de tous les termes clos. Nous
considérons maintenant aussi des termes contenant des variables (et les
mémes constantes et symboles de fonction que précédemment) mais nous
n’avons pas besoin de considérer I’ensemble de tous ces termes “comme
un tout” et nous ne le notons pas par un symbole précis. Nous notons
les variables au moyen des lettres x, y, z, ..., comme d’habitude. Nous
n’aurons pas besoin de I'ensemble de toutes les variables. Nous notons
var(t), ensemble des variables contenues dans le terme ¢ et var(eq),
I’ensemble des variables figurant dans I’équation eq.

Définition 28 (Substitutions (closes)). Nous appelons substitution toute
fonction totale o d’un ensemble de variables V' dans un ensemble de ter-
mes clos T'. Nous notons V' — T, I’ensemble de toutes ces substitutions
(pour V et T, fixés).

L’application d’une substitution o & un terme ¢ (normalement, mais pas
nécessairement, non clos) consiste a remplacer chaque occurrence d’une
méme variable z par le méme terme o(x) dans t. On peut définir cette
opération par induction sur la structure des termes, comme suit.

Définition 29 (Application d’une substitution & un terme). Soient
o € V. — T, une substitution et ¢, un terme tel que var(t) C V.
L’application de o a t, notée o(t), est définie comme suit.

1. Sit est une variable z, o(t) est simplement o(x).

2. Sinon, t s’écrit sous la forme f(¢;,t3). Dans ce cas, o(t) est le terme
f(tllatIZ) ou t;c = J(tk) (k = 1’2)'

3.2.2 Congruence définie par une présentation formelle

Nous définissons maintenant la théorie représentée par un ensemble fini
d’équations et un ensemble fini de termes clos. Strictement parlant, cette
théorie est une congruence, au sens de la définition 8.

Définition 30 (Présentation formelle (d’une congruence)). Nous appe-
lons présentation formelle, un couple (Eq,C), ou Eq est un ensemble fini
d’équations entre termes non nécessairement clos et C' est un ensemble
fini de termes clos, complet pour les sous-termes.

Dans la définition ci-dessous, nous notons ST'(Eq), 'ensemble de tous
les sous-termes des termes figurant dans Fq.

Définition 31 (Congruence définie par une présentation formelle). Soit
(Eq,C'), une présentation formelle. La congruence définie par (Fq, C') est
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la plus petite congruence ~ telle que 1'on ait, pour tous termes s et t et
toute substitution o :

(1) teC = te dom(~),
@) o€ v;rftff(c]i)om(w) } = o(t) € dom(~),
(s=t) € Eq

(3) } = o(s) ~oa(t).

o € var(s =t) — dom(~)

Notons T' = dom(~). La condition (1) de la définition signifie que les
termes de C sont choisis comme “générateurs” pour la construction de
T. La condition (3) signifie que 'on obtient des termes équivalents si
on instancie les deux termes d’une équation avec les mémes termes de
T. La condition (2) est utile pour assurer que 7T soit complet pour les
sous-termes. Il n’est pas nécessaire d’ajouter une condition du genre
t € ST(Eq) } o) ~ o),
Vo € var(t) : o(x) ~o'(x)
car cette condition est une conséquence du fait que ~ est une congruence.

Note 14. La définition 30 est inspirée de la notion de présentation finie,
donnée dans [Wec92], page 143. Nous ajoutons 'adjectif “formelle” pour
utiliser un autre terme que dans la définition 13. Les éléments de C' sont
appelés des générateurs dans [Wec92]. Dans les applications que nous
avons en vue dans cette section, C' est un ensemble fini de constantes
ne figurant pas dans les équations de Eq. Ce sont donc des constantes
“non interprétées”. Les paires de termes (s, t) telles que s ~ ¢ peuvent
étre interprétées comme des équations valides dans tous les modeles des
équations Fgq, les constantes de C' y jouant le role de variables univer-
sellement quantifiées. Si on ne se soucie pas de cette maniere de voir
les choses, on peut toujours se passer de ’ensemble C' (le choisir vide),
en rajoutant, dans Eq, des équations de la forme ¢ = ¢ ou c¢ est une
constante.

Nous allons montrer que la congruence ~ définie par une présentation
formelle (Eq, C') est égale a la limite (I'union) d’une suite de congruences
plus petites pouvant chacune étre définie a partir de la précédente, en
résolvant un ensemble fini d’équations entre termes clos (sauf, évidem-
ment, la premiére de ces congruences, définie a partir de C'). Il s’en suit
que toute ces congruences intermédiaires sont représentables par des col-
lections de structures et que ces collections sont effectivement calculables
au moyen des algorithmes que nous avons présentés dans le chapitre 2.
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Définition 32 (Complétion partielle d’une congruence par rapport a un
ensemble d’équations). Soient ~, une congruence, et Eq, un ensemble
fini d’équations entre termes non nécessairement clos. Nous appelons
complétion partielle de ~ par rapport a Eq, la plus petite congruence ~’
telle que 'on ait, pour tous termes s et ¢ et toute substitution o :

(1) s~t = s~t

t € ST(Eq)
o € var(t) — dom(~)
(s=t) € Eq
o € var(s =t) — dom(~)

(2) } = o(t) € dom(~),

(3) } = o(s) ~ o(t).

Théoréme 25. Soient (Eq,C), une présentation formelle, et ~, la con-
gruence définie par (Eq,C). Soit ~q, la congruence sur C telle que
c ~g c si et seulement si ¢ = . Soit, enfin, pour chaque entier i > 0,
~i+1, la complétion partielle de ~;, par rapport a Eq. On a :

~ = ~i .

i>0
Preuve du théoréeme 25. 11 est d’abord évident, par récurrence, en con-

frontant les différentes définitions, que ~; C ~, pour tout ¢ > 0. Il vient
donc qu’on a :
U~ © ~.

>0
On peut ensuite montrer facilement que la relation

U ~i

1>0

est une congruence et qu’elle vérifie les trois conditions de la définition de
~, sauf peut-étre la minimalité. (Nous laissons les “détails” au lecteur.)
On a donc, aussi :

~ C U ~j .

i>0

O

Théoréeme 26. Soit ~, une congruence possédant un nombre fini de
classes d’équivalence, utilisant un nombre fini de symboles de fonction, et
dont le domaine est complet pour les sous-termes. Cette congruence est
représentable par une collection de structures bien formée et normalisée
E. Plus précisément, elle est égale d la dénotation abstraite de cette
collection de structures E.
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Preuve du théoréme 26. On construit une collection de structures repré-
sentant ~, comme suit.

1. A chaque classe d’équivalence CI de ~, on associe un identifiant
d’ensembles de structures distinct i¢;. Soit I, ’ensemble de ces
identifiants.

2. A chaque terme f(t1,t2), appartenant au domaine de ~, on as-
socie la structure f(icy,icn,) @ 01 ou ty € Cly, (k= 1,2). (Cette
structure est correctement définie parce que le domaine de ~ est
complet pour les sous-termes.)

L’ensemble d’identifiants I, défini au point 1, est fini puisque le nombre
de classes d’équivalences de ~ l'est. L’ensemble des structures définies
au point 2 est également fini puisque I’ensemble des identifiants du point
1 est fini ainsi que celui des symboles de fonction. Donc, ces structures
constituent une collection de structures E utilisant ’ensemble d’identi-
fiants 1.

Notons Cl; la classe d’équivalence de ~ qui est telle que i = i¢,. Nous
prouvons que (Cl;);cr est égale a la dénotation concréte de E. Pour le
montrer, il suffit de prouver que pour n’importe quel terme ¢ et n’importe
quel identifiant ¢ € I, on a : t € Cl; si et seulement si il existe une
structure f(i1,42) : i, appartenant a E telle que t = f(t1,t2) et t; € Cly;
(j = 1,2). Si f(t1,t2) € Cl;, il existe iy,i2 tels que t; € Cl;; (j = 1,2),
parce que T est complet pour les sous-termes. De plus, E contient la
structure f(i1,i2) : i. Dans 'autre sens, sit; € Cl;, (j = 1,2) et f(i1,42) :
i € I, il existe des termes s1 et s tels que s; € Cl;; (j = 1,2) et
f(s1,s2) € Cl;, par définition de E. On a évidemment, s; ~ t; (j = 1,2).
Donc, on a aussi : f(s1,s2) ~ f(t1,t2), puisque ~ est une congruence.
D’ou, finalement, f(t1,ts) € Cl;.

La collection de structures E est normalisée car si elle contenait deux
structures distinctes de méme clé, la relation ~ contiendrait deux classes
d’équivalence distinctes contenant des termes équivalents, ce qui est im-
possible. O

Lemme 12 (Calcul de la complétion partielle d’une congruence). Soient
E, une collection de structures normalisée et ~, sa dénotation abstraite.
Soit aussi Eq, un ensemble fini d’équations entre termes non nécessaire-
ment clos. On peut calculer effectivement une collection de structures E’
dont la dénotation abstraite ~' est égale a la complétion partielle de ~,
par rapport a Eq, en résolvant un nombre fini d’équations entre termes
clos, par rapport a F.

Preuve du lemme 12. Soit (T;);er, la dénotation concréte de E. Nous
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choisissons un terme t¢;, dans chaque ensemble T; et nous notons T, I'en-
semble de ces termes. L'ensemble 7" est fini. Par conséquent, ensemble
des substitutions o telles que o € var(eq) — T est également fini. Fi-
nalement, I’ensemble des équations de la forme o(s) = o(t) ou s =t est
une équation de Eq et o € var(eq) — T est fini.

Il est donc possible de résoudre en un temps fini ’ensemble d’équations
défini ci-dessus en appliquant ’algorithme de la section 2.3.3. La ré-
solution de ces équations crée une collection de structures E” dont la
dénotation abstraite ~" contient ~ et est telle que o(s) ~" o(t) pour
toute équation s = t € Eq et toute substitution o € var(eq) — T. Clest
la plus petite congruence vérifiant ces propriétés. On a donc ~" C ~/
ot ~ est égale & la complétion partielle de ~, par rapport a FEq.

Nous prouvons maintenant que ~' C ~” en montrant que toute preuve
d’une affirmation de la forme u ~' v, utilisant les conditions de la défini-
tion 32 peut étre transformée en une preuve de u ~” v. (Nous utilisons
ici la notion de preuve correspondant a la définition 10.) La seule diffé-
rence entre les deux sortes de preuves est que 14 ot une preuve de u ~' v
peut utiliser une affirmation intermédiaire de la forme o (s) ~' o(t) avec
s =t € Eqet o€ var(s =t) — dom(~), une preuve de u ~" v
peut seulement utiliser une affirmation de la forme o’(s) ~" o/(t) avec
o' € wvar(s =t) — T. On peut néanmoins en déduire qu’on a aussi
o(s) ~" o(t) car a toute substitution o € var(s = t) — dom(~), on
peut faire correspondre une substitution ¢’ € var(s = t) — T telle
que o'(z) ~ o(z), pour toute variable z € wvar(s = t), en choisissant
pour ¢’(z) le terme de T équivalent a o(z), pour la relation ~. Deés lors,
o(s) ~"d'(s) ~" o'(t) ~" o(t). (Les deux équivalences o(s) ~" o’'(s) et
a'(t) ~" o(t) se prouvent par induction sur la structure des termes, en
utilisant les deux faits que ~ C ~" et que ~” est une congruence.) O

Il résulte du lemme 12 qu’il est possible de calculer effectivement des
collections de structures Ey, E1, ..., E;, ... représentant (dénotant) les
congruences ~yg, ~1, ..., ~j, ... définies dans I’énoncé du théoreme 25.
Nous allons donner un algorithme pour le faire qui est beaucoup plus ef-
ficace que la méthode suggérée dans le lemme. Mais avant, nous utilisons
le lemme pour démontrer que la congruence définie par une présenta-
tion formelle (Eq, C) est effectivement calculable par une collection de
structures si elle comporte un nombre fini de classes d’équivalence.

Théoreme 27. Sous les mémes hypothéses que celles du théoreme 25,
si le nombre de classes d’équivalence de la congruence ~ est fini, il existe
un entier j tel que ~; = ~.

1l s’en suit que la congruence ~ peut étre calculée effectivement sous

172



forme d’une collection de structures.

Preuve du théoréeme 27. Supposons que la congruence ~ possede un nom-
bre fini de classes d’équivalences. Posons T' = dom(~) et T7 = dom(~;)
pour tout j > 0. On a évidemment 70 C T C ... CT7 C...T.

Pour chaque classe d’équivalence CI de ~, nous pouvons choisir un terme
ter € Cl. Ensuite, pour n’importe quel terme f(t1,t2), appartenant a
T, nous pouvons choisir le terme f(tcy,,tcr,) tel que tp € Cly (k =
1,2), qui appartient aussi a T' puisque ~ est une congruence. Comme le
nombre de classes d’équivalence de ~ est fini, tous ces termes sont en
nombre fini. Chaque terme f(tcy,,tc1,) appartient a une certaine classe
d’équivalence Cl. Donc, il existe, pour chaque terme de cette sorte un
J tel que f(tcy,tc,) ~j tei. Comme le nombre de paires de termes
f(tey,ten,), tor est fini, il existe un j suffisamment grand pour avoir
f(teu,ta,) ~j tar pour toutes ces paires de termes. Fixons un tel j.
La congruence ~; est représentable par une collection de structures FE7,
effectivement calculable. Soit (TZ] )icri, sa dénotation concrete. Notons
1¢y, U'identifiant tel que t¢; € Tl-jm. La collection de structures E7 contient
nécessairement toutes les structures de la forme f(icy,icr,) : i La
sous-collection formée de ces structures a pour dénotation la congruence
~ (voir la démonstration du théoreme 26). Cela implique que T' C 7.
D’ou 77 = T. Des lors, la collection de structures E’ ne peut conte-
nir d’autres structures que les structures formant la sous-collection et
elle a pour dénotation la congruence ~. De plus, elle est effectivement
(finiment) calculable. O

3.2.3 Calcul efficace de la congruence définie par une pré-
sentation formelle

3.2.3.1 Théorie du probléme

Soit ~, la congruence définie par la présentation formelle (Fq,C). Si
cette congruence posséde un nombre fini de classes d’équivalences, nous
pouvons la calculer plus efficacement qu’en construisant et en résolvant
des équations entre termes clos, comme expliqué plus haut. Au lieu de
choisir des termes dans les ensembles de termes représentés par les iden-
tifiants de la collection de structures courante, nous pouvons utiliser
directement les identifiants eux-mémes, sans construire de termes ex-
plicitement. Pour mettre cela en forme, nous introduisons la notion de
valuation et nous généralisons I'opération toSet pour qu’elle s’applique
a un terme non clos et a une valuation.
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Définition 33 (Valuations). Nous appelons valuation toute fonction
totale val d’un ensemble de variables V' dans un ensemble d’identifiants
d’ensembles de structures I. Nous notons V' — I, ’ensemble de toutes
ces valuations (pour V et I, fixés).

Soit E, une collection de structures utilisant I’ensemble d’identifiants I.
Soit (T})ier, la dénotation concreéte de E et soit T' = U;eT;. Toute valua-
tion val € (V — I) peut alors étre vue comme représentant ’ensemble
de toutes les (ou une quelconque des) substitutions o € (V. — T') telles
que o(x) € Tyy(y) Vz € V.

Définition 34 (Opération toSet applicable & un terme et une valua-
tion). Soit £, une collection de structures normalisée utilisant ’ensemble
d’identifiants I. Soient aussi ¢, un terme non nécessairement clos, et
val € (var(t) — I), une valuation. L’opération toSet, appliquée a FE, ¢
et val, modifie éventuellement la collection E (en lui rajoutant de nou-
velles structures, uniquement) et renvoie un identifiant. Elle se calcule
récursivement comme suit :

1. Si t est une variable z, la collection E n’est pas modifiée et on
renvoie I'identifiant val(z).

2. Sinon, t est de la forme f(t1,t2)!. On applique récursivement
l'opération toSet a E, t; et val (pour j = 1,2). Soient i1 et iz,
les identifiants renvoyés. Si la collection de structures (éventuel-
lement modifiée, entretemps) contient une structure de la forme
f(i1,42) : i, on renvoie l'identifiant 7. Sinon, on choisit un nouvel
identifiant 7 (non encore utilisé), on ajoute la structure f(iy,i2) : ¢
a la collection de structures et on renvoie 4.

Théoréme 28 (Spécification de opération toSet, généralisée). Repre-
nons les notations de la définition 34, et soient (T;)icr la dénotation
concréte de E (initialement) et T = U;erT;. L’application de 'opéra-
tion toSet a E, t et val, équivaut exactement a appliquer 'opération
toSet simple (voir la définition 22) au terme o(t) ou la substitution
o € (var(t) — T') est telle que 0(x) € Tyyy) VT € var(t).

Preuve. La preuve est immédiate, par induction sur la structure du
terme t. O

Définition 35 (Résolution d’une équation par rapport a une valuation).
Soient s = t, une équation entre termes non nécessairement clos, F/, une

1. Rappelons que nous avons choisi de ne pas traiter explicitement le cas du terme
spécial null, dans les définitions et les preuves, laissant cet exercice “au lecteur”. (Dans
ce cas-ci, 'opération renvoie in. lorsque t = null.)
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collection de structures normalisée, utilisant I’ensemble d’identifiants [
et val € (var(s =t) — I), une valuation. L’opération de résolution de
l’équation s = t, par rapport a E et val s’exécute comme suit :

1. On applique l'opération toSet a E, s et val, puis a E (éventuel-
lement modifiée), t et val.

2. Soient is et iz, les identifiants renvoyés par les deux applications
de 'opération toSet, ci-dessus. On applique lopération unify? a
E (résultant de 'exécution du point 1), et aux identifiants i4 et .

Théoréme 29. Avec les notations de la définition 35 et du théoréme
28, leffet de la résolution de l’équation s = t, par rapport a E et val
modifie la collection de structures E exactement de la méme facon que la
résolution de I’équation entre termes clos® o(s) = o(t) ou la substitution
o € (var(s =t) — T) est telle que o(v) € Tyy(z) Vo € var(s =1t).

Preuve. Conséquence immédiate des définitions et du théoreme 28. [

3.2.3.2 Algorithme de calcul de la complétion partielle

Nous donnons maintenant un algorithme pour calculer la complétion
partielle d’une congruence représentée par une collection de structures
normalisée F par rapport a un ensemble fini d’équations entre termes
non nécessairement clos Fgq.

Nous supposons avoir défini un ordre total sur I’ensemble des variables
figurant dans les équations de Fq. Nous notons x;, la i-éme variable selon
cet ordre (avec i, un entier strictement positif). Nous supposons aussi
que si une équation utilise exactement k variables, ce sont les variables
L1, L2y « -y Tk

L’algorithme recoit au départ, outre ’ensemble d’équations Fq, une col-
lection de structures normalisée F, utilisant un ensemble d’identifiants
1. Il modifie progressivement la collection de structures en résolvant des
équations par rapport a des valuations. De nouveaux identifiants sont
ajoutés a la collection par des exécutions de I'opération toSet, d’autres
sont retirés de la collection par des exécutions de 'opération unify. Nous
supposons que lorsque 'opération toSet ajoute une nouvelle structure
f(iy,i2) : i, & la collection, I'identifiant choisi i est toujours “nouveau”.
On ne réutilise donc pas les identifiants figurant dans I au départ. A un
moment de ’exécution de 'algorithme, nous notons I I’ensemble cou-
rant des identifiants de la collection de structures actuelle. Par contre,

2. Voir section 2.3.2.4.
3. Voir section 2.3.3.
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nous notons J, ’ensemble des identifiants de I qui y figuraient déja,
au départ. Nous construisons des valuations a partir des éléments de .J,
uniquement. Le choix d’une nouvelle valuation se fait comme suit : on
choisit d’abord un entier k£ tel qu’au moins une équation de Fq contient
k variables exactement ; on choisit ensuite k identifiants, non nécessai-
rement distincts, 41, 49, ..., i, dans J. La valuation choisie est telle
que val(z;) =i; (j =1,2...,k). Enfin, on suppose qu’on ne choisit ja-
mais deux fois la méme valuation. (Nous laissons indéfinie ici la maniére
exacte de s’y prendre, mais nous en discutons plus loin.) Avec tous ces
présupposés, I’algorithme est simplement le suivant.

Tant qu’il est possible de choisir une nouvelle valuation, on fait ce qui
suit.

1. Choisir une valuation val.

2. Choisir, dans Fq, une équation s = t, telle que var(s = t) est égal
au domaine de wval, non déja choisie pour cette valuation.

3. Résoudre I’équation s = t, par rapport a E et val.

4. S’il reste au moins une équation, telle que spécifiée au point 2, a
choisir, et si tous les identifiants figurant dans le codomaine de
val appartiennent toujours & J, reprendre au point 2. Sinon, il ne
reste rien a faire pour cette valuation.

Nous prouvons maintenant la correction de ’algorithme.

Théoréeme 30. Soient Eq, un ensemble fini d’équations non nécessai-
rement closes, E, une collection de structures normalisée, et ~, la dé-
notation abstraite de E. L’exécution de l’algorithme présenté ci-dessus,
appliqué a E et Eq, modifie la collection de telle sorte qu’elle dénote
abstraitement la complétion partielle de ~, par rapport a Eq (voir la
définition 32).

Preuve du théoreme 30.

1. L’algorithme se termine car le nombre d’équations et le nombre de
valuations qu’il est possible de choisir sont finis.

2. Notons Iy ’ensemble d’identifiants utilisés par la collection de
structures initiale. Et notons (7));es, sa dénotation concréte ini-
tiale. Choisissons un terme ¢; dans chaque ensemble TiO et posons
T = {t;|i € Iy}. A chaque valuation val € (var(eq) — Io), on
eq € Eq, nous pouvons associer la substitution o, € (var(eq) —
T), en posant o(z) = tvai(x) VT € var(eq). Pour calculer la com-
plétion partielle de ~ par rapport a Egq, il suffit de résoudre, par
rapport a E (dans son état initial), toutes les équations entre ter-

mes clos, de la forme o,,(s) = 044(t), pour toutes les équations
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s =1 € Eq et toutes les valuations val € (var(eq) — Iy) (voir le
lemme 12).

. L’algorithme que nous avons donné résout les équations de Fq par
rapport a un sous-ensemble des valuations val € (var(eq) — Ip).
(Et non pas par rapport a toutes, car, lorsque I’ensemble d’identi-
fiants J est amputé de certains identifiants, suite a une exécution
de 'opération unify, les valuations qui utilisaient ces identifiants ne
sont plus applicables.) Chacune de ces résolutions d’une équation
non close s = t, par rapport a une valuation val, équivaut exacte-
ment a résoudre I’équation entre termes clos oyi(s) = 04a(t) (voir
le théoreme 29).

. Il reste & montrer que les résolutions d’équations qui n’ont pas
été effectuées ne sont pas nécessaires, c’est-a-dire qu’elles ne mo-
difieraient pas la collection de structures obtenue a la fin de l’al-
gorithme. Cela revient a montrer que les résolutions d’équations
closes qui leur correspondent ne le font pas. Soit oyi(s) = oya(t),
une telle équation. On peut associer a la valuation wval, une va-
luation val’ € (var(s =t) —» J), o J représente 'ensemble des
identifiants de Iy toujours utilisés par la collection a la fin de I’al-
gorithme, en choisissant pour wval’(x;), identifiant j; tel que les
termes t,4(;) et tj, (de 'ensemble T) sont équivalents par rapport
a la dénotation finale de la collection (i.e., 'identifiant val(z;) a été
renommeé en j; ). Les termes 0,4() et 0,,y(s) sont donc équivalents
par rapport a la dénotation finale de la collection. De méme pour
les termes 044(t) et o, (t). Comme tous les identifiants utilisés
par val’ sont toujours présents dans la collection & la fin de l'al-
gorithme, I’équation s = t a été résolue par rapport & val’ (sinon
I'exécution de l'algorithme ne serait pas encore terminée). Il s’en
suit que les termes o, (s) et o,,7(t) sont équivalents a la fin de
lalgorithme. Donc aussi les termes 04,4(s) et 04 (t). Par consé-
quent, 'équation oy(s) = oyai(t) est “trivialement vérifiée” dans
la collection de structures finale et sa résolution ne modifierait
donc pas celle-ci.

. Le raisonnement fait au point 4, ci-dessus suppose que lorsqu’une
opération substitute est appliquée a deux identifiants k et [, durant
I’exécution de 'algorithme, et qu’au moins un de ces deux identi-
fiants appartient a .J, 'opération choisit de conserver un identifiant
appartenant a J, sans quoi certaines valuations val € (V — J)
pourraient devenir inapplicables sans étre remplacées par une va-
luation équivalente : il faut que chaque identifiant val(x;) ait été
fusionné a un identifiant appartenant toujours a J. Il est possible
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de satisfaire cette exigence en choisissant toujours de conserver
I'identifiant le plus ancien (celui qui a été introduit le premier dans
I’ensemble des identifiants de la collection). (Voir la remarque 2,
ci-dessous.) O

Nous donnons maintenant des informations complémentaires sur la facon
concrete d’implémenter ’algorithme “de haut niveau” donné ci-dessus.

1. 11 est souhaitable de générer efficacement les valuations utilisées
par lalgorithme et aussi d’en générer le moins possible. De plus,
comme on ’a montré expérimentalement dans la section 2.5.6, il
est généralement préférable de résoudre les “plus petites équations”
d’abord. Il semble dés lors raisonnable d’utiliser la méthode sui-
vante. Nous construisons, d’abord, une liste formée des identifiants
de la collection initiale, triée en ordre croissant des termes de taille
minimale correspondant a ces identifiants. Nous parcourons en-
suite cette liste élément par élément et pour chaque élément, nous
générons toutes les valuations utilisant au moins une fois cet élé-
ment (cet identifiant) et uniquement des éléments qui le précedent
dans la liste. Nous pouvons le faire avec une instance de la classe
OneList (voir la section 2.4.4), ce qui permet de supprimer de
la liste les identifiants enlevés de la collection sans perturber le
parcours de la liste.

En procédant dans cet ordre, nous pouvons, de plus, diminuer le
nombre de valuations & considérer en modifiant le critére de choix
de l'identifiant a remplacer par 'autre, lors d’une application de
Popération substitute & deux identifiants k et [ (voir la section
2.5.1 et, en particulier, la note & la fin de cette section). Au lieu
de conserver l'identifiant qui a le plus d’occurrences dans la collec-
tion de structures courante, nous choisissons celui qui vient en téte
dans la liste des identifiants. Cela permet de supprimer de la liste
certains identifiants sans jamais avoir eu a générer de valuations
qui les utilisent. Le choix inverse conduit a résoudre plusieurs fois
les mémes équations avec des valuations équivalentes. (Les réso-
lutions différentes de la premiere sont sans effet sur la collection.
Elles sont donc peu coliteuses mais néanmoins superflues. Et elles
peuvent étre trés nombreuses.) Nous verrons expérimentalement
que cette facon de faire peut donner de meilleurs résultats que
la méthode préconisée dans la section 2.5.1. Toutefois, les deux
méthodes ne sont pas “si différentes” en pratique puisque les iden-
tifiants figurant en téte de liste vont rapidement voir leur nombre
d’occurrences augmenter.
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2. Nous avons supposé, dans les présupposés de l'algorithme, que
Popération toSet choisit toujours un nouvel identifiant ¢ lors de la
création d’une nouvelle structure f(iy,i2) : 7. Or cela est contradic-
toire avec nos explications données dans la section 2.4.4, ou il est
dit que les identifiants “libérés” lors de I’exécution d’une opération
substitute sont placés dans une liste d’identifiants libres pour étre
réutilisés. Cette possibilité est, en fait, essentielle pour permettre
le traitement d’un tres grand nombre d’équations. Pour résoudre
ce dilemme, nous ajoutons aux structures de données “concretes”,
décrites a la section 2.4.4, un tableau d’entiers de NBRSETS élé-
ments qui fournit la “date” a laquelle un identifiant est “(re-)mis
en service” et nous distinguons nouveaux et anciens identifiants
sur base de cette date.

3. Il arrive qu’il ne soit pas nécessaire de considérer autant de va-
luations que demandé dans l'algorithme. Par exemple, si certains
symboles de fonction représentent des opérations associatives et
commutatives, certaines valuations peuvent étre redondantes. Cela
peut permettre d’accélérer ’algorithme mais ne peut étre justifié
que dans des contextes particuliers. Nous en donnons des exemples
plus loin.

3.2.3.3 Calcul complet de la congruence

Soit (Fq,C), une présentation formelle. L’algorithme ci-dessous se ter-
mine si la congruence définie par (Fq,C) posséde un nombre fini de
classes d’équivalence (voir la définition 31).

1. Créer une collection de structures initiale £ ayant pour dénota-
tion abstraite la congruence ~o= {{(c,c) | ¢ € C}.

2. Appliquer l'algorithme de calcul de la complétion partielle a la
collection E et a I’ensemble d’équations Fjq.

3. Si la collection de structures n’a pas été modifiée par la derniere
exécution du point 2, 'algorithme se termine. Sinon, reprendre
I’exécution au point 2.

Théoréme 31. Si la congruence ~ définie par (Eq,C) posséde un nom-
bre fini de classes d’équivalence, l’algorithme ci-dessus se termine et
crée une collection de structures dont la dénotation abstraite est la con-
gruence ~.

Preuve. Nous utilisons les notations du théoréme 25. D’apres le théo-
reme 30, la j—eme exécution du point 2 de I'algorithme modifie la col-
lection de structures E de telle sorte que sa dénotation abstraite soit
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égale a la congruence ~;. Par ailleurs, d’apres le théoreme 27, il existe
un j tel que ~; = ~, si le nombre de classes d’équivalence de ~ est fini.
Donc, l'algorithme se termine apres j+ 1 itérations ou j est le plus petit
entier tel que ~; = ~. O

Au niveau de l'implémentation concrete, nous prenons en compte les
points suivants, pour augmenter I'efficacité de 'algorithme.

1. Lors de chaque exécution du point 2 de l’algorithme, certains
identifiants présents au début de I'exécution sont retirés de l’en-
semble des identifiants utilisés par la collection par l'opération
unify, d’autres lui sont rajoutés par 'opération toSet. La condi-
tion ~; = ~ est vérifiée, a la fin d’'une exécution du point 2, si
et seulement si ’ensemble des nouveaux identifiants est vide. En
effet, comme nous ’avons expliqué dans la preuve de correction
du théoreme 30, toutes les équations de ’ensemble Eq ont été ré-
solues par rapport a toutes les valuations qu’on peut construire
avec les anciens identifiants. Donc, aucune résolution d’équation
ne peut plus modifier la collection de structures si I’ensemble des
nouveaux identifiants est vide. Il n’est donc pas nécessaire de ré-
exécuter une fois de plus le point 2, pour s’assurer que ~; = ~.

2. Lorsqu’on réexécute le point 2 de ’algorithme, il n’est pas néces-
saire de résoudre les équations avec toutes les valuations possibles
mais uniquement avec celles qui contiennent au moins un nouvel
identifiant (puisque les équations sont trivialement vérifiées pour
les autres valuations). Pour organiser ce calcul efficacement, on
peut diviser la liste des identifiants qu’on utilise pour construire
les valuations, en un préfixe contenant les anciens identifiants et
un suffixe contenant les nouveaux. Pour identifier la frontiere entre
les deux, on utilise la date de mise en service des identifiants et
on mémorise la date courante au début de chaque exécution du
point 2.

3.2.4 Minimisation des formules booléennes

Dans cette section, nous utilisons les algorithmes présentés dans les sec-
tions précédentes pour minimiser les formules booléennes contenant un
nombre limité de lettres (ou “variables propositionnelles”). L’équivalence
logique entre formules booléennes utilisant un ensemble déterminé et fini
de lettres constitue une congruence possédant un nombre fini de classes
d’équivalences. Nous pouvons donc, en théorie au moins, lui appliquer
nos algorithmes.
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Nous commencons par calculer une collection de structures qui repré-
sente toutes les formules booléennes que ’on peut construire en utilisant
les lettres a, b et c. Nous appliquons donc l'algorithme de la section 3.2.3
a la présentation formelle (Eq,C) ou C' = {a, b, c} et 'ensemble d’équa-
tions Fq est donné a la figure 3.1. Cet ensemble d’équations peut étre vu

z 0 0 Ty = Yz
r+0 = =z (xy)z = x(y=z)
r+1 =1 r+y = y+«x
xZ = 0 (x+y)+z = o+ (y+=2)
T = x Ty = T+7Y
pHyz = (@+y) (@+2)

Figure 3.1 — Un ensemble d’équations pour le calcul booléen

comme un ensemble d’axiomes pour le calcul booléen mais il n’est pas
minimal. Le choix de cet ensemble donne de bons résultats en termes de
temps d’exécution et d’utilisation de la mémoire, comme nous allons le
montrer. Nous analyserons aussi quelques autres possibilités, plus loin.

La table 3.1 donne des mesures expérimentales concernant 'application
de notre algorithme au calcul de la congruence définie par la présentation
formelle (Eq, C), spécifiée ci-dessus. La colonne i indique combien de fois
I’algorithme de calcul de la complétion partielle a déja été exécuté. Les
colonnes M et N donnent respectivement le nombre d’identifiants et le
nombre de structures utilisées par la collection a ce moment, tandis que
les colonnes M4 €t Nigr donnent les maximums de ces valeurs du-
rant la i-eme exécution de l'algorithme. La colonne § J indique combien
d’identifiants figurant dans la collection au début de la i-éme exécution,
y figurent toujours a la fin de celle-ci. (Ce sont les identifiants qui n’ont
pas été renommés et qui n’ont pas été choisis pour créer de nouvelles
structures.) La colonne N, indique combien de nouvelles structures ont
été ajoutées, depuis le début, a la collection de structures, par les diffé-
rentes exécutions de 'opération toSet. Finalement, la colonne ¢ donne,
en secondes, le temps d’exécution, depuis le début de I'’exécution de I’al-
gorithme complet, jusqu’a la fin de la i-éme exécution de 'algorithme de
calcul de la complétion partielle. On voit d’abord que le temps d’exécu-
tion est raisonnable vu la taille de la collection de structures a calculer
(inférieur a 5 secondes). On vérifie ensuite que le résultat est conforme
aux attentes. En effet, le nombre de classes d’équivalences de 1’ensemble
des formules booléennes utilisant 3 lettres est égal a 256, ce qui est bien
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Lill M| N Moae | Noww | Noew | 8] ¢ ]

0 5 ) ) ) 5 01 0,00
11| 144 307 145 307 308 51 0,00
2 || 859 4.642 || 1.013 5.174 6.804 | 21| 0,29
3 || 783 | 110.084 || 2.201 | 110.084 | 216.488 | 169 || 2,27
41| 281 | 134.053 935 | 142.265 | 339.004 | 256 || 4,87
5 || 256 | 131.333 282 | 134.056 | 339.022 | 256 || 4,87

Table 3.1 — Mesures pour les formules booléennes utilisant les lettres a,
betc

lil|  feam | B Geuee | fequn | teans|teans| #eal |t ean|oh| 6 ]0d] Oy |
1 175 175 12] 131] 3] 160] o] 2| 1] 3] 0
ol 1.556.105| 8.480|  3.447| 1.642| 316 4717| 75| 2|157| 3| 539
3([319.133.864]2.495.102|2.293.903| 14.330| 8.270|192.929|3.167| 2|282| 3|3.498
4[239.369.128]6.086.841 | 5.965.634| 3.420| 3.983|117.224]1.996| 2| 63| 3|1.020
5| 2.745.875 30 6 ofl 6 18] 6| o 6| 1] 558

Table 3.2 — Statistiques relatives a I’exécution des équations

la valeur finale de M. Ensuite, la représentation de ’ensemble des for-
mules booléennes sous forme d’une collection de structures comporte
effectivement 131.333 structures car il y a 256 x 256 = 65.536 structures
de la forme +(i1,42) : 4, puis 65.536 structures de la forme .(i1,42) : 1,
256 structures de la forme !(i1) : 4, et 1 structure de chacune des formes
0, 1, a, b, c. Cela donne, au total, 65.536 + 65.536 + 256 + 5 = 131.333
structures. En conséquence, toutes les formules booléennes utilisant les
trois lettres a, b, ¢ (au plus) sont représentées dans la collection de
structures calculée par ’algorithme. Donc, pour minimiser n’importe la-
quelle de ces formules, il suffit de lui appliquer 'opération toSet et de
choisir une formule de taille minimale dans la classe d’équivalence T;
correspondant a l'identifiant ¢ renvoyé par 'opération. Un examen com-
plémentaire de la table 3.1 montre que notre algorithme, appliqué a ce
choix particulier d’équations pour le calcul booléen, se comporte de ma-
niere relativement “clairvoyante” et économe en mémoire. Il est normal
que le nombre d’identifiants augmente d’abord car les classes de formules
équivalentes comportent trop peu de formules pour étre fusionnées grace
a la présence de formules communes. Toutefois, ce nombre reste raison-
nable (inférieur ou égal a 2.201) et on évite “l’explosion combinatoire”.
Le nombre de structures augmente progressivement sans dépasser nota-
blement le nombre final & atteindre mais suffisamment vite pour favoriser
la fusion des classes d’équivalence. L’examen de la colonne # J montre
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qu’a la fin de la troisiéme itération (i = 3), une grande partie de la col-
lection finale est déja constituée et que c’est quasi chose faite, a la fin de
la quatriéme itération : il reste seulement quelques ensembles de struc-
tures & intégrer (fusionner) aux 256 déja créés a la fin de la troisiéme
itération.

Nous analysons maintenant le processus d’exécution des équations par
rapport aux valuations. Les mesures réalisées a ce sujet sont rapportées
a la table 3.2. La colonne { eq,;, fournit le nombre “théorique” de couples
équation-valuation a exécuter, dans I’hypothese ot aucune valuation ne
serait rendue inapplicable, en cours de route, suite a la fusion de deux
identifiants figurant dans la collection au départ (de l'itération ). La
colonne f eq,,.. donne le nombre de couples effectivement exécutés. On
voit qu’il y en a énormément moins que de couples “théoriques” : jus-
qu’a presque 100.000 fois moins a la derniere itération. Cela montre I'in-
térét de “travailler directement” sur les identifiants plutét qu’avec des
équations sur des termes clos ou méme avec une structure Union-Find
mettant en relation les identifiants initiaux et les identifiants courants.
La colonne f eg;,;, fournit le nombre d’exécutions de couples équation-
valuation qui ne changent pas la collection de structures et qui sont donc
inutiles (a posteriori). On voit clairement qu’il y a énormément beaucoup
de telles exécutions particulierement dans les phases “d’intense activité”
de lalgorithme. Cela suggere que d’autres formes d’optimisation pour-
raient étre mises en ceuvre pour détecter quand certaines équations ne
sont plus effectives. Les colonnes f eq;\%, i equ 8 eq} et ff eqy donnent,
respectivement, le nombre d’exécutions de couples équation-valuation
qui augmentent (diminuent) le nombre d’identifiants (37) et le nombre
de structures () de la collection. Finalement, les colonnes 5;(/[, Onrs 5;{,
et d5y donnent, respectivement, le nombre maximum d’identifiants ()
et de structures () qui sont ajoutés () ou retirés (7) de la collec-
tion par une seule exécution d’un couple équation-valuation. On voit
que peu d’identifiants et de structures sont rajoutés a la fois, ce qui est
normal vu la forme des équations. Il y a aussi relativement peu d’équa-
tions qui ajoutent effectivement un nouvel identifiant, ce qui contribue
a la convergence rapide de 'algorithme. Par contre, certaines exécutions
(rares) retirent un grand nombre d’identifiants et de structures de la
collection, grace a l'opération normalize. Ces exécutions correspondent
aux “moments-clés” de la mise en forme de la collection de structures.

Nous analysons maintenant trois variantes de I'exemple “de référence”
analysé en détails ci-dessus, afin de mettre en lumiere certains points
délicats dans ’application de notre méthode.

L’ensemble d’équations proposé dans la figure 3.1 ne constitue pas un
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L M| N [ Muse| Nowww | Noew [ET]] ]

0 ) ) 5 5 ) 0y 0,0
11| 109 237 110 237 238 51 0,0
2 || 984 4.201 || 1.087 4.543 5.714 | 20 || 0,23
31842 | 96.790 || 5.623 | 102.257 | 385.639 | 157 || 2,51
4| 272 ] 133.279 || 1.023 | 158.710 | 1.007.355 | 256 || 6,39
5 || 256 | 131.333 273 | 133.282 | 1.007.367 | 256 || 6,39

Table 3.3 — Mesures sans ’associativité de +

‘ LH ti €qn ﬁ € ezec ti € triv ﬁ 6‘1;{ ‘ﬁ eq]_\/f ‘ ﬁ Gq?\—] ‘ﬁ eq]_\f 6-& 617[ 6; ‘ 6;’
1 140 140 12 96 3 125 0 2| 1| 3 0
2 462.020 5.378 1.333| 1.504| 240 3.805 43| 2|129| 3 423
3{{320.011.850(1.349.453| 990.374(27.122| 9.150(349.929(4.329| 2{439| 3| 2.774
411199.408.295(4.405.368 | 3.791.217|13.168| 7.762|606.389|5.441| 2|156| 3|12.551
5 1.136.712 20 4 0 4 12 41 0] 8| 1 947

Table 3.4 — Exécution des équations sans ’associativité de +

ensemble d’axiomes minimal pour le calcul booléen. Par exemple, cet
ensemble reste complet si on lui retire I’équation qui exprime ’associati-
vité de l'opérateur +. Nous donnons maintenant les mémes mesures que
précédemment concernant 1’exécution de notre algorithme avec cet en-
semble réduit d’équations. D’un coté, I'efficacité pourrait étre améliorée
puisqu’une équation est exécutée en moins, pour chaque valuation, mais,
d’un autre coté, lefficacité pourrait étre diminuée parce que certaines
fusions d’ensembles de structures ne seront plus réalisées ou seront réali-
sées plus tard, suite au retrait de 'axiome d’associativité de I'opérateur
+. Les résultats expérimentaux sont donnés dans les tableaux 3.3 et 3.4.
On remarque d’abord que le temps d’exécution est augmenté de 31 %.
Le retrait de I’équation n’est donc pas bénéfique. Une comparaison des
différents tableaux montre d’abord que trois fois plus de structures sont
ajoutées a la collection, principalement lors de la quatrieme itération.
Moins d’équations sont exécutées mais plus d’équations font évoluer la
collection de structures en lui ajoutant ou en lui supprimant des identi-
fiants et des structures. On voit qu’une seule équation réduit le nombre
de structures de 12.551, alors que la plus forte réduction est de 3.498
pour la premiere expérimentation. Cette réduction se produit aussi plus
tot. Globalement, le choix initial des équations permet une génération
plus uniforme de la collection de structures, ce qui diminue le temps
d’exécution et limite 'utilisation de la mémoire.

Nous analysons maintenant une autre variante dans laquelle le choix
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Lill M| N Moae | Noww | Noew | 8] ¢ ]

0 5 ) ) ) 5 01 0,00
1] 91 192 92 192 193 51 0,00
2 720 3.235 801 3.472 4.245| 17 0,16
31735 | 39.956 || 3.573 | 41.015 | 89.812 | 75| 1,44
4 || 261 | 129.520 || 1.956 | 130.910 | 366.905 | 246 || 5,00
5 || 256 | 131.333 331 | 132.484 | 375.074 | 256 || 5,42

Table 3.5 — Mesures pour le choix standard de I'identifiant a renommer

‘ ZH ﬁ €qen ﬁ €4 egec ﬁ € triv ﬁ eq]tj ‘ﬁ Eq]i\/[‘ ﬁ eq}; ‘ﬁ eq]:’ 5?&1 5;1 6;\5‘ 5]?/ ‘
1 175 110 9 80 2 99 0l 2 1| 3 0
2 402.136 4.543 1.505| 1.099| 205| 2.833| 35| 2| 86| 3| 269
3|(188.181.149| 230.438| 153.430(10.229]2.955| 74.053| 755| 1|2.374| 2| 8.404
41199.930.500]7.399.145|7.128.280| 7.605| 7.622|263.243|4.736| 1|1.183| 2|15.689
5|| 1.469.250| 960.285| 952.147 51| 142 7.996| 136| 1 4] 2| 300

Table 3.6 — Exécution des équations avec choix standard de l'identifiant
a renommer

de l'identifiant & renommer, lorsqu’une opération substitute est exécu-
tée, est effectué différemment. Supposons donc que I'algorithme applique
une opération substitute & deux identifiants k et [. Le choix effectué dans
notre algorithme sous étude consiste a conserver I'identifiant le plus an-
cien (selon la date de mise en service) et & renommer le plus récent. Ce
choix assure qu’aucune valuation potentiellement nécessaire n’est écartée
lors de la résolution des équations. Autrement dit, il assure que la i-éme
itération de ’algorithme calcule effectivement une représentation de la
congruence ~; (voir le théoréme 25)4. Une autre méthode de choix de
I'identifiant & renommer, appelée ici “choix standard”, consiste a conser-
ver celui qui figure dans le plus de structures et a renommer autre. C’est
la méthode que nous avons utilisée pour la résolution d’équations entre
termes clos. Nous analysons les performances de I'algorithme avec cette
méthode de choix et la présentation formelle de départ (incluant ’asso-
ciativité de +). Les résultats sont présentés dans les tables 3.5 et 3.6.
Nous voyons que les performances sont un peu moins bonnes : le temps
d’exécution est augmenté de 11 % mais 'utilisation de la mémoire en ter-
mes de nombre de structures est tres semblable. L’examen de la colonne
g J suggere que beaucoup de valuations nécessaires au calcul complet de

4. Ceci suppose que nous générons effectivement toutes ces valuations, mais nous
n’en générons en fait qu’une partie (voir plus bas).
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~; ne sont pas utilisées : elles sont en fait “reportées” a l'itération sui-
vante. (On voit aussi, a la ligne i = 1, de la table 3.6, que seulement 110
couples équation-valuation sont exécutés au lieu de 175, a la table 3.2.)
Il s’en suit que les classes d’équivalences de la congruence finale sont
fusionnées plus tard et que le travail a faire pour réaliser ces fusions est
plus important. Par exemple, pour un certain couple équation-valuation,
le nombre d’identifiants fusionnés s’éleve a 15.689 au lieu de 3.498 au
maximum, avec la méthode utilisée de préférence. Et, & nouveau, cette
exécution de I'opération normalize se produit plus tard.

xT = 0 r(y+z2) = zy+xz
x4+ 7T = 1 r4+yz = (x+y)(z+2)

xl = =z (x+y)z = zz4+y=z

le = =« zy+z = (z+2)(y+2)
z+0 = =z
O+x = =z

Figure 3.2 — Axiomes de Vidiani pour le calcul booléen

Nous donnons enfin des résultats relatifs a une dernieére expérience. Nous
appliquons l'algorithme & I’ensemble d’équations proposé a la figure 3.2.
Cet ensemble d’équations, proposé par Vidiani [Vid91], constitue un en-
semble d’équations minimal pour le calcul booléen. (Il faut en exclure les
deux équations écrites en traits grisés.) Si on applique notre algorithme
a cet ensemble minimal, le programme se termine en erreur par manque
de mémoire. (Toutefois, il se termine correctement, apres 2,21 secondes,
si on limite a deux le nombre de constantes dans C.) Par contre, 1’algo-
rithme se termine si on ajoute aux axiomes de Vidiani les deux équations

en traits grisés. Les résultats correspondants sont donnés dans les tables
3.7 et 3.8.

On constate que les résultats sont nettement moins bons qu’avec ’en-
semble d’équations de la figure 3.1 : les axiomes choisis créent des struc-
tures représentant beaucoup de grands termes, qui se simplifient plus
difficilement. Les deux équations que nous avons rajoutées servent a com-
penser une incomplétude potentielle de notre algorithme. En effet, nous
avons choisi de n’engendrer qu’une partie des valuations pour limiter le
nombre d’équations “trivialement vérifiées”. Pour chaque identifiant i a
considérer lors d’une itération, nous considérons seulement les groupes
de valuations de la forme {z1 — i, xo — 19, ..., T, —> iy} ol les iden-
tifiants sont tels que i < i3 < ... <1, < i. Le nombre de ces valuations
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Ll M N | Moo | Noww | Noew [ 8]t ]

0 5 5 5 ) 5 0| 0,00
1 250 490 251 490 491 5| 0,01
2 || 2.524 9.070 || 3.890 | 13.566 21.231| 24 0,64
3| 1.986 | 111.386 || 6.615 | 122.346 | 373.351 | 160 || 3,67
4 352 | 131.525 || 6.710 | 153.546 | 3.007.471 | 256 || 20,91
5 256 | 131.333 || 7.923 | 155.488 | 5.202.143 | 256 || 30,83

Table 3.7 — Mesures : axiomes de Vidiani

El Bean | BeQue | Bequu | Eeals| fean] tead| Beay[oh] on[oN] oy ]
1 240 240 0 201 0 240 0 3 0| 4 0
2 15.814.260 23.963 9.885| 7.122| 810 13.268| 239| 3|1.018| 4| 3.274
3(/16.098.450.000| 4.282.674| 4.007.783| 90.357|14.672| 260.219| 4.384| 3|2.697| 4| 7.929
4|| 7.840.847.652|14.780.746|13.044.449(925.936|34.118|1.702.179(11.224| 3|6.059| 4|21.701
5 27.012.864| 1.664.752| 216.334|771.195|28.926|1.419.492| 5.394| 3|7.232| 4/22.861

Table 3.8 — Exécution des équations pour les axiomes de Vidiani

est égal a C)' | ol m est le nombre d’identifiants i’ utilisés par la
collection tels que i’ < 4. Pour étre certain que l’algorithme est complet,
il faudrait considérer toutes les séquences telles que is, 13, .. .1, < i, sans
restrictions. Leur nombre est m™ qui est a peu pres n! fois plus grand que
Chhin_1- Dans le cas présent, n vaut au maximum 3, donc il y aurait a
peu pres 6 fois plus de valuations & considérer. Nous avons constaté ex-
périmentalement que cette limitation du nombre de valuations ne détruit
pas la complétude pour I'ensemble d’équations initialement choisi. Pour
les axiomes de Vidiani, sans étre stir que la complétude est perdue d’un
point de vue théorique, 'algorithme ne peut s’exécuter completement.
L’ajout des deux équations en grisé a pour but de “simuler” les valua-
tions qui manquent en permutant les identifiants dans les structures. Ce
n’était pas nécessaire pour ’ensemble initial d’équations qui contient des
équations exprimant l’associativité et la commutativité des opérateurs .
et 4. D’ailleurs, on peut remplacer les deux équations en grisé par deux
équations exprimant seulement la commutativité de . et +. Mais alors,
I’exécution prend 133 secondes au lieu de 30, 83. Ces axiomes sont donc
moins efficaces. Signalons finalement que l'algorithme sort aussi de la
mémoire si on 'exécute avec la version des axiomes de Vidiani présentée
a la figure 3.2 (avec les équations grisées) mais en utilisant la version
standard du choix de l'identifiant a remplacer.
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3.2.5 Conclusion

Nous avons proposé un algorithme pour calculer, sous forme d’une col-
lection de structures, la congruence définie par un ensemble fini d’équa-
tions non nécessairement closes Fq et un ensemble fini de constantes C'.
Cet algorithme se termine, du moins en théorie, si le nombre de classes
d’équivalence de la congruence est fini. Une fois la collection de struc-
tures calculée, on peut l'utiliser pour minimiser, en temps linéaire, toute
expression représentée dans la collection de structures. Il suffit de cal-
culer l'identifiant de ’ensemble de structures correspondant a la classe
d’équivalence de ’expression, puis d’y choisir une expression minimale
comme expliqué a la section 3.1.2.

Nous avons appliqué avec succes cet algorithme pour calculer une collec-
tion de structures représentant toutes les formules booléennes (utilisant
les trois opérateurs classiques de négation, conjonction et disjonction,
ainsi que les constantes 0 et 1) construites a partir de trois lettres a, b
et c. Nous avons aussi utilisé cet exemple pour discuter de I'applicabi-
lité de ’algorithme et de certains choix cruciaux pour cette applicabilité
tels que le choix d’équations “efficaces”, la génération d’un ensemble
“suffisant” de valuations et la bonne méthode de choisir 'identifiant a
renommer lors de I'exécution d’une opération substitute. Dans le cas des
formules booléennes, la plus grande limitation de notre méthode est la
taille de la collection de structures a construire. En général, pour m
lettres, elle comporte 22" identifiants et donc 222"+l 4 92™ 4 gy 4 2
structures. Par exemple, pour m = 4, on arrive déja a 65.536 identi-
fiants et 8.590.000.134 structures, ce qui ne tient pas en mémoire, du
moins avec notre implémentation utilisant des tableaux Java. Certains
principes exposés dans cette section restent néanmoins applicables a la
simplification des expressions si on évite de calculer une représentation
complete de toutes les expressions possibles et qu’on cherche a réaliser
un algorithme “guidé par la forme de l'expression & simplifier”. Nous
proposons de tels algorithmes dans la section suivante.
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3.3 Simplification des Expressions

Nous abordons maintenant le probléme qui a motivé et a été a l'ori-
gine de tout notre travail : la simplification des expressions dans le sens
général du terme, indépendamment d’une forme particuliére d’expres-
sions. Nous allons donc proposer une méthode générale de simplification
d’expressions basée sur 'utilisation des collections de structures. Tou-
tefois, nous utilisons une fois de plus le cadre des formules booléennes
pour illustrer son applicabilité pratique. Nous terminons cette section
en suggérant des pistes d’amélioration de la méthode proposée.

Avant de développer ces points, il est utile de remarquer que le probleme
traité dans cette section est davantage un probléeme “pratique” que les
probléemes abordés précédemment. La simplification des expressions en
général est un probléme qui échappe a toute définition compléetement sa-
tisfaisante. Nous suivons donc une démarche plus pragmatique que dans
les sections précédentes sans rechercher a établir des résultats “formels”
mais en montrant expérimentalement l'intérét de la méthode que nous
proposons.

3.3.1 Intérét des collections de structures pour la simpli-
fication

Le probléme général de la simplification des expressions (voir, par exem-
ple, [Knu97], pages 339 et 346) se traite généralement en simplifiant
d’abord les sous-expressions de I'expression a simplifier puis en énumé-
rant diverses transformations de ’expression obtenue et en en choisissant
une “plus simple” parmi celles-ci. C’est une méthode récursive basée sur
des choix locaux qui ne sont plus “remis en question” par la suite. Le
caractere “compositionnel” de cette approche limite sa puissance théo-
rique. Une approche plus ambitieuse consiste a rechercher, parmi toutes
les expressions formellement égales a ’expression a simplifier, celle qui
est la plus simple, selon le critere de simplicité choisi. Et il se fait qu’il est
souvent impossible de déterminer une telle expression sans en construire
plusieurs autres qui sont plus compliquées, voire beaucoup plus compli-
quées, que I'expression de départ. Un exemple trés simple est le suivant.
Supposons qu’on veuille simplifier la formule booléenne a + ab, en utili-
sant les regles de base du calcul booléen exprimées par les équations de
la figure 3.1. On écrira, par exemple :
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at+ab = a+a (T = = (2x))

= a(ab) Ty =7+7)

= a(a+b) Ty = T+7)

= (a+0)(a+b) r+0 = 1)

= a+0b (z+yz = (x+y) (z+2))
= a+b0 (ry = yux)

= a+0 (x0 = 0)

= a (x40 = 2)

= a (T = x)

On remarque bien que presque toutes les formules intermédiaires sont
passablement plus compliquées que la formule a simplifier, de départ. On
remarque aussi que trois des équations doivent étre appliqués “dans les
deux sens” et, deux fois, d’abord, pour obtenir une expression plus com-
pliquée et, ensuite, pour en obtenir une plus simple®. On remarque enfin
que les équations sont généralement instanciées “a l'intérieur” d’expres-
sions plus compliquées, ce qui signifie qu’on applique presque toujours,
implicitement, une régle d’inférence qui exprime que 1’égalité entre les
expressions est une congruence.

L’utilisation des collections de structures permet de réaliser automati-
quement toutes les inférences de I'exemple ci-dessus, de maniére beau-
coup plus simple et efficace qu’en écrivant un algorithme qui énumere
explicitement tous les termes possibles et leur applique les équations.
En effet, sur cet exemple, il suffit d’abord de créer une collection de
structures représentant I’expression a + ab, puis de résoudre toutes les
équations de la figure 3.1 par rapport a toutes les valuations qu’on peut
construire a partir des identifiants de cette collection. Il est toutefois né-
cessaire de refaire le processus d’application des équations une seconde
fois car la premiere application ne construit pas suffisasamment d’expres-
sions a partir de I'expression de départ et des axiomes. (On peut cepen-
dant enrichir ’ensemble des équations pour obtenir le résultat en une
seule étape. Nous utilisons un tel ensemble “enrichi” a la section 3.3.3.)
On obtient alors la simplification de a 4+ ab en a, en déterminant une
expression de taille minimale, équivalente a a + ab, dans la collection de
structures.

5. Ce qu’on ne peut pas faire, par exemple, avec des regles de réécriture.
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Nous allons maintenant expliquer comment nous mettons en ceuvre pra-
tiquement la méthode suggérée ci-dessus.

3.3.2 Algorithmes de simplification

Le principe de notre méthode de simplification peut s’exprimer dans les
quelques points suivants.

1. Nous exprimons la connaissance que nous avons du domaine “logico-
mathématique” par rapport auquel nous voulons simplifier des ex-
pressions, sous forme d’un ensemble d’équations non (nécessaire-
ment) closes Eq®.

2. Pour chaque expression que nous désirons simplifier, nous créons
d’abord une collection de structures représentant cette expression
(et donc aussi toutes ses sous-expressions).

3. Nous résolvons les équations Fq par rapport aux valuations pou-
vant étre construites a partir des identifiants de la collection de
structures, comme expliqué a la section 3.2.2.

4. Nous déterminons la taille d’'une expression minimale de la collec-
tion de structures équivalente a I’expression de départ.

5. Sila taille obtenue est satisfaisante ou si la collection de structures
n’a pas été modifiée par la derniére exécution du point 3, I’algo-
rithme se termine. Sinon, il reprend au point 3, avec les identifiants
de la collection de structures modifiée (augmentée).

La mise en ceuvre des principes ci-dessus se heurte a de nombreuses diffi-
cultés pratiques que nous passons en revue maintenant et pour lesquelles
nous proposons chaque fois des solutions “empiriques”.

1. Si, a chaque étape de l'algorithme suggéré ci-dessus, nous résol-
vons les équations avec toutes les valuations possibles, la taille de
la collection de structures va croitre tres rapidement, augmentant
énormément le nombre de valuations a ’étape suivante, et ainsi de
suite. L’algorithme ne peut donc se terminer, par manque de mé-
moire, dans la plupart des cas. Nous proposons de limiter le nom-
bre de valuations en engendrant seulement celles d’entre elles qui
sont “en relation” avec I’expression a simplifier. Une telle valuation
appliquée a une équation doit idéalement donner lieu a des struc-
tures correspondant a des sous-termes de l'expression courante a

6. Notre approche peut aussi s’appliquer a des regles de simplification plus éla-
borées, intégrant, par exemples, des préconditions d’applicabilité. Mais nous n’avons
pas, a ce jour, réalisé d’algorithmes intégrant ces possibilités plus générales.
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simplifier, pour créer de nouvelles sous-expressions équivalentes et,
finalement, en produire de plus simples.

Pour nous limiter a de telles valuations, nous pouvons envisager
de procéder par “pattern matching” des parties gauches et droites
des équations avec les structures de la collection et les structures
accessibles a partir de celles-ci. C’est une approche descendante et
compliquée & mettre en ceuvre, notamment parce que la collection
de structures se modifie en cours de route”. Nous proposons une
méthode ascendante, beaucoup plus simple, et qui donne d’assez
bons résultats pour les exemples que nous avons traités (voir sec-
tion 3.3.3). Cette méthode ne permet toutefois pas de traiter des
équations comportant plus de trois variables. D’autres “tactiques”
devront donc étre imaginées pour étendre notre méthode a plus de
trois variables. Nous procédons comme suit, a chaque itération.

(a) Nous résolvons d’abord toutes les équations n’utilisant qu’une
seule variable x1, par rapport a toutes les valuations {x; — i}
telles que ¢ est un identifiant de la collection, au début de
Iitération courante.

(b) Nous résolvons ensuite toutes les équations utilisant deux
variables x1, w9 par rapport a toutes les valuations {z1 —
i1,T9 > ig} telles que f(i1,i2) : @ est une structure de la
collection, au début de l'itération courante.

(c) Enfin, et c’est le cas le plus compliqué et le plus fréquent, nous
résolvons toutes les équations utilisant trois variables xz1, xo,
x3 par rapport a toutes les valuations {1 +— i1,z — ig, x3 —
iz} telles qu’il existe deux structures de la forme f(i1,i2) : 4
et f(i,iz) : ' ou deux structures de la forme f(iy,i) : 7 et
flig,i3) : i, au début de l'itération courante.

Ces facons de choisir les valuations n’assurent pas que les résolu-
tions d’équations vont toutes produire des structures “utiles” pour
la simplification mais elles assurent, en tous cas, que les identifiants
placés dans les valuations sont “proches les uns des autres” dans
la collection de structures et donc que la résolution des équations
avec ces valuations va modifier la collection de structures “a cet
endroit de la collection”.

Cette méthode de choix est aussi efficace a mettre en ccuvre avec
les structures de données de bas niveau utilisées pour réaliser les
collections de structures. Par exemple, pour déterminer toutes les

7. Nous avons réalisé un algorithme basé sur cette idée mais il n’a pas donné de
trés bons résultats.
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valuations {z1 — 41,29 — i9,23 — i3} telles qu’il existe deux
structures de la forme f(i1,i2) : ¢ et f(i,i3) : ¢, il suffit, pour
chaque identifiant i, de parcourir la liste sameld(i) (voir section
2.4.2) pour obtenir toutes les structures f(i1,i2) : ¢, puis la liste
sameld; (i) pour obtenir les structures f(i,43) : i'. Le nombre total
de structures a retrouver est de ’ordre de NWQ ou M est le nombre
d’identifiants et N le nombre de structures, au début de l'itération
courante. Si la collection est creuse, ce nombre est de 'ordre de M,
ce qui est nettement inférieur au nombre M3 de valuations pos-
sibles.

. Lorsqu’une valuation est choisie, nous avons encore plusieurs choix
possibles pour la résolution des équations par rapport a cette va-
luation. Une premiere solution, qui semble raisonnable, est de vé-
rifier qu’un, au moins, des deux identifiants obtenus en appliquant
lopération toSet aux parties gauche et droite de I’équation appar-
tenait déja a la collection au début de l'itération courante et de
ne pas leur appliquer I'opération unify, sinon. Ce choix que nous
appelons circonspect, assure que toute expression, représentée dans
la collection, est sous-expression d’au moins une expression équi-
valente a ’expression a simplifier. On n’engendre pas d’expression
n’ayant “rien a voir” avec l’expression a simplifier. Un autre choix,
que nous appelons offensif, consiste a résoudre I’équation de toute
fagon, en pariant que les termes rajoutés a la collection seront mis
en lien t6t ou tard avec des sous-termes de I’expression a simplifier.
Cette solution utilise plus de mémoire mais peut éventuellement
conduire a une meilleure simplification ou méme a une simplifica-
tion plus rapide.

Quelle que soit la méthode utilisée pour choisir les valuations et
les équations a résoudre effectivement, il arrive fréquemment que
la mémoire soit complétement utilisée avant la fin d’une itération.
Nous avons alors plusieurs options pour pouvoir continuer la sim-
plification.

La premieére chose a faire, de toute facon, est de “récupérer” de la
mémoire. Il est aisé, avec les structures de bas niveau utilisées pour
réaliser les collections de structures, de parcourir les ensembles de
structures et d’en retirer celles qui semblent les moins utiles. Nous
avons réalisé quatre algorithmes de récupération de mémoire. Le
plus simple, appelons-le gcj, vide completement la collection de
structures. Il faut donc sauver une copie d’une expression mini-
male courante, avant de 'utiliser. Un autre, appelons-le gc;, garde
toutes les structures des ensembles de structures représentant des
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sous-expressions d’au moins une expression équivalente a une ex-
pression minimale courante, et supprime les autres. Cet algorithme
enleve aussi de la collection toutes les structures contenant un iden-
tifiant 4 tel que tous les termes représentés par cet identifiant ont
une taille supérieure a celle de I'expression minimale courante. Un
troisieme algorithme, appelons-le gc,, ne conserve que les struc-
tures représentant des sous-expressions d’une expression minimale.
Finalement, le quatrieme algorithme, gcs, fait comme gc,, sauf qu’il
ne conserve qu’une seule structure, pour chaque ensemble de struc-
tures FE;. Il ne maintient donc, dans la collection de structures,
qu'une seule expression minimale. Munis de ces différents algo-
rithmes, nous pouvons faire différents choix si la mémoire vient a
manquer au cours d’une itération.

(a) Nous pouvons appliquer P'algorithme gc¢; chaque fois que la
mémoire est pleine et continuer l'itération courante jusqu’a
ce qu’aucune récupération ne soit possible.

(b) Une autre fagon est d’appliquer ge; chaque fois que la taille
de 'expression minimale diminue, puis de continuer ’'itération
courante.

(¢) Une troisitme fagon consiste & abandonner l'itération cou-
rante.

A la fin de chaque itération, nous devons choisir entre deux possi-
bilités.

(a) La premiére possibilité consiste & itérer sur base de la collec-
tion de structures courante. Nous le faisons toujours si la taille
des expressions minimales courantes est strictement inférieure
a leur taille avant l'itération. Car cette diminution suggere
qu’il y a encore “du potentiel” dans la collection de structures
courante. Rappelons que la nouvelle itération va utiliser tous
les nouveaux identifiants et les structures qui ont été ajou-
tées a la collection durant la précédente itération. Si la stra-
tégie circonspecte est utilisée pour la résolution des équations,
nous reprenons avec la collection de structures telle qu’elle.
Si c’est la stratégie offensive qui est utilisée, nous exécutons
d’abord 'algorithme gc,. Donc, quelle que soit la stratégie, on
se retrouve au début de la nouvelle itération avec uniquement
des structures représentant des sous-expressions d’expressions
équivalentes aux expressions minimales courantes.

(b) La seconde possibilité consiste a repartir sur de nouvelles base
en nettoyant drastiquement la collection de structures : soit en
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appliquant un des deux algorithmes gcy, ou gcs avant d’itérer
a nouveau, soit en appliquant l'algorithme gc,, apres avoir
pris une copie d’'une expression minimale courante, puis en
reprenant tout au départ avec cette nouvelle expression a mi-
nimiser.

4. 11 est impossible de mettre au point une stratégie infaillible pour
choisir entre les deux possibilités ci-dessus, dans le cas ou la taille
des expressions minimales n’a pas diminué lors de la derniére ité-
ration. Une bonne stratégie peut éventuellement étre choisie en
fonction d’'un type de probléme. Dans notre application a la sim-
plification des formules booléennes, si la taille n’a pas diminué,
nous itérons au maximum trois fois et seulement deux fois si les
deux itérations n’ont pas donné lieu a un dépassement de mémoire.
Cette méthode de choix est basée sur les expérimentations réali-
sées.

5. 11 est tout aussi impossible de trouver un critere imparable pour
arréter définitivement I’algorithme : en général, décider si une ex-
pression est la plus simple possible, ou non, est un probleme ex-
trémement difficile (voir [MS72]). Des solutions pragmatiques sont,
par exemple, d’arréter 'algorithme si la taille n’a pas diminué apres
un nombre fixé d’itérations ou si le temps d’exécution a dépassé
une borne fixée a priori.

6. Pour augmenter la rapidité de l'algorithme, on peut aussi jouer
sur la quantité de mémoire effectivement allouée a la collection
de structures. C’est le cas lorsque les expressions a simplifier de
départ comportent “beaucoup d’opportunités de simplification”.
En effet, on peut a tout moment choisir entre continuer avec la
collection de structures courantes ou en extraire une expression
minimale courante, vider la mémoire et reprendre avec la nouvelle
expression. En démarrant ’algorithme avec relativement peu de
mémoire, on sera conduit plus tot a faire le second choix. On peut
alors augmenter la quantité de mémoire allouée avant de reprendre
la simplification. De la sorte, on avancera plus vite dans le proces-
sus de simplification mais on manquera peut-étre certains choix
plus pertinents car en démarrant avec plus de mémoire on aurait
trouvé une meilleure expression minimale intermédiaire (au prix
de plus de temps de calcul).
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3.3.3 Simplification des formules booléennes

Nous donnons maintenant des résultats expérimentaux obtenus, pour la
simplification des formules booléennes, avec un algorithme basé sur les
principes exposés a la section précédente. Nous utilisons les équations
présentées a la figure 3.3. Cet ensemble d’équations est évidemment re-
dondant mais il a été choisi ainsi pour diminuer le nombre d’itérations
a effectuer par ’algorithme.

Il n’est toutefois pas certain qu’il n’existe pas d’ensemble nettement plus
simple qui lui soit préférable.

0 =1 Ty = yx
1 =0 T+y = y+ux
z0 = 0 (z+y)+z = z+(y+=2)
0z = 0 (xy)z = x(y=z)
r+0 = =z TYy = T+7Y
O+z = =z Tty = YT
r+1 =1 r4+yz = (x+y)(z+2)
1+ =1 zy+z = (x+2)(y+2)
Tz = 0 (x+y)z = zz+y=z
r+7T = 1 z(y+z) = zy+xzz
T+z = 1 (zy)z = z(zy)
xT = 0 (x4+y)+z = z+(z+y)
T = «x

Figure 3.3 — Equations pour la simplification des formules booléennes

Nous avons appliqué I'algorithme & différentes formules booléennes, écri-
tes sous forme quelconque, générale, non mises sous forme disjonctive.
Pour chaque formule, nous exécutons 'algorithme avec chacune des stra-
tégies offensive et circonspecte et nous mesurons la taille des formules
obtenues a certaines étapes de ’exécution. Nous calculons aussi, avec
un des algorithmes présentés au chapitre 1, la liste des impliquants pre-
miers de ces formules et nous leur appliquons les mémes algorithmes et
fournissons les mémes mesures. Nous commencons par la formule F16,
présentée a la figure 3.4. Cette formule utilise 16 lettres différentes et sa
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taille est égale a 800 (parentheéses non comprises). Elle constitue donc
un probleme assez difficile a priori. La figure présente aussi la liste des
impliquants premiers de cette formule (IP16) et la formule équivalente
la plus courte que notre algorithme ait pu calculer (F£'S16). Nous notons
la négation avec le caractere !, pour la facilité.

(' ('m+'a)+(ilkde(e+!a)+(j+!b) 'd) In(!loo+n(j+!! (1+c
)) (Mle+tkn)+!1dk(ate) +In)+g) (M ((Iklo+! lm+p(i+m) ! 1
) (M 1+D)pk+1h)k! ((p+h) k) (A (! ((gro)e)+! (G!!
lo)p+!j+g+me) (g+1lp) ) )+ (1p+1l+i) ! (b(!c+j+!d+k) (ab+!
(M (£+1b)+£)) ) (k+! ((ceji+!c+i+g+bm) ! kdn+! ((m+c+!d+
1jm) (p+!p)))+!te(Lli+n) 'm! ('k+n)) (! ((a+j) 'nlk+!a)
mg!g+d+!e+ep) (p+f) !cdo! ((!1g+m+p+!d)djcim(!e+i)m+k
I (fh)+!i+hf (ta+p)+! (fbh) ! (111 (n!1p)+b)) (b+g)) ((1 ! (
(k('h+ne)+!ta+f+h) (hd+'h+(!c!m+!a) (f+b!b)) (b(j+ni)
+a(f+n)+! (a(f+'!0)) (£+1i) ! ((!n+o)e) ! (j+ol+((o+d+g+i)
Iblo+!j)!'p)) ! ((th!n+!! (bp) (e+!g(fka+k)+b)) (! (! gb+
bm)+a+! (lei)+f+m! j+! ((1+b)m+f) (b+d)+! (b+g+f+e) +p+!
Ic+!10)))+o+g+!g+g!h+(h+dd) ((le!g+l+g) (o+1l+!m)+(!jm
f+e+n) (m+c)+a)+(!d+! (n+!g) (m+b) (b+! (c+!b) (h+!j+d))
)1d11 (i (m+!a+d)+h)+! (1p(ti+!h) ) +!o+h+i+f!n!c(b+d+o
+pctk) tbat!g+!p) !dth (! f+k+o) (d+f+!1k) ! (b+!e(latg+E
Ykp+!k+! ((c+j) 'k(d+!c))) (p'mg+! (1 j+! (£d+!h)))+!h+!
d+(la+n+!b+!b+m) ! (k+!h))

F16

ab!cdfi'kmo!p + !b!dkm!np + a'!'b!dkmp + a'!dk!lmp
IP16 |+ 'b!dgkmp + !bg!hkmp + !dgk!lmp + g'!hk!lmp
+!djk!Im!np + a!b'hklmp

(abdifo!(p + ¢ + k)

FS16 + kp(al + (a + (!'b + j)In)!d + g)!(hd + bl))m

Figure 3.4 — Une formule de taille 800, utilisant 16 lettres différentes

Nous donnons, a la table 3.9, une comparaison des tailles des formules
minimales courantes, en fonction du temps d’exécution dépensé par 1’al-
gorithme de minimisation. La colonne ¢ donne les temps d’exécution, en
secondes, les colonnes F16,, F16., IP16, et IP16. fournissent la taille
obtenue pour la formule réduite apres cette durée d’exécution, en ap-
pliquant l'algorithme a la formule F16 ou a la formule IP16 avec soit
la stratégie offensive (,), soit la stratégie circonspecte (.). Les valeurs
des tailles sont omises si le fait d’allouer plus de temps d’exécution ne
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permet pas de diminuer la taille de I'expression réduite. Pour la for-
mule originale F'16, la stratégie circonspecte permet une réduction plus
rapide au début, sans doute parce qu’elle nécessite moins de mémoire
pour étre effective. Nous allouons en effet la mémoire progressivement,
en l'augmentant lorsqu’une ou plusieurs itérations ne produisent plus
de réduction de taille. Lorsque la taille est réduite a 100 symboles, la
stratégie offensive permet une meilleure réduction : la totalité de la mé-
moire est alors allouée. On constate aussi que, comme prévu, la réduction
n’est (relativement) rapide que durant les premieéres secondes d’exécu-
tion. Quand les formules minimales courantes sont relativement réduites,
la stratégie de recentrer la recherche sur les structures représentant uni-
quement de telles formules ne produit plus d’effet et le probleme devient
purement “combinatoire”. Nous observons également que le fait de partir
de la liste des impliquants premiers ne fournit pas de meilleurs résultats
bien qu’il permette une réduction plus rapide. C’est relativement logique
puisque la formule IP16 ne contient que 154 symboles. On voit toutefois
que, cette formule étant déja relativement réduite, I'algorithme prend
du temps avant d’obtenir une bonne réduction.

|t || F16,| F16. | IP16, | IP16,
0 so0| so0| 154| 154
0,5 758| 758 | 154 | 154
1| 758 | 758 | 154 154

2,5| 688| 275| 151 154
5| 595 | 263| 132| 141

10| 237| 193] 121| 129
25| 151 | 123| 86| 108
50| 108 | 107| 81| 100
100 || 101| 102 78| 94
250 || 87| 98| 64| 90
500 85| 95| 60| 88
1.000 || 69| 91| 54| 86
2.000 || 53| 72
3.000 52| 70

Table 3.9 — Taille des expressions réduites apres ¢ secondes (formule
F106)

Nous donnons maintenant un autre exemple de formule de taille 800,
utilisant 16 lettres. Les résultats expérimentaux sont montrés a la figure
3.10. Une grande différence entre cet exemple et le précédent est que la
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| ¢t || F16,] F16. | 1P16, | IP16.
of soo| 800 | 928 928
0,5 7r2| 772| 928| 928

1| 72| 7tr2| 928 | 928
2,5 730 | 522 883| 928
5| 636 | 492 | 863 | 914

10| 530| 461 | 836| 878
25 || 416 | 363 | 771|860
50 || 414 | 343 | 764 | 846
100 || 335| 340 | 726| 791
250 || 157 | 336| 702| 739
500 || 142 | 331| 643 | 656
1.000 || 139 | 320| 591 | 609
2.000 || 132| 318 | 400 | 533
3.000 317| 380| 513

Table 3.10 — Taille des expressions réduites apres ¢ secondes (formule

F16)

liste des impliquants premiers IP16 est beaucoup plus grande et utilise
928 symboles, au lieu de 154, dans 'exemple précédent. Conséquemment,
la réduction de la liste des impliquants premiers fournit de beaucoup
moins bons résultats que celle de la formule originale.

Nous donnons maintenant d’autres résultats pour des formules choisies
“aléatoirement”, de taille 800 mais utilisant entre 3 et 15 lettres dis-
tinctes. Ces résultats sont donnés dans les tables 3.11, 3.12 et 3.13. Le
nombre de lettres utilisées se déduit du nom de la formule. Par exemple,
la formule F5 utilise 5 lettres distinctes. On remarque que les temps
d’exécution nécessaires pour obtenir les formules de plus petite taille di-
minuent rapidement lorsque le nombre de lettres diminue. On constate
également que les temps sont meilleurs lorsqu’on fait la simplification en
partant de la liste des impliquants premiers, du moins lorsque la taille
de cette liste est significativement plus petite que celle de la formule de
départ. Ce n’est pas forcément le cas : la liste des impliquants premiers
peut étre beaucoup plus grande que celle de la formule de départ. Pour
la formule F15, la liste des impliquants premiers est 1,5 fois plus longue
que la formule elle-méme et aucune des deux stratégies ne conduit & une
réduction satisfaisante dans le temps limite de 3.000 secondes fixé pour
I’exécution des algorithmes.
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| ¢t [[F15,| F15. | P15, [ IP15.| | t || F9, | F9. | IP9, | IPY.
of soo| 800| 1.231| 1.231 0] soo]800| 55| 55

0,5 748 | 748 | 1.231 | 1.231 0,5 | 672 | 672 55 95
2,5 676 | 577 | 1.214 | 1.231 2,5 || 670 | 648 29 54

5 357 | 568 | 1.204 | 1.217 4 || 582 | 648 28 48
7,5 286 | 568 | 1.194 | 1.207 5 || 569 | 639 28 46
10 282 | 495 | 1.173| 1.199 7,5 || 524 | 631 28 41
25 186 | 234 | 1.140 | 1.178 10 || 494 | 550 28 38
50 140 | 177 | 1.083 | 1.158 12,5 || 482 | 529 27 38
75 138 | 170 | 1.078 | 1.136 15 || 450 | 506 27 34
100 138 | 170 | 1.037 | 1.065 16 || 450 | 494 27 29
250 137 | 152 989 997 20 || 369 | 465 27 28
500 135 | 142 954 939 50 || 176 | 133 25 26
750 133 | 140 923 865 75 85| 131

1.000 133 | 140 917 853 110 95 | 125
2.000 130 | 138 850 772 345 25| 67
3.000 128 | 138 731 723 800 26

Table 3.11 — Taille des expressions réduites apres ¢ secondes (formules
F15 et F9)

| t || F7 | F7.]1P7, ] IPT.

| t || F6, | F6. | 1P6, | IPG.

ol 80 |so0| 73] 73 0 800]800| 28] 28
0,5 722 | 722| 73| 73 0,5|| 726 | 726 | 28| 28
2,5 720|376 | 51| 70 1| 726 | 726 | 22| 25

4 217 |373] 36| 58 2,5 || 615|357 | 18| 25

51| 166|373 | 29| 46 41 591|191 13| 19

6140 | 199 | 29| 37 5 || 341 | 161 13

71 63| 68| 27| 31 7,5 || 208 | 93

8 36| 65| 27| 31 10| 72| 59

9| 36| 60| 24| 27 12,5 || 40| 42

10| 35| 47| 24| 27 15| 33| 38
12,5 28| 45| 24| 26 16| 32| 38
15 24| 37| 22 20| 29| 35
17,5 | 24| 31 50 || 13| 20
20 || 24| 28 75 18
22,5 | 24| 26 80 13
30| 22

Table 3.12 — Taille des expressions réduites apres ¢ secondes (formules
F7et F6)

Le cas de la formule F& nécessite quelques explications supplémentaires.
Nous n’avons pas utilisé une formule choisie “au hasard” car la plupart
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| ¢t || F5 | F5.] IP5, | IP5.

|t [ F3, | F3.| 1P3, | 1P,

oflsoo]8o0] 25] 25 of 34 34] 20 29
0,5 669|669 25| 25 0,4 28] 34| 29| 29
1] 644 | 644 | 11| 22 0,5 24| 28] 29| 29
2,5 || 599 | 582 22 0,6 15| 15| 20| 26
3 || 438 | 582 22 07| 15| 15| 16| 26
4| 392 | 403 11 0,81 15| 15| 12| 26
5( 12 378 L,1] 12| 15 26
75| 111 355 3 12 26
10 328 3,2 24
12,5 35 3,3 22
15 12 3,4 16
16 11 3,5 12

Table 3.13 — Taille des expressions réduites apres ¢ secondes (formules
F5et F3)

de ces formules sont trop faciles a simplifier. Nous avons choisi la formule
(! (b+c)+(a+b) c+(a+b)) (! (b+c)+(a+b) c+(! (at+c)+ac))
équivalente & la formule minimale :
(b + a)c +!(c + ab)

Nous avons vérifié, en utilisant ’algorithme de minimisation stricte pré-
senté a la section 3.2, que cette formule est bien minimale. On constate
que le temps nécessaire a la simplification, par les deux versions de l’al-
gorithme de cette section, est significativement inférieur au temps néces-
saire pour construire la collection de structures qui représente la totalité
des formules booléennes utilisant au plus trois lettres. Toutefois, 1'ordre
de grandeur est a peu pres le méme. En réalité, si on n’y prend pas
garde, I'algorithme de cette section-ci qui utilise la stratégie offensive,
peut calculer I'entiereté de la collection de structures représentant toutes
les formules. Pour éviter ce probléme nous limitons a deux le nombre
d’itérations de ’algorithme lorsque la taille de la formule ne diminue pas
et que l'itération ne se termine pas a cause d’un manque de mémoire.
Nous limitons aussi I’application des équations aux valuations dont la
somme des tailles des formules minimales représentées par les identifiants
de la valuation reste inférieure a 1, 5 fois la taille de la formule minimale
courante. C’est une restriction arbitraire qui peut évidemment empécher
Palgorithme de trouver une bonne solution dans d’autres cas de figure.

Nous cloturons cette liste d’exemples par deux formules supplémentaires.
La formule F'Sp est choisie spécialement pour sa liste d’impliquants pre-
miers, qui est a peu pres 23 fois plus grande que la formule elle-méme.
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Sans surprise, les algorithmes appliqués a la liste des impliquants pre-
miers donnent de trés mauvais résultats. Nous donnons aussi la formule
F20 qui utilise 20 lettres distinctes. Les résultats pour cette formule
sont excellents. Nous ne donnons pas les résultats pour la liste des im-
pliquants premiers car la représentation des formules utilisée par nos
algorithmes de calcul des impliquants premiers est limitée a 16 lettres
(voir le chapitre 1).

| t || FSp, | FSp, | IPSp, | IPSp, | |t | F20, | F20. |
off 95] 95] 2174 2.174 of soo| soo
0,5 95| 95| 2174 2.174 0,5 742 | 742
2,5\ 58| 86| 2149 | 2.174 2,5( 696 | 614
5| 44| 56| 2.108 | 2.174 5| 545 | 527
75| 44| 50| 2.108 | 2.141 7,5 || 533 | 516
10 44| 48] 2.077| 2.141 10 || 507 | 511
25 || 44| 40| 2.063 | 2.138 25 || 457 | 161
50 || 42| 38| 2.051| 2.112 50 || 407 | 158
75| 42 1.982 | 2.104 75| 370 | 156
100 | 42 1.970 | 2.069 100 67| 79
175 || 38 1.967 | 2.061 250 || 39| 72
500 1.849 | 1.785 500 || 34| 46
1.000 1.699 | 1.605 750 || 34| 37
2.000 1.583 | 1.342 1.000 || 33| 36
3.000 1.321 | 1.236 1.150 33

Table 3.14 — Taille des expressions réduites apres ¢ secondes (formule
FSp)

3.3.4 Conclusion et pistes d’améliorations et de travaux
futurs

Dans cette section, nous avons présenté une méthode générale pour sim-
plifier les expressions, basée sur les collections de structures. La méthode
proposée est moins systématique que les algorithmes proposés dans le
reste de ce travail. Elle utilise différentes heuristiques a choisir et a adap-
ter en fonction des exemples a traiter. Le probleme général de la sim-
plification étant complétement “combinatoire”, le point clé d’un bon
algorithme est de réduire “l’espace de recherche” en y maintenant des
solutions acceptables, sinon optimales. Nous le faisons en maintenant la
taille des expressions minimales courantes et, lorsque cette taille dimi-
nue, en supprimant les structures correspondant a des expressions non
minimales. Cette méthode permet d’obtenir rapidement des réductions
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pour les expressions qui sont fortement simplifiables mais montre ses li-
mites lorsque la taille des expressions minimales courantes se rapproche
de celle d’une expression minimale théorique.

La méthode que nous avons proposée est a priori indépendante du pro-
bléme particulier de la simplification des expressions booléennes. Il est
possible que nous puissions I’améliorer dans le futur, pour de telles ex-
pressions seulement, en imaginant un algorithme qui applique une stra-
tégie du type “diviser pour régner”, semblable a la méthode de calcul
des impliquants premiers de Coudert (voir la section 1.3.4 et aussi ’an-
nexe A). Nous avons aussi l'intention d’adapter notre méthode au pro-
bleme de la simplification des expressions régulieres (ou rationnelles)
(voir [Stol5]). Pour ce probleme, il est nécessaire d’ajouter des condi-
tions d’applicabilité aux équations. Il faudra donc étendre notre cadre
“théorique”.
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Conclusion

Dans ce document présentant les résultats de notre recherche, nous avons
introduit une nouvelle structure de données congue dans le but de sim-
plifier efficacement des expressions. Nous avons décrit précisément sa sé-
mantique et son implémentation, nous avons estimé sa complexité théo-
rique et nous avons évalué expérimentalement son efficacité pratique.
Nous I'avons utilisée pour résoudre divers problémes tels que la résolu-
tion d’équations entre termes clos ou le calcul de la congruence définie
par un ensemble d’équations et un ensemble de générateurs, et bien str
aussi, finalement, pour la simplification des expressions. Nous avons ap-
pliqué les méthodes obtenues aux formules booléennes, auxquelles nous
avons aussi consacré un chapitre indépendant, relatif au calcul de la liste
des impliquants premiers. Dans ce chapitre, nous avons présenté diverses
méthodes proposées dans la littérature, dans un cadre unifié clarifica-
teur, nous avons donné des preuves directes de leur correction et nous
avons comparé leur efficacité expérimentalement.

Nous pensons avoir montré que les résultats que nous avons obtenus
sont significatifs et qu’ils indiquent que la notion de collection struc-
tures fournit une base solide pour de nouvelles recherches a réaliser.
Dans le domaine, initialement choisi par nous, de la simplification pro-
prement dite des expressions, de nombreuses expérimentations nouvelles
nous viennent & ’esprit. Tout d’abord, nous allons prochainement ap-
pliquer notre méthode au probleme de la simplification des expressions
régulieres (ou rationnelles). Il n’existe pas de systéme fini d’équations
caractérisant la théorie des expressions régulieres mais il ne sera pas
difficile d’étendre notre méthode pour prendre en compte la regle d’infé-
rence supplémentaire dont a besoin pour caractériser cette théorie. Les
méthodes de simplification que nous avons proposées a la section 3.3
seront donc applicables avec peu de changement. Par ailleurs, plus géné-
ralement, nous pourrons étendre notre méthode pour qu’elle soit capable
de traiter des implications logiques liant des conjonctions d’équations (ou
clauses de Horn). Plus généralement encore, nous pourrons traiter des
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regles d’inférence comportant des conditions d’applicabilité quelconques
(portant sur les termes représentés dans la collection de structures).
Moyennant ces extensions de notre méthode, nous envisageons d’explo-
rer I’applicabilité de celle-ci a toutes autres sortes d’expressions, incluant
les expressions arithmétiques et algébriques, trigonométriques, etc.
L’étude des travaux reliés aux résultats présentés dans cette theése, nous
suggere aussi de nouveaux domaines d’application de notre méthode
dans le domaine de la démonstration automatique de théoremes. Tout
d’abord, nous pourrions explorer 1'utilisation des collections de struc-
tures dans le domaine de l'unification rigide, évoqué seulement a la sec-
tion 2.6.3.2. Ainsi, 'article [BFR17] propose un ensemble de reégles d’in-
férence (un “calcul”) pour résoudre le probléme de l'unification rigide.
La difficulté d’utiliser les collections de structures pour mettre en ceuvre
ce calcul vient de la nécessité de procéder par essais et erreurs (retours
en arriere) lorsqu’une piste de solution méne & un échec. Il nous faudrait
donc généraliser notre implémentation actuelle des collections de struc-
tures pour prévoir des “points de reprise” permettant de restaurer la
collection dans un état précédent. Une telle généralisation est certaine-
ment possible mais la facon exacte et la plus efficace de le faire requiert
une nouvelle recherche.

D’autres applications, évoquées ci-dessous, nous ont été suggérées ré-
cemment par Pascal Fontaine.

Notre algorithme de calcul de congruence permet de représenter aisé-
ment I’ensemble des formules booléennes comportant au plus trois lettres
distinctes et ainsi de minimiser en temps linéaire toutes les formules
de cette sorte. Représenter les formules avec quatre lettres au plus re-
quiert de créer 8.590.000.134 structures, ce qui est sans doute possible
moyennant certaines modifications de nos structures de bas niveau. Les
formules de cinq lettres nécessitent déja de mémoriser 3, 689 x 10'?
tures, ce qui n’est plus du tout réaliste. Mais nous pourrions envisager
d’améliorer notre algorithme de simplification pour garantir une mini-
misation ou une quasi-minimisation de telles formules, ou de formules
avec plus de lettres encore. Il serait souhaitable que ces formules réduites
puissent jouer le role de forme canonique, ce qui les rendrait compétitives
avec les BDDs dans les applications ou la taille de ceux-ci “explose”. Si
un tel objectif est réalisable, il demandera tres probablement d’ordonner
les structures des collections de maniere non triviale, ce qui compliquera
substantiellement les algorithmes actuels des opérations toSet et substi-
tute.

struc-

L’idée, au coeur des collections de structures, de représenter, de ma-
niere exhaustive, tous les termes égaux aux sous-termes d’un ensemble
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(éventuellement infini) d’équations closes pourrait, peut-étre, étre géné-
ralisée a des ensembles de formules logiquement équivalentes utilisant
comme atomes des égalités entre termes; par exemple, des formules ex-
primant des propriétés arithmétiques. On pourrait alors envisager de
décider I'équivalence de certaines formules en testant ’identité de for-
mules minimisées.

Finalement, nous avons développé les collections de structures, leur im-
plémentation, et leur validation expérimentale en vase clos, sans avoir eu
le temps de les intégrer a des systemes existants représentatifs de “I’état
de I’art”. Il serait souhaitable que nous développions une implémentation
spécifique des collections de structures pour les intégrer, par exemple,
aux outils de la librairie SMT-LIB [BFT16] et étudier dans quelle me-
sure elles permettent d’améliorer la résolution de certains problemes.
En particulier, nous avons comparé nos algorithmes aux algorithmes de
fermeture congruente de la littérature sur base des structures de bas
niveau de notre implémentation mais d’autres structures, peut-étre plus
légeres car plus spécifiques, sont utilisées dans les outils de vérification
de I'état de ’art. Des comparaisons expérimentales avec ces outils im-
plémentés sont nécessaires pour établir si les collections de structures
peuvent améliorer 'efficacité pratique de ces outils existants.
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Annexe A

Opérations sur les formules
booléennes et stratégie
“diviser pour régner”

C’est dans la “nature méme” des formules booléennes de se préter a la
construction d’algorithmes appliquant la stratégie “diviser pour régner”.
Si F est une formule canonique, elle se décompose sous la forme 1.Fy U
[.F}, et si c’est une formule quelconque (sous forme normale disjonctive),
elle s’écrit sous la forme {.Fy Ul.F U F,, ot les formules Fy, F; et Fy ne
contiennent pas la lettre [. On peut donc tenter de découper le probleme
a traiter concernant F', en deux ou trois sous-problémes dont la somme
des tailles est égale a celle du probleme initial. Si n est le nombre de
termes de F' et m le nombre de lettres, on peut donc espérer résoudre
le probléme en un temps égal & O(n x m) car il y a en tout m niveaux
d’appels et la somme des tailles des problemes d’un méme niveau est
la méme. En moyenne, on a m = logan + 1 I Donc, on peut viser une
complexité en O(nlogn) pour ces algorithmes.

En pratique, malheureusement, les choses ne sont pas tout a fait aussi
simples car, lorsqu’elle est possible, la découpe du probleme est géné-
ralement moins directe. Dans cette annexe, nous montrons ce qu’il en
est pour quatre opérations utilisées dans notre implémentation. (Nous
avons déja montré comment 1’idée ci-dessus peut étre adaptée pour l'al-
gorithme de calcul des impliquants premiers de Coudert.)

Mise sous forme canonique d’une formule sous forme normale
disjonctive Cette opération fournit un exemple (presque) idéal d’ap-

1. A strictement parler, c’est vrai seulement pour les formules canoniques.
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plication de la stratégie “diviser pour régner”, expliquée ci-dessus.
Soit F', une formule utilisant m lettres. On construit sa forme canonique
FC comme suit.
1. Sim =0, on renvoie FC = F.
2. Sinon, F s’écrit sous la forme I.Fy U [.Fy U F, ou les formules Fy,
F et F, ne contiennent pas la lettre [.
On construit récursivement les formules canoniques F'Cy et F'Cq
logiquement équivalentes aux formules Fy U Fy et F} U F}, respec-
tivement.

On renvoie FC = 1.FCy U L.FC,.

La correction de cet algorithme se prouve comme suit.

Preuve de correction.

1. Si m = 0, la formule F' ne contient aucune lettre. Donc, ou bien
FC =0, ou bien F'IC' = 1. Remarquons que F'C = 1 n’est correct
que parce que F' ne contient pas de lettre.

2. Sim > 0, le résultat est correct parce que I.F'Cy U I.FC} est sous
forme canonique puisque les formules F'Cy et F'Cy le sont, par
hypotheése d’induction, et sont donc formées de termes utilisant
m — 1 lettres. De plus, les formules I.Fy U l.Fy U F, I.(Fy U F,) U
I.(F{ UF,), et .FCyUI.FCy sont logiquement équivalentes.  [J

Elimination des termes qui en impliquent un autre C’est Popé-
ration que nous avons notée absorber(F'). Elle utilise comme sous-
probléme l'opération reduire(F,G) qui retire de F' les termes qui im-
pliquent un terme de G.

L’algorithme de l'opération absorber(F') est comme suit.
Soit F', une formule utilisant m lettres.
1. Sim =0, F vaut 0 ou 1 et ne contient donc aucun terme qui en
implique un autre. On renvoie F.
2. Sinon, F s’écrit sous la forme I.Fy U [.Fy U F, ou les formules Fy,
F et F, ne contiennent pas la lettre [.

On construit récursivement les formules Aj, A} et A, égales, res-
pectivement, & absorber(Fy), absorber(F}), et absorber(F).

On construit ensuite Ag = reduire(Af), A,) et
Ay = reduire(A], A,).
On renvoie la formule A = 1.Ag Ul.A; U A,.

Nous prouvons la correction de ’algorithme ci-dessus.
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Preuve de correction. Le cas de base est “évident”. Dans le cas général,
on peut d’abord supposer, par hypothése d’induction, que les formules

0, A} et A, contiennent exactement les termes de Fy, F; et F, qui n’en
impliquent aucun autre.

Donc les termes de Ag et A1 contiennent, respectivement, tous les termes
de Fy et F7 qui n’impliquent aucun terme de Fy ou de F} autre qu’eux
méme et qui n’en impliquent aucun de A,, donc aucun de F, (puisque,
si ¢’était le cas, elle en impliquerait un de A).

Soit alors un terme de F'. S’il est de la forme [.t et qu’il implique un
terme de F' autre que lui-méme, ou bien ¢ implique un terme de F,
alors t implique un terme de A,, donc t n’appartient pas & A1, et donc
[.t pas & [.A7. Si ce terme [.t n’implique aucun terme de F' autre que
lui-méme, ¢ n’implique aucun terme de F, donc aucun terme de A,. De
plus, £ n’implique aucun terme de F} autre que lui-méme et appartient
donc & A}, et donc aussi & A; puisqu’il n’implique aucun terme de A,.
Bref [.t appartient a [.A;, donc a A.

On montre de la méme facon qu'un terme de la forme .t appartient &
A ¢’il appartient & F' et qu’il n’implique aucun autre terme de F.

Il reste le cas d’un terme ¢ qui ne contient pas la lettre I. Il ne peut
impliquer aucun terme de [.Fy ni de [.F}. Il appartient donc & A si
et seulement si il n’implique aucun terme de F), différent de lui-méme,
c’est-a-dire si et seulement si il appartient & A,, donc a A. O

Passons a l'algorithme de 'opération reduire(F,G).

On suppose que la formule F' utilise m lettres.

1. Sim =0, ou bien F' = 0 et le résultat est 0, ou bien F =1 et le
résultat est 1, sauf si G contient le terme 1, auquel cas, le résultat
est 0.

2. Sinon on choisit une lettre [ parmi celles qui sont utilisées par F.
Les deux formules se décomposent respectivement sous la forme
I.Fy UlL.Fy UF, et .Gy Ul.G1 UG,.

On calcule récursivement les formules By = reduire(Fy, GoUG.),
B; = reduire(F1,Gy UG.), et B, = reduire(F}, Gy).
On renvoie alors la formule B = [.By Ul.B; U B,.

Preuve de correction. 11 est a nouveau immédiat que le cas de base est
correct. Considérons le cas général. Soit un terme appartenant a F'.

Supposons d’abord qu’il est de la forme [.t. S’il implique un terme de G,
t doit impliquer un terme de G; ou de G, et t appartient & F;. Donc,
t n’appartient pas a B et, par conséquent, [.t n’appartient pas a B. Si
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ce terme [.t n’implique aucun terme de G, t n’implique aucun terme de
G1 U G, et appartient donc & Bi, puisqu’il appartient & Fj. Donc [.t
appartient a B.

Par un raisonnement semblable on montre qu'un terme de la forme .t
appartient a B si et seulement si il appartient a F' et n’implique aucun
terme de G.

Reste le cas d’'un terme t appartenant a I’ et ne contenant pas la lettre
[. Alors, il ne peut impliquer aucun terme de GG, sauf ceux de G,. Donc,
il appartient a B, et, par conséquent, a B si et seulement si il n’implique
aucun terme de G. O

Remarque 3. Une optimisation de cet algorithme consiste a ne pas cal-
culer les formules Gy U Gy et G1 U G4 et a les remplacer par 1, deés
qu’elles contiennent le terme 1. Cette condition est immédiate a vérifier
avec notre représentation des formules car le tableau représentant une
formule a son premier élément égal a 0 si et seulement si la formule
contient le terme 1.

Opération T Pour terminer, nous considérons le cas de 'opération 7.
Un algorithme pour calculer F7G doit, dans le cas général, calculer trois
formules : Cy = Fy"GoUFy "G, UF,"Gy, C1 = Fi~G1UF "G, UF,”Gq,
et Cy = Fy, 7 Gy, ce qui correspond a une décomposition du probleme
initial en sept sous-problémes. Il se fait qu’on peut se ramener a une
décomposition en trois sous-problémes si on se “contente” de calculer
une “approximation” de F'~G que nous notons conj(F, G), au moyen de
I’algorithme ci-dessous.

Soient F' et G, deux formules utilisant au plus m lettres (les mémes).
1. Si F =0 ou G =0, on renvoie 0.
2. Si F =1, on renvoie G. Symétriquement, si G = 1, on renvoie F'.

3. Dans tous les autres cas, on choisit une lettre [, parmi les m lettres
possibles. Les formules F et G se décomposent sous la forme [.FyU
I.LFy UF, et .Gy UL.Gy UGy, ot les différentes sous-formules ne
contiennent pas la lettre .

On calcule récursivement les formules Cy = conj(FyUF, GoUG.),

Cy = conj(Fy UF,,G1 UG,) et Cy = conj(Fy,Gy).

On renvoie enfin la formule C = 1.(Cy \ C,) UL.(Cy \ Ci) U C,.
Nous allons démontrer que conj(F,G) = absorber(F' - G). L’opération
conj nous suffit donc pour implémenter la méthode de Thayse, puisque
son résultat doit de toute facon étre simplifié par la suite.

Nous utilisons le lemme suivant :
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Lemme 13. Si A et B sont deux formules quelconques, on a :

absorber(A U B) \ absorber(B) =
reduire(absorber(A), absorber(B)).

Preuve du lemme 13. Nous prouvons I'inclusion dans les deux sens.

Supposons d’abord que t appartient a absorber(4A U B) mais pas a
absorber(B). Alors, t n’appartient pas a B. Car, si ¢’était le cas, ou bien
il n’impliquerait aucun terme de B autre que lui-méme, alors il appar-
tiendrait & absorber(B), ce qui est impossible, par hypothése, ou bien
il impliquerait un terme de B différent de lui-méme, mais alors il n’ap-
partiendrait pas & absorber(A U B). Donc, t appartient a A et il n’im-
plique aucun terme, ni de A, ni de B. Donc, il appartient & absorber(A)
mais pas a absorber(B), donc il appartient a reduire(absorber(A),
absorber(B)).

Dans 'autre sens, si ¢ appartient a reduire(absorber(A), absorber(B)),
il appartient & A et n’implique aucun terme de B ni aucun terme de A
autre que lui-méme. Donc, il appartient & absorber(A U B). D’autre
part, il n’implique aucun terme de absorber(B), il ne peut donc pas
appartenir & absorber(B), puisqu’il s'implique lui-méme. O

Preuve de correction (du fait que conj(F,G) = absorber(F~Q)).

Les deux cas de base vont de soi si les formules sont simplifiées. Sinon,
on peut renvoyer, selon le cas, absorber(F') ou absorber(G).

Dans le cas général, on montre successivement les propriétés suivantes.

a) F7G =1.(Fy "Gy U Fy~ G, U F.~Go)U
l(FlAGl UF -G U F*AGl)U
F.7Gy,
par définition de 'opération 7.
b) absorber(FTG) =
l.reduire(absorber(Fy-GoUFy GL.UF, Gy), absorber(F,
l.reduire(absorber(F;"G1UF; G, UF, G1),absorber(F,
absorber(F.TG.,),
en appliquant la propriété
absorber(l.FjUl.F{ UF!) =
l.reduire(absorber(F}), absorber(F.))U
l.reduire(absorber(F}), absorber(F)))U
absorber(F)),
démontrée dans la preuve de correction de 'opération absorber,
a la formule du point 2.

U
U

wel
~G.))
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c) absorber(F~G) =
I.(absorber((Fy U F,)~(GoUG.)) \ absorber(F.~G,))U
l.(absorber((F1 UF,)7(G1UG,)) \ absorber(F,~G,))U
absorber(F,.TG,),
en appliquant le lemme démontré plus haut aux formules (FyUF})~
(GoUGy) et Fi, "Gy, ainsi qu’aux formules (F} U Fy)7(G1 UGy) et
F,.7G, et en remarquant que
(Fo @] F*)A(Go @] G*) = (FOAGO UFyTGL U F*AG()) UF, TG, et
(Fl U F*)A(Gl U G*) = (Fl/.\Gl U TG U F*AGl) UF. TG,
d) Donc, par hypotheése d’induction, I’algorithme renvoie la formule
C=1(Co\Cy)UL(C1\C)UC,

= [.(absorber((Fy U F,)~(Go U G,)) \ absorber(F, ~G,))U
l.(absorber((Fy U Fy) 7 (G UG,)) \ absorber(F, ~G,))U
absorber(F,TG,),

= absorber(F~G)
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Annexe B

Deux théoremes utilisés par
I’étude de complexité des
collections de structures

Nous démontrons d’abord une propriété utilisée dans la preuve du théo-
reme 23.

Théoreme 32. Soient a etb deux nombres strictement positifs. Sia < b,
on a :

1 1
a—|—§(alog2a—i—blog2b) < §(a+b)log2(a—|—b) (B.1)

Preuve du théoreme 32. 1l suffit de démontrer que la fonction de la va-
riable réelle x définie par I’expression

1 1
§(a+m) logy(a+x) —a — §(a10g2a+xlog2 x) (B.2)

est positive pour toute valeur de x supérieure ou égale a a. On vérifie
d’abord facilement que la valeur de I'expression B.2 est nulle lorsque
x = a. Nous montrons ensuite que la fonction est croissante lorsque x
prend des valeurs supérieures ou égales a a. Ces conditions impliquent
le résultat. On voit aisément que la fonction est croissante si la fonction
définie par I'expression plus simple ci-dessous l'est :

(a + x)logy(a + ) — xlogy x (B.3)
La dérivée de cette fonction est donnée par ’expression :
logy(a + x) — logs (B.4)

qui est positive pour toute valeur strictement positive de . ]

229



Théoréme 33. Soient ay, ..., aq, des nombres tels que a; > 1 (i =
1,...,q) et soumis a la contrainte a = a1 + ...+ a4 (a > q). (Donc, a
est fixé mais les a; “varient librement” sous cette contrainte.)

Dans ces conditions, ’expression

q
Z a;log a; (B.5)
i=1
possede un minimum égal a
alog & (B.6)
q

Ce minimum est atteint lorsque

ap = ... = a4 = —. (B.7)

Preuve du théoréme 33. Remarquons d’abord, que la véracité du théo-
reme ne dépend pas de la base choisie pour le logarithme puisque des
logarithmes calculés dans deux bases différentes ne difféerent que par un
facteur constant. Nous utilisons donc des logarithmes népériens (en base
e) pour la simplicité.

Nous démontrons le théoréme par récurrence sur la valeur de q. L’énoncé
suppose implicitement que ¢ > 1. Le cas de base est donc ¢ = 1 et le
théoréme est vrai, dans ce cas, puisque I'expression B.5 ne peut prendre
que la valeur aloga.

Supposons donc que g > 1 et “fixons momentanément” la valeur a;. Les
hypotheses du théoréme sont vérifiées si on substitue les nombres ¢ — 1,
a—ay et ag,...,a, aux nombres ¢, a et ai,...,aq, de 'énoncé. On peut,
des lors, supposer, par hypotheése de récurrence sur ¢, que

q a — ay
Z a;loga; > (a —ay)log . (B.8)
— q—1
=2
On a, par conséquent, aussi :
a a — ap

Zai loga; > ajloga; + (a—ap)log T (B.9)

— q—

=1

Considérons maintenant la fonction définie, pour x tel que 1 < z <
a — q+ 1, par 'expression

a—

zlogx + (a—z) log (B.10)

g—1
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Nous allons montrer plus bas que cette fonction possede un minimum
égal a
alog 2 (B.11)
q
Il s’en suit, puisque 1 < a1 < a — q + 1, que la relation B.9 peut se
simplifier en

1 a
Zailogai > alog —. (B.12)
i=1 q

Cette relation suffit a établir le théoréme, en tenant compte du fait que

q
Zailogai = alogg
i=1 q

lorsque

a
(Notons qu’on a bien aussi — > 1.)

Il nous reste a prouver 'affirmation B.11. La dérivée de 'expression B.10
est égale a

log(qg — 1) — log a7 (B.13)
Elle s’annule lorsque
a
Tr=—. B.14
. (B.14)

On vérifie que la valeur de 'expression B.13 est négative lorsque 1 < z <

a a
— et qu’elle est positive si — < x. La valeur x = — correspond donc bien
q

a un minimum de 'expression B.10. On vérifie aisément qu’elle donne a

. a ,
cette expression la valeur alog —, comme annoncé.
q

O
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Annexe C

Compléments sur le
rapport entre estimations
et valeurs expérimentales
du nombre de renommages

Cette annexe contient les graphiques des courbes illustrant la discussion
de la section 2.5.4. Les courbes rouges, vertes, jaunes et bleues corres-

pondent respectivement aux valeurs 1.000, 10.000, 100.000 et 1.000.000
pour le nombre de structures V.
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Figure C.2 — Rapport entre estimation et valeur expérimentale de N,
pour unify
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