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LES THEOREMES DE HAKN-BANACH ET DE MACKEY
SE TRANSPORTENT PAR ADJONCTION A LA CATEGORIE
DES ESPACES QUASI-LOCALEMENT CONVEXES .

Francis Worceux



INTROGUCTION

, Ltensemble des applications
linéaires continues entre deux espaces localement convexes
ne se munit vas de maniére canonique dfune structure dl'es-
pace 1oca1ement convexe . Ceci fait, dans certains cas, la
. richesse de la théorie, en ce sens que 1'on est amené 4 con-
sidererjézé l'espace en question des structures ‘assez dlver-
sifides 3 mais parfois aussi cette lacune crée un. réel pro-
bléme, par exemple dans 1'élaboration d'un calcul différen-
tiel dans les espaces, localement convexes .

' Divers auteurs ont cherché a
surmonter cette difficulté en genérallsant la notion de to-
pologie en celle de quasi-topologie : on axiomatise cette
fo1s la notion de filtre convergeant nlutdt que celle de par-
tie ouverte . Je montrerai 4 la fin de ces notes (.85 ) com=
ment cette démarche permet en fait d'obtenir sur la catégo-
rie des espaces quasi~localemeént convexes un b1fonctnur ine
terne et un produit tensorlel gqui en font une categorle fer-
mée mon01dale symétrlque au sens de Eilenberg-Kelly & '

. Les quatre premiers paragra-
phes s'attachent quant A eux & donner un sens = et une aé~ . -
monstration - A la thése proposée . L'exposé est assez suce
cinct : e étude plus détaillée de la guestion se trouve
déposée A la bibliothéque de l'Institﬁt,de Mathématique dans
un travail que J'ai'réalisé'sur dix catégories fernées mono-
fdales symétriques au sens de Eilenberg -Kelly, fréquemment
utilisdes en analyse supérieure :'( Siminaire d'Algebre Ca-
tégorique sous la direction de R.Lavendhomme -~ Exenples de

.W,:categories - par Prancis Borceux - Louvain 1970-1971 )

. _ Le paravraphe premisr déerit
la notion de quasi-topologie et caractirise celle de qua51-
topologie localement convexe par des propriétés des filtres
convergeant vers l'origine . - ‘

Cette éaractérisaticﬁ a comme

conséquence inmédiate le fait que la catégorie QLC des espa-
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ces quasi-localemenf convexes a des structures initiales et
finales ( §2 ) ; des »ésultats obtenus dans ma dissertation

( §x~5 ) me permettent alors d'affirmer que QLC est compléte
a gaucheﬂetééidroite, a des 9énérategrs et des cogénérateurs,
des ohjets 1n3ect1fs et prOJecflfs, eécbﬂ.

Les espaces localement con-
vexes et les espaces bornologiques convexeb sont triviale~
ment des cas particuliers d'espaces quaSL-localement convexe
( §3 ) et 1'alzgébre catégorique ( essentlellement‘le ‘chapi-~
tre neuvidme de ma dissertation ) nous anwrendicette fois
que les injections canoniques adnmettent rpsvectmveﬁent des
ad301nts 4 gauche, et & droite qui sont en fait des rétractions

Ltexistence des transformations
naturelies. lides aux adjonctions permet alors { §4 ) de ca-
ractdriser les formes lindaires gquasi~continues vérifiant la
propriété dtextemsion de Hahn-Banach ainsi gue les espaces
quasi-lonalement_convexes vérifiant la relation sur les bor-
nés décrite par le théoréme de Mackey .

Monsieur Bogdl m'a rendu le
grand service de lire avec attention la premiére forme de
ce travail et ses suggestions judicieuses m*ont permis de
l1taméliorer beaucoup . Qu'il trouve ici l’expressiqn de ma

gratitude .
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1:€aractevigation B s QLC

Deilnltlon 1

Un espace . quasi- topologlque est un couple (E, ) ou
(1) B est un ensemble i
(2) w:= ——*Q(QKL)) est une apﬁlicat;on telle que pour ‘tout x de Z
i1 x®ew(x)
"ii 3 Few(x) et F'aF =$Frem(x)
iii ¢ ¥Pew(x) et F'él(x)==pFvFiew(x)

o8

e

oh‘?(E)Q{F'F ééf un filtre sur lt'ensemble E}
A xt est le filtre des sur-ensembles de x
- PvF! est la borne inférieure des filtres F et F', clest-a-
dire le filtre dont les éléments sont les AuAl ol A€F et A'eF! .
Ltensemble w{x) est l'ensemble des filtres convergeant vers X .

Définition 2
Soient (E,w) et (E,v') deux espaces quasi topologiques .

Une application f:E—+E' est gquasi continue ssi

VxeE. ;:emr(x)_—_:?f(n‘)ew'_(f(x))

Définition 3
Un espace quasi- 1ocalemeat convexe {( en abrégé un QLC )
est un couple (E,;w) tel que
(1) B est un espace vectoriel réel .
(2) W est une quasi-topologie sur E telle que
i s 1'addition +:ExE—#E est quasi continue
ii la multiplication scdlaire « tRxBE —E est quasi-continue
141 3 Pew(x)==>Few(x) » ' '

ou ﬁ‘désigne le filtre éngendré par les enveloppes convexes
des éléments du filtre F .

R est muni de sa quasi-topologie habituelle et ExE et RxE des

quasi-topolqgies produits . ( cfr. rapports de séminaire men-

tionnés dans 1'introduction )

Nous noterons encore QLC la catégorie des espaces quasi-loca-

lement convexes et des applications linéaires guasi-cantinues .



Théoréme 1

|pans un QLC, les tramslations sont guasi-continues .

Soient (E,w) un QLC et a un point de E .
Notons t, tE—E ol t (b)~a+b la translation correspondante .

L'idenﬁ1te sur © et l'application constante
E—————oEtE

" sur a sont quasi-continues, dtoll une unique
;>\¥ P \\: factorisation qua51acontinue -] étravers le
produit ; @(b)=(b,2) . '

Comme ta-vae, ta est quasi-continue . " ' //

Théoréme 2

lDans un QLC, les homothéties sont continues .

Soient (E,x) un QLC et & un nombre riel .
Notons h, :£-—E ot hy{a)=da L'homothétie correspondante .
‘ o L'identité sur B et l'application constante
E——»RsE - .
sur e sont quasi-continues, d'ou une unique
factorisation quasi~continue 8 a travers le
produit ; 8{a)={(a,a)

Comme hy=<e@, hq est quasi-~continue . //

Théoreme 3
Soient (E,w) et (E,w9) deux QLC .
Yes conditions suivantes sont équivalentes
(1) wew'{ c-a~d : VxeE (x:)sw(x) )
(2) W(0)sw(0)

car Fe«{x)==$t_x(F)ew(0) th,1
=»t__(F)ew (o) -
=pP=(t ot__)(F)ew (x) th.l | //

Théoréme &

Soient E un espace vectoriel réel
ﬂb une famille de £filtres de E telle que

(1) Pew, et F'2F ==pFtew,

2 N Pts
(2) Fem, et Frew ==Faftew,




(3) Pev, =)?e1ro

(%) Few, —_—-.g,v"’R(o)-Fewo
(5) xeB =", (0)- xew,

(6) Feird et e(eR-———'Mt'Fewo .

Alors il existe une unique structure de QLC sur E telle que

'11'(0) = 'ITO

Ces conditions sont évidemment nécessaires ; il nous f ut prou-
ver qu'elles sont suffisantes .

hny

Pour tout x de B posons Tr(x).-xnro
On obtient de la sorte une structure de QLC sur E car
(1) x®=x+0%=x+%" (0) Oew(x) »
(2) Few(x) et F'aF—-—-»BFOeﬂO tel que F~x+r‘o et Ft3f
==bF'-x2F-—x-.Fo et Foeﬂ’o
==$F =X €%,
=pft=xs (Flax)ew(x)
(3) Pew(x) et Frew(x)==aF, ,F§en, tels que F=x+F, et F'-x+F6
== (Pex)A(F'=x)=F M"Oe.rto
= FPAFz=x+ ( (FAF' )=x)ew(x)
(4) Pew(x)==3Fjex, tel que F=x+F,
ﬁn.?—x-? €%,
==4I‘..x+(F-x)en'(x)
(5) ¥, est stable pour l'addition car )
Few, et Flew, ===)F+F'=(FAF')+(FAE")2(FAF')+(FAF') 2F:~F'o:w0
-=01'+F'e1t0 .
(6) 1taddition est quasi-continue car
Few(x) ot Flew(y) =237, ,Flaew, tels que F=x+F, et Fl=y+F}
=p(Fux)+(F=y)=F eFlew,
—--=9F+F’—-(x-ry) ((F-x)-&-(F'-y))e'ﬂ‘(x-&y)
(7) la multiplication scalaire est quacsn.-cont:.nue car
Few(x) et deR=9pxkeR et EFogﬂO.te_l que F=x+Fo
—anpp () P= (o 47, (0) }(x4F )
=ox+7;, (0} x+af 5 +1G, (0) - Fy
e ﬂ'f.+ﬂ 1'2)4-1:0
e X+t
: —alp (%) - Penix)
(8) (0)=0¢wy=v,

(9) Ltunicité découle du thidoréme 3 . //



Théoréme 5 o _
'Soient (E,%w) et (B!, ®') deux QLC .

f:8—E! une application lindaire .
Les cohditions suivantes sont dguivalentes 3
(l)lf est quasi-continue
(2) V¢ PFew(0)=sr(F)ew (0)

Feu(x)¥=§F;xew(0)
== (Fox ) =L {F) ~f{x)ew? (0}
==pf(F)ef{x)+w? (0)=w(£{x))



2:Structures initialeg et finales

Notons %, la catégorie des espaces vectoriels réels .

D:QLC —%, ol D(E,w)=E le foncteur de déstructuration .
La théorie développée dans le paragraphe X-5 de ma disserta-
tion trouve dans ce contexte une application particulisdre=
ment efficace, les diverses affirmations annoncées étant en

effet des conséquences directes des théorémes. de X-5 o

Théoréme 6 ‘
QLC posséde des structures initiales au-dessus de %R

[

modulo le fonciteur de déstructuration D .

-Soient (E.,Wi) T Ume famille de QLC
E un espace vectoriel réel
(fizEw—bEi)ieI une famille d'applications linéaires
En appliquant le théoréme 4 on obtient une structure de QLC
sur E « visiblement initiale pour la famille des fi - en posant
LA {F‘Fest un filtre sur B tel que : VieI f,(F)ew (o)} 1/

Théoréme 7
QLC posséde des structureg finales au-dessus de 2R

modulo le foncteur de déstructuration D .
Seient (E,,w, ), r une famille de QLe

E un espace vectoriel réel

(£ :1‘9-—-——-—0}‘:)):{_&I une famille d'applications linéaires
En appligquant le theoréme 4 on obtienmt une strucfure de QLC
sur B - visiblement finale rour la famille des fi" en posant

4

Fest un filtre sur E

3F .. F filtres sur & tels que pour tout } e el ¢
={F .

( AxeE tel que F% v (C)- x%) ou (BF’e (o} el que Fffi
FBFl&oooAFn

dtot le résultat . ' //

(Fé) )
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Théoréme 8
|D est ridsle ~ _ //

Théoréme 9 .
lD posséde un adjoint & gauche L tel que Dol = 1%“ _ //

On se rappellera que L(X) eét la plus fine structure de QLC

sur ltespace vectoriel X .

Théoréme 1.0

D posséde un adjoint & droite M tel que DeHM =-1%R B //

On se rappeliera que M(X) est la moins fine structure de QLC

sur l'espace vectoriel X .

Théoréme 11

Sur tout espace vectoriel réel, 1l existe une plus fine

et uvne moins fine structure de QLC . //

Théorame 12
| QLC est compléte et D commute aux limites . !/

Théoréme 13

Les monomorphismes de QLC sont exactement les injections

lindaires quasi-continues . //

Théoreme 14

Les épimorphismes de QLC sont exactement les surjections

iindaires gquasi-continues . //

Théoréme 15 _
Tout espace vectoriel réel muni de sa plus fine structure
de QLC est un objet prejectif de QLC . //

Théoréme 16
Tout espace vectoriel réel wmuni de sa structure grossiére
de QLC est un objet injectif de QLC . - //
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Théoréme 17

Tout espace vectoriel réel non nul muni de sa plus fine

structure de QLC est un générateur de QLC . //

Théoréme 18
Tout espace vectoriel réel non nul muni de sa moins fine

structure de QLC est un cogénérateur de QLC , //

Théoreme 19 .
.|QLC posséde un objet zdédro . : ' //
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3:€ag des CLC ot ves CB

Théoréeme 20

La catégorie ELC des espaces localement convexes est une

sous=catégerie pleine de QLC .

8i (B,%) est un ELC, les filtreé convérgents pour % consti-
tuent visiblement une'Quasimtépoiovie localement convexe .

En ocutre une applicatxon etanu continue ssi elle transforme
tout filtre convergent en un filtre convergent, il suit qutune
application 1indaire entre deux ELC est continue ssi elle -est

quasi-continue, d'oll le caractére plein . ‘ /7

Théordme 21
Le foncteur inclusion canonique Qs ELC —+QLC admet un adjoint

4 gauche T tel que TeQ = lp 9 D«Q = D , Dec = D o

ELC a des structures initiales ( cfr. théorie des ELC } done
est compléte a gauche et a des cogénérateurs .

Les définitions des structures initiales de ELC et QLC mop=
trent que @ commute trivialement aux .structures initiales,
donc en particulier aux limites & gauche o

Dés lors Q admet un adjoint a éauche et - si l'on remarqgue
que la situation ci-dessus se relativise de maniére évidente
dans %R - le théoréme IX-6 de ma dissertation indique que
1tadjonction se relativise également dans %g e

Q étant pleinement fidéle, nécessairement TeQ = ly, . o

8i maintenant D désigne ind1ffereﬂmnnt le foncteur de déstruc—
turation sur QLC ou sa restriction a ELC,et si M désigne a
la fois 1le fﬁnctéﬁr M:%R~—+QLC et sa corestriction & ELC,

on a DeQ = D par construction et Mo} = M . En outre D4M et
DM et THQ == DexX+4MeQ = M , dlol Devw = B vu ltunicité de

1tadjoint .
J E\-C.f"“"'"'“"“ DL

"// " "



Théoréme 22 o . ,
La gatégorie EBC des espaces bbrno’ldgiélues .convexes est

uhé sous-catégorie pleine de QLC .

Si (E,G) est un espace bornologique convexe, on pose ‘
("‘_&’)o? [Fl'Fest un filtre sur E et 3Be® tel que Faﬁg(o-)-a}

Le théoréme 4 permet de conclure que l'on obtient de la sorte
un QLC (E,4i®) ; en outre si {(E?,&') . .est un autre EBC et si
f:E~—#E!' ost linédaire, il est clair que f est bornde:pour 65
et ® ssi elle est quas::.-continue pour X.8 ot 1@'.

7{. stagence donc en un foncteur 1(,°EBC ——QLC injectif et plei-
nement fiddle . : . - _ - //

Théoréme 23
Le foncteur inclusion canonique Z:EBC —QLC admet un adjoint
a droite (& tel que @.x,z lEBC s Dok=D, D.rgg D .

la démonstration est absolument analogue a celle du théoréme 21
mais en partant cette fois des structures finales .

%7 - //

On peut décrire explicitement les foncteurs ‘cet ﬂ.
soit (E,%) un QLC ; :
On choisit comme systéme fondamental de voihsinagés de 1l'ori-
gine de w(E,w) l'ensemble suivant t

A -{D‘D est un disque non vide tel que : VxeD VFE'\\'(::) DSF}
OA choisit comme bornés de @(E,n) J.es parties B de E telles
que A}, (0)-Bew(0) . :
\Iotons que les descrlptions explicites de g et de @ ne nous
serons pas utiles dans la suite de ces notes .

Théoréme 24
Le foncteur B=@+Q est adjoint a droite du foncteur T="Cey .

Ez_;. vertu des théoreémes 21 et 23 ;3 on retrouve ainsi un rdée
sultat classique dfi & Waelbroeck . - « ' //



Théoréme 25
La structure initiale de QLC pour une famille d'applicatmons

lln aires a valeurs dans des LLC est en fait une structure

S

ELC .

c'est llexpression du fait que Q commute avec les structures

//.

initiales .

Théordme 26
La structure findle de QLC pour une famille dtapplications

définies sur des EBC est en fait une .stucture dé EBC .

¥

c'est l'expression du fait que % commute aux structures finales //

a .
ELC g > EBC
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4:Theoremes de Habhn-Banach Bt"mﬂfkw

Théoréme 27 ( de Hahn-Banach )
Soient. (E, ) un QLC
E!' un sous=-espace vectoriel de E

! la quasi-topologie indui‘te sur EY
f':E'—+R une forme linealre quas:i.-continue pour 1r'
('«:n)' la topologie induite par —w sur E!

Les conditions suivantes sont équiva.lentes :

(1) £' stétend en une forme lindaire quas:.-contlnue sur (E,'n‘)

(2) £* est continue pour (tw)!' .

i:(Et, w' )———-»(E,'ﬁ) est quasi continue, donc i:(Et,cw®)—p(E,c¥)
est continue § or (vw)' est la moins fine topologie sur E!
rendant continue l'injection canonique, donec Tw est plus fine
que (xw)' d'olr 1ltidentité J.EI,A:(E_',‘:u')-—‘-’(E',(‘cu)') est continue .
Par ailleurs f' étant w'-quasi-continue et R étant sa propre
image par ¢, f' est ‘également 'cu'-continue .

Ltadjonction ¥<4Q nous apprend encore que- 1E,:(E',1')-——u(E',tn')
et lE.(E,K)—»(E,rF) sont quasi-continues .

On a donc la situation suivante :

- 4&4{5' ceer) /

(1)==(2)

Notons f:E~—R l'extension quasi-continue de f!' .
Vu ltadjonction ¥4Q, f est Tyx-continue et donc f' est (¥x)'=

continue .

(2)==n(1)

20 99 08 04 00 40 98 20 00

f* étant (‘'Cx)'-continue s'étend en une forme lindaire f:E—R
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T¥-continue, en vertu du théordme de Hahn-Banach pour les ELC .

Dés lors f est-w~-quasi-continue. //

Remarquons que la condition (2) est en particulier vérifiée
lorsque (vy)i=<wy® 3 Waélbroeck a montré qu'il existait des

EBC ne vérifiant pas cette condition .

Définition 4
Soit (E,w) un QLC .
0(E,x) est la structure initiale de QLC sur E pour la fa=

mille des formes linéaires w-quasi-continues .

Théoréme 28 &
Soit (B,m) un QLC .
La quasi-topologie @(E,%) est en fait une topologie .

en vertu du théoréme 25 . //

Théoréme 29
Soit (E,x) un QLC .
Les topologies w(E,w) et ¢(E,ctw) coincident .

Soit f:Z—»R une forme lindaire ,

Si f est w-quasi-continue, alors f est TW-continue puisque TR=R .
Si f est XW-continue, vu l'adjonction v4Q, 1E=(E,w)——+(E,tu)

est quasi-continue et donc f est W-quasi-continue .

*(E,x) et 0°(E,v«) sont donc deux topologies initiales pour 1la

m8me famille d'applications linéaires : elles coincident . //

Théordme 30 ( de Mackey )
Soit (E,®) un QLC _
Les conditions .suivantes sont équivalentes :
(1) (By,x) et {B,v(E,w)) ont les mémes bornés
(2) (B,%) et (B,vw) ont les mémes bornés

Du point de vue quasi-topologique - ¢'est-a-dire ensembles

de filtres convergents -~ on a les inelusions suivantes :
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- weTwee(Etw = o(E,x)
dtod en appliquant le foncteur 3 :
- B(w) = B(cv) e B(e(B,vv)) = @(e(B,w))
Mais le théoréme de Mackey dans le cas des ELC indique que
(B,%7) et (E,0(E,xvw)) ont les mémes bornés, d'ou
G(v) = ple=) = @(e(E,=w)) = Q(a(E,w))

Ltéquivalence annoncée en découle aussitdt . //
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5:Conbergence locale et pmhwit tengoriel

Les résultats de ce paragraphe sfétablissent par des appli-
cations éldémentaires des définitions et des théorémes 3 et % ;

les démnonstrations seront donc omises .,

Théoréme 31

La catégorie QLC posséde un bifoncteur interme admettant

R comme unité .

Définissons H: QLC X QLC ~—-——-——~49Q,L(, :
((E,w), (=, TV))-4(HomQLC((E,W) (Brym')), Hfﬂ.ﬂ'))
o H(w,wt) est caractdrisé par le fait que :
i) (0) = % 3Fi§;0un filtre sur HomQLC((E,v) (E',KJ))S
) G{(F)ewt(0)
Le fait que R soit umne H-unité stexprime par les isomorphismes @
vour tout QLC (E,w)  (E,®)= H(R, (E,7)) - //

Théoréme 32

La catégorie QLC posséde un produit tensoriel associatif,

symétrique et admettant R comme unité .

Soient (2,%) et (E',x') deux QLC .
Sur le »roduit tensoriecl Z@E' on définit une structure de
QLC notée WA et caractériséde par le fait que :

Gest un filtre sur EBSE'
("’*")(9)’{("'%#@“(0) Artew! (0) tels que Gava}
((E@E'),(ﬂﬁﬁ#)) est alors le produit tensoriel cherché . //

Théordéme 33

Trl) ’ (Ezii‘rz) ¢ (EB’VB) des Q,LC .
On & des isomorphismes naturels

Soient (El,

On 1 donc un produit tensoriel au sens de Eilenberg-Kelly //



Théoréme 34
I1 existe une injection bilinédaire quasi-continue
- S (El?“‘l) X (Ezi-n'_?)'—_——'.(El’Tl) ®(Ezl.“—z)

on a (x,y)=xey . . | | //

Théoréme 35

Toute application bilindaire gquasi-continue

g : (El;nl) x (Ez;wz)n_ﬂ_*“___+{55;wg)
se factorise de maniére unique a travers 4 en une applie-

cation linéaire fuasi-continue .

. o \\\\Sﬁ;\\\‘*653,1f5)
(Ea,Wa) ® (Ea, -n,,):%/'

Théoréme 36
La catégorie QLC est fermde mneidale symétrique au sens
de Bilenberg-Kelly . ‘ //

(Ea,Wa) v (€, wa)

//




