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INTRODUCTION

L'ensemble des applications

linéaires continues entre deux espaces localement convexes

ne se munit pas de manière canonique d'une structure d'es

pace localement convexe é Ceci fait, dans certains cas, la

richesse de la théorie, en ce sens que l'on eiït amené à con—

sidérer sur l'espace en question des Structures assez diver

sifiées ; mais parfois aussi cette lacune crée un réel prop»

blême, par exemple dans l'élaboration d'un calcul différen
tiel dans les espaces, localement convexes *

, Divers auteurs ont cherché à

surmonter cette difficulté en généralisant la notion de to-

pologie en celle de quasi-topologie : on axiomatise cette

fois la notion de filtre convergeant plutôt que celle de par

tie ouverte . Jé montrerai à la fin de ces notes ( §5 ) com

ment cette démarche permiet en fait d'obtenir sur la catégo

rie des espaces quasi—localement convexes tua hifonoteur in

terne et un produit tensoriel qui en font xme catégorie fer

mée monoïdale symétrique au sens de Eilenberg-Kelly •

Les quatre premiers paragra

phes s'aittachent quant h eux à donner un sens — et tme dé

monstration - à la thèse proposée . L'exposé est assez suc<9

cinct t une étude plus détaillés de la question se trouve

déposée à la bibliothèque de l'Institut de Mathématique dans
un travail que j'ai réalisé sur dix catégories fentiees mono—

Idales symétriques au sens de Eilenborrg —Kelly, fréquemment

utilisées en analyse supérieure • ( Séminaire d'Algèbre Ca

tégorique sous la, direction de R.Lavendhomme — Exemples de

catégories - par Francis Borceux - Louvain 1970*^19 71 )
Le paragraphe premif^r décrit

la notion de' quasi-topologie et caractérise celle <ie quasi-

topologie localement convexe par des propriétés de s filtres

convergeant vers l'origine »

Cette Ciiractérisaticn a comme

conséquence immédiate le fait que la catégorie QLC des espa-



ces quasi—1 ocalement convexes a des stï'uctures inxtiaies et

finales ( §2 ) ; des résultats obtenus dans ma dissertation
( §X—5 ) la© permettent alors d'affirmer* que QLC est complété

à gauche etvà droite, a des générateurs et des cogénérateurs,
des objets injectifs et projectifs, etc»,.

Les espaces localement con

vexes et les espaces bornologiques convexes sont triviale

ment des cas particuliers d'espaces quasi-localement convexe

( §3 ) et l'algèbre catégorique ( essentiellement le'chapi
tre neuvième de ma dissertation ) nous apprend cette fois

que 3.es injections canoniques admettent respectivement des

adjoints à gauche, et à droite qui sont en fait des rétractions
L'existence des transformations

naturelles- liées aux adjonctions permet alors ( §4 ) de ca

ractériser les formes linéaires quasi—continues vérifiant la

propriété d'extansion .de Hahn-Banach ainsi que les espaces

quasi—localement convexes vérifiant la relation sur les bor

nés décrite 1© théorème de Maclcey •

Monsieur Boël m'a rendu le

grand service de lire avec attention la première forme de
ce travail ©t ses suggestions judicieuses m'ont permis de

l'améliorer beaucoup » Qu'il trouve ici 1 ' exi^ression de ma

gratitude .
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l:Caracteriôation be£{ 0%€

Définition 1

Un espace .quasi-topologique est un couple où

(1) B est un ensemble

(2) TTîS—) est une application telle que pour tout x de S

i t x®cTr(x)

ii s Fe'ir(x) et P'âP =$»P®€'tf(x)

iii î Petr(x) et P'ffff(x)==^PvF*s"tr(x)

où ®5^(E)=:^p|f est un filtre sur l'ensemble
est le filtre des sur-ensembles de x

PvP* est la borne inférieure des filtres P et P*, c'est-à-

dire le filtre dont les éléments sont les AuA' où A€P et A'feP* «

L'ensemble ir(x) est l'ensemble des filtres convergeant vers x .

Définition 2

Soient (E,ir) et (E*,"w') deux espaces quasi topologiques .
Une application fsE-—^E* est quasi continue ssi

VxcS |reTr(x)=^f(BOeTr'(f(x))

Définition 3

Un espace quasi-localement convexe ( en abrégé un QLC )
est un couple (B,tr) tel que

(1) E est espace vectoriel réel .

(2) "W est une quasi-topologie sur S telle que
i t l'addition +sExE—»E est quasi continue

ii : la multiplication scalaire - tRscSi—r^ est quasi-continue

iii t P€'w(x)===»^e"W (x)

où ^ désigne le filtre engendré par les enveloppes convexes
des éléments du filtre P •

R est muni de sa quasi-topologie habituelle et ExE et RxE des

quasi—topologies produits • ( cfr. rapports de séminaire men

tionnés dans 1'introduction ) .

Nous noterons encore QLC la catégorie des espaces quasi-loca—

lenient convexes, et des applications linéaires quasi-continues
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Théorème 1

jDans un (ÏLC, les translations sont quasi-continues ♦

Soient (E,Tr) un QLC et a un point de S .

Notons t îE—où t (b)=a+b la translation correspondante .
a a^ '

a L'identité sur S et l'application constante
e-—

sur a sont quasi—continues, d'où une unique
'"fx Vfl

Comme h

factorisation quasi-continue B àtravers le

^ produit î @(b) =(b,a) «

Comme t zz-r»Q» t est quasi-continue » //
a * a

Théorème 2

jDans un QLC^ les homothétias sont continues .

Soient (E,Tr) un QLC et «* un nombre réel .

Notons h îfî—»>S où h-(a)=«4a l'homothétie correspondante ,

fy L'identité sur E et l'application constante
« E • . ^

sur d sont quasi-continues, d'où tme unique

factorisation quasi-continue ô à travers le

produit ; 0{a)=(oUa)
est quasi-continue • //

Théorème 3

Soient (Ej-ït) et deux f^LC .

ILes conditions suivantes sont équivalentes î

(1) •TïSit' ( c-à-d j VxcE tï(x) iV (x) )
(2) "K(0)s"ffX0)

car P&'Tr(x)=^t (P)€'*f(ù) th,l
==>t_^,(P)E*W' (0)
î=»Fs:(t ®t ) (P) €.'«'« (sO th»l //

Théorème h

Soient S un espace vectoriel réel

tr une famille de .filtj''ea de E telle que
u

(1) Pé-'̂ 'q ôt F"SP =*P»fe-Wç
(2) PCWq et F'fi"ff^=»P#^P'4TrQ
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(3) Pfe'WQ
(4) PsTÏQ==|>'i^(0)'FctTq
(5) xe2=+fj^(0).xeir^
(6) PeTT^ et 0(6 R=s=>«î'PcTrQ
Alors il existe une unique structure de QLC sur 3 telle que

ir(o) = tTq

Ces conditions sont évidemment nécessaires ; il nous & ut prou

ver qu'elles sont suffisantes .

Pour tout X de 3 posons Tr{x)=x+trQ
On obtient de la sorte une structure de Q3L«C sur S cai-

(1) x^=x+0^=x+'V^(0). 0€*ïr(x)
(2) PftTc(x) et P'aP =»3PQeTT^ tel que Fssx+Pq et P'aP

==>P'-xaP-x=PQ et Po®:'''''o
=¥F »-X «IKq
="*P *=x+(P '-x) ftTf (x)

(3) PÊit(x) et P'€Tr(x)==j>3PQ tels que P=x+Fq et P'=x+P^
.(P-x)A(P'-x)=PoAPèeTro
.PAP»=x+((FaP')..x)€Tf(x)

(4) PCTl(x)==^3PQ«itQ tel que Psx+Pq
«=♦ ï^=1?'-x=^QeTfQ
=s> P=sx+( P-x ) tr( X)

(5) Wq est stable pour l'addition car
Ps-Kq et P'«\C^=»P+P'a(FAP') +(P/v3')2(FAP») +(PAF*)=:2P<rpî'«.'WQ

««♦F+P'ei^

(6) l'addition est quasi-continae car

F€*(x) et P'£v(y) ===«»3?q tels que P^x+Pq et P'ssy+P^
^•(F-x) +(F'-y) =Pq+P^CVq
===fkF+P« ss(x+y )+((P-x) +(P' -y))eTr(x+y)

(7) la multiplication scalaire est quasi-continue car
Pe'w(x) et «sieR^ï^ctcR et aPpétr^ tel que F=x+Pq

(«^) • O) Hx+Pjj)
. :=0lx+»rj^(O).x+o{PQfVp(O).P^

6 eCc+tî'̂ -s-•S^+'Vq

S«^4x+iïq • •

(8) •<r(o)^0*-!f^=Vo
(9) L'unicité découle du tliéorème 3 •> //



Théorème 5

Soient (E,Tr) et (E^.ir») deux QLC .

f:S—«-E' une application linéaire ,

Les conditions suivantes sont équivalentes %

(1) t est quasi-continue

(2) VF Fe^O) =®>f(F)eia:» (0)

F«Tf(x) ==^F-X€'«(0)
(F-x)=f(F)-f(x)e*«* (0)

(P)£f(x)"i-"re» (0)=:U» (f(x)) //
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2:B>tructttreg initiales et finales

Notons la catégorie des espaces vectoriels réels •

DsQLC—où D(B,Tr)s::E le foncteur de déstructuration

La théorie développée dans le paragraphe X-5 do ma disserta

tion trouve dans ce contexte une application particulière

ment efficace, les diverses affirmations annoncées étant en

effet des conséquences directes des théorèmes de X-5 •

Théorème 6

QLC possède des structures initiales au-dessus do

modulo le foncteur de déstructuration D «

Soient famille de QLC

E tm espace vectoriel réel

(f^:E—"31® famille d'applications linéaires
En appliquant le théorème 4 on obtient une stinicture de QLC

sur E - visiblement initiale pour la famille des f^^ - en posant
ITqS |p|pest un filtre sur E tel que : Viel f^(P) e.Tr^(0)^ //

Théorème 7

QLC possède des structures finales au-dessus de ^
modulo le foncteur de déstructuration D •

Soient famille de QLC

E un espace vectoriel réel

fajîiille d'applications linéaires

En appliquant le théorème 4 on obtient une structiire de QLC

sur E - visiblement finale pour la famille des ~ posant

Pest tan filtre sur E

aPjj^,,,P^ filtres sur E tels que pour tout ^
( ax^éB tel que )• x^) ou {3 tel que F^=sf^(P^) )tio»

d'où le résultat . //



Théor&me 8

jD est fidèle //

Théorème 9

|î) possède tm adjoint à gauche L tel que D«>L =

On se rappellera que l'CX) est la plus fine structure de Q1»C
sur l'espace vectoriel X «

Théorème 10

jD possède un adjoint à droite Mtel que BoM = //

On se rappellera que m(x) est la moins fine structux'e de CÏLC
sur l'espace vectoriel X •

Théorème 11

Sur tout espace vectoriel réel^ il existe tme plus fine

et une moins fine structure de QLC . //

Théorème 12

IQ1.C est complète et D commute aux limites . //

Théorème 13

Les monomorphismes de sont exactement les injections

linéaires quasi-continues . //

Théorème l4

Les épimorphismes de QLC sont exactement les surjections

linéaires quasi-continues . //

Théorème 15

Tout espace vectoriel réel mtmi de sa plus fine structure

de Qï-G est tm. objet projectif de QLC « //

Théorème l6

Tout espace vectoriel réel muni de sa sti*ucture grossière

de QLC est im objet injectif de QLC . //
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Théorèpie 17

Tout esr>aoe vectoriel réel non nul muni de sa plus fine

structure de Ql-C est un générateur de QLC • //

Théorème 18

Tout espace vectoriel réel non nul muni de sa moins fine

structure de QÏX est un cogénérateur de Ql^C , //

Théorème 19

|Q3bC possède un objet zéro . //
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3:Ca^ ïs£0 CÏ.C et CPC

Théorème 20

La catégorie ELC des espaces localement convexes est une

sous-catégorie pleine,de QLC »

Si (Ejt?) «st un ELC, les filtres convergents pour consti
tuent visiblement îane quasi—topologie localement convexe •

En outre tine application étant continue ssi elle transforme

tout filtre convergent en un filtre convergent, il suit qu'une
application linéaire entre deux ELC est continue ssi elle -est
quasi—continue, d'où la cara.ctère plein » //

Théorème 21

Lé foncteur inclusion canonique QîELC—i-QLC admet iin adjoint

à gauche x: tel que T<»Q =: ^ELC * = D , D«»ic = D »

ELC a des structures initiales ( cfr® théorie des ELC ) donc
est complète à gauche et a des cogénérateurs .

Les définitions des structures initiales de ELC et mo^.-

trent que Q commute trivxalement aux structures initiales,
donc en particulier aux limites à gauche «

Dès lors Q admet un adjoint à gauche et - si l'on remarque

que la situation ci-dessus se relativise de manière évidente
dans - le théorème IX-6 de ma dissertation indique que

l'adjonction se rt-îlativise également dans *

Q étant pleinement fidèle, nécessairement XoQ = '

Si maintenant- D désigne indiffereminent le foncteuï* de déstruc
turation sux' QLC ou sa restriction à ELC,et si M désigne a

la fois le foncteur •QLC et sa corestriction a ELC,

on a D»Q = 33 par construction et = M En outre IHM et

D^M et "CHQ-==^ D''CHM®Q = M, d'oùDoxejQvu l'imicité de
l'adjoint . :ç

ô ^
J5 O
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Théorème 22

La catégorie SBC des espaces bomologiques convexes est
une sous-catégorie pleine de QLC »

Si (B,^) est un espace bornologique convexe^ on pose
(Xô)Q= Fest îm filtre sur Eet tel que P2«Ç(0).b}
Le théorème 4 per*met de conclure que l'on obtient de la sorte

un QLC (E,lLSb) î en outre si (E» ) est un autre EBC et si
f:E •E* est linéaire, il est clair que f est bornéefpoùr fib
et <&f ssi elle est quasi-continue pour ôt %©* •
X s'agence donc en un foncteur -jCsEBC—»QLC injectif et plei
nement fidèle . //

Théorème 23

Le foncteur inclusion canonique XîEBC—»QLC admet un adjoint
à droite ^ tel que Iggc » °® » 0-j^= » •

la démonstration est absolument analogue à celle du théorème 21

mais en partant cette fois des structures finales .

e ac ® : «a uc

//

On peut décrire explicitement les foncteurs t: et :

soit (E,k) un QLC ;
On choisit comme système fondamental de voisinages de l'ori

gine de 'Tc(E,it) l'ensemble suivant î

= est un disque non vide tel que : VxtD ^e"vr(x) Dep|
Oh choisit comme bornés de ^(Ejn).les parties B de E telles
que '^(O).Bfeir(O) .
Notons que les descriptions explicites de T et de ^ ne nous
serons {tas utiles dans la suite de ces notes »

Théorème 24

Le foncteur Bss^»Q est adjoint à droite du foncteur Ta*C**jt.

En vertu des théorèmes 21 et 23 ; on retrouve ainsi cm ré
sultat classique dû à Vaelbroeck . //
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Théorème 25

La 'st.ruc'ttire initiale de QLC pour une famille d'applications

linlàires à valeurs dans des ELÇ est en fait une structure

do ELC « •

c'est l'expression du fait que Q commute avec les stnctures
initiales .

Théorème 26

La stncture finale de QLC pour une fsmiille d'applications

définies sur des ESC est en fait ime stucture dè EBC .
î

;'est l'expression du fait que "jj, commute aux structures finales //

QLC

ELC: EBC
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4îCï)eûreme)S be ilaïjn-panact) ztMàtktp
Théorème 27 ( de Hahn-Bsuiach )

Soient, (e,"w) xin

E' tm sous-espace vectoriel de E

la quasi-topolog-ie induite sur S*

f f jEi—une Torrae linéaire quasi-continue pour ir*

(xTt)* la topologie induite par -cir sur E*
Les conditions suivantes sont équivalentes ;

(1) f* s*étend en une forme linéaire quasi-continue sur (B»*)
(2) f * est continue pour (x-if) • .

i : (E* , TtT* )~—»^E,*it) est quasi continue, donc i:(E*,xnr*) •.(B,x-«)
est continue | or (xtr) * est la moins fine topologie sur E*

rendant continue 1*injection ceoionique, donc xx* est plus fine

que (xw) ' d*où l'identité Ig, i (S* )—♦(£», (xx) ' ) est continue ,
Par ailleurs f étant tt'-quasi-continue et R étant sa propre

image par f est également ttc'-continue .

L'adjonction •c^Q nous apprend encore que Ig, : (E',Tr') •(E',xw')
et lg:(B,rc)—•(B,x-«) sont quasi-continues .
On a donc la situation suivante :

f

(.eirxO

(l)=->(2)

Ke/tï)

-> ce,x Tt)

"i-""

cxvv)

Notons f:E—•R l'extension quasi-continue de f .

Vu l'adjonction X"iQ, f est XtC-continue et donc f est (xtk)*-
continue •

(2)=e(l)
*• •« •• •• •• »• •• •• «•

f étant ('Cti)'-continue s'étend en tuxe forme linéaire fîE >R
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tr-K-continuej en vertu du théorème de Halm-Banach pour les ELC •

Dès lors f est te-quasi-continue. //

Remarquons que la condition (2) est en particulier vérifiée

lorsque (ttî) ® ; Waelhroeck a montré qu'il existait des

EBC ne vérifiant pas cette condition «

Définition 4

Soit (EjH) un QDC .

cCe,*®) est la structure initiale de QDC sur E pour la fa

mille des formes linéaires te-quasi-continues .

Théorème 28

Soit (Ejirt) un QLC .

La quasi-topologie est en fait une topologie .

en vertu du théorème 25 . //

Théorème 29

Soit (Ejtc) un QLC .

Les topologies <r(E,Tf) et flr(E,t«) coïncident .

Soit f;S •'R tuie forme linéaire ,

Si f est TC-quasi-continue, alors f est -cir-continue puisque "CR^R *

Si f est "C"ff-continue, vu 1•adjonction lg:(EgTr) •(Ej'ric)
est quasi-continue et donc f est Tï-quasi-continue .

sont donc deux topologles initiales pour la

même famille d'applications linéaires s elles coïncident . //

Théorème 30 ( de Mackey )

Soit (BjIC) un QLC

Les conditions .suivantes sont équivalentes t

(1) (E,-k) et {E,0'(E,iç)) ont les mêmes bornés
(2) (E,tf) et ont les mêmes bornés

Du point de vue quasi-topologique - c'est-à-dire ensembles

de filtres convergents - on a les inclusions suivantes î
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•w s"C"K £ flr{E»XTï) = flr(Ejfc)

d*où. en appliquant le foncteur :

^(tt) s (îCxtt) s ^(ff(E,-cTr) ) = (i(cr(S,-it) )
Mais le théorème de Macksy dans le cas des SLC indique que

et (E, c(E,'T:Tr) ) ont les mêmes bornés, d'où

(i(w) S ^(x-b) = (^(<r(E,t:-ir)) = ^(cr(E,-!t))
L'équivalence annoncée en découle aussitôt . //
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5Convergence locale eî produit tensiorie

Les résultats de ce paragrajjhe s'établissent psœ des appli

cations élémentaires des définitions et des théorèmes 3 et 4 ;

les démonstrations seront donc omises .

Théorème 31

La catégorie QLC possède un bifoncteur interne admettant

R comme imité .

Définissons HîQLC; x QLC %-QLC

( (E,ifî) , (E», Tt» ) ) ( (E,tï) , (ES71') ) ,H(-«,) )
où est caractérisé par le . fait que î

G est un filtre sur HomQj^ç( (E^tc) , (B* ,lt* ) )î
VFe-w(0) G(F)s'îr»(0) )

Le fait que R soit une H-imité. s'exprime par les isomorphismes

pour tout QLC (EjTr) (E,tC)<^ H(R, (Ef*!?) ) //

H(tÇ,H')(0) = fG

Théorème 32

La catégorie QLC possède un produit tensoriel associatif,

symétrique et admettant R comme unité .

Soient (EjTç) et (E»,"ït') deux QLC »
Sur le produit tensoriel Eafâ* on définit une stimcture de

QLC notée K@ît' et caractérisée par le fait que :!|G.est un filtre sur E®E' >
®|3Fe.-n<0) •3F»ev«(0) tels que GaF '̂j

est alors le produit tensoriel cherché • //

Théorème 33

Soient des QLC .

On a des isomorphismes naturels :

H((S^®--S2,-«r^OT2),(E^,Tr^))ÛfH((E^,7r^),H((E2,-ïr^),(E^,Tr^)))

On a donc tm produit tensoriel au sens de Eilenberg-Kelly //
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Tiiéorème 3^

Il existe tme injection bilinéaire quasi-continue

on a (x,y)=xôy . //

Théorème 35

Toute application bilinéaire quasi-continue

S î ^(.ea.Tr^)
se factorise de manière unique à travers <3f en une appli»

cation linéaire «â^a-si-continue ,

* Ce-i^TT,.)

Ces,Tt^)

//

Théorème 3^

La catégorie QLC est fermée mnoïdale symétrique au sens

de Bilenberg-Kelly . //


