
������� 


�������	��� �� 	�� �� ���




%% ����	�� +� �������	��� �� 	�� ��1���


(��  ����	������

���� ������� 	�������� ��� �2� 	������� �����	���� ���	 �� ��������� ��� ������4
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3� ��������	 �� ��� �����	������B ��� ��!��� ����������� �� ������!�	 �� �

������ ������� 	�������	 �� >���4J��� ���&��� �� ��� ����������  ��������
�� ��������&� K�-L� .�� ���� K��L�

��� ���������	 ���	�� 2��� /�	 �� 3����	�� 3 ��� !����!������ 	������
�����	 ���� ��&�����!B �������	 ���! K��L�

$��� ���� ���� ����������� ��������� �� 	������� ���! ��� ����� ����� �������4
���� C��� .������ %��DB ��	 ���� ��	����	��� ���! ��� �����	���	 ���������	
��&����& ������������

��� �����	��� �� �� �����2�;

�D ����� � ������� ��	 ������ �� �� � ������ �������� 9� ���	 � ����1��
������� ����������	 �� +�&� %��� $��� ���� ��� &��!���� �� ��� �������
C���� ��� ��,� �� ��� �(�����D !�� �� ��1��2�B ����� 2� ��� ����& � ����
	��
����	
�� ������(��B 2���� ��� ������� ������ 	������	 �� ��� �������
��� ��4����!���	 �� ���� ��������� ���&� �� ��� �����������N

�D ��1� � ��2 �!�&�� C�� ����� �����D �� ���� !�	�� ����� ��	�� 	�E�����
������������B �� !����& ������ ��� ����� �� ��� ��!���� .�� +�&� %�
 ���
�� ���!��� �� �!�&�N

�D ����1 �� ��� ���� ������� �� ��� ����1�� �������� ��� 
������ �������
���� ����!�������� 	������ ��� ������� ������ �� ��� �!�&��B ���� ���
������� �� ���� ����1�� �(����� +�&� %�� ���2� ����� ������N

	D '���!��� ��� /�� /��� ��������� ����!�����N

�D '���!��� ��� �2� ���I������ �� ��� ��	��� 	���������N

�D  ���������� ��/�� ��� ��� ����!������

��� ���� ����� ����� ��� ����� ������	 ��� �� ��� 
������ ��������
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+�&� %��� ����1�� �������� +������ ������ 	������	�
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 � ��	�� �� �������� ��� ������������� �� ��� ��!��� ����������� �����	���B
2� ��(����	 �- �!�&�� �� ��� ����1�� ������� ��	�� ������� ������������B ��	
������!�	 �- 	�E����� ������������B ���� ��!� ����& �- ���	�!�� ������ �!�&��
�!��&�� ��� 2���� ���� ��� !��� ������ �� ��� ��!��� ����!�����B ��&�����
2��� ��� ����	��	 	���������B ��� ��!!���,�	 ������� %��� +�&� %�� �����������
��� ������� ��� ��� �2� ����!����� fy ��	 Xpix,0 C��� /&���� ��� ��!���� ��� ���
����� ����D�

����� /&���� ����2 �� �� !�1� ��� �����2��& ������������;

4 fx
∼= fyB !�����& ���� ��� ������ ��� ��	��	 �������!������� �(����N

4 1��2��& ���� ��� ����� �� �W�%-4!! 2�	�B 2� ������ f ∼= 8 !!B 2���� ��
�������� 2��� ��� ��������������� �� ��� ���� C"��� @� �� .������ ��
�
DN

4 Xpix,0 ��	 Ypix,0 ���� ��������� ������B ���� ���������	��& !��� �� ���� ��
��� ������ �� ��� ��� ������B ��!����	 �� )%0��)% ������ C��!��� @�
�� .������ ��
��DN

4 ��� ����	��	 	�������� �� ����� /��� ���� ����!����� �� �� ��� ��	�� ��
-��VB 2���� �� ������ ���������� .�� .������ )�� �� ��� ��� �!���� �� �����
������� �� ��� �������� �� ����� �����&������� ��	�� ���������	 ��&����&
������N



+�%� ��
�� $���� �������	��� %*

4 γ �� �� ��2 ���� �� �� ��������� �� ��&���� ��N

4 ����� �� ���� � �!��� �!���� �� 	��������� �����	���	 �� ��� ���� C2����
�������� ��� ������ ��	 ������� ��&��	��& ��� ����	��	 	��������� �� k1

��	 k2D� 9� 2��� ��� �� ����   ���� ��� �����	������ �� �� ������������
/���� �� ����� �� ��� ��� ������ ������ ��� 	��������� ������

����� %��� #����� ��	 ����������� �� ��� ��!��� ����!�����

����!���� !��� ����� ����	��	 	��������

fx �
�0�% ������ -��
V

fy �
�0�0 ������ -��
V

Xpix,0 �*��% ������ -���V

Ypix,0 
)0�� ������ -��0V

γ −1.2 10−4 ������ ��V

k1 -�
 ��V

k2 -�
0 
�V

������	��� �� 	 � ��
	��	���

�� ���������� ��� (������ �� ��� ���������� �� ��� 	���������B 2� �������	M
���	�!��M��� �� ��� �- �!�&�� !�������	 ���������B ��	 ���	��	 ��2 � ���
�� ������� ������ �� ��� ����������� ������� C���� ��� ������� �� ��� �(�����D ��
��� ��!� ��2B ��� ��������!�	� �� +�&� %��B ��� �!��� ������� !��������,� ���
������� ��������� �� ��� ������� ������B ��	 ��� &��� �(����� ��� ��!� ������
����� ��� ���������� �� ��� 	���������� ��� ������� ���� ��� �!�����!��� C����
	������� � ��������� ����� ������ ��� ����������B ��	 �� ��!��� ������� �����&��
���� �����D� ��� ����	��	 	�������� �� ��� ��������	 ������ ��&��	��& � ���������
�����&�� ���� ���/�!� ��� (������ �� ��� �����	���; �� �� �� -��� ������� ��� ����
���� ���� ��� 	�E������ �� �������� �� ��� ������� ������ ������ ��	 ����� ���
���������� �� ��� 	��������� ��� &� �� �� � ����� C	������ ��� ������ ��2 �����
�� 	��������� �� ��� ����DB 2���� �� �����&��&���� C.�� ������� )B 2���� ���
�����,�� ��� ��?����� �� �������� ������D�

(�� "���� ����� �����������
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�
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 �����!�������� ������& �� ����� �����&������� ��	�� ���������	 ��&����& �� ����4
���� ���� �� ��� &��!������� ����!����� �� ��� ������!����M��������	 �� ����4
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+�&� %��� ���������� �� ��� 	���������; ���������� �� ��� ������!������

���� 
 ��	 �M��� 1��2� 2��� � ��&� ��������� �� !���� �� ��� ������(��
��������	 �� .������ %�
B 2� ��� �����	�� ��� ��!��� ����!����� �� ����������
	����!���	� 3� ��� ����� ���������& ��� ����� �����C�DB ���� ����� ��!��� �� ��
���������	�

"�� Q �� ��� 	�!�������� (������� !������	 �� ��� ������!��� �� ����������
7�������� ����1��&B ���� (������� ��� �� 2������ �� � �������� �� ��� ��!���
��	 ����� ����� ����!����� Uc ��	 Ul ������������B ��	 �� ��� �������� Ppix ��
��� �� ������� ����� ������ �� ��� �!�&� �����;

Q = Q (Uc, Ul, Ppix) C%��D

�����	��& �� ��� ����������� C(������ �� ��� ��!��� ����B �!���� �� �����
������ ���	�	B ��!��� �� ������ �� �	������ �� ��� �!�&�DB ��� 	�!������� ��
UcB Ul ��	 Ppix 2��� ����B ��� �� ���� ����� 2� 2���	 ��1� �� ���� �� &������ ��
���������

"�� ρQ �� ��� �������� ����� �� Q;

ρQ =
Q − Qr

Qr
C%�
D

2���� Qr �� ��� ���� ����� �� ��� !������	 (������� Q� ���� ����� ��� �� ������
�� �� ��� �!������ �� �������� ��� ��� �����	���	 ������������



)
 ����	�� +� �������	��� �� 	�� ��1���


�����(������B ��� ��� ��� ���� ����������� �� ��� ����!�,����� ������� ���4
������& �� /�	��& ��� ����� ����!����� Ul !���!�,��& ��� �������� ����� ρQ ���
� ��� �� N !������!���� !�	� �� 1��2� ��5���� CUc �� 1��2� ��	 Ppix ��
!������	 �� ��� �!�&�D�

$��� ���� ����������� ����1��&B ρQ �� � !����������� 	�E���������� ��������B
��� ����!����� �� 2���� ��� ������������	 C���� ��� ����� ����!����� ��� ��	�4
���	��� ���! ���� �����D�

3 ������� �!���� �� !����	� ��� �� ���	 �� ����� ���� !���!�,����� ����4
��! K
*L� ��� !��� ������� �� �������� &��	���� 	������B ���� 2� �������� ���	�
 � �� 	�������	 ����������

'���� /���
��� #������

��� �
�����	 ������	 ��	���B �� �	�����	�������	 ��	���B �� �� ��������� ��4
��!�,����� ������(�� ���	 ��� ��� ������������	 !���!�,����� �� !�����������
	�E���������� ����������

 � ���	� �� �� ����!��� �� ��� ����� ����!����� Ul ���� !���!�,�� ��� !���
�������� ����� ρQ �� ��� N !������!���� ������!�	 �� 1��2� ��5�����

��� ������� 	���������� �� ��� ����� �� �������� �� ��� ����!���� ������ Ul

��� ���	 2��� �� �	�(���� 2��&�� �������� βM��� ����� �� �!��������� ������
�� ������ � ���� ��� �!���� ������&����M�� ������� Ul;

Ul,i,j+1 = Ul,i,j − β

(
∂ρQ

∂Ul

)
i,j

ρQ,i,j C%��D

2���� i �� ��� !������!��� ��!��� Ci = 1 . . .ND ��	 j ��� ��������� ��!����
3���� ���� ���������B ��� ����!���� ������ Ul �� �������	 �� ��� !��� ����� ��
��� N ������� �����	�	 �� C%��DB ��	 ��� �����	��� �� ������	 2��� ��� ����&�
�� Ul ���2��� �2� ���������� ���������� �� ��&��&���� C< 0.01VD 2��� ��&��	 ��
��� ����������	 /��� ��������B �� 2��� � !���!�! ��!��� �� ���������� ���
���� ������!�	�

���� !����	 ��(����� �� ������� ����!����� Ul,0 �� ��� ����!���� ������B ��&�
����!���	 �� 	�!�������� !������!���� �� ��� ������!���� $��� ���� � ��	
�������& ����� �� Ul ��� ���	 �� � ����� !���!�! �� ��� �������� �����; ����4
�������B ��������& C��)DB 2� ��� ���� ��������� ��!��������� �� ��� ����� �����
����!����� ��� ��!���2 ���	��� <��� ��� ��	= ��������  � �� ���� �!�������
�� ������ ����� ������� ����� 2��� �����

�����	��& �� ��� ����B �� ��1�� ���! �-- �� 
--- ���������� �� /�	 ���
������� ����!��� �� ��� ����!������

��� !��� �	�����&� �� ���� !����	 �� ���� �� ��� �� ������ �!���!����	 ��
��� �ZZ �������!���B 2���� 2�� ����������� ���	 �� ���� ������� ����	� ����B
��� ����������� �� ��� ������� 	��������� ��	 ��� ������ �� β ��� �� ��	�����



+�%� ��
�� $���� �������	��� )�

'���� �� �����
��

��� ������� �� ���� ������� �� �� ���2 ��2 ��� ����� ����� ����������� �� 	��� ��
��������� ���� �����	��� ����& �����������4	����	���B �� ���� ����� 2� ���� ��
���������� ��� 	������!���� �� ����   B ���������& ��� �2� 	������� 9� ����� ��
���������� ��� ����������� 2��� ��� 	��!���� !������!��� �� �����	����� ��5����B
	������	 �� ������� *�

��� ��! ����& ���� �� �� ������������B 2� �������� ��������� �� ��� ���� �� �
�����	�� 2���� ���� �� ����������� �� ��� ��!��� ����� C	�������	 �� .������� *�

��	 *��DB ���� ����&� ��� &������ ���� �� � ���	�!�� �����	 �����	�� 2��� ����
�� ���	��	 C.������� *�)G*��-D�  � ���� ��!��� ����B ��� ����� ����� �� ��I�����B
��	 ��� ���������� �� ��� �����	�� ��	��� �� K��� C*��DL;

R =
Y1 (X3 − X2)√

X2
2 + Y 2

1 +
√

X2
3 + Y 2

1 − (X3 − X2)
C%��D

2���� Y1B X2 ��	 X3 ��� ��� ������� ����	������ �� ���������� ������ �� ���
9�. C��� .������ *�� ��� !��� 	������D� ���� ��� ���������	 ����& C��)DB 2����
���  �. ����	������ Y1,pixB X2,pix ��	 X3,pix �� ����� ���������� ������ ������B
��&����� 2��� ��� ��!��� ��	 ����� ����� ����!����� Uc ��	 Ul = (e, δ, ε)
C������������D �� ��� ������!���� :���& ��� ��!� �������� �� �� C%��DB 2� ����
Ppix = (Y1,pix, X2,pix, X3,pix)�

"�� �� ������� ���� ��� ��!��� ��� ���� ���������	B ��������& ��������
������ �� ��� ����� ��������� ����!����� Uc 	�/��	 �� .������ 
��B ��	 ����
N ������� �� �!�&�� �� � �����	�� �� 1��2� ��	��� Rr ���� ���� ��(����	B ��
������� 	�������� ���2��� ��� ������!��� ��	 ��� ��5����

+�� ���� ������ �� �!�&�� Ion,iGIoff,iB �� �� �������� �� �������B �!���� ��	
��	������ ��� ����� ����� ��������& ���! ��� ���5������ �� ��� ����� ����� �� ���
��5���B �� !���� �� ��� �!�&� ���������& ���������� 	�������	 �� ������� �B
��	 ���� 	����!��� ��� ����	������ Ppix,i 	�/��	 ��������� Ci = 1 . . .ND�

��� ��! �� ��� ����� ����� ����������� �� �� ����������� 	����!��� ��� 
��	
����� �� UlB ���� !���!�,��& ��� !��� �������� ����� �� ��� ��	���B ���������	
�� ��� N !������!����� ������ ��� /��� ���������B 2� ���� ��;

4 ������ �� ������� ��� �� ����� ����� ����!����� Ul,0 = (e0, δ0, ε0)B ��&� ��
!���� �� ��2 !������!���� �� ��� ���������N

4 /�	 �� ���������� ���������� �� ��� ������� 	���������� �� ��� �������� �����
�� ��� ��	��� 2��� ��&��	 �� ���� ����� ����� ����!���� eB δ ��	 ε� �����
��� &�������� ���� ���& C��	 ���� ��� �������	 ����DB ��� �� �� ������� ���4
����� �� 	���!���� ���! �� ������� �!����� ����������� ������ �� ���	��B
����& 	��������� ����1��

3� ��������� j Cj = 0 . . .M B 2���� M �� ��� !���!�! �!���� �� ����������
����2�	 �� ��� ����DB ��� ���� !������!��� iB �� �� ��(����	 ��;



)� ����	�� +� �������	��� �� 	�� ��1���


�� ��������� ��� ��	��� Ri,j �� ��� �����	�� �� C%��DB ����& Ppix,i ��	 Ul,j N


� ����!��� ��� �������� ����� ρR,i,j B ����& C%�
DN

�� ����!��� ��� ������� 	���������� �� ��� �������� ����� 2��� ��&��	 �� ���
����� ����� ����!����� Ul,j N

�� 	����!��� � 
�		�
 ����� ��� Ul,j+1B �� ��1��& ��� �����&� �� ��� N ������
�� ���� ����!���� ��������	 �� C%��DN

 � �� ���� �������� �� ��	��� ��� ����� �� ��� !��� �������� ����� �� ��� N
!������!����B ��	 ����1 2������ ��� ���� ��������� ��	���	 � ���4��&��&����
�!�����!��� C> 10−3VD�  � ���B ��� ���� ��������� �� ��������	� �����2���B
��� �����	��� �� ������	�

'���" .��(��������

 � ��	�� �� �������� ��� ������������� �� ��� ����� ����� ����������� �����	���B
2� ��(����	 �-- ������� �� �!�&�� �� ���� �����	��� �� 1��2� ��	��B �� �������
	�������� ���2��� ��� ������!��� ��	 ��� ��5���B ��	 ������!�	 0- 	�E�����
������������B ���� ��!� ����& �- ���	�!�� ������ ������� �� �!�&�� �!��&��
��� 2���� ���� ��� 	���������� �� ��� ����!���� ������ ��� ����������	 �� +�&�
%�%� �� ���� ���� ��� ����	��	 	�������� �� ��� ����!����� �� �� ��� ��	�� ��
-��VB 2���� �� ������ ���������� .�� .������ )�� �� ��� ��� �!���� �� ���� ������
�� ��� �������� �� ����� �����&������� ��	�� ���������	 ��&����& �������
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emean = 9.92 cm

σe = 0.06 %

σδ = 0.06 %

σε = 0.13 %
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