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Dynamique séculaire du probléeme des trois corps
appligué aux systemes extrasolaires
par Anne-Sophie Libert

Résumeé :La découverte de planetes extrasolaires d’excentrigib@®itantes ravive I'intérét
pour la dynamique des systemes planétaires. Ce travailraobget I'étude analytique du pro-
bleme séculaire des trois corps, grace a une généralisigidenthéorie de Laplace-Lagrange
obtenue en poussant le développement de la perturbatioon@renlargement supérieur en ex-
centricités et en inclinaisons. Nous montrons que cetteogpp est apte a décrire la dynamique
séculaire d’'un systéme planétaire formé de deux planétes&sonance en moyen mouvement.
Une vérification analytique de la proximité du systeme a ureapnque résonance en moyen
mouvement est également entreprise. Tant dans le cas éenggstoplanaires que de systemes
tridimensionnels, deux optiques sont poursuivies : d’ua, fanalyse des équilibres du pro-
bleme séculaire et des implications de ces derniers surdatste de I'espace de phase et
d’autre part, le calcul des fréquences fondamentales deéreenprobléme permettant la re-
production de I'évolution temporelle du systeme planétagrace a une méthode totalement
analytique basée sur les transformées de Lie. Nous dispansi d'un modeéle analytique
fiable et peu coliteux pouvant prendre en compte un largea@bvaatparametres et qui peut étre
appligué avec précision aux systémes extrasolaires hawaaéce en moyen mouvement.

Secular dynamics of the exoplanetary three-body problem
by Anne-Sophie Libert

Abstract : The discovery of extrasolar planets with large ecceniegitenews interest in the
study of the dynamics of planetary systems. This work is eamed with the analytical study
of the secular three-body problem by means of a generalizafithe Laplace-Lagrange theory
based on a high-order expansion of the disturbing poteintidde eccentricities and the incli-
nations. We show that this approach is able to describe thdasedynamics of a two-planets
system not close to a mean motion resonance. The proximaysgstem to any mean motion
resonance is also analytically investigated. For coplandrtridimensional systems, we pursue
a twofold objective : on the one hand, the study of the equaibf the secular problem and
their implications on the structure of the phase space anthi®@wother hand, the computation
of both the fundamental frequencies of the problem and thg-term time evolution of the
planetary system with a totally analytical method based ientdiansforms. This reliable time-
saving analytical model can take into account a large speodf parameters and can be applied
successfully to non-resonant extrasolar systems.
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Introduction

Depuis le 5 octobre 1995, date de 'annonce de la découverme gremiére planéte extra-
solaire autour de I'étoile de type solaire 51Pegase, nidrervdu monde n’a eu de cesse d’étre
modifiée. Pensant avoir élucidé la formation du Systemeilgcdec ses deux catégories de
planétes aux orbites presque circulaires et proches d'unenpan, quelle ne fut pas la surprise
des scientifiques de découvrir I'existence de systemesaas si différents du nbtre, dont
les distinctions les plus marquantes sont, pour le momemnformes réellement tres elliptiques
des orbites de nombreuses planétes et I'existence de gdadétmasses comparables a celle
de Jupiter et de périodes de révolution autour de leur étéébecédant pas quelques jours, les
Jupiters chauds.

La découverte d’exoplanétes aux caractéristiques si exnaptes remet a I'ordre du jour
I'étude de la dynamique des systémes planétaires. En leffeddre théorique bien établi pour
'analyse des perturbations séculaires des planétes darBgsSolaire, connu sous le nom de
théorie de Laplace-Lagrange, est mis a mal par les exci@sricnportantes de ces nouveaux
mondes et doit étre considérablement élargi si nous voydonsoir également I'appliquer au
cas des systemes extrasolaires.

Dans cette étude, nous nous proposons de généraliserd@mpanalytique de Laplace-
Lagrange en poussant le développement de la perturbatiaroédve largement supérieur en
excentricités et en inclinaisons. Malgré ses limites ssivieeurs des excentricités et des in-
clinaisons, il est intéressant d’examiner si cette appraalytique peut étre appliquée avec
succes a tous les systemes extrasolaires actuellemeoté&déetiormés de deux planetes et dont
les périodes de révolution ne sont pas commensurables. dpigxies sont poursuivies : d'une
part, I'analyse des équilibres du probléme séculaire eedislimplications sur la structure de
'espace de phase (Chapitres 3 et 6) et d’autre part, le lodésufréquences fondamentales de
ce méme probléme permettant la reproduction de I'évolutamporelle du systéme par un dé-
veloppement totalement analytique (Chapitres 4 et 7).

Le présent travail est scindé en trois parties. La premiénepcend une introduction aux
systémes extrasolaires (Chapitre 1) et au développemefitiamiltonien du probleme des
trois corps permettant la mise en oeuvre de la théorie dasrpations a la base des résultats de
cette étude (Chapitre 2). L'inclinaison mutuelle des plarstaux des exoplanetes d’'un méme
systéme restant pour le moment un mystere, la dynamiquéagecdes systemes extrasolaires
supposés coplanaires est I'objet de la deuxieme partien Hafderniére partie généralise les

1



2 Introduction

résultats précédents a des systemes tridimensionnelgalgsaries comportements séculaires
gue possedent peut-étre les nouveaux mondes si, tout coesregdentricités, les inclinaisons
mutuelles des planétes extrasolaires sont, elles ausshanment élevées.
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Chapitre 1

Systemes extrasolaires

1.1 Larévolution copernicienne

La question de Ipluralité des mondetaraude les esprits des hommes depuis des siécles.
Ainsi, les philosophes grecs de I'Antiquité sont déja digipar cette question. Par exemple,
Epicure (341-270 ACN) concoit I'existence d’une infinité thmndes (“L'Univers est infini.
(...) Les mondes de méme sont en nombre infini, aussi biengqéwessemblent au nétre que
ceux qui en different.”|_ettre a Hérodotg Mais le courant de pensée le plus largement répandu
a I'époque est le géocentrisme d’Aristote (384-322 ACN).réprésentation du monde de ce
dernier, suggérée par les écoles les plus anciennes, thwseers en deux mondes différents :
d’une part, le monde sublunaire, monde terrestre soumisaxtaption, I'évolution, I'altération
et composé des quatre éléments originaux (Terre, Eau, &Aew@), et d'autre part, le Cosmos,
monde parfait des astres, immuable, composé de la Lune ldily 8es planétes (nom dérivé du
mot grec signifiant “astre errant”) et des étoiles. Tous é&meénts sont situés sur des sphéres
(la forme symbolisant la perfection pour les grecs) conagus centrées sur la Terre, qui est,
par conséquent, unique dans cette représentation du moindégure 1.1). Cependant, cette
théorie n’explique point le mouvement rétrograde que prtese les planétes dans le ciel.

Dans sonAlmagestgPtolémée (lle siecle ACN) réconcilie ce phénomene avegsiarv
aristotélicienne grace a la théorie des épicycles : lespdgnevoluent sur un petit cercle (épi-
cycle) dont le centre décrit lu-méme une rotation autoutad@erre (déférent). Appuyé par
des convictions religieuses placant la Terre et 'THommeemire de I'Univers, ce modéle géo-
centriste, amélioré sans cesse a l'aide d’épicycles soppitaires afin de produire des tables
astronomiques de plus en plus précises, perdurera penldant’pn millénaire, en dépit de
travaux novateurs, tels ceux d’Aristarque de Samos (IBelsiACN) ou de Nicolas de Cuse
(1401-1463).

C’est a Nicolas Copernic (1473-1543) que I'on doit 'averertdu systéme héliocentrique
(De Revolutionibus orbium coelestiuib43) suggérant que la Terre n’est plus le centre de
I'Univers mais une planéte comme les autres en orbite adw&@oleil (“Tous les mouvements
apparents que I'on constate au firmament sont dls aux mounehela Terre et non du firma-

5



6 Chapitre 1. Systémes extrasolaires

Schema huius pramifle diuifionis Sphararum .

FIG. 1.1: Représentations du systéme géocentrique de Ptol@ngaeiche extrait deCosmo-
graphia(Peter Apian, Anvers, 1539)) et du systéme héliocentrigu€apernic & droite, extrait
de De Revolutionibus orbium coelestiyim

ment.”, Commentariolus Cette théorie révolutionnaire (cfr Figure 1.1), en cadiction avec
la pensée de I'Eglise catholique, finit par s’'imposer grace teavaux de mathématiciens et
d’astronomes qui apportérent, par leurs calculs et lewssmhtions, la justification scientifique
du modele copernicien.

En effet, s’appuyant sur les observations du mouvement ds & Tycho Brahé (1546-
1601), Kepler (1571-1630) s’apercoit que les orbites deésnpar les planetes sont en realité
des ellipses dont le Soleil occupe un des foyers. C’est Imigire des trois célebrdeis de
Keplerdécrivant le mouvement des planétes autour du Soleil (cfreXa B). Les observations
de Galilée (1564-1642), inventeur de la premiére lunett®asmique, confirment la théorie
de Copernic. Finalement, Isaac Newton (1642-1727) énonck687 la loi de la gravitation
universelle Philosophiae Naturalis Principia Mathematiggreuve mathématique du modeéle
copernicien.

La révolution copernicienne est a la base d’une nouvellexigih philosophique quant a
la pluralité des mondes : la Terre détrénée du centre deudsiet tournant autour du Soleil,
les autres étoiles sont-elles également entourées d'woetesle planétes ? C'est en tout cas
I’hypothése du philosophe italien Giordano Bruno (1548d)6accusé d’hérésie par I'lnquisi-
tion et condamné au bacher (“Un nombre infini de soleils existun nombre infini de terres
tournent autour de ces soleils comme les sept planétestaiantour de notre soleil. Des étres
vivants habitent ces mondesDg l'infinito universo et Mondi Les moyens observationnels
de I'époque rendant toute vérification impossible, il fatiemdre la fin du XXe siécle pour
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gue les astronomes apportent une réponse positive a cetéaruexistentielle... une nouvelle
révolution copernicienne.

1.2 La détection des exoplanetes

1.2.1 Premieres découvertes

En 1995 les astronomes suisses Michel Mayor et Didier Quaiopncent la découverte, a
I'Observatoire de Haute-Provence, de la prentiptanéte extrasolairen orbite autour d’une
autre étoile de type solaire, 51Pegase ([Mayor et Quel®5])19Le compagnon planétaire est
doté d’'une masse au moins égale a la moitié de celle de Jepitebite autour de son étoile en
seulement.2 jours (soit une distance a I'étoile vingt fois inférieureaaistance Terre-Soleil)...
des caractéristiques bien différentes de celles des pmdetSysteme Solaire.

Cette découverte ne releve pas d’'une observation direetee; derniere n’est, en effet, pas
chose facile avec les instruments actuels car le contiasti@éux entre la planéte et I'étoile est
tres grand et la séparation angulaire minuscule. Elle aeétdue possible grace ataéthode
des vitesses radial@gli consiste a mesurer les variations de vitesse de I'éaihs |a direction
de la ligne de vue de I'observateur. En effet, I'étude du [gnoie des deux corps (cfr Annexe
B) montre que lorsqu’une étoile posséde un compagnon, les cips célestes se déplacent
autour du centre de gravité du systeme étoile-planéte. aeations de la vitesse de I'étoile,
mesureées grace a 'effet Doppler, peuvent donc mettre elegee un éventuel mouvement pé-
riodique de I'étoile, témoin de la présence d’'une planetsméme périodicité.

A ce jour, prés de 250 planétes extrasolaires ont été désdeé quasi-totalité grace a la
technique des vitesses radiales. Pour une liste des détesnaetualisée quotidiennement,
nous renvoyons a “L’encyclopédie des planetes extragslade Jean Schneider accessible a
'adresse internett t p: / / exopl anet . eu/ et d’ou proviennent les éléments orbitaux des

exosystemes considérés dans ce travalil.

1.2.2 Difficultés et limitations des méthodes de détection

Découvrir une exoplanete est loin d’étre une sinécuraldtaction par imagerie directest,
comme nous l'avons dit précédemment, une des techniqupkikedifficiles a mettre en oeuvre
mais également I'une des plus prometteuses puisqu’ellfegiat’accéder a de nombreux para-
meétres tels la température, la masse, I'age, I'albédo, fgposition chimique mais également
I'orbite (y compris I'inclinaison) de la planete. Une sabut au probléme de la trop petite sépa-
ration angulaire de I'étoile et de son compagnon peut Eperde par I'optique adaptative (qui
permet de corriger la turbulence atmosphérique sur lesdgramroirs). C’est cette technique

1En réalité, les premiéres planétes extrasolaires fureriudértes en 1992 autour du pulsar PSR 1257+12
([Wolszczan et Frail, 1992]). Compte tenu de la violence@xplosion des supernovas a I'origine des pulsars, ces
planétes sont probablement des planétes de seconde g@émérat
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The Brown Dwart 2M1207 and its Planetary Companion
(VLT/NACO)

FIG. 1.2: A gauche Premiere image confirmée d’'une exoplanéte obtenue en 28104npdes
télescopes du VLT (ESO) [Chauvin et al., 2005]. Il s’agitmkuplanéte dé)/; en orbite au-
tour de la naine brune 2M120758 UA. A droite: Une vue d’artiste de la mission DARWIN
avec six satellites périphériques munis de télescopestetiite central pour la recombinaison
des images et un dernier satellite pour les communicatloessemble devrait étre placé au
point de Lagrangd.,, situé sur I'axe Soleil-Terre dans la direction opposée @uilS Crédit :
ESA/Medialab

qui a permis d’obtenir, en 2004, faemiére imagel’'une planete extrasolaire (cfr Figure 1.2),
planéte de cinq fois la masse de Jupiter en orbite autour daitee brune 2M1207 a5 UA.

De plus, il est également possible d’atténuer le contrastie ées deux corps grace a la co-
ronographie stellaire. Enfin, la technique d’interféroneéa “franges noires” utilise plusieurs
télescopes connexes construits de maniere a “éteindteilééau centre. C’est sur cette mé-
thode qu’est basée la future mission spatiale DARWIN, prafebitieux de 'ESA qui devrait
voir le jour aux alentours de 2020 (cfr Figure 1.2). A ce jaeules les images de planétes
géantes peuvent étre obtenues et quatre planetes exnesalgrande distance orbitale de leur
étoile ont ainsi été détectées par imagerie directe depugsll DARWIN devrait permettre la
détection d’exoTerres et, s'il y a lieu, la détection de aigines spectroscopiques, tels 'oxygene
et la vapeur d’eau, dans I'atmosphére de ces derniéresingmpatentiels de la présence de vie
sur ces autres mondes.

Une solution aux difficultés rencontrées par I'observativacte est de détecter les planétes
extrasolaires de maniére indirecte en mesurant la pettarbgravitationnelle induite par la (ou
les) planéte(s) sur I'étoile. Il est ainsi possible de repér déplacement périodique de I'étoile
sur le ciel @strométri@ ou de mesurer la variation périodique de la vitesse prejgteé la ligne
de visée \itesses radialgs En ce qui concerne cette derniere discipline, grace a Esende
I'étoile estimée en fonction de sa luminosité et de sa coyileest possible de déterminer, par
ajustement de la courbe des vitesses radiales, certainsmdamétres orbitaux osculateurs (le
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demi-grand axe directement relié a la période par la troisieme loi de Keplexcentricitée,
'argument du péricentre, le temps de passage au péricemdrainsi que lanasse minimalde

la planete sin 7 ou: est I'inclinaison du plan orbital de la planéte par rapparpkan du ciel et

ne peut étre déterminée. Ainsi, si le systeme est dans mgrede visée (c’est-a-dirie= 90°),

les vitesses angulaires sont maximales et la masse détkect&@lanete correspond a la valeur
réelle. Lindétermination des inclinaisons est une desdga limitations de cette technique et
un obstacle majeur dans I'élaboration des théories de tomau d’évolution des systemes
extrasolaires. De plus, cette méthode favorise la déctaiderplanetes de masses importantes
et de périodes courtes car ces dernieres entrainent unelaeion des vitesses radiales plus
marquée.

A ce jour, la méthode des vitesses radiales a permis la d#tede 233 planétes et est
la plus utilisée. Cette méthode exige une grande précisams tes mesures Doppler et peut
atteindre actuellement la précision du métre par secomaeme c’'est le cas pour le spectro-
graphe HARPS de I'Observatoire de 'ESO (La Silla, ChilipulP comparaison, dans le cas du
systeme Soleil-Jupiter, Jupiter effectue une révolution 9 ans autour du centre de gravité
du systéme sur un rayon de UA a la vitesse dé3 km/s tandis que sur cette méme période le
Soleil effectue, a la vitesse de m/s, une révolution autour de ce méme centre situé a seutemen
0.005 UA. Et dans le cas du systéme Soleil-Terre, la vitesse dul$ddst plus que d& cm/s,
ce qui explique que I'observation d’exoplanétes de typestre par cette méthode est pour le
moment impossible. De plus, afin de détecter sans ambiguét@lanete, il est nécessaire d’ef-
fectuer les mesures de la vitesse radiale de son étoile peanddaps de temps supérieur a la
période de révolution de la planéte, ce qui explique quapeulement dix années d’observa-
tion seules des planétes de courtes périodes orbitales @ttgpdécouvertes. A cette limitation
s’ajoutent les erreurs importantes dans I'estimation dasses des étoiles et la complexité de
déterminer les éléments orbitaux dans le cas d’'un systempaant plusieurs planétes dont
les interactions gravitationnelles entre ces dernierégedbégalement étre prises en compte
dans I'ajustement de la courbe des vitesses radiales.

Une autre technique commence a porter ses fruitmétihode des transitsest-a-dire I'ob-
servation de passages d’exoplanetes devant leur étoilergduisent ainsi une baisse de flux
lumineux stellaire da% pour une planete du diametre de Jupiter (environ le dixieeneetli
du Soleil) et ded.01% pour une planéte de type terrestre. Cette diminution de feux ptre
détectée et quantifiée, et permet la déduction du rayon diafete. La durée du transit est
fonction, entre autres, de la période de révolution de lagiaet de l'inclinaison de I'orbite
par rapport au plan du ciel, inclinaison qui est proch@@ecar I'observation d’un transit im-
plique que le plan orbital de la planéete soit proche de najreelde visée. Ainsi, grace a des
observations complémentaires par la méthode des vitemdiesas, il est possible de déterminer
la masse réelle de I'exoplanete et, par la-méme, sa deD&idtres caractéristiques comme la
température de la planéte, I'albédo, la présence de sesetlu d’anneaux et la composition
de I'atmosphere peuvent également étre connues. La lividedte de cette technique est la
faible chance qu’une planéte passe entre son étoile eefeaieur. La probabilité de transit est
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TAB. 1.1: Nombre de détections recensées pour chacune desdegtu 10 juillet 2007 dans
“L'encyclopédie des planetes extrasolaires” de Jean Sdéngt t p: / / exopl anet . eu/)

Méthode de détection Nombre de Nombre de
planetes | systemes planétaires multiples

vitesses radiales 233 25

transit 21 0

microlentille 4 0

imagerie 4 0

chronométrage de pulsars 4 1

Nombre d’exoplanéetes decouvertes 245

bien sar plus élevée pour des planetes proches de leur.&eilplus, comme il est nécessaire
de reproduire environ cing fois I'observation du transitipte confirmer, la méthode utilisée
depuis une dizaine d’années seulement est biaisée en f@@syolanetes de courtes périodes,
tout comme I'était celle des vitesses radiales. Actuell@neaviron vingt planetes géantes ont
éte détectées par la méthode des transits qui souffre edlggnént des limitations causées par
la turbulence atmosphérique. D’ou la nécessité de missioausales telles que COROT (CNES
- ESA) dont le satellite a été lancé en orbite polaire le 2Geddwe 2006 et qui est la seule
mission spatiale a étre déja en opération. Elle devraitsgtmmesure de détecter, par transit, des
planetes aussi petites que la Terre. Son pendant amédigaimssion KEPLER de la NASA
(satellite tournant autour du Soleil sur la méme orbite guiEere), est programmé pour 2008.

Enfin, signalons I'existence d’autres méthodes de détetsiles que celle des microlen-
tilles gravitationnelles ou le chronométrage des pulddessemble de ces méthodes est repris
sous forme de diagramme a la Figure 1.3, synthése qui esttiddrtravail de [Perryman, 2000]
(remis & jour en 2007), auquel nous renvoyons pour de plusesnmformations sur chacune
des méthodes. Un complément d’information sur les difi@eméthodes peut également étre
trouvé dans [Ecole CNRS de Goutelas, 2005]. La Table 1.1 Emgpette étude en indiquant le
nombre de détections recensées, a la date du 10 juillet 2@0%,le catalogue de Jean Schnei-
der.

1.3 Des planetes aux caractéristiqgues surprenantes... edsl
premiers gquestionnements

Pres de 250 exoplanétes ont actuellement été découvestmdement peu d’entre elles pos-
sedent les mémes caractéristiques que les planétes dumByStdaire. Cette grande diversité
de planetes extrasolaires met a mal les théories de fonmatid’évolution des systemes pla-
nétaires congues initialement pour modéliser au miewersytsteme planétaire. Tout en étant
attentifs aux biais observationnels identifiés ci-desgogons les caractéristiques essentielles
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Planet Detection Methods

Michael Perryman, Rep. Prog. Phys., 2000, 63, 1209 (updated April 2007)

[corrections or suggestions please to michael.perryman@esa.int]
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FiG. 1.3: Synthese des différentes méthodes de détection dastes extrasolaires publiée
dans [Perryman, 2000] et remise a jour en avril 2007 (Soulde p: / / exopl anet . eu/
pi ctures. htm)

de ces nouveaux mondes et leurs implications sur les tiégrientifiques existantes

1.3.1 Des “Jupiters chauds”

Concernant tout d’abord les masses des exoplanétes démmjveapparait qu’elles sont

impressionnantes et varient d®21/; (Gl 581 c), c’est-a-dire enviro®\/, a22M ; (GQ Lup

b) selon la distribution représentée a la Figure 1.4. Demargues s'imposent d’emblée : les
masses les plus faibles sont de I'ordre de la masse de Negriuaéson des limites de détection
actuelles et les masses les plus élevées correspondesgaidablement non pas a des planétes
mais plutdt a des naines brunes. De plus, comme nous 'avgnswtes ces masses ne sont que
des valeurs minimales. Alors que la méthode principale tectién, celle des vitesses radiales,
favorise les découvertes de planétes de masses imporfarfagure 1.4 montre une préférence

2Pour une analyse plus compléte des caractéristiques deésm®ss extrasolaires, nous renvoyons a
[Ecole CNRS de Goutelas, 2005] ou & [Casoli et Encrenaz,[3@8@broche vulgarisée).
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"Période de la planete" vs "Masse de la planéte' (239)
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FiG. 1.4: Diagramme de corrélation entre les périodes de régalgen jour, échelle logarith-
mique) et les masses (€ ;) des planétes extrasolaires détectées au 10 juillet 2QQiFcS :
http://exopl anet. eu/

marquée pour les masses inférieures a environ deux foes d@elJupiter. Ceci laisse présager
une distribution des masses dans laguelle les petites smdedgpe terrestre seraient les plus
abondantes, ce qui serait tout de méme assez conforme aunrfeySolaire.

Ce qui, par contre, a la lumiere de notre systeme planétda,jusqu’il y a peu inconce-
vable est I'existence de planetes géantes a une telle pitédim leur étoile que leur révolution
dure tout au plus quelques jours. Ces planétes sont surnesdongters chaudsLe record de
la plus petite période de révolution revient a I'exoplar@@LE-TR-56 b del.29M/; et a une
distance dé).023 UA de son étoile (soit une période de révolutionlid2jours). Pour compa-
raison, rappelons que la période de révolution de la pldagikis proche du Soleil, Mercure,
est de88 jours et que la masse de celle-ci n’est qué) @002/ ;.

Expliquer la présence de tels monstres si proches de ldlg ésbun vrai casse-téte pour les
théoriciens et remet en question le modéle de formationygéraes planétaires mis au point
pour le Systeme Solaire. Méme s’il semble clair qu’il faylénclure un scénario de migration
planétaire pour expliquer I'existence des Jupiters chéhetsucoup de questions demeurent tou-
jours sans réponse (qu’est-ce qui provoque I'arrét de laatian ? pourquoi le Systéme Solaire
ne possede-t-il pas de Jupiter chaud ? ... ). De nos joukstudes portant sur la migration plané-
taire foisonnent, méme s’il est a remarquer que les pres@reété entreprises avant la décou-
verte de la premiere exoplanete (e.g. [Goldreich et Treedi@80], [Lin et Papaloizou, 1986]).
La migration orbitale peut étre due a différents proceshysigues comme les interactions gra-
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"Période de la planéte" vs "Excentricité de la planéte™ (224)
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Fic. 1.5: Diagramme de corrélation entre les périodes de ré&oalen jour, échelle loga-
rithmique) et les excentricités des planétes extrasalaiétectées au 10 juillet 2007. Source :
http://exopl anet. eu/

vitationnelles entre planétes de systemes multiples[fdayzari et Weidenschilling, 2002]) ou
les interactions gravitationnelles de la planéte avec te(gay. [Lin et al., 1996]) et/ou avec le
disque des planétésimaux (e.g. [Murray et al., 1998]).

Enfin, remarquons que la Figure 1.4 semble indiquer gu’istexune relation entre les
masses et les périodes de révolution. En effet, peu de paeemblent étre a la fois trés mas-
sives et trés proches de leur étoile alors que ce sont lestpkates plus faciles a détecter par
vitesses radiales. Ceci semblerait indiquer que les @arés plus massives migrent moins.

1.3.2 Des excentricités importantes

Une autre découverte surprenante quant aux caractéastapices nouvelles planétes est a
I'origine de nombreuses nouvelles recherches en mécao@este, dont ce travail notamment :
les formes tres elliptiques des orbites de nombreusesaxetgls. La distribution des excentri-
cités est donnée a la Figure 1.5 et atteint des valeurs dagées qué.778 (HD 45350 b) ou
méme0.927 (HD 80606 b). Néanmoins, on constate que plus I'excerndriest élevée et moins
ces planetes sont nombreuses. Ceci dit, on trouve un immpgraupe de planétes dont I'excen-
tricité est comprise enti@2 et (0.7 et dont I'existence était, jusqu’il y a dix ans, insoupgogné
Pour comparaison, la planete la plus excentrique du Sysiaére est Mercure d’excentricité
e = 0.206, les autres planétes ayant une excentricité inférieOre.a

Le diagramme de corrélation entre les périodes de révoletites excentricités de la Figure
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FIG. 1.6: A gauche: Variations de la vitesse radiale de I'étotleAndromede A droite: Re-
présentation des orbites des trois planetes du systeAraromede (ellipses en traits pleins)
et de celles des planetes telluriqgues du Systeme Solaiipsés en pointillés). Source :
http://exopl anets. or g/ esp/ upsandb/ upsandb. sht n

1.5 présente également une absence de planetes de couitdepét d’excentricités élevées,
ce qui revient a dire que les Jupiters chauds sont dotésit#enfiresque circulaires conciliables
avec les forces de marées exercées par leur étoile.

Pour mieux visualiser ces nouveaux mondes, la Figure 1 &ygnde droite) compare les or-
bites de I'exosysteme Andromede avec celles des planetes telluriques de notiensgplané-
taire. Il s’agit du premier systeme extrasolaire multipévair été détecté ([Butler et al., 1999]),
grace aux variations de la vitesse radiale de son étoild-{gtrre 3.5, image de gauche). Il est
composé de trois planétes And b, un Jupiter chaud de691/; et d’excentricité).029, v And
c del1.98 M et d’excentricité).254, etv And d de3.95M ; et d’excentricité).242. Le systéme
ainsi formeé est sensiblement différent de celui des planetkiriques (orbites en pointillés de
la Figure 1.6).

De nombreux mécanismes reliés aux différents scénariosigiation sont a I'étude pour
tenter d’expliquer I'origine d’excentricités si élevé&ans le cas de Androméde, une étude
récente de [Ford et al., 2005] a montré qu’elles pouvaieoxgmir de la perturbation gravita-
tionnelle d’une quatrieme géante qui aurait été par la gjitetée du systeme, laissant les deux
planetes extérieures (c et d) dans la configuration actonehié observée.

Au vu des diagrammes précédents, le Systeme Solaire avptaseses de faibles masses,
d’orbites quasi-circulaires et dont la distance minimadlétaile est de I'ordre d’un tiers d’unité
astronomique, semble étre une exception. Or il est impbdarse rappeler que les méthodes
actuelles de détection ne permettent ni la détection deefgdarde masses terrestres ni celle de
géantes de longues périodes et, dans ces conditions, iisguenotre systéme planétaire pos-
sede une quantité de jumeaux. Ceci dit, les découvertessd#ecrieres années provoquent un
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bouleversement de notre conception des systémes plasétédr Systeme Solaire ne constitue
en rien un modéle général sur lequel seraient calqués lessaytstemes planétaires.

1.4 Les systemes extrasolaires

Parmi les découvertes actuelles, environ vingt-cing systeplanétaires multiples ont été
détectés par vitesses radiales (cfr Table 1.1) et leur nrembicesse d’augmenter. Pour la plu-
part, seules deux planétes ont pour l'instant été décdléedecouverte des systemes extraso-
laires a ouvert de nouvelles perspectives de recherchérgrands domaines d’investigation
concernant ces systémes peuvent étre identifiés :

— la détection et la détermination orbitale,

— I’évolution a long terme et la stabilité,

— les théories de formation et de migration,

— I'habitabilité de ces nouveaux mondes et la rechercheale vi
C’est dans le cadre du deuxieme domaine que s’inscrit netteerche portant sur la dynamique
séculaire des systémes extrasolaires. D’ores et déjanfaas ample connaissance avec les
systémes que nous traiterons dans cette étude.

1.4.1 Classification des systemes extrasolaires

Nous considérons dans ce travail les systemes formés deptinetes en interaction gravi-
tationnelle et dont les éléments orbitaux sont bien détema la date du 01 mai 2007. Ils sont
repris a la Table 1.2 et proviennent du catalogue des plaegteasolaires de Jean Schneider.
Nous ne tiendrons pas compte des barres d’erreur sur |ésafifé éléments orbitaux découlant
des imprécisions des méthodes de détection, mais il estea qoé celles-ci peuvent étre as-
sez importantes. Seul le systemé&ndromede est pourvu actuellement de trois planétes, mais
influence dynamique du Jupiter chawdAnd b est négligeable (e.g. [Stepinski et al., 2000]).
Remarquons qu’une nouvelle détermination du systemdadroméde, que nous baptisons
Andro (c-d) 2006b ([Wittenmyer et al., 2007]), a récemmeuntle jour, comme c’est le cas
pour beaucoup de systémes dont les éléments orbitaux é@va@udil des observations. Afin
d’examiner les modifications que produit un changement danpétrisation, nous donnons
également la paramétrisation précédente du systerdadro (c-d) 2006a).

Ces treize exosystemes peuvent étre dynamiquement gépartjuatre catégories selon la

classification de [Ferraz-Mello et al., 2005a] opérée ertion du rapport des périodes :

— Classe la (rapport des périodes typique de 3) : caracterisée par des planétes de masses
et d’excentricités élevées et dont les orbites sont si @®clue seule ungsonance en
moyen mouvemelit'est-a-dire une résonance entrainée par une commeilgéarebs
périodes orbitales des planétes) permet de maintenirddistalu systéme,

— Classe Ib (rapport des périodes3) : caractérisée par des planétes de faibles excentricités
et souvent proches d’'une résonance en moyen mouvemensteesyJupiter-Saturne est
un exemple typigue de cette catégorie de systéemes,
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TAB. 1.2: Eléments orbitaux osculateurs des différents syesémtrasolaires considérés dans
cette étude et provenant de “L’'encyclopédie des planétieasataires” de Jean Schneider ac-
cessible a l'adresse interrett p: / / exopl anet . eu/ ,aladate du 01 mai 2007. Les masses
sont déterminées a un facted i pres.

a1 (ua) a9 uA) €1 €9 T (deg) T2 (deg) 1M1 (My) M2 (My)
v Andro (c-d) 2006a 0.829 2.53  0.28 0.27 250 260 1.89 3.75
v Andro (C-d) 2006b 0.83 2.51 0.254 0.242 232.4 258.5 1.98 3.95

HD 217107 0.073 4.41 0.132 0.537 22.7 164 1.33 2.5
HD 38529 0.129 3.68 0.29 0.36 87.7 147  0.78 12.7
HD 190360 0.128 392 0.01 0.36 153.7  153.7 0.057  1.502
HD 74156 0.294 34 0.636 0.583 181.5 2424 1.86 6.17
HD 168443 0.3 391 0.5286 0.2125 172.87 65.07 8.02 18.1
HD 73526 0.66 1.05 0.19 0.14 203 13 2.9 2.5
HD 169830 081 3.6 0.31 0.33 148 252 2.88 4.04
HD 202206 0.83 255 0435 0.267 161.18 78.99 174 2.44
HD 12661 0.83 256 0.35 0.2 291.73 1624 2.3 1.57
HD 108874 1.0561 2.68 0.07 0.25 2484 173 1.36 1.018
HD 128311 1.099 1.76 0.25 0.17 110.9 1955 2.18 3.21
47 Uma 211 773 0.049 0. 111 127 2.6 1.34

— Classe Il (rapport des périodes eritret 15) : caractérisée par d'importantes interactions
dynamiques séculaires entre les planétes d’'un méme systéme
— Classe lll (rapport des périodes 30) : caractérisée par de faibles interactions dyna-
miques séculaires entre les planétes d’'un méme systéme.
Les planétes de la derniére classe sont également apptdééses hiérarchiques

En appliquant cette classification aux exosystemes de & Tad, on trouve que les pla-
nétes HD 73526 et HD 128311 (de rapports de péri@d#s et 2.05) sont en résonance 2/1
et se situent donc dans la premiere catégorie. Il est a nogerpgrmi les systemes de plus de
deux planetes, I'existence d’une résonance en moyen manteantre deux planetes est assez
fréquente (par exemple Gl 876 (c-b), 55 Cnc (b-c)). Pour |lenent, seuls deux exosystemes
sont susceptibles de faire partie de la classe Ib : 4AUma) et le systéme des planétes b-
c autour du pulsar PSR 1257+1R48). Toujours selon cette répartition, la classe Il contient,
guant a elle, les exosystémes HD 1088%4); v Adroméde §.3), HD 202206 {.4), HD 12661
(5.5) et HD 169830¢.3). Enfin, les autres exosystémes de la Table 1.2 sont desrsstéérar-
chigues dont le rapport des périodes est compris 8atigHD 168443) ett70.3 (HD 217107).

La découverte des systémes extrasolaires a doté I'étugeothleme des trois corpd’un

3si lambiguité sur I'excentricité de la planéte 47 Uma c pétut levée
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nouveau cadre d’application. Beaucoup de techniques etodiéles initialement congus pour
'analyse du Systéme Solaire doivent étre modifiés afin dequoétre appliqués a ces nou-
veaux mondes de caractéristiques tres différentes conanmedhtré la section précédente. Les
inclinaisons des planétes étant actuellement indéteesjia plupart des études considerent les
systémes précédents comme coplanaires. Sauf mentioriexples études décrites ci-apres
sont opérées dans le cadre du probléme des trois corps aoplaont I'inclinaison du plan
orbital commun par rapport au plan du ciel est fixé®a

Les systémes de la premiére classe ont, dés les premieéms/dées, suscité un vif intérét,
et particulierement I'analyse du réle des résonances emmpuvement dans l'origine et la
stabilité des configurations observées. En effet, les gnagisimulations numériques du sys-
teme GI 876 (c-b) indiquent gu'il se trouve en résonance@ésentant une libration simultanée
des angles résonants autour d’un alignement des demisyaxed (“apsidal corotations”). Plus
concrétement, nous parlerons dans la suiadighement ou anti-alignement des lignes des ap-
sidesla ligne des apsides étant la droite reliant I'apocentneéaicentre (cfr Annexe B). Suite a
cette observation, de nombreuses études se sont focaisdagecherche de solutions station-
naires pour le systéme résonant moyenné par rapport autesqdriodes et les découvertes de
solutions supplémentaires se sont succédées au fil desatidntis.

Deux premiers types de solutions ont été découverts nugerignt par [Lee et Peale, 2002]
et [Hadjidemetriou, 2002] : un premier caractérisé par waew nulle de I'angle résonant de
la planéte intérieuré, = 0° et par I'alignement des lignes des apsides = 0° (cas de Gl 876
(c-b)), et un second caractérisé pér, Aw) = (0, 7) (cas du systeme lo-Europe) et par de plus
faibles excentricités. Des résultats complémentairegt@navancés par [Beaugé et al., 2003b]
grace a une approche analytique (basée sur le développémditamiltonien résonant in-
troduit dans [Beaugé et Michtchenko, 2003a] et limité & demtricités inférieures a 0.5),
notamment la découverte d’'un troisieme type de solutions pequel les angles; et Aw
sont fixés a des valeurs différentes @et =. Ces solutions sont dites asymeétriques. Enfin,
[Ji et al., 2003] et [Hadjidemetriou et Psychoyos, 2003] ¢ en évidence numériquement
un dernier type de solutions de I'Hamiltonien résonant moge a plus hautes excentricités
et tel que(é,, Aw) = (m, 7). Une synthése des différentes solutions, de leur staleiitge
leur localisation dans I'espace, e;) pour différents rapports de masses peut étre trouvée dans
[Beaugeé et al., 2006] (résonance 2/1) et [Michtchenko e2@D6a] (résonances 3/2, 3/1, 4/1,
5/1 et 5/2) ou dans [Hadjidemetriou, 2006].

En outre, [Lee et Peale, 2002] et [Beaugé et al., 2006] onttr@arumeériquement qu’une
migration interne de la planéte extérieure (due par exempieteraction de la planete avec un
disque) peut induire une capture en résonance en moyen meuaveui expliquerait la proxi-
mité des systémes découverts aux familles de solutionsrataires du probléme moyenné
ainsi que les excentricités élevées des planetes de ceésm®sstPlus particulierement, depuis
une orbite initiale quasi-circulaire, le systéeme, duramirocessus de capture, évoluerait adiaba-
tiguement le long de familles d’équilibres symétriquesi-apmétriques et/ou asymétriques jus-



18 Chapitre 1. Systémes extrasolaires

gu’a leur situation actuelle. Cependant, certaines cordtguns symétriques, anti-symétriques
et asymétriques ne peuvent étre atteintes par ce scénaud@part d’orbites quasi-circulaires,
et, pour y remédier, [Lee, 2004] propose certains mécarsgmses sur un changement du rap-
port des masses en cours de migration.

Il est également a noter que beaucoup d’études numériquesnpsur I'exosysteme de
la classe la, HD 82943, proche de la résonance 2/1 mais dpatréanétrisation obtenue par
[Mayor et al., 2004] correspondait & celle d’un systemegibist [Ferraz-Mello et al., 2005b] et
[Lee et al., 2006], entre autres, ont montré que les obsenssont compatibles avec d’autres
paramétrisations qui assurent la stabilité a long termeysiiése en résonance 2/1, notamment
par une certaine proximité aux solutions stationngifesAw) = (0, 0). Ceci montre que la dé-
termination des éléments orbitaux depuis les observagiansitesses radiales n’est pas chose
facile et est, pour le moment, entachée d’indéterminatiaimsi, un des avantages des théories
(semi-)analytiques est de permettre une étude paramefigprobleme et d’ainsi pouvoir ai-
guiller les déterminations des parametres.

Un bel exemple de collaboration possible entre détermunatrbitale et étude de la dy-
namique a long terme d’'un systéme planétaire est donné mardi@ et al., 2005]. En effet,
'ensemble des paramétres du systéme HD 202206 dérivédiggubbservations par vitesses
radiales est insatisfaisant dans le sens ou le systemalatesininé devient instable en quelques
milliers d’'années. Ce méme article opére alors une rechatet zones de stabilité dans le voisi-
nage proche de cet ensemble de parametres et découvre iomestédple de conditions initiales
liées a la résonance 5/1. Méme si I'ajustement théoriqueedaouvelles conditions initiales
avec les mesures de vitesses radiales est Iégérement médis, gette nouvelle solution est
certainement plus représentative du comportement résgisiarse.

Concernant les systemes de la classe Ib, la dynamique adomg tdes planétes b-c de
faibles excentricitésef = 0.019 ete, = 0.025) autour du pulsar PSR 1257+12 est influencée
par leur proximité a la résonance 3/2. Parmi les différeétedes portant sur ce systéme, citons
celle de [Callegari et al., 2006] qui a analysé sa dynamigéesga une approche analytique si-
milaire a celle utilisée par [Michtchenko et Ferraz-MeR001] pour le systeme Jupiter-Saturne
proche de la résonance 5/2. Elle est basée sur un développemexcentricités de I'Hamilto-
nien coplanaire moyenné par rapport aux courtes périodesigt au second ordre en excen-
tricités, appelé développement de Laplace-Lagrange édfti& 2.2).

Enfin, un autre genre d’analyse numérique de la stabilitéhg terme plus en lien avec
la recherche de vie peut également étre mentionné : celleedlanete fictive de masse ter-
restre dans la zone habitable de systémes formés de dewtgdayéantes ([Erdi et al., 2004])
ou encore celle d’une planéte fictive de masse terrestre enentent co-orbital avec une pla-
néte géante qui se situe dans la zone habitable du systémndédfiSandor, 2005]). Dans le
méme esprit, [Sandor et al., 2007] ont réalisé un catalogusades de stabilité dynamique de
systémes planétaires composés d’'une seule planéte gédhtreeplanéte fictive de masse ter-
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restre, I'objectif étant d’analyser la stabilité de la zdwabitable des exosystémes actuellement
découverts formés d’'une seule planete géante.

Les travaux que nous avons évoqués au cours de cette seettonstituent pas une liste ex-
haustive des études portant sur I'évolution a long terma stidbilité des systémes extrasolaires
a proximité de résonances en moyen mouvement. Notre bug estrather une idée générale des
voies principales empruntées par les dynamiciens et dégseulla prédominance des travaux
numériques sur les approches analytiques.

Comme nous le verrons dans la section suivante, I'étude dgrlamique séculaire non-
résonante n’a pas connu la méme effervescence et peu dedeehe’inscrivent dans ce do-
maine. C’est une des raisons qui hous ont pousses a invesstilys en profondeur le compor-
tement des systemes des classes Il et lll. Ainsi nous nog®pons, dans ce travail, d’étudier,
par une méthode analytique, la dynamique séculaire dessgstformés de deux planétes hors
résonance en moyen mouvement. Afin de mieux situer les tepafgs aboutissants de I'ana-
lyse que nous désirons entreprendre, la section suivaetsef un tour d’horizon des études
menées au préalable sur la dynamique séculaire des sysgtraesolaires non-résonants.

1.4.2 Littérature existante portant sur la dynamique sécudire
non-résonante des systemes extrasolaires

Les premieres études numériques ont montré que les interaseculaires entre deux pla-
netes d’'un méme systéme supposé coplanaire et hors rés@rantyen mouvement peuvent
produire des effets dynamiques intéressants. En effetelmipr systéme a avoir été détecte,

v Andromeéde, est doté d’'un comportement séculaire intrigubes amplitudes des variations
des excentricités sont considérables et les lignes dedespsdnt presque alignées (c’est-a-dire
Aw est en libration autour dé°). Les modeéles analytiques basés sur la théorie séculaire de
Laplace-Lagrange et utilisés généralement dans I'étudie dgnamique séculaire du probléme
des trois corps sont mis a mal par de telles valeurs élevéesxdentricités. Par conséquent,
les études portant sur la dynamique séculaire non-résasant principalement des travaux
purement numériques (“n-body codes”).

Les objectifs des études numériques sont divers. Citomgxgenple, [Chiang et al., 2001]
et [Lissauer et Rivera, 2001] qui ont etudié l'influence diedlinaison mutuelle des orbites du
systemev Andromeéde sur la configuration apsidale et la stabilité & lmrme du systéme.
Ainsi, 'alignement ou anti-alignement des lignes des dgsides deux planétes favorise la sta-
bilité a long terme du systeme. De méme, I'existence d'uynalinent ou d’'un anti-alignement
des lignes des apsides dans les autres systemes non-tSsaréa vérifiée entre autres par
[Ji et al., 2003]. Enfin, quelques travaux exposent des nm&was possibles de formation de
ces systéemes expliquant les configurations apsidalecplégtes et les variations importantes
des excentricités, entre autres [Chiang et Murray, 2002 1@ction avec un disque gazeux) ou
[Malhotra, 2002] et [Ford et al., 2005] (interaction gratibnnelle entre planétes) dans le cas
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du systeme Andromede.

Bien que 'origine, I'évolution et la stabilité des configtions orbitales des systemes plané-
taires multiples peuvent étre généralement bien analysaatégration numeérique des équa-
tions newtoniennes du mouvement, I'interprétation de laadyique du probléme nécessite sou-
vent la mise en oeuvre d’approximations analytiques. Ceséles ont 'avantage bien souvent
de ne pas se limiter & une seule paramétrisation du problémseda permettre une explora-
tion de I'espace des parameétres, et ce dans un temps beaulasupstreint que celui nécessité
par les intégrations numériques. Néanmoins, les apprdkingathéoriques ne sont générale-
ment pas valables dans I'espace des parametres tout enilier'agit de rester attentifs aux
limitations intrinséques des modeles analytiques conssdé&n outre, les études analytiques de
la dynamique séculaire des problemes planétaires comgménne moyennisation par rapport
aux termes dépendant des longitudes moyennes des plahgtasla-méme, éliminent les ef-
fets (de courtes périodes dans le cas d’'un systeme horsargsgrproduits par les résonances
en moyen mouvement qui sont a proximité ainsi que le dévelomgnt possible d’'instabilités.

Rappelons que I'approche analytique coplanaire de Laglageange, classiquement utili-
sée dans le Systéme Solaire ou les excentricités sontdaitatient deux équilibres du pro-
bléme moyenné par rapport aux courtes périodes et rédaitegx I'invariance du moment
angulaire total (cfr Section 2.1), a un degré de liberté (@dagon équivalente deux solutions
périodiques du probléme non-moyenné) : une correspondaliginement des lignes des ap-
sides Aw = 0°) et l'autre a I'anti-alignement de ces mémes lign&ss(= 180°). Il est naturel
de chercher a savoir ce qu’il advient de ces solutions dareslee planétes d’excentricités plus
importantes.

En ce qui concerne les études analytiques ou semi-anagtigqois travaux ont particulié-
rement retenu notre attention. L'approche analytique @ [&t Peale, 2003] est centrée sur un
développement de la perturbation hamiltonienne en fonctiorapport des demi-grands axes
limité a I'ordre 3 et moyenné par rapport aux courtes pésdtectupole-level secular theory”).
Cette approximation est valable uniguement dans le casyd&inses hiérarchiques regroupés
dans la classe Il mais ne contient aucune limitation quertaleurs des excentricités. Cette
approche analytique du probleme ainsi réduit a un degrébeetdi est appliquée a deux sys-
temes extrasolaires supposés coplanaikes (i, = 90°) : HD 168443 ¢ = 0.1) et HD 12661
(o = 0.32). L'étude du premier cas est marquée par la découverte,ldaras d’excentricités
élevées, de deux équilibres supplémentaires du problemelégré de liberté, correspondant a
Aw = 0°. La dynamique du systeme HD 12661 est, quant a elle, nonmsentenfluencée par
une certaine proximité a la résonance 11/2 mais égaleméi dtun rapport de demi-grands
axes trop élevé pour pouvoir étre quantitativement dépatd’approximation limitée au troi-
siéme ordre en.

Une étude semi-analytique du méme probléme a été entregaise le méme temps par
[Michtchenko et Malhotra, 2004]. Elle est basée sur une moigation numérique des inter-
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actions gravitationnelles de courtes périodes et une tidtudu probleme a traiter a un seul
degré de liberté. Cette approche dépend de seulement deamégiees : le rapport des demi-
grands axes et celui des masses. La localisation des pardgiii probleme est obtenue par une
méthode géométrique utilisant les constantes du mouvef@eetgie et moment angulaire to-
tal). L'existence d’une zone de résonance séculaire n@aiie & hautes excentricités (liée aux
équilibres supplémentaires découverts simultanémenfiLparet Peale, 2003]) est ainsi mise
en évidence. Cette étude est appliquée au systeimeiromeéde supposé coplanaire, ainsi qu’a
différentes valeurs des parametres de ce systeme.

Enfin, la généralisation au probléeme non-coplanaire dés ¢arps est traitée par la méme
équipe dans [Michtchenko et al., 2006b]. Apres une moyeiois numérique au premier ordre
des masses, une réduction de I'Hamiltonien a deux degrébet¢él est obtenue grace a I'éli-
mination des noeuds de Jacobi. Dans le cas du systeAraromede, I'étude d’'un plan re-
présentatif de la dynamique contenant les courbes d’Hanndih constant et interprété a I'aide
d’intégrations numériques des équations du mouvemenhgiete mettre en évidence diffe-
rents types de comportement basés sur une libration ou undation des angles,, w, et
A, dont en particulier, a hautes inclinaisons mutuelles dietes, une libration de; appa-
rentée a la résonance de Kozai présente dans le probléemanedes trois corps.

1.5 Plan de these

Dans I'optique d’étudier la dynamique séculaire des sysgeaxtrasolaires non-résonants,
I'objectif de ce travail est de généraliser la théorie sécelclassique de Laplace-Lagrange en
poussant le développement de la perturbation & un ordreisupén excentricités et en incli-
naisons. Il est |égitime de se demander si une telle appatdgtique reproduit avec précision
la dynamique séculaire de systemes formés de deux planmésnpant des excentricités aussi
élevées que celles des systéemes extrasolaires de la TabRolir ce faire, la formulation ha-
miltonienne de ce probleme des trois corps, le développeemegxcentricités et en inclinaisons
de cette derniére ainsi que les concepts fondamentaux Hédae des perturbations sont rap-
pelés au Chapitre 2.

L'inclinaison mutuelle des plans orbitaux de deux planéfes méme exosysteme étant
pour le moment indéterminée, nous considérons, dans ungreamps, le probleme des trois
corps coplanaire. Une réduction de I'Hamiltonien a seulgno@ degré de liberté (consécu-
tive & une moyennisation par rapport aux courtes périodgeaee a la constance du moment
angulaire total) permet, au Chapitre 3, de représentemaisel’espace de phase du probleme
réduit, témoin privilégié de la dynamique de ce problemeedadstabilité de ses équilibres. Le
Chapitre 4 s’essaie, quant a lui, au calcul des fréquencesatleme séculaire. Ces dernieres
permettent la reproduction des évolutions temporellesgs®emes extrasolaires supposeés co-
planaires, et ce par un développement totalement anadytigsé sur les transformations de Lie.

Comme nous l'avons dit, seule est envisagée la dynamiquéesecdes systémes dont les
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périodes orbitales ne sont pas commensurables. La védficdé la proximité des systémes
de la Table 1.2 a une quelconque résonance en moyen mouveshefiiectuée au Chapitre 5,
grace a une méthode de perturbation par transformées de premier ordre des masses. Cela
nous permet d’affiner la classe Il de [Ferraz-Mello et alQ24] en identifiant les exosystemes
supposés coplanaires pouvant étre traités par notre dppséculaire, et ce malgré une certaine
proximité a une quelconque résonance en moyen mouvement.

Méme si la résolution spatiale des systemes extrasolasteampossible pour l'instant, il
peut s’aveérer utile d’étudier la dynamique séculaire detsyes planétaires non-résonants dont
les orbites sont non-coplanaires. Ce probléme tridimemsibpeut étre réduit a deux degrés de
liberté grace a une moyennisation par rapport aux courtésdas et a la réduction de Jacobi.
Le Chapitre 6 est consacré a I'étude des équilibres de cégonetet a leurs implications sur la
structure de I'espace de phase.

Enfin, le Chapitre 7 s’applique a l'identification des pripedies fréquences du probleme sé-
culaire influencant I'évolution & long terme d’un systéniditnensionnel, tant dans un repere
général que dans le repére lié au plan de Laplace. Une attgudrticuliere est également ac-
cordée aux conséquences d’une possible inclinaison nieihgai-nulle des deux plans orbitaux
du systeme Andromede sur la dynamique séculaire de ce systéme.



Chapitre 2

Le probleme des trois corps

L'image de deux orbites elliptiques fixes dans I'espace, muées fournit leprobléme des
deux corpgélestes (cfr Annexe B), est uniquement valable lorsquie ses deux corps sont en
interaction gravitationnelle. Mais c’est sans compteiplegurbations des autres corps célestes
qui les entourent, perturbations qui induisent a long tede® changements dans la forme et
I'orientation de ces ellipses. C’est le cas poupiebléme des trois corps planétamé la masse
d’'un des corpsl¢toile) est nettement supérieure a celles des deux autres desgadnétes
Il s’agit alors de modéliser les interactions des planétes & corps central sans perdre de vue
les interactions entre les planétes elles-mémes.

La Section 2.1 introduit la formulation hamiltonienne dliggie du probleme des trois corps
considéré dans le repére de Jacobi. Cette formulationnegéé au second degré des masses,
approximation suffisamment précise dans le cadre du pra@bfgamétaire. De plus, nous choi-
sissons de développer I’'Hamiltonien en excentricités ehelimaisons. Les étapes principales
du développement sont reprises a la Section 2.2.

Nous obtenons ainsi une expression de I'Hamiltonien soumdade deux problémes de
deux corps perturbés, propice a la mise en place d’une thées perturbations. Le principe
général des perturbations par transformées de Lie ainancalgorithme de calcul simple et
systématique sont explicités a la Section 2.3.

Enfin, nous présentons, a la derniére section, le manipuldésséries symboligue MSNam,
développé au sein de notre université et a I'aide duquel réatisés les calculs symboliques
nécessités par ce travail.

2.1 Formulation hamiltonienne du probleme des trois corps

Considérons le systeme formé par une étoile de magset deux planetes de masses
et m, supposées petites par rapport a la masse du corps centte.adoptons dans la suite
la convention selon laquelle l'indicke(resp.2) fait référence a la planéte la plus proche (resp.
éloignée) du corps central. Nous devons modéliser lesaictiens des planetes avec le corps

23
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central mais également les interactions entre les plapiessmémes.

Ce probleme est un cas particulier du problemerdesrps(corps central de masse, et
n — 1 planetes de masses,;, ms, ... m,_1 €n interaction gravitationnelle) dont les équations
du mouvement, dans uapére barycentriquec’est-a-dire dont I'origine est le centre de masse
desn corps, sont :

d?i; U; — U
=Gy m— i=0,1,...,n—1). 2.1
O | e

Ce systeme différentiel d’ordi: n’est autre que la traduction de la seconde loi de Newton.

Le probléme des corps possede deux symétries qui se traduisent en forneatismil-
tonien par I'existence de cing intégrales premiéeres. Egtdi probleme est invariant tant par
translation dans I'espace’lQue par rotation dans ce méme espadevhriance par translation
revient a considérer l'invariance du centre de masse démsgstLe mouvement de ce dernier
est rectiligne et uniforme dans tout repére galiléen. Emésrde coordonnées barycentriques,
cela méne aux six relations suivantes :

n—1 n—1
dii;
;mu 0 ;m =0 (2.2)

Cette réduction peut étre facilement réalisée par un passag coordonnées héliocentriques
ou jacobiennes. invariance par rotationest, quant a elle, liée a celle du moment cinétique
total (oumoment angulaire totalen norme et en direction, et permet de réduire le probléeme
de deux degrés de liberté supplémentaires. Dans le casypi@rtidu probleme des trois corps,
cette réduction est connue sous le nom d’élimination desdeu réduction de Jacobi (cfr
Section 6.1.1).

Ainsi I'étude du probléme descorps peut se réduire a un systéme d’ofidre- 10 et 'Ha-
miltonien correspondant posséde aldrs— 5 degrés de liberté. Dans le cas du probleme des
deux corps (cfr Annexe B), I'Hamiltonien est intégrablegmu’il peut se réduire a un probléme
d’'un seul degré de liberté, ce qui n’est plus le cas lorsqumiabre de corps est supérieur a
deux. La recherche de la solution exacte n’a des lors plugne et une approximation de la
solution peut étre obtenue grace a la théorie des pertansafcfr Section 2.3).

Afin d’effectuer la réduction du centre de masse au probléesdrdis corps, nous choisis-
sons d’exprimer I'Hamiltonien correspondant au systenfféraintiel (2.1) dans lesoordon-
nées de Jacobie principe de ces coordonnées consiste a repérer chaqo® Igopar rap-
port au barycentre;_; a la Figure 2.1) des corps i, ..., P;_; précédents. Si 'on nomme
(&0, M0, Cos €1, M1, C1, &2, M2, C2) les coordonnées respectives du corps central et des deux pla
néetes dans un repere barycentrique, les coordonnées da ffaco la premiere composante
s’écrivent :

r1 = & — & (2.3)
Ty = & —& — ki€ — o),
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P

FiG. 2.1: Coordonnées de Jacobi

olx; = ——. On peut faire de méme pour les composantet z;. Dans la suite, la notation
0+mi

7; désignera le vecteur position de la planeteconsidéré dans un repére jacobien.

Dans ces nouvelles coordonnées, I'Hamiltonien du probldesetrois corps limité au se-
cond degré des masses s’écrit

Gm0m1 Gmomg 1 (Fl ‘FQ)
- - — Gmimg | o——= — 3
2a, 2a9 |7 — 75 Y

1 (2.4)

Les deux premiers termes de cette expression ne sont rietrel’que les Hamiltoniens de
problémes de deux corps modélisant les interactions eatptahéten; et le corps central
mg. Le dernier terme représente parturbationde ces problemes de deux corps induite par
les interactions des planétes entre elles; il est lui-méongposé d’'un premier terme, appelé
partie directecorrespondant a l'inverse de la distance entre les deugfdaret d’'un second plus
complexe dénommepartie indirecte Nous renvoyons a I’Annexe C pour le détail des calculs
menant a une telle formulation.

Il est important d’insister sur le fait que la formulation42n’est pas une expression exacte
mais seulement une approximation de I'Hamiltonien du protd des trois corps limitée au
second degré des masses. Cette derniére convient au céapkdu probleme des trois corps
vu la petitesse des masses des planétes par rapport a céii¢ode. De plus, il est a noter
gue, a cet ordre en masses, les repéres barycentrique leigjace confondent, le barycentre
du systeme se situant dans cette approximation a I'emplkates corps central.

2.2 Développement de la perturbation en excentricités et en
inclinaisons

Le développement de la perturbation de I'Hamiltonien (2gt)Jabondamment traité dans la
littérature, surtout depuis 'avenement du calcul syndpaisur ordinateur. Il existe principale-
ment deux types de développement : un développement enré@iorbitaux (excentricités et
inclinaisons) utilisant les coefficients de Laplace doatdintage est de ne dépendre que du rap-
port des demi-grands axes et d’ainsi mener a une formulatiorpacte de I'Hamiltonien (e.qg.
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[Le Verrier, 1855], [Brouwer et Clemence, 1961], [LaskaRetbutel, 1995], [Ellis et Murray, 2000)),
et un développement basé sur les polynémes de Legendr@K@audp, 1962]) permettant de ne
considérer que le développement des termes associésuntang qui nous intéresse mais me-
nant a une formulation moins compacte.

Nous choisissons de développer la perturbation de I'Hamiéh (2.4) en série des excen-
tricités et des inclinaisons. Limité au second ordre enmximités et inclinaisons, ce dévelop-
pement est nommidéorie de Laplace-Lagranget convient pour la description de I'évolution
des planétes du Systeme Solaire mais, comme nous le veesirinadapté aux systémes ex-
trasolaires de plus grandes excentricités. Augmentettrtodu développement pour tester son
applicabilité aux exosystemes découverts, tel est I'dibjde ce travail. En pratique, ces dé-
veloppements sont réalisés avec notre manipulateur des9d@Nam (cfr Section 2.4) et sont
basés sur I'algorithme de [Abu-el-Ata et Chapront, 1975)tdwous décrivons les principales
étapes dans cette section.

Les vecteurs’ etr, de I'expression (2.4) peuvent étre exprimeés en fonctionéfaments
orbitaux (a, e, i,w, (2, ) décrits & '’Annexe B :

x cos{) —sin€) 0 1 0 0 cosw —sinw 0 rcos f

y | =1 sinQ cosQ 0 0 cosi —sint sinw cosw 0 rsin f

z 0 0 1 0 sint cost 0 0 1 0
(2.5)

En exprimant la relation précédente en fonction du rappcau lieu de I'inclinaison elle-méme,
nous obtenons

x1 = 1y [cos(fi +wi+ Q)+ 2sin® L sin (f; + wy) sin Q]
o= 1 [sin (fi +wi + Q) — 2sin? % sin (f1 + wy) cos Ql} (2.6)

21 = n [QSin%cos%sin(flewl)},

et identiquement pour la seconde planete. Linterprétatie ces équations dans le cas d'un
systéme coplanaire est aisée puisque les équations seriraiors a

ry = T1COS(f1+CU1+Ql), To = TQCOS(f2+CU2+QQ) (27)

Yy = rlsin(fl—i-wl—i—Ql), Ya = rgsin(f2+w2—|—§22).
L'angle w; 4+ ©2; donnant la position du péricentre et 'anomalie vrgi€tant 'angle compris
entre le péricentre et la planéte, sommer ces deux angles correspond donc bien a repérer la
planéte dans le plan commun du mouvement.

Par définition de la longitude moyennig(cfr Annexe B), I'anglef; +w; + Q2; est équivalent
a l'angle \; + f; — [;. Nous souhaitons exprimer les normeset les anomalies vraie§ en
fonction des demi-grands axes et des excentricités. Pofaime nous pouvons utiliser les
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développements en série classiques suivants :

cos(f—1) = 1—e2+ 75 + ... 6[522 51148: + ...]cosl
+e2[1 — 1598 .| cos2l + €*[2 — 3;§2 +..]cos3l + ...
sin(f —1) = [2—5L+511464+ Jsinl (2.8)
+e2[2 — 452 + ] sin 2l 4 e[8L —39 4 Tsin3l 4. '
L= 1+ 4. —e[l -2 45 4 Jcosl
—e [———+ Jeos2l —e3[2 — L 4 Jcos3l+ .. .

Ces développements présententéaactéristique de d’Alembedans les coupleée;, ;) et
(e2,15), C'est-a-dire que le coefficient des jl a pour facteurs’ et une série en?. En d’autres
mots, pour chaque terme, I'exposantedest au moins égal au multiple det de méme parité.

Un fastidieux calcul nous permet de trouver le produit Soaldes vecteurs de positioh:

4
cos S

[cos S — cos? 2 cos (S — 2f; — 2wy )]

21

2
L — sin 72 cos S — cos® L cos (S + 2fo + 2ws)]
(71|72) = riry 5

(2.9)

+281n'Elcos%sm%cos%2 [cos (f1 + w1 — fo — w2)
—cos (fi +wi + fo + wo)]
\ +sin2%sinz%2 [cos S 4 cos (S — 2f; — 2wy + 2f5 + 2ws)],

ousS = fi+w+Q; — fo —ws — . Cette expression peut étre convertie en une série dépendan
uniquement desin 1” grace a un developpement de Taylor des quantités:  |’expression
obtenue est paire eﬂn “ etsin 2. De plus, ce prodwt scalaire présente la caractéristigue d
d’Alembert dans les couple(sln , fi +wi) et(sin 2, fo 4+ wy). D’'un point de vue pratique,
les développements en excentricités et en mclmmsoris:&»:ep ci-dessus seront pousses a un
ordre fixé qui conditionnera les valeurs maximales des dxcéas et des inclinaisons pouvant
étre traitées par notre approche.

A l'aide des développements (2.8), nous obtenons pour teepadirecte :

GIEC!
3 = ? 08()\1 )\2)

"2 2 , (2.10)

—|' F1(81n 2 S Z2 61,62,)\1 )\2,)\1—Ql,)\Q—QQ,)\l—wl,)\Q—WQ),
2

oUw; = w; + (; et ou le premier terme correspond a une inclinaison et urengsicité nulles,
auquel cas I'anomalie vraig est égale a 'anomalie moyenfet le rayon est de la méme lon-
gueur que le demi-grand axe (puisqu’une excentricité ragteespond a une orbite circulaire).
Le second terme, quant a lui, est de I'ordrecgler,, sin % ousin 2

De méme, nous calculons la distance entre les deux planétes :

7?1 —F2‘2 = 7’% +7’§ — 2(7:’1|7_’»2)

= a’ [1 - (Z—;)Z -2 (g—;) cos(A; — )\2)] + a3 by, (2.11)
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ou
a3l = alGy(e, )\1.— wl)_+ a3Ga(eg, Ay — @)
+aja;G3(sin %,Siﬂ%, e1, 2, A\ — A, Ay — 1, Ao — Qo Ny — @1, Ao — ).
(2.12)
Les fonctionsrFy, Gy, G2 et GG présentent la caractéristique de d’Alembert dans les esupl
(sin 3 4N — ), (sin 2, Xy — (), (e1, A1 — 1) €t(ez, Ay — @2).

Par un développement de Taylor de I'expression, nous obgeno

2n - 1)
— - =D+ § R ALY 4 DS 2.13
|7’1 — 7"2| ( )

n>1

—-1/2

oD = [1 ()2 - 2(2) cos(As — AQ)]
Un développement en série de Fourier/egf@ ! donne le résultat suivant :

D™ =3" BV cos k(M — M), (2.14)

k>0

ou les coeﬁicientst"“)/?, dépendant uniqguement du rapport des demi-grands axégson
peléscoefficients de Laplacet sont les fonctions hypergéométriques :

2k +2n —1 on+1 2n+1 2
BEn/2 _2<a> (2k + 2n — D! F( ntl 2kl (%) ) (2.15)
2 2

(2k)1(2n — DI 2 7 2

Ces derniers présentent une singularitéggn: 1. De plus, on peut montrer que, pour des
valeurs du rapport des demi-grands axes relativementpdtitest-a-dire< 0.5), la série de
Fourier deD?"*! converge relativement vite, contrairement a des grandesngade ce méme
rapport pour lesquelles la convergence est plus pauvne,duie le rayon théorique de conver-
gence soit unitaire (convergence payfa,; < 1).

En rassemblant toutes ces expressions, la fonction hameitine est de la forme :

Gm0m1 Gmomg

H=— _
201 202 il +2 lial+2 2.16
. 13| +21: . j4|+27
Gm1m2 Z Ak Ji |J1\+2u \j2|+2i2 sin 2! e sin L2 e cos D, (2.16)
a9 2 2
k,iy,gi,l€ed
ou @ est la combinaison d’angles
O = [(k+j1+ Js)A — (K + ja + Ja)Ae — Jiww1 + oz — Jah + Jafda, (2.17)

avec les indicesk, i;, j;, I € 4) étant des entiers, positifs pol, i;, [ € 4) et tels quejs + j4

est pair. Les coeﬁicientﬂfl’j’ dépendent uniquement du rapport des demi-grands axeslg3our
raisons de limitation du développement & un ordre fixé évesjaédessus, il sera indispensable
de vérifier la convergence numérique de la série (2.16) aoamé¢ application a un systeme
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extrasolaire (cfr Section 2.3.2). L'Hamiltonien préseidtee stade, six degrés de liberté.

Le développement (2.16) est particulier puisque, lorstureddditionne les coefficients des
angles présents dans la combinaiggmous obtenons une somme nulle. Ceci traduit le fait
gu’ajouter une quantité arbitraire a chacun des angles w&ieque 'origine des angles et non
les forces. De méme, le développement (2.16) doit étreiaviesi I'on change le signe de tous
les angles, c’est pourquoi il ne contient que des termesrfaes On peut également modifier
simultanément les signes des inclinaisons sans changestiE2me a traiter. Par conséquent, il
faut que la somme des exposapts + 25 et|j4| + 2i4 Soit paire, autrement dit que la somme
Jjs + j4 SOit paire. Toutes ces propriétés sont a mettre en relat®nlanvariance du probleme
par rotation (cfr Section 2.1). Enfin, une derniere partidt# de I'expression (2.16) est qu’elle
posséde a son tour la caractéristique de d’Alembert dagsiggdes e;, A\ — w1 ), (€2, Ao —w2),
(sin 2, A\ — Q) et(sin 2, Ay — ).

Dans la suite, nous exprimerons la série (2.16) en fonceésrétéments de Delaunay modi-
fiés repris & I’Annexe B et limités au second degré des masses :

A; = longitude moyenne de; Li = miv/Gmoa;
p; = —longitude du péricentre de; (= —w;) P= L, [1 — /11— e?}
¢; = —longitude du noeud de:; (= —2;) Qi = Liy/1—¢?[1—cosiy.

(2.18)

2.3 Théorie des perturbations par transformées de Lie sym-
plectiques

Il est possible de trouver un ensemble de variables canesigug), p € R" etq € IT", tel
gue I'Hamiltonien (2.16) puisse s’écrire sous la forme

H(p, q) = Ho(p) + €Hi(p, 9), (2.19)

oU e est unpetit parametreCe systeme hamiltonien est ditasi-intégrablede part le fait qu'il
consiste en uprobléme intégrablé{, (de solutionp = cste etq = wyt avecw, = dHy/Ip)
faiblement influencé par ungerturbation’;. Une telle formulation s’obtient en introduisant
descoordonnées angle-actiaiu probléme intégrable dans le probléme perturbé.

Dans le cas planétaire du probleme des trois corps qui ntéregse, un choix de variables
possible menant a la formulation (2.19) est constitué mavédgiables de Delaunay modifiées,
variables qui introduisent bien une formulation anglaeactle la partie intégrable (cfr Annexe
B). Le parametre est, pour ce probleme, de I'ordre de la masse de Jupiteme&pren masse
solaire, soit de I'ordre de0~3. En effet, le développement de I'Hamiltonien (2.4) limité a
second degré des masséX 1, m,/m3)) est tel que la partie intégrable est, pour sa part, du
premier degré des masse&3((n;/my)). Ainsi la perturbation exercée par la seconde partie sur
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la partie intégrable n’est que du premier degré des masssszedireO(m;/mg) ~ 1073,

Le flot généré pai, est une approximation de la dynamique réelle du problémpras
(dans le sens ou ce flot dévie de la trajectoire réelle d'umaiifé de I'ordre de I'unité en un
temps de l'ordre dé/¢). La but de lathéorie des perturbationsst de chercher une meilleure
approximation de la solution (valable sur des temps plusdg@uel /¢). La théorie générale-
ment utilisée et sur laquelle repose ce travail est basdestransformées de Lie symplectiques
et est I'objet des travaux de [Hori, 1966] et de [Deprit, 19088 son utilité a plusieurs reprises
au cours de ce travail, nous nous permettons, ci-apréspgelex le principe général de cette
méthode.

2.3.1 Transformées de Lie symplectiques et algorithme de lcal

Supposons une transformation des coordonméesys les coordonnées développée en
série de puissance du petit parametet proche de l'identité

r=X(y,e) =y+eXi(y) +EX(y) + ... . (2.20)

Poure suffisamment petit, cette transformation est toujoursrsitaée

Y=Yz e) =2+ () + V() + ..., (2.21)
et peut étre définie comme la solution du systeme auxilidg@guations différentielles
d
d—f = W(z,e) (2.22)

pour les conditions initiales(¢ = 0) = y. Cette transformation (dépendant du paramétre
est alors considérée comme un flot engendré par un systemeatiéns différentielles non
autonome. Notons que, poasuffisamment petit et étant donné la transformatiea X'(y, ¢),
on peut toujours prendre podnamp de vecteurs générateur

0X (y,¢)

Wz, €) = [7] . (2.23)
Oe =Y ()
Considérons le cas des systémes hamiltoniens. lls sorttédsgs par la relation
i=JHL, (2.24)

ou J est lamatrice symplectique principal®ous souhaitons maintenir le caractere hamilto-
nien du systeme. C’est pourquoi il est nécessaire de nedteele groupe des transformées de
Lie au sous-groupe des transformées de Lie symplectiqoes,lesquelles il faut et il suffit
d’'imposer que le champ de vecteurs générat®soit un champ hamiltonien, c’est-a-dire

wW=Jgwr. (2.25)
Ainsi, nous définissons lagsansformées de Lie symplectiquesmme les transformées =
X(y,e) =y + eXi(y) + X (y) + ... solutions du systeme hamiltonien auxiliaire

dx

- = IWTL. (2.26)
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Enfin, la transformée(y, ¢) de toute fonction analytiqug(z, €) par la transformation (2.20)
engendrée par le champ de vecteurs générateur (2.26) estalpar

9(0.0) = FX( 60 = 3 S Do), (2.27)
i>0

ou la derniere égalité résulte simplement du développementaylor ene de la fonction
f(X(y,e€),€) autour dee = 0. L'opérateurD est défini par

D)= L awr 2y (o), (2.28)

ol (f; W) désigne Igparenthése de Poissales deux fonctions :

of W OW of
dq; Op; 0q; Op; .

(fsW) = LLIWE =

i

(2.29)

Les formules (2.27) et (2.28) permettent de décriralgorithme de calcusimple et systéma-
tique :

Soit la fonction analytique
Ei
fla,e)=>" =) (2.30)

et le champ de vecteurs générateur

Ei

i—0 7!
on construit successivement les fonctions intermédiq‘if‘@ﬁx) du développement
des dérivees

@ N0
151 (X(y,6),6) = ; @) (2.32)
par la formule de récurrence :
19 = 0+ 30 CE (£ W) (2.33)
k=0
ouCt = () = WLR), La transformée(y, €) de la fonctionf(z, ) est alors donnée
par _
€' i
9(y.€) =Y T [ é)(x)] ) (2.34)

=0
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(0)
0

1(0) f(l)

0 1 2
o

0 1 2 3
0o g

0 1 2 3 4
O A

TaB. 2.1: Triangle de Lie

La récurrence est plus facile a visualiser si I'on considésgonctions intermédiaireﬁ(j)
disposées, comme a la Table 2.1, en un triangle apipaigle de Lie Le calcul d’un élément
implique uniquement les fonctions de la colonne précédsitiées au-dessus ou a la méme
hauteur. De méme, il ne demande la connaissance que/deont I'indice k est inférieur ou
égal au numéro de la ligne de la fonction intermédiaire diedqui se trouve étre également
la somme des indices).

Cet algorithme sera utilisé dans la suite pour la transftonae fonctions hamiltoniennes,
ce qui revient a considérgr= H dans I'algorithme précédent.

2.3.2 Cadre hamiltonien et équation homologique

Pour I'Hamiltonien présenté a I'équation (2.19), I'algbme de Lie se résume a résoudre,
a chaque ordré, un méme type d'équation, diégjuation homologique

n

Y A~ (W) = - Y wi%, (2.35)
=1

. oM
OUw; =
Ip;

I’'Hamiltonien Hf)o) dépend seulement des momemtsSi I'on développe en série de Fourier le
premier membre de 'égalité (2.35)

Hy —HY = Z Ciy in,...in, COS (Z ile) + iy ia,....in SID (Z izQz)] . (2.36)

01,82, yin 1=1 =1

et ﬂék) représente une quantité connue. La derniere égalité dedauhit que

la solution peut formellement s’écrire :

Ciyigo..vin S ) Siiig.. i v
W, = Z l Lizin S (D011 01G2) _ Pigyiz,in €08 (Zl_12lcﬂ)}. (2.37)

i1w1+...+inwn i1w1+...+inwn
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Afin d’assurer I'existence et la convergence du génératéLit est bien sr nécessaire de véri-
fier gu'aucun des dénominateurs de cette expression roggbtoche de zéro. Deux possibilités
peuvent ainsi poser probleme : soit tous les indices sost @k i = ... = i, = 0), soit
on est dans un cas de résonance (ou, plus précisément, anjéodiune résonance exacte).
Dans les deux cas, les termes incriminés doivent étre intzlns le nouvel HamiltonieH((]"”),
les autres termes étant intégrés pour former le génératela wlansformation (2.37). Ainsi,
dans un cas hors résonance, il faut et il suffit de choisir

MY = (HY), (2.38)

ou (—) signifie la valeur moyenne sur les angles. Quant & la conmeegdes différentes sé-
ries, une preuve rigoureuse peut étre évitée en limitambblfée le processus a un ordre fivii

de termes, suffisamment élevé que pour assurer un resteakortt. Dans ce travail, aucune
démonstration de convergence de séries ne sera effectaéicroissance des contributions
aux différents ordres sera seulement vérifieée jusqu’a ureatanné (i.e. aucune estimation des
restes), en suivant la tradition des astronomes et non dé®maticiens, comme cela a été mis
en exergue par [Poincare, 1892] (Volume Il, Chapitre VIDans la suite, nous emploierons
I'expressionconvergence numériqumur faire référence a cette décroissance des contrilsution
sans évaluation des restes.

Ainsi dans le cas général ou la partie intégra?d@ de I'Hamiltonien (2.19) dépend des
momentsp;, la moyennisation de Lie méne a une formulation, que I'ore ftotindépendante
des variables angulaires, et le systeme associé est ampl&®ment intégrable et trivialement
intégré (les nouveaux moments deviennent constants ebiegaux angles sont tout simple-
ment des fonctions linéaires du temps).

Si le probleme est dégénéré, comme c’est le cas pour le pneldies trois corps oHéO)
n’est fonction, dans les variables de Delaunay modifiees,dgs moments,; associés aux
variables rapideg;, seule une moyennisation par rapport a ces derniers argjlpsssible, le
petit parametre étant alors, comme nous I'avons vu, derkodé la masse de Jupiter exprimée
en masse solaire. Cette moyennisation par rapport auxesopgtiodes menant a la formulation
du probleme des trois corps séculaire est traitée aux Chadi 5 et 6.

Pour obtenir les fréequences de ce probleme séculaire, nmassaégalement recours, aux
Chapitres 4 et 7, au triangle de Lie pour moyenner I'Hamitarpar rapport a ses angles sécu-
laires. Enfin, la derniere moyennisation du Chapitre 7 pri&sen cas de résonance gu'il sera
nécessaire d’écarter par une autre application de I'dtyog de Lie.

2.4 Le manipulateur de séries MSNam

Les calculs symboliques nécessités par ce travail portendes séries qui comptent des
milliers de termes, rendant illusoire tout traitement n&nls sont réalisés a I'aide d’un mani-
pulateur de séries symbolique, le MSNam, qui a été dévelapein de I'unité de Systemes
dynamiques de notre université. Cet outil est basé surd’akcrite dans [Henrard, 1986]; sa



34 Chapitre 2. Le probléme des trois corps

TAB. 2.2: Exemple de série codée avec MSNam

kg

Ly, S Sy, E; FE, Coefficient
0.3238849876021156 E-01
-0.1619424938010578 E-01
-0.1619424938010578 E-01
0.1619424938009003 E-01
0.1619424938009003 E-01
-0.8056124741380118 E-02

X p1 P2 o1 2| L
-1

—_

COS
COS
COS
COS

o O O O o

COS

O OO OO

R NOOOO
P ODNO OO

O OO O oo
O OO O oo
O OO0 O o
© O O O O
O OO O oo
O OO O oo
O OONOPF
OO O0OONPkF

COS

version initiale en Fortran 77 est due a Michéle Moons. Lespgs en Fortran 90 et ses der-
nieres ameliorations ont été réalisés en 2004 par Jacquearde

Ce calculateur symbolique est congu pour manipuleisdeies de Poissode la forme

ST A, xﬁl...x;p{c?s}(ml F ot By, (2.39)
ity J1da St
J1---Jq
c’est-a-dire des séries de Fouriergeariables angulaires; ...¢, dont les coefficients sont des
polyndmes degp variablesz;...x,. Les arguments$j;...J,) et les exposant§;...i,) sont des
entiers et les coefficientd;,. ;, sontdes réels.
J1--dq

Dans le programme MSNam, les arguments, les exposants @tdination selon laquelle
I'expression est une fonction “sinus” ou “cosinus” sont@hés dans un tableau d’entiers dont
les dimensions peuvent étre spécifiées par I'utilisatees ;cbefficients sont stockés dans un
tableau de réels double précision. Chaque série est idenpiéir un entier indiquant la position
du premier terme de la série dans les tableaux. Diversesitiges sont disponibles dans le
package de sous-routines du MSNam : addition, multipbeagit dérivation de séries ou tron-
cature de la série a une précision numérique donnée ne sontapercu des possiblités.

A titre d'illustration, nous reprenons, a la Table 2.2, uareple de série codée avec MSNam
dans les mémes variables que celles utilisées pour traitex probleme. Les variables trigono-
meétriques sont celles de Delaunay modifiées (cfr Eq. (2. @&)ant aux variables polynémiales,
nous choisissons de travailler avec les quantités sansdiore

2P, 2Q);
et Si — 5
Li LZ

(2.40)

également fonctions des variables de Delaunay modifiée€efpitres 3 et 6 pour plus de dé-
tails sur ces variables). Il est a noter que seuls les monigemis sont pas sans dimension.
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En pratique, nous effectuons un changement de variablestdessrendre tous les moments
non-dimensionnels :

Li = mM;y/ Gmoai L;k = Lz/ [(ml -+ mg)\/ Gm0a2:|
P=Lill=yI=&|  — Pr=PB/[(m+ma)vGmgas) (2.41)

Qi = Li\/ 1-— 622 [1 — COS ’Ll] Q;k = QZ/ [(ml + mg)v Gmoag} .

Ainsi, les momentd.; sont sans dimension puisqu’ils valent

Lt = uva et Ly =1—p, (2.42)
avec a m
as my + my

Il en va ainsi pour les autres quantites = /2P /L! et S} = /2Q*/L?. Une telle formula-
tion des variables présente un avantage considérableéries se dépendent que des rapports
des demi-grands axes et des masses, et non des valeurduletl®s de ces quantités. Afin de
ne pas alourdir les notations, ce changement de variahlessas-entendu dans les chapitres
suivants.
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Deuxieme partie

SYSTEMES COPLANAIRES






39

A cause des limitations actuelles des méthodes de détetgoaléments orbitaux oscula-
teurs des planétes extrasolaires ne sont pas entierentennd@s. En particulier, nous avons
VU que la mesure des inclinaisons des planétes reste uruggnebléme qui se traduit égale-
ment en une pauvre détermination des masses des exoplaretdgss des valeurs minimales
sont a présent connues.

En raison de I'absence d’information concernant les imisians relatives des planetes d’'un
méme exosysteme, les premiéres études, tant analytigeesuguériques, ont considéreé I'hy-
pothése d’orbites planétaires coplanaires dont le plaiabtommun est incliné déo° par
rapport au plan du ciel. Cette derniere précision signifie lgg masses réelles des planétes de
tels systémes coincident avec les valeurs actuellemeatv@®s de ces masses.

De méme, nous nous limitons, dans cette premiere partig&ta@de des systemes copla-
naires formés de deux planetes hors résonance en moyen meoivéCes derniers constituent
une premiére étape intéressante pour la validation de naid®le analytique basé sur un dé-
veloppement en excentricités (et en inclinaisons dansdaeleasystemes non-coplanaires) des
perturbations séculaires entre les deux planetes. En effahe s’il semble évident que I'ap-
proximation de Laplace-Lagrange est inapte a décrire lepootement de systemes d’excen-
tricités importantes, il est intéressant d’examiner sipenssant ce méme développement a
un ordre supérieur (I'ordre 12 en excentricités par exejnplest possible de reproduire avec
précision la dynamique séculaire de systemes coplanarddet planétes arborent des excen-
tricités aussi élevées que celles des systemes extrasotkeia Table 1.2.
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Chapitre 3

Résonance séculaire non-linéaire du
probleme coplanaire des trois corps

Le but de ce premier chapitre consacré aux systemes exr@sotonstitués de deux pla-
nétes dont les plans orbitaux sont coplanaires est d'étadiytiguement les possibles réso-
nances séculaires responsables de I'alignement ou &rieatent des lignes des apsides des
deux planetes, dans la suite également dénomrégesances apsidaleRappelons encore que
seuls les systemes hors résonance en moyen mouvement ssiacés dans cette étude.

Notre approche hamiltonienne du probleme séculaire capkanles trois corps est basée
sur une moyennisation du développement en excentricigntieractions entre les planetes,
par rapport aux courtes périodes, au premier ordre des maddaisant le probleme a deux de-
grés de liberté. Afin de s’assurer de son applicabilité agiesyes extrasolaires d’excentricités
modérément élevées introduits au Chapitre 1, nous vérjfiotes Section 3.1, la convergence
numerique du développement calculé jusqu’a I'ordre 12 emmixicités. Un grand intérét de
ce modele analytique est qu’il ne dépend que de deux paresnde rapport des demi-grands
axes et le rapport des masses. Il n’est par conséquent pasdigy des valeurs que pourrait
posséder I'inclinaison du plan orbital commun par rapponpkan du ciel ; les résultats du pré-
sent chapitre ne sont donc en rien tributaires des limiteselies de détection.

La Section 3.2 traite de la réduction du probleme séculaine seul degré de liberté réali-
sable grace a l'intégrale premiére du déficit de moment anmgulconséquence de l'invariance
par rotation du probléme). La représentation géométriguiéedpace de phase de ce probleme
a un degré de liberté est dés lors possible et nous choisisbatiliser 'approche sphérique
introduite par [Pauwels, 1983] ne présentant aucune sanitgirtificielle. Les courbes d’Ha-
miltonien constant sont aisément dessinées dans cet egaaggue au moyen de l'intégration
numérique des équations différentielles; elles représeies trajectoires du systéme réduit a
un degré de liberté le long desquelles les valeurs extrénue excentricités et le comporte-
ment de la difféerence angulaire des lignes des apsidesit{biorou circulation) peuvent étre
déduits.
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En ce qui concerne I'approche linéaire de Laplace-Lagratgdiée, pour sa part, a la Sec-
tion 3.3, une transformation de découplage permet de digterries fréquences linéaires du
systeme. Les fréquences non-linéaires exigeant la miselenmed’une théorie de perturbation
d’ordre plus élevé en excentricités feront, quant a ellebjdt du Chapitre 4.

Enfin, la représentation de I'espace de phase met égaleménidence les équilibres du
probleme réduit a un degré de liberté (ou pbles dynamigidg)bles excentricités, seuls deux
équilibres stables existent, I'un correspondant a I'aigent des lignes des apsides et I'autre
a I'anti-alignement de ces mémes lignes. A modérées et hantentricités, une zone de re-
sonance séculaire non-linéaire peut apparaitre. Cetteéder découverte numériguement par
[Michtchenko et Malhotra, 2004], peut étre reproduite amgrceés par notre modéle analytique
dans le cas d’excentricités modérées, comme le montre teo8&c4. Aucun systeme extraso-
laire actuellement découvert ne se situe dans cette zorésdeance apsidale.

3.1 Hamiltonien du probleme coplanaire

Considérons le probleme des trois corps que forment unk éentrale de masse, et
deux planétes d’orbites coplanaires, de massegt m, (m; €tant selon notre convention la
planete la plus proche de I'étoile) et de demi-grands axest a,. Comme nous I'avons vu a
la Section 2.1, I'Hamiltonien décrivant la dynamique de oabfeme peut s’exprimer, dans les
coordonnées usuelles de Jacobi, de la fagon suivante

Gmom,;  Gmgms 1 (71]7%)

H = - - - GmlmZ = 1 3 )
2a, 2a, |7 — 7% s

(3.1)

ou les notations; etr; représentent, respectivement, le vecteur position etia@&aolu vecteur

position du corpsn;. Rappelons que cette expression est obtenue en limitagvidappement

au second degré des mass@é(.;m,/m?)). Ce niveau de troncature est suffisamment précis

en regard de I'objectif visé : considérer des planétes des@sasomparables a celle de Jupiter.
En développant la perturbation en série des excentricitdesinclinaisons comme expli-

cité a la Section 2.2 et en ne considérant de I'expressidi6)ainsi obtenue que la partie

indépendante des inclinaisons des planetes, I'Hamiltodiieprobleme coplanaire s’écrit

H Gm0m1 Gmomg Gm1 mo

k 14211 [j2|+2d2
E AL i jrga €1 es cos®, (3.2)

2a1 2as a2 =
kyi1,42,71,52

ou @ est la combinaison d’angles
b = [(k‘ +j1))\1 — (k’ +j2))\2 — J1701 —|—j2w2]. (33)

Les indices k, i1, is, j1, j2) SONnt des entiers, positifs polk, i1,i5). Les coefficientszlfl@M2
dépendent uniqguement du rapport des demi-grandsaxes. Deux particularités de ce dé-

veloppement déja évoquées a la Section 2.2 méritent d’&eugeau soulignées. Premiere-
ment, la somme des coefficients des anglest w; présents dans I'expression (3.3) est nulle.

Deuxiemement, I'Hamiltonien (3.2) posséde la caraciguistde d’Alembert dans les couples
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FiG. 3.1: Graphe de la quantit = /2P/ L en fonction de I'excentricité. Pour des valeurs
de I'excentricité inférieures @5, les deux quantités sont trés proches.

(61, Al — ?Dl) et (62, Ay — ?DQ).

Notre choix de variables canoniques s’est porté sur lesabies classiques de Delaunay
modifiées, également limitées au second degré des massesjra S

A; = longitude moyenne de; Li = m;vGmya; 3.4
p; = —longitude du péricentre de; (= —w;) P= L, [1 — /11— e?} ) (3.4)

A la place des excentricités, nous utilisons les expressibon= /2F;/L; sans dimension et
directement reliées aux variables de Delaunay modifiéanaRpions que pour des excentri-
cités petites a modéréel; =~ e;, comme le montre la Figure 3.1. Nous obtenons ainsi une
formulation de I'Hamiltonien similaire a la précédente

Gmom;  Gmgeme  Gmymay e e
— k 7114281 paldel+2d2
== 2a, a 2a9 B Qo Z Bil,i2,j17j2 Ly E; cos®, (3.5)

k,i1,i2,51,J2
oUud = [(k + j1) A1 — (k =+ j2) X2 + jip1 — Japo].

Etant intéressés par I'étude de la dynamique a long termecendition que le systéme
ne soit pas proche d’'une quelconque résonance en moyen mentéc’est-a-dire lorsque le
rapport des moyens mouvementsles planétes ne peut étre approché par un nombre rationnel
Z—;, ou les entierg;, ¢ et leur différencey; — ¢, sont petits), nous pouvons moyenner la fonc-
tion hamiltonienne par rapport a sasguments rapides,. Pour obtenir 'expression séculaire
de I'Hamiltonien, nous avons ainsi simplement retiré deotanulation (3.5) les termes dépen-
dant des longitudes moyennes des planétes. Cela revieféciuef une moyennisation “aux
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ciseaux” ou, en d’autres mots, une moyennisation au presnilte des masses. Cela conduit a
la formulation suivante

11,12

K= _Gmm, Z CF . EFt EEY22 cos k(p) — po), (3.6)
2 s

oua;, I; etp; représentent les valeurs moyennées par rapport aux cpérieses. Les particu-
larités du développement (3.2) sont maintenues, a saveitagsomme des coefficients des va-
riables angulaires de I'expression moyennée (3.6) est Btijue la caractéristique de d’Alem-
bert s’exerce a présent sur les coug&s, p;) et (E», p2). En outre, comme cette expression
ne dépend plus des variables les moments associés sont constants et, par conséquent, il
en est de méme pour les demi-grands axetes deux premiers termes de I'expression (3.5)
dépendant des moments constants ont ainsi été supprimeés, I’Hamiltonien étanndéafune
constante prés. De plus, ce dernier dépend uniquement d&lece des longitudes des péri-
centres; — po, Ce qui implique que la somm@ + P, est une intégrale premiére du probleme
(cfr Section 3.2). Cette intégrale, liée a I'invariance doment angulaire total, permettra dans
la suite de réduire le probléme a un seul degré de liberté.

A ce stade, trois remarques concernant notre approche searteelles. D’abord, une hy-
pothése importante de cette moyennisation est qu’ellé pasvalable pour des systémes trop
proches de la résonance. Cette notion de proximité n’estapdement définissable ni quanti-
fiable. Nous nous y intéresserons au Chapitre 5, ou I'onitike quantifier la proximité d’'un
systéme a une quelconque résonance en moyen mouvemendafiet dédentifier les systemes
extrasolaires pouvant ou ne pouvant pas étre traités paraygbroche séculaire. Ensuite, notre
moyennisation n’étant que du premier ordre, nous considéquie les valeurs des éléments
orbitaux osculateurs sont inchangées par la moyennispiomapport aux courtes périodes.
L'erreur commise par cette approximation est plus petite §ocertitude actuelle quant aux
données observées et sera également étudiée plus en détdibpitre 5. Enfin, afin d’assu-
rer une précision optimale, c’est-a-dire une précisiofisarite tout en limitant le nombre de
termes de la série (3.6) a considérer, nous choisissonsiderlie développement a I'ordre 12
en excentricités (i.ek + i, + iy = 6).

Avant d’analyser plus en détail ce modele simplifié, il egpamant de vérifier s’il peut étre
appligué aux systémes extrasolaires, malgré les hautgrgal’excentricités que présentent la
plupart de ces derniers. En effet, il est Iégitime de se deerasi le développement précédent
en excentricités peut représenter la dynamique de cemnsgst@vec une précision suffisante.
Pour ce faire, nous avons calculé la contribution qu’agponaque ordre en excentricités, de
l'ordre 2 a I'ordre 12, pour les différents systemes exti@ses introduits au Chapitre 1, et
reporté cette convergence numériquenrvergence au sens des astronofffEsncaré, 1892]
(cfr Section 2.3.2)— a la Table 3.1. La premiére partie dletabreprend les valeurs des élé-
ments orbitaux osculateurs::= a; /a, (le rapport des demi-grands axes)= m, /(m; + ms)

(le rapport des masses), les excentricitgs:, et la différence des longitudes des péricentres
p1 — po (NOtéew, cfr Section 3.2), seuls éléments nécessaires a I'étudgtigp@ menée dans
le présent chapitre. La seconde partie du tableau reprerabieributions des différents ordres
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TAB. 3.1: EIéments orbitaux osculateurs et convergence ngoedu développement en série
KC (3.6) pour les systemes extrasolaires des classes Iblidetla Table 1.2. Seuls les éléments
affichés en haut du tableau sont nécessaires a I'étude ignialyéalisée dans ce chapitre. Une
bonne convergence numeérique de 'Hamiltonien est vériftde phaque systéme.

v And. v And. HD HD HD HD
2006a 2006b 217107 38529 190360 74156
o 0.328 0.331 0.017 0.035 0.033 0.086
I 0.335 0.334 0.347 0.058 0.037 0.232
e1(0) 0.28 0.254 0.132 0.29 0.01 0.636
e2(0) 0.27 0.242 0.537 0.36 0.36 0.583
v(0) (a0) 0.175 0.456 2.466 —1.274 0 1.063

n contribution d’ordren a I'Hamiltonien/C
2 461079 411079 3.6 107% 1.0 107 5.5107% 2210703
4 21107 16107 1210°% 15107% 73107% 8510°™
6
8

7.2 1079 5.2 1079 3.1107% 1.7107% 8.2 10797 2.5107%
2.2107Y7 1.6 10797 7.6 10707 1.810797 8.3107% 6.6 1079

10 6.6107% 49107 171077 1.7107%®  78107%  1.610°%
12 211071 17107  3.7107%® 15107% 711071  3.81079
HD HD HD HD HD 47 Uma
168443 169830 20206 12661 108874
a 0.077 0.225 0.325 0.324 0.392 0.273
L 0.307 0.416 0.877 0.594 0.572 0.660
e1(0) 0.5286 0.31 0.435 0.35 0.07 0.049
e2(0) 0.2125 0.33 0.267 0.2 0.25 0
v(0) (o) —1.881 1.815 —1.434 —2.257 —4.033 0.279

n contribution d’ordren a I'Hamiltonien/C
2 8.0107% 471079 1.3 10792 9.8107% 6.2 10793 7.8107%
4 6.3 1070 7.6107% 1.21079 9.9107% 7.3107% 34107
6
8

—-11107% 11107 1110 10107 8810°% —1210""
-86107%® 15107 11107 1.1107%  1.1107%®  6.010°1¢
10 —4.2107%  20107% 1.3107% 14107% 151079 14107'®
12 —1.7107% 291077 151077 171077 2110797 291072
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TAB. 3.2: Comparaison des convergences numériques du déeetamp de la perturbation
entiere’H et du méme développement limité aux termes séculdredans le cas d’orbites
coplanaires. Le rapport des demi-grands axes est fix¢a&a = 0.2.

Ordre enE; Série entiére (3.5) Termes séculaires (3.6)
Coefficient Nombre Coefficient Nombre
le plus élevé determes le plus élevé de termes

0 1.01 16 1.01 1
1 1.03 62 0. 0
2 1.05 156 1.62 x 1072 3
3 1.20 310 0. 0
4 1.65 544 2.89 x 1072 6
5 3.15 868 0. 0
6 5.65 1304 3.92 x 1072 10
7 9.74 1860 0. 0
8 2.11 x 10! 2560 5.07 x 1072 15
9 4.40 x 10! 3410 0. 0
10 8.95 x 10! 4433 7.30x 1072 21
11 1.94 x 102 5637 0. 0
12 4.25 x 102 7045 1.22 x 1071 28

a I’'Hamiltonien (3.6), obtenues en sommant les termes didreadonné erf; et E, et en les
évaluant aux conditions initiales représentées en hautluladu. Le facteurGmymsy/a, est
omis dans cette évaluation. La décroissance des contnitsfiest évidente et les convergences
numeériques sont excellentes (contributions d’ordre 1&wéentrel0—°¢ et 10~1°) pour tous les
systémes extrasolaires de deux planétes actuellemeniad¥toet recensés a la Table 1.2.

Remarqguons également la convergence numérique partewaie systeme 47 Uma indi-
guée a titre d'illustration. Comme nous l'avons vu, ce sy&téest assez semblable au Sys-
teme Solaire dans le sens ou il est doté de faibles exceésrigi = 0.049 ete; = 0) et
proche d’'une résonance en moyen mouvement (la résonancé. 'Btdde de tels systémes de
la classe Ib est généralement limitée a I'ordre 2 en exa#dsi(cfr e.g. I'étude des interactions
séculaires entre Jupiter et Saturne, [Murray et Dermof9],%Section 7.3). Nous renvoyons
au cadre théorique bien développé de [Michtchenko et FéMidlo, 2001] pour I'analyse de
I'exosystéme 47 Uma (cfr Section 1.4.1).

Malgré les excentricités importantes, il semble que lationchamiltonienne (3.6) repré-
sente la dynamique du systeme avec une précision suffisaatpie nous limitons le dévelop-
pement a I'ordre 12. Une explication possible des bonnegergances numériques affichées
a la Table 3.1, méme pour des excentricités aussi élevéesetjas des systemes HD 74156
et HD 168443, est le fait que les séries composées des teéndsaises (3.6) semblent mieux
converger que les séries représentant la perturbatiogrer{8.5). Rappelons que nous traitons
ici de la convergence numérique, par opposition a la coeverg mathématiquecenvergence
au sens des géometrfRoincaré, 1892]-. Pour essayer de quantifier cette meglleanver-
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gence numérique, la Table 3.2 reprend le plus grand coeiffié® valeur absolue) de la série
entiere’{ et de la série limitée aux termes séculaikeéa chaque ordre des;. Nous consta-
tons une différence assez importante dans I'ordre de guamigeces termes. Enfin, la Table 3.2
indique également le nombre de termes de chaque série aechedpe. L'approche séculaire
comporte seulemer®4 termes, soit enviroB00 fois moins de termes que le développement
entier composé de8 205 termes (dans le cas ou les termes du type — \,) sont calculés
jusqu'ak = 15). Tous ces facteurs participent certainement a la bonnescgence numerique
de I'Hamiltonien des systémes extrasolaires généraleotm#rvée, méme a des excentricités
assez élevées.

3.2 Reéduction a un degré de liberté et représentation de I'es
pace de phase

Dans 'optique de réduire le probleme a seulement un dedibeatée, nous introduisons les
variables canoniques suivantes

U = Py U= (P + B)/[(m + ma)v/Gmyas]
v=p1—p2 V=P /[(m+m)vGmoay,

ou le facteur(m; + my)v/Gmpas a pour but de rendre non-dimensionnelles les actiéret

V. Seul I'anglev est présent dans I'Hamiltonien (3.6), ce qui signifie §uest une intégrale
premiére du probleme. La constabfeest, en quelque sorte, une moyenne pondérée des carrés
des deux excentricités :

U=u¢a[1—ﬂ]+<1—u>[l—\/@] (3.8)

Cette relation constante implique que les excentricité®nraen sens opposés : lorsque l'une
croit, 'autre décroit. La quantit&; + P, est I'expression, dans le cas coplanaire, d’un in-
variant du systéme séculaire bien connu en mécanique ed@estaptisé par [Laskar, 1997]
angular momentum deficit/ correspond ainsi au déficit de moment angulaire coplanaine n
dimensionnel.

A une constante pres (les deux premiers termes de I'expre€sb)) et a un facteur pres (le
facteur—Gmimy/as) qui peut étre absorbé en redéfinissant I'échelle de teritpemiltonien
s’écrit dans ces nouvelles variables

n n—k (k+2i1)/2 (k+2i2)/2

2V 2AU — V)

K = E ur E E C'fl 2-2[ } {7} cos kv, (3.9)
n>1 =0 =0 Unva Ul —p)

oui, = n — k — i;. Le momentJ étant constant, I'Hamiltonien est ainsi réduit a un seutéeg
de liberté(v, V).

(3.7)

Les trajectoires de ce systéme a un seul degré de libertdesooburbes de niveau de la
fonction hamiltonienne lorsqu’elles sont représentées da repére a deux dimensions. Géné-
ralement, les courbes de niveau sont dessinées dans unopilesl coordonnées polaires sont
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FIG. 3.2: Représentation classique des courbes de niveau dmiftdnien (3.9) dans un plan
paramétré par des coordonnées polaires ou une des exitéatest la distance au centre de
la représentation et ou la différence des longitudes desguires est la variable angulaire. Le
défaut de cette représentation est que le cercle extéaprégente un simple poiat= 0.

FIG. 3.3: Espace de phase sphérique introduit par T. Pauwealsd&o[Pauwels, 1983])

v ete; ouw etey. Un exemple d'une telle représentation dans les planss v, e; sinv) est
donné a la Figure 3.2. Le fait que les cercles extérieurespandent en réalité a un seul point
(e2 = 0 a gauche et; = 0 a droite) introduit des singularités artificielles dans elppeme et
rend plus difficile I'interprétation des figures.

Nous préférons utiliser la représentation de I'espace @seli = cste introduite par
[Pauwels, 1983] et schématisée a la Figure 3.3. Pour ce @irnsidérons I'angle défini par
I'équation

P 1%

1
= = _[1—singl. 1
P+P U o1l —sing) (3.10)
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“pole dynamique” e, =0

“pole dynamique” e, = 0

FiG. 3.4: Projections sur les plais, 2] et [y, z| de la sphére de Pauwels. Les traits les plus
épais correspondent aux courbes de niveau passant patdegggdmétriques (c’est-a-dire les
points de la sphére en lesquels une des excentricités $&gnmans la représentation plus
traditionnelle (cfr Figure 3.2), ces points sont singudjerontrairement a notre représentation
sphérique ou rien ne les différencie I'un de 'autre.

Puisque le quotient’/U se situe dans l'intervall®, 1| (en effetV/U = 0 lorsquee; = 0 et
V/U = 1 lorsquee, = 0), I'angle ¢ est toujours compris dans l'intervaller /2, 7/2]. La va-
riablev = p; — p, est indéfinie aux valeurs extrémes de ce dernier intenvailtesi I'espace de
phase a latopologie d’'une sphere de latitide de longitude. Les valeurs particuliéres = 0
ete; = 0 représentent donc lggles géomeétriquede la sphére : I'excentricité de la planéte
intérieure s’annule au P6le Nord de la sphére et celle dateepd extérieure au P6le Sud. Nous
pouvons dessiner les courbes de niveau de I'Hamiltonié€d) &ir ce nouvel espace de phase
sphérique et, en représentant les projections de cetteesptieles plansr, z|] et [y, z|, nous
obtenons des graphes semblables a ceux de la Figure 3#a lheter que ces projections n’ont
été réalisées que pour une demi-spheére afin d’éviter toutbange du graphe. Ainsi, la projec-
tion dans le plaryy, z] comprend uniquement les portions des courbes d’Hamilbocoastant
qui correspondent a une coordonnégositive ou, en termes de longitudequi correspondent
a une longitude comprise entrel (lorsquey = —1) et 7 (lorsquey = 1), y = 0 représentant
la longitude nulle. De méme, la projection dans le glan| est celle des longitudes comprises
entre O (lorsque = 1) etn (lorsquexr = —1).

Outre les pbles géométriques, deux autres points atticnd attention : ce sont les équi-
libres du probléme a un degré de liberté, également dénompaieés dynamiquesans la suite.
Les équations hamiltoniennes montrent que ces équilibresgués em = 0 (correspondant a
la partie droite de la figure de gauche et au centre de la figudeaite) ety = 7 (correspondant
a la partie gauche de la figure de gauche). Ainsi les équslibogrespondent a I'alignement
et I'anti-alignement des lignes des apsides. L'existereeas equilibres est mentionnée par
[Poincaré, 1892] dans son étude des “solutions périodidada deuxiéme sorte”, dans le cas
de tres faibles excentricités.
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0.36

0.50 -

FIG. 3.5: Projections sur les plafs, z] (& gauchg et [y, z| (& droite) des sphéres de Pauwels
poura = 0.331, 4 = 0.334 etU = 0.0261. L'échelle indique les valeurs des excentricités aux
pbles géométriques et a I'équatedr £ 0). Les traits épais marquent le niveau d’énergie du
systéme) Androméde (paramétrisation 2006b).

Chaque courbe d’Hamiltonien constant divise la sphere er garties. Si les deux pbles
géométriques sont dans la méme partie, le comportemerdmigldv est qualifié ddibration ;
autrement on parle derculation. Les p6les dynamiques sont ainsi les centres des librations
correspondant auwésonances apsidale est important de remarquer que la distinction entre
libration et circulation dépend essentiellement des coumées utilisées pour représenter le
probléme et qu’il N’y a pas de différence du point de vue dyigam entre ces deux états dans
le sens ou on ne peut pas a proprement parler de résonance.

Les lignes de contou€* sont dessinées sur la sphére de Pauwels grace a l'intégratio
mérique des équations différentielles, la direction @graition étant I'intersection du plan per-
pendiculaire au gradient dé* et du plan tangent a la sphére. Le long d’une ligne de coraur,
peut aisément calculer les valeurs extrémes des excéddrainsi que I'amplitude de libration
de la différence angulaire des péricentres

Comme illustration, analysons les planétes c-d du systétnaselairev Andromede dont
les parametres sont repris a la Table 3.1 (nouvelle pareatdn notée 2006b) et dont les pro-
jections de la sphére de Pauwels se trouvent a la Figure B8.BalEs épais sont dessinées les
lignes de contour correspondant a cet exosysteme. Ce destiproche de I'équilibre associé
a la libration de la différence angulaire des péricentrésuaude0°. L'amplitude de cette libra-
tion est d’environ64°. De plus, durant cette oscillation, les excentricités danséies (surtout
celle de la planete intérieure) subissent des variatiopsitantes &; croit de0.02 a0.28 tandis
gue, dans le méme temps,diminue de).28 a0.23. Ces valeurs peuvent étre lues sur I'échelle
graduée également représentée a la Figure 3.5 et donnamatdess des excentricités tant aux
pbles géométriques qu’a I'équateur de la sphere.

Le méme type d’étude peut étre mené pour les autres systétnaesadaires de la Table 3.1.
Les valeurs maximales et minimales des excentricitésnédteie long de la courbe d’Hamil-
tonien constant correspondant a chague exosysteme samdeatoa la Table 3.3. Il y est aussi
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TAB. 3.3: Valeurs des parametréset V' (0) (valeur initiale deV’) ainsi que des maxima et
minima atteints par les excentricités des planetes desmgstprésentés a la Table 3.1 lors de
leur oscillation séculaire. La derniére colonne indiqueyfee de comportement de la variable
angulairev = p; — p, (libration ou circulation).

U V(0) Mmine; mMaxe; Mine; mMaxXey v

v Andro 2006a| 0.0324 0.0077 0.05 0.28 0.27 0.31 lib (0)
v Andro 2006b| 0.0261 0.0063 0.02 0.28 0.23 0.28 lib (0)
HD 217107 0.1025 0.0004 0.13 0.16 0.54 0.54 circ
HD 38529 0.0636 0.0005 0.27 0.30 0.36 0.36  circ
HD 190360 0.0646 3 x 107°7 (.01 0.02 0.36 0.36  lib (0)
HD 74156 0.1596 0.0155 0.42 0.72 0.57 0.60 circ
HD 168443 0.0287 0.0129 0.51 0.57 0.20 0.22  circ
HD 169830 0.0424 0.0097 0.20 0.53 0.21 0.36  circ
HD 12661 0.0296 0.0214 0.09 0.39 0.13 0.37  lib (m)

stipulé le type de comportement de la différence angulasepéricentres (libration ou circu-
lation) et les valeurs des momerifs(constant le long du mouvement) ¥{0) (valeur deV’
correspondant aux parametres initiaux du systeme). Pauraiions de proximité a une réso-
nance en moyen mouvement qui seront explicitées au Chépitreus ne réalisons pas I'étude
des systemes HD 202206 et HD 108874. Trois systemes soct@asas par une libration de
la différence angulaire des lignes des apsides (autrenigr@ndrésonance apsidale) :An-
droméde (2006a ou 2006b) et HD 190360 en libration autoutatignement des lignes des
apsides et HD 12661 en libration autour de I'anti-alignenaences mémes lignes.

Les valeurs individuelles des demi-grands axes et des magssont pas nécessaires a
I'étude de la dynamique du cas d’orbites coplanaires que wenons de mener. Seuls les deux
parametres physiques que sont le rapport des demi-graedsrat le rapport des masses
sont pris en compte dans la représentation de I'espace de.dba plus, comme nous l'avons
évoqué au Chapitre 1, les valeurs des masses des exoplaast@s, actuellement, pas correc-
tement déterminées, en ce sens ou seul le praduiin i, est connu pour chaque planétei;.
étant I'inclinaison du plan orbital di-éme corps par rapport au plan du ciel. Dans le cas d’or-
bites coplanaires, les valeurset i, sont identiqgues. Comme seul est nécessaire le rapport des
masses, les résultats précédemment calculés sont ingépemnies valeurs que pourrait possé-
der I'inclinaison du plan orbital commun, et ne sont donctpastaires des limites actuelles de
détection.

3.3 Fréquences linéaires

Considérons a nouveau la formulation & deux degrés dedilert’Hamiltonien du pro-
bléme coplanaire des trois corps (3.6) et limitons-noussgauemiére approximation constituée
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FIG. 3.6: L'angle2( versus le rapport des masses- m; /(m; + my) pour quatre valeurs du
rapport des demi-grands axes= 0.1,0.25,0.5,0.75

uniguement des termes de degré 2gn

(m1 + mg)
277710

L= [Py + bPy + cv/4P Py cos(p1 — pa)]. (3.11)
Ces termes sont les termes principaux de I’'Hamiltonien patant que les excentricités soient
faibles. Le facteun, = /Gmy/a3 est le moyen mouvement képlériensg. Les coefficients
(a, b, c) valent respectivement= 2C? (1 — pu)/v/a, b = 2C0,p ete = Cj /(1 — p) /y/cv.

Exprimé dans les coordonnées cartésiennes /2P, sin p; et X; = /2P, cos p;, 'Hamil-
tonien (3.11) est quadratique et, par conséquent, lesiégadtamiltoniennes associées sont
linéaires. Ce probléme est apppl®bleme de Laplace-Lagrangkans la littérature. Dans cette
section, nous cherchons a le munir de coordonnées angperatin d’obtenir une expression
des fréquences linéaires du systéeme a deux degrés de.liberté

Pour ce faire, nous avons recours a une transformation pr®ule I'espace de phase
imaginée en premier lieu par [Poincaré, 1892] et génémli€éemment sous le nom de “un-
tangling transformation” par [Henrard et Lemaitre, 20@gtte derniére sera baptisée, dans la
suite,transformation de découplagg se formule :

Yi= Zicos(+ Zysin 8 X1 = Wicosf+ Wysin 3

3.12
Yo = —Zysin 8+ Zycos 8 Xy = —Wisin 3 4+ Wy cos (. ( )

En définissant I'angle? par I'équationtan 28 = 2¢/(b — a) et en introduisant les coor-
données polaireg; = /2P/sinp, etW; = /2P/ cosp}, nous obtenons une formulation de
I’'Hamiltonien quadratique telle que ses deux degrés detétsmnt a présent découplés :

E/:—RQM{[S+VCZ2+C2] P{+[s—\/d2+c2]P2/}, (3.13)
mo

ous = (a+b)/2 etd = (a — b)/2. Notons que la valeur de I'intégrale premiére mise en évi-
dence a la section précédente est conservée par cettotraagbn :P/ + Py = P, + P, =
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(my + may)v/Gmoas U. La valeur de I'angle s en fonction du rapport des massgesst repré-
sentée a la Figure 3.6 pour différentes valeurs du rappdes demi-grands axes.

De la méme maniere que précédemment, nous pouvons re@élentourbes de niveau
de I'Hamiltonien linéaire découplé’ sur un espace de phase sphérique. Semblablement a ce
qui a éte fait a la Section 3.2, définissons I'anglear I'équatiore P/ /(P + P3) = 1 —sin V.
Ce dernier angle définit la latitude de la nouvelle sphérigrigitude étant définie par I'angle
w = p| — p). Du fait de la constance du momefit, I'angle ¥ est lui-méme constant, ce qui
implique que les courbes de niveau de 'Hamiltonien (3.8 sette fois des cercles paralléles
de latitude constante.

Dans le cas présent, la rotation (3.12) peut étre interprEg8ez facilement en considérant
les espaces de phase sphériques obtenus avant et aprasstarination de découplage. En
effet, la sphere de Pauwels obtenue a la Section 3.2 étaiy®des coordonnées cartésiennes
suivantes :

x=Ucospcosv =+/4PPycosv = X Xy + V1Y,

y="U'cospsinv =+/4P,Pysinv = X Y, — XoY; (3.14)
z=U'sin¢ =P - P = (X3 +Y7 - X7 -YP)/2,

avecU’ = P/ + Py = (my + my)vV/Gmpas U. En dénommanta’, 3/, 2’') les coordonnées
cartésiennes de la sphére de latitideet de longitudew (c’'est-a-direx’ = U’ cos V¥ cosw,
y = U'cos Usinw, 2/ = U'sin V), la rotation des variables d’'un angbanhérente a la trans-
formation de découplage (3.12) revient a effectuer physiggnt une rotation d’'un angis?
de la premiére sphere de Pauwels (3.14) autour de fja¥m effet, les relations précédentes
permettent de déduire :

x= a'cos2f+ 2 sin203

y=y (3.15)

z = —1'sin 20 + 2’ cos 2.

Dans I'espace de phase obtenu aprés la transformation demége, les péles géomeé-
triques,e; = 0 etey, = 0, ne sont plus situés aux latitudeg2 et —r /2 mais ont été déplacés
d’'un angle2 le long du méridienv = p, —p), = 0. Les pobles dynamiques de cette nouvelle re-
présentation, centres des cercles concentrigues, soésanisitués aux Péles Nord et Sud ; ils
correspondent aux équilibréy = 0 et P/ = U’. Les courbes’ = cste sont alors les intersec-
tions de la sphére avec les plans paralléles-a z cos 25 + x sin 23 = 0. La Figure 3.7 est une
illustration des sphéres de Pauwels obtenues avant etlagraasformation de découplage. Il
est a noter le comportement typique des courbes de niveaosdiss en lignes paralléles (et non
sous forme de courbes comme a la Figure 3.4), d( a la limitakol’Hamiltonien aux termes
de degré 2 ett; (cfr Eq. (3.11)).

Toutes les trajectoires sont périodiques de période

T™my

T — -
na(my + ma)vd? + ¢2

(3.16)
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FiG. 3.7: Sphéres de Pauwels (projetées dans le[plaf) obtenues avané(gauchég et aprés
(a droite) la transformation de découplage (3.12)
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FiG. 3.8: Fréquences du systeme linéaire (3.23gauche: Logarithme (en base 10) de la
valeur absolue de la fréquendeversus le rapport de masses= m; /(m; + msy) pour quatre
valeurs du rapport des demi-grands axes- 0.1,0.25,0.50,0.75. La période correspondant
a cette fréquence est la périodades trajectoires sur la sphere de Pauwels (cfr Eq. (3.A6)).
droite : Valeur de la fréquencg,. L'unité de fréequence de ces représentations est la fréguen
képlériennd \/Gmy/a3) de la massew, multipliée par le rapport de masée; + ms)/mo.
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Les valeurs des fréquencesde= p| — pl, et dep), en fonction du rapport des masgesont
données a la Figure 3.8 pour différentes valeurs du rappsriddmi-grands axes

3.4 Reésonance séculaire non-linéaire a modérées et hautes
excentricités

[Michtchenko et Malhotra, 2004] ont montré récemment gexiiste, a modérées et hautes
excentricités, uneésonance séculaire non-linéaientre les mouvements des péricentres de
deux planetes d’'un méme systeme dont les orbites sont @panLe qualificatif “non-linéaire”
signifie que cette résonance n’est pas présente a faiblestextés et ne peut donc pas étre
décelée par I'approche linéaire que constitue le probléereaglace-Lagrange (cfr Eq. (3.11)).
Leurs résultats sont obtenus par une approche semi-numégfy Section 1.4.2). Les repro-
duire au moins partiellement constitue un défi pour notre@ge analytique.

Bien sdr, le développement en excentricités limité a I'ertl2 ne permet pas de s’attaquer
a des excentricités trop élevées, mais, comme le montrégsriigures 3.9, 3.10 et 3.11, la
modélisation analytique permet de détecter et de décréeiggment la résonance séculaire
non-linéaire se produisant a excentricités modérées. Bmdsrnier cas, I'approche analytique
permet une analyse beaucoup plus facile que celle effeatpéaetir d’'intégrations numeériques.
En effet, 'Hamiltonien (3.9) et ses dérivées sont des fionst des coordonnées sphériques
(¢, v); les équilibres sont simplement les racines d’une fongbiolynémiale §C* /0¢), I'autre
équation hamiltonienne du probléme réduit & un degré dedilfe/C* /0v) exigeant quer = 0
ouv = 7. Ces racines peuvent facilement étre calculées par uned&itérative, comme celle
de Newton-Raphson. Il est ensuite aisé de conclure a I'émpad’'une zone de résonance sup-
plémentaire lorsque le nombre d’équilibres est supérieleux (les deux pbles dynamiques de
la Section 3.2).

Dans cette section, nous choisissons de nous focaliserutdgmemier temps sur la repré-
sentation des sphéres de Pauwels afin de parvenir a une \nseyttes modifications qui sont
causeées par I'apparition de cette zone de résonance séautei-linéaire. Comme précédem-
ment, les trajectoires sont les courbes de niveait deet les valeurs maximales et minimales
des excentricités le long d’une trajectoire sont facilenoatculables.

Les Figures 3.9 et 3.10 montrent I'évolution de I'espace liigsp lorsque le paramétie
augmente, dans le cas particulier= 0.166 et = 0.5. PourU = 0.05 (Figure 3.9, graphes
supérieurs), le péle dynamique “austral” (localiséver 7, correspondant a I'anti-alignement
des péricentres) se rapproche de I'équateur de la sphéregpidement que le pble dynamique
“septentrional” (localisé en = 0, correspondant a I'alignement des péricentres). Remasjuo
€galement gue les courbes de niveau sont plus déforméesagadedcas d’excentricités plus
faibles (ou, de facon équivalente, dans le cas d’'une vakelrghoins élevée).

Un peu avant qué& = 0.12, des courbes de niveau entourant un troisiéme équilibbdesta
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FiIG. 3.9: Projections des spheres de Pauwels, pour 0.166 etm;/ms = 1, sur les plans
[z, z] (& gauchget [y, 2] (a droite). Les valeurs croissantes deconsidérées sontlé haut en
bag U = 0.05,0.12,0.13. La résonance séculaire non-linéaire (apparition de dguxiBres
supplémentaires) nait un peu avaht= 0.12 et est bien visible lorsqué = 0.13. Les échelles
graduées indiguent les valeurs des excentricités aux pé@sétriques et aux équateurs des

sphéres.
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0 — 0.71
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0 — 075
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FiGc. 3.10: Mémes représentations qu’a la Figure 3.9 pour deteank d’excentricités supé-
rieursU = 0.15 (au-dessuset U = 0.17 (en dessoys La résonance séculaire non-linéaire
disparait un peu aprés = 0.15.

(également situé en = 0) sont créées. Un équilibre instable génére deux orbitesohtdm
nigues qui divisent la sphére en trois domaines associé&sictgaun équilibre stable. Pour de
plus grandes valeurs d§, la taille des domaines entourant les deux équilibresessaitués en
v = 0 s’équilibre (graphes inférieurs de la Figure 3.9 pour letgii = 0.13).

Comme le montrent les graphes supérieurs de la Figure 3sb@ias & = 0.15, le do-
maine entourant I'’équilibre stable septentrional corgida se rétrécir. Des valeurs Iégérement
supérieures dé& voient les équilibres stable et instable de 'hémisphérel e la sphére de
Pauwels fusionner et disparaitre. La topologie de I'esdagqehase qui en résulte est montrée au
bas de la Figure 3.1@/(= 0.17). Elle est essentiellement la méme que celle précédamdiap
tion du troisieme équilibre stable. La sphere n’est plugséiz par des orbites homocliniques. Le
pole dynamique septentrional a disparu, le pble dynamigs&a a migré dans I'hémisphere
nord (toujours ey = ), devenant ainsi péle dynamique septentrional. Le nouyeiliére
occupe une position proche du pdle géométrique austral-er (c’est-a-diree, ~ 0) et joue
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FiG. 3.11: Position des équilibres des spheres de Pauwels geefi3.9 et 3.10( = 0.166
et my/ms = 1). Les courbesV = cste sont pourvues des labels (a) a (f) pour indi-
qguer les niveauXU = 0.005,0.05,0.12,0.13,0.15,0.17 respectivement. La partie droite du

plan (oucosv > 1) est a comparer avec le graphe inférieur gauche de la Figute 8
[Michtchenko et Malhotra, 2004].

a présent le role de péle dynamique austral. Cela signifie prame c’était le cas pour des
valeurs peu élevées dg le systeme est a nouveau organisé autour de deux poles yresn

un env = 0 (pour lequel les lignes des apsides sont alignées) etdauntr = 7 (pour lequel
les lignes des apsides sont anti-alignées).

La Figure 3.11 fait I'inventaire des positions (excentgaile la planéte intérieure en abs-
cisse, celle de la planete extérieure en ordonnée) desatifteéquilibres localisés sur le cercle
y = 0 dans les représentations sphériques précédented)(166 et = 0.5). Afin de prendre
également en compte le positionnement des équilibres sphare, nous attribuons une va-
leur négative &, lorsqu’un équilibre est situé ennégatif ou de facon équivalente en= .
Ces équilibres sont calculés par annulation des équatamdtbniennes grace a I'approche de
Newton-Raphson évoquée en début de section. Les colrbescste sont dessinées dans le
plan (e, e5) pour chacune des valeurs Heconsidérées dans les Figures 3.9 et 3.10. Chaque
courbeU = cste correspond a une sphére de Pauwels, le nombre d'équilibrda sourbe
représentant le nombre d’équilibres présents sur la sphéfe:ste.

Afin de s’assurer que les orbites des deux planetes ne semr@as, la limite supérieure

du domaine de non-collision des orbites est égalementridssdies conditions géométriques
assurant une telle situation sont les suivantes :

a1(1 — 61) < a2(1 — 62) et CL1(1 + 61) < a2(1 — 62), (317)

la premieére imposant que la distance au péricentre de |&f@an soit inférieure a celle de
la planétem, et valable pour = 0; la seconde imposant que la distance a I'apocentre de
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soit inférieure a la distance au péricentrerde et valable poun = = (c’est-a-dire lorsque
'apocentre den, est aligné avec le péricentre dg).

Les équilibres stables sont figurés par les points les plasépour de petites valeurs de
U, ils représentent les deux familles d’orbites périodigsiables (correspondant a l'aligne-
ment et I'anti-alignement des lignes des apsides des deuneéfds) bien connues de la théorie
de Laplace-Lagrange. Entfé = 0.12 et U = 0.15, ils sont au nombre de trois. Les croix
indiquent la position des équilibres instables resporsaties trajectoires homocliniques qui
divisent les spheres en trois domaines distincts. Enfiqpdegs plus fins montrent I'étendue de
la résonance séculaire non-linéaire. Cette zone est éass#at, pour un niveau fixé dé, par
des valeurs de I'Hamiltonien inférieures a celle de I'équd instable correspondant a un maxi-
mum local. La partie droite de la Figure 3.11 reproduit poesexactement le graphe inférieur
gauche de la Figure 8 de [Michtchenko et Malhotra, 2004].

[Michtchenko et Malhotra, 2004] ont étudié la présence diamne de résonance supplé-
mentaire pour différentes valeurs des rapports des masdes demi-grands axes et ont montré
gu’elle n'apparait pas pour tous les rapports. De plus, pousons réaliser le méme genre de
graphe que celui de la Figure 3.11 pour les différents syetamhe deux planéetes actuellement
détectés et repris a la Table 1.2. Aucun de ces systemessiti@sidans la zone de résonance
séculaire non-linéaire, ce qui s’expligue par le fait queedecentricités de leurs planétes ne sont
pas assez élevées que pour atteindre cette zone de rés@oesgpeelle existe).
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Chapitre 4

Comportement séculaire des systemes
extrasolaires supposeés coplanaires

L'approche géométrique menée au chapitre précédent nousriai fes principales infor-
mations quant au comportement a long terme des systemesa@gires supposeés coplanaires,
plus précisément les valeurs extrémales atteintes paxtEneicités lors de leur oscillation
séculaire, la libration ou circulation de la différence alagre des lignes des apsides et I'appar-
tenance ou non a une résonance séculaire non-linéaire.dgnieigk information permettant de
reproduire I'évolution temporelle d’un systeme extrasel&ait toutefois défaut a ce stade : la
fréquence (non-linéaire) de ces oscillations séculaires.

Cette derniére information nécessite la mise en oeuvreedechnique de perturbation par
transformées de Lie, et ce dans l'optique d’introduire dasables angle-action pour I'Ha-
miltonien du probléeme coplanaire séculaire a deux dimerss{et non seulement pour son
approximation linéaire comme cela a déja été réalisé a |adBe8.3). Les Sections 4.1, 4.2
et 4.3 décrivent les différentes transformations a effactlans ce but. L'objectif est double :
trouver une expression analytique des fréquences noailégdu probleme et représenter les
évolutions temporelles des excentricités et de la difiéggeangulaire des lignes des apsides.

Précisons que ces évolutions temporelles sont réalisées grla connaissance des diffée-
rents éléments orbitaux sous forme de fonctions explicitemps, et non par une intégration
numérique des équations hamiltoniennes. C’est pourqus pouvons qualifier notre approche
de théorie totalement analytique.

Les périodes du mouvement, quant a elles, ne dépendent paeoment des rapports des
demi-grands axes et des masses mais également des vatbviduiglles de ces quantités et,
par conséquent, de I'inclinaison du plan orbital commurraggport au plan du ciel. Les valeurs
affichées sont obtenues en considérant I'hypothese d’atiearson ded0° par rapport au plan
du ciel, ce qui revient a considérer que les masses obsergasstuent les valeurs réelles des
masses des planétes.

La Section 4.4 montre la précision des évolutions tempeselbtenues analytiquement dans
le cas du systéme extrasolairddndroméde en comparaison avec celles obtenues par intégra-

61
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tion numérique du probléme non-moyenné par rapport auxespériodes (exécutée avec le
logiciel SWIFT).

Pour ce méme exosysteme, nous étudions également, a larS¢&;j la sensibilité des évo-
lutions a long terme aux valeurs des différents élémentisaopbosculateurs (valeurs initiales
deey, e; et Aw). Au vu des incertitudes actuelles des données obsernaties, une telle étude
est de circonstance et montre qu’une petite variation deséks initiales peut produire des ré-
sultats trés différents du point de vue des périodes du nmemtou du comportement de la
différence angulaire des lignes des apsides.

La Section 4.6 applique I'étude précédente aux systemessekiires du Chapitre 1, a sa-
voir v Androméde, HD 217107, HD 38529, HD 190360, HD 74156, HD 1834D 169830
et HD 12661. Ces systemes sont suffisamment éloignés desmaregss en moyen mouvement
pour que leur dynamique a long terme puisse étre décritepaeéedsion par notre théorie sécu-
laire (cfr Section 5.2).

Finalement, une comparaison avec d'autres études (sealiy)mues ou numeériques por-
tant sur la dynamique des systemes extrasolaires suppsésaires est entreprise a la Section
4.7 et renforce 'idée selon laquelle notre théorie totartanalytique modélise avec précision
I'évolution a long terme des systemes extrasolaires sufyosplanaires et hors résonance en
moyen mouvement.

4.1 Fréquences non-linéaires par transformeées de Lie

A la Section 3.3, nous nous sommes intéressés au calcul épsefices du probleme de
Laplace-Lagrange. De la transformation de découplage2)3it découlé une formulation
angle-action de I'Hamiltonien quadratiqu&, et la connaissance explicite des deux fréquences
de ce probléme (associées aux variables aprées transfomiati P/)). Ces résultats sont mis
en évidence par I'équation (3.13). Pour plus de faciliténmmns

o = —nzwﬂ[s W VBT et V= —n2<mImM[s VETE (41
0 0

les deux fréquences linéaires. Deux autres relations ségalement utiles dans la suite : la
conservation du déficit de moment angulafte+ P, = P, + P; et une egalité additionnelle
découlant de la définition méme de la transformation de délage\/4P, P, sin (p, — p1) =
V/AP[ P} sin(p, — p}). Dans la suite, cette différence angulaire- p, est également notéew
(en référence a la notation plus traditionnelle de la lardgtdu péricentrer). Nous souhaitons
a présent déterminer les fréquences du probléme non+#meéai

Une premiére étape consiste a formuler I'Hamiltonien rinédire limité a I'ordre 12 en
excentricités dans les variables angle-action du probtumadratique :

Gmim 4 4
K'=dP +VP)— a12 2N O L BT EYTE cos () — ph). (4.2)
1,11,i2
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ou les quantitéed’’ sont liées aux moment8’ par la méme relation que les quantit@saux
momentsP;, a savoirE] = /2P!/L;. Elles sont toujours en relation avec les excentricités
mais d’'une maniére plus complexe. Lindicearie de0 a6 et la somme + i; + i (demi-ordre

en excentricités) varie dea 6. La caractéristique de I'Hamiltonien selon laquelle la soerdes
variables angulaires est nulle, est conservée par la tnanafion de découplage. En effet, cette
propriété est équivalente a la propriété d’'invariance derlation hamiltonienne par translation
de chacun des angles d’une quantité arbitrair®ar inspection des formules de découplage
(3.12), on déduit gu'une translation des varialilesp,) par une constante est équivalente a

la translation des variablég), p,) par la méme constante, ce qui explique que I'Hamiltonien
(4.2) possede encore la propriété de somme nulle par ragpges variables angulair@s , p,).

Dans I'optique de développer une théorie séculaire natalne, nous utilisons la théorie
des perturbations basée sur les transformations de Leytdisa la Section 2.3 ([Hori, 1966],
[Deprit, 1969]) et appliqguée grace a notre manipulateuradies introduit quant a lui a la Sec-
tion 2.4. Le but poursuivi est de moyenner I'Hamiltonier2{4oar rapport aux variables angu-
lairesp, et d’'introduire ainsi une formulation angle-action du gésbe non-linéaire.

Dans les notations du triangle de Lie représenté a la Seztime noyauHéO) est composé
des termes d’'ordre 2 en excentrici€®’ + 0’ P;. Grace a la transformation de découplage,
ces termes sont indépendants des variables angulairesmilftanien introduit en entrée dans
le triangle de Lie est tel que les expressicﬁig) le composant rassemblent les termes dont
la somme des puissances des “excentricifésvaut2(k + 1) ; plus particulierement/\” est
formé des termes d’ordre 4 €f1j, Héo) des termes d’ordre 6, ... et finalemeﬂf@o) des termes
d’ordre 12. Comme nous l'avons vu a la Table 3.1, la contidoudes termes d’ordre 2 & 12 est
décroissante (du moins dans le cas d’'une convergence rguaécceptable). Cette décrois-
sance est indispensable a I'utilisation de I'algorithme.ae Notons que le petit parameétre de
la transformation est fixé, dans le cas présent=al.

A chaque ordre, nous sommes confrontéséguation homologiqusuivante ({ék) repre-
sente une quantité connuHék) est un des termes de I'Hamiltonien moyenné dont on cherche
I'expression) :

W, ., 0y

A~ )=~ () = 20

(4.3)

la derniére égalité découlant du fait gf” est fonction des momentg et P, uniquement.
Tous les termes de I'Hamiltonien sont ainsi intégrés poumé le générateur de la transforma-
tion, a I'exception de ceux qui créent des problemespatits dénominateurs” Ces derniers
forment quant a eux ’'Hamiltonien moyenné. Ainsklaeme composante du générateur s’écrit

" N4+211 +210 : / /
B G'mymy Z CihigEl E; sinl(py — ph)

Wi = (@ — )

(4.4)
2 ekt

I(a/—b')2£0

Seule une valeur nulle de l'indicepose un probléeme de petits dénominateurs. En effet, la
Figure 3.8 (graphe de gauche) a montré que la différencerégsences linéaires n’est jamais
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trés proche de zéro quels que soient les rapports des damdgjaxes et des masses considérés.
L’Hamiltonien moyennél’ = >, Hék) est ainsi composé uniguement des termes indépendant
des variables angulaires. En d’autres termes, nous olgeoomme souhaité, une formulation
angle-action du probleme non-linéaire :

K = _L”;lzm? S DL BB (4.5)
11,2

Les coefficientsD;, ,, dépendent du rapport des demi-grands axes de celui des massgs

Les constantes’ désignent les valeurs des moments moyennés par rapportaement sécu-

laire. Nous verrons a la Section 4.2 que ces valeurs peutrertaculées a partir des éléments

orbitaux osculateurs (excentricités et différence angritdes périapses), en implémentant I'in-

verse de la transformation de Lie au moyen de l'algorithmBieerse [Henrard, 1973].

Les équations du mouvement associé&s sont

Lok K
= e T

(4.6)

Elles menent & I'expression suivante des deux fréquences

Bh= L 3 o0 Dl BV B

11,82

. 201 =2 (4.7)
Bh=—ny 20 D, BT,

11,12

11,12
L'unité de fréquence est, comme précédemment, la fréquk@pkerienne de la masse,
(ney = /Gmyg/a3) multipliée par le rapport des masges, + m-)/mg. Contrairement a I'étude
de I'espace de phase menée au chapitre précédent (en lpartesivaleurs extrémales des ex-
centricités et 'amplitude maximale de libration de la éifince angulaire des périapses),
I'étude des fréquences (linéaires ou non-linéaires) d#pette fois de la valeur de I'inclinai-
son du plan orbital commun par rapport au plan du ciel. Lessesmsbservées,, sin, consti-
tuent une limite inférieure aux masses réelles des exo@ankegalité entre masse observée
et masse réelle n’étant valable qu’en cas d’inclinaigode 90°. En conséquence, les valeurs
des fréquences (4.7) calculées pour les masses obsertéeleame sont que des fréquences
minimales possibles. Il en découle logiguement que le®g@és correspondant a ces fréquences
sont, dans I'état actuel des découvertes, les valeurs nadesrpossibles sous I’hypothese d’'un
systeme de planétes coplanaires.

Il est important d’insister sur le fait que les variablgs P;) avant la transformation de dé-
couplage etp!, P/) aprés cette transformation n’ont plus la méme significatiarfréquence,
ne représente donc pas la fréequence du mouvement de laidedgitl péricentre de la masse
Cependant, la relatiog4 P, P, sin (py — p1) = /4P| Py sin(p}, — p}) montre que la différence
des angles avant et aprés transformation possede la méguetice. En outre, le générateur de
la moyennisation de Lie dépend uniqguement de la difféerengelairep) — p/, et non des angles
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pris individuellement. Par conséquent, la fréquence deffarence angulaire des périapses
p1 — po €st la fréquencg] — pj.
La période correspondante vaut

mo 15

T = (4.8)

() — 1) (my +mg)’

ouT; est la période képlérienne de la masse Comme expliqué précédemment, cette expres-
sion dépend de la somme des masses (et donc de I'inclinaiqualorbital par rapport au plan
du ciel) et non de leur rapport. La période de la différenaguéaire des lignes des apsides est
aussi fonction des excentricités moyennéé®t du rapport des demi-grands axes intervenant
au travers des coefficients; ;. .

Une autre utilité de I'algorithme de Lie direct est de founmne expression des excentri-
cités et de la difféerence angulaire des lignes des apsidesfeamne de fonctions temporelles
des éléments moyennés. Il s’agit alors d’opérer sur leablas la méme transformation de
Lie que celle utilisée pour moyenner I’'Hamiltonien. En &fiefaut tenir compte du fait que,
pour les variables, le résultat est inversé : si I'on soghaite formulation des variables non-
moyennées comme fonction des variables moyennées, il filiseul’algorithme de Lie direct
décrit précédemment; si 'on désire connaitre I'expressies variables moyennées comme
fonction des variables non-moyenneées, il est nécessaitéigtr I'algorithme de Lie inverse
[Henrard, 1973] explicité a la section suivante. Dans lasxdms, les transformations sont ef-
fectuées a I'aide du générateur calculé lors de la moyetimisde I'Hamiltonien.

Des lors, les expressions dg ¢, etp| — pi, sous forme de fonctions temporelles des élé-
ments moyennés sont obtenues par I'application du triashgylieie direct. Les variables angu-
laires dépendent explicitement du temps par la relation

_ _ 2w
Py =Py =5t + ¢, (4.9)

ou ¢ est le déphasage a prendre en compte de sorte ge:ghon ait bien la valeur initiale du
paramétre orbital considéré. Finalement, afin de se ranaemarariablege;, e;, p; —p2), il faut
encore appliquer la transformation de découplage (3.1@)sMbtenons ainsi une formulation
totalement analytique de chacun des éléments orbitauxretido du temps, chaque fonction
représentant le comportement a long terme moyenné parntappocourtes périodes.

4.2 Eléments moyens par I'algorithme inverse

Il nous reste a calculer les valeurs moyennBgst £}, nécessaires au calcul des fréquences
P, etp), (cfr Eq. (4.7)). Comme cela a été mentionné précédemmenutil pour le calcul des
variables moyennées, considérer le cheminement inverseldigoarcouru pour la moyennisa-
tion de I’'Hamiltonien. Ainsi, deux transformations sucgiges doivent étre mises en oeuvre :
une transformation de découplage semblable a (3.12) magogespond a la rotation inverse
(d’angle —f3) et une transformation de Lie inverse. L'algorithme deeeélgrniére est exposé
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9 < fo
!
g <= fip N
ool
g2 <= fao fin fo
R
g3 <= fso0 Jo1 fi2 f3
S

g = fao fs1 fo2 fiz [fa
R
g5 = fso fi1 fz2 foz fia S5

TAB. 4.1: Triangle de l'algorithme de Lie inverse

dans [Henrard, 1973]. Nous allons brievement en rappedadées principales.

L'algorithme de Lie direct présenté a la Section 2.3 n'est @aément inversible dans le
sens ou, connaissant la fonction obtenue “en sortie” (dialgodu triangle), il est difficile de
retrouver la fonction “d’entrée” (colonne de gauche). g@lithme de Lie inverse permet d’ef-
fectuer plus facilement cette inversion puisqu’il est basé une simplification du triangle,
comme le montre la Table 4.1. La fonction connue est placér sliagonale f;) et les termes
g; constituent I'expression que I'on recherche. Les opénatindiquées par les fleches peuvent
étre réesumées par les formules suivantes :

foj =1
o k-1 L 1
fis ;( i) (fiokg s W) (i #0) (4.10)
gn = Z(%) fj,n—j :
=0

Appliquer cet algorithme avec comme fonctions “en entrég™ariablesp,, P/) permet d’ob-
tenir une formulation des variables moyennégs P/) en fonction des non-moyennées. Le
générateur de cette transformation est le méme que celaisprvi a moyenner I'Hamiltonien.

4.3 Synthese des différentes transformations

Avant d’appliquer notre théorie de moyennisation aux systeextrasolaires, il nous semble
judicieux de reprendre schématiquement les différerdstormations effectuées dans les Sec-
tions 4.1 et 4.2.
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La moyennisation de I'Hamiltonien par rapport aux variabdegulaire®; s'opére de la

facon suivante :
rot(8) Lie direct

K(pi, P;) —= K'(p;, P|) ——= K'(_, P)).

Cette derniere moyennisation fournit le génératduqui sera utilisé dans toutes les transfor-
mations de Lie direct ou inverse appliquées aux variables.

Point de vue des variables, il faut considérer le cheminémeerse pour obtenir les valeurs
des variables moyennées (valeurs nécessaires au caldubglesnces), c’'est-a-dire :

rot(—p) Lieinverse ,_, =
(pi:Pi) — (pgvpz,) - (pgvpzl)

Pour exprimer les variations temporelles des différer@méhts orbitaux, on peut appliquer
I'algorithme de Lie direct afin d’obtenir une expression é&sments orbitaux osculateurs en
fonction des éléments orbitaux moyennés (les variableslaimgs moyennées sont, grace a la
connaissance des fréquences, des fonctions explicites s) :

rot(B) Lie direct ,_, =
(pi, i) —— (0, P) ——— (0, %)

'z R )

Comme le montre la section suivante, ces transformatiomagitent de décrire avec pré-
cision la dynamique des systemes extrasolaires. Contraiteau chapitre précédent, aucune
intégration numeérique des équations hamiltoniennes né@stssaire dans cette nouvelle ana-
lyse du probléme; notre approche peut, par conséquentgéaldiée dethéorie totalement
analytique

4.4 Precision de I'approche totalement analytique dans leas
du systemev Andromeéde

Appliquons a présent I'approche théorique que nous venamsadiuire au cas particulier
des planétes c-d du systéme extrasolaifsmdromede. Nous supposons ce systéme coplanaire
et tel quesini; = siniy; = 1 (inclinaison deY0° du plan orbital commun par rapport au plan du
ciel), de sorte que les masses réelles correspondent asesnaisservées de ce systéme. Nous
adoptons la nouvelle paramétrisatiomd@ndroméde reprise a la Table 1.2 (2006b).

Avant d’entamer la discussion des résultats, la vérificatle la convergence numérique
des sériesC (3.6) etK’ (4.5) considérées respectivement aux éléments orbitatdatsurs
et moyennés du systemeAndromeéde s’impose. La contribution qu'apporte chaqueeoesh
excentricités f; et F, pour I'Hamiltonien séculairef; et £), pour I'Hamiltonien séculaire
moyenné), de l'ordre 2 a l'ordre 12, est reportée a la Tale l4es deux convergences sont
excellentes (contributions d’ordre 12 valant respectigeti0—1° et 10~?), ce qui laisse a penser
gue notre approche analytique devrait représenter la diguenséculaire de ce systeme avec
une précision plus que suffisante.

A titre d'illustration, les termes des différentes sée$3.6), K’ (4.2),K’ (4.5) etW (4.4)
calculées dans le cas de I'exosystém@&ndromede (2006b) sont repris, respectivement, dans
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TAB. 4.2: Convergence numérique des développements (B6xieme colonnest (4.5) (roi-
sieme colonnepour le systeme Androméde (2006b). Les deux dernieres colonnes indiquent
la valeur de I'amplitude maximale de libration dev ainsi que la valeur de la période d’os-
cillation pour une troncature de I'Hamiltonien a différemirdres. La notation () signifie que
I'ordre 2 est caractérisé par une circulation de I'anjyte.

7

Ordre K K AT (rad) T (@ns)
2 4.1107% 3.9107% — 8006.9158
4 1.6 107" 2.7107% 1.146915 7418.9387
6 5.2 107% 8.4107% 1.117414 7353.3417
8 1.6107%7 —4.4107°7 1.114472 7345.1880

10 491079 —8.6107% 1.114219 7344.2215
12 1710719 —6.3107% 1.114159 7344.0434

les Tables D.1 a D.4 de I’'Annexe D.

Au chapitre précédent, la représentation des courbes ditéaien constant sur 'espace de
phase sphérique de Pauwels (obtenue par intégration rqueétes équations différentielles)
avait permis d’obtenir les informations suivantes : lagtéince angulaire des lignes des apsides
Aw oscille autour dé)° avec une amplitude de libration d’envirén° ; dans le méme temps,
les excentricités varient en sens opposefoit de0.02 a0.28 tandis que:, décroit de).28 a
0.23 (cfr Table 3.3)).

Les mémes résultats peuvent étre obtenus par I'approchlermnt analytique qui per-
met également de calculer facilement la valeur de la pér{ade-linéaire) d'oscillation au
moyen des équations (4.7) et (4.8). En effet, I'inverse diedasformée de Lie nous permet
de calculer les valeurs des excentricités moyenmées- 0.137 et e, = 0.268. Le calcul
des fréquences nécessite la connaissance des valeursluedles des masses des planetes
(my = 1.98M;,ms = 3.95M;) mais aussi de la masse de I'étoiley = 1.27M) et du
demi-grand axe de la planéte extérieurg£ 2.51 UA). Les fréquenceg] et p,, valant respec-
tivement—0.1387 et —0.03092 (dans 'unité de fréquence de I'équation (4.7)), la fréqeede
la différence angulaire des lignes des apsifies est égale a-0.1078, ce qui est équivalent a
une période d€ = 7344 ans.

L'algorithme de Lie direct est quant a lui utilisé pour exper les éléments,, e; et Aw
comme des fonctions des variables moyenrées’, etp, — p,. Les quantités; et £, étant
constantes et la différence angulaire pouvant s’exprifnerp, = nt + ¢ avecn = %’T (cfr Eq.
(4.9)), la Figure 4.1 reproduit les variations temporetlesces fonctions. Nous retrouvons les
mémes résultats que ceux obtenus au chapitre précédertenteicité de la planéte extérieure
subit de petites variations en comparaison avec celle deefe intérieure qui atteint une or-
bite presque circulaire tous 1&s344 ans. Lors de cette méme période, les lignes des apsides
oscillent autour d’'une configuration alignée.
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T
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FIG. 4.1: Comparaison des évolutions a long terme des exciedsrig et e, (au-dessuset de
'angle Aw (en dessoysdu systeme Andromede (2006b), obtenues par notre théorie analy-
tique et par intégration numérique du probleme des troig#alisée avec le logiciel SWIFT
(le passage de la planete extérieure au péricentre estgpnise condition initiale pour I'inté-
gration numérique). La concordance entre les deux résdsitexcellente.
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Une comparaison de ces résultats avec ceux obtenus pawitw@giumérique du probléeme
des trois corps des planétes c-d du systerAedromede est également visible a la Figure 4.1.
Les termes a courtes périodes éliminés dans notre procdesmeyennisation sont bien sar
présents dans les tracés issus de l'intégration numérigyeabléme complet. Le passage de
la planéte extérieure au péricentre est pris comme condititiale lors de I'intégration nu-
mérique. Ce choix de temps initial sera examiné plus enldétai Section 5.4. L'intégration
numerique a éteé réalisée avec le logiciel SWIFT développ®pacan et Levison sur base de
I'algorithme de [Wisdom et Holman, 1991]. La concordanca&dge évolution analytique avec
celle obtenue numériquement est évidente. Des lors, ceswai®ns nous incitent a penser
gue, dans le cas de systemes extrasolaires (formés de da@ted coplanaires dont les excen-
tricités peuvent parfois étre importantes) disposante’convergence numérique suffisante, le
développement en excentricités de I'Hamiltonien tronqliérdre 12 constitue une tres bonne
approximation de la dynamique séculaire de ces systemes.

Etant donné les excentricités importantes de I'exosystededromede, il semble évident
gue la théorie linéaire de Laplace-Lagrange n’est pas a nt&méaliser une approximation
correcte du mouvement. Cette idée est confirmée lorsqueragasdons, dans la Table 4.2, les
valeurs du second ordre en excentricités. En utilisantdésivs des fréquences linéaires (cfr Eq.
(4.1)), nous trouvons une période &l@07 ans, ce qui est assez loin de%44 ans calculés avec
'approche d’ordre 12 en excentricités (soit une difféedenviron 10%). De méme, la théorie
linéaire prédit une circulation de I'angliew, ce qui est nettement différent de I'oscillation de
64° mise en évidence aux ordres supérieurs. Cette limitatida tieéorie de Laplace-Lagrange
dans le cas de la nouvelle paramétrisation du systeArelroméde est également soulignée par
[Veras et Armitage, 2007]. Cependant, ces auteurs ne paysaele développement a un ordre
supérieur en excentricités qui serait suffisant et contlaiens hativement : “We conclude that
LL secular theory, to any order, generally represents a paameter for predicting secular dy-
namics in extrasolar planetary systems, but does embodsfal @sol for extracting an accurate
long-term dynamical description of systems with small lesdind/or near-circular orbits”.

La Table 4.2 fournit également les valeurs de I'amplitudélitation deAw et de la période
T calculées aux ordres intermédiaires. La convergence ngueétde ces résultats est flagrante
et explique notre limitation a I'ordre 12 en excentricitRemarquons toutefois que les ordres 8
et 10 constituent, en cas de trés bonne convergence (comume pmdromede par exemple),
des approximations suffisantes des valeurs de I'ordre E2igon de I'ordre de I'année).

4.5 Sensihilité aux conditions initiales

Les incertitudes actuelles des données observationseliegrandes. Notre théorie analy-
tique permet d’étudier aisément l'influence des valeursdifé&rents €léments orbitaux oscula-
teurs (valeurs initiales; (0), e2(0) et Az (0)) sur les résultats précédents.
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FIG. 4.2: Sensibilité, pour le systemeAndromede (2006b), de la périoda ¢auché et de

'amplitude @ droite) d’oscillation deAw aux éléments orbitaux osculateurs : I'excentricité de

la planéte intérieure, (0) (au-dessus celle de la planéte extériewrg0) (au miliey et la diffé-

rence angulaire des lignes des apsifies(0) (en dessoysLes lignes en pointillés représentent

les périodes de I'approche classique de Laplace-Lagrdrayaplitude d’oscillation fixée ar

indique une circulation de I'angle.
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Dans un premier temps, nous nous intéressons a la sersihilgysteme Andromede, aux
valeurs initiales des excentricités. Nous nous centroalsaid sur les changements causés par
une variation de I'excentricité initiale de la planéte igéree, (0). Tous les autres parameétres
sont identiques a ceux affichés a la Table 1.2. Le graphe isup&auche de la Figure 4.2
montre I'évolution de la période d'oscillation induite pam tel changement de condition ini-
tiale. Le tracé en pointillés correspond a la période faupar la théorie de Laplace-Lagrange.
Sa valeur est constante, c’est-a-dire indépendante destexies, et au vu de I'écart qu'elle
posséde avec celle d’ordre 12 en excentricités, cette gggonstitue un pauvre barométre
guant a la prédiction de la dynamique d’'un systeme extraisoldous avons limité I'étude a
des excentricités initiales (0) inférieures &.5 car de plus grandes excentricités peuvent de-
truire la convergence numérique de notre approche. Poguehzondition initiale représentée,
la convergence numeérique des séries hamiltoniennes estéiiice.

Le graphe supérieur droit de la Figure 4.2 montre I'évolutite I'amplitude de libration
de Aw, toujours dans le cas d’'une variation de I'excentricitéiahe de la planéte intérieure
e1(0). Lamplitude d’oscillation fixée & indique une circulation de I'angle. Ainsi pour de pe-
tites valeurs de I'excentricit€ (0), la différence angulaire des lignes des apsides osciluiaut
de I'alignement de ces mémes lignes, tandis qu’elle cirpole de plus grandes excentricités
initiales.

Les mémes graphes peuvent étre réalisés pour une varigibexdentricité initiale de la
planéte extérieure,(0). Les graphes au centre de la Figure 4.2 montrent que plusdande
e2(0) est grande, pire est I'approximation linéaire de la périddeinfluence de I'excentricité
initiale e5(0) sur la période du mouvement semble plus grande que celleéxepare, (0), a
en juger par I'ordre de grandeur des variations encouruetapzériodel” (de I'ordre del0?
ans pour une variation dg (0) et de I'ordre del0® ans pourey(0)). Nous voyons également
'angle Aw circuler dans le cas de petites excentricités initialesz&ae de libration de cet
angle commence a une valeur de I'excentrieité) proche de I'excentricité.242 du systéme
v Andromeéde.

Enfin, le bas de la Figure 4.2 s’attache a étudier les conségagesur la périod€ et sur le
comportement de I'anglAcz, d’une variation de la valeur initial&« (0) et indique une fois de
plus qu’une petite variation des éléments orbitaux oseulatpeut produire des résultats tres
différents. Cette section a ainsi montré que la périodeaetplitude d’oscillation sont assez
sensibles aux valeurs initiales des éléments orbitauxXipiécision actuelle des observations
et la grande sensibilité d’'un systeme a ses éléments oxbitsigux vaut étre prudent dans les
affirmations sur la dynamique des exosystemes, en paeraulr la libration ou la circulation de
'angle Aw. Le systeme Androméde en est un exemple typique puisque, comme nousseno
de le voir, pour des valeurs dg(0) légérement inférieures, cet angle serait en circulation.
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4.6 Application a différents systemes extrasolaires

La méme étude que celle que nous venons d’effectuer pousteragu Androméde peut
étre réalisée pour les autres systemes extrasolaires dblla 1.2 (supposés coplanaires). Outre
les valeurs des seuls parameétres nécessaires a cettel@ttialele 4.3 contient la convergence
numérique de I'Hamiltonien moyenné (4.5), les valeursé@res atteintes par les excentricités
au cours de leur variation, la période de cette variatioraatplitude d’oscillation de la diffé-
rence angulaire des lignes des apsides en cas de libratitestces informations sont obtenues
au moyen de I'approche totalement analytique limitée @fed 2 en excentricités. Suivent éga-
lement les mémes résultats calculés cette fois avec I'appriinéaire de Laplace-Lagrange.

Tous les systémes extrasolaires considérés a la Tableuds3¢nt d’'une bonne convergence
numérique de I'Hamiltonien moyenré (contributions d’ordre 12 variant entté—¢ et10~10).
Les systemes HD 202206 et HD 108874 n’ont pas été considarésatte étude a cause de
leur trop grande proximité a une résonance en moyen mouvegmnme le mettra en évi-
dence le Chapitre 5. Parmi les autres exosystémes, trdi€saggsonance apsidale, a sawoir
Androméde et HD 190360 proches de I'alignement des lignespsides et HD 12661 proche
de l'anti-alignement de ces mémes lignes.

Les deux premiéres colonnes de la Table 4.3 montrent queeles garamétrisations du
systemev Androméde engendrent des dynamiques trés similairesatilior de la différence
angulaire des lignes des apsides autou°deariations importantes de I'excentricité de la pla-
néte intérieure qui est sur une orbite presque circulairs les7 869 (2006a) our 344 (2006b)
ans. Une différence notable cependant concerne les réssoittienus par la théorie de Laplace-
Lagrange : I'ancienne paramétrisation est caractéeriséeina libration deAw autour de)®
tandis que la nouvelle voit plutdt s’opérer une circulatittnce méme angle. Cela montre une
fois de plus que I'approche d’ordre 2 est insuffisante pogridg&la dynamique séculaire d’'un
systéme extrasolaire.

4.7 Comparaison avec d'autres études

Comme I'a montré le Chapitre 1, de nombreuses études pataria dynamique sécu-
laire des systémes extrasolaires non-résonants suppmEénsaires ont été entreprises ces der-
nieres années, dont la plupart sont des travaux puremergriguras (“n-body codes”). Cer-
taines entreprennent une comparaison de leur résultatlawbéorie analytique linéaire de
Laplace-Lagrange, souvent dans le but de souligner letaliimns de cette derniere. Concer-
nant les méthodes analytiques ou semi-analytiques, dauaux sont consacrés a I'étude de
la dynamique séculaire coplanaire : I'approche de [Micetdto et Malhotra, 2004] basée sur
une moyennisation numérique des perturbations a court@sdps et I'approche analytique
de [Lee et Peale, 2003] centrée sur un développement de tiarlpation limité a I'ordrea?
(“octupole-level secular thedbyet valable uniguement dans le cas de systemes hiéraehiqu
(cfr Section 1.4.2 pour plus de précisions). Comme notrdeéanalytique du Chapitre 3, ces
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TAB. 4.3: Convergence numérique du développement en Kéri résultats décrivant la dy-
namique des différents systemes extrasolaires de la Tableblenus par notre théorie limitée
a l'ordre 12 en excentricités (résultats non-linéairesgeadte limitée a l'ordre 2 (théorie de
Laplace-Lagrange)

v Andro 2006a v Andro 2006b HD 217107 HD 38529 HD 190360
« 0.328 0.331 0.017 0.035 0.033
L 0.335 0.334 0.347 0.058 0.037
e1(0) 0.28 0.254 0.132 0.29 0.01
e2(0) 0.27 0.242 0.537 0.36 0.36
Aw(0) gaa 0.175 0.456 2.466 —1.274 0
as (A 2.53 2.51 4.41 3.68 3.92
my o) 1.89 1.98 1.33 0.78 0.057
Mo (M) 3.75 3.95 2.5 12.7 1.502
Mo (M) 1.3 1.27 1.02 1.39 0.96
n contribution d’ordren a ’'HamiltonienK’ (4.5)
2 4.5107% 3.9107% 3.6107%  1.0107% 5.5107%
4 3.7107% 2.7107% 1.2107%  1.5107% 7.3107%
6 1.5107% 8.4 1079 3.1 1079 1.8 1079 8.2 1077
8 —4.8107%7 —4.4 1077 7.310707 1.9107°7 8.2 10798
10 —1.5107%7 —8.6 107 1.6107°7  1.8107% 7.7107%
12 —1.4107%8 —6.3107% 3.4107% 1.6 107% 6.8 10710
résultats non-linéaires

min e; 0.049 0.018 0.129 0.265 0.010
maxe; 0.284 0.278 0.164 0.304 0.024
min e, 0.269 0.234 0.536 0.3599 0.360
maxes 0.307 0.277 0.537 0.3602 0.360

lib. (0) lib. (0) circ. circ. lib. ©)
n —0.1083 —0.1078 —0.0016 —0.0054 —0.0053
T (ans) 7869 7344 1563924 119841 963 248
ampl aq) 0.830 1.114 — — 0.431

résultats de Laplace-Lagrange

min e; 0.019 0.004 0.129 0.270 0.009
maxe; 0.284 0.274 0.155 0.301 0.020
min e, 0.269 0.236 0.5366 0.3599 0.360
maxe, 0.308 0.277 0.5370 0.3602 0.360

lib. (0) circ. circ. circ. lib. 0)
T ans) 8809 8007 2529996 141085 1185758
ampl g 1.103 — — — 0.350
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HD 74156 HD 168443 HD 169830 HD 12661
« 0.086 0.077 0.225 0.324
W 0.232 0.307 0.416 0.594
e1(0) 0.636 0.5286 0.31 0.35
e2(0) 0.583 0.2125 0.33 0.2
Aw(0) (e 1.063 —1.881 1.815 —2.257
as (uA) 3.4 3.91 3.6 2.56
My (M) 1.86 8.02 2.88 2.3
Mo (M) 6.17 18.1 4.04 1.57
mo (Mg) 1.05 0.96 1.4 1.07
n contribution d’ordren & I'Hamiltonienk’ (4.5)
2 2.1107% 81107 5.1 1079 9.4 1079
4 9.1 107%™ —3.0 1079 5.3107% 1.2107%
6 3.0 1079 —1.6 1079 1.4107% 2.6 107%
8 7.9107% —1.7107°7 -1.3107% 5.0 107%
10 1.5107% —3.4107% —5.0 1079 7.21079
12 3.9107°7 -9.4107% —1.0107% —4.0 10797
résultats non-linéaires

min e; 0.424 0.505 0.196 0.090
maxe; 0.723 0.570 0.526 0.386
min e, 0.573 0.196 0.209 0.130
maxe, 0.599 0.220 0.358 0.366

circ. circ. circ. lib. )
n —0.0177 —0.0080 —0.0363 —0.0801
T ans) 47333 37860 33693 14 313
ampl g — — — 1.078

résultats de Laplace-Lagrange

min e; 0.547 0.514 0.225 0.188
maxe; 0.668 0.555 0.461 0.398
min e, 0.580 0.203 0.261 0.092
maxe, 0.591 0.217 0.352 0.336

circ. circ. circ. lib. ¢r)
T ans) 62 258 30749 32184 22160
ampl g - - - 0.891
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TAB. 4.4: Résultats concernant la dynamique séculaire dereliffé systemes extrasolaires
(supposés coplanaires) obtenus a partir de théories (s@mlytiques ou numeériques, recueillis
dans les articles de [Michtchenko et Malhotra, 2004], [Leleeale, 2003] et [Ji et al., 2003].
La derniére colonne comprend les résultats de notre appao@ytique limitée a I'ordre 12 en
excentricités, obtenus en prenant en compte les mémesrékarbitaux osculateurs (cfr Table
4.5).

(semi-)numérique analytique
[Michtchenko et Malhotra, 2004]
v Andromede lib. (0) lib. (0)
ampl ¢aq) 25° 24.39°
T ans) 7100 6785

[Lee et Peale, 2003]
HD 168443 T (@ns) numerique~ 18 000 18350
octupole~ 18 500

[Jietal., 2003]

HD 12661 lib. () lib. ()
ampl(rad) 40° 39.5°
T (ans) ~ 12 000 13 388

deux travaux sont basés sur une réduction du probleme a udeggé de liberté. Dans cette
section, nous désirons comparer leurs résultats avec asugrqduit notre développement en
excentricités.

La Table 4.4 reprend la dynamique de quelques exosystemppests coplanaires: An-
droméde analysé par la théorie semi-analytique de [Mi@mtkd et Malhotra, 2004], HD 168443
par la théorie “octupole” de [Lee et Peale, 2003] et HD 126&dIintégration numérique de
[Ji et al., 2003]. Les résultats présentés dans leur pagseectif sont regroupés dans la colonne
de gauche. La colonne de droite rassemble les valeurs @st@an notre modeéle analytique en
prenant en compte les mémes éléments orbitaux osculat@éusert, quant a eux, retranscrits
ala Table 4.5.

En ce qui concerne le systemé@&ndromeéde, nous voyons que les résultats de notre dévelop-
pement en excentricités sont trés proches de ceux de l'efp@remi-numérique, surtout pour
le comportement de la différence angulaire des périapsetse Géme observation peut étre
formulée dans le cas du syteme HD 12661. Les résultats dédtiation numérique montrent,
en effet, une amplitude de libration presque semblable lesuteux méthodes.

Concernant les périodes du mouvement, nous remarquorigegisent en général bien ap-
proximées par notre approche analytique, méme si une |éifé&sence est notable. Cette dif-
férence est facilement explicable en ce sens ou notre thaoalytique ne prend pas en compte
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TaB. 4.5: Eléments orbitaux osculateurs considérés dans lesvaux de
[Michtchenko et Malhotra, 2004], [Lee et Peale, 2003] etfAl., 2003]

(6% % €1 €9 Aw (rad) mo (M) M My TN (My) A2 (UA)

v Andro [Michtchenko et Malhotra, 2004]
0.332 0.316 0.252 0.308 0 1.3 1.83 3.97 2.5

HD 168443 [Lee et Peale, 2003]
0.1 0.31 0.53 0.2 —1.92 1.01 7.73 17.23 2.9

HD 12661 [Ji et al., 2003]
0322 0594 035 02 ~-323 ~1.07 23 157 2557

l'influence des anomalies moyennes osculatrices sur le erant a long terme, contrairement
aux travaux numériques. Ces derniéres semblent influemicwigmlement la valeur de la pé-
riode séculaire et n’intervenir que peu dans le comport¢meiangle Aw. Cette différence
entre modéles analytiques et modéles numériques est égalaerse en évidence par la théorie
analytique de [Lee et Peale, 2003]. En effet, celle-ci faudans le cas du systeme HD 168443,
une valeur de la période supérieure d’environ 3% a la valetemue par intégration numérique.
Remarquons que I'écart entre analytique et numérique samgbeu moins important, pour cet
exemple, dans le cas de notre modéle. L'influence des anesmabyennes sur le comportement
a long terme d’un systeme sera considérée plus en détail @pit@h5.
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Chapitre 5

Proximité des systemes extrasolaires aux
résonances en moyen mouvement

Les chapitres précédents ont montré qu’une théorie séewdanlytique basée sur un deé-
veloppement limité en excentricités peut étre appliguée aucces aux systemes extrasolaires
non-résonants. Pour obtenir I'expression de I'Hamiltamieyenné par rapport aux courtes pé-
riodes, nous nous sommes limités, a la Section 3.1, a unermdation “aux ciseaux”, c’est-
a-dire a simplement retirer de I’'Hamiltonien les termesdgpendent des longitudes moyennes
des planétes. Cela correspond a une moyennisation au piachie des masses. Une condition
nécessaire a cette moyennisation est que le systéme neasa@nhpgésonance en moyen mou-
vement. De plus, cette derniére fournit une mauvaise appadion dans le cas de systéemes
trop proches d’une quelconque résonance en moyen mouve@iest le cas, par exemple, de
la “grande inégalité” de Jupiter et Saturne dont les mouveswouffrent de perturbations im-
portantes dues a la proximité de la résonance 5/2. Ainsiyti@® ce chapitre est de tester la
proximité des différents systémes extrasolaires actumelte découverts a une quelconque réso-
nance en moyen mouvement, dans l'optique d’identifier ceauv@ant ou ne pouvant pas étre
traités par notre approche séculaire.

Pour ce faire, la Section 5.1 met en oeuvre une méthode delpation complete par trans-
formées de Lie au premier ordre des masses. Pour les syst@&mgsoches d’'une résonance
définie parkin, — keno = 0, la solution est dominée par des termes comprenant des €ombi
naisons du typeki\; — ko\y” (termes a longues périodes) et I'amplitude de ces termeralo
une idée de la proximité a la résonance. Concretement, raussintéressons aux termes qui
contribuent significativement a la différence entre élémerbitaux osculateurs et éléments or-
bitaux moyennés par rapport aux courtes périodes, de satantifier les termes résonants et
non-résonants les plus influents.

Ce test de proximité a une quelconque résonance en moyenemeuv est appliqué, a la
Section 5.2, aux différents systémes de la Table 1.2 et neunsgt d’identifier trois catégories
de systémes : les systemes éloignés de toute résonance en moyvement, aussi appelés sys-
temes hiérarchiques (i.e. systemes de la classe lll), ceuxegsont que faiblement influencés

79
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par une ou plusieurs résonances en moyen mouvement et amfide@roximité trop grande a
une résonance en moyen mouvement pour pouvoir étre étuatiémpe approche séculaire.

Une investigation plus compléte de I'étendue de la zone sienance 5/1 a proximité du
systémev Androméde fait I'objet de la Section 5.3, ou sont étudiésclengements de com-
portement induits par différentes valeurs initiales du dgrand axe de la planéte extérieure.
Ces résultats sont présentés tant du point de vue de la grashelecoefficients des termes réso-
nants que d’un point de vue graphique ou nous regardongjtedi®n entre les graphes obtenus
par notre approche analytique et par une intégration ngueri

Enfin, la derniére section traite de I'influence des anoreal®yennes sur le comporte-
ment a long terme du systeme, influence dont nous ne tenort®pygsre dans notre approche
analytigue moyennée au premier ordre des masses par rapparpurtes périodes. Elle étudie
également I'erreur commise en considérant, comme valeiticdés de notre modéle analytique
séculaire, les éléments orbitaux osculateurs et non lemnslogues moyennés au premier ordre
des masses par rapport aux courtes périodes et montre qoetédion du modeéle au premier
ordre des masses ne permet pas de déterminer l'influencendesmbes moyennes sur le long
terme.

5.1 Effets de la proximité a la résonance en moyen mouve-
ment sur la moyennisation au premier ordre des masses

L'Hamiltonien séculaire considéré jusqu’a présent (cfr E216)) est obtenu simplement
en retirant de I’'Hamiltonien (3.5) les termes dépendantiolegitudes moyennes des planétes,
ce qui revient a effectuer une moyennisation “aux ciseauxtioe moyennisation des termes
non-séculaires au premier ordre des masses. Cette mogkonis’est pas valable pour des
systémes trop proches d’une résonance en moyen mouvenuerst.ndus intéressons dans les
Sections 5.1, 5.2 et 5.3 a quantifier la proximité d’'un systénune quelconque résonance en
moyen mouvement et a ainsi identifier les systémes exties®lpouvant ou ne pouvant pas
étre traités par cette approche séculaire du premier osdrendsses.

La proximité a une résonance en moyen mouvement est souveliée a partir du rap-
port des fréquence& = (%)3/2' n,; étant le moyen mouvement de la masse Si ce rapport
peut étre approché par un nombre ration}ﬁeql avecq petit, le systeme est alors proche d’'une
résonance en moyen mouvement d’orgdret de degré. Toute la difficulté de cette premiére
étude réside dans la définition du terme “proche”. En effaisrmontrerons le cas d’un systeme
(HD 12661) dont le rapport des fréquencés §46) est trés proche du rapport 2/111818)
et dont le comportement n’est pourtant que peu influencé gite césonance. En effet, afin
d’avoir une vue plus globale de I'influence exercée par userr@nce en moyen mouvement,
nous devons également prendre en compte I'importance aeeggerturbateurs ou, autrement
dit, de I'ordreq de la résonance. Plus I'ordre d’'une résonance en moyen manieest élevé,
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moins l'influence de cette résonance sur un systeme protimgsrtante. Dans la suite, nous
cherchons a introduire un critere de proximité qui tiendanapte de ces deux aspects.

Pour introduire une telle étude, nous avons besoin de canaigénérateuil; de la
moyennisation par rapport aux courtes périodes. Cela siéeee mettre en oeuvre une théorie
de perturbation par transformées de Lie au premier ordrgelies masses, selon le schéma
introduit a la Section 2.3 (algorithme direct).

En prenant le petit parametre de la transformation comnre éta 32, I'Hamiltonien
(3.5) se réécrit ’

G*mim3  G*Pm2m3  Gmd Z .
11,12,]15J2

212 212 s BB cos@, (5.1)
1 2

k,i1,i2,51,J2
ce qui peut étre synthétisé eh= H.” + ¢H” . Cette derniére formulation est introduite dans

le triangle de Lie visant a éliminer les courtes période#\u premier ordre e, nous sommes
confrontés a I'équation homologique

HY = H” + (H"; W) (5.2)

CommeHéO) ne dépend que dB, et L,, la valeur de la parenthese de Poisson est facilement

calculable :
oW, oW,

— n _—
O CON
oun; est le moyen mouvement de la magsg a savoir

G*mim} Gmy

(HY; W) = —ny (5.3)

L'équation (5.2) devient

oW, OW.
n ! + no L H1(O) . Hél)
O\ OAs G o
- CZO Z Bi,m,jujg E|1j1H_zilf7]‘2j2|+2i2 cos® — Hél). :

kyi1,12,51,j2

Tous les termes de I'Hamiltonien sont ainsi intégrés pounéy le générateur de la trans-
formation, a I'exception de ceux qui créent des problemepdtts dénominateurs”. Ces der-
niers forment, quant a eux, I’Hamiltonien moyenné. AinsigEnérateull’; dépend des quo-
tients nl(k+jf)“j§2(k+j2). Sous I'hypothese de non-commensurabilité de@®u plus exactement
a condition que le systeme ne soit pas trop proche d’une aéseren moyen mouvement), les
probléemes de “petits dénominateurs” ne se produisent qague les coefficients des moyens
mouvements:; s'annulent simultanément, c’est-a-dite+ j, = k + j, = 0. L'Hamiltonien
moyennéHéO) + eHO(” est ainsi composé uniquement des termes indépendant dgtities
moyennes\; et s’écrit par conséquent :

H = Héo) —|-€H(§1)
G*mZm?  G*m2m3  Gmyms o o
= — _ — _ _ — sz o Ek+221 Ek+222 cos k ]51 . ]52 7
212 213 G Z Lz, —k,—k 1 2 ( )

k,i1,02

(5.6)
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ou (7) représente la moyennisation des arguments par rapportcautes périodes. Les mo-
ments moyennég; (i = 1,2) sont constants (puisque les longitudes moyempasappa-
raissent plus dans I’'Hamiltonien). Les deux premiers terohe I'expression (5.6) sont donc
pression est identique a celle de I'Hamiltonien sécularé)(ou les coefficient®) ;, _, _, ont
été renomméé?i’j,i2 et ou I'on considérait les valeurs des variables moyenngéesne équiva-
lentes aux valeurs osculatrices.

De plus, nous possédons a présent I'expression recherehigefahction génératrice (du
premier ordre) :

7114241 alga|+2i2
Ey Es

Gmimy BE .
W, = —-—-7- i AL — sin . 5.7
! as Z n1<k+j1> —ng(k+]2) ( )

kyi1,12,71,)2
Nn#—k.joFt—k
La Table 3.2 avait montré la différence considérable emisenombres de termes inclus dans
les Hamiltoniens (5.1) et (5.6). L'Hamiltonien moyenné papport aux courtes périodes ne
posséde qué4 termes, soit de I'ordre d800 fois moins de termes que la série entiére. Le
générateur au premier ordre est donc composé des termastsestest-a-dire enviro28 000
termes (dans le cas ou les termes du g — \) sont calculés jusqu’'a = 15).

La connaissance du génératéliy permet de décrire les effets de la perturbation au premier
ordre des masses, en particulier ceux induits sur le compent a long terme des excentricités.
Pour ce faire, nous cherchons a évaluer I'expression sigivan

E} = E? + € (E}; W) 4+ O(&), (5.8)

correspondant au premier ordre du triangle de Lie. Noussaehnisi de considérer dans cette
derniére équation la quantifé’ afin d’éviter d’avoir a traiter des exposants fractionraloes
du calcul de cette expression. La parenthese de Poissoitakedacilement :

(EF;Wh) = [EZ(0W1/0N;) — 2(0Wh/0p;)]/ L. (5.9)

Remarguons que, méme sest de degré 2 en masses des planétes, la corredtioh 1)
est bien de degré 1, comme annoncé a la Section 2.3, étarg doerle dénominateur; est
également de degré 1 en masses.

En prenant la racine de I'expression (5.8) et en effectuaniéveloppement de Taylor, nous
obtenons I'expression de I"“excentricitd’; au premier ordre des masses :

€

Ei:Ei 1
( T 3E?

(EZ; Wl)) + O(€). (5.10)

Plus les termes générés par la parenthese de Poisson s@ést @les leur influence sur le com-
portement de I'excentricité est importante. Ainsi, I'aityrde des termes périodiques donne une
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mesure de la proximité d’un systéme aux résonances en mayevement correspondantes.

En effet, lorsqu’un systéme est proche d’'une résonance gemroouvementl = Z—j les
termes périodiques dont les coefficients sont les plus glemdprennent des combinaisons du
type “k1\; — ka2 Ao”. Ces termes sont associés a de faibles fréquences (puigae kons ~ 0)
et donc influencent le comportement a long terme du systérast @ raison pour laguelle
notre approche analytique des Chapitres 3 et 4, basée sunayennisation de ces termes, ne
peut étre utilisée pour décrire la dynamique séculaire ldesyestemes. Lorsqu’on s’éloigne de
la résonance, les combinaisons du type\; — ko \,” sont cette fois de courtes périodes et leur
moyennisation n’entraine aucune conséquence sur la dgoarailong terme du systéme.

5.2 Application a différents systemes extrasolaires

Analysons a présent la proximité des différents systemieastaires de la Table 1.2 (sup-
posés coplanaires) a une guelconque résonance en moyeementv Nous reproduisons a la
Table 5.1, pour chacun de ces systémes, les termes desséapeg% (E?: W) etﬁ (E2; W)
(développées a l'ordre 12 en excentricités) dont les coefiis sont les plus éleves. Cela nous
permettra de classer les exosystémes en trois catégonidenetion de leur proximité tres

faible, relativement faible ou importante a une quelcormgsenance en moyen mouvement.

Tout d’abord, nous constatons que les systemes HD 2171038329, HD 190360, HD
74156 et HD 168443 sont assez €loignés de toute résonanceyem mouvement dans la me-
sure ou leur comportement est déterminé par des termes quingrennent, pour les princi-
paux, aucune combinaison du typg X; — ks \,". Ces systemes sont qualifiés de hiérarchiques
en raison de leur faible rapport des demi-grands axgsi{ = 0.017,0.035,0.033,0.086 et
0.077 respectivement).

Ensuite, la Table 5.1 met en évidence une certaine proxdaiéexosystémesAndromeéde
(2006a ou 2006b) et HD 12661 a la résonance 5/1. En effetctenportement est dominé cette
fois par des termes incluant la combinaison angulaireqadigre “\; —5)\,”, mais malgré cela,
les coefficients de ces termes périodiques restent faitdeldgrdre del0—3. Nous remarquons
également que l'influence des termes non-résonants suametgl extérieure est plus impor-
tante que celle des termes résonants. La méme sorte de siongheut étre menée quant a la
proximité du systeme HD 169830 a la résonance 9/1. Tous s#&nsgs ne sont que faiblement
influencés par les résonances en moyen mouvement et unegethéoulaire est suffisante pour
décrire avec précision le comportement a long terme de serags, comme lillustreront les
graphes de la Section 5.3.

Pour donner une idée de I'influence que peut exercer uneagseren moyen mouvement
sur I'ordre de grandeur des coefficients, nous ajoutonsd&Bye Jupiter-Saturne, supposé co-
planaire. Il est bien connu que les mouvements de ces ptas@tdfrent de perturbations impor-
tantes dues a la proximité de la résonance 5/2 connue soasleegrande inégalitéLe voi-
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TAB. 5.1: Proximité de différents systémes planétaires awna@ses en moyen mouvement
par 'analyse des termes dé; (E7; W1) et 7= (E£3; W) de coefficients les plus élevés : HD

252
217107 (11/0,2 =

0.017), HD 38529 (1 /as = 0.035), HD 190360 {1 /a2 = 0.033), HD

74156 @, /a; = 0.086), HD 168443 (i, /a; = 0.077), v Androméde 2006ai{ /a; = 0.328), v
Androméde 2006bxf /a; = 0.331), HD 169830 ¢ /a; = 0.225), HD 12661 ¢, /a; = 0.324),
HD 202206 ¢ /a; = 0.325), HD 108874 (;/a, = 0.392) et le systeme de Jupiter-Saturne

supposé coplanairei(/a; = 0.546; les éléments orbitaux considérés pour ce systéme sont

a; = 5.203, as = 9.537, m; = 1, mg = 0.29941, e; = 0.048, e; = 0.054, w; = —14.75° et

Dy = —02.43°)
2E2(E%7W1 2E2 <E227W1
HD 217107 1.31 107% cos (4Xy + 2p1 + 2p2 0.0398 cos (Ag + po
1.29 107% cos (3\g + 2p1 + P2 0.0223 cos (2X + 2p»
HD 38529 1.07 107" cos (2X2 + 2py 0.00228 cos (A + pa
9.16 107% cos (3A\g + 2p1 + po 8.37 107% cos (2\a + 2po
HD 190360 2.79 107% cos (Aa + p1 0.208 cos (Ag + po
1.69 107% cos (2 + 2py 0.0761 cos (2 + 2py
HD 74156 5.00 10 % cos (8rs + 2p1 + Ops 0.00228 cos (Aa + p»
-5.04 107% cos (9A\z + 2p; + Tpo 0.00140 cos (2A2 + 2p»
HD 168443 7.26 107% cos (2X\2 + 2py 0.00567 cos (Ag + p2
3.63 107% cos (3\y + 2p1 + po 0.00121 cos (2Xa + 2p,
v Andro 2006a  6.00604 cos (A — 5h — 2p1 — 2py 0.00515 cos (Aa + ps

0.00499 cos ()\1 — 5)\2 P1— 3]92
0.00240 cos (A1 — 5As — 3p1 — p2

0.00432 cos ()\1 - 5)\2 P1— 3]92
-0.00174 cos (A — By — 2p; — 2p9

v Andro 2006b 0.00684 cos (A1 — BAs — 2p1 — 2py

0.00278 cos (A1 — bAs — 3p1 — P2

0.00604 cos (Ag + po

-0.00197 cos (A1 — By — 2p; — 2p9

HD 169830 9.13 107" cos (A; — 9y — 2p1 — 6py 0.00694 cos (A + po
7.18 107" cos (A1 — 9\s — 3p1 — Hpo 0.00237 cos (2A2 + 2p2

5.77 107% cos (2\2 + 2py 0.00117 cos (A; — 9y — p1 — Tp2

HD 12661 0.00128 cos (A1 — 5 — 2p1 — 2 0.00355 cos (2 + po
8.61 107" cos (A1 — 5Xg — 3p1 — po 0.00158 cos (A — 5y — p1 — 3py

6.30 107% cos (A1 — BAg — p1 — 3pa)  -0.00107 cos (A1 — HAa — 2p; — 2ps

HD 202206 0.00370 cos (A1 — By — 2p; — 2ps 0.0236 cos (A1 — By — p1 — 3p2
0.00233 cos (A; — 5o — 3p1 — po 0.0216 cos (Ag + po

0.00210 cos (2A1 — 11Xy — 4p; — 5po -0.0151 cos (A1 — By — 2p; — 2p9

HD 108874 0.0669 cos (A1 — 4Ay — p1 — 2p9 0.112cos (A — 4y — p1 — 2po
-0.0169 cos (A1 — 4y — 2p1 — po 0.0757 cos (Ag + po

-0.00929 cos (A1 — 4y — p1 — 2p9 -0.0630 cos (A1 — 4y — 3pa

Jup-Sat 0.0136 cos (A; — 2Xs — py -0.0304 cos (2\; — 5y — p1 — 2p9

0.00667 cos (2A1 — 5y — 2p; — po

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
0.00554 cos (A1 — 5As — p1 — 3p2)
p2)
)
)
)
)
p2)
)
)
)
)
)
p2)
)
p1)
)
-0.00616 cos (2\; — bAg — )

D1 — 2p2

0.0290 cos (Ag + p2

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
0.00479 cos (A1 — 5As — p1 — 3p2)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
0.0278 cos (2A1 — 52 — 3p2)
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sinage de cette région de résonance a été étudié par [Métkalet Ferraz-Mello, 2001] entre
autres et le méme type d’étude a également été réalisée gledari et al., 2004] dans le cas
du systeme Uranus-Neptune. L'analyse de la Table 5.1 mgntdes coefficients des termes
périodiques résonants de ce systéme sont dominants etelardérieur{0-2). De méme, les
systemes extrasolaires HD 108874 (proche de la résonahret4AD 202206 (proche de la
résonance 5/1) affichent un comportement similaire. Céestison pour laguelle nous n’avons
pas étudié leur comportement séculaire aux Chapitres 3Lt dection prochaine confirmera
gue notre théorie séculaire est insuffisante pour décrimolevement a long terme de ces trois
derniers systemes.

5.3 Etude de I'étendue de la zone de résonance 5/1 a proxi-
mité du systemev Andromede

Comme le montre la Table 5.1, le mouvement du systerdamdroméde (2006a) est in-
fluencé par sa proximité a la résonance 5/1. Afin d’étudi¢etidue de cette zone de résonance,
nous varions le rapport des demi-grands axes et regard®osséquences que cela engendre
sur le comportement a long terme du systeme, tant du poinudele la grandeur des coeffi-
cients des termes résonants (comme a la section précédeetdjun point de vue graphique
ou nous regardons I'adéquation entre les graphes des évagéculaires obtenus par notre
approche analytique et par une intégration numérique (de&tae fagcon qu’a la Figure 4.1).

La Table 5.2 montre, comme précédemment, les termg%o(e@%; W) etde;f, (E2; W)
de coefficients les plus élevés pour différentes valeursaini-girand axe de la planéete exté-
rieurea,. Tous les autres éléments orbitaux osculateurs sont igéisgrar rapport a ceux de la
Table 1.2.

Poura, /a; = 0.322, la proximité de la résonance 11/2 influence principalentesntésul-
tats. En effet, le rapport des demi-grands axes de la résemacte est de /a, = 0.321. Pour
une plus petite valeur du demi-grand axe de la planete extéric’est la résonance 5/1 qui in-
fluence cette fois le comportement du systéme. C’est le csguea; /a; = 0.328 ou les termes
résonants sont présents dans le comportement du systérmeveai des coefficients encore
faibles. Ces deux exemples correspondent au cas de la deugaégorie gue nous avons mise
en évidence dans la section précédente, a savoir les systenproximité relativement faible
a une guelconque résonance en moyen mouvement. En effeguie 5.1 dresse la comparai-
son entre notre approche analytique du Chapitre 4 et I'raté&an numeérique du probleme des
trois corps réalisée avec SWIFT. Concernant les deux prema@ports de demi-grands axes
considérés, les graphes supérieurs de la Figure 5.1 moaguera théorie analytique consti-
tue une bonne approche de la dynamique du systéme qui egpdiocipalement non-résonante.

Le méme genre de résultat a été mis en évidence par [RodrégyB=dlardo, 2005] concer-
nant un autre systéme de la deuxieme catégorie, le systémasarire HD 12661. Avec les
éléments orbitaux osculateurs obtenus par D. Fisher, tlsnomtré que ce dernier est dominé
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FIG. 5.1: Comparaison entre I'évolution temporelle des extdtése; ete, donnée par notre
théorie séculaire analytique (lignes en traits continusr e et en traits pointillés pou,)

et celle obtenue par intégration numérique du problémeroés corps réalisée avec SWIFT
(courbes incluant les variations de courtes périodes,ngpsede passage de la planéte exte-
rieure au péricentre est pris comme temps initial). Touglésents orbitaux osculateurs sont
identiques a ceux de la Table 1.2, excepté le demi-grand e& planete extérieure qui vaut
respectivementa; /a, = 0.322 (graphe supérieur gauchea; /a; = 0.328 (graphe supérieur
droit), a;,/a; = 0.339 (graphe inférieur gaucheeta, /a, = 0.341 (graphe inférieur droi).

par une évolution purement séculaire trés bien reproduie ane fonction perturbative qui
inclut seulement les termes d’ordre six en excentricit@sdyinamique de ce systéme est, par
conséguent, non-résonante malgré une certaine proxinatéésonance 11/2 : le rapport des
fréquences((. 1846 pour les valeurs de la Table 1.2) est trés proche du rapddtt(@/1818), ce

qgui montre la limite de ce dernier critere comme évaluatietedproximité a la résonance.

Lorsquea; /a; = 0.339, les termes enX; — 5\,” dominent cette fois. La dynamique est en-
core décrite qualitativement par notre théorie séculaaesmon plus quantitativement, comme
le montre la Figure 5.1. Enfin, le cas dg/a, = 0.341 est tel que le systeme est visiblement
dans la résonance 5/1, la résonance exacte se situant@en= 0.342. Par conséquent, notre
approche échoue complétement.

Nous avons ainsi affiné la classe Il des systemes extrasstiér[Ferraz-Mello et al., 2005a]
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TAB. 5.2: Termes de coefficients les plus élevés des expresgioni&’?; 1) et - (E3; W)
1

pour le systéme Andromede (2006a) avec différentes valeurs du demi-graedial a, (de
haut en bas a; = 2.575,2.530, 2.445 et 2.431)

CL1/CL2 2E2 <E17W1
0.322  -0.00637 cos (2A; — 11As — 3p; — 6po
0.00507 cos (2A1 — 11Xy — 4p; — 5po
0.00456 cos (2A1 — 11Xy — 2p; — Tpo

) 2E2 ( )
) 0.00514 cos (Ag + p2)
) 0.00456 cos (21 — 11As — 2p1 — Tpa)
) -0.00364 cos (2\; — 11X — 3p; — 6p2)
0328 -0.00604cos (A — 5o — 2p1 — 2p) 0.00515 cos (As + po)
0.00499 cos (A1 — 5y — p1 — 3p2) 0.00432 cos (A1 — 5y — p1 — 3p2)

0.00240 cos (A; — 5Xa — 3p1 — pa)  -0.00174 cos (A1 — 5o — 2p1 — 2ps)
) )

) )

) )

) )

) )

) )

p2) )

0.339 -0.0337 cos (A1 — 5y — 2p; — 2py 0.0237 cos (A1 — By — p1 — 3p2
0.0269 cos (A1 — 5y — p1 — 3pe -0.00988 cos (A1 — by — 2p; — 2ps

0.0139 cos (A1 — 5As — 3p1 — D2 -0.00597 cos (A1 — 5y — p1 — 3p2

0.00994 cos (A1 — 5o — 2p1 — 2po 0.00519 cos (A2 + po

0.341 -0.103 cos (A1 — BAy — 2p; — 2po 0.0723 cos (A1 — bAs — p1 — 3p2
0.0819 cos (A1 — 5Ag — p1 — 3p2 -0.0303 cos (A1 — By — 2p; — 2p9

0.0426 cos (A; — 5y — 3p; — -0.0182 cos (A1 — 5y — p1 — 3p2

exposée au Chapitre 1 en deux sous-catégories, en tenguticoom pas uniquement du rapport
des demi-grands axes mais également de I'ordre de la résmoanplus concrétement, de son
influence sur I'évolution a long terme des excentricités.

5.4 Avantages et limitations de la moyennisation par rappdr
aux courtes péeriodes

5.4.1 Influence des anomalies moyennes sur le comportemenbag terme

Contrairement a notre modéle analytique des Chapitres 3'ettdgration numérique d’'un
systéme formé de deux planétes coplanaires dépend dessvdisianomalies moyennes ini-
tialesM; = n;(t — ;) (cfr Annexe B). Beaucoup de sources, et notamment le cataldg Jean
Schneider, ne précisent pas a quel instanatrrespondent les valeurs des €léments orbitaux, ces
éléments étant considérés comme constants sur de couriedgsede temps. Les graphes des
sections précédentes obtenus avec SWIFT ainsi que lessTalilet 5.2 sont tels que le temps
de passage de la planéte extérieure au péricentre est prise&temps initial de I'intégration.
Plus précisément, nous fixons le temps initial 75, ce qui entraine une anomalie moyenne de
la planéte extérieure nulle, soit

M, = n1(7'2 - 71)
My = 0.
Il est important de remarquer que ce choix arbitraire d’umgs initial conditionne I'évolution
a long terme du systéme. Pour illustrer ce fait, nous conmzara la Figure 5.2, les évolu-

(5.11)
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FIG. 5.2: Evolutions temporelles des excentricités des pémni@térieures des systemesan-
droméde 2006bgfaphe de gauchest HD 168443 graphe de droitgobtenues par intégration
numerique (SWIFT) pour les temps initiatix= 7; (courbe en traits continus) €& r, (courbe

en pointillés)

tions temporelles de I'excentricité des planétes intérieures des systemAadroméde 2006b
(graphe de gauche) et HD 168443 (graphe de droite) obteranastpgration numérique avec
le logiciel SWIFT pour les temps initiaux= 7; (courbe en traits continus) et= 7, (courbe

en pointillés). Méme si I'évolution du systéemeAndroméde n’est pas fortement modifiée par
le changement de temps initial, il n’en va pas de méme poxosygsteme HD 168443. Cette
différence de comportement plus marquée est probablenuenawuix masses importantes des
planéetes de ce systeme{ = 8.02M; etmy = 18.10M;). Elle a également été mise en évi-
dence par [Lee et Peale, 2003] (qui indiguent que la détetivimdes paramétres orbitaux d’'un
systéme planétaire réalisée dans un repére de Jacobi (esstroaentrique) réduit considéra-
blement la sensibilité de I'évolution temporelle du systéam temps initial ou, autrement dit, &
ses conditions initiales). Une étude plus approfondie deteibilité des systémes extrasolaires
aux valeurs initiales des anomalies moyenfisainsi qu’aux valeurs des masses pourrait se
révéler intéressante.

Ces exemples montrent que le comportement a long terme g4tarse peut, dans cer-
tains cas, étre fortement influencé par les valeurs des diesmaoyennes initiales considérées.
Etant donné les incertitudes actuelles sur ces dernieseg, approche analytique indépendante
de celles-ci peut étre considérée comme un atout dans éé&eada dynamique séculaire des
systémes extrasolaires.

5.4.2 Prise en compte des anomalies moyennes au premier oedtes masses

Il peut étre intéressant d’envisager I'erreur commise awpires précédents en consi-
dérant, comme valeurs initiales de notre modele analytsfoeilaire, les éléments orbitaux
osculateurs et non leurs homologues moyennés par rappodoautes périodes, au premier
ordre des masses. La Figure 5.3 compare les évolutionsag@suties excentricités des pla-
nétes intérieures des systémedndroméde 2006b et HD 168443 calculées analytiquement a
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FiG. 5.3: Evolutions temporelles des excentricités des pteni@térieures des systemesn-
droméde 2006bgraphes supérieuyet HD 168443 ¢raphes inférieursobtenues analytique-
ment a partir des éléments orbitaux osculateurs (courb@ssyeanalytiquement a partir des
mémes éléments moyennés (courbes bleues) et numériqu@eriies rouges). Les graphes
de gauche sont un agrandissement des premiéres années denmeati Séculaire représenté

dans les graphes de droite.

partir des éléments orbitaux osculateurs (courbes vedasg)ytiquement a partir des mémes
éléments moyennés (courbes bleues) et numériquemenbé&sorguges, réalisées avec le logi-
ciel SWIFT).

Concernant le systeme Androméde, les anomalies moyennes osculatrices sont faxées
M, = —143.67° et M, = 0°. L'excentricité osculatrice de la planéte intérieure yauiant a
elle,e; = 0.254. La moyennisation au premier ordre des petites massesigpla la Section
5.1 ne modifie que peu cette valeur puisgue= 0.254856. De méme les autres éléments or-
bitaux osculateurs ne sont que peu modifiés par la moyerorisai premier ordre des masses.
C’est la raison pour laquelle nous avons simplifie, dans lesp@ires 3 et 4, I'approximation
analytique en n’effectuant pas le calcul des élémentsaurkiinoyennés.

Sur une courte période de temps, la Figure 5.3 (graphe supé&auche) montre que notre
modélisation analytique prenant en compte les élémenitaokomoyennés ajuste au mieux
la courbe d’intégration numérique. Considérer les élémerttitaux moyennés est nécessaire
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si I'on veut suivre I'évolution d’'une orbite particuliereayennée par rapport aux courtes pé-
riodes, et non celle d’'une autre orbite moyennée qui coora$@ d’autres éléments orbitaux
osculateurs. En effet, le graphe supérieur gauche momsegue I'évolution de I'excentricité
e1 décrite a partir des conditions initiales osculatricesespond a une valeur minimale de I'ex-
centricité plutdt qu’a une valeur moyenne. D’ou la nécéssit corriger ces conditions initiales
en les moyennant au premier ordre des masses.

Toutefois, nous sommes intéressés, dans ce travail, panmpartement du systéme sur de
grandes échelles de temps et le graphe supérieur droit enquér 'amélioration obtenue en
considérant les éléments osculateurs moyennés n’est gidemeént significative sur le long
terme, ce qui nous a permis de ne pas tenir compte de la m@gtiom sur les élements orbi-
taux osculateurs dans les chapitres précédents.

Des résultats semblables sont obtenus a la Figure 5.3 psystieme HD 168443. Le graphe
inférieur droit met également en évidence les limitatioeasdtre théorie séculaire au second
degré des masses. En effet, dans le cas de ce dernier exosykté masses sont particuliére-
ment importantesnt; = 8.02M; etmy, = 18.10M ), ce qui expliqgue que I'approximation au
second degré des masses n’est plus suffisante (le produnateses des exoplanétes vaut, en
masse solairgyn;msy)/m2 = 4.42 x 107° pourv Androméde et est nettement supérieur dans
le cas de HD 168443 puisque;msy)/m3 = 1.44 x 1074).

Ainsi, une meilleure approximation analytique peut étteratue d’'un développement de
la fonction hamiltonienne a un degré supérieur des massksret moyennisation de I’'Hamil-
tonien a un ordre supérieur également. Celle-ci ne s’avésa¢ellement nécessaire pour des
systémes dont les masses des planétes n'excedent pastslenpitiples de la masse de Jupiter
(comme I'exosysteme Andromede par exemple). Cependant, les masses des exeglace
tuellement détectées étant des masses minimales possgttesmoyennisation peut se révéler
indispensable pour les exosystemes ou une forte augnentis masses serait découverte.
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Dans le cas d’'un systéme extrasolaire supposé coplafapprdximation de la dynamique
séculaire obtenue par un développement en excentricités perturbation semble étre une
meéthode analytique tout a fait fiable et peu colteuse. Ceti@éate est capable de modéliser
le comportement a long terme de planéetes dont les exceégripeuvent atteindre des valeurs
aussi élevées que celles de I'exosysteme HD 74456 (0.636 ete, = 0.583). Un rapide coup
d’oeil a la convergence numérique de I'Hamiltonien pernmebetre de connaitre la précision
atteinte par le développement limité a I'ordre 12.

Ces résultats encourageants nous incitent a tenter la m@pmeche pour des systemes
extrasolaires cette fois tridimensionnels (toujours fésme deux planétes hors résonance en
moyen mouvement). A cause des limitations des méthodestdetidé, la résolution spatiale
des exosystemes découverts actuellement est pour I'tnstaoessible. Dans un tel contexte,
l'intérét des méthodes analytiques est multiple : localise équilibres stables et instables de
la dynamique (les voisinages des premiers étant des paeidespace de phase assez ac-
cueillantes que pour abriter un systéme extrasolaire déemsid’années durant; les voisinages
des seconds étant peu propices a la survie a long terme dsténsy extrasolaire) ou effectuer
aisément une analyse paramétrique du probleme (par exemelétude de la sensibilité du
comportement a long terme d’'un systeme a une modificatioa @aléur initiale d’'un de ses
éléments orbitaux osculateurs).

Ces différents aspects vont étre traités dans cette denpagtie qui est un miroir des Cha-
pitres 3 et 4, et qui est basée sur une généralisation delsatégurécédents a des systémes
extrasolaires d’orbites non-coplanaires, généralisatalisée non sans efforts puisque le pro-
bléeme a traiter augmente considérablement en difficultéd’adjonction de deux degrés de
liberté supplémentaires. Un nouveau défi a relever poueragproche hamiltonienne.
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Chapitre 6

Implications du changement de stabilité
d’'un équilibre a haute inclinaison mutuelle
dans I'apparition de résonances séculaires

Ce premier chapitre consacré aux systémes extrasolainstitc@s de deux planétes d’or-
bites non-coplanaires a pour objectif d’étudier analygiment les différents équilibres du pro-
bleme séculaire tridimensionnel des trois corps et leugigations sur la structure de I'espace
de phase. A nouveau seuls les systémes hors résonance emmmyement sont considéres.

Notre approche analytique présentée a la Section 6.1 est memmblablement a I'étude des
systémes coplanaires, sur un développement en exceggratien inclinaisons des interactions
entre les planetes, développement limité a I'ordre 12 dosiagit de vérifier la convergence
numérigque, et sur une moyennisation des courtes périodpseaier ordre des masses rédui-
sant le probleme a quatre degrés de liberté. De plus, I'emtodtl plan de Laplace comme plan
de référence réalisée concretement par la réduction delJijd®42] permet de réduire le pro-
bleme a seulement deux degrés de liberté. Un grand intérét deodele est qu’il ne dépend
alors, comme précédemment, que de trois paramétres : lertajgs demi-grands axes, le rap-
port des masses et le déficit de moment angulaire.

En introduisant des variables canoniques non-singuldés/pe Poincaré”, la formulation
de I'Hamiltonien met en évidence les symétries et partitiés du probléme tridimensionnel
séculaire. Ces variables sont semblables a celles intexdpar [Poincaré, 1892] dans sa des-
cription des “orbites périodiques de la troisieme sorteide cas de faibles rapports de masses
et, plus tard, entre autres par [Jefferys et Moser, 1968Reb(itel, 1995] dans leur preuve de
I'extension de ces orbites périodiques a des mouvementi-gédodiques. Le but de leurs
travaux était d’établir une preuve mathématique de I'exisé de tels mouvements en utilisant
la théorie KAM et en se limitant par conséquent a des exa#ési rapports de demi-grands
axes et/ou rapports de masses faibles. Notre objectif esidement différent puisque nous re-
cherchons une approximation analytique capable de déenneuvement général du probléme
séculaire pour des rapports de demi-grands axes, des tapjpanasses et des excentricités de
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I'ordre de ceux observés dans les systemes extrasolattedlament découverts.

En ce sens, le présent chapitre est comparable au travalidetEhenko et al., 2006b] qui
fut, pour nous, une réelle source d’inspiration. Ce dem@pose sur une étude semi-numérique
décrivant les principales caractéristiques du problénfreSection 1.4.2) mais, comme nous
le verrons, notre théorie analytique va plus loin en déativie facon beaucoup plus précise
ces caractéristiques et en identifiant les concepts dynesigxpliquant ces comportements.
En effet, notre fonction hamiltonienne exprimée en vagatldanoniques non-singuliéres faci-
lite 'analyse géométrique des courbes d’énergie constainsi que I'étude de la stabilité des
extrema de I’'Hamiltonien qui déterminent a eux seuls lesgypiales particularités de la dyna-
mique.

Le probleme étant a quatre dimensions, il est difficile deialiser son espace de phase
mais on peut cependant espérer définir un plan représeméstififférentes classes d’orbites.
Le premier plan représentatif considéré (= +90° etw, = +90°) a la Section 6.2 montre
I'existence d’un équilibre a excentricités nulles et inaison mutuelle maximale, déja décrit
par [Poincaré, 1892]. Lorsque I'inclinaison mutuelle aegwe, ce point fixe a l'origine stable
change de stabilité et donne naissance par bifurcationa@guilibres que nous appellerons
équilibres de Kozai, étant apparentés aux résonances de p@sentes dans le probleme res-
treint ([Kozai, 1962]). L'analyse des différents équitisrdu probléme séculaire réduit et de leur
stabilité fait I'objet de la Section 6.3.

La Section 6.4 effectue une analyse paramétrique de ce méhEme et examine pour
guelles valeurs des trois paramétres se produit la biforcate I'équilibre central. La dyna-
migque du probleme est également étudiée a la Section 6.5aerdérde surfaces de section
montrant la modification de I'espace de phase entrainée phahgement de stabilité de I'équi-
libre a excentricités nulles : les variétés stables et Iilstaassociées aux orbites périodiques
instables émanant de cet équilibre sont responsables déslenze d’une large zone chaotique.

Un second plan représentatif est envisageé a la Sectioni%.6-(0° ou 180° etw, = 0° ou
180°) et met en évidence I'existence d’équilibres instablepkmentaires a tres haute incli-
naison mutuelle.

Enfin, la derniere section tisse un lien avec le cas coplaétudié au Chapitre 3 en consideé-
rant la résonance séculaire non-linéaire découverte afiantentricités comme une trajectoire
périodique du probléme séculaire tridimensionnel des troips.

6.1 Hamiltonien du probleme non-coplanaire

6.1.1 Reéduction a deux degrés de liberté

Considérons a nouveau le systeme formé par une étoile ederanassen, et deux pla-
nétes de masses; etm, en interaction gravitationnelle. Ces deux planéetes ne gostsou-
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mises, dans cette troisieme partie, a une quelconque Bgmthte coplanarité des deux plans
orbitaux. En prenant en compte les mémes conventions gles cigfinies au Chapitre 3, nous
obtenons une formulation identique de I'Hamiltonien :

Gmgm Gmgm 1 71|75
= om1 0 Z—Gmlmg _ _(1|32) 7
2a, 2a9 |7 — 75 Ty

(6.1)

ou les notations; etr; représentent, respectivement, le vecteur position duseaypvecteur a
trois dimensions cette fois, et la norme de ce vecteur.

Le Chapitre 2 nous a fourni le développement en excentsieit&n inclinaisons du dernier
terme de cette expression, repris ci-dessous :

Gm0m1 Gm0m2

H=— -
20 2a, sl al (6.2)
. i |+-2i5 - N |gal+2ig 6.2
Gmﬂnz k 2% 2 i\ t2 '
2 : A Ji \Jl|+ i \ZJ2|+ 2 (gip L sin — cos d,
(45} 2 2
k Zl7.7l7l€4

oud = [(k+ 51+ js) A1 — (kK + J2 + ja) Ao — J1o1 + Jowwe — 7380 + Ja€ds]. Rappelons que les
indices &, 4;,[ € 4) sont des entiers positifs et que la somjne- j, est paire. Les coefficients
Aflvjl dépendent seulement du rapparta, des demi-grands axes. Comme nous I'avons montré
a la Section 2.2, ce développement posséde la caractéeste d’Alembert dans les couples
(e;, \; — ;) et(sin %, i — ), et est tel que la somme des coefficients des variables aregula
est nulle.

De la méme maniére que pour I'étude du cas de planétes coplsmeous choisissons d’ex-
primer I'Hamiltonien dans les variables classiques de Dy modifiées (limitées au second
degré des masses) :

A; = longitude moyenne dey; Li = miv/Gmoa;
p; = —longitude du péricentre de; (= —w;) P= L, [1 — /11— e?}
¢; = —longitude du noeud de; (= —(;) Qi = Liy/1—¢€[1—cosiy,

(6.3)
et, plus particulierement, nous préférons utiliser legesgions sans dimensiéh = /2P;/L;
etS; = +/2Q;/L; a la place, respectivement, des excentricités et des @&stins. Pour des
excentricités et inclinaisons faibles a modérées, lestgaary et 2 sin% ont des valeurs sem-
blables, comme le montre la Figure 6.1. Y sont représengegulantitéss = /2@ /L en
fonction des inclinaisons comprises enfret 27, pour différentes valeurs des excentricités.
Nous remarquons que ces courbes sont proches de ce;klendg lorsque la valeur de I'ex-
centricité est faible, et elles sont méme identiques poeraxtentricité nulle (auquel cas on
retrouve la formule trigopnométrique de Carnot).

Ce choix de variables méne a la formulation de I'Hamiltorgaivante
Gm0m1 Gm0m2

H=— _

2&1
m1m2 k +2 +2 +2 +2i
§ ' B JzElJl\ ZlE\le Zzg\ﬂs\ ZSS|J4| i og ®,

k Zlv]lvle4

(6.4)
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2*sin(i/2)

15

05 | ,,,ﬁ:’ \:::-\: E

0 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

i (rad)

FIG. 6.1: Graphe de la quantitg¢ = \/2\/1 — e2(1 — cos ) en fonction de l'inclinaisor (en
radians), pour les valeurs d’excentricité== 0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 et0.6. Plus I'excentricité
est faible, plus les expressiofset 2 sin % sont proches.

avec® dénotant la combinaison d’angles
Q= [(k+j1+ Js)A — (K + ja + Ja) A2 + Jip1 — JaP2 + Jaqi — Jaga]. (6.5)

A nouveau, seule la dynamique a long terme du systeme eget’db cette étude et a
condition que le systéme ne soit pas trop proche d’une résernsn moyen mouvement, nous
pouvons effectuer la méme moyennisation “aux ciseaux” @apart aux variables rapides
gue celle explicitée au Chapitre 5. L'expression de I'Héomien moyenné au premier ordre
des masses est la suivante

k,j1,] j1]+24 j2|+24 k+j1]+21 k+j2|+21
K=Y Chiphitn pleiie gl glitilt2i o g, (6.6)

k,J1,J2,i1,l€4

avec® = [j1p1 —jopa— (k+71)¢1 + (k+72)ge]. La caractéristique de d’Alembert s’exerce a pré-
sent sur les couplgdy;, p;) et(S;, ¢;). Les longitudes moyennes n’apparaissant plus dans cette
expression, les moments assodig®t par conséquent les demi-grands axesont constants.
C’est la raison pour laquelle les deux premiers termes dg@igssion ont pu étre supprimés
de I'Hamiltonien, celui-ci étant défini & une constante pBsméme, le facteur Gmims/as

n’est pas reproduit. L'Hamiltonien ainsi obtenu posseédaigudegrés de liberté.

Dans ce travail, nous choisissons de limiter I'Hamiltons&culaire (6.6) aux termes dont
la somme des exposants g, F,, S; et .S, est inférieure ou égale a 12. Une premiere étape
importante dans I'analyse de ce modéle est de vérifier dit pre appliqué aux systémes ex-
trasolaires. Comme dans le cas coplanaire, nous noussatér® uniquement a une partie du
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TAB. 6.1: Comparaison des convergences numériques du déeetgmp de la perturbation
entiere’{ et du méme développement limité aux termes séculdiredans le cas d’orbites
non-coplanaires. Le rapport des demi-grands axes est fixf:a = 0.2.

Ordre enk; Série entiére (6.4) Termes séculaires (6.6)
Coefficient Nombre Coefficient Nombre
le plus élevé determes le plus élevé de termes

0 1.01 18 1.01 1
1 1.03 74 0. 0
2 1.05 368 3.24 x 1072 6
3 1.20 1118 0. 0
4 1.65 3180 8.81x 1072 31
5 3.15 7462 0. 0
6 2.65 16436 2.08 x 107! 110
7 9.74 32742 0. 0
8 2.11 x 10! 62071 3.83 x 107* 326
9 4.40 x 10! 110566 0. 0
10 8.95 x 10! 189667 1.17 812
11 1.94 x 102 311594 0. 0
12 4.25 x 102 497348 5.33 1810

développement complet en excentricités et en inclinaidargartie séculaire, et nous nous at-
tendons au méme genre de résultat quant a la convergenceiquenée cette derniere. Pour
vérifier cette hypothése, la Table 6.1 présente les mémeasnmations que celles contenues
dans la Table 3.2 consacrée aux systémes coplanaires. ltediagensionnel semble égale-
ment caractérisé par une différence assez nette dansd’dedgrandeur des contributions des
différents ordres (ordres 2 a 12) des Hamiltoniens moyeahien-moyennés par rapport aux
courtes périodes. Notons également que I'approche séeulai compte que peu de termes
(3096 termes dans cet exemple) par rapport au développement ageame ( 232 644 termes
dans cet exemple ou les termes du typ&; — )\) sont calculés jusqu’a = 18).

Dans la suite, nous vérifierons systématiquement la coemesgnumérique de nos diffé-
rents résultats. Comme attendu, nous verrons que pluin@son mutuelle des plans orbitaux
du systéme considéré est élevée, plus la convergence mumést faible. Toutefois, pour des
inclinaisons mutuelles faibles a modérées, la converganngrique est étonnamment bonne
une fois de plus.

Comme nous lI'avons déja mentionné a de multiples reprisess disposons d’une relation
supplémentaire maintenue lors de la moyennisation paprappx courtes périodes : la somme
des coefficients des variables angulaires est égale a ZBamitonien ne dépend ainsi que de
trois variables angulaires, comme le montre cette nouf@ifeulation de I'angled :

® =ji(p1 —q1) — J2(p2 — @2) — k(@1 — q2). (6.7)
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Cette observation nous incite a définir une nouvelle transdtion canonique :

wr=pP1—q1 Wi =P
Wy = P2 — (G2 Wy =P,

6.8
T =q — g2 Ri=P +@Q (6:8)
Ty = (2 Ry =P+ P+ Q1+ Q.

L'angle w; est défini comme l'opposé de I'argument du péricentre dedagibm;. Comme
recherché, seuls les trois premiers angles sont présamtd’Hamiltonien, ce qui signifie que
R, est une intégrale premiére du probléme.

Dans le cas du probleme des trois corpggélduction de Jacobiaussi appeléélimination
des noeudgJacobi, 1842]), permet de réduire la fonction Hamiltomie (6.6) a deux degrés
de liberté seulement. Elle est basée sur I'invariance du embrmangulaire totalC’, en norme
et en direction. La direction constante du vect€udéfinit un plan invariant perpendiculaire a
ce vecteur. Ce plan est connu sous le nonplda invariant de Laplacele choix de ce plan
comme plan de référence implique les relations suivantes :

Ql - QQ - :|:1800 (69)
Cp=C,=0etC,=||C|| = cste = Zmi\/Gmoai(l —e?)cosi;,  (6.10)

i=1,2

ouC,, C, etC, représentent les composantes du vecteur du moment amgolr. Une écri-
ture équivalente de ces égalités dans les éléments de Bglenodifiés

q1 — gz = +180° (611)
(Ll — Pl) COSil + (Lg - PQ) COS’iQ =C (612)
(Ll - Pl) sinz'l + (L2 - PQ) Sin’ig = 0, (613)

avecC' la norme du moment angulaire total, montre que le choix du géaLaplace fixe I'angle

r1 @ une valeur constante. Par conséquent, il découle des'caﬁrtqzulauslmiltoniennesg(g1 =17

doit étre nul) que le moment assodig n’est plus présent dans I’'Hamiltonien. Le probleme est
ainsi réduit a deux degrés de liberté (w,, W5, W5).

Il est a noter que, dans le plan de référence de Laplace, #atome du momerR, est liée
a la constance du moment angulaire total. En effet, la quaRti représente un invariant du
systeme séculaire dénommé, par [Laskar, 19897¢ular momentum deficit

2
AMD =) " Li(1 — /1 — €? cosiy). (6.14)
=1

L'équation (6.12) de la définition du plan de Laplace pernmeet@kcrire le déficit de moment
angulaire en fonction de la norme du moment angulaire total

AMD = L, + Ly — C. (6.15)
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Dans la suite, nous préférons nous référer a une quantiiéadgnte mais non-dimensionnelle
gue nous dénommerons:

(1 —p), (6.16)

u symbolisant toujours le rapport des massge$(m; +ms). Pour une valeur constante du mo-
ment angulaire total’, ou de facon équivalente pour une valeur fixé& dées relations (6.12)
et (6.13) nous permettent d’évaluer les inclinaisons corfimetions des excentricités.

Finalement, nous exécutons une derniére transformatimonigue des coordonnées afin de
nous munir de variables non-singuliéres et d’ainsi pougégalement analyser le cas particulier
de deux planétes circulaires. Nous choisissons de trawailec les variables de type Poincaré

r; = \/2P; cos w; et yi = /2P, sinw;, (6.17)

ce qui entraine la reformulation de I’'Hamiltonien suivante

’ ks ke
K=" Dy ai'yla s /201 " V/2Qs (6.18)

kl7l€ﬁ

Il reste a déterminer les expressions des mom@ntst (), en fonction des variables et
y;. Des définitions du plan de Laplace etXdenous obtenons

2Q1 = x[2Ly — 25 —y3 — x|/(L1 + Ly — AMD)

6.19
20y = [2L1 — 22 — 47 — ]/(Ly + Ly — AMD), (6.19)

ou y est défini par
X =AMD — P, — P, = AMD — (22 + 3% + 22 4+ y2)/2 (6.20)

et est la partie du déficit de moment angulaire relative &lifimison mutuelle des orbites. En
développant en série de puissance les expressions (BH&niltonien, tronqué a I'ordre 12
dans les quantités;, y; et /x, devient

K= 3 Enaliuap s D 6:21)

nLJEQ

avecD = L, + L, — AMD]~'/2. Notons que, comme la somrhg+ k¢ des exposants dg2Q;
est paire, I'exposant; est bien entier. Cette fois, les coefficieits ne dependent plus seule-
ment du rapport des demi-grands axgsais également du rapport des magsesinsi, comme
dans le cas coplanaire, notre approche dépend seulementdearametres, les deux rapports
précédents et la valeur d& et permet d’aisément analyser la maniere dont la dynanmdque
probleme est influencée par chacun de ces parametres (tivrséat).

6.1.2 Symétries du probléme réduit

Le fait que I'expression (6.6) soit une fonction paire desaldes angulaires implique que
dans le développement (6.21) les sommest+ n3 etny + ny sont paires. Il en découle les
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relations suivantes :

= —(0K/0y1) = Fi(x1,22,y1,Y2) = Fi(—x1, —22, Y1, Y2)
= —F1($1, T2, —UY1, —y2) = —Fl(—$17 —x2, —Yi1, —92)7

sz - —(BIC/Byz) = F2(x17x27y17y2) = FZ(_‘Tb _‘T27y17y2)
= —Fy(x1, 22, —y1, —y2) = —Fo(—21, =22, —Y1, —¥2),
(6.22)

Y1 = (81C/8x1) = F3($17$273/1792) = F3($1,$27 —Y1, —y2)
= —F3(—$1, —x2,y1,y2) = —Fs(—ha —x2, —Yi1, —92)7

Yo = (0K/0x9) = Fy(x1,22,y1,Y2) = Fia(x1, 22, —y1, —Y2)
= —F4(—$17 —$27y1>y2) = —F4(—931, —T2, —Y1, —yz)-

Ainsi, pour chaque solutiofw (), zo(t), y1(t), y=(t)) des équations différentielles, nous pou-
vons définir trois autres solutions :

—xl(—t),—l'g(—t), yl(_t)> y2(_t)v
z1(—t), xa(—t), —y1(—t), —ya(—1),
—x1( 1), —x2( 1), —yi( ), —y2( ).

Ces symeétries, qui ont déja été observées par [Jefferys &2ii066], sont similaires a
celles du probléme restreint avec masses égales ([Strarrifi@3]) et sont assez utiles pra-
tiguement dans la réalisation de surfaces de section oul@ande des orbites périodiques.
En effet, comme dans le probleme restreint avec massess¢gadgiste trois types d’orbites
périodiques symétriques : les orbites symétriques paiorappx axeg; telles que

ent =0 r1=x2=0,11 =yi, Y2 = Y5

ent = T/2 z1 =22 =0,y1 = ¥, y2 = 15,
celles symétriques par rapport aux axegelles que

ent=0 T, =%, 00 =25,y1 = Y2 =10

ent=T/2 v =a% 19 =24, y1 = yp = 0,
et enfin celles symétriques par rapport a tous les axes tplkes

ent =0 1 =22 = 0,91 =Y, y2 = y5

ent =T/4 v =a%, 19 =24, y1 =y, = 0.

La Section 6.5 montrera que les familles d’orbites périndgqui constituent le “corps prin-
cipal” de I'espace de phase sont symétriques par rappordeesy; et certaines par rapport a
tous les axes.
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6.2 Etude de I'eéquilibre central et construction d’'une repre-
sentation géometrigue

Une autre conséquence de la parité des exposants; etn, +n,4 dans I'expression (6.21)
est la possible réécriture des équations hamiltoniennesladorme

) diC
Yi = o o1 Fy (23, y3) + 22 Fo (i, y5)

o (6.23)
T = _dy = 1G1(zi, i) + y2Ga(3, vi).

Ainsi, lorsquer; = x5, = 0, les dérivéeg; s’annulent simultanément et, de méme, les dérivées
i; S'annulent lorsque; = y», = 0. Par conséquent; = e, = 0 est un équilibre du probléme
réduit, quelle que soit la valeur du déficit de moment angeilgi (c’est-a-dire d’inclinaison
mutuelle des deux orbites) considéree.

Pour une valeur fixée dg, le probléme est a quatre dimensions et il est impossibleééde d
finir une surface de section ou chaque orbite serait repiEsegrar un (ou plusieurs) point(s)
sur cette surface. Nous pouvons seulement espérer trongeeprésentation géométriqus,
plan représentatjfqui contiendrait les conditions initiales d’orbitesprésentativede chacune
des classes d’orbites : pour chaque orbite du problemeraitggossible de trouver une autre
orbite proche de cette derniere et qui traverse ce plan deeréfe. [Michtchenko et al., 2006b]
ont défini un tel plan représentatif de la dynamigue maisheakusement, ce dernier est en
réalité la juxtaposition de deux demi-plans et n’est pasisanLa discontinuité de cette repré-
sentation rend l'interprétation du diagramme assez ddfiei ne permet pas de visualiser une
des caractéristiques principales du probleme (I'équlkhr= e, = 0 dont la stabilité gouverne
la dynamique) précisément située a I'endroit de la disooiitt.

Comme plan représentatif, nous choisissons le plaa x, = 0, ce qui revient a fixer les
arguments des péricentresA0°. En tracant les courbes d’Hamiltonien constant dans le plan
(y1,y2) avecw; fixé a90° du coté positif de I'axe et &90° du cété négatif, nous obtenons
une premiére représentation de la dynamique a la Figurgéwzie). En réalité, afin de rendre
l'interprétation plus aisée, nous effectuons un changérm@&chelle non-linéaire pour nous
ramener au plafe; sin wy, e sin wq). La Figure 6.2 est réalisée avec les paramétres suivants :
le rapport des demi-grands axes-= 0.1, le rapport des massgs= 0.5 (c'est-a-direm; = msy)
et =0.01.

L'Hamiltonien (6.21) est bien continu sur ce plan, qui cepend en fait a un disque. En
effet, comme la valeur dE est fixée, les excentricités et donc les coordonggesmpatibles
avec cette valeur sont limitées. Ainsi, afin d’obtenir umgdis et non une ellipse, nous avons
simplement ajusté les échelles des deux axes.

L'équation (6.14) montre que, pour une valeur fixé&xdk valeur maximale deihclinaison
mutuelleentre les deux plans orbitaui,,; = i, + i», est atteinte a l'origine du disqug =
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eg sin wa

FIG. 6.2: A gauche :Courbes d’Hamiltonien constant pour = 0.1, m;/ms = 1 et¥ =
0.01, dans le systéeme de coordonnéessin wy, e, sinwy) ouU w; vaut90° du cété positif de
I'axe et —90° du cbté négatifA droite : Pour le méme cas, courbes des différents niveaux de
convergence numeérique exprimés en échelle logarithmiopse(10).

es = 0 etest égale a

2 12 12
u) (6.24)

211 L,

Plus I'inclinaison mutuelle est élevée, plus petites sesExcentricités et donc plus grande est
la proximité a I'origine du disque représentatif sin wy, es sin w,). Ainsi, le cercle qui entoure
la dynamique possible du probléme correspond au cas désrbiplanaires.

max I,,,,; = arccos (

Comme nous l'avons montré en début de section, le centee e, = 0 de la Figure 6.2
constitue bien un équilibre de la fonction hamiltonienneyermée et réduite a deux degrés
de liberté, et plus précisément un minimum. Nous confirmer@malytiquement a la Section
6.3.2 qu’il s’agit bien d’un équilibre stable. Pour ce prenthoix des valeurs des parametres,
il correspond a une inclinaison mutuelle2B5°. L'existence d’un tel point fixe est mentionnée
par [Poincaré, 1892] dans son étude des “solutions de Eéroe sorte" (Volume |, paragraphe
48), dans le cas de planetes de petites masses.

L'autre disque de la Figure 6.2 donne une indication quaat@hvergence numérique de
la série hamiltonienne, exprimée dans le méme systeme ddaueees que le plan représen-
tatif. Pour mesurer cette convergence numérique, noussastwisi d’évaluer le rapport de la
contribution apportée par 'ordre 12 en excentricités einetinaisons par rapport a la valeur
totale de 'Hamiltonien. L'échelle présente le logaritherebase 10 de cette mesure. Les cou-
leurs les plus sombres témoignent d’'une meilleure conwegyaumérique. Nous remarquons
gue cette derniere dépend fortement des valeurs indivetueés excentricités. Néanmoins, la
convergence numérique générale lue sur cette figure edteaxeggénéralement inférieure a
10719),
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6.3 Changement de stabilité de I'équilibre central

6.3.1 Observation géométrique du changement de stabilité

Dans cette section, nous nous centrons sur les changeneentsrgportement induits par
une augmentation de la valeur du déficit de moment angulaire-:0.03 (Figure 6.3, gauche)
etY = 0.05 (Figure 6.3, milieu et droite). La premiére valeur corregp@ une inclinaison
mutuelle maximale de0.9° et la seconde d&3.2°. Dans le premier cas, la forme des courbes
d’Hamiltonien constant est plus allongée mais la dynaméegi¢oujours identique dans le sens
ou I'équilibre central est encore stable.

Ce n’est plus le cas pour des valeurs supérieures du définibdeent angulaire. En effet,
le point fixe est cette fois représenté par un point selleuffeig.3, milieu) et deux nouveaux
minima apparaissent : le premier en = w, = 90° et le second, par symétrie de I'Hamil-
tonien, enw; = wy = —90°. En raison de cette symétrie, nous nous limiterons dansita su
au cas(wy, wy) = (—90°, —90°). Ces nouveaux minima sont des équilibres de I'Hamiltonien
séculaire; les angles; etw, sont en libration a proximité de ceux-ci.

Cette bifurcation de I'équilibre central a haute inclimaismutuelle en deux équilibres
stables proches de ce dernier fut prouvée analytiqguemertiptierys et Moser, 1966] pour
des valeurs trés petites des différents parametres et altisydierement pour un rapport des
demi-grands axes tendant vers zéro. A l'aide de la théoridK#s ont établi une preuve
mathématique de I'existence de solutions quasi-périadiglu probleme des trois corps; la
démonstration part de ces équilibres et les perturbe paeteses de courtes périodes. Nos
observations ne possédent bien s(r pas la rigueur matlygraate leurs résultats mais ont ce-
pendant I'avantage de les généraliser a un large éventadlldars des parametres.

La convergence numérigue de la série (6.21) est estimée}pel).05, a la figure droite de
l'illustration 6.3. La valeur de_ (et donc celle de l'inclinaison mutuelle maximale égalethen
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FIG. 6.3: Mémes représentations qu’a la Figure 6.2 pour desirsatipérieures du déficit de
moment angulaireX = 0.03 (& gauchg et = 0.05 (au milieu et a droitg
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FIG. 6.4: Intégrations numériques (réalisées avec SWIFT) dyigteme proche de I'équilibre
central ¢, = e; = 0.001) dans le cas stable = 0.01 (deux graphes supérieyret d’'un
systeme proche du point selle dans le cas instabte 0.05 (deux graphes inférieuysSeule
I'intégration sur le premier million d’années est reprdéenlLes parametres du systeme sont
identiques a ceux des Figures 6.2 et 6.3, c’est-a«dire 0.1, m;/ms = 1, w; = wy = —90°,

Q, = 180°, Q2 = 0°. Les premier et troisiéme graphes montrent les évolutiemporelles des
excentricités, les autres celles de 'angler.

ayant augmenté, la convergence numeérique n’est plus erteltomme précédemment mais
est encore trés bonne (principalement comprise dtréet 10~!!). Par exemple, la précision
obtenue en les nouveaux extrema esti@g x 1072 et elle est dg.35 x 10~7 en I'équilibre
central.

Les minima (env; = we = +90°) de ’'Hamiltonien concentré sur ce premier plan représen-
tatif ont été découverts par [Michtchenko et al., 2006b]sdi@ncas du systeme Andromede.
Ces derniers ont dénommésonances de Lidov-Kozis domaines réguliers entourant ces
points fixes, par analogie avec le probleme restreint désdoops.

Dans le cadre du probleme restreint, [Kozai, 1962] a monthérpastéroide a hautes excen-
tricité et inclinaison perturbé par Jupiter (considéréwsg orbite circulaire) et hors résonance
en moyen mouvement est pourvu d’une variation couplée desoentricitée et de son incli-
naison: de sorte a vérifier la relatioff1 — e2 cosi = cste (probleme des trois corps restreint
réduit a un degré de liberté). Pour une inclinaison suffisamtrimportante, la résonance de
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Kozai se produit e = +90° et est telle ques = 0 ouw est I'argument du péricentre du petit
corps, ce qui peut étre regardé comme une résonance 1/lesnfréquences de précession de
la longitude du périhélie et de la longitude du noeud du petips ¢o = (2).

Dans le cas du probleme des trois corps qui nous préoccigrgdenances de Lidov-Kozai
sont caractérisées par une variation couplée de I'excégtet de l'inclinaison de la planete
intérieure et par une libration de 'argument du péricemteecette méme planéte autour de
+90°. Il est a noter que [Michtchenko et al., 2006b] n'ont pas péanalytiguement que les
minima identifiés a la Figure 6.3 correspondent a des égedlide I'espace de phase a quatre
dimensions. Grace aux symétries de notre modeéle, une tailiication ainsi qu’une étude de
la stabilité de ces équilibres sont possibles et feronjétodbe la prochaine section.

Ce n’est pas la premiére fois que la résonance de Kozai eguégodans I'étude des
systemes extrasolaires. Elle est également décrite dasgpis travaux numériques : entre
autres, [Innanen et al., 1997], [Wu et Murray, 2003] et [Tiket Rasio, 2005], tous consacrés
aux systémes d’étoiles binaires (probléeme restreint @ésdorps) et utilisant le mécanisme de
Kozai pour montrer qu’a inclinaison mutuelle élevée, I'enticité de la planéte peut subir une
oscillation de forte amplitude pouvant expliquer les exgeités trés importantes de certaines
exoplanetes actuellement observées.

Le changement de stabilité de I'équilibre central est ifiisa la Figure 6.4 au moyen
d’'une intégration numérique du probléme des trois corpsmoyenné réalisée avec le logi-
ciel SWIFT. Les conditions initiales du systeme choisi poeite intégration sont tres proches
de celles de I'équilibregf = e5 = 0.001). Les deux premiers graphes de la Figure 6.4 montrent
le comportement du systeme lorsguest fixé &.01 : les excentricités restent proches de leur
valeur initiale et la différence angulaire des lignes desidgsAw oscille autour d€)°. Nous
constatons que le mouvement reste borné pendant au momsdiions d’années. Les deux
derniers graphes de la Figure 6.4 confirment la présenceadguguinstabilité dans le voisinage
de I'équilibre central lorsqu& = 0.05. Le systeme est, en effet, significativement dévié de
sa position initiale, I'excentricité de la planete intérie atteignant la valeur élevée 08 en
moins d’un million d’années.

Enfin, nous illustrons également numériquement I'existethes équilibres de Kozai. Pour
Y, = 0.05, notre théorie analytique moyennée par rapport aux copesdes localise ces
points fixes aux valeurs des excentricités e2) = (0.3832,0.0102). Nous voyons clairement
a la Figure 6.5 que ces conditions initiales particuliéneglpisent un mouvement similaire a
celui d’'un équilibre faiblement perturbé : les excentésiet inclinaisons ne subissent que de
légeres variations et les arguments des péricentres deddibrations autour de0° dans le
cas représenté, et ce durant au moins deux millions d’anBéas sOr les termes a courtes pé-
riodes éliminés dans le processus de moyennisation amadysiont présents dans l'intégration
numérique du probléme général.



108 Chapitre 6. Changement de stabilité d’'un équilibre aehgaelinaison mutuelle

e

[=}

[=} W
T T TTTTT
I T Y T

VVVVVVVVVVVVVVVVVV Fvinie rayvavay e Il A U e APV VYA AU AR 1 vy VY YA EAY:
500000 le+06 1.5e+06 2e+06 2.5e+06

(=}

i(deg)
B5
TTT T T TIT

S

500000 le+06 1.5e+06 2e+06 2.5e+06

90.2 T T T

®; (deg)

8.9.8 1 1 1 1

0 500000 le+06 1.5e+06 2e+06 2.5e+06

200 T T T T

©, (deg)
o

200 I I I I
0 500000 le+06 1.5e+06 2e+06 2.5e+06

FIG. 6.5: Evolutions temporelles numériques (réalisées aVeét-¥) de, de haut en bades
excentricités, les inclinaisons, les arguments des p#ériee de la planete intérieure et de la
planete extérieure, de notre approximation du point fixeaegé a la résonance de Kozai
(e1,e2) = (0.3832,0.0102) dans le cas o = 0.05 (le plan représentatif correspondant se
trouve a la Figure 6.3nilieu). Les autres parametres initiaux sont les mémes que pmr@eéde
ment.

6.3.2 Etude analytique de la stabilité linéaire des équilites de I'Hamilto-
nien séculaire

Il est aisé de prouver que les extrema mis en évidence dareplE€sentations géométriques
précédentes correspondent bien a des équilibres du preldéoulaire. En effet, les points
fixes du systéme moyenné sont définis par les conditipns 3, = @7 = i, = 0. Selon
'équation (6.23), les dérivégs s’annulent pour les points situés dans notre plan repraient
(r1 = x2 = 0). Les conditions nécessaires au calcul des points stati@mse limitent des
lors & (0K /0y;) = —i; = 0. Cela permet de conclure que les valeurs extrémales du plan
représentatify;, y») sont bien des équilibres du probléme séculaire.

Notre modéle fournit une expression analytique facileneabtulable des dérivées pre-
mieres et secondes de I'Hamiltonien. Les valeurs expfiatss équilibres sont simplement les
racines des fonctions et peuvent étre obtenues par une méthode itérative, commétheode
de Newton a deux dimensions, au moyen des expressions desedgoremieres et secondes.
Nous constatons gu’en fonction de la valeuttdeonsidérée, la fonction posséde soit une seule
racine ¢, = e, = 0), soit trois racinesd; = e, = 0 et les équilibres de Kozai), comme observé
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dans les représentations géométriques précédentes.

A présent, concentrons-nous sur I'étude de la stabilitglire de ces equilibres, et plus par-
ticulierement sur le changement observé dans la stabditéduilibre central. L'approximation
guadratique de I'Hamiltonien dans le voisinage d’un ébudliest donnée par cette formule :

2L = a11$% + 2@128182 + &228% + 6115% + 2[)125152 + 622522, (625)

ola; = (agjéi,j)*, by = <8i2£j)* (1,7 = 1,2). Les astérisques signifient que les dérivées
partielles doivent étre évaluées a I'équilibre €t .S;) sont les incréments des variables et mo-
ments(y;, z;). Afin de dissocier les deux degrés de liberté de cette foioualanous utilisons
les transformations de découplage explicitées dans [HEetd_emaitre, 2005] et qui nous ont
déja été utiles a la Section 3.3.
Lorsque le quotient d€' = aq1b15 + basain SUr A = ajaby; + bioagy €St positif, nous

appliguons la méme transformation qu’a la Section 3.3, aisav

S1 = §1C0S¢ — Sysin ¢

sy = p(818in¢ + 39 cos @)

S, = S cos ¢ — S’gsin(b

Sy = (Sising + Sycosd)/p,

avectan 2¢ = 2326— etp® = C/A.

LorsqueC'/ A est négatif, une rotation similaire mais légérement déffée doit étre utilisée :

(6.26)

S1 = §1C0S@ — Sy8in ¢

Sy = p(—31sin¢ + 33 cos @)

Sy = (Sicos¢+ Sysing)/ cos2¢
Sy = (Sising + Sycos¢)/pcos 26,

avecsin 2¢ = —mzpbgijfgm etp? = —C/A.

(6.27)

Ainsi, nous avons réduit 'Hamiltonien a la combinaisorékire de carrés suivante
2L = (Cngf + d115~'12) + (02253 + d22g22) (628)

Si le produitc;;d;; est positif, le degré de liberté correspondant est statdailiement. En effet,
pour chaque degré a présent découplé, les valeurs propregstkme d’équations hamilto-
niennes associé valeaty/—c;;d;; et représentent une situation stable (visuellement uneent
uniquement dans le cas eyd;; > 0. Dans le cas contraire, le degré de liberté est instable
linéairement.

Appliquons a présent cette analyse de stabilité au systetiie&fudié dans la section précé-
dente. L'équilibre central est tel que ses deux degrés deditsont stables pour des valeurs de
Y plus petites qué.0312. Pour des valeurs supérieures du déficit de moment angulaices
produits devient négatif, ce qui produit I'instabilité géétriquement représentée par un point
selle a la Figure 6.3 (milieu). L'autre degré de liberté eesjuant a lui, stable. Concernant le
point fixe au centre de la résonance de Kozai, ses deux degiésedé sont stables, comme
attendu.
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6.4 Etude paramétrigue de la bifurcation de I'équilibre cen
tral

6.4.1 Dépendance de la bifurcation aux parametres, p etx

Dans cette section, nous essayons de déterminer dans opasilee les rapports des demi-
grands axes et des masses influencent la valeur du déficit stiemb@angulaire: a laquelle se
produit la bifurcation.

En premier lieu, nous nous concentrons sur la dépendance \dedur de bifurcation au
rapport des masses. La Figure 6.6 comprend les plans raagfsedes courbes d’Hamiltonien
constant pour différentes valeurs de ce rapport : de hauaemh /m, = 0.25,0.5,1 et2, le
rapport des demi-grands axes étant fixglgpour tous les cas envisagés. De gauche a droite, le
déficit de moment angulaire vaut respectivenieft, 0.03 et 0.05. Une premiere observation
est que les équilibres de Kozai sont présents pour touspesis de masses de la Figure 6.6,
ce qui nous incite a penser que la bifurcation de I'équilite,tral est une caractéristique assez
générale de la dynamique du probleme tridimensionnel.

De plus, lorsque le rapport des masses augmente, les réssrdmKozai apparaissent pour
une valeur plus élevée du déficit de moment angulaire ou,gba féquivalente, une valeur plus
élevée de I'inclinaison mutuelle maximale.

Nous remarguons aussi que les équilibres se déplacenteerabburs de I'excentricité de
la planéte intérieure plus élevées au fur et a mesureaggmente. A cet effet, la Table 6.2
précise la position des points fixes au centre des résondrd&szai, pour les valeurs de para-
metres illustrées a la Figure 6.6.

Concernant la dépendance au rapport des demi-grands axssiéterminons la valeur de
Y a laquelle se produit le changement de stabilité de I'édopailcentral pour différents rapports
a1 /ay. L'inclinaison mutuelle maximale correspondant & ce cleamgnt de stabilité est, dans la
suite, dénommémclinaison mutuelle critiqueCette derniére est calculée a la Table 6.3 pour
guelgues rapports de demi-grands axes=(0.01, 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3) et de masses
(m1/my = 0.01, 0.25, 0.5, 1, 2, 4). Nous observons que, lorsque le rapport des demi-grands

TAB. 6.2: Coordonnée:, e;) des équilibres analytiques de Kozai pour les rapports deesas
et valeurs de illustrés a la Figure 6.6

my/ms by
0.01 0.03 0.05
0.25 — (0575,414x 10°%) (0.862,5.48 x 107)
0.5 -~ (0.309,3.68 x 1073)  (0.579,8.74 x 107%)
1 - - (0.383,1.02 x 1072)
( )

0.264,1.29 x 1072
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FIG. 6.6: Courbes d’Hamiltonien constant dans le plan reptésiérie; sin w;, es sinwy) ou
I'on considére les valeurs des paramétres suivanteg'in, = 0.25,0.5, 1,2 (de haut en bgs
et> = 0.01,0.03,0.05 (de gauche a droife Dans tous les cas, le rapport des demi-grands axes

est fixé a).1.
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TAB. 6.3: Valeurs en degrés de I'inclinaison mutuelle maxintalgespondant au changement
de stabilité de I'équilibre central, également appelédinatsson mutuelle critique, pour plu-
sieurs rapports de masses/m. et de demi-grands axes

my/may o
0.01 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
0.01 39.24 39.19 39.01 38.67 38.18 37.58 36.80
0.25 39.46 39.67 39.66 39.53 39.21 38.67 37.94
0.5 39.70 40.19 40.38 40.30 40.06 39.61 38.90
1 40.31 41.15 41.72 4192 41.82 41.46 40.63
41.05 42.99 44.15 4481 44.95 44.57 43.40
4 42.73 46.29 4850 49.70 50.01 49.18 47.01
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FIG. 6.7: Représentation des courbes d’inclinaison mutuelt&jge constante dans le plan
(a1/as, my/my). Les résultats sont donnés pour des rapports de demi-gaaads, /a, variant
de0.01 &0.3 et des rapports de masses/m variant de).01 a4.
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axes augmente, l'inclinaison mutuelle critique augmeatesdun premier temps avant de dimi-
nuer dans un second temps.

Pour mieux visualiser la dépendance de la bifurcation anis fraramétres;, m,/m, et
I,..t, NOuUs dessinons, a la Figure 6.7, les courbes d’inclinaiaatuelle critigue constante dans
le plan(a;/as, my1/m2). Ce graphe résume toutes les observations précédentesigeréga-
lement que, pour les valeurs particuliéres= 0.01 etm;/ms = 0.01, l'inclinaison mutuelle
critique vaut39.24°. Cette derniere est trés proche de la valeucos \/% ~ 39.23° obtenue
par [Jefferys et Moser, 1966] sous I'hypotheése d’un rapdertiemi-grands axes tendant vers
zéro et d'un faible rapport de masses. Cette valeur crit@gig9.23° fut initialement intro-
duite dans la littérature par [Kozai, 1962] dans I'étude thbfeme des trois corps restreint ; de
méme, les valeurs critiques de la Table 6.3 dans lergasn, = 0.01 sont tout a fait en accord
avec celles qu’il a calculées pour le probléme restreint.

6.4.2 Interprétation de la bifurcation en termes de fréquermes

La transformation de découplage (6.26) ou (6.27) permdeggat de déterminer les va-
leurs des fréquences linéaires. En effet, si le proguit; est positif (c’est-a-dire si I'équilibre
est stable), nous introduisons, dans I’'Hamiltonien (6.8)variables angle-action

5i = A/2R;R!sinr; (6.29)
S; = /2R;/R:cosr;, '

avecR! = (d/c;)'/?. La fonction hamiltonienne se simplifie alors en I'expressi

L = y/ciidii Ry + /caadaoRs. (6.30)

A la Figure 6.8 est représenté le rapport des fréquencesin@se/caodsz /v/c11d11, aSSO-
ciées a I'équilibre central stable (graphe de gauche) etguiibres stables de Kozai (graphe
de droite), pour des inclinaisons mutuelles croissantgs @de I'équilibre central dans le pre-
mier cas,/,,,; des équilibres de Kozai dans le second cas). Cette figurebtstue pour les
paramétresy = 0.3 etm; /my = 0.25. L'inclinaison mutuelle critique vaut, pour cet exemple,
37.94°. Comme attendu, une des fréquences associées a I'équiibteal s’annule a cette va-
leur de bifurcation.

Pour des inclinaisons mutuelles inférieures82a75°, la Figure 6.8 (graphe de gauche)
montre que le rapport des fréquences associées a I'éguddmtral est compris entfe5 et
1. Cette observation est en accord avec les résultats de {&pb895] qui en a fourni une dé-
monstration analytique dans le cas d’inclinaisons muggdHibles. Lorsque I'on considere des
inclinaisons mutuelles supérieure8A75°, le rapport des fréquences décroit pour finalement
atteindre une valeur nulle au moment de la bifurcation.

Enfin, les fréequences associées aux équilibres de Kozadstéts du méme genre de com-
portement : pour des inclinaisons mutuelles inférieur89.83°, le rapporty/coadas /v/c11d11
croit jusqu’a une valeur proche deavant de décroitre pour des inclinaisons mutuelles supé-
rieures (graphe de droite).
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FIG. 6.8: Rapports des fréquences Iinéai(e,ér:mdz?/\/clldll) associées a I'équilibre cen-
tral stable graphe de gaucheet aux équilibres de Kozagfaphe de droite pour des valeurs
croissantes de l'inclinaison mutuellgraphe de gauche 7,,,; de I'équilibre centralgraphe
de droite: I,,,; des équilibres de Kozai). Ces graphes sont obtenus en sbagiv = 0.3 et
my/my = 0.25. Nous voyons que le rapport des fréquences s’annule aifimisbn mutuelle
critigue, comme attendu.

6.5 Surfaces de section

Afin de mieux comprendre la dynamique du probleme et d’ifientes régions de I'espace
de phase ou le mouvement est régulier et celles ou le mouvessenhaotique, nous avons
recours aux surfaces de section. Concretement, nous s$uisi de traiter 'exemple de para-
meétresa = 0.3 etm; /ms = 0.25, et envisageons I'évolution de la dynamique induite paxdeu
valeurs du paramétre : X = 0.02 et X = 0.03. La premiére valeur est juste inférieure a la
valeur critique £ = 0.0206) en laquelle I'équilibre & I'origine devient instable eskaconde est
bien supérieure a la valeur critique. Avant d’étudier plusglétail ce probleme, il est utile d’ana-
lyser les surfaces de section obtenues pour un problemdifsgngimilaire a I'approximation
quadratique de I'Hamiltonien dans le voisinage d’un équdi(cfr Eq. (6.25)).

6.5.1 Un probléme simplifié

A proximité de I'équilibre a I'origine lorsqu’il est stablet a proximité des équilibres de
Kozai, les trajectoires sont similaires a des combinaistendeux sinusoides de fréquences et
amplitudes différentes :

uy = uj + Ay cos psin(ft) — Ay sin ¢ sint
ug = ul + Aj sin ¢ sin(f5t) + Ay cos psint
vy = v} + Aj cos ¢ cos(ft) — Aysin ¢ cost
v = vy + Ay sin ¢ cos(ft) + Ag cos ¢ cost,

(6.31)

ou (uf, v) sont les coordonnées de I'équilibre et(oly, A,) sont les amplitudes. L'anglgest
I'angle intervenant dans la transformation de découplagéfai a I'équation (6.26) ou (6.27).



6.5 Surfaces de section 115

~,
s a0,
- - o o trer gy, e,
o - —
- P ) -~
A e e — T ~>,
P ~.sa
-~ e oo ~ %,
e - Y

LY
“ N3

0.5
0.5

-0.5
-0.5

-1 -0.5 0 0.5 1 =1 -0.5 0 Q.5 1

FIG. 6.9: Surfaces de section définies comme= 0 etu, > 0, et projetées sur le plam —
uf, vy — vf), pour le probleme simplifié semblable & la linéarisatiomaut’un des équilibres
de Kozai (ou de tout autre équilibre stable), dans le cag ot 0.15708 (cfr Eqg. (6.32)). La
valeur de lI'angle de la transformation de découplage modifidement la représentation :
¢ = 7/4 (a gauchg¢ ety = 0.4 (& droite).

En accord avec la Section 6.3.2, nous définissons les vesiabl= A; sin((t), iy = Assint,
01 = Aj cos(ft) ety = A, cost. LHamiltonien “découplé”? associé aux solutions (6.31) est
le suivant :

27 = (U5 + 03) + (T + 7). (6.32)

Le but de ce probleme simplifié est de montrer I'influence xgree I'angley de la trans-
formation de découplage sur la représentation des suréecesction. A cette fin, nous choi-
sissons la surface de section définie par= 0 avecd, > 0 et la reproduisons projetée sur
le plan (u, — uf,v; — v7). Il ne s’agit pas d’'une surface de section idéale dans le cerils
existe des trajectoires localement tangentes a cellerceftet, pour certaines amplitudes,
les trajectoires présentent des boucles qui peuvent @igendes a la surface de section. Il n’en
reste pas moins que les principales propriétés d’'une sudasection sont vérifiees, méme si
les projections des points la traversant sont entouréasngaecourbe formée des points tangents
(tels queus, = 0 etuy, = 0).

La Figure 6.9 présente deux surfaces de section du problienpdif@ de fréquenced =
0.31416 et d’énergie7 = 0.15708 (nous imposons qug soit irrationnel afin d’éviter toute
commensurabilité entre les fréquences et choisisgods sorte a ce que la taille de la section
soit de I'ordre de l'unité). Deux valeurs de I'angle de lansBbrmation de découplage sont en-
visagées p = w/4 ety = 0.4. Nous calculons et dessinons les points de tangence quéfdrm
la frontiére de la section ainsi que quelques-unes des esutél/ constant. Dans le premier
cas oup = 7 /4, les domaines (dans le plam (— u}, v, — v])) autour des points fixes corres-
pondant a4; = 0 etaA, = 0 ontla méme importance. Par contre, le second cas correapbnd
a¢ = 0.4 est tel quesin ¢ ~ 0.39 est inférieur &os ¢ ~ 0.92, ce qui explique que le domaine
entourant le point fixe supériedr, = 0 est réduit (cfr I'Eq. (6.31)).
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Concernant le probleme des trois corps tridimensionneSe€tion 6.5.2), 'angle est de
I'ordre de10~2 et le domaine associé a la premiére fréquence domine résitdmprojection
sur le plan(zy, y;) tandis que l'autre domaine est, par conséquent, microgaepinversement,
le plan(x9, y2) contient essentiellement le domaine associé a la secomasosile. Les centres
des domaines sont des membres des deux familles de Lyapiombites périodiques émanant
de I'équilibre stable. Dans la suite, nous appelleffansille dominantda famille de Lyapunov
entourée d’'un large domaine dans le plap y; ). Bien entendu, ce choix est arbitraire : si, au
contraire, nous avions sélectionné le plan, y») pour accueillir les surfaces de section, I'autre
famille de Lyapunov aurait été qualifiée de famille domimant

6.5.2 Le probléme séculaire des trois corps

Concentrons-nous a nouveau sur le probléme initia-( 0.3, m; /my = 0.25 et deux va-
leurs deX : ¥ = 0.02 et¥ = 0.03). Nous définissons la surface de section par= 0 (i.e.
wy = 1£90°) aveci, < 0 et nous intéressons a la projection dans le ptaros wy, e; sinwy).

Lorsque: = 0.02, le mouvement est tres régulier comme le montre la Figure. 6.&
dernier graphe de cette figure n’est autre que le disque septaif (e; sinwy, ex sinwy) de
la Section 6.2 et stipule les trois niveaux d’énergie quesraisirons étudie{ = —0.0139,
K = —0.013 et = —0.01). Les surfaces de section représentant ces trois niveémedjie
(trois premiers graphes de la Figure 6.10) sont centréeke foint fixe correspondant, selon
notre convention, a un membre de la famille de Lyapunov dantin d’orbites périodiques
émanant de I'équilibre central a excentricités nulles. bendine entourant I'autre point fixe
(correspondant a I'autre famille de Lyapunov d’orbites@diques) est a peine visible en haut
des deuxiéme et troisieme graphes de la Figure 6.10. Cesfv@aux sont caractérisés par une
circulation des arguments des péricentrgsw,. La différence angulairdw = w; — w, est,
quant a elle, en libration autour d&0° a proximité du point fixe appartenant a la famille de
Lyapunov dominante et autour d&dans la région entourant I'autre orbite de Lyapunov. Entre
les deux,Aw circule. Remarquons qu’il n'y a pas de séparatrice entredes régions et, par
conséguent, pas de différence du point de vue dynamique lestdeux mouvements.

Le second cas; = 0.03, est plus intéressant (cfr Figure 6.11). L'équilibre aitome est
a présent un point selle et a donné naissance a deux égsiditateles, les équilibres de Kozai,
comme en témoigne le graphe inférieur droit de la Figure Bldgtrant le disque représentatif
correspondant a ce nouveau niveau de déficit de moment amgaont dessinées les courbes
associées aux sept niveaux d’énergie que nous choisissoradyder. Quand I'équilibre central
devient instable, il ne génére gu’une famille d’orbites@diques qui est instable. Comme nous
le verrons, cette instabilité domine une grande partieesphce de phase.

Les équilibres de Kozairf = =5 = 0,y; = +0.1097,y; = £0.0089) correspondent a
la valeur minimale de I'HamiltonieC = —0.0206. La surface de section est alors réduite
a seulement deux points. Pour des valeurs d’énergie lég@tesnpérieures, les trajectoires
sont telles que les deux arguments des péricentres sordratidn autour de-90°. Mais trés
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FIG. 6.10: Surfaces de section définies comme= 0 aveci, < 0, projetées sur le plan
(e1 coswy, eq sinwy ), dans le cas o = 0.3,m;/ms = 0.25 et¥ = 0.02. Les différents
graphes correspondent aux valeurs suivantes de I'Han@hon—0.0139 (graphe supérieur
gauche, —0.013 (graphe supérieur drojt —0.01 (graphe inférieur gauche Dernier graphe:
courbes liées a ces trois niveaux d’énergie dans le disqguésentatif €; sin w., e; sin wy). La
courbe la plus extérieure est la frontiere du disque coomdg@nt au probleme plan.

vite, y5 étant trés faible, 'argument, commence a circuler tandis que l'autre argument
reste en libration. Cette évolution est facilement obd#evaur le disque représentatif. Lorsque
I = —0.0195 (graphea de la Figure 6.11), la surface de section se limite & deuxudset
la dynamique semble étre réguliére. Le centre de chaquaeales}, selon notre convention, un
membre de la famille dominante d’orbites périodiques issles équilibres de Kozai et, proche
des points fixes, I'angle; est en libration autour d&90°. Les points fixes attachés a 'autre
famille de Lyapunov d’orbites périodiques sont trés praathebord inférieur de chaque disque
mais leur domaine d’influence est trop faible que pour paudoe apercu.

LorsquekC = —0.019 (grapheb), les deux disques ont fusionné et les variétés stables et
instables de I'orbite de la famille instable d’orbites péigues issue de I'équilibre central sont
responsables de la présence de la zone chaotique. Les nsetedeefamille de Lyapunov do-
minante émanant des équilibres de Kozai commandent enoerenportante région réguliére,
tandis que les petits domaines réguliers autour des merdbréautre famille sont engloutis
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FIG. 6.11: Surfaces de section définies comme= 0 aveci, < 0, projetées sur le plan
(e1 coswy, eg sinwy), dans le cas oww = 0.3,m;/ms = 0.25 et¥ = 0.03. Les différents
graphes notés dea g correspondent respectivement aux valeurs suivantes denilkbnien :
—0.0195, —0.019, —0.017, —0.015, —0.013, —0.0115 et—0.01. Graphe inférieur droit courbes
des mémes niveaux d’énergie dans le disque représetatiif (v, , e sin ws).
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dans la zone chaotique et sont a peine visibles au centref@ooe d’'un trés petit disque) et sur
le bord inférieur de la surface de section (sous forme d’llifgse allongée). A proximité des
deux orbites de Lyapunov, 'argument du péricentre de lagiaintérieurev, est en libration,
tandis qu'il circule aux extrémités de la surface de section

La zone chaotique générée par I'orbite périodique cenimnatable peut donc étre interpre-
tée comme la frontiére de la résonance de Kozai, bien quiélise cette derniere en deux :
une partie principale autour de I'orbite dominante de Lyapwuet une autre exiglie autour de
l'autre orbite. Il était déja évident, a la Figure 6.9 du pgesbe simplifié, que la résonance de
Kozai est particuliere dans le sens ou elle possede deuresefites observations nous incitent
a penser que la libration de I'angle peut étre considérée plus comme une conséquence du
fait que les équilibres de Kozai sont éloignés du centre @irghrquel I'angle est défini, que
comme la preuve évidente d’'une résonance.

Concernant le nivealt = —0.017 (graphec), les régions régulieres autour des orbites
de Lyapunov dominantes se rétrécissent et celles autouasudess orbites de Lyapunov sont
a présent trop minces pour pouvoir étre observées. Une hewaractéristique apparait au
sommet de la figure : une région en forme de banane ou la différangulaireAw est en
libration autour dé)°. En fait, le centre de cette zone est une orbite périodigparégnant a
la famille de Lyapunov des orbites périodiques émanantébpiilibre central (en effet, cette
famille instable, une fois I'équilibre quitté, atteint uraximum d’énergie et redescend au ni-
veau d’énergie de cette figure avec une amplitude plus ldargaesstabilité différente ; pour
une étude plus compléete des différentes familles d’orlptasodiques et de leur bifurcation,
nous renvoyons a [Henrard et Libert, en préparation]). &Cetéme évolution se poursuit en
K = —0.015 (graphed).

Lorsque/C = —0.013 (graphee), la zone chaotique centrale a disparu, I'orbite périodiqu
de la famille issue de I'équilibre central est devenue stablles deux orbites dominantes ont
bifurqué en cette derniere (le méme genre de bifurcationrestaractéristique importante du
probléme restreint — cfr [Henrard, 2002]). Par conséquest,ésonances de Kozai ont disparu
et seule une circulation de I'argument de la planéte intégiest a présent possible.

EnXC = —0.0115 (graphef), le point fixe instable au bas du diagramme précédent (de co-
ordonnée:; = 0.35483 et ne générant apparemment pas de région chaotique imfE)réesh a
nouveau stable (entouré par une région de libration de laAgy autour del80°). Enfin, au
dernier niveau d’énergie considéte= —0.01 (grapheg), seul le point fixe central est présent
(au centre d’'une libration de I'angl&w autour del80°) et la dynamique semble étre tout a fait
réguliere.

Ainsi, la dynamique du probleme séculaire des trois corps@amandée par la présence
et I'évolution de quelques familles principales d’orbifgiodiques. Comme le montrent les
différentes figures décrites ci-dessus, ces dernierepéotie du type d’orbites périodiques sy-
métriques par rapport aux axgs(cfr définition a la Section 6.1.2).
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FIG. 6.12: Surfaces de section définies comgme= 0 avecy; < 0, projetées sur le plan
(e9 cos we, e sinwy), dans le méme cas que précédemmentvog 0.3, m;/my = 0.25 et

Y = 0.02 (au-dessus X = 0.03 (en dessoysLes différents graphes correspondent aux valeurs
suivantes de I'Hamiltonien +0.0139 (graphe supérieur gauche—0.01 (graphe supérieur
droit), —0.019 (graphe inférieur gauche —0.0115 (graphe inférieur droi}.

Finalement, nous terminons cette étude par une vue comptaireedu méme probléme :
les surfaces de section définies cette fois comyne= 0 avecy; < 0 et projetées sur le
plan (e cos ws, €5 sin ws). Comme I'a illustré le probleme simplifié de la Section 6, %otsque
I'angle de la transformation de découplagest comme ici trés petit, le pldn, cos ws, e sin w,)
décrit essentiellement le domaine en lien avec la secondsaiide (cfr Eq. (6.31)). Par consé-
quent, les graphes supérieurs de la Figure 6.12, pour lssjue- 0.02 (X = —0.0139 a
gauche efC = —0.01 a droite), représentent cette fois le voisinage du pointliixa la famille
de Lyapunov qui n’était pas dominante dans les surfacesaties@récédentes. A proximité de
celui-ci, 'angleAw est en libration autour d& et circule lorsque I'on s’en écarte. A nouveau,
la transition entre ces différents comportements est ig&guét n'implique pas de séparatrice ;
il ne s’agit donc pas d’une particularité dynamique maispt&ment d’une caractéristique ci-
nématique. Quant a la région entourant I'orbite précédemia@minante (en relation avec une
libration deAw autour del80°), elle est a peine visible a la figure supérieure droite.

Les graphes inférieurs correspondent a un déficit de momentare de& = 0.03 et a une
énergie déC = —0.019 (a gauche) et d&€ = —0.0115 (a droite). Comme attendu, une grande
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région chaotique est présente au premier niveau d’éndrgisurface de section étant définie
pary; = 0 (i.e.w; = 0° ou 180°), cette caractéristique a déja été décrite dans I'étude2num
rique de [Michtchenko et al., 2006b] (demi-plan supérieaifedir représentation géométrique)
et peut, grace a I'étude analytique menée ici, étre expdigpad le changement de stabilité de
I'équilibre central a haute inclinaison mutuelle. De pluse région de possible libration de la
différence des arguments des péricenthes autour de)° est également présente proche du
point fixe lié a la famille non-dominante de Lyapunov émartum des équilibres de Kozai. La
dynamique du second niveau d’énergie semble étre, qualat, aégjuliere, ce qui est en accord
avec le graphé de la Figure 6.11. A proximité du point fixe lié a I'équilibrertral (situé tres
prés du centre du plafe, cos ws, e sin w,)), la difféerence angulairédw est en libration autour
de0° et la transition & un domaine de circulation n'implique tedbis encore, pas de sépara-
trice.

Cette série de surfaces de section confirme I'étendue degianr€haotique décrite par
[Michtchenko et al., 2006b]. En outre, notre étude anabgitpurnit également un apercu plus
précis de la dynamique du probléme dans le sens ou elle riavétaise de ce comportement
chaotique et décrit en détail I'évolution des différentstoes de libration.

6.6 Autre plan représentatif et equilibres supplémentairs

Les sections précédentes se sont attachées a I'étude dreplaésentatif obtenu en fixant
les arguments des péricentres@0°. Celui-ci a témoigné du réle du changement de stabilité de
I'équilibre a haute inclinaison mutuelle dans I'apparitie la résonance de Kozai. D’autres va-
leurs des arguments des péricentres méritent égalemeérd di&visagées, comme par exemple
0° ou 180°. A cet effet, nous définissons un second plan représefatits wy, s cos wy) de
maniére a ce que lI'angke; égale0°® du c6té positif de I'axe et80° du coté négatif.

Nous choisissons de présenter I'évolution du systéme devgaresy = 0.05 etm; /my =
0.25. L'étude précédente, plus particulierement la Table 6d8isrna appris que le point fixe
d’excentricités nulles est, dans ce cas, un équilibre lieéeent stable pour des valeursXdén-
férieures &.00981, ce qui équivaut a une inclinaison mutuelle critiquedd&7°. Concentrons-
nous sur I'évolution, dans le plan représent@tifcos wy, e; cos we), de la dynamique liée a des
valeurs supérieures du déficit de moment anguldirel: (graphe supérieur gauche de la Figure
6.13),0.03 (graphe supérieur droit) 6t05 (graphe inférieur gauche). Le graphe inférieur droit
de la Figure 6.13 assure que la convergence numérique dedd&e1) est vérifiée (inférieure
a10~° pour les excentricités qui nous intéressent), méme pouvaleer deX aussi élevée que
0.05.

LorsqueX = 0.01 etX = 0.03, seul I'équilibre instable d’excentricités nulles estgaét et
correspond a des inclinaisons mutuelles maximalef)dé et 72.3° respectivement. La forme
des courbes d’Hamiltonien constant est plus allongée pesivdleurs d& plus élevées, mais
cette fois I'étirement se produit le long de I'axg Pour des valeurs supérieures du déficit de
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FIG. 6.13: Courbes d’Hamiltonien constant peur= 0.05 etm; /ms = 0.25, dans le systéme
de coordonnéege; coswy, e5 cos ws) OU w; vaut0° du cbté positif de I'axe et80° du coté
négatif. Les valeurs du déficit de moment angulaire conéeesont 0.01gfaphe supérieur
gauch@, 0.03 @raphe supérieur drojtet 0.05 @raphe inférieur gauche Graphe inférieur
droit : Pour ce dernier cas, courbes des différents niveaux de @nvee numérigue exprimeés
en échelle logarithmique (base 10).

moment angulaire, telle celle du graphe inférieur droitalBigure 6.13, I'équilibre central est
schématisé par un point selle et deux nouveaux équilibgrasent, 'un e, = wy, = 0° et
l'autre, par symétrie de I'Hamiltonien, em = w, = 180°. Ces équilibres naissent précisément
enY = 0.0423 et correspondent alors a une inclinaison mutuelle crit@dp&s.5°. La précision
mesurée vaut, lorsque = 0.05, 1.1 x 107% en I'équilibre d’excentricités nulles ét6 x 107

en les nouveaux extrema, et est tout a fait acceptable.

L'équilibre central étant dépeint aux graphes supériearadrigure 6.13 comme un point
fixe stable, cela montre une fois de plus que la stabilité dagiBres ne peut pas étre inférée
des plans représentatifs mais doit faire 'objet d’une étdd stabilité identique a celle de la
Section 6.3.2.

Selon I'équation (6.23), ce sont cette fois les dérivéegui s’annulent pour les points
situés dans notre second plan représentatif-t y, = 0). Dés lors, seules les conditions
(0K /0x;) = y; = 0 sont & prendre en considération dans le calcul des poitisrstaires. En
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FIG. 6.14: Evolutions temporelles numériques (réalisées SW&tFT) de,de haut en bades
excentricités, les inclinaisons, les arguments des p#riee de la planete intérieure et de la
planéte extérieure de notre approximation du point fixee;) = (0.00107,0.13934) pré-
sent a la Figure 6.13)(aphe inférieur gaucheLes autres paramétres initiaux sent 0.05,
my/mae = 0.25, w; = we = 0°, Q; = 180°, Q5 = 0°.

fonction de la valeur prise pat, la fonction possede une ou trois racines. Comme précédem-
ment, nous étudions la stabilité linéaire de ces équilibredécouplant les degrés de liberté de
I'approximation quadratique de I'Hamiltonien dans le wo#ge des équilibres.

Concernant I'équilibre d’excentricités nulles, nous troms qu’un des degrés de liberté de-
vient instable en> = 0.00981 (c’est-a-dire a I'apparition des équilibres de Kozai) etst’
en rien modifié par 'apparition des équilibres supplémieesa Quant a ces derniers, ils sont
également instables puisqu’un des produii; est négatif. Malgré une représentation géomé-
triqgue fort semblable, la dynamique représentée sur cendgalan représentatif est donc trés
différente de celle présentant les équilibres stables daiKo

Enfin, I'existence et la stabilité du nouvel équilibre €n = w, = 0° sont illustrées a la
Figure 6.14 par une intégration numérique du systéme s mdlions d’années. L'instabilité
y est évidente.

Derniérement, I'existence de ces équilibres supplémestaiégalement été détectée numé-
riguement par [Migaszewski et Gozdziewski, en prépandtams moyen d’'une étude trés sem-
blable a celle menée par [Michtchenko et al., 2006b] et ppdar le systeme extrasolaire HD



124 Chapitre 6. Changement de stabilité d’'un équilibre aehgaelinaison mutuelle

12661. Cela confirme donc I'exactitude de notre modéle &inaky, et ce malgré des inclinai-
sons mutuelles maximales assez importantes.

6.7 Lienavec le probléeme séculaire coplanaire des trois cos

Au Chapitre 3, nous avons abordé I'analyse séculaire deérags coplanaires au moyen
d’'un développement en excentricités de la fonction pestnde. La réduction du probléme a
un seul degré de liberté et la conséquente possible repaéisande I'espace de phase ont mis
en évidence I'existence de plusieurs équilibres du proélegduit. Le but de cette section est
de reproduire, munis cette fois de I'approche tridimensedie, les mémes résultats et en par-
ticulier la résonance séculaire non-linéaire a modérébsuaties excentricités découverte par
[Michtchenko et Malhotra, 2004] (cfr Section 3.4).

Pour ce faire, nous concentrons notre attention sur le de@iinclinaison mutuelle nulle.
Comme cette région est située sur le bord du disque repedetd la Section 6.2, nous pré-
férons utiliser un autre plan représentatif introduit pdichtchenko et al., 2006b] : le plan
(e1 cos Aw, I, cos 2wy ). Nous choisissons de discuter le méme systéme fictif qué detu
Figures 3.9,3.10 et 3.1&(= 0.166, m;/my = 1) et d’analyser les valeurs du déficit de moment
angulaireX = 0.1 etX = 0.13 (qui correspondent, dans les notations du Chapitre 3, cagpe
mental/ = 0.1 etU = 0.13). Le probléeme séculaire coplanaire réduit a un seul degliéeide
—(v, V') dans les notations du Chapitre 3 qu; — w., W) pour reprendre les notations des
variables (6.8)— est caractérisé, lorsque- 0.1, par deux équilibres (e;,es) = (0.32,0.57)
enAw = 0° et(0.59,0.48) en A = 180°. Une valeur supérieure du déficit de moment angu-
laire telle queX = 0.13 voit se former la zone de résonance séculaire non-linéagtéslors
I'existence de quatre équilibres (cfr Section 3.4).42,0.63), (0.74,0.49) et (0.90,0.26) en
Aw = 0°; (0.59,0.58) en Azw = 180°. Tous ces équilibres du probléme réduit a un degré de
liberté constituent des trajectoires périodiques coptaaau probléme séculaire tridimension-
nel.

Les représentations géométriques de ces deux cas sontedoana Figure 6.15 dans le
systeme de coordonnéés cos Aw, I,,,; cos 2wy ). Une premiére constatation est que notre
approche analytique tridimensionnelle reproduit bierstt®s équilibres décrits ci-dessus. De
méme, les équilibres de Kozai introduits a la Section 6.3 également présents sur cette vue
géomeétrique. En effet, le bas de I'image, qui correspofid;aw,) = (—90°,90°) (& gauche) et
a(90°,90°) (a droite), montre les déformations des courbes d’Hanidtononstant produites
par ces équilibres. La déformation représentée en hautfapite témoigne, quant a elle, de la
présence de I'équilibre central d’excentricités nulles.

Au Chapitre 3, la stabilité des équilibres du probleme réduin degré de liberté a été
déduite directement depuis les représentations sphérapiBespace de phase. Ces équilibres
constituant des trajectoires périodiques coplanairesrdbolgme séculaire tridimensionnel, il
nous est a présent possible d'effectuer une étude anadytigueur stabilité en s’attaquant a
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FIG. 6.15: Courbes d’Hamiltonien constant pour les parameétres 0.166, m;/my = 1 et

¥ = 0.1 (& gauchg, 0.13 (a droite) dans le systéme de coordonnéescos Aw, 1, cos 2wy ).
Toutes les trajectoires périodiques des Figures 3.9, 3.2 & sont bien reproduites par notre
approche tridimensionnelle.

celle des trajectoires périodiques coplanaires du prabléigimensionnel.
En termes des variables canoniques (6.8), les trajeciodmésdiques coplanaires s’écrivent

Wi=W; ; wy=vt+u"+n
6.33
W2 = W; , Wo = vt + QU*, ( )

ou Wi, Wy, u* sont des constantes. En effet, les équilibres du problémpkamraire réduit a
un degré sont tels que les excentricités sont constahites=( ;") et tels que la différence
angulaire des lignes des apsides;— p,, est également une constante ¢ p, = wy — wy =

u* — 7 valant0 ou 7 aux différents équilibres du Chapitre 3), contrairement lumgitudes
des péricentres elles-mémes qui circulentfonctions du temps). Le Chapitre 3 a montré que
I’'Hamitonien (6.21) évalué en = 0, c’est-a-dire la partie coplanaire de I'Hamiltonien, dege
seulement des variablék,, IV, et de la différencev; — w,. Nous le baptison®(. dans la suite.
Les équations hamiltoniennes associées sont

W1 == —(87'{0/811)1) 3 u’;l = 8H0/8W1

i 34
Wy = _(8H0/0w2) ; We = 0Hc/8W2 (6 3 )

Afin d’étudier la stabilité de ces trajectoires périodiqeeplanaires, nous avons recours
aux équations aux variationgiont la solution est une mesure de la “sensibilité” de |latsmh
par rapport & de “petites variations” des conditions ifé8aDans notre cadre hamiltonien, ces
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équations sont données par

dwn dwy
d (5w2 . (5w2
(SWQ 5W2

ou J désigne lanatrice symplectique principakt 7 le vecteurespace de phasiont les com-
posantes sortw;, wy, Wi, Ws). La matrice hessienne de I'HamiltonieH,. ., se calcule faci-
lement :

0 0 0*H, 0% H,

5w1 821/1/12 8VV218W2 5w1
9*H, 9“Hc
d | dwy | 2 2 W0 W2 dws (6.36)
dt 0 W1 — %Z}Ec — 8?0178-[5)2 0 0 0 W1 .
1
0?He O*H,
6W2 - 8w28w1 - 8w§ 0 0 6W2

Les dérivées partielles doivent étre évaluées aux valéirsiVy etw* des trajectoires pério-
diques coplanaires. Les éléments nuls résultent ainsédalliation des dérivé%@’ﬂ‘—; enu* =0
ou . Le fait que, pour les orbites coplanaires, I'Hamiltoniendépende que de la différence
w; — wy et des momentdl; et 1V, qui sont constants le long des trajectoires périodiques,
implique que :

PH. OPH.  OPH.

? = 2 = _8w18w2 = o = cste, (6.37)
et également que :
0*H, 0*H, 0*H,
i Ao, o 9 (6-38)

avecA, B et constants.
Ainsi, la matrice de monodromjedont les colonnes sont solutions apres une période de
(6.36) pour des conditions initiales unitaires, se réécrit

0 0 AT BT

0 0 BT CT
—aT ol 0 0 |’
o' —aT 0 0

M = exp (6.39)

ou 7" est la période de la trajectoire. Enfinédjuation aux exposants caractéristiquesres-
pondante est donc
M+ Na(A+C -2B)T? =0. (6.40)

Cette équation possede deux racines nulles (comme poerttajectoire périodique d’'un sys-
teme Hamiltonien autonome). Les deux autres racines siimésties, soit imaginaires, suivant
le signe dex(A+C —2B). Lorsque cette quantité est positive, les deux raciness@agiinaires

et la trajectoire périodique considérée est stable. Intétéssant de noter que, si 'on considére
la trajectoire périodique comme un équilibre du systemedegné de libertév, V'), on obtient
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la méme équation pour en déterminer la stabilé{ a(A + C — 2B)T? = 0).

LorsqueX = 0.1, nous trouvons, en appliquant cette derniére conditioa |egitrajectoires
périodiques coplanaires pour lesquelles = 0° ou 180° sont stables. Il en est de méme pour
toutes les trajectoires périodiques coplanaires situgéese = 180°, comme celle présente
lorsqueX = 0.13. En ce qui concerne la zone de résonance séculaire nofirdiredstant en
Aw = 0°, nous obtenons, poti = 0.13, les stabilités suivantes : les équilibres d’excentri-
cités(0.42,0.63) et (0.90, 0.26) sont des trajectoires périodiques stables tandis queiliiéeu
(0.74,0.49) est instable.

Les mémes résultats peuvent, bien entendu, étre déduiteplE€sentations sphériques de
I'espace de phase du probléme réduit (Figures 3.9, 3.101&td1 Chapitre 3). Mais nous
tenons a insister sur le fait que les stabilités ne peuveatiean cas étre connues a partir de la
Figure 6.15 car celle-ci n’est ni une surface de sectionpgeingprésentation des trajectoires du
systéme.
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Chapitre 7

Comportement séculaire des systemes
extrasolaires tridimensionnels

Dans le cas de systémes extrasolaires supposés coplatai@sapitre 4 a montré que,
grace a une technique de perturbation par transformée&deit 'Hamiltonien de ce probleme
a deux degrés de liberté (développé en série des excefgjijaiious possédons les expressions
analytiques des fréquences du mouvement ainsi que dedtwolséculaire des orbites. La gé-
néralisation de ces résultats a des systemes extrasdladigsensionnels est le but poursuivi
dans le présent chapitre.

Pour ce faire, nous utilisons le méme développement en gxa#¥s et en inclinaisons que
celui de I'approche géométrique menée au chapitre prétédlecune réduction de I'Hamilto-
nien a deux degrés de liberté par I'élimination des noeudkadebi n’est cette fois nécessaire.
A l'aide d’'une technique de perturbation identique a celieGhapitre 4, nous obtenons, a la
Section 7.1, une formulation angle-action de I’'Hamiltanimenant aux expressions analytiques
des quatre fréquences fondamentales du probléme tridiomered séculaire. Cela permet égale-
ment de connaitre les expressions analytiques des évmdigérulaires des différents éléments
orbitaux. Nous insistons sur le fait, qu’une fois encordreapproche est totalement analytique.

La Section 7.2 applique cette étude a un systeme planétetifecbnsidéré dans deux re-
férentiels différents : un référentiel général et un réféet lié au plan de Laplace, et compare
les différences d’évolution des éléments orbitaux qui désd de ce choix de repere. Entre
autres, nous identifions, par analyse en fréquence, lesipaies combinaisons des fréquences
fondamentales influengant ces évolutions a long terme.

La sensibilité d’'un systéeme tridimensionnel a ses difftyé&éments orbitaux osculateurs
est'objet de la Section 7.3 et, plus particulierementulie des effets induits sur les fréquences
fondamentales et sur le comportement des angles.

Enfin, la Section 7.4 s’'intéresse a I'exosystem@ndroméde et cherche a savoir si les
évolutions des excentricités et de la différence angutigelignes des apsides observées dans

129
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le cas coplanaire sont maintenues pour des valeurs crtgssda l'inclinaison mutuelle des
deux plans orbitaux de ce systeme.

7.1 Fréequences fondamentales du probleme tridimensionnel
des trois corps

7.1.1 Formulation angle-action du probleme de Laplace-Lagnge

Limitons-nous, dans un premier temps, a I'étude des termadrqtiques erR/P; et v/Q;
de I'Hamiltonien (6.6) du probleme tridimensionnel desgroorps moyenné par rapport aux
variables rapides. Ces termes peuvent se formuler :

Gm1m2
Ko =— o (25 [% + % — %1 — % +2 —%%22 cos (q1 — QQ)] + 2y fifz cos (py —p2)>
Gm1m2

= <GP1 + 0Py + /AP Py cos (p1 — pa) + aQ1 + bQs
2
+¢/40Q1 Q5 cos (g1 — qg))

(7.1)
oUd = Cooo > 0 ety = Cyoeo ' < 0. Les coefficients présents dans cette expression dé-
pendent uniquement du rapport des demi-grands axes. Urpéxeimne telle série est donnée
a la Table 2.2 (ou I'on a considétg/a; = 0.2). Nous remarquons que les momemiset Q);
n'apparaissent jamais simultanément dans un méme terrttéaigiltonien quadratique du pro-
bléeme de Laplace-Lagrange. De méme, les deux sommes de nsafenl, et + (0, sont
constantes. Ces propriétés ne sont plus vérifiées aux adpesieurs. Comme nous l'avons
montré au chapitre précédent, seul le déficit de moment aimgut, + P, + Q; + Q5 est une
intégrale premiére du probleme non-linéaire.

Nous cherchons a munir I'Hamiltonien (7.1) de coordonnéggeaaction afin d’obtenir une
expression des quatre fréquences linéaires du systemiastal’ du Chapitre 3, nous pouvons
dissocier les quatre degrés de liberté de cette formulédissociés deux a deux) en I'exprimant
dans les coordonnées cartésienkigs- /2P, sinp;, X; = /2P, cosp;, Z; = 1/2Q;sing; et
W; = 1/2Q; cos ¢;, et en appliquant deux transformations de découplageaiesl:

Y1 = Y/cosp,+ Yysinf, Xy = XjcosfB,+ Xjsinpg,
Y, = —Y/sin 3, + Y; cos 3, Xy = =X sin B, + X cos 3,
Zy = ZjcosBy+ ZysinB, Wy = Wjcosp, + Wysinfj,
Zy=—Zysinf,+ Zycos B, ~ Wo=—W]sin 3, + W cos 3,

(7.2)

ou les angles des rotations valent

TV L1L2 2\/ L1L2
tan28, = —— t tan208, = ———.
2= S =Ly 2= -7,

Un retour aux coordonnées polairés = /2P!sinp, X! = /2P cosp, Z] = \/2Q.sin¢,

K3 K3

etW! = /2Q) cos ¢; introduit des variables angle-action dans I'Hamiltonieradyatique qui
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devient
ng(ml + mg)

Ko = T (1P| + 15 Py + 13Q) + 14Q5)] (7.3)
0
avecny = y/Gmy/a3 le moyen mouvement képlérien de. Il est a noter que les transforma-
tions de découplage (7.2) laissent inchangées les deux ssgemoments?, + P, = P+ P,
et + Q2 = Q) + Q). Les moments”/, Q) sont constants et les fréquenecesiépendent du
rapport des demi-grands axega travers les coefficientset ) et de celui des massgsselon

les relations :

v = M[(S(Ll + L2 —|— \/52 L1 Lg) + ’yleLQ]/Ll

Vy = [(5 L1 + L2 \/(52 L1 24+ ’YleLg]/Ll (7 4)
V3 = —2/15(1/1 + Lg)/Ll '
Vy = 0.

Nous constatons que la derniére fréquence est nulle, touheda somme des autres fréquences
V1 + 15 +13. Ces relations entre fréquences linéaires sont bien ceratumécanique céleste (cfr
e.g. [Malige et al., 2002)). Le fait que la somme des fréqaesninéaires du probleme séculaire
soit nulle a été déemontré par [Abdullah et Albouy, 2001] ¢réence de Herman).

7.1.2 Formulation angle-action du probleme non-linéaire

Dans les variables angle-action du probléeme de Laplaceabag, I'Hamiltonien (6.6) tron-
gué a l'ordre 12 en excentricités et inclinaisons se formule

Gm1m2

k,j1,3 j1]+27 j2|+27 k+j1]+2i: k+j2|+2i
]C/:]Cg— 2: B/ilhnE/\lhl 21E/\2]2| 125/|1 Jal ZsS/|2 Jal MCOS(I)/, (7.5)

a2 L
k,j1,52,i1,l€4

avecd’ = [j1p| — joph — (k4 71)qy + (k + j2)¢b). Les quantités!, S sont liées aux moments
P!, Q) par la méme relation que les quantifés S; aux moments;, ¢);. Comme nous I'avons
explicité a la Section 4.1, la propriété de somme nulle defficeents des variables angulaires
est préservée par les transformations de découplage. Be qdmme souligné a la Section
7.1.1, les relations (7.2) peuvent étre combinées pour m@ogtie la somme des moments est
inchangée par ces rotation®s: + P, + Q1 + Q2 = P + Py + Q) + Q5.

Dans I'optique de développer une théorie séculaire natalie, nous utilisons la théorie
des perturbations basée sur les transformations de Liei([H66], [Deprit, 1969]) explicitée
en détail a la Section 4.1 dans le cas du probleme coplanaieenadegrés de liberté et dont
nous reproduisons, dans les lignes suivantes, I'idéeipate L objectif est de moyenner 'Ha-
miltonien (7.5) du probléme séculaire des trois corps papoet aux variables angulaireset
q¢;, etd’'introduire ainsi une formulation angle-action dulggame non-linéaire. A chaque ordre,
nous résolvons I'équation homologique (dans les notationShapitre 4)

~ No (m1 + mg) 8Wk 8W GWk aWk

AP —H = - v + v +v +v
v oy o " 0d,
de sorte a ce que tous les termes de I'Hamiltonien soient iaitégrés pour former le géné-
rateur de la transformation a I'exception de ceux qui créestproblémes de “petits dénomi-
nateur”, c’est-a-dire ceux contenant une combinaison lairgudont la fréquence au premier

(7.6)

mo a10/1
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ordre est nulle. Ces derniers forment quant a eux I'Ham#tomoyenné. Comme la somme
des fréquences linéaires+ v, + 13 et la fréquence, sont toutes deux égales a zéro, I'Hamil-
tonien moyenné ne contient pas seulement les termes saableangulaire mais également
les termes du typeos k(p} + ph + ¢ — 3¢,). En effet, il s’agit de la seule combinaison de va-
riables angulaires de fréquence linéaire nulle et qui iesda caractéristique des coefficients
de somme nulle. Ces derniers termes peuvent en principprésents a partir de I'ordre six en
excentricités et inclinaisons en raison de la caractgistde d’Alembert, mais, concretement,
ils apparaissent seulement aux ordres 10 et 12 laved. Ainsi ’'Hamiltonien moyenné est de
la forme (dans la suite, nous omettons le facteGim,ms/as) :

K — Z Czl,zg,lgE_{QllEé% —{213

l1+12+13<6 S, (77)

+ > D EMES ™ S™ cos (B + Py + @1 — 335).

mi+ma+mz+mg>10

Nous remarquons que la premiére somme de cette expressidépead pas de la variable
@5, tout comme c’est le cas pour 'Hamiltonien du probléme dplaee-Lagrange (7.3). Nous
n'avons pas d’explication formelle de &ymétrie cachéde I'Hamiltonien a I'origine d’une
telle disparition mais I'absence dg, est manifeste dans les résultats de notre moyennisation.
Les constanteB’ et.S! représentent les valeurs moyennées par rapport au mouvséoetaire.
Ces derniéres peuvent étre calculées, sur base des vads@iethents orbitaux osculateurs, par
I'algorithme de Lie inverse explicité a la Section 4.2.

Pour obtenir une formulation angle-action de I'Hamiltonggculaire, il est encore néces-
saire de le moyenner par rapport a la combinaison de vasiabigulaires restante. Pour ce faire,
nous effectuons d’abord une transformation canonique aeshtes afin de réduire I'Hamilto-
nien (7.7) au seul degré de liberté correspondant a cettbioamon angulaire :

w =Py —q U= (P —Q})/2

u2:p/2_(Ié UZZPE/_(€1/+Q/1)/2 (78)
v1 = Py + Py + 4y — 30, Vi= (P +Q})/2 '
vy = Vo= P+ Py + Q) + Q5.

Seul I'anglewv; est présent dans cette nouvelle formulation de I'Hamiéonce qui signifie

gue les moment#/;, U, et V, sont des intégrales premieres et que le probléme est réduit a
un probléme & un degré de liberté , ;). La partie quadratique de 'Hamitonien moyenné
exprimé dans les variables (7.8),

]Cé) = (1 — v3)U; + 1uUs, (7.9)

est constante et indépendante du mom&n€’est pourquoi le noyau de I'élimination de est
composé des termes de I'Hamiltonien (7.7) de degré quategaantricités et inclinaisons qui,
eux, contiennent;, a savoir

F = a;VE + a;ViUy + asViUs. (7.10)
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Appelons\/ la dérivée de cette derniére expression par rappoyt a
N = 2&1‘/1 + CLQUl + &3U2. (711)

Tous les coefficients; étant négatifs, seul le cd§ = U; = U, = 0 entraine I'annulation de
cette derniere quantité. L'équation homologique défimstagénérateuy’; de la transforma-
tion éliminant 'anglev; de 'Hamiltonien séculaire moyenié = ]—“éo) + ]—“1(0) est
g—il =FO 7. (7.12)
Une élimination du premier ordre est suffisante puisque tétepquantitéfl(o)//\/ est elle-
méme d’ordre 8 dans le triangle de Lie (i.e. d’ordre 10 en ei@®stés et inclinaisons). Cette
moyennisation produit la formulation en variables anglgem de I'Hamiltonien non-linéaire
escomptée :
K= Y Coun B ES (7.13)
l1+1la+13<6
~ Ces deux moyennisations consécutives laissent inchaagéeime des momentB({ P} +
Q) +Q, = P+ Py + Q" + Q) = P, + P, + Q) +Q5). En effet, les sommes des coefficients des
variables angulaires , pl, q1, ¢, etp}, ph, G, ¢, des fonctions sinusoidales des deux générateurs
sont nulles. Cela implique que la parenthése de Poissonepmh I'évaluation de la somme
des moments moyennés s’annule également.

En outre, bien que nécessaire théoriguement, cette seoomgmnisation est pratiqguement
insignifiante. En effet, tous les termes de la seconde paatigdamiltonien (7.7) ont, pour fac-
teur, S, qui, comme nous lillustrerons a la Section 7.2.2, s’anmiales le référentiel lié au plan
de Laplace. Cela signifie notamment que les correctionsréggsopar cette seconde moyenni-
sation sont trés petites, voire nulles (comme c’est le cas tlasystéeme de référence du plan
de Laplace). Par conséquent, les quantiiget S! constituent une bonne approximation des
constanteg”, et.S;. Dans la suite, nous travaillerons ainsi avec ces valeymoapées.

De plus, nous adoptons dés a présent la notation simplifiggour référer a ’'Hamiltonien
doublement moyenné. Dans ces nouvelles notations, lesiéqgsi@u mouvement associées a
I'’Hamiltonien K’ (7.13) sont les suivantes :

, OK , OK

P = — et ¢=—.

0P Q;

Elles ménent a I'expression des quatre fréquences du pnebgue nous nommofmfiequences
fondamentales

(7.14)

= ——(1\;5) Z2l1011,lg,l;,Eiz(ll_l)E§212g{%
1;,1€3
Z)'#Q = —Mz2l20l17l27[3E12llE/ (I2—1) 5/213
I; i€3 (7.15)
= — BN UG, gy, B B ST

11,263

U

G
I
o
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L'existence d'une fréquence nulle pour le probléeme sémilast une conséquence de l'inva-
riance de la direction du moment angulaire total ([Maligalet2002]). L'unité de fréquence
de I'EqQ. (7.15) est, conformément a I'étude du cas coplanéarfréquence képlérienng =

v/ Gmg/a3 de la massen, multipliée par le rapport de mass@s; + ms) / my. Les périodes
associées a ces fréquences sont inversement proportesaek valeurs des masses réelles des
planétes. Concernant les systemes extrasolaires dontdetidé@ par vitesses radiales fournit
seulement des masses minimales pour les différentes ptariés équations (7.15) sont alors
associées aux valeurs maximales possibles des périodes.

Finalement, I'algorithme de Lie peut également étre @iéifin d’exprimer les excentricités
e;, lesinclinaisong;, les arguments des péricentiges= —(p; — ¢;), la différence des longitudes
des péricentredw = w; — wy = py — p; €t la différence des longitudes des noelds =
Q, — Qy = ¢o — ¢; Sous forme de fonctions temporelles des éléments moyarSdcfion 4.1).
Comme dans le cas coplanaire, aucune intégration num@rigstgpour cela nécessaire et notre
approche tridimensionnelle est, une fois encore, totait@galytique.

7.2 Comparaison des evolutions séculaires dans deux refé-
rentiels differents

Les études portant sur le probleme des trois corps tridimensl sont généralement deé-
veloppées dans leférentiel lié au plan de Laplacg.g. celle de [Michtchenko et al., 2006b]
ou celle menée au Chapitre 6). Ce choix est basé, comme rayas$ vu, sur I'invariance du
moment angulaire total en norme et en direction, et permeédigre la fonction hamiltonienne
séculaire a une fonction de deux degrés de liberté seuleidans cette section, nous appli-
guons notre modele totalement analytique a un systemedansgidéré dans deux référentiels
différents, unréférentiel générakt celui lié au plan de Laplace, et discutons des différences
dans la représentation de I'évolution séculaire du systathétes par ce choix.

Concréetement, nous considérons le systeme défini par lesesmag = 1M, m; = 2M; et
my = 4Mj, les demi-grands axes = 0.5 UA et a, = 2.5 UA et les excentricités, = 0.1 et
es = 0.2. En outre, dans le référentiel général de la Section 7.21s nonsidérons les valeurs
arbitraires des éléments orbitaux osculateurs suivantes 21.739°, i = 3.369°, w; = 270°,
we = 90°, Q; = 0° ety = 0°. Ce systeme fictif est représenté a la Figure 7.1 (schéma de
gauche).

7.2.1 Référentiel général

En premier lieu, il est important de vérifier la convergenamarique des développements
(6.6) et (7.13) appliqués a ce systeme planétaire fictif doegributions d’ordre 2 a 12 eh; et
S; (ou enkE! et S!) sont reportées a la Table 7.1. La convergence numériquie aeiltonien
est excellente tandis que celle de 'Hamiltonien moyekhést plus faible mais, comme nous
le verrons, est suffisante pour représenter assez précisé&@seorbites (contributions d’ordre
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m W13%=90°

Plan de
référence

|

W1=270° Q1%=180°
Qo%k=0°

FIG. 7.1: Méme systéme planétaire fictif représenté dans ddéérerdiels différents : un réfé-
rentiel générald gauchég étudié a la Section 7.2.1 et un référentiel lié au plan dddcp@
droite) étudié a la Section 7.2.2

TAB. 7.1: Convergence numérique des Hamiltonikn@®.6) et’ (7.13) pour le systéme fictif
repéré dans le référentiel général de la Section 7.2.1.rbissderniéres colonnes montrent les
valeurs des périodes fondamentales obtenues par troacatlifférents ordres.

7

Ordre IC K Tf"l (ans) TI—,/2 (ans) T(ii (ans)
2 —6.6 x 107* —7.9x 1073 14046.32 69313.98 11679.50
4 —1.7x 107" —-2.0x 1073 17213.12 74653.89 11269.42
6 —6.7x107% —6.6 x 107* 17467.37 75526.56 11226.50
8 2.7x 1077 —29x107* 17460.73 75577.26 11220.90
10 3.9 x 1078 3.6 x 107° 17456.92 75577.72 11220.51
12 1.0 x 1079 2.1 x 107* 17456.48 75577.55 11220.55

12 valant respectivememn®— et 10~).

A l'aide de I'algorithme de Lie inverse, nous sommes en megercalculer les valeurs des
éléments moyense, = 0.152, &, = 0.191, i) = 16.86° eti, = 7.43°. Ces derniéres quantités
sont liées aux moment&,, S! par la méme relation que les élémeatsi; aux moments;,

S;. Les fréquences fondamentales non-nulles du problematyaens I'unité de fréquence de
I'équation (7.15))p) = —3.953 x 1072, p, = —9.130 x 1073 et} = 6.149 x 1072; elles
correspondent a des périodesje = 17456 ans,Ty, = 75578 ans etl; = 11221 ans. |l
est a noter que ces valeurs sont assez différentes de cellestligorie linéaire de Laplace-
Lagrange T = 14046 ans, T, = 69314 ans etly; = 11679 ans, soit une difference de
presque 20% pour la premiere période. Une fois encore, ffésatiits résultats illustrent les li-
mitations bien connues de la théorie de Laplace-Lagranget@ula prédiction du mouvement
séculaire des systémes extrasolaires et sont dans lauitétie celles mises en évidence dans
le cas coplanaire (cfr Section 4.4). Pour mieux illustrécdrt entre les résultats d’ordre 2 et
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12, sont regroupées, a la Table 7.1, les valeurs des trasdesrfondamentales (non-nulles)
calculées aux différents ordres intermédiaires en exicé@s et inclinaisons. La convergence
numerique des résultats est évidente et appuie notre chdimider le développement a I'ordre
12. Toutefois, en cas de bonne convergence numériquerdrippation limitée a I'ordre 8 ou
10 est déja tout a fait satisfaisante (précision de I'ordréahnée).

Les variations a long terme des excentricigsles inclinaisons;, des arguments des péri-
centresy;, de la différence des longitudes des péricenixeset de la différence des longitudes
des noeuds\(2 font I'objet de la Figure 7.2. Le comportement séculaire dague élément
est influencé par différentes combinaisons des fréquencemimentales. Notre théorie analy-
tique nous permet de mettre en évidence les différentesioaisbns agissant sur les variables
(EL, SL ph, qb) mais la transformation de découplage rend I'entrepriséesuvariables initiales
(E:, Si, pi, q;) plus compliquée. Afin d’éviter des transformations anglys fastidieuses, nous
avons recours a I'analyse en fréquence (sur les donnéeasugistanalytiquement et permettant
la reproduction des évolutions temporelles de la Figurg dant I'algorithme utilisé est celui
de [Champenois, 1998]. Cet algorithme est basé sur le taniginal de [Laskar, 1993]. Pour
plus de détails nous référons a [Lainey et al., 2006].

Comme suggéré par la Figure 7.2, les excentrici{ést e, sont influencées par les mémes
combinaisons de fréquences fondamentales. Il en est de mpéuandes inclinaisons; et is.
L'analyse en fréquence nous permet d’approximer les iaidons (exprimées en radians) par
les fonctions trigopnométriques suivantes :

i~ 0.2789 4 0.1147 cos (0.00055997 ) — 0.01204 cos (0.0011199 t)
—0.004413 cos (0.0018398 t) + 0.002619 cos (0.0016799 t)

iy &~ 0.1251 — 0.05719 cos (0.00055997 ) — 0.006908 cos (0.0011199 ¢)
—0.000259 cos (0.0018398 ¢) — 0.001719 cos (0.0016799 ¢),

(7.16)

ou les fréquences sont cette fois exprimées en radians p&yaas ce travail, nous limitons
I'approximation aux quatre termes trigonométriques des gtande amplitude. Il s’agit déja
d’une trés bonne approximation, I'erreur maximale étafétrinure a.5° pour l'inclinaison de

la planéte intérieure et inférieure(al°® pour l'inclinaison de l'autre planete. Les fréquences
ainsi détectées peuvent étre identifiées en tant que corsbirseentieres des fréquences fonda-
mentales, a savoir respectivement 45, 2q; — 2q,, —2p, +2q; et3q, —3¢,. Des approximations
trigonométriques similaires peuvent étre calculées pegiekcentricités.

Concernant les angles de la Figure 7.2, nous voyons quidsileint tous avec des taux de
précession qui peuvent étre déduits par analyse en fréguensuite, cette contribution linéaire
étant retirée de la courbe, I'oscillation résultante padratour étre analysée. Par exemple, nous
trouvons I'approximation d&2 (exprimé en radians) suivante :

AQ ~ —0.00055997 t — 0.2228 sin(0.0011199 ¢)
—0.07188 sin(0.00055997 t) — 0.02524 sin(0.0022399 t) (7.17)
—0.02032 sin(0.0018399 ).
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FIG. 7.2: Variations temporelles, stir75 x 10° ans, du systéme fictif de la Section 7.2de:
haut en basles excentricitésg;, les inclinaisons;, les arguments des péricentteset w,, la
différence des longitudes des péricenties et la différence des longitudes des noeuds.
Dans les deux graphes supérieurs, les lignes en pointlpFésentent le corps extérieus.

TAB. 7.2: Résultats principaux quant au comportement séeudaisysteme de la Section 7.2.1,
obtenus par décomposition en fréquences des élémentsiugsra la Figure 7.2. Les périodes
sont exprimées en années.

Périodes| ¢ ¢ w; wy, Aw A 2w Identification
22699 | ¢ Co ¢4 C1,C c —ph + 1
3415 | ¢y c3 4 Cs C1,Cs5 —2p% + 2,
11350 | ¢3 cs c3 —2ph + 27
4020 | ¢4 —ph — Py +2q;
2969 cs —3ph + Ph + 244
6830 cy b+ 4
75578 cy —Py + @y
11221 ¢ ¢z co —c1,03 & — &
5610 ca ¢y c3 ¢ c4 20, — 24,
3740 cs cs 3qy — 345
2805 Ca 4qy — 4qy
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A cet ordre de troncature, I'erreur maximale est inférieues°. Le taux de précession d&?
correspond a la combinaison des fréquences fondamentales ¢, et les fréquences appa-

raissant dans I'expression (7.17) sont également facileidentifiables 2q, — 24, ¢, — @,
4q, — 4q, et —2p} + 2, respectivement.

La Table 7.2 fait la synthese des principales fréquencesigminent le comportement a
long terme de chacun des graphes de la Figure 7.2. Elles sis#rées par amplitude décrois-
sante du terme trigonométrique et notéegd@amplitude la plus élevée)@. La notationc,
indique, quant a elle, le taux de précession d’'une variaigelaire qui circule. La derniére co-
lonne reprend l'identification des différentes combinasdes fréquences fondamentales qui
respectent toutes la symétrie résultant de I'invariancegiation du systéme. Nous remarquons
gue la décomposition en fréquences des excentrigitgst fortement liée a celle de I'anghew.
Entre autres, la fréquence principale des excentricité®gpond au taux de précession de la
différence des longitudes des péricentres. Cela expligee apstraction faite des courtes pé-
riodes, les excentricités extrémales sont atteintesdersg(Aw) = 0. La méme relation entre
les décompositions des inclinaisoiset de la différence des longitudes des noelds est
observable également.

7.2.2 Référentiel lié au plan de Laplace

Poursuivons I'étude du méme systéme planétaire fictif ntaisidéré cette fois dans un sys-
teme de référence lié au plan de Laplace. Il s’agit du plagéfigence généralement utilisé dans
les études du probleme tridimensionnel, vu le nombre inapbde degrés de liberté a prendre
en compte. En effet, son adoption permet de réduire 'Hamidn du probléme de deux degrés
de liberté, et donc par la-méme I'espace des parameétresaxka prendre en considération.
Nous renvoyons au Chapitre 6 pour plus de détails quantienli&tion des noeuds de Jacobi
permettant cette réduction. Rappelons seulement que l&td#di moment angulaire (cfr Eq.
(6.14)) est precisément la somme des momeénts P, + ), + ()2 qui, selon la Section 7.1.2,
est invariante lors des transformations de découplagelatrdeyennisation.

Le méme systeme fictif repéré dans un référentiel lié au pdalceghlace est représenté a la
Figure 7.1 (schéma de droite). Connaissant la norme du maangulaire total, les valeurs des
inclinaisons des plans orbitaux dans ce nouveau repereptéire obtenues par la résolution
du systeme formeé par les équations (6.11), (6.12) et (6.23)= 15.0006° et i} = 3.3694°.

La notation(*) indique que les éléments orbitaux osculateurs sont a cénesidans le référen-
tiel lié au plan de Laplace. De plus, par I'équation (6.1Dysidevons avoir que la différence
des longitudes des noeuds est fixés@r, soit, par exemple2; = 180° et 25 = 0°. Comme
attendu, I'inclinaison mutuelle des orbites reste idargiglans les deux référentiels, a savoir
i + 145 = iy — iy (cfr Eq. (7.18) pour le calcul de l'inclinaison mutuelle)eéme, il reste

a ajuster les valeurs; de sorte a positionner les péricentres a méme distance eselix
repéeres. Finalement, dans ce nouveau référentiel, l&seliffs éléments orbitaux du méme sys-
teme que celui de la Section 7.2.1 seht= 15.0006°, i; = 3.3694°, wi = 90°, w5 = 90°,

2} = 180° et {25 = 0°. Pour plus de facilité dans les notations, nous omettonsigggsent
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le symbole(*), tous les éléments discutés dans la suite étant issus dantéé [ié au plan de
Laplace.

La convergence numérique de I'Hamiltoni&h(6.6) appliqgué en ces nouveaux éléments
orbitaux osculateurs est a nouveau excellente ; les catitits d’ordre 2 & 12 valent respecti-
vement—6.6 x 1074, —1.7x 1074, =5.8 x 1075,2.7x 1077, 3.3 x 10~% et6.0 x 1071, Linverse
de la transformée de Lie évalue les éléments moyehs-20.152, &, = 0.191, i) = 16.86° et
i, = 0°. Ces valeurs sont identiques a celles obtenues dans legg&édent, a I'exception de
la derniérej, qui est cette fois nulle. Cela ne signifie bien sir pas quelliiaison moyenne
de la planéte extérieure est nulle puisque, suite aux wamsttions de découplage (7.2), les in-
dicesl et2 ne sont plus attachés aux planétes 2 respectivement. La quantitgest ainsi une
fonction reliée aux deux planétes qui, dans tous les exengpie nous avons testés, est trés pe-
tite (de I'ordre del0~" au plus) dans le cas du plan de référence de Laplace, et mérietine
au niveau de précision auquel nous pouvons prétendre. Qadtendu est a considérer de la
méme maniere que la symétrie cachée découverte a la Secti@nUne conséquence intéres-
sante de cette secondgmétrie cachéest que la seconde moyennisation (cfr Eq. (7.12)) n’est
plus nécessaire. En effet, tous les termes de la secondeesdmitéquation (7.7) possedent
le facteurS, et donc s’annulent dans ce second référentiel. LHamitomhoyen étant évalué
a des valeurs identiques des trois autres moments, nhousftrealonc la méme convergence
numérique deéC’ et les mémes fréquences fondamentales que dans le repéédemé Seule la
maniere dont celles-ci sont combinées pour engendrer Ipadement séculaire des différents
éléments orbitaux est différente, comme en témoignentdesgpaphes suivants.

Les variations temporelles des différentes variablesgdamnintervalle de.75 x 10° ans)
sont rassemblées a la Figure 7.3. Tout d’abord, il saute aux gue les comportements sé-
culaires des excentricités et de la différence des long#uwtks péricentres sont identiques a
ceux de la Section 7.2.1. Ensuite, la condition (6.11) iehts au choix du plan de Laplace
est bien représentée par une différence des longitudesodesis constante &0°. De plus, le
changement de référentiel est également clairement @isiinl les graphes des arguments des
péricentres et sur le graphe des inclinaisons ou les ardpBtdes oscillations sont trés réduites.

Afin d’interpréter ces différences en termes de fréquemaass reproduisons, a la Table 7.3,
les résultats de I'analyse en fréquence. Le choix du planagidalce n’induit aucune variation
sur le couplage entre les excentricités et la différencéaegtudes des péricentres. Par contre,
les inclinaisons ne sont plus liées a la différence des tadgs des noeuds (qui est constante
dans le plan de Laplace) mais aux deux angbes et Aw. Ce fait estillustré a la Figure 7.4. En
effet, la fréquence principale des inclinaisons est le thaiprécession de I'anglev,, de sorte
gue, abstraction faite des autres périodes du mouvemergxieemdocauxdei; sont atteints
lorsquesin (2w;) = 0. De plus, contrairement au premier systéeme de référercmmdinaisons
1; sont également fortement influencées par la fréequenceipalecdes excentricités (ou de
facon équivalente par le taux de précessiol\dg). Ainsi, abstraction faite des autres périodes,
les extremaglobauxde i; correspondent ain (Aw) = 0. En conclusion, les mouvements a
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FIG. 7.3: Mémes représentations qu’a la Figure 7.2 de I'évatusiéculaire du méme systeme
fictif mais considéré, cette fois, dans le référentiel ligpkn de Laplace (cfr Section 7.2.2)

TAB. 7.3: Résultats principaux quant au comportement séeudaisysteme fictif de la Section
7.2.2, obtenus par décomposition en fréquences des élemegrbduits a la Figure 7.3. Les
périodes sont exprimées en anneées.

Périodes| ¢ i w; wy Aw 2w Identification

22699 | ¢, 3 3 ca ci00 o —ph + 1y
3415 ¢cy ¢ ¢4 3 Cq C1,Cy —2p) + 24,

11350 | c3 cs c3 cs 27 + 2
4020 | ¢y o Ci —ph — Ph + 24,
2969 Cs cs cs | —=3ph + Ph + 24)
6830 cy —p) +q
4885 cq cs —2ph + 24,
9770 cy P+ 4
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FIG. 7.4: Comportement a long terme die haut en bad’excentricité et 'inclinaison de la
planete intérieure, la différence des longitudes des g#tiies et 'angl@w, de la Figure 7.3,
limité aux5 x 10* premiéres années. Linfluence du taux de précessiahdesure; eti, est
évidente (longue période @2 699 ans), tout autant que celle de, (courte période d8 415
ans). Ce couplage entre excentricités et inclinaisonsaeattéristique du plan de Laplace.

long terme des excentricités et des inclinaisons sont pagikes mémes fréquences principales
dans le repere lié au plan de Laplace : les extrema locauxisouits par la courte période
gue constitue le taux de précession de 'arigle et les extrema globaux par la longue période
gu’est le taux de précession deo.

Finalement, concernant 'identification des fréquencedable 7.3, nous constatons que
toutes les fréquences du plan de Laplace ne sont des costmisdinéaires que de deux fré-
quences —p} + p, et—p) + q;. Dans le référentiel précédent, des combinaisons compiréna
fréquence fondamentadg, comme—p), + ¢, etq, — g, étaient également présentes.

7.2.3 Précision de I'approche totalement analytique

Il reste a traiter de la précision de notre approche analgtidans le cas tridimensionnel
abordé ici. Pour ce faire, nous avons intégré numériquelag@nbbléme des trois corps a l'aide
du logiciel SWIFT et reporté, a la Figure 7.5, le comporteh#elong terme de I'excentricité
de la planéte intérieure et de la différence des longitudegpéricentres du systeme fictif de la
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FIG. 7.5: Comparaison entre les évolutions temporelles dedeticitée; (au-dessuset de
'angle Aw (au milied du systéme fictif de la Section 7.2.1, obtenues par notrerith@na-
lytique (lignes en traits pointilléset par intégration numérique du probléme des trois corps
général [jgnes en traits continydes anomalies moyennes sont fixégga= 50° et M, = 0°).
Graphe inférieur. Différences entre les deux approchesé€n traits continuet Aw en traits
pointillés).

Section 7.2.1 (lignes en traits continus), qui y est compasérésultats fournis par notre théo-
rie totalement analytique (lignes en traits pointillés).doncordance entre les deux résultats est
excellente, surtout lorsque I'on tient compte du fait quedenditions initiales de 'intégration
numérique devraient étre |[égerement modifiées pour presmi@mpte les termes a courtes
périodes négligés dans notre théorie analytique.

Une remarque intéressante peut étre formulée quant a l@igence des Hamiltoniers
(6.6) etK’ (7.13). Le chapitre précédent a montré que la convergenoérngue de I’'Hamilto-
nien (6.6) est vérifiée pour un large éventail de conditiaitgies. Il est important de remarquer
que la convergence de I’'Hamiltonien moyenné (7.13) estlphigte (et toujours fortement in-
fluencée par le choix des conditions initiales), ce qui edstegalement son cadre d’application
(essentiellement a des valeurs des excentricités et ddif@ason mutuelle pas trop élevées).
Par exemple, du fait de 'inclinaison mutuelle importandéeactérisant la résonance de Kozai,
I'étude du voisinage de cette derniére ne peut pas étreag@agar notre approche analytique.
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Finalement, il est également important de préciser quesnietthnique de perturbation ne
peut pas étre appliquée dans le cas de résonances séculaggs'a présent, aucun systéeme
extrasolaire n’est caractérisé par une telle résonangeléve@sonance séculaire non-linéaire a
hautes excentricités au Chapitre 3 ou, au Chapitre 6, laad®ee de Kozai impliquant une incli-
naison mutuelle considérable des plans orbitaux, indatézt ce jour). Rappelons a ce propos
gue la libration de la différence angulaire des lignes defdag observée dans certains exosys-
temes (e.gv Andromede, cfr également Section 7.4) n’est qu’une cariatitjie cinématique
mais ne témoigne d’aucune résonance séculaire.

7.3 Sensibilité aux conditions initiales

Puisque les incertitudes actuelles des données obsemalies sont grandes, il est inté-
ressant de considérer les effets a long terme que pouragitipe un changement de la valeur
initiale d’un des éléments orbitaux osculateurs. Une #&ligle de sensibilité aux conditions
initiales peut étre aisément menée grace a notre modélménmdionnel totalement analytique.
Dans cette section, nous choisissons de nous concentlarsansibilité du systeme de la Sec-
tion 7.2.1 aux valeurs initiales des arguments des périegiit; etw,) et des longitudes des
noeuds (; et 2,). Pour chague ensemble de conditions initiales, nous eésifies conver-
gences numériques de I'Hamiltonighd’ordre 12 et de I'Hamiltonien moyenri%’. Comme
les variations des valeurs initiales deetw,; (ou(2; et€);) engendrent des résultats similaires,
nous discutons seulement de la variation des angles assoleiénasse:; . Les résultats du dé-
veloppement limité a I'ordre 10 repris a la Table 7.1 étantm@mes assez précis, les calculs
suivants sont limités a cet ordre.

Nous prétons d’abord attention aux changements induitesdréquences fondamentales.
La Figure 7.6 évalue les trois périodEs, T, etT; pour des valeurs initiales dg comprises
entre0° et360° (lignes en traits continus). Tous les autres parameétradgdemtiques a ceux de
la Section 7.2.1. Nous faisons de méme pour différentesikalritiales de?; (lignes en traits
pointillés). Nous constatons que les conditions initidlgsexercent une influence plus impor-
tante sur les périodes (variations de I'ordre du milliemaiées) que ne le font les conditions
initialesw; (variations de I'ordre d’'une centaine d’années).

Ensuite, nous nous intéressons aux changements produits différence des longitudes
des péricentreAw et sur la différence des longitudes des noelsfispar une variation de la va-
leur initiale dew,. La Figure 7.7 montre I'évolution de 'amplitude d’osctilan des angled\w
(graphe de gauche) & (graphe de droite) pour des valeurs initiales.deomprises entrg®
et360°. Une amplitude fixée @80° indique la circulation de I'angle. C’est le cas du systéme de
la Section 7.2.1 qui est au milieu des zones de circulatida Begure 7.7. Cependant, nous ob-
servons que, pour certaines valeurs initialesydel existe une possibilité d’oscillation autour
de Aw = 0°. Ces valeurs sont centrées autour de la condition initiale- 90° pour laquelle
'amplitude d’oscillation deAw est la plus faible et qui correspond & une valeur initialé\de
de0°. Concernant la différence des longitudes des noeuds, kedieulation de I'angleA(?
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FiG. 7.6: Sensibilité des trois périodes fondamentales= 7}, 1> = T, et13 = Ty) a
'argument du péricentre initialignes en traits continyset a la longitude du noeud initiale
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condition initiale de°.
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FIG. 7.7: Sensibilité, a la valeur initiale dg, de la différence des longitudes des péricentres
Aw (a gauchg et de la difféerence des longitudes des noends (a droite). Les amplitudes
d’oscillation sont données en degrés. Une amplitude fixé80a indique la circulation de
'angle.
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FIG. 7.8: Sensibilité, a la valeur initiale de;, de la différence des longitudes des péricentres
Aw (a gauchg et de la différence des longitudes des noefits(a droite)
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est possible, quelle que soit la valeur initialeude

La Figure 7.8 montre que différentes valeurs initiale$Xlgroduisent, comme précédem-
ment, soit une circulation, soit une libration (autour0dgde la différence des longitudes des
péricentresAw (graphe de gauche). La nouvelle particularité est I'eristed’'une zone de li-
bration de la différence de la longitude des noefsdsautour180° (graphe de droite).

En conclusion, les graphes de cette section ont montré guiecémme dans le probleme
coplanaire, une petite variation des conditions initiglest produire des résultats sur la dyna-
mique séculaire assez différents. Les périodes et amp#itdes oscillations sont assez sensibles
aux valeurs initiales des éléments orbitaux. Cela donnedéeedes conséquences sur le com-
portement a long terme qui peuvent découler des impréasiotuelles dans les observations.

Une derniere remarque intéressante peut étre faite endrdgdfinclinaison mutuelle des
deux plans orbitaux. Varier la longitude du noeud de la gaimé@érieure (ou de fagon équiva-
lente la différence des longitudes des noeldy revient a varier I'inclinaison mutuellg,, ;.

En fait, si nous considérons le triangle sphérique formégsadeux plans orbitaux (des masses
my etms) et le plan de base, nous trouvons la relation :

€08 I yur = COS 11 COS i + sin 7y sin iy cos AL, (7.18)

Donc,AQ = 0° correspond a la valeur minimale de I'inclinaison mutuéjle;, a savoiri; —i,.
La valeur maximale dd,,.;, i1 + i», €St quant a elle atteinte eR(2 = 180°. A propos du
systéme de la Section 7.2.1, une augmentation de la valgiatérde I'angle2; de 0° a 180°
est équivalente a une augmentation de l'inclinaison mlgirgkiale del8, 37° a25, 11°.

Dans la section suivante, nous considérons le systemeseldiieev Androméde et nous
préoccupons des changements dans la dynamique séculaeesgistéeme causés par une aug-
mentation de I'inclinaison mutuelle initiale.
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7.4 Effets d’'une augmentation de I'inclinaison mutuelle su
la dynamique séculaire de I'exosysteme Andromede

Dans cette section, nous étudions le comportement a longetdu systéme extrasolaire
v Andromede (c-d). Dans le cas de ce méme systéme supposé@aoplanous avons vu, au
Chapitre 4, que la différence angulaire des lignes des epsido, est en libration autour de
0°. Nous cherchons a déterminer si cette configuration agsetdlmaintenue malgré une aug-
mentation de I'inclinaison mutuelle initiale des deux @ambitaux.

La dynamique d’'un systéme est tres sensible & ses condititinfes, comme nous I'avons
mis en évidence a de maintes reprises. Actuellement lesvaltigms des systemes extrasolaires
ne sont pas en mesure de fournir des précisions quant aumaiscns des orbites et donc ne
déterminent qu’une partie des éléments képlériens. Ainssie un grand espace de parametres
initiaux (inclinaisons et longitudes des noeuds) a étupdemr caractériser la dynamique pos-
sible d’'un systéme découvert.

Afin d’explorer cet espace de conditions initiales, nousigsibeons d’aborder cette étude
de la méme maniére que [Stepinski et al., 2000] : considébeges les valeurs des inclinai-
sons des planétes, nous nous intéressons aux changemkntlydamique dus a une variation
de la longitude du noeud de la planete extérieure (ou, denfégaivalente, a une variation
de la différence des longitudes des noeuds). Nous avons Réqguation (7.18), que cela re-
vient a considérer les changements produits par une \aridg I'inclinaison mutuelld,,,,;.
Afin de comparer leurs résultats numériques a ceux de notdélmanalytique, nous adoptons
la paramétrisation “Lick” du systeme Andromeéde (c-d) utilisée dans [Stepinski et al., 2000]
(mg = 1.3M¢y, my siniy = 1.88942M ;, mo siniy = 3.90870M ;, a; = 0.8282 UA, a, = 2.5334
UA, e; = 0.3478, e; = 0.2906, w; = 248.21° etw, = 242.99°). Le référentiel que nous consi-
dérons est tel que I'angfecorrespond a I'inclinaison du plan orbital de la masgear rapport
au plan du ciel.

La Figure 7.9 présente le cas d’'une inclinaison initiale@fedes deux plans orbitaux par
rapport au plan du ciekini; = sini, = 0.5). Par conséquent, les masses des planétes in-
diquées précédemment doivent étre doublées. Nous monteokition de la dynamique du
systeme pour quelques valeurs de I'inclinaison mutuelt&ala 7,,,.,; : 0° (2 — 1 = 0°, pre-
miere colonne)7.5° (2, — ; = 15°, deuxiéme colonne) @t>° (2, — Q; = 30°, troisieme
colonne). Les variations temporelles, sur un intervall@ de10* ans, reprises a la Figure 7.9
correspondent, de haut en bas, aux excentricités, a laahffé des longitudes des péricentres
Aw, ala différence des longitudes des noetdset a I'inclinaison mutuelld,,, ;.

Les graphes de la premiére colonne correspondent au systéndromede (de masses
doubles) supposé coplanaire et sont issus de I'étude totalkeanalytique menée dans le cas
coplanaire au Chapitre 4. Comme nous I'avons déja évoqués reamarquons que la planéte
intérieure subit une variation importante en excentriaitél point que son orbite est presque
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FiG. 7.9: Evolutions temporelles (s@rx 10* ans) du systéme Androméde d’inclinaisons
sini; = siniy, = 0.5, pour différentes valeurs initiales de I'inclinaison meite des plans
orbitaux :0° (premiére colonnkg 7.5° (deuxiéme colonneet 15° (derniére colonng Sont re-
présentésije haut en bades excentricités, la différence des longitudes des péniesAw, la
différence des longitudes des noeux3 et I'inclinaison mutuelld,, ;.

circulaire, tous leg 718 ans dans le cas de masses doublées. La différence angeisiligries
des apsidedAw est en libration autour d& avec une amplitude d&l° et la méme fréquence
(—p} + pb), qui est la seule a caractériser le mouvement dans le céeneire.

A premiere vue, la seconde inclinaison mutuelle initialesidérée,7.5° (deuxieme co-
lonne), présente des évolutions des excentricités Azdéres similaires. En effet, comme nous
I'avons mis en évidence ala Section 7.2, trois fréequenaaddimentales sont associées a ce pro-
bleme des trois corps tridimensionnel séculaire et la coaibon principale des fréquences in-
fluengant les excentricités et I'angle est, semblablement au cas coplanairg, + p,,. Nous
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constatons que la valeur de cette derniere décroit dés derd'igclinaison mutuelle initiale
augmente (période de234 ans pour la condition initialé,,., = 7.5°). De plus, la différence
des longitudes des noeuds oscille également autoir aeec une amplitude proche de la diffé-
rence initialef2, — 2;. L'inclinaison mutuelle reste toujours proche de sa vaiettiale. Quant
aux grandes variations séculaires observées sur les exiént elles sont également présentes
dans I'étude numérique de [Stepinski et al., 2000]. La baameordance entre les deux travaux
donne une idée de la précision pouvant étre atteinte pag noéthode totalement analytique,
malgré les excentricités importantes et I'introductioard inclinaison mutuelle des deux plans
orbitaux non-négligeable.

Pour des inclinaisons mutuelles supérieures (par exerefiiede la derniére colonne de la
Figure 7.9), des variations séculaires de plus grande audplsont observées. Les excentricités
minimales atteintes par la planéte intérieure approchemweleurs aussi petites que 0.0001 et
cela explique les singularités locales présentes dansfghgrdeAw. Toutefois, hous notons
encore une augmentation dans I'amplitude du mouvememt«e Ces caractéristiques sont
également rapportées dans les travaux numeériques de fCétiah, 2001].

Finalement, afin de visualiser I'influence des masses desfda sur la dynamique du sys-
teme, nous considérons différentes valeurs des inclingisitiales des plans orbitaux par rap-
port au plan du cielsfni; = siniy; = 0.25,0.75 et 1). Pour chaque valeur, nous trouvons
le méme genre de résultats, a savoir des variations sésulalins importantes pour des incli-
naisons mutuelles initialek,,; plus élevées et une proximité de I'excentricité minimaldale
planéte intérieure &°. Plus les inclinaisons initiales des plans orbitaux papoapau plan du
ciel (i, = iy) sont élevées, c’est-a-dire moins les masses réelles destps sont importantes,
plus grande est la valeur de I'inclinaison mutuelle indi8),,; pour laquelle une étroite proxi-
mité a zéro de I'excentricité, est observée (envirdi lorsquesini; = sin iy = 0.25 et environ
16° lorsquesin i; = sini, = 1).



Conclusions et perspectives

L'objectif de ce travail, a savoir la généralisation de papche analytique de Laplace-
Lagrange obtenue en poussant le développement de la itk un ordre largement supé-
rieur en excentricités et en inclinaisons, est a préseginatiNous disposons ainsi d’'un modéle
analytique fiable et peu colteux pouvant prendre en complarge éventail de paramétres et
rendant compte du comportement séculaire d’'un systemeétpliamformé de deux planetes hors
résonance en moyen mouvement et dont les plans orbitaueptaussi bien étre coplanaires
(probléme des trois corps coplanaire) que sécants (prebtis trois corps tridimensionnel).

Malgré les limitations sur les valeurs maximales des exitd@s et des inclinaisons pou-
vant étre traitées par cette approche, nous avons montréetigederniére peut étre appliquée
avec précision a tous les systemes extrasolaires (nonaB) actuellement détectés. Deux
voies ont été explorées : d’'une part, 'analyse des égetilolu probléeme séculaire et les im-
plications de ces derniers sur la structure de I'espace deepbt d’autre part, le calcul des
fréequences fondamentales de ce méme probleme permettaptdauction de I'évolution tem-
porelle du systéme planétaire, grace a une méthode totalemalytiqgue basée sur les trans-
formées de Lie.

De méme, nous avons entrepris une vérification de la pro&idas différents systemes ex-
trasolaires recensés a I'heure actuelle a une quelcongoeagce en moyen mouvement, grace
a une méthode de perturbation, par transformées de Lie gatigrordre des masses.

Une des limites de notre modele analytique est qu'’il ne d¢restine approximation de la
dynamique qu’au premier ordre des masses. Linfluence demalies moyenned/; sur le
comportement a long terme du systeme n’est des lors pasegorisempte. Une future amélio-
ration peut étre attendue d’'un développement de la fonbioniltonienne a un degré supérieur
des masses et d’'une moyennisation de cette fonction a ua sugérieur également.

Un autre prolongement intéressant réside dans l'intrediiet’'une force dissipative dans
notre modéle ayant pour effet d’induire une décroissanbéade d'une des deux planétes et
d’ainsi investiguer les possibles captures du systemesemafice en moyen mouvement ainsi
gue le calcul des probabilités de capture. Un tel phénomeéueait Etre a I'origine des excen-
tricités importantes observées dans de nombreux systextiasaaires.
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Annexe A

Notations principales

TAB. A.1: Liste des symboles utilisés

Symbole Signification Référence
Lettres grecques

o rapport des demi-grands axes (2.43)

15} angle de la transformation de découplage (3.12)
AQ différence des longitudes des noeuds

Aw différence des longitudes des péricentres

A longitude moyenne (variable de Delaunay modifiée) (2.18)
1 rapport des masses défini pay/(m; + ms) (2.43)

w argument du péricentre (B.3)

Q longitude du noeud ascendant (B.3)

o combinaison angulaire caractéristique du développeneht d (2.17)

) déficit de moment angulaire non-dimensionnel (cas tridsiamel) (6.16)

T temps de passage au péricentre (B.3)

w longitude du péricentre (2.18)
Opérations et ensembles

R™ espace réel de dimensian

m" tore de dimension

0.0 notation d’un nombre fractionnaire

o dérivée par rapport au temps

(0;0) parenthése de Poisson (2.29)

valeur moyennée
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Notations principales

Symbole Signification Référence
Lettres latines
a demi-grand axe (B.3)
C norme du moment angulaire total (6.10)
e excentricité (B.3)
E quantité non-dimensionnelle définie pg(2/L) (2.40)
f anomalie vraie (B.3)
G constante universelle de la gravitation
H Hamiltonien du probléme des trois corps (2.16)
Hap Hamiltonien du probleme des deux corps (B.5)
i inclinaison (B.3)
Lo inclinaison mutuelle (7.18)
J matrice symplectique principale (2.24)
K HamiltonienH moyenné par rapport.& (cas coplanaire) (3.6)
(cas tridimensionnel) (6.6)
K Hamiltonien/C découplé (cas coplanaire) (4.2)
(cas tridimensionnel) (7.5)
K HamiltonienX" moyenné par rapport;g (cas coplanaire) (4.5)
K' HamiltonienX" moyenné par rapportd et . (cas tridimensionnel) (7.13)
[ anomalie moyenne<{ M) (B.6)
L moment associé adans les variables de Delaunay modifiées (2.18)
mg masse du corps central
m; masse du-eéme corps
M masse solaire
M, masse de Jupiter
My masse de la Terre
M anomalie moyenne (B.4)
n moyen mouvement angulaire (B.4)
P - longitude du péricentre (variable de Delaunay modifiée) 18p
P moment associé mdans les variables de Delaunay modifiées (2.18)
q - longitude du noeud (variable de Delaunay modifiée) (2.18)
Q moment associé @dans les variables de Delaunay modifiées (2.18)
S quantité non-dimensionnelle définie pg(2Q)/ L) (2.40)
U déficit de moment angulaire non-dimensionnel (cas coplehai (3.8)
v différence des longitudes des péricentres( — p») (3.7)
w - argument du péricentre (6.8)
w générateur de la moyennisation par rappgrtét ¢; (cas coplanaire) (4.4)
(cas tridimensionnel) (7.6)
T variable de type Poincaté= /2P cos w (6.17)
y variable de type Poincarf= /2P sin w (6.17)




Annexe B

Probleme des deux corps et variables de
Delaunay modifiées

Le probleme des deux corst celui du mouvement de deux particules isolées, de symé-
trie sphérique et de masses etm;, soumises a une force gravitationnelle I'une vis-a-vis de
l'autre. Ce probleme, également dénommé probléme képlétant abordé dans de multiples
ouvrages, nous en rappelons seulement brievement legganixaésultats.

Dans un repére barycentrique, le probleme des deux corppeumodélisé sous forme
d’un systéme de trois équations du second ordre :

( d2x+ T _
ar AR
4’y y
-7 2 =0 B.1
T &
d22+ z 0
N /”L— — ,

[ adtz TR

avecu = % systéme qui peut encore s'écrire

A7 7
o B.2
i = MR &2

ou i est le vecteur de coordonnégs y, =) indiquant la position du corps;, la position de
l'autre corps pouvant étre déduite grace a l'intégrale direede masse. L'équation (B.2) peut
étre résolue exactement, la solution dépend seulemenbdi®p et vitesse initiales. Résoudre
le probléme des deux corps est a la base d’'un des grands slectzethéorie de la gravitation
de Newton : la confirmation mathématique des tlois de Kepler

On peut montrer que les deux corps décrivent des trajestelliptiques similaires autour
du barycentre du systeme et que le rapport entre les tadlegslellipses est inversement pro-
portionnel au rapport des masses. Dans le cas planétaieenoadse d’'un corpsa(planétg est
trés faible par rapport a la masse de 'autre coFpsofle), I'orbite elliptique de I'étoile est ainsi
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péricentre

> apocentre

y

orbite :
plan de
référence
foyer / 3y E foyer Af
a

ae
Q péricentre
i

noeud
ascendant

FIG. B.1: a) Orientation du plan orbital dans I'espace définieljraclinaison 4, la longitude

du noeud? et 'argument du péricentre. b) Caractéristiques géométriques de I'ellipse (demi-
grand axex et excentricité) et définition de la position de la planéte sur son ellipseifsalie
vraie f ou anomalie excentriqug)

tres petite et se situe tres pres du barycentre du systemei, meus permet de considérer que la
planete se déplace autour de I'étoile sur une orbite ajlijgtidont I'étoile est a I'un des foyers,
raison pour laguelle I'étoile est généralement nomowéps central Ceci n’est rien d’autre que
I'énoncé de la premiére loi de Kepler.

La force étant centrale, le systéme possede une intégraf@ohent cinétique. Celle-ci nous
indique en particulier que le mouvement a lieu dans un plajuetle rayon vecteur engendre
des aires égales en des temps égaux (deuxieme loi de Kéjgn)us, le systéme possede éga-
lement une intégrale d’énergig,z = —pu/2a.

Au cours de la recherche de la solution du probléme de Kegilegonstantes arbitraires
d’intégration permettant de spécifier une trajectoireipaliere sont introduites :

(a,e,i,w,Q,T). (B.3)

Ces quantités sont appelé&géments orbitauet permettent de décrire les propriétés géome-
triques de I'ellipse parcourue par la planéte ainsi que kitjpm initiale de cette derniére sur
I'ellipse.

Les caractéristiques géométriques de l'orbite sont déteées par ledemi-grand axe: et
I" excentricitée (cfr Figure B.1b). L'orientation de I'ellipse dans I'esgaest donnée, dans un re-
pére orthogonal arbitrairer, y, =) centré sur le corps central, painklinaison: du plan orbital
par rapport au plan de référenge y), par la position angulaire dooeud ascendar(inter-
section entre le plan orbital et le plan de référence) pagrodm I'axex appelédongitude du
noeud(? et par la position angulaire deericentre(point de I'ellipse le plus proche du corps
central) mesurée dans le plan de I'orbite et connue sousted'@rgument du péricentre (cfr
Figure B.1a). Dans la suite, nous appellerbgse des apsidek droite reliant 'apocentre au
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péricentre et supportant par conséquent le grand axe dtéailiptique.

Reste a préciser la position de la planete sur I'ellipsestQé&role de lanomalie vraief (cfr
Figure B.1b). Cette derniere quantité peut étre remplaaékefemps de passage au péricentre
7, défini dans léquation de Kepler

E —esinE =n(t—r71), (B.4)

avecn = 4/u/a® le moyen mouvement angulaie¢ £ I'anomalie excentriquesprésentée a
la Figure B.1b. L'angle:(t — 7) porte, quant a lui, le nom dhomalie moyenné/. Ainsi, le
carré de la période du mouvemdnt= 27 /n est proportionnel au cube du demi-grand axe de
I'ellipse (troisieme loi de Kepler). Dans le probleme desideorps, I'orbite ne varie pas au
cours du temps et seule la position du corps sur son elligsendiedu temps.

Au lieu de résoudre le probléme des deux corps lui-méme conuug venons de le faire,
il est intéressant de préparer la “résolution”, par thédés perturbations, d’autres problemes
qui sont proches de celui-ci, notamment le probleme des taips. Les éléments elliptiques
(a,e,1,w, ), 7) ne sont pas canoniques. Un systéme de variables canoniouesgprobléme
est(r, g—f). Exprimé dans ces variables, 'Hamiltonien correspondargystéme (B.1) est alors

2

dr
dt

_
17l

Plus de détails concernant la formulation hamiltonienne/pet étre trouvés dans [Laskar, 1990]
ou [Morbidelli, 2002].

Mos = ' (B.5)

En mécanique céleste, le choix des variables est trés immgokin choix judicieux permet
souvent de faciliter grandement la résolution d’'un prol@éRar la méthode d’Hamilton-Jacobi,
nous trouvons un changement de variables canonique

_dr

(T7E) - (l7gvh7L7G7H)

ou(l,g,h,L,G, H) sont lesvariables de Delaunay

[ anomalie moyenne L= \/ua
g(=w) argument du péricentre G = pa(l — e?) (B.6)

h(= Q) longitude du noeud ascendant’ = /pua(l — €?) cosi.
Le systeme (B.1) est des lors équivalent a 'ensemble dieanpsasuivant :

( dL . _8H23 dl o 87’(23

dt ol dt 0L
dG  OHop dg  OHap
dt — dg dt — 0G (B.7)

dH _ OHsp dh _ 0Hsp
N dt  Oh’ dt — 0H '’
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ol H,p se formule dans les éléments de Delaunay :

Hop = — oo = — 4. (B.8)

Ce dernier ne dépend que du moméngt, par les relations (B.7), nous pouvons Vvérifier que
toutes les variables sont constantes a I'exception derf@tie moyenné dont le comportement
est régi par I'équation suivante :

di 2

e _ K (B.9)

at L3\ a3
Cette derniére quantité n’est autre quenieyen mouvement angulairdgroduit précédemment
sous la notatiom (cfr Eq. (B.4)).

Les éléments de Delaunay peuvent présenter des incont&di@ns le cas ou les excen-
tricités et inclinaisons sont faibles. Cette observatiancité [Poincaré, 1892] a effectuer une
transformation canonique dans le but de ramener les vasabét / & des variables de I'ordre
de I'excentricité et de l'inclinaison :

(l7g7h7L7G7H) I (A7P7Q7L7P7Q)

~

ou
A=Il+g+h longitude moyenne L= .\/ua
p=—g—h(=—-w) -longitude du péricentre P= L-G= «/ —V1—e?)
q=—h(=-Q) - longitude du noeud ascendar® = G — H = 1 —¢e2)(1 — cosi)

Ces variables sont connues sous le noétathents de Delaunay modifiés

Il est a remarquer que ces variables ont encore I'inconnédiétresingulieres les angles
p et ¢ ne sont pas définis lorsque les moments associés sont regsaetlire lorsque les ex-
centricités et inclinaisons sont nulles. C’est pourquiddesoin est, nous travaillerons dans les

variables de Poincaré
y=+V2Psinp, x =+2Pcosp

§=+2Qsing, &= /2Qcosq. (B.11)



Annexe C

Développement analytique du probleme
des trois corps

Le probléme planétaire des trois corpsonstitué d’un corps central de massg et de
deux planétes de masses et m, en interaction gravitationnelle, est décrit, dans un repér
barycentrique, par les équations du mouvement :

22 T
d*u; _sz WYy (i=0,1,2). (C.1)

VAT 513
d? G#i ||ul - UJH

Cette écriture compacte représente un systeme de neufatdtl second ordre :

(L& _OF
SRS
dQT]j 8F
d*¢;  OF
— = — 1 =0,1,2
m; dtz agj (Z 07 ) )7
ou (;,n;,¢;) sont les coordonnées du vecteliret
F—C <m0m1 i L) i m1m2) (C.3)
To1 T02 712 ’ .

avec la notatiomr;;,, symbolisant la norme de la différence des vecteyrst «;,, c’est-a-dire
o= — apl)* = (& — &)* + (n; — m)® + (¢ — &)

Pour formuler 'Hamiltonien du probléeme des trois corps #ipaes équations de la se-
conde loi de Newton, nous effectuons, dans cette annexageunigr passage aux coordonnées
de Jacobi suivi d'un second en faveur des éléments de Deglatetgaqu’ils sont tous les deux
décrits dans [Brouwer et Clemence, 1961]. Concernant Ibl@nwe planétaire caractérisé par
des corps de petites masses par rapport a celle du corpalcBRtmiltonien peut encore étre
simplifié en ne considérant que les termes du second degréaksses. Nous obtenons finale-
ment une expression de la fonction hamiltonienne du problglanétaire des trois corps sous
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la forme d’'une somme de deux problemes de deux corps pestuies différentes étapes sont
détaillées dans les sections suivantes.

C.1 Passage aux coordonnées de Jacobi

Un passage aux coordonnées de Jacobi permet d’effectuadation du centre de masse
et d'ainsi se ramener a un systéme de six équations du seodmed Rappelons que le principe
des coordonnées de Jacobi consiste a repérer chaquef¢gasrapport au barycentrér(

a la Figure 2.1) descorpsh,, ..., P,_; précédents. Ainsi, i, 70, o, &1, 1, €1, &2, M2, C2) TE-
présente, comme précédemment, les coordonnées du cotd eedes deux planetes dans un
repére barycentrique, les coordonnées de Jacobi pourd@greecomposante sont définies de
la fagcon suivante :

Ty = & — &
C4
zy = & — & —r1(& — &), €4
OUkK; = o~ On peut faire de méme pour les composantes z;.

Nous cherchons a présent I'équivalence des équationsd@n®)les coordonnées de Jacobi.
La dérivée seconde des variables de Jacobi se calcule aisémzombinant les équations (C.2)
et(C.4):

dle d2§1 d250

dt? dt? dt?
1 oF 1 OF
my 0&; mo 0&o
(C.5)
Pry _ G PG 6 &)
d? ez Az Ut de
LoE 1 (0F oF)
my 08 mo+my \ & @ 0& )
et identiguement pour les composanjgst z;.
OF __ OF 0x1 OF 0z | o? H
Commea—g = a_fla_gj + a—ia—g, il s’ensuit que
or  9OF  my OF
o dxry Mg+ my 0
= = - (C.6)
051 01'1 mo + My 61'2
or oF

Ers

9%,
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En substituant ces derniers résultats dans les équatiéoégantes, nous obtenons

dzl'l . my+my oF

dt? n mom,y 81’1

d2122'2 o mo + mq + Mo oF (C7)
dt? (mo + ml)mg 8.7}2 ’

et similairement pouy; et z;.

Notonsr; le vecteur de Jacobi de coordonnées v;, z;) de sorte que la norme de ce vecteur
soit égale a

r? = zi+yl+2? (C.8)
2 _ 2 2 2 '
ry = Tyt Yy + 2.
Par conséquent, nous trouvons les équivalences
ro = 17
7“82 = (52 - 60)2 + (772 - 770)2 + (CQ - C0)2 (C 9)
= (z24rm121)° + (Y2 + k11)* + (22 + K121)?
T3 + 2k (X120 + V1Yo + 2120) + KT
Introduisons les notations,, m}, m, dont les expressions sont les suivantes :
msy
K9 =
mo + M1 + Mo
m/ _ moimq
LT (C.10)
r (mo -+ ml)mg
m2 — *

mo + M1 + Mo

F T 0 Gmoma Gmimo 0 -1\ __ 0 -1\ _ xo
SaChantqu% = —G’ﬂl(ﬂnlr-%—'—a—x1 C + 1 <_) —0et que% <E> — g,

r02 r12 ' 0xy \ T2

les équations de mouvement (C.7) s’écrivent finalement

dzﬂfl Gm0m1 T . 8R1
= .
d2x2+Gm0m2ﬁ o @ (Cll)
a2 mh B Oz

00R1:i|R2:£/etR:G|:%—|—mom2 (L_L>]

my Moy T02 T2

C.2 Passage aux éléments de Delaunay

Par un passage aux coordonnées de Delaunay, de facongraitalui réalisé a I’Annexe B
dans le cas du probleme des deux corps, le systeme précétliéquealent a, pour = 1,2 :
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(dL;  OF;  ay  OF;
i~ o, dat oL
dGs OFr g, OF
i 4 X__ (C.12)
dH;  OF;  dh,  OF
@~ on At OH

> *_ M . GmOmJ
ou F; 2% R; et pu;= =

avec L= /ma;, G5 =L5\/1—¢3, Hi

et -
—jSoszj.

Ces équations ont I'inconvénient que les Hamiltoniéhisont différents pouj = 1 et j = 2
Cela peut étre évité en posant

Li=Lm, F=Fm

]7 (C13)
Finalement, les équations du mouvement sont, pesrl, 2 :
(dy_ OF i _OF
a0l dt 0L,
aG; __OF  dg;  OF
dt  9g; it 0G, (C.14)
dt; __OF - dh; _ OF
dt — Ohy’ dt — OH;’
\
avec
Ja _ _Gmoml . Gm0m2 . G mi1me i MgTMs i _ i
2(1,1 2(1,2 T12 To2 T

/ Gm?a
my\/pnar = m mOTOn; (C.15)

\/m mQ\/Gmo mo + m1>a2

mo + M1 + Mo

L'Hamiltonien du probleme des trois corps dans les vargbknoniques de Delaunay expri-
meées dans le repere de Jacobi vaut donc

-t - St [ o (1< 1]
1

(C.16)

2ay 12 T02 )

C.3 Développement de I'Hamiltonien au second degré des
masses

L’hypothése de planetes de petites masses nous permetitd lirlamiltonien (C.16) aux
termes de second degré des petites quantitést m.
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Pour ce faire, concentrons-nous d’abord sur la derniéenplagse de I'équation (C.16). Par
définition, nous avons -
- - 1 -
Ty =T —_—T, )
02 2+m0+m1 1 (C.17)

soit en termes de norme

2my my ?
02 \/2 m0+m1(1| 2) mq + My !

ou le dernier terme d’ordré®(m?) peut étre négligé dans notre approximation, c’est-a-dire

2m1 (’Fl |7?2)
= 1 O(m?). C.19
T02 TQ\/ + m0+m1 T% —+ (m1> ( )
Par un développement de Taylor de la racine carrée, nousarixe
ro = 1 (14 2 B 4 o(m?). (C.20)
En inversant et par un développement de Taylor de la parssthéus trouvons
1 1 my (Flf)\
— = —(1+ L | 1|22) +O(m?)
T02 9 mo +m1 _'TZ_' (C21)
. 1 1 my (7’1 |’f’2) 2
- - 2 + O(ml)v
T9 mo+myq T3

ce qui peut également s’écrire

1 1 |7
o (“Lf?) +O(m2). (C.22)

T02 T2 i -+ mi 7“2

En introduisant cette expression dans I'Hamiltonien (.4h6us obtenons

1 _Gm0m1 B Gmoma _a {M1m2 _ Mmoemymy (71 |f2)} + O(m%mZ)v (C.23)

2(1,1 2(1,2 T12 mo + mq T

ou le vecteur, vaut par définition

=i —— @ (C.24)
mo + my

etoula fractionﬂ% peut elle-méme étre développée en fonction des petitesemass

2
Azl_@w((@)). (©.25)
mo + My myo myo

En ne conservant que les termes de premier et de second degrémsses, I'Hamiltonien
du probléme des trois corps dans les variables canonigugsldenay exprimées dans le repére
de Jacobi s’écrit au final :

Gm0m1 Gmomg

1 Lo
H = — Gmymg | ——— — (”‘;" 2] (C.26)
2a, 2a, |7 — 7% s
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Nous pouvons interpréter ce résultat comme une somme depieblemes de deux corps
perturbés. En effet, le premier (resp. second) terme de erpiression n’est autre que I'Hamil-
tonien du probleme des deux corps entre le corps central deemg et la planete de masse

m, (resp. de masse,). Le dernier terme représente la perturbation de ces prasd@e deux
corps induite par les interactions des planétes entre &lldamiltonien ne dépend plus que de
deux vecteurs de position, etr;, et a donc été réduit a six degrés de liberté grace au passage
aux éléments de Jacobi réalisant la réduction du centre dsema



Annexe D

Séries caractéristiques de la dynamique de
I'exosystemev Andromede supposé
coplanaire

Afin d'illustrer les différentes moyennisations des fooos hamiltoniennes par transfor-
mées de Lie, nous exposons, dans cette annexe, les séaettdatiques de la dynamique
séculaire du systéme extrasolaireAndromeéde (2006b). Le nombre de termes de ces séries
étant peu élevé dans le cas de systemes coplanaires, lesopbataux des deux planétes qui
composent cet exosysteme sont, dans la suite, supposémnaoes. La Section D.1 regroupe
les termes de I'Hamiltonien séculaike (3.6) correspondant au rapport des demi-grands axes
a = 0.331 du systéme» Andromede (2006b). L'Hamiltonieit’ (4.2) obtenu aprées une trans-
formation de découplage de I'Hamiltonien précédent esinta lui, exposé a la Section D.2.
Toujours pour ce méme systeme extrasolaire, les SectighetlD.4 contiennent respective-
ment les formulations de I'Hamiltonien moyenké (4.5) par rapport aux variables et du
générateudV (4.4) d'une telle transformation.

D.1 Sériek (Eq. (3.6))

TAB. D.1: HamiltonienkC (3.6) correspondant au rapport de demi-grands axes0.331 ca-
ractéristique de I'exosystemeAndromede (2006b) supposé coplanaire (83 termes)

M X opr ope oqn q| Ly Ly S7 Sy Ei Es Coefficient
cos|] 0O 0O O O O O 0O O O O 0 2 0.5109807305602709E-01
cos|] 0O 0 0O O O O O O O 0 2 0 05109807305602709E-01
cos|] 0O 0 1 -2 0 O 0 O O O 1 1 -0.4168383194502253E-01
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Séries caractéristiques de I'exosystenfandroméede

suite de la page précédente

M X pr o p2 1 @ |Li Ly Si Sy Ei Es Coefficient
cos|] 0O 0 0O O O O 0O O O O O 4] 0.6844899849005130E-01
cos|] 0O 0 0O O O O O O O 0O 2 2| 0.1223623770492700E+00
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 4 0] -0.7267809965416358E-02
cos|l] 0O 0 1 -1 0 0 0O O O 0O 1 3]|-0.1254315028525000E+00
cos|] 0O 0 1 -1 0 0 0 O O 0 3 1| -0.4344427818699494E-01
cos|] 0O 0 2 -2 0 0 0 0O O 0O 2 2| 0.2285763373257444E-01
cos|] 0O 0 O O O O O O O O O 6] 0.8985661903138456E-01
cos|] 0O 0 0O O O O O O O 0 2 4] 0.2542280646943720E+00
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 4 2| 0.1655421567758291E-01
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 6 0] -0.1987465383456541E-02
cos|l] 0O 0 1 -1 0 0 0O O O O 1 5|-0.2602655755363910E+00
cos|] 0O 0 1 -1 0 0O 0 O O 0 3 3]/-0.1991135391074120E+00
cos|] 0O 0 1 -1 0 0O 0 O O O 5 1] 0.6817354771572627E-02
cos|l] 0O 0 2 -2 0 0 0 O O 0O 2 4] 0.1029411807838370E+00
cos|] 0O 0 2 -2 0 0 0 O O O 4 2| 0.2020875656153398E-01
cos|] 0O 0 3 -3 0 0 0 O O 0O 3 3| -0.1220543586792481E-01
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O O 8| 0.1237146150490600E+00
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 2 6| 0.5269843030136150E+00
cos|] 0O 0 0 O O O O O O O 4 4] 0.1578041353385250E+00
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 6 2| -0.8927982514859923E-02
cos|] 0O 0 0O O O O O O O 0O 8 0] -0.1074946392470022E-03
cos|] 0O 0 1 -1 0 0O 0O O O O 1 7] -0.4828523089534090E+00
cos|l] 0O 0 1 -1 0 0O 0O O O 0O 3 5/-0.6470748321393870E+00
cos|] 0O 0 1 -1 0 0O 0O O O O b5 3| -0.3181361129924601E-01
cos|] 0O 0 1 -1 0 0 0O O O O 7 1] 0.3593877108141739E-02
cos|l] 0O 0 2 -2 0 0 0 O O 0O 2 6| 0.3009405051758900E+00
cos|] 0O 0 2 -2 0 0 0 0O O 0O 4 4] 0.1470957258774400E+00
cos|] 0O 0 2 -2 0 0 0 0O O 0O 6 2| -0.2839890517597225E-02
cos|] 0O 0 3 -3 0 0 0 O O 0O 3 5| -0.7569754699643498E-01
cos|] 0O 0 3 -3 0 00 0O O O 0O b5 3| -0.1072880898679734E-01
cos|] 0O 0 4 -4 0 0 0 0O O O 4 4| 0.6684361801803092E-02
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O O 10/ 0.1799700058523800E+00
cos|] 0O 0 0 O O O O O O 0 2 8| 0.1093340226253930E+01
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 4 6| 0.6804696740944221E+00
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 6 4] 0.1328169693703979E-01
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 8 2| -0.3834287509706263E-02
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 10 O] 0.4236274815553009E-04
cos|l] 0O 0 1 -1 0 0O 0O O O 0O 1 9 -0.8702267947416770E+00
cos|l] 0O 0 1 -1 0 0 O O O 0 3 7 -0.1826652117747100E+01
cos|] 0O 0 1 -1 0 0O 0O O O O 5 5/-0.3788210995510060E+00
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h
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h
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Coefficient

2 D1 P2 @1 Q2 2 2
cos|] 0O 0 1 -2 0 O 0O O O 0 7 3 0.2035872821134256E-01
cos|] O 0 1 -1 0 O] O O 0 O 9 1| 0.3049566586363840E-03
cos| O 0 2 -2 0 O O O 0 O 2 8| 0.7426198630681140E+00
cos|] 0O 0 2 -2 0 O 0O O O O 4 o6/ 0.6664778686489660E+00
cos|] 0O 0 2 -2 0 O 0 O O O 6 4 0.3045190573178728E-01
cos|] 0O 0 2 -2 0 O 0O O O O 8 2 -0.2756391404108198E-02
cos|] 0O 0 3 -3 0 O O O 0 O 3 7| -0.2914459277558830E+00
cos|] O 0 3 -3 0 O O O 0 O 5 5| -0.1083262604715800E+00
cos|] 0O 0 3 -3 0 O 0O O O 0 7 3 0.1063598872418567E-02
cos|] 0O 0 4 4 0 0O 0 O O O 4 o6 0.5381004089418631E-01
cos|] 0O 0O 4 4 0 0O 0 O O O 6 4 0.6268964811477533E-02
cos|] O 0 5 5 0 0 O O 0 O 5 5| -0.3791866423441042E-02
cos|] O 0 O O O O O O 0 O 0 12| 0.2738441665341070E+00
cos] 0O 0 0O O O O O O O 0 2 10 0.2259506047075680E+01
cos|] 0O 0 0O O O O O O O 0 4 8| 0.2331343275358030E+01
cos|] O 0 O O O O O O 0 O 6 6| 0.3147918207956130E+00
cos|] O 0 O O O O O O 0 O 8 4| -0.2293445905244190E-01
cos|] O 0 O O O O O O 0O O 10 2| -0.2972810890850906E-03
cos|] 0O 0O O O O 0 O 0O 0O 0 12 0/ 0.1117823782034040E-04
cos|] 0O 0O 1 -1 O 0] O 0O 0 O 1 11} -0.1566130177456440E+01
cos|] O 0 1 -1 0 O] O O 0 O 3 9| -0.4765254076047350E+01
cos|] O 0 1 -1 0 O] O O 0 O 5 7| -0.2041982712076450E+01
cos|] 0O 0O 1 -1 O 0] O O 0 O 7 5| -0.2180200462467415E-01
cos|] 0O 0 1 -2 0 O 0O O O 0 9 3 0.1026837530183595E-01
cos|] 0O 0O 1 -1 O 0] O 0O 0O 0 11 1 -0.1347187846092770E-03
cos| O 0 2 -2 0 O O O 0 O 2 10] 0.1692319447067370E+01
cos| O 0 2 -2 0 O O O 0 O 4 8| 0.2416057819923180E+01
cos|] 0O 0O 2 -2 0 O 0 O O O 6 6| 04049468694917970E+00
cos|] 0O 0 2 -2 0 O 0O O O O 8 4 -0.1887561378307223E-01
cos|] 0O 0 2 -2 0 O 0O O O O 10 2 -0.3776112686552896E-03
cos|] 0O 0 3 -3 0 O O O 0 O 3 9] -0.9084034319624410E+00
cos|] O 0 3 -3 0 O O O 0 O 5 7| -0.6298218898433040E+00
cos|] 0O 0 3 -3 0 00 0O O O 0O 7 5§ -0.2825485494671060E-01
cos|] 0O 0 3 -3 0 O 0 O O 0 9 3 0.2013863937763222E-02
cos| O 0 4 -4 0 O O O 0 O 4 8| 0.2596925214591560E+00
cos| O 0 4 -4 0 O O O 0 O 6 6| 0.8034855304365540E-01
cos| O 0 4 -4 0 O O O 0 O 8 4| -0.2771512152143383E-03
cos|] 0O 0 5 -5 0 O 0 O O 0 5 7 -0.3790029121822806E-01
cos|] 0O 0O 5 -5 0 O 0 O O 0 7 5§ -0.3892274122970336E-02
cos|] O 0 6 -6 0 O O O 0 O 6 6| 0.2223177710591045E-02
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D.2 Sériek’ (Eg. (4.2))

TAB. D.2: HamiltonienK’ (4.2) obtenu par la transformation de découplage (3.12 tacas
de I'exosysteme Andromede (2006b)

Coefficient
0.4010814960118014E-01
0.5426896105348666E-01
0.3064177290681850E-01
0.7490085172216920E-01
0.2726518444706008E-02

-0.3048125317174130E-01
-0.8432868059399806E-01
-0.8731289309759560E-03
0.3811678257578673E-01
0.1919798805944790E+00
0.1385122754860160E+00
-0.1929197768502279E-02
-0.9676293482513999E-01
-0.3575151743797000E+00
-0.4863583233185451E-01
0.3855306454111710E-01
0.9809114074600819E-01
-0.4367438694923274E-02
0.6821496186342979E-01
0.6920727220740430E+00
0.1193781468537570E+01
0.1933339326717450E+00
-0.2378540910420021E-02
-0.3147243951144410E+00
-0.1796417895189540E+01
-0.1141246003585580E+01
-0.2218787088055769E-01
0.2743919780756510E+00
0.9483204119813470E+00
0.1746794891325040E+00
-0.1065651016652850E+00
-0.1804683586351200E+00
0.1538324223892521E-01
0.1728916848615390E+00
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M X pr op2 1 q| L1 Ly Si Sy Ei Es Coefficient
cos|] 0O 0 0 0O O O O O O O 2 8| 0.3143918111142500E+01
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 4 6] 0.9692086617093420E+01
cos|] 0O 0 O O O O O O O O 6 4] 05146982594065770E+01
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 8 2| 0.2443545365168280E+00
cos|] 0O 0 0 O O O O O O O 10 O] -0.2337985717305897E-02
cos|l] 0O 0 1 -1 0 0 0 O O O 1 9] -0.1218786072397660E+01
cos|] 0O 0 1 -2 0 0 0 O O O 3 7]-0.1075059237995590E+02
cos|] 0O 0 1 -1 0 0 0 O O O 5 5/-0.1497290880140560E+02
cos|l] 0O 0 1 -2 0 0 0 O O O 7 3]|-0.2889167643309030E+01
cos|] 0O 0 1 -1 0 O 0O O O O 9 1 0.3173721744789822E-02
cos|] 0O 0 2 -2 0 0 0 0O O O 2 8] 0.1674896788250980E+01
cos|] 0O 0 2 -2 0 0 0 0O O O 4 6] 0.8489420533627319E+01
cos|] 0O 0 2 -2 0 0 0 0O O O 6 4] 05235156691341990E+01
cos|l] 0O 0 2 -2 0 0 0 0O O O 8 2| 0.2463802050900470E+00
cos|] 0O 0 3 -3 0 0 0 O O O 3 7]-0.1134230820490680E+01
cos|] 0O 0 3 -3 0 0 0 O O O 5 5/-0.3215512783644460E+01
cos|] 0O 0 3 -3 0 0 0 O O 0 7 3]|-0.6739624094973440E+00
cos|] 0O 0 4 -4 0 0 0 0O O O 4 6| 0.3798021032149000E+00
cos|] 0O 0 4 -4 0 0 0 0O O O 6 4| 0.4751416691508660E+00
cos|] 0O 0 5 -5 0 0 0 0O O 0O 5 5§ -0.5042557677080828E-01
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O O 12 0.6064791201938780E+00
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 2 10/ 0.1733206194646320E+02
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 4 8| 0.8387999377838290E+02
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 6 6] 0.9011558266718021E+02
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 8 4] 0.1896175570499640E+02
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 10 2| 0.2517912948094120E+00
cos|] 0O 0 0 O O O O O O 0 12 0] -0.2158228810088845E-02
cos|] 0O 0 1 -2 0 0 0O O O O 1 11/-0.5773563860011110E+01
cos|] 0O 0 1 -2 0 0 0 O O O 3 9 -0.7448300450346240E+02
cos|l] 0O 0 1 -1 0 0 0O O O O b5 7 -0.1785048789725520E+03
cos|] 0O 0 1 -2 0 0 0 O O O 7 5]/-0.9030557371929720E+02
cos|] 0O 0 1 -2 0 0 0 O O O 9 3]|-0.6621297093023090E+01
cos|] 0O 0 1 -1 0 0 O O O O 11 1| 0.3955003196873944E-01
cos|] 0O 0 2 -2 0 0 0 0O O O 2 10/ 0.1085908633965900E+02
cos|] 0O 0 2 -2 0 0 0 0O O O 4 8| 0.7931490340157789E+02
cos|] 0O 0 2 -2 0 0 0 0O O O 6 6] 0.9881025933946880E+02
cos|] 0O 0 2 -2 0 0 0 0O O O 8 4| 0.2148005628957530E+02
cos|l] 0O 0 2 -2 0 0 0 0O O O 10 2| 0.2850404965622810E+00
cos|] 0O 0 3 -3 0 0 0 O O O 3 9 -0.1057796883796290E+02
cos|] 0O 0 3 -3 0 0 0 O O O 5 7]-0.4552006339646660E+02
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M X pr o p2 1 @ |Li Ly Si Sy Ei Es Coefficient
cos|] 0O 0 3 -3 0 0 0 O O 0O 7 5|-0.2748798734592720E+02
cos|l] 0 0 3 3 0 0 0O O O 0O 9 3]-0.1851436107983010E+01
cos|] 0O 0 4 -4 0 0 0 O O O 4 8| 0.5685376905592230E+01
cos|] 0O 0 4 -4 0 0 0 0O O O 6 6| 0.1355020895076620E+02
cos|l] 0O 0 4 -4 0 0 0 O O 0O 8 4] 0.3022803910214410E+01
cos|l] 0O 0 5 -5 0 0 0 O O 0 5 7 -0.1607508828311410E+01
cos|] 0O 0 5 -5 0 0 0 0O O 0 7 5/-0.1648342207668340E+01
cos|] 0O 0O 6 6 0 0O 0 O O O 6 6| 0.1874309647473050E+00

D.3 SérieK’ (Eq. (4.5))

TAB. D.3: HamiltonienX’ (4.5) obtenu par moyennisation de I’Hamiltoni€h(Table D.2) par
rapport aux variables angulairgs dans le cas de I'exosystémeé\ndromede (2006b)
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0.4010814960118014E-01
0.5426896105348666E-01
0.3064177290681850E-01
0.7490085172216920E-01
0.2726518444706008E-02
0.1361823335310808E-01
0.4048748245992900E-01
-0.3828717490008959E-01
0.1104926527600939E-01
0.1278588000269533E-02
-0.2093166492437099E-01
-0.1622256846220200E+00
-0.4409428667632272E-01
0.1100803607201456E-01
-0.2559881633540890E-02
-0.6180357535418186E-01
-0.2972321803568460E+00
-0.1867246818729980E+00
-0.2401299330701200E-01
0.7186202101495634E-02
-0.1482793346294137E-02
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M X pr op2 1 q| L1 Ly Si Sy Ei Es Coefficient
cos|] 0O 0 0 O O O O O O O 2 10/ -0.5958212363436854E-01
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 4 8]|-0.3153119569169360E+00
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 6 6|-0.2364661632894280E+00
cos|] 0O 0 0 O O O O O O O 8 4| -0.4024395775075740E-01
cos|] 0O 0 0O O O O O O O O 10 2 0.3717908564226651E-01
cos|] 0O 0 0 O O O O O O 0 12 O] 0.1121609520736288E-02

D.4 GénérateurW (Eq. (4.4))

TAB. D.4: GénérateuyV (Eq. (4.4)) de la moyennisation de I'Hamiltoni&ii (Table D.2) par

rapport aux variableg;

M X pr o p2 1 @ | Li Ly Si Sy Ei Es Coefficient
sm| 0O 0 1 -1 0 0O 0O O O O 1 3| -0.6859131819361707E-01
sm| 0O 0 1 -1 0 0O 0 O O O 3 1]|-0.1897630432344980E+00
sim| 0O 0 2 -2 0 0 0 O O 0 2 2| -0.9823917670180753E-03
sim| 0O 0 1 -1 0 0 0 O O O 1 5| -0.3600566089450685E-01
sim| 0O 0 1 -1 0 0O 0O O O O 3 3]|-0.3582384819044880E+00
sim| 0O 0 1 -1 0 0O 0 O O O b5 1]|-0.2513902250358590E+00
sim| 0O 0 2 -2 0 0 0 0O 0O O 2 4| 0.4601062818838519E-01
sim| 0O 0 2 -2 0 0 0 O O O 4 2| 0.1096226672736310E+00
sim| 0O 0 3 -3 0 0 0 O 0O O 3 3| -0.2696673719947341E-02
sim| 0O 0 1 -1 0 0 0O O O O 1 7| -0.2519752837356414E-02
sim| 0O 0 1 -1 0 0O 0O O O O 3 5/-0.7713766941960370E+00
sim| 0O 0 1 -1 0 0 0O O O O b5 3]|-0.9647360030024630E+00
sim| 0O 0 1 -1 0 0 0 O O O 7 1| -0.1063615547614243E-02
sim| 0O 0 2 -2 0 0 0 O O O 2 6| 0.1950155482694300E+00
sim| 0O 0 2 -2 0 0 0O O O O 4 4] 0.8664897667187030E+00
sim| 0O 0 2 -2 0 0 0 0O O O 6 2| 0.6292145247003170E+00
sim| 0O 0 3 -3 0 0 0 O O O 3 5| -0.6220799630607783E-01
sim| 0O 0 3 -3 0 0 0 O O O b5 3]-0.1320559892325270E+00
sim| 0O 0 4 -4 0 0 0 O O O 4 4| 0.1111505558825304E-01
sim| 0O 0 1 -1 0 0O 0O O O O 1 9]-0.2391211005544900E+00
sim| 0O 0 1 -1 0 0O 0O O O O 3 7]|-0.3342894418109900E+01
sim| 0O 0 1 -1 0 0 0O O O O 5 5]/-0.7091036917575150E+01
sim| 0O 0O 1 -1 0 0 0O O O O 7 3]/-0.2071814971407800E+01
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M X pr opr g1 q|Li Ly Si Sy Ei Es Coefficient
sim| 0O 0 1 -1 0 0 0O O O O 9 1 0.3675607972901600E+01
sim| 0O 0 2 -2 0 0 0 O O O 2 8| 0.6527576652945880E+00
sim| 0O 0 2 -2 0 0 0 O O O 4 6| 0.4172666720981130E+01
sim| 0O 0 2 -2 0 0O 0 O O O 6 4| 0.4676487906041140E+01
sim| 0O 0 2 -2 0 0 0 0O O O 8 2| 0.2686659663198790E+00
sim| 0O 0 3 -3 0 0 0 O O O 3 7]|-0.5789827218769330E+00
sim| 0O 0 3 -3 0 0O 0 O O O b5 5]/-0.2371525516656760E+01
sim| 0O 0 3 -3 0 0O 0 O O O 7 3]-0.1699684683759100E+01
sim| 0O 0 4 -4 0 0 0 0O O O 4 6| 0.2000198507928460E+00
sim| 0O 0 4 -4 0 0 0 0O O O 6 4] 0.3252217860744040E+00
sim| 0O 0 5 -5 0 0 0 0O O O 5 5 -0.2676312918000519E-01
sm| 0O 0 1 -2 0 0 O O O O 1 11|-0.2201338136901850E+01
sim| 0O 0 1 -1 0 0 0 O O 0 3 9] -0.2169768856292160E+02
sim| O 0 1 -1 0 0O 0O O O O b5 7]|-0.6392323547770940E+02
sm| 0O 0 1 -1 0 0 0O O O O 7 5]/-0.5464094611189420E+02
sim| 0O 0 1 -1 0 0 0O O O O 9 3| 0.2820414369944190E+02
sim| 0O 0O 1 -1 0 0 O O O O 11 1| 0.2291559889070910E+02
sim| 0O 0 2 -2 0 0 0O O O O 2 10| 0.3195072747652440E+01
sim| O 0 2 -2 0 0 0 O O O 4 8| 0.2672331101507260E+02
sim| 0O 0 2 -2 0 0 0 O O O 6 6] 0.4389625482782630E+02
sim| 0O 0 2 -2 0 0 0 O O O 8 4|-0.9912427088331070E+01
sim| O 0 2 -2 0 0 0 O O O 10 2/-0.4561165610869140E+02
sim| 0O 0 3 -3 0 0 0 O O O 3 9|-0.3550324397377730E+01
sim| 0O 0 3 -3 0 0 0 O O O b5 7]-0.2080122311581520E+02
sim| 0O 0 3 -3 0 0O 0 O O O 7 5]/-0.2359422440186740E+02
sim| 0O 0 3 -3 0 0O 0 O O 0O 9 3]-0.3165720952903790E+01
sim| O 0 4 -4 0 0 0 O O O 4 8| 0.2595561143938500E+01
sim| 0O 0 4 -4 0 0 0 O O O 6 6] 0.8846464151663840E+01
sim| 0O 0 4 -4 0 0 0 O O O 8 4| 0.5653243196846610E+01
sim| 0O 0 5 -5 0 0 0 0O 0O 0 b5 7]|-0.7338549148336780E+00
sim| 0O 0 5 -5 0 0 0 0O 0O 0 7 5]/-0.1088422945273680E+01
sim| 0O 0O 6 -6 0 0O 0 O O O 6 6| 0.8185040613057994E-01
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Contributions

Libert, A.-S., Henrard, J., 2005. Analytical approach te sfecular behaviour of exoplanetary
systemsCelestial Mechanics and Dynamical Astronqrag, 187—-200

Libert, A.-S., Henrard, J., 2006. Secular apsidal confijomaof non-resonant exoplanetary
systemsi|carus 183, 186-192

Libert, A.-S., Henrard, J., 2007. Analytical study of th@ximity of exoplanetary systems to
mean-motion resonancesstronomy and Astrophysic$61, 759-763

Libert, A.-S., Henrard, J., 2007. Exoplanetary systemse iidle of an equilibrium at high
mutual inclination in shaping the global behaviour of th® 3ecular planetary three-body
problem, accepté damsarus doi :10.1016/j.icarus.2007.05.007

Libert, A.-S., Henrard, J., 2007. Secular frequencies &f 8xoplanetary systems, soumis a
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