
CHAPITRE 3Stru
ture de F (M ; 2) pour une variété MmonogèneDans 
e 
hapitre, nous étudions les variétés 
ompa
tes, simplement
onnexes, sans bord et monogènes. Nous déterminons le type d'homo-topie rationnel de F (M ; 2), en 
al
ulant le modèle minimal de Sullivan
mF (M ;2). Nous déterminons aussi le type d'homotopie rationnel de la�bre homotopique de l'in
lusion F (M ; 2) →֒M ×M.L'algèbre de 
ohomologie d'une variété monogène possède l'une des deuxformes suivantes :Soit

H∗(M ; Q) = Q[x]/xk ave
 |x| = 2l,soit
H∗(M ; Q) = Λ(x) ave
 |x| = 2l + 1.Nous allons traiter 
es deux 
as séparément.3.1. H∗(M ; Q) = Λ(x)Dans 
e premier 
as, la variété M a le type d'homotopie rationnel de

S2l+1. D'après P.Lambre
hts et D.Stanley [15℄, nous en déduisons que
F (M ; 2) ≈0 F (S2l+1; 2) ≈ S2l+1.Notons F la �bre homotopique de l'in
lusion F (Sn; 2) →֒ Sn × Sn et

p1 : Sn × Sn → Sn la proje
tion sur le premier fa
teur. Notons en
ore
i : Sn → Sn × Sn : x 7→ (x,−x).Rappelons aussi que si on note Fg la �bre homotopique d'une appli
ation
g, alors pour tout 
ouple d'appli
ations 
omposables (f, g), on a une�bration homotopique

Ff → Fg◦f → Fg.37
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ommutatif suivant
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Snentraîne don
 la �bration homotopique

Fi → Fp1◦i ≈ ∗ → Fp1 = Sn.Par 
onséquent, Fi ≈ ΩSn.D'autre part, dans le diagramme 
ommutatif suivant
Fi

β //

��

F

��
Sn

β

≈
//

i
��

F (Sn; 2)

xxqqqqqqqqqq

Sn × Snl'appli
ation β est une équivalen
e d'homotopie faible entre deux CW-
omplexes et don
 une équivalen
e d'homotopie.Nous 
on
luons que F ≈ ΩSn.3.2. H∗(M ; Q) = Q[x]/xk, |x| = 2lNous nous intéressons uniquement au 
as k ≥ 3, le 
as k = 2 ayantété traité pré
édemment. Choisissons un 
o
y
le ψ ∈ APL(M) tel que
[ϕ] = x. Notons

θ : (Λ(a), 0) → APL(M)le morphisme de dga dé�ni par θ(a) = ψ. Introduisons un se
ond géné-rateur b de degré 2lk − 1, tel que d(b) = ak. Comme ϕk est un 
o
y
leet que xk = 0, il existe ψ ∈ APL(M) ave
 dψ = ϕk. Dès lors, l'extensionde θ,
θ̄ : (Λ(a, b), d) → APL(M)dé�nie par θ̄(b) = ψ est un quasi-isomorphisme et (Λ(a, b), d) est don
 lemodèle minimal de M.Pour rappel, l'homologie de M\m0 a les propriétés suivantes :

Hp(M\m0; Q) ∼= Hp(M ; Q) pour q 6= 2l(k − 1) et
H2l(k−1)(M\m0; Q) = 0.



3.2. H∗(M ; Q) = Q[x]/xk, |x| = 2l 39L'algèbre de Sullivan (Λ(a′, c), d′) dé�nie par |a′| = 2l et d′(c) = (a′)k−1est don
 le modèle minimal de Sullivan de M\m0.Le morphisme de dga ϕ : (Λ(a, b), d) → (Λ(a′, c), d′) dé�ni par ϕ(a) =
a′ et ϕ(b) = a′ · c, modélise l'in
lusion M\m0 →֒ M. Les 
hoix d(z) =
ak−1, d(t) = a·z−b et ϕ̄(z) = c, ϕ̄(a) = a, ϕ̄(b) = a·c, ϕ̄(t) = 0 dé�nissentun modèle minimal relatif de ϕ :

(Λ(a, b), d)
ϕ //

i ((PPPPPPPPPPPP
(Λ(a′, c), d′)

(Λ(a, b, z, t), d)

ϕ̄

66mmmmmmmmmmmmEn 
on
lusion, (Λ(z, t), 0) est le modèle minimal de la �bre homotopiquede l'in
lusion M\m0 →֒ M. Cette �bre a le type d'homotopie rationnelde S2l(k−1)−1 ×K(Z, 2kl − 2).En�n, la �bration M\m0 → F (M ; 2) → M implique l'existen
e d'unedi�érentielle D dé�nie sur Λ(a, b) ⊗ Λ(a′, c) telle que D = d sur Λ(a, b),telle que la di�érentielle induite sur Λ(a′, c) soit d′ et telle que l'adg

(Λ(a, b, a′, c),D) soit quasi-isomorphe à APL(F (M ; 2)).Pour des raisons de degré, il faut que D(a′) = 0. De plus, d'après leThéorème 2.14,

H∗(F (M ; 2); Q) ∼=
H∗(M ; Q) ⊗H∗(M ; Q)

(∆)
.Dès lors, en posant D(c) =

∑k−1
i=0 a

ia′k−i−1, on obtient une telle di�éren-tielle D.Corollaire 3.1. Le modèle minimal de Sullivan de F (M ; 2) est l'algèbrede 
o
haines (Λ(a, b, a′, c),D) où Da = Da′ = 0, Db = ak et Dc =∑k−1
i=0 a

ia′k−i−1.Corollaire 3.2. Le morphisme π∗(i)⊗Q : π∗F (M ; 2)⊗Q → π∗(M
2)⊗Qest surje
tif si et seulement si k ≥ 3, 
'est-à-dire si et seulement siM n'apas le type d'homotopie rationnel d'une sphère de dimension paire.Remarque 3.3. Dans le 
as parti
ulier oùM = CP (n), on peut 
al
ulerle type d'homotopie entier de la �bre F0 de l'in
lusion de M\m0 dans

M.On a tout d'abord la �bration de Ganea
S2n−1 // CP (n− 1)

j // CP (∞).



40 3. STRUCTURE DE F (M ; 2) POUR UNE VARIÉTÉ M MONOGÈNED'autre part, l'appli
ation j se fa
torise 
omme le 
omposé
CP (n− 1)

i // CP (n)
r // CP (∞).Et don
 on a une �bration Fi → Fj → Fr qui donne

F = Fi
τ // S2n−1 σ // S2n+1.Comme σ est homotopiquement triviale, le morphisme π∗(τ) est surje
tif.En relevant le générateur de π2n−1(S

2n−1), on 
onstruit une se
tion s de
τ. L'espa
e Ω(S2n+1) agit sur Fi par l'holonomie h. En�n, on remarqueque l'appli
ation 
omposée

Ω(S2n+1) × S2n−1 1×s // Ω(S2n+1) × F
h // Fest une équivalen
e d'homotopie.


