CHAPITRE 3

Structure de F'(M;2) pour une variété M
monogeéne

Dans ce chapitre, nous étudions les variétés compactes, simplement
connexes, sans bord et monogénes. Nous déterminons le type d’homo-
topie rationnel de F'(M;2), en calculant le modeéle minimal de Sullivan
mp(y;2)- Nous déterminons aussi le type d’homotopie rationnel de la
fibre homotopique de I'inclusion F'(M;2) < M x M.

L’algébre de cohomologie d'une variété monogene posséde I'une des deux
formes suivantes :
Soit

H*(M;Q) = Q[x]/z" avec |z| = 21,
soit
H*(M;Q) = Ax) avec |z| =21 + 1.

Nous allons traiter ces deux cas séparément.

3.1. H*(M;Q) = Ax)

Dans ce premier cas, la variété M a le type d’homotopie rationnel de
S2+1 D’aprés P.Lambrechts et D.Stanley [15], nous en déduisons que

F(M;2) ~¢ F(S%12) ~ §2F1L,

Notons F' la fibre homotopique de l'inclusion F'(S™;2) < S™ x S™ et
p1: S™x S™ — S" la projection sur le premier facteur. Notons encore
i:8"— S"x S x— (x,—1).

Rappelons aussi que si on note Fy la fibre homotopique dune application
g, alors pour tout couple d’applications composables (f,g), on a une
fibration homotopique

Fr— Fyop — Fy.
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38 3. STRUCTURE DE F(M;2) POUR UNE VARIETE M MONOGENE
Le diagramme commutatif suivant
S —> 8" x Sn
Y\ l
P1
S')’L
entraine donc la fibration homotopique
~ _ n
Fy — Fpyoi ~ % — Fp, = 8™

Par conséquent, F; ~ QS".
D’autre part, dans le diagramme commutatif suivant

S™ x ST

I'application 3 est une équivalence d’homotopie faible entre deux CW-
complexes et donc une équivalence d’homotopie.
Nous concluons que F' ~ QS5™.

3.2, H*(M;Q) = Qlal/a*, |a| = 21

Nous nous intéressons uniquement au cas k > 3, le cas k = 2 ayant
été traité précédemment. Choisissons un cocycle ¢ € App (M) tel que
[¢] = z. Notons

0: (Aa),0) — Apr(M)

le morphisme de dga défini par §(a) = ¢. Introduisons un second géné-
rateur b de degré 2lk — 1, tel que d(b) = a*. Comme ©F est un cocycle
et que 2¥ = 0, il existe 1) € Apr (M) avec dip = F. Dés lors, I'extension
de 6,

0:(A(a,b),d) — Apr(M)
définie par (b) = v est un quasi-isomorphisme et (A(a,b),d) est donc le
modeéle minimal de M.
Pour rappel, I'homologie de M\mg a les propriétés suivantes :

H,(M\mg; Q) = Hy(M;Q) pour g # 2l(k —1) et
Hoyyx—1)(M\mo;Q) = 0.
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L’algebre de Sullivan (A(d’,c),d’) définie par |a/| = 21 et d'(c) = (a')*~!
est donc le modéle minimal de Sullivan de M\my.

Le morphisme de dga ¢ : (A(a,b),d) — (A(d’,¢),d") défini par p(a) =
a’ et o(b) = d - ¢, modélise I'inclusion M\mg < M. Les choix d(z) =
a*= 1 d(t) = a-z—b et p(z) = ¢,p(a) = a,@(b) = a-c, p(t) = 0 définissent
un modéle minimal relatif de ¢ :

(A(a,b), d) z (A(d,¢),d)

(A(a,b, z,t),d)

En conclusion, (A(z,t),0) est le modéle minimal de la fibre homotopique
de Vinclusion M\mgy <— M. Cette fibre a le type d’homotopie rationnel
de SHk=1=1 5 K (7, 2kl — 2).

Enfin, la fibration M\my — F(M;2) — M implique U'existence d’une
différentielle D définie sur A(a,b) ® A(d/,c) telle que D = d sur A(a,b),
telle que la différentielle induite sur A(a’,c) soit d' et telle que Padge
(A(a,b,d’,c), D) soit quasi-isomorphe a Apr(F(M;2)).

Pour des raisons de degré, il faut que D(a’) = 0. De plus, d’apres le
Théoréme 2.14,

M;Q) ® H*(M;Q)
(A) ’

H(F(M;2): ) = 2

Dés lors, en posant D(c) = Zf:_ol a’a’*="=1 on obtient une telle différen-
tielle D.

Corollaire 3.1. Le modéle minimal de Sullivan de F/(M;2) est 1'algebre
de cochaines (A(a,b,d’,c),D) ot Da = Dda’ = 0, Db = a* et Dc =
Ek—ol atq’k—i-1

1= :

Corollaire 3.2. Le morphisme 7, (i))®Q : . F'(M;2)@Q — 7.(M?)®Q
est surjectif si et seulement si k > 3, ¢’est-a-dire si et seulement si M n’a
pas le type d’homotopie rationnel d’une sphére de dimension paire.

Remarque 3.3. Dans le cas particulier o M = CP(n), on peut calculer
le type d’homotopie entier de la fibre Fy de I'inclusion de M\mg dans
M.

On a tout d’abord la fibration de Ganea

§2n-1 ——= CP(n—1) N CP(c0).
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D’autre part, I'application j se factorise comme le composé
CP(n —1) = CP(n) —= CP(0).
Et donc on a une fibration F; — F; — F,. qui donne
F=F —"sgm1_%5 gont+1

Comme o est homotopiquement triviale, le morphisme 7, (7) est surjectif.
En relevant le générateur de ma,_1(S?"~1), on construit une section s de
7. L’espace Q(S?"*1) agit sur F; par ’holonomie h. Enfin, on remarque
que 'application composée

1 1xs
_—

Q(SQn—H) % S2n— Q(S2n+1) % Fh—>F

est une équivalence d’homotopie.



