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Motivation

A tout instant 7 et en tout point X, la vitesse de l'eau s'écrit v(7,Xx) =u(z,x)+w(z,x)e, , ol
u(z,x), w(t,x) et e, désignent respectivement la vitesse horizontale, la composante verticale
de la vitesse et un vecteur unitaire pointant vers le haut. Comme l'illustre la figure ci-dessous,
la surface de 1'océan est située en z=1(t,x,y), ol x et y sont des coordonnées cartésiennes
horizontales, tandis que z est la coordonnée verticale qui croit vers le haut. La condition
d'imperméabilité de la surface de 1'océan s'écrit
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Dans la présente note de travail on va montrer comment déduire cette relation de la
condition d'imperméabilité générale d'une surface mobile. On insistera, en particulier, sur les
ambiguités liées a la détermination de la vitesse de la surface mobile.

Vitesse et imperméabilité d'une surface mobile

Aucune particule fluide ne traverse une surface imperméable, que celle-ci soit mobile ou non.
Si vI' désigne la vitesse d'un point de la surface imperméable I, alors de chaque coté de cette
surface la vitesse du fluide satisfait la condition d'imperméabilité
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ou le vecteur unitaire n est normal a I'. Il reste a déterminer la vitesse v/ .



Une surface est un objet bidimensionnel. Donc, le vecteur-position d'un point d'une surface
peut étre vu comme une fonction de deux parametres, que 'on notera y et § ci-apres. Si la
surface est mobile, il est nécessaire d'ajouter un troisieme parametre, le temps. Ainsi, le
vecteur-position de tout point d'une surface mobile peut s'écrire sous la forme générique
r(t, x,5) . La vitesse d'un point de la surface vaut alors
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On peut décomposer la vitesse v/~ en une partie normale 2 la surface I,
vl = (vI"en)n , )
et une partie tangente,
vl = vl —vl[ | (6)

avec vI' =v! + v/ Le relation suivante est identiquement vraie:
vien = vl en . (7)
La démonstration est triviale. L'interprétation physique s'avere relativement simple: la vitesse
V}; rend compte d'un déplacement de points “a l'intérieur de la surface I elle-méme, ce qui
ne correspond pas a un mouvement de la surface I"dans l'espace physique. En d'autres termes,
le champ de vitesse représentant le mouvement d'une surface dans l'espace physique n'est pas
univoquement défini. On peut donc choisir la vitesse qui minimise les efforts de calculs dans
le cadre du probleme en cours de traitement.
En combinant (2) et (7), on obtient une nouvelle expression de la condition
d'imperméabilité de la surface I', c'est-a-dire
kv—v{)°nLEF= 0 . ®)
Ainsi, puisque seule la vitesse vI importe réellement pour décrire les mouvements de T il
n'est guere étonnant que cette vitesse soit la seule qui soit pertinente pour exprimer
I'imperméabilité de cette surface.

Imperméabilité de la surface océanique

Pour représenter le vecteur-position d'un point de la surface de l'océan, il est commode de
choisir les parameétres susmentionnés de la maniere suivante:

x=x,8&=y . 9)
Le vecteur-position correspondant est alors

"Les vecteurs dr/dy et dr/d& sont tangents a la surface I'. Par conséquent, le produit vectoriel de ces deux

vecteurs est normal a I



r(t,x,y) = xe, +ye, +n(x,ye, . (10)

Il s'ensuit
a_r=ex+6_nez , a—r=ey+a—77eZ (11)
0x 0x ay dy
et
a_rxa_r = ( x+a—nez)x ey+a—77eZ
ox dJy 0x dy
= e, xe, +a—nezxey +a—nex><ez +a—na—nezxez (12)
— X —— ay — 0x ay —
=e, =—e, =-e, =
an on
= (ae)ﬁgey) +e, = -Vn+e,
%/—J
=V77

En vertu de (4), le vecteur unitaire normal a la surface de la mer s'écrit de la fagon suivante:

0= -Vn +e, _ (13)
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Avec la représentation de la surface de la mer adoptée ici, la vitesse d'un point de cette
surface s’obtient en combinant (3) et (10):
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Les vitesses de la surface normale et tangente a la surface de la mer valent alors
-V
vl = (v'en)n = #3_’7 (15)
V| +1 0t
et
2
Vn+(Vnle. 9
Vﬁsvr—vf=#—n ) (16)
2
Il est alors utile d'évaluer le produit scalaire
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Par ailleurs, on vérifie aisément que la vitesse V}; est bien perpendiculaire a la normale n:
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La condition d'imperméabilité (8) s'écrit désormais comme suit
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Cette expression est équivalente a la condition d'imperméabilité (1). QED.
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