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��� &��� �� !������ ������ �� �� ��	������	 ��� ������� 2���	 �� ��������& �4�
���������� ���! 
4� �!�&��� ���� ��(����� � !�	�� 	��������& ��2 � ��!���
��	 ��� ������,����� ���� ���! �!�&���

 � ���� ������� 2� 2��� /����� ������� ��� ����������& �� ��� ��!��� ��	
��� ���� �����! C.������ 
�
D� $��� ���� ������� 2� ���	 ���� ����&�4������	
	����� C���D ��!���� �� ��� 2��1B 2� ����!� ���� ��� ������ �� �� ���� �����
��� ����������& �� ��� ����������� ���������	 2��� ���� � 	����� �� �����	 ���
����� �� ��� ������B ��� ��� ���������	 ���	�� 2��� /�	 !��� 	������ �� K�L�

9� 2��� ���� ������� ��!� ���������� ��	 ��������� C.������ 
��D ��	 	�/��
��� ��!��� ����!����� C.������ 
��DB ������ �� ��������� ��� �����&� �(������
���2��� ��� �!�&� ����� ��	 ��� ����� C.������� 
�� ��	 
�%D�

.������ 
�) ������ ���� ������� 2��� ��!� �����	�������� ����� ��� ������,�4
���� �����

 ���������& �����2� �� ��� ��������� �� ��!��� ����������� !����	� ��	 !�	4
��� ��� 	�������	 �� K�L ��	 K�L�
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��� �4� ����� �������,�	 �� ��� ��!��� 2��� �� ���5����	 �� ��� ��� ������
�����M���!�	 ����� �����M�� !��� �� � ������,����� �����  � �� ���������
����������	 ���! � ������ �� ��	���	��� ��������� &���� �� ������� ������ ��	
����� �������	 �� � ��!!�� ����B ������& �� ��� ������ �� ���� ���� ���!���
��	 �����	 ��� ��	���� �:��� ���� !�1�� ��� ���� ��	 ��� ��� �!�&��& ����������
��	����� ��!!����� K%L K)L�

3 ���� �� �� ���(�� ���!��� 2��� � ���&��� �������� ������& �� ���!��
��� �����&� �� ��&��� ��� ���!��� ���� !��� ��!��� ��� ��&���� �����	 �� ���
���	�� �� ���� ���� 2��� ���� �����������	 �����&� ��� ���� �����! �� ���!�	
��� ���
	�
� �	���  �� ��,� �� ��������� ��� �����&� ��� ��� �� �� �	5�������
	������&!B ��	 !����� ������ �� �����	� ������� ���� ��� (������� �� ��&��
����1��& ��� �!�&� ����� K%L�

��� ��!�������� �� � ���� �����! �����&�� ������ 2��� ��� ���� �� ��5�������
�� +�&� 
�� 2� ������� �� �� ���!��� � 	�����47���� ���� 2��� ��� ���� C����
��� 	������&!D� 
����& ��� ���� &���� �� ������ 2��� �	5��� ��� ,��!��& ������
�� ��� �����!� +������& 2��� �� �������	 �� �	5�����& ��� ��&�� &���� �� �������

��� ����� ����� �� ��� �����!B ���� ��� �� 	�/������ ��� �������� ����
��� ��� ��!��& ���! ��B �� ������	��& ��2��	 ��B ������� �������� �� ��� �������
���� ����� ����������B ��� �� ����	 �� ��!�������� �� ���� ��	���	��� ���� �����
������
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���� ��� ����� ������ ���� ��� ������	 �� � �����/� �����M��� �
?��	
�����M�������� �� ��� �!�&� ����� ��� ���5����	 ������� C���� 2��� ������	D
�� ��� ��� !������

���� �����! �� ��!���� �� !�	�� ��B �� ��	�� �� ���� ��!������������ �I4
�����B �����	4���! �(�������B 2� �����	��� ��!���� !�	���B ����	 �� ��!���/��4
����� �� ������������ �� ��� ���� �!�&�4���!����� ������� �� ��� ���� K)L� ���
�2� !��� ��!!�� �������� !�	��� ��� ��� 	��� ���� ����� ��	 ��� �������
������
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 � ��� 	��� ���� �����B ��� ������� �����! �������� �� �� �	��� C���� 2������ ���
���5������ �����D ��/������ ���� ����B 2��� � ����� ���&�� f B �����������& ���
������	������ 	������� ���2��� ��� ������ �� ��� ���� ��	 ��� ����� ����� C���
+�&� 
�
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��� ����� �� ��� ������������ ���2��� ��� ���� ��	 ��� ������� ���� �� 	�/��	
�� ��� ��	���� ���	�
B �� 2���� ��� ��� �� ��&�� ���! � �������� ������ �������
��� ���� ��	������	�

��� ��5��� ����� �� �������	 �� � 	������� f ′′B �����	 �
?��	 <��	�B ���! ���
������� ������� ��� 	������� f ′ ���2��� ��� ������� ������ ��	 ��� �!�&� �����
�� �����	 ����� <��	��

��� ���������� ���2��� f B f ′ ��	 f ′′ �� &���� �� ��� ��!��� 7������� ����
���!���B ���	��& ����;

1
f

=
1
f ′ +

1
f ′′ C
��D

����� ��� �
����� �����

 � 2� ����� ��� ���� �� ��/����B f ′′ = ∞ ��	 ��������� ��� ����� ����� ������	��
2��� ��� �!�&� ����� Cf = f ′D� �����2��� f �= f ′ ��� �� ��������B f ′′ �� !���
&������ ���� f �� ���� 2� ��� ��� ��� �������!����� f ∼= f ′�

 � �� ���� ��� ��������� �� 	�E��������� ����� ��	 �!�&� ������� ���� ���	�
�� ��� ������� �����B �� �	��� !�	�� ��������& �� ���� C��	 ���� �� �������&D
��� �� ��/������!���� �!��� ���� �������	 �� ��� ������� ������B �����&� 2����
��&�� ������ ������ ���!��& �� �������	 �!�&� �� ��� ��!��� ��� ������ �����&
��� ����� ��� !�����& �� ����� 	�!������� ���� �2� �� !�	� �� !��� �� �
������� ���5������ C��� +�&� 
��D K0L�
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'��� ����&� ����� �� �� ����� ����� �� ���� !�	��B ��� ��1� �� ��������B 2�
2��� �������� �� ��� ��� ���! ����� ����	� �� !��� ��� ������	������ 	�������
���! ��� �!�&� ����� �� ��� ������� ������B ��	 2��� ���� �� f �

.� ��� 2� ���� �����	���	 ��� ������� ��!������� �� ��� ������,����� ���� ��
�� ��������� ���&��	 �� ��� ��!� �����  � ���� ������B ����&� ��� ��� �� ����� +��
� ��!��� ���� ���!��� 2� !��� 	�E��������� ��� ������� ��	 !��������� ���� ��
��!!���� C��� +�&� 
��D� ��� /��� ��� �� ��� �����&�� ���� 5�����& ��� �������
�� ��������� �� ��� �2� ���� ��������B ��� �����	 ��� �� 	����!���	 	����& ���
!���������� �� ��� ���������� �� ��� !������ ���	 �� &���	 ��� ����F �	&��
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 	����� ��� �2� ���� ������	� ��� �� �������� ���� ��� 	������ ���! �� ��&�� ωB
�����	 �����	
�	��� K)L�
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+�&� 
��� 4����	
�	��� ��� � ��!��� �����

7���� ����B ��� ���&�!��� ���2��� ��� ���!���� !�����	 ��&����� �� ���!
��� ��!����� ���� �� &�������� ��� ��������� ��� �����(����� �� ���� ����� �� ��
T�	���F ������� ���� ��� ��� �����

4����	
�	��� ��	 !�����&�!��� �� ��� ���� ���	��� ���	�
	���B ���� ��� 	��4
�����!��� �� �� �!�&� ����� ���! ��� �������� ���� �� ���	����	 �� � �������
������� �� ����4���� !�	�� K)L�  � ��� �� ������ ���&������ �� ��	���B ��� ��
�������� ���� ��	��� 	��������� 2��� �� �����	���	 C2� 2��� ����� ��� ��2DB ���
���&������ ���! ����& ��&��&�����


�� #��������� ��	 $��������

��� 	�E����� ����	����� �����!� ��	 ��������� ��� 	�/��	 �� +�&� 
���

9� �����;

4 �����; ��� ��!��� /��	 �� ���2�  �� ���������	 ��������!�� ����	�����
�����! �� CxB yB ��	 zDB �������	 �� ��� ��!���� 3������ ��� �� 	�����&����
��� ������ ���! � �����	 ����	����� �����! Cxw B ywB ��	 zwDB �������	 ��
��� ������ �� � ���! �� �� � ���������� ��5���B ��� ����� 2� ��� �������&
�� �!�������� ������������B �� 2���	 ��� �� ���������� 9� ���� ��� ����
��� ����	����� �����! CxB yB ��	 zDB ��	 ��!� �� <�
�� ���
����	� ���	��
C9�.DN

4 ����
� ����� ; ��� CxB yD �����N

���
� �� ��� ��������� ��	
� ���� ��	���� 
��� ������� �� 	�
��� ���
 ������� ��	 ���

	����	 ��� ����� �� � �� ��� ���� ������� �� � ������	��
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4 ����� ����� �� �����; ��� ��� ������ ����� 2���� ��B ����� ���������B ���
�!�&� �� ��� �������  �� 	������� ���������	 ����	����� �����! �� CxpixB
ypixDB �� ����� ���
����	� ���	�� C �.D� ypix �� ����!�	 �� �� �������� ��
��� z ���� �� ��� 9�.N

4 ��:�� ; ��� �!������ 	�����!������ ������ �� ��� �!�&� �����N

4 
�����	���; ��� �!���� �� ��:��� ��!�����& ��� ��� ������ �� ���� xpix

��	 ypix 	���������N

4 ��	���� ���	�
 ; ��� ����� �� 2���� ��� ��� �� ��&�� ���! � �������� ������
������� ��� ���� ��	������	� 9� ������ �� �� ��� ���&�� �� ��� 9�.N

4 ��	���� �:�� ; ��� y ���� �� ��� 9�.B ������	������ �� ��� ��� ������
��	 ������& �� ��� ������� ������N

4 ��4 ���	�
 �� ����� ���	�
 ; ��� ����� �� ��� ������������ ���2��� ���
������� ���� ��	 ��� �!�&� ������


�� ��!��� ����!�����

��� ����!����� �� ��� ��!��� !�	�� ��� C��� +�&� 
�%D;

4 ��� ����� ���&�� f N
����� �� ���	�
� �
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4 ��� 	�!������� ax ��	 ay �� � ����� �� ��� xpix ��	 ypix 	��������� Cax = ay

�� ��� ������ ��� �(����DN
����� �� ���	�
� �
 
 
 �� µ�


4 ��� ���!���,�	 ����� ���&��� fx ��	 fyB �������	 �� 	���	��& f �� ax

��	 ay ������������N ���� ��������� ��� ��!� �������� 	������� �� f B ���
���� ��!� ��������	 �� ��!��� �� ������ �� ��� xpix ��	 ypix 	���������
������������ Cfx = fy �� ��� ������ ��� �(����D�  � �������� 2� 2��� ���
����� �2� ����!����� ������	 �� f B ax ��	 ayN
����� �� ���	�
� ����
 
 
 ����� �����
� ��������� �� ��� ��
��	���� �� ��� ����

���


4 ��� ��� ������ ����	������ Xpix,0 ��	 Ypix,0B ��������	 �� ��!��� ��
������N
����� �� ���	�
� ������
 �� ��� ����� 
��� ��� �� ��� ������������ ���
 �����

������
���



4 ���  �.F ���1 �� �����&������� σ C������� ����� �� ,���D�  � �������� 2�
2��� ������ ��� ��� �1�2���� ������ γB ��������	 �� ��!��� �� ������B ����
��� �� 2������ �� K*L;

γ =
f

ay
tan σ = fy tanσ C
�
D

����� �� ���	�
 ��� γ � ��
 
 
 � �����



4 ��� �2� ���� 	��������� ���I������ k1 ��	 k2 C����� �� �� 	�/��	D�
����� �� ���	�
� ��
�
 
 
 �
�


'��������� ���� ����� ����!����� ��� ��I����� �� 	������� ��� ��!��� ��	
���� &��!������ ; fxB fyB Xpix,0B Ypix,0B γB k1 ��	 k2� ����� ��� �����	 ���
��	
����� ��
���	�
��


�� �����%� &'�������

��� ������� ����� 2� ��� ������& �� �� ����	 �� ������� ���5������B �� ����
��� �����&� �(������� ���2��� ��� 9�. ��	 ���  �. 2��� �� 	�����	 ���! ���
��!���� �����&��� ����������� �� +�&� 
�)B 2���� 2� 2���	 ��1� �� 	����!��� ���
ypix ����	����� �� ����� P B ���! ��� 9�. ����	������B 2� ������ ��� �����	
�������� �� C
��D�

3������& ��� ��!� ��������� �� ��� xpix ����	�����B ��1��& ���� ������� ���
�1�2���� γB �����	�� �� 2��� ��� /��� �(������ �� C
��D� ����� �2� ���������
���������� ��� ��!��� �	��� !�	�� K0L K�-L K��L;

xpix = fx
x
y + γ z

y + Xpix,0

ypix = fy
z
y + Ypix,0

C
��D
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��+� ������	��� �� 	�� ��
	��	��� �*

 � 2� 	�/�� ��� ��!��� ��������� !����� A ��

A =

⎛
⎝ fx Xpix,0 γ

0 Ypix,0 fy

0 1 0

⎞
⎠ C
��D

2� ������ ��� !����� ���! �� ��� ��!��� !�	��;⎛
⎝ xpix

ypix

1

⎞
⎠ = λA

⎛
⎝ x

y
z

⎞
⎠ C
��D

2���� λ �� � ���!���,����� ������B �(��� �� 1/y�

6�2����B ���� �	��� !�	�� 	��� ��� ��1� ���� ������� ��� 	��������� �����4
	���	 �� ��� ��5������ ����B 2���� �� !����� ��	��� C���!� �� ���&������ 	��4
������� 2��� �� ��&�����	D� ��� ������� �������� !�	��� �� ����& � ����!�����
�������� dB 	�/��	 ��;

d = k1r
2 + k2r
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