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Part 1
Prologue

Cette these s’inscrit dans le cadre de la recherche sur la théorie des
matrices aléatoires, une branche de la mécanique statistique qui s’intéresse
a la distribution des valeurs propres de matrices aléatoires de grande taille.
La premiere partie de ces notes est d’ailleurs consacrée a une explication
succincte des fondements de cette théorie, en se limitant surtout aux aspects
qui deviendront utiles dans la suite.

A vrai dire, il existe de nombreux liens entre ce domaine et ’étude de
certains systemes dynamiques, ce qui justifie le choix du point de vue que
nous avons adopté dans cette these, a savoir de placer au centre le concept
de mouvements browniens.

En effet, il y a quelques années, Aptekarev, Bleher et Kuijlaars ont
démontré, en utilisant un résultat plus ancien du a Karlin et McGregor, que
la théorie des matrices aléatoires, et plus particulierement celle de I’ensemble
hermitien muni d’une mesure gaussienne déformée par une source externe,
permettait d’étudier la diffusion temporelle de n mouvements browniens ne
s’intersectant pas, a une dimension, et soumis a des contraintes bien précises
en ce qui concerne leurs points de départ et leurs points d’arrivée.

A partir de la, la contribution de ce travail se révele importante a de
multiples niveaux, qui sont brievement résumés ci-dessous.

Dans cette these, nous avons tout d’abord établi que, si ces mouvements
partent tous d’une méme origine au temps initial, et sont envoyés sur p cibles,
alors la probabilité que tous les chemins passent a travers une “fenétre”
constituée d’une réunion finie d’intervalles au temps intermédiaire ¢, satisfait
une EDP non linéaire en ¢ et en les extrémités des intervalles spatiaux. Cette
EDP tres générale, qui prend la forme d'un déterminant d’ordre (p + 1),
s’appuie notamment sur le fait qu’en déformant la probabilité par I’adjonction
de variables auxiliaires, celle-ci devient une “fonction tau” satisfaisant toute
une hiérarchie d’équations intégrables.




Nous avons ensuite, apres des changements d’échelle convenables sur
I’espace et le temps, étudié les processus critiques de diffusion obtenus en
prenant diverses limites au modele envisagé ci-dessus, ou le nombre total n
de mouvements browniens tend vers l'infini.

De cette maniere, nous avons établi et ensuite analysé I'existence de deux
nouvelles classes de processus “universels”, qui ont été baptisés, respective-
ment, le processus de r-Airy (ou Airy avec r termes de dérive) et aussi le
processus de Pearcey avec cibles intermédiaires. Il s’agit a chaque fois de
processus “déterminantaux”, en ce sens que les probabilités de transition
peuvent s’écrire sous la forme de déterminants de Freholm, associés a des
noyaux de corrélation qui ont été explicitement calculés.

Si on compare ces modeles a ceux, bien connus maintenant, d’Airy et de
Pearcey, ces nouveaux processus émergent des que ’on suppose que d’autres
particules, en nombre fini, sont envoyées sur une ou bien sur plusieurs cibles
supplémentaires. 1l est alors possible d’étudier I'impact occasionné sur le
comportement et les fluctuations des nuages browniens (moyennant, comme
d’habitude, certaines transformations appropriées des variables d’espace et
de temps).

Finalement, nous avons également effectué une analyse asymptotique sur
I’EDP obtenue dans le modeéle fini, de facon a en déduire des équations aux
dérivées partielles satisfaites apres le passage a la limite, et ce dans le cas de
un ou de plusieurs temps différents. Signalons que cette étape, qui a premiere
vue pourrait paraitre anecdotique, compte tenu de la forte complexité des
équations, s’avere en réalité cruciale, car elle constitue un outil fondamental
qui nous a permis d’extraire des résultats asymptotiques puissants concer-
nant plusieurs probabilités intéressantes, et par la de pouvoir comparer les
différents modeles étudiés.



Part IT
Introduction aux matrices
aléatoires

1 Les bases

En mathématiques, la théorie des matrices aléatoires étudie les propriétés
statistiques d’ensembles matriciels sur lesquels on a pris soin de définir, au
préalable, une certaine mesure de probabilité. En particulier, on s’intéresse a
la distribution induite sur les valeurs propres de ces matrices. Il s’avere que de
nombreux phénomenes intéressants peuvent alors étre observés, notamment
lorsque la taille des matrices devient tres grande.

La premiere étape consiste donc a choisir un espace convenable de ma-
trices. Pour ce faire, des considérations de symétrie peuvent nous aider.
Par exemple, un choix naturel serait d’exiger que les valeurs propres soient
toutes réelles. En physique, la mécanique quantique nous apprend en effet
que les grandeurs observables® sont liées aux valeurs propres d’opérateurs
auto-adjoints, agissant sur un certain espace de Hilbert “des états”. Dans
la plupart des cas, il est suffisant de restreindre I’étude & un sous-espace
de dimension finie. Ainsi, moyennant le choix d’une base, on peut associer
I'opérateur a une matrice hermitienne. Souvent, le manque d’information sur
un systeme complexe conduit les physiciens a considérer les entrées de telles
matrices comme des variables aléatoires. C’est d’ailleurs de cette facon que
Wigner, Dyson et Mehta [42] ont été amenés a constater que les “matrices
aléatoires” permettaient de décrire correctement les spectres d’excitation de
noyaux lourds a haute énergie.

Dans la suite donc, et sauf indication contraire, nous allons exclusivement
considérer des matrices appartenant a l’ensemble ‘H,, des matrices n x n

Ipar exemple la position ou la vitesse d’une particule, ou bien encore I’'Hamiltonien,
qui dicte I’évolution temporelle d’un systeme.



hermitiennes, défini par :
={MeC"™ | M'=M}. (1.1)

Notons que la condition (1.1) garantit automatiquement que le spectre
est réel. De plus, en tant que R-espace vectoriel, H,, est de dimension n?. En
effet, nous pouvons prendre, comme coordonnées indépendantes, les éléments
(réels) M;; situés sur la diagonale principale (1 < ¢ < n), ainsi que la partie
réelle Re(M;;) et la partie imaginaire Im(M;;) des éléments situés sur la
partie triangulaire supérieure de M (1 <i < j < n).

D’un point de vue purement mathématique, on peut également observer
que H,, est l’espace tangent a I'espace symétrique SL(n,C)/SU(n), ce qui
se reflete par la décomposition suivante au niveau des algebres de Lie :
sl(n,C) = su(n) & H,.

Apres quoi, et c’est la seconde étape, nous devons définir une mesure de
probabilité sur ‘H,,. Ceci sera réalisé en considérant des mesures de la forme :

L mvan g , (1.2)
ZTL
ou Z, est une constante de normalisation, V(z) est une fonction telle que
I'intégrale (1.2) évaluée sur tout l'espace converge?, et dM représente la
mesure plane de Lebesgue sur les éléments indépendants de M :

dM ::ﬁdMn- [1 dre(d;) drm(azy). (1.3)

i=1 1<i<j<n

La mesure de Lebesgue (1.3) a la propriété importante d’étre invariante
sous n’importe quelle transformation unitaire : M — M = UMU?, avec

UeU(n):={AeGL(n,C)| A=A}

La facon la plus simple de s’en convaincre est d’écrire M=VM , ou l'on
ordonne les entrées indépendantes des matrices M et M dans des vecteurs
colonnes, en placant les éléments diagonaux en premiere position. On trouve
alors, en utilisant le caractere hermitien de M :

TM?=TrM?=> M2+ > 2[(ReMy)?+ (ImMy)?],  (14)

1<i<j<n

Zpar exemple, V(2) pourrait étre un polynome de degré pair et > 2.
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d’otu il s’ensuit que la matrice V' est orthonormale par rapport au produit
scalaire < @|Dv >, avec D = diag(1,...,1,2,...,2). Des lors, nous avons :
——— N —
n n(n—1)
VDV = D, et par conséquent : ‘ det V| E| det (%)‘ = 1.

Si, dans la mesure (1.2), la fonction V(2) vérifie : Tr V(M) = Tr V(UMU?)
pour tout U € U(n), on dira que l'on a affaire a un ensemble unitaire. En
raison de la propriété cyclique de la trace, ce sera en particulier le cas des que
V(z) est un polynome. Remarquons bien que cette terminologie fait seule-
ment référence a I'invariance de la mesure (1.2) sous transformation unitaire,
et mon pas aux matrices qui, elles, sont hermitiennes !

L’archétype le plus connu (et le plus étudié dans la littérature) d’ensemble
unitaire hermitien, s’obtient en prenant V(M) = M?/2. Ce choix correspond
a I’Ensemble Gaussien Unitaire, noté en abrégé GUE, pour “Gaussian Uni-
tary Ensemble”. Dans l'ensemble GUE, la mesure (1.2) se factorise en un
produit de mesures gaussiennes, comme on peut le voir directement a partir

de (1.4) :

o STM gy ﬁe—M%/Q I1 o [ (ediy)? amar? | g (1.5)
=1

1<i<j<n

Ainsi, dans I’ensemble GUE, les entrées indépendantes sont distribuées
comme des variables aléatoires gaussiennes non corrélées. Elles ont toutes
pour moyenne zéro, mais la variance des éléments diagonaux est deux fois
plus grande que la variance des éléments situés en dehors de la diagonale.

Un fait sans doute plus surprenant concerne une réciproque de ce résultat.
En effet, si nous imposons a la mesure (1.2) de rester invariante sous trans-
formation unitaire, et si, en méme temps, nous exigeons l'indépendance des
variables aléatoires M;;, Re(M;;) et Im(M;;) (1 < i < j < n), alors il
est possible de montrer que le “potentiel” V' (z) doit nécessairement étre un
polynéme quadratique (voir Mehta [30]).

Etant donné un ensemble unitaire général, ainsi qu'un ensemble de Borel
E C R, soit P,(F) la probabilité qu'une matrice choisie au hasard ait son
spectre entierement contenu dans F.

Le résultat suivant, qui est essentiel pour la suite, permet de passer d’une
intégration sur un espace de matrices, a une intégration portant uniquement
sur les valeurs propres de ces matrices :



Proposition 1.1 (Formule d’intégration de Weyl)

an(E e~ VAN d) fE" |A | Hk 1€ Ak)d}‘k
S, e TVEDAM L AL Tz, eV O dy

ot H,(E) représente le sous-ensemble de H,, dont le spectre est entiérement
contenu dans E, et ou

A2) = A2 ) = [T = A2 = [detON D icigen)” (17)

1<i<j<n

P.(E) = (1.6)

est le carré d’un déterminant de Vandermonde a n variables.

Idées de la preuve : Une maniere simple de comprendre d’ou provient
(1.6) se fonde sur le fait que chaque M € H,, peut étre diagonalisée au moyen
d’une matrice unitaire : M = e“Xe™, ou U := e € SU(n), A € su(n) et
A =diag(A1, ..., An).

Puisque A est anti-hermitienne et de trace nulle, on peut la développer
dans la base naturelle? :

A= " [ag (e —ez) + iby (e +eji) ] (1.8)

1<i<j<n

avec » 7 bj; =0 et aj; =0(Yj). On calcule aisément le commutateur :
[AN = D (=N [ag (e +eji) + iby (e — )] (1.9)
1<i<j<n

A présent, d’une part, a partir du changement de variables (passage en
“coordonnées polaires”) ¢ : M — (A, U), on tire :

dM = | det(Jac@)| dAy ... dA, dU . (1.10)

D’autre part, en utilisant (1.9) et la définition (1.3) de la mesure plane de
Lebesgue, nous avons, a des termes d’ordre A2 pres :

AM = d(eA)\e’A):d()\—i—[A A +0(4%)

_ Hd)‘ IT 4(=X)ay) d((h = X)by)

1<i<j<n

= Hd)\z- AN T day dby. (1.11)
=1

1<i<j<n

3ici, e;; est la matrice carrée n x n dont toutes les entrées sont nulles, excepté la
(i,j)-eme entrée qui vaut 1.

10



Par conséquent, on peut identifier le déterminant jacobien de ¢ avec
AZ%()). De plus, en raison de l'invariance unitaire de la mesure (1.2), dU
s’integre completement, conduisant au membre de droite de (1.6). n

Remarques :

1. L’argument ci-dessus nous montre comment A2 (\) apparait, de fagon
tres naturelle, dans le contexte des matrices aléatoires. Cependant,
la preuve esquissée ici n’est pas entierement rigoureuse. Par exemple,
méme si nous supposons que les valeurs propres de M sont distinctes* et
ordonnées (\; < -+ < \,), lamatrice U utilisée pour la diagonalisation
de M n’est pas unique : on peut toujours multiplier la j-eme colonne
de U par une “phase” arbitraire ¢, 60, € [0,27[,1 < j < n. 1l
serait donc plus correct d’associer a M le changement de variables
@M — ({M < <A}, Umod (S")™). Le lecteur intéressé pourra
trouver une preuve plus détaillée de la formule (1.6) dans l'ouvrage de
Deift [18].

2. La présence d'un déterminant de Vandermonde }An()\)|6 est quelque
chose de fréquent et caractéristique en théorie des matrices aléatoires.
Elle reflete une répulsion typique entre les valeurs propres voisines. En
revanche, la valeur précise de 'exposant 5 dépend de ’ensemble con-
sidéré : ici, nous avons établi que # = 2 pour des matrices hermitiennes.

Nous allons maintenant énoncer une version un peu plus générale de la
formule d’intégration de Weyl, valable pour n’importe quelle fonction de
classe f :'H,, — C. Par fonction de classe, nous voulons dire que f est telle
que f(M) = f(UMU?) pour tout M € H, et tout U € U(n) ; en d’autres
termes, f dépend seulement (symétriquement) des valeurs propres de M.

Proposition 1.2 Si f : 'H,, — C est une fonction de classe intégrable, et
si E C R est un ensemble de Borel, alors [30] :

ayan — [T M) A2 Tl o, (112
/Hn(E)f( i = (| [ s 220 Tl 122

j=1J

4il est & noter que le sous-ensemble de H,, constitué des matrices hermitiennes ayant
un spectre simple, est ouvert et dense dans H,, (par rapport a la mesure de Lebesgue) [18].
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Notons que la Proposition 1.1 induit une densité de probabilité jointe

p(A1, ..., An) sur les valeurs propres de M, qui est donnée par :
1 o
P, A) = 7Ai()\) [JeV . (1.13)
n k=1

Le point important est que I'on peut exprimer (1.13) sous la forme d’un
déterminant pur, en faisant intervenir les polynomes orthonormauz par rap-
port & la fonction de poids w(x) := e=V(®),

Dans la suite, nous désignerons par p,(z) = k, 2" + ... (k, > 0) ces
polynomes, qui vérifient les relations d’orthogonalité :

/pn(x)pm(:c) e V@dy =6, , (1.14)
R

tandis que p,(z) = épn(z) correspondra aux polynomes orthogonaux
Moniques associés.
Rappelons que le déterminant de Vandermonde peut également s’écrire

‘An(x)| = ‘ det (xz_l) 1<ij<n ’ Des lors, par des manipulations élémentaires

sur les rangées de la matrice, nous pouvons remplacer |A, (z)| [T, Ve~V @)
par (H?;Ol ki) det (pi,l(wj) e*V(xj)) o
1<i,j<n

La constante Z/, (dénominateur de (1.13)) peut étre, quant a elle, facile-
ment évaluée en intégrant sur tout 1’espace :

n

z, = A2(z) e V@) dg;
1 i
n—1 2 n
= ( k2 > / [det (pi,l(xj) Y% e*V(“’J‘)) N ] dz;
i=0 R™ Isijsn ] S5

o~

n—1 n
= ( ;2 > (_1)U+U H / Po(j)—1(T5) Por(j)—1(75) eV (@3) dzx;
1 o,0' €S, j=1 R

n—1
( k;Q > n!
=0

ou l'on a utilisé, dans la derniere ligne, 'orthonormalité des p,,’s.
Ceci est a comparer avec le numérateur de (1.13), qui s’écrit :

n n—1 n
Ai(x) He—V(ﬂlj) — <H ki2> det (ijl(xk) pjfl(xl) \/e*V(wk) \/eV(mz))
i=0 J=1

Jj=1

1<k,l<n

12



Ainsi donc, nous venons de démontrer le résultat suivant :

Proposition 1.3  La densité de probabilité jointe (1.13) pour les valeurs
propres de matrices hermitiennes, choisies a partir d’ensembles unitaires,
peut encore s’exprimer sous la forme du déterminant :

1
PAL s M) = ol det (Kn (A, Al))gk,lgn , (1.15)

qui fait intervenir la fonction de deux variables définie par :

Kala,) = 3 Ve VoV y(2) pyo). (1.16)

La Proposition 1.3 entraine que les probabilités jointes sur les valeurs
propres sont entierement fixées par les déterminants successifs de la fonction
K, (z,y). Il pourra s’agir de déterminants ordinaires, ou bien de déterminants
de Fredholm, comme nous le verrons dans la section suivante. La fonction
K,(x,y) porte le nom de “noyau de corrélation”.

Les deux propriétés suivantes sont une conséquence immédiate de la
définition (1.16) et des conditions d’orthonormalité (1.14). L’identité (1.18)
est aussi appelée (en anglais) la “reproducing kernel property”.

Proposition 1.4  Le noyau de corrélation (1.16) vérifie :

/Kn(x,x) de = n. (1.17)
/RKn(x, y) Kn(y,2)dy = Kpy(x,z). (1.18)
]

13



2 Fonctions de corrélation et polynémes or-
thogonaux

La densité de probabilité totalement symétrique (1.15) contient toute
I'information statistique en rapport avec la distribution spectrale de ’ensemble
aléatoire unitaire (1.2). Néanmoins, pour des raisons pratiques, et principale-
ment lorsque la taille des matrices devient grande, il est souvent préférable
d’intégrer certaines variables superflues. C’est pourquoi il est commode
d’introduire également la fonction de corrélation ¢ m points (1 < m <mn) :

n!

Rm()\ly--'y)\m) = m / - p()\laaAn) d>\m+1 d)\n (21)

Ces fonctions ne constituent pas, a proprement parler, des distributions de
probabilité (elles ne sont d’ailleurs pas normalisées). Mais le facteur combi-

. 1 , e s o . . , .
natoire ﬁ = A" est précisément choisi afin de permettre I'interprétation
suivante :

/ Ri(A)d\ = {nombre moyen de val. propres dans F C ]R} ,
E

Ro(A1, Xo)dA1dNy = [nombre moyen de paires de val. propres dans E C R} ,
E2

et ainsi de suite (voir [18], [30]).

En fait, toutes les fonctions de corrélation (et pas seulement la densité de
probabilité jointe), peuvent s’écrire sous la forme d’un déterminant. C’est le
contenu de la Proposition suivante :

Proposition 2.1 “Determinantal point process” :

RiMs oo Am) = det (K M)y <poim - (2.2)

Preuve : L’équation (1.15) nous apprend que le résultat est vrai lorsque
m = n. On procede alors par récurrence, en supposant la Proposition vraie
pour (m + 1). Remarquons que nous avons :

1
Rm()\la---7/\m) = / \Rm+1(>\17-~-7)\m+1) d)\m+1-
]R Ve

n—m
det(Kn(Ak’Al))lgk,lferl

14



Prenons une partition de la matrice [Kn()\k., /\l)} telle que :

1<k,l<m+1’

A B A 0 1 A™'B
( ¢ D ) - ( C 1 ) ( 0 (D—CA'B) ) e 4= Ml M rn

De cette fagon @ det (Kpn(Aky Ai)) 1 <pi<myr = (det A) (D — CA™'B).

Par conséquent, nous obtenons :

n—m

1
Ry, ) = det (Ko (Aky M) 1< i<m / (D—CA™'B) d\pi1 -
R

La Proposition 2.1 découle alors directement du fait que :

/ (D — CA™'B) dAps
R

== / <Kn(/\m+1a )\m—f—l) - Z Kn()‘m—i-la )\k) (A_l)kl Kn()‘h )\m-i-l)) d)‘m-i-l
R k=1

- n- K, ) (A7), = (n—m),
=353 g (47, = (e

Ak

ou, pour dériver la seconde égalité, nous avons utilisé les relations (1.17) et
(1.18). La démonstration dépend seulement de ces égalités, et de la forme
déterminantale (1.15) de p(Aq,..., An). ]

En particulier, %Rl () = 1K, (x, ) représente la densité de valeurs pro-

~n
pres a une dimension. Considérons a présent la probabilité P,(E°) pour
qu'une matrice choisie au hasard ne possede aucune valeur propre dans

E C R (probabilité de “trou”).
Proposition 2.2 La probabilité de trou P,(E°) est donnée par :
P,(E°) = det(I — Kg), (2.3)

ou det (I — Kg) désigne le déterminant de Fredholm associé a l'opérateur
Kg, de noyau (1.16) :

Ki s IH(E) = I(B), Kef@) = [ Kole)f)y. s € B (24

15



c’est-a-dire :

[e'e) k
det (I — KE = Z k' / det (K<xi7$j)1§i7j§k:) Hd$] . (25)
k=0 ’ Jj=1

Preuve : Six = xg est la fonction caractéristique de ’ensemble E, nous
avons :

[ 0= x@) e, dej. 2.6

; — k . . Y
Soit ok (81, 8n) = D 1<) cipercip<n 11 =1 Si; 1a k-eme fonction symétrique
élémentaire. A partir de l'identité :

n

[T —x) = > (DFoulx(ar).. .., x(z), (2.7)

j=1 k=0

on déduit que :

P.(E%) — Z(_l)k/ o (x(@1), - x(@) p(z0, .., @ dej

n

Il y a exactement ﬁ = OF termes dans la somme définissant oy, et,

k)
pour chaque terme, I'intégrale ci-dessus donne une contribution identique, en
raison de la symétrie de la fonction p(zy,...,x,). Des lors, en se souvenant

de (2.1) et (2.2), il vient :

P.(E°) = Z(_l)kﬁl—k)'/ X(x1) . ox(zg) p (e, ..., Hda:]

k=0
z n! (n—k)!

= —1)* Ry(x1,. .. dz; .
kzzo( )k!(n—k)! nl /Ek Bl ) H i

det(Kn (24, %5)) 1 <4 j<
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Rappelons que le noyau de corrélation K,(z,y) donné en (1.16) dépend
des polynémes orthonormauz par rapport a la fonction de poids e V®).
Ceux-ci possedent un certain nombre de propriétés “classiques”. Bien que ces
propriétés, bien connues, figurent dans presque tous les ouvrages traitant des
polynémes orthogonaux (par exemple [36]), nous pensons qu'il est utile d’en

évoquer quelques-unes ci-dessous, accompagnées d'une breve démonstration.

Proposition 2.3 Quelques propriétés des polynomes orthonormaux sur la
droite réelle, par rapport au poids e~V ®) :

1. Relations de récurrence a trois termes :

$pn($) = Qnp41 pn+1($) + bn+l pn(x) + ap pn—1<x)7 (28>

ou il est sous-entendu que p_1(x) =0, et o les coefficients® valent :

+o0

a, = / T pp () pp1(x) e V@ dz > 0, (2.9)
oo

b, = / zp? (v)eV@dr € R. (2.10)

2. Formule de Christoffel-Darboux :

n—1 | | _ P () Pr—1(y) — Pr1(x) Pu(y)
;p](x)p](y) - Un r—y ’ (2'11)

lorsque © # y. Quand x — y, nous obtenons la limite :

n—1

S @ = a <p;<x>pn_1<x> —p;_1<x>pn<x>). (2.12)

by

Notons que cette formule est particulierement intéressante pour l’analyse
asymptotique du noyau de corrélation (1.16) lorsque n — oo, parce
qu’on a seulement besoin d’estimer p,(z) et p,—1(x).

®Réciproquement, par le théoreme de Favard, toute suite de coefficients a; > 0 et
b; € R (j>1) détermine une mesure du(z) sur R dont les polynémes orthonormaux
satisfont (2.8). Cette mesure est unique si le support de du(z) est borné.
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3. Zéros des polynomes orthogonaux :  Les racines de p,(x) sont toutes
réelles et simples, et elles s’entrelacent strictement. Cela signifie que,
entre deur racines consécutives de pni1(x), il existe ezactement une
racine de p,(x).

4. Formule déterminantale de Heine : Ecrivons D,, := det (¢;4;)
en termes des moments :

Cp = [/ x"e_v(m)d:v} € R. (2.13)
R

Alors, nous avons les deux représentations suivantes :

0<i,j<n—1

Co Cr—1 1
1 1 Cn x
Pn(x) = —=—=— det S : : . (2.14
SR o e Lo
n—1 Cop—2 T
Cn Cop—1 "

pn(x) = A2 (u Tr—u
(> n'VD Dyyy /n kli[l k

Preuve : Dans la suite, nous allons systématiquement utiliser la notation
(flg) fR V(””) dx pour désigner le produit scalaire interne entre
les fonctlons f et g

Commencons par prouver le point (1). Puisque les polynoémes orthogo-
naux forment une base sur L2 (]R, e_V(m)dx), et puisque P, () — Ppy1(x) est
un polynéome® de degré au plus égal a n, il vient :

_ _ Pilepn) -
T pn(x) = Ppy1(x) + ‘J| 2 pj(). (2.16)
Dj

Aj

Mais (pj|lxp,) = (zpjlp,) = 0 dés que j < n — 1, et donc tous les
coefficients de Fourier «; sont nuls, excepté o, et a,,. Egalement, dans le
produit (p,|q¢,) (ol ¢,(x) est un polynéme monique de degré n), g,(x) peut

Spour rappel, p,(z) = 2™ + ... correspondent aux polynoémes orthogonaux moniques.
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étre remplacé par n’importe quel autre polynéme monique g,(x) de méme
degré, car la différence (g, (x) — ¢,(x)) est de degré au plus égal a (n — 1).
<5n|$ﬁn71> — HﬁnHZ
||,ﬁnfl||2 ||ﬁn71”2
posant ai = ap_1 et b,y == «, , la relation de récurrence suivante est

vérifiée :

Ceci assure que o, = > (0. Par conséquent, en

TPn(2) = Ppar(®) + buy1 Pu(x) + @ pooi(x). (2.17)

Pour obtenir (2.8), il suffit de diviser (2.17) par ||p,|| = (@as...a,),
cette derniere identité découlant du fait que ||p,|| = an ||Dn-1]l-

(2) La formule de Christoffel-Darbour découle immédiatement de (2.8) :
(z —y) pi(2)pi(y) = Ginlz,y) — Gi(z,y),

ot Gj(z,y) = aj (pj(z)pj-1(y) — pj(y)pj—1(z)). Des lors, en sommant sur
I'indice j de 0 a (n — 1), cela établit le point 2 de la Proposition 2.3.

(3) Pour prouver I’assertion concernant les zéros des polynomes orthog-
onaux, supposons que (xj);.n:l sont les racines réelles distinctes de p,(z) qui
sont de multiplicité impaire. Définissons le polynome m,(z) = [}, (v — z;),
qui est de degré m < n. Par construction, le signe de ,(z)p,(z) demeure
constant sur R, ce qui entraine que : [, m,(2) pu(z) e V@ dz # 0.

Puisque p,(z) est orthogonal a chaque polynoéme de degré 0,1,...,n—1,
ceci est possible seulement si m = n. Donc toutes les n racines de p,,(z) sont
simples et réelles.

Ensuite, on peut noter que la formule de Christoffel-Darboux permet
une démonstration breve et immédiate de la propriété d’entrelacement des
racines. L’égalité (2.12) nous apprend en effet que :

<p/n(l’)pn1(9€) — p’n_l(x)pn(x)) > 0 pour tout z réel . (2.18)

Soient x; < xg < .-+ < x, les racines ordonnées de p,(x). Par (2.18),
nous avons : pl(z;) pn—1(z;) > 0. Comme les zéros de p,(z) sont simples,
P (x;) Pl (xj41) est clairement négatif. D’ott : p,_1(x;) pn_1(xj41) < 0. Ceci
signifie que p,_;(z) change de signe dans les (n — 1) intervalles |x;, z;44[
avec 1 < j < n—1. Mais p,_1(z) est un polynéme de degré (n — 1), et
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possede donc exactement une racine dans chacun de ces intervalles.

(4) Afin d’établir la forme déterminantale (2.14) de p,(x), on remarque
que, en développant en mineurs selon la derniere colonne, le membre de droite
de (2.14) est un polynome de degré n en x. Quitte & multiplier par 27 et a
intégrer, nous pouvons remplacer la derniére colonne par (¢;, ¢ji1,---,Cjin)".
Lorsque 7 = 0,1,...,n — 1, le déterminant obtenu est celui d’'une matrice
ayant deux colonnes identiques, donc il s’annule.

Il reste a vérifier que la normalisation est correcte. Si nous avions Din

plutot que ﬁ , alors” on reconnaitrait, dans le membre de gauche,
n n+1

les polynémes orthogonaux moniques p,(x). Mais nous savons également
que ||pn||> = (Pn|2™). Ainsi, en multipliant par 2™ et en intégrant, on tire :

Pn]? = (%), ce qui confirme le facteur ———— dans (2.14).
n Dn n+1
Enfin, le passage du déterminant (2.14) a la représentation de Heine
(2.15), qui exprime p,(z) sous la forme d’une intégrale n-uple, est expliqué
dans les calculs ci-dessous :

Co . Cn—1 1
T
Dy, Dyy1 pn(z) = det .
Cp—1 .. Cop—9 .
Cn ‘e Con—1 x"
0 1 n—1
u% u% Uy 1
n
ug us up T "
= / det : H eV W) doype
; : :
—1 _ _ — M
! ud ... w2 2R ) dug
n+1 2n—1 n
ul  ug s T
ud ud u% 1
_ d . . . 0,1 n—1
= et : : : Uy Us ... U w(ug) dug,
" n—1 n—1 n—1 n—1 k=1
uy Uy ceeoup x
uy uy up "

"Remarquons qu’il est possible de montrer que la matrice des moments est toujours
définie positive, ce qui assure que D,, > 0.
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0 0 0
Ua(1)  Yo() o (n) 1
Uyt)y Uy oo Ug(n) x .
= / det : : : ug(l)u},(g) .. uj;(_nl) Hw(uk) duy,
" n—1 n—1 n—1 n—1 k=1
Uy Upgy - Ui T
Yo(r) Yo(2) Yo (n) r
u? ud ud 1
= / det (1) ug(l)u},@) e ug(_nl) H w(ug)duy.
" ule—l ug—l uz—l zn—1 k=1
uy uy Uy ‘ z"

Maintenant, si I’on somme sur toutes les permutations o € .S,,, avant de
diviser par n!, la seconde série de facteurs dans l'intégrand ci-dessus donne
i1

det (uj )

1<ij<n’
Le premier facteur dans l'intégrand est un déterminant. Mais c’est aussi
un polynome de degré n en z, qui s’annule quand = = uy,...,u, (car cela

produit deux colonnes identiques dans la matrice).

Le coefficient de 2™ vaut det (ué-_l) \<ij<n’ On en conclut que le premier

, . , N i—1 n _
facteur est nécessairement égal a : [det (uj )ngn [Tiey (@ —ug)|. En

conséquence, l'expression finale se simplifie en (2.15) comme annoncé :

1 n
Dy Dyyq pp(z) = ] /R A2 (u) H (2 — ug) eV ) duy, .

k=1

3 Déformations intégrables et EDP’s

Soit E := J;_,[b2i—1, ba;] une réunion disjointe d’intervalles sur R, et soit
M une matrice hermitienne appartenant a ’ensemble aléatoire unitaire (1.2),
associé au potentiel V(z). A partir de (1.6), nous voyons que la probabilité
que le spectre de M soit contenu dans F, est donné par le rapport :

P.(E) = [::Eg} (3.1)
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dans lequel 7,(E) := [, A2(2) [Ti_, eV dz,.

Dans ce chapitre, nous allons nous occuper de montrer comment il est
possible de trouver des équations aux dérivées partielles (EDP’s) satisfaites
par P,(E), vue comme une fonction des “points du bord” b;.

La stratégie utilisée ici est due a Adler, Shiota et van Moerbeke [5], et a
déja été appliquée avec succes dans de nombreux articles (voir entre autres
6], [7], [8] et [9]). Elle consiste a effectuer une déformation du potentiel
V(z), en y ajoutant un nombre (infini) de variables auziliaires (t;);>1 :

V(z) — V(z) = ) t:2'. (3.2)

i>1
Cette insertion de nouvelles variables modifie 7,,(F) comme suit® :

1 - ;
(B t) = A2(z) [J e Voot Zet da, . (3.3)

n!
En k=1

Bien entendu, on retrouve le numérateur de la probabilité (3.1) en posant
tous les ¢; égaux a zéro. Cependant, I'observation cruciale réalisée dans [5]
est que (3.3) satisfait & présent un grand nombre d’identités différentielles
dans les b; et les t;. Ces identités incluent des contraintes de Virasoro ainsi
que le réseau de Toda standard.

De plus, 7,(E,t) est aussi une fonction tau, en ce sens qu’elle est solution
de toute une hiérarchie d’équations intégrables. La premiere équation de
cette hiérarchie correspond en 'occurrence a I’équation non linéaire, d’ordre
quatre, de Kadomtsev-Petviashvili (KP) :

o \* o \2 52 o )
(2 oo (2 () o) o 0

Il s’agit d'une généralisation de 1’équation de Korteweg-de Vries (KdV).
. o2 .
En effet, si nous posons ¢ := 2 75 log 7, alors (3.4) devient :
1

2 3
D%q 0 (48(] d3q 6@>:0,

o2~ oh

o, o088 ot (3.5)

8le facteur % devant 7,(F,t) est introduit pour des raisons de commodité ultérieure.
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et la parenthese soulignée s’annule identiquement si et seulement si I’équation
KdV est satisfaite.

Le reste du chapitre est consacré a une description plus détaillée de
I'interaction existant entre les systemes intégrables, les EDP’s et la théorie
des matrices aléatoires.

3.1 La hiérarchie KP

La démonstration du fait que la fonction 7,,(E,t) donnée en (3.3) satisfait
une hiérarchie intégrable, repose principalement sur quelques ingrédients-clés.
Ceux-ci sont résumés dans les Propositions ci-apres.

Mais tout d’abord, il nous faut introduire deux autres produits internes.
Associé a I'ensemble E ainsi qu’au poids “déformé” wy(z) := eV @+ Lz tiz
nous posons :

(flg), == /E £(2) g(2) we(z) dz (3.6)

On définit également le produit suivant ( “residu pairing”) entre les fonctions
f=2 s et g= Z]EZ bjz=9" 1 (a;,b; € C) :
dz
(fl9)se = F(2)9(2) 5= = ) aibi. (3.7)

oo 2im >0

Proposition 3.1  Considérons 7,(E,t) tel que défini en (3.3). Alors :

1. 7.(E,t) peut s’écrire comme le déterminant de la matrice® des mo-
ments :

r(Et) = det (My(E,1)) (3.8)
ot M (E,t) = (i (B, 1) oc; jcn—1 = ((2'127) Joij<n1-

2. La matrice des moments semi-infinie My (E,t) = (pi;(E,1))ij>0
évolue en t selon®® :

Oy OM.,,
i i, = — A* My, = M, (AT)". (3.9)
8tk atk

9notons que la matrice des moments est aussi une matrice de Hénkel, c’est-a-dire que
Pentrée (i,7) ne dépend que de la somme (i + j).
Ojci, A représente une matrice “shift”, possédant des zéros partout, sauf au-dessus de

la diagonale principale, ot nous avons (A); ;+1 = 1 pour tout i.
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Preuve :  La seconde partie de la Proposition 3.1 est immédiate, sur
base d'une simple inspection. La premiere partie, quant a elle, résulte de
la représentation du carré d'un déterminant de Vandermonde comme une
somme de déterminants. En effet, en utilisant la formule suivante (dite de
Cauchy-Binet) :

det (aij>1§i,j§n det (bij)lgi,jgn = Z det (aiva(j) ija(j))lgi,jgn s (310)

O'GSn

on trouve (rappelons que wy(z) :=exp (—V(z) + D s t;2') )

1 n
Tn(E;t) = E - Ai(z) I];[lwt(zk)dzk

1 i n

= o2 /ndet (Zod) )@Jgnﬂwt (20()) d20(5)

0 E Sy j=1

1 o

= Z det </ zg“(‘j?) 2wt(zg(j))dzg(j)> = det M, (E,t).
‘oeS, E 1<i,j<n

Nous voyons dans la démonstration qu’il est essentiel que I'intégrand de
T, contienne ‘An(z)|5 avec (3 = 2. Si nous avions =1 ou =4, comme
cela se produit lorsque l'on a affaire a des matrices symétriques ou auto-
duales au lieu de matrices hermitiennes, la situation changerait radicalement.
L’analogue de la fonction tau serait alors (pour n pair) un Pfaffien, c’est-
a-dire la racine carrée du déterminant d’une matrice paire antisymétrique.
Dans un tel cas, il est possible de montrer que 7, (FE,t) satisfait encore un
systeme d’équations intégrables : la hiérarchie de Pfaff-KP, en méme temps
que le réseau de Pfaff-KP (voir [31]).

Soit @ € C. Posons [a] := (a o %3, o ) € C*>. On observe que :

pij (t£[z71) = /Eui“ (Tt 5w w(u) du = /E,UHj (1 - %)$ w(u) =izt % dy,

Cecl entraine les identités :

pi (0= 1=70) = pgl®) = i) (3.11)
i (0 =) = g0) % iga(6) + g g+ (312)
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Désignons par p,(t,z) = > <o Sam(t) 2™ les polynomes orthonormaux
par rapport au poids “déformé” w;(z), ce qui induit une matrice semi-
infinie S(t) := (Sum(t)), m>o » qui est triangulaire inférieure et inversible.
Nous avons donc p,(t,z) = (Sx(z)), , out x(z) est le vecteur colonne (infini)
x(2) = (1,2,22,2%, .. ).

Nous aurons également besoin des fonctions g, (t, z), qui sont reliées a la
transformée de Cauchy de p,(t,z) :

qn(t,z) = z/Eth(u)du. (3.13)

z—u
Proposition 3.2 M, et S vérifient la relation suivante :
S(t) Mo (t) (S@)T = 1. (3.14)

De plus, les fonctions py(t,z) et q,(t,z) admettent les représentations :

pa(t,z) = Tn (t — [z_l]) , (3.15)

wlt2) = Ty (t) Ty (t) e (t+ [2_1]) | (310

Prewve :  L’orthonormalité des p,(t,z) est responsable de (3.14). En
effet, en utilisant le fait que p,(¢,2) = (S(t)x(z)),, on obtient :

n?

1= ({put, lpm(t.2)), ), g = / (Sx(2)) (Sx(2))" wi(z)dz = SMST |

'

Sx(2) x(2)T ST

Pour dériver (3.15), nous partons de la représentation de Heine (2.15) des
polynémes orthonormaux comme une intégrale n-uple. En combinant (2.15)
avec (3.8), en écrivant A2(z) comme une somme de déterminants selon la
formule (3.10), et en tenant compte de l'identité (3.11) dans la cinquieme
égalité ci-dessous, nous avons :
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VTn Tl Pu(t, 2)

nl/ 1:[ z — ug) we(ug) duyg
[ % ao o), T 222) it

Zn 1+ 2 1 z+ 1
N W/ Z det( Y o(aj) Hwt(“ou))d“a(j)
. 1<i,j<n

c€S, <n j=1

1
= 2" det <,uij - z,ui,j+1>

0<4,j<n—1

— o det <Mj (t - [zl])) — (=)

0<i,j<n—1

L’équation (3.16) s’obtient par un calcul semblable, utilisant ’égalité
(3.12). Pour davantage de détails, le lecteur intéressé est renvoyé a [31]. m

Proposition 3.3  (Identité bilinéaire)
Pour tous t,t' € C et n>m+1, la “fonction tau” 1,(E,t) donnée en
(5.8) est solution de ['identité :

f T (= [27"]) T (€ 4+ [271]) eXizi (tmth)e! yn-m=1 g, _ (3.17)

Preuve : La Proposition 3.2 nous permet d’exprimer 7, (t + [27']) en
termes de p,(t,2) et ¢,(t,z). De plus, un lemme préliminaire, facile a
vérifier, établit que :

/f 2z = f(z)‘/}f%du>oo, (3.18)

a partir de quoi on déduit que le membre de gauche de (3.17) est égal (modulo
une certaine fonction c¢(¢,t') dépendant seulement de ¢ et t') a

c(t,t') % z " pult, 2) iz (ti—t)=" ym qm(t', 2) 2" dz

1\ i m t/, Iy
= c(t,t) j{ pu(t, 2) Xz (titi)z / Mezélti“ w(u) dudz
z= E

Z—U

= mc(t,t’) | pau(t,2) iz (ti—t)# Pt 2) eZiz1 %% w(2) dz

= 2imc(t,t) Pu(t, 2) pn(t', 2) we(2)dz = 0, Vm<n-—1.

s—F
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La hiérarchie KP discrete émerge alors de l'identité bilinéaire ci-dessus.
Pour le voir, il suffit d’évaluer (3.17) pour m = n — 1, et d’effectuer les
“translations” : t -t — y et ' — t + y. Une maniere particulierement
élégante de 'exprimer fait usage du symbole de Hirota. Si p(ti,ta,...) estun
polynome, et si f, g sont deux fonctions différentiables, le symbole de Hirota
s’écrit :

o 0

—_— .. 3.19
0y Oy ( )

(D) Fog = p( ) Ft+y) gt —y)

y=0
Le théoreme de Taylor implique alors :

a

T (t +y+ [z_l]) T (t —y — [z_l]) = ezkzl(y”%)W Tn(t + u) 7, (t — )

u=0

Les polynomes de Schur élémentaires sont également requis. Ceux-ci sont
définis via la fonction génératrice de exponentielle!! :

62121 t; 2* — ng(t) zk . (320)

k>0

Ainsi : §0<t) =1; El(t) =1 ; Sg(t) =1y +§ ; Eg(t) = 13 + t1t2 +% ;
et en général : s,(t) =t, + {polynome non linéaire en ty,...,t, 1}
Le calcul explicite de I'identité bilinéaire (3.17) continue ensuite comme

1 0 si £ < 0. La notation s;(0) sera fréquemment
e

avec la convention que sg(t)

e 2 . . . S o 1 1 1 a
utilisée, et signifie : $5(9) := s (61&1 1 955305 1960 - )
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1

0 = 5 i Xz W (f—y — [27Y]) m (E+y + [27])
- w (Z g 5i(_2y)> (Z = sj<é>> F L (1)
2 S0 >0 >0
= ez’elyk% (Z%(—QQ)%H@)) (TnoTn)
>0
0 ) 0 ~ 2
= 1+ Zyja—t + O(y ) 8_t1 + Zsi-f—l(a) (_le + O(y )) (TnOTn)
§>1 J 1>1
. ) - )
- 8_{;1<Tno7—n) + Zyk (a_tkﬁ_tl - 25k+1(a)> (TnoTn) + O(y )
—_—— k>1

Dans la mesure ou I'expression s’annule identiquement, les coefficients des
yr doivent étre tous égaux a zéro. Ceci nous conduit au théoreme principal :

Proposition 3.4  (La hiérarchie KP)

1
(5k+1<a> - §8t18tk) (Taoma) = 0 (k=1,2,3,...).  (3.21)

Remarquons que les équations obtenues dans la Proposition 3.4 sont en
fait triviales pour k£ = 1, 2, tandis que pour k = 3, on retrouve I’équation non
linéaire de KP mentionnée en (3.4).

3.2 Constraintes de Virasoro

Dans la section précédente, nous avons montré que 'intégrale :

1 - ;
(B t) = — [ Alz) [Je Ve TR dy, (3.22)
k=1
est bien une fonction tau, au sens de la théorie de Sato [25]. En particulier,
elle satisfait ’équation de KP (3.4).
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Le probleme, a présent, est que nous ne pouvons pas éliminer les variables
auxiliaires en posant simplement tous les ¢; égaux a zéro (pour retomber sur
la probabilité originelle), car (3.4) contient des dérivées partielles a%' Afin
de résoudre cette difficulté, notre espoir serait de trouver d’autres identités,
permettant d’exprimer les dérivées partielles d’ordre deux et d’ordre quatre
en termes d’opérateurs dépendant seulement des “points du bord” de E.
C’est précisément le role joué par les contraintes de Virasoro, qui sont des
équations différentielles linéaires ayant la propriété que leur partie “spatiale”
est entierement découplée de leur partie “temporelle”.

A vrai dire, il s’avere que 'on peut calculer des contraintes de Virasoro
pour n’importe quelle fonction de poids w(z) = e~} possédant une dérivée
logarithmique rationnelle, ¢’est-a-dire :

V/(Z> — _wl(z) L g(Z) o ZZO:O 6kzk

= o 3.23
W) T IE) T Tt 529

Proposition 3.5  (La hiérarchie de Virasoro)
Vi(t) (B t) = By, m(E,t)  (pour m > —1), (3.24)

ou B, correspond a l’algebre d’opérateurs différentiels induits par la réunion
des intervalles E = J;_,[bai—1, bai]

2r a
m+l N 9
;:1: (B (3.25)

et ou V,,(t) est un opérateur linéaire dans les variables t;, dont ’expression
explicite s’écrit :

Z (al Jm+l" 6l ijbzi-l-&-l n( )) ) (326)

=0

en termes des générateurs de Heisenberg et de Virasoro, définis respective-
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ment par'? :

0 m
(1) — _m
T (8) 5~ gt T 100, (3.27)
(2) ,: 1 .
T (t) ( at o at - + E zmt])

i+j= z+g=—m

+2n i——t + n?d (3.28)
o, 2 " m0 - '

Remarques :

1. Le nom de “Virasoro” provient du fait que Jg)n(t) et Jg,?n(t) satis-
font (respectivement) une algebre de Virasoro, avec une charge centrale
¢ = 1, et une algebre de Heisenberg, interagissant via les relations de

commutation :
[12.0320] = n-9320n0+ (5 e 629)
12, 0. 00.0] = —pI,.0, (3.30)
I I0®] = T dmspo. (3.31)

2. Il existe des formules similaires qui s’appliquent a des intégrales con-
tenant }An(z)‘ avec [ # 2 (voir [6], [31]).

Preuve : La maniere la plus simple, et sans doute la plus transparente,
de démontrer la Proposition 3.5 est basée sur l'invariance “de jauge” de la
fonction (3.22) sous la transformation : 2z, — 2 + ef(2)zp" ! (1 <k < n)
des variables d’intégration. Posons :

1

(B 1) = —

/ dl, ; dI, —A2 He CORDIELE dz . (3.32)
" k=1

Puisque 7, est indépendant de ¢, il vient :

0

0 = —/ dI, (21 — 21+ ef (2) 20 ) : (3.33)
e Jin o

12dans la définition de Jg?n(t), observons que le troisitme terme 137, j=—m itijt; ne
contribuera jamais, étant donné que les contraintes de Virasoro sont seulement valables
lorsque m > —1.
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La variation des points du bord E = U;Zl[ggi_l,g2i] sous ce change-
ment de coordonnées, est tel que : b; = b; — € f(b;) b + O(e?). Des lors,
en utilisant le théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral, cette
variation produit exactement, dans le membre de droite de (3.33), les termes
(=2 0 F ) &) 7 = BT

Il reste donc a montrer que :

0

e = 2 (B0 = 5 3 0) d

A, (21 — 2+ ef (z) 2z ) .
= 1=0

Ce calcul a été réalisé par Adler et van Moerbeke dans I'appendice de
[6], en prenant en considération les contributions provenant séparément de

2 n . . n
AZ(2), [Tiey wi(zx) ainsi que [[;_; dzy. ]
. . . a 4 8 2
Rappelons que nous désirons résoudre les dérivées partielles (8_t1> , (6_t1> ,

(%)2 et (%;3) de log7,, afin de substituer les résultats obtenus dans
I'équation KP (3.4).

En examinant la Proposition 3.5, on voit qu’il est assez difficile de tirer une
conclusion générale, valable pour un potentiel arbitraire V(z). Néanmoins,
dans certains cas favorables, des informations utiles peuvent étre extraites
des contraintes de Virasoro, et cela inclut 'ensemble classique GUE. C’est
pourquoi nous allons désormais supposer que nous avons affaire a un poids

V(z)

22
gaussien : w(z) = e~ 7, tel que V'(z) = z et par conséquent

=e
g(z) = 2 f(z) =1 dans (3.23).
Proposition 3.6 Si M est une matrice aléatoire hermitienne n X n choisie

dans Uensemble GUE (avec un potentiel V(z) = % dans (1.2)), alors le
logarithme de la probabilité P, que le spectre de M soit entierement contenu
dans E = J,_,[bai—1,b2], satisfait une EDP d’ordre quatre, possédant une
non-linéarité quadratique, donnée par :

(Bil + (4n + 682 logP,,) B2 | + 3B3 — 4B_1B; + 680> logP,, =0, (3.34)

ou, pour m > —1 :
2r

0
e m—+1
Bn = Y b 5 (3.35)
i=1
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Preuve :  Dans la situation qui nous occupe, les relations de Virasoro
(3.24) prennent la forme simplifiée :

Bara(Bit) = (I2,(6) = Iho(D) 7alE,8). (3.36)
En se concentrant sur les trois premieres contraintes (m = —1,0,1) et en
posant f :=log,(F,t), on trouve aisément :
9] L, 0
B B o PR T
—Bof = o ;ztzati> f—n, (3.38)
0 0 ., 0
“Bif = 5~ Q”aTl - ;ztiatiﬂ) f. (3.39)

Par conséquent, sur le “lieu” L = {tous les t; = O}, nous avons :

of _ Cof _ 2 Of _ pp
8_751 = Bflf 3 at2 = B()f +n° 8153 = Blf 271871]0. (340)

Pour déduire les dérivées partielles d’ordre plus élevé, toujours évaluées
sur £, nous utilisons 'astuce selon laquelle les opérateurs “spatiauz” B,
commutent avec les opérateurs purement “temporels”.

Ainsi, pour donner deux exemples spécifiques de notre fagon de procéder,
le calcul de (ﬁ) ‘E et de ( 0t > ‘L se poursuit comme ceci :

ot 9110t

B_1B_.f

L L

0 . 0 0 . 0
= —B_; <8t1 — ;Zti(‘)ti1> f‘ﬁ = (8151 — ;ltiatil) (—=B-1) f

0 0 0 . 0
= 37151(_8_1)“5 = %[(%_Zmati1> f—”t1]

i>2

L
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B_1B,f

0 0 .0 0 0

i>1

) ) )
(o) |~ *(a)| > ()
ot ) |, o) |, ot
_ o*f
_ (8t18t3>|ﬁ - 38

Par des calculs semblables, on obtient facilement les dérivées partielles
suivantes, valables sur le lieu £ sur lequel tous les (¢;);>1 s’annulent [6] :

L

Il
7N
S
Q
=t

L

+ 2n?
c

— 3n?.
c

— B f
c

o f o0 f
W = Bﬁlf ; W = lef + n, (341>
1 1
>’f 5 2
a2f 2 2
s = BaBif = 8Buf + 2B + 0. (3.43)

En insérant ces dérivées dans ’équation KP (3.4), cela fournit une EDP
satisfaite par f = log7,(E,t) | - Finalement, le lien entre 7, et la probabilité
P, étant donné par (3.1), nous avons :

logP, = log7,(E,t)| — log7,(R,t)
c c

9 n/2
= log7.(E,t)| — ( 7;)' |JEiR (3.44)

L Jj=1

ol le deuxieme terme est une constante évaluée grace aux formules intégrales
de Selberg et Mehta (voir [30]). Il s’ensuit que logP,, est solution de I'EDP
(3.34) de la Proposition 3.6. ]

Proposition 3.7  En corollaire de la Proposition 3.6, si l’on considere

le cas particulier ot E est réduit au seul intervalle | — oo, x|, alors les
; ' < _ d — .d — 2d
opérateurs spatiaur deviennent By = -, By = x4, By = 27, el la
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fonction f(x;n) = d%logIP’n(toutes les valeurs propres de M sont < x)
satisfait I'équation différentielle ordinaire (EDO) :

f’”+6f’2+(4n—:1:2) f’+xf — (). (345)

Notons que I'équation (3.45) appartient a la classe (dite “de Chazy”) :
f" = F(x, f, f, f") avec F rationnelle en f, f’, f" et localement analytique
en z. Il est alors possible de vérifier que la fonction renormalisée g(z) :=
V2 f (\/Qz) + %nz est une solution de I’équation canonique [31] :

4

4 2 3
g7 = —4g® +4(zg —9)* +3 <§n> g - (gn) ;- (3.46)

qui peut étre transformée'® en I'équation standard de Painlevé (IV).

3.3 Le réseau de Toda

Bien que ce ne soit pas vraiment essentiel pour la suite, nous mentionnons
ici que la fonction tau (3.22) satisfait également un autre type d’identités
différentielles, a savoir le réseau de Toda standard [40].

Historiquement, les équations de Toda sont d’abord apparues dans un
autre contexte. Considérons le mouvement de n particules z1(t),...,z,(t)
sur la droite réelle, interagissant entre elles avec des forces exponentielles, au
moyen de ’Hamiltonien :

n n—1
1
H(pi,x;) = 5229% + ) e (3.47)
k=1 k=1

La dynamique de ce systeme est alors gouvernée par les équations de
Hamilton (1 <k <mn):

oH oH
= a_pk = pi ; pk — = e%k—17Tk _ Tk Tk+1 , (348)

i —— =
8:Ek

Bpour les ensembles hermitiens de Laguerre et de Jacobi, dans le cas olt E possede
un seul “point du bord” z, on peut montrer que les EDO’s correspondantes se réduisent,
respectivement, aux équations de Painlevé (V) et Painlevé (VI) : voir [23], [37].

34



ou e = "7t = (), Ceci implique aussitot :
A e (3.49)

Flaschka et Manakov (voir [21]) ont découvert que ces équations pouvaient
étre écrites sous la forme d’une paire de Lax. En effet, si nous introduisons
les nouvelles quantités :

{ 1
a ‘= —— = —— ;b= 56(%_““)/27 (3.50)

a l'intérieur des matrices (n x n) définies par :

ap by 0 ... 0
by as by :
T = 0 by as - 0 = 77, (3.51)
S b
0 0 b,.1 ap
0 by O e 0
—b 0 b :
A = 0 —by 0 . 0 = AT, (352
T S
o ... 0 —=b,1 O
alors les relations dynamiques (3.48) sont équivalentes a :
dr .
- = [A,T] = AT —TA  (paire de Laz). (3.53)

Maintenant, quel est le lien entre ceci et la fonction tau (3.22) 7 Reprenons
donc les mémes notations que précédemment, et définissons la matrice semi-
infinie :

L(t) == SHASH™, (3.54)

ou A est la matrice “shift” telle que A; ;41 = 1 et Ajj =0sij#i+1, et
ou S(t) désigne la matrice semi-infinie, triangulaire inférieure et inversible,
correspondant aux polynomes orthonormaux'* : p,(t,z) = Y ;_, Snr(t) 2~

“orthonormaux par rapport au poids w;(z) = e VAT 5 i
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Nous nous apprétons & montrer que L(t) est une matrice de Jacobi'®
dont les entrées peuvent s’écrire explicitement en termes des fonctions tau.
Qui plus est, L(t) est solution d’une équation exprimée sous la forme d’une
paire de Laz, comme en (3.53).

Mais tout d’abord, nous avons besoin de quelques résultats préliminaires,
repris dans la Proposition suivante. Rappelons qu’en (3.13), nous avons défini

les fonctions gy(t,z) := z [, o= t:) wy(u) du.

3T, nous avons :

Proposition 3.8 Si x(z) = (1,2, 2%, 2%,
pa(t,2) = (S x(2)), et aqult,2) = ((ST) () x(z),. (3.55)

De plus, L(t) est une matrice symétrique : L(t) = L (t), et (pa(t, 2)),50
et (qn(t,2)),>o sont des vecteurs propres de L(t), en ce sens que :

(Lp), = 2pn pourn>0 et (Lq), = 2q, pourn>1. (3.56)

Prewve :  En utilisant (3.14), la matrice des moments My, admet la
factorisation :

Moo(t) = S (ST) 7 (1). (3.57)
Il est évident que p,(t, z) (S(t) x(z ))n On remarque ensuite que :
(t

> (7)), =~ ( VMoo (t)), 27 =D 277 Y Sur(t) puy(t

>0 J>0 k>0
J
— Zz*JZSnk / My (u) du = /ZS”’“ Z(;) wy(u) du
>0 k>0 k>0 >0
= Z/th(u)du = qu(t, 2)
5 s —u ) )

ou la premiere égalité est une conséquence de (3.57). La symétrie de L(t) se
démontre de la fagon suivante, en se servant également de (3.57) :

L = SAS = 5AS(ST)7' ST = 5§ AM,, ST = S M, AT ST
——"

N———
Moo Moo AT

= S (STHST)TY) ATST = (SASTH = LT,

15¢’est-a-dire une matrice symétrique, tridiagonale, avec des entrées “hors diagonale”

strictement positives.
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Finalement, observant que Ay (z) = 2x(2) et ATx(27!) = 2x(271) — zeq,
avec e; = (1,0,0,...)T, on déduit facilement les identités :

Lp = SAS'Sx(z) = SAx(2) = 2Sx(2) = zp,
LTq = (ST)71 AT ST (ST)71 x(z) = =2 (ST)fl x(z™h -z (ST)f1 e
— 2q -z (57,0,0,0,...)" .

Puisque L = LT, ceci achéve la démonstration de la Proposition 3.8. =

Proposition 3.9 Les entrées de S et S™! ont une détermination explicite,
en termes des polynomes de Schur s;(t) :

1 .
Su(t) = 50 (<0) mlt). (3.58)
Ta(t) Tn41 (1)
1 .
Sn(t) = 50 (8) T (1), (3.59)
' T (8) T (1)
ce qui, en particulier, entraine que L = SAS™! a la forme tridiagonale :
2 log (—) P 0
0 T2 el T2 T1T3
2 o6, 108 ;) -z
L(t) = i n 2 . (3.60)
0 5 oglee(n)

Preuve :  Considérons par exemple la démonstration de 1'égalité (3.58).
D’une part, par le théoreme de Taylor ainsi que la définition des polynomes
de Schur, on tire :

(= [21) = ¢ S T A g () = > s (<0) mlt).

D’autre part, en combinant la représentation (3.15) de la Proposition 3.2,
avec la représentation (3.55) de la Proposition 3.8, on obtient :

T (t=17") = Vi) T () 27" palt.2) = V() T (t) Y 2" Su(t)

k>0

= /Tult) Ty (t) Z 777 Snj(t).

ji<n
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La comparaison des deux formules fournit (3.58). De maniere analogue,
les coefficients de S~! découlent des relations précises qui existent entre
qn(t, 2), Tue1 (t+[271]) et STI(t) : voir (3.16) dans la Proposition 3.2, et
(3.55) dans la Proposition 3.8. ]

C’est une propriété bien connue que toute matrice peut étre décomposée,
de facon unique, comme la somme d’une matrice anti-symétrique et d’une
matrice triangulaire inférieure (dite de Borel), la derniere incluant la diago-
nale. Cela se traduit par la décomposition d’algebres de Lie!® :

gl(c0c) = 5@ b. (3.61)

Dans ce qui suit, nous allons indiquer les projections correspondantes par (),
et (),. Aussi, A_ désignera la partie triangulaire inférieure d’une matrice A
donnée (incluant la diagonale), tandis que Ag signifiera la partie diagonale
de A seulement.

A partir de I’évolution (3.9) des moments, nous avons : % = A*M,.
Des lors (en utilisant a nouveau (3.57)) :

0 = §(nn.— W) gr — garg1_g 2 ST ) ST
8tk 8tk
08 0ST
= LS+ (5 g 3.62

Prenons les parties () et (), de (3.62), et notons que S et S~* sont
triangulaires inférieures. Nous trouvons :

oS ST
k -1 Ty—1 _
(L*)_ + mks + ((S ) o )0 0, (3.63)
oS ., N
2 <_atk5 )O + (L*), = o. (3.64)

Dans la mesure ou L est symétrique, nous avons également la condition
Ly=2(L_)— Ly ; par exemple :

(rh)=(an)=2(00) - (24),

avec § = { matrices anti-symétriques } et b = { matrices triangulaires inférieures }.

16
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Par conséquent, une combinaison linéaire appropriée de (3.63) et (3.64)
conduit directement a :

oS 1
= = _Z(LF )
o 5 (L5, S, (3.65)
ce qui implique, en tenant compte du fait que % = -5 g—i St
oL 0 1
— = —(SAS™Y) = |—= (LM, ,L|. 3.66
L ae(sasT) = 309, (3.66)

Nous venons donc d’établir le théoreme principal de cette section :

Proposition 3.10 (Les équations du réseau de Toda)

La matrice semi-infinie L(t) définie en (3.54) et explicitée en (3.60),
satisfait les identités différentielles suivantes, exprimées sous la forme d’une
paire de Lax :
oL { 1

o -5 (L"), L} : (3.67)

4 Comportement asymptotique

Comme nous 'avons dit au début de I'introduction, les mathématiciens
sont particulierement intéressés par la distribution du spectre des matrices
aléatoires lorsque la taille n des matrices devient tres grande (n " oo0). Pour
établir cette distribution “limitante”, il suffit de connaitre le comportement
asymptotique du noyau de corrélation (1.16), c’est-a-dire donc des polynomes
orthonormaux p,(z), pour n grand.

L’une des méthodes les plus fructueuses pour obtenir cette asymptotique,
et ce dans des cas tres généraux, est basée sur 'observation, d’abord réalisée
par Fokas, Its et Kitaev [22], que la matrice 2 x 2 suivante :

n(u) eV ()
W) = bl RERSTA ) y
= ) pr_1(u)e”V(®) ’ :
—m Cn—1 pn—l(z) —Cn—1 f]R u—z du
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définie pour z € C\R, dans laquelle p,(z) = ¢,2" +... désigne le polynome
orthonormal de degré n par rapport a la fonction de poids w(z) = =V,
est la solution (unique) d’un certain probléme de Riemann-Hilbert matriciel.
Plus précisément, W (z) vérifie les conditions :

1. W(z) est définie et analytique sur C\R, (4.2)
—V(x)
2 Wi(x) = W_(x) (é “ > reR, (4.3)

3. Quandz —oo: W(z)= (1+0 (%)) ( Zon Z(_)n ) . (44)

Ci-dessus, W, (z) (resp. W_(z)) représente la limite de W(z) lorsque z — «,
r eR, la limite étant prise a partir du demi-plan complexe superleur (resp

1nferleur). En se souvenant de la formule de Christoffel-Darboux!'” (2.11) et
en l'insérant dans le noyau de corrélation (1.16), on trouve alors facilement :

Ku(z,y) = Ve V@ VeV <> <pn<x>pn_1<y>pn_1<x>pn<y>)

r—=Yy
- VT;J_;)T (WLt (y) Wa()),,
e~ V(@) e~ V()
- 2; @T (0 1)W;1(y>wi<x>(é), (4.5)

en termes de W (z) et de sa matrice inverse :

n_1(u)e —V(u) (1) e —V(u)
W_l(Z) — ( —Cn— 1pr 1u z du 27,7rcn f]Rp —z u) .

- 207 Cp_1 Pn_1(2) a Pn(2)

e [—

L’idée consiste alors a étudier le probleme de Riemann-Hilbert obtenu en
appliquant la méthode dite du point col, due pour ’essentiel a Deift et Zhou
[19]. Par une succession de transformations, on se ramene a un probleme de
Riemann-Hilbert plus simple (normalisé), dont on peut ensuite calculer la
solution et surtout en extraire I’asymptotique pour n — oo.

Dans ces notes, nous nous contenterons d’énoncer quelques résultats prin-
cipaux, le lecteur intéressé étant renvoyé, pour des démonstrations détaillées,
par exemple a [18] ou [19].

17dans laquelle il est possible de montrer I’égalité : a,, = (CLI) > 0.

Cn
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Wigner avait tres tot remarqué que si I’'on choisit au hasard une matrice
n X n appartenant a l’ensemble hermitien GUE, caractérisé par la mesure :
1 2
— e ™ AN (4.6)
Zn,
alors ses valeurs propres ont tendance a étre distribuées selon un demi-cercle,
dont le rayon croit avec la racine carrée de n. Cette approximation est
d’autant meilleure que la matrice est de grande taille. Autrement dit, pour
n grand, la densité de valeurs propres (a une dimension) s’écrit :
1 — 2 ; <
Koer) [ B VI el < V. -
" 0, si|z] > Vdn.

Il s’ensuit que le nombre moyen de valeurs propres par unité de longueur,
a proximité du point x = 0 (le “bulk” du spectre), est donné par % = */TE, et
donc la distance moyenne entre deux valeurs propres consécutives y est de \/iﬁ
Ceci suggere le changement de variables ( “rescaling”) qu’il faut considérer

lorsqu’on passe a la limite n — co. On peut alors démontrer [18] :

Proposition 4.1  (Asymptotique dans le “bulk” du spectre)
Soit K,(x,y) le noyau de corrélation (1.16) ou (4.5), correspondant a

I’ensemble hermitien GUE caractérisé par le potentiel V(z) = %-. Alors :
.m T Ty sin (w(x —y))
lim — K, (— : —) = = (4.8)
e i\ Vi Vi (e —y)
la convergence étant uniforme sur les compacts de R. |

Le noyau limitant qui apparait dans le membre de droite de (4.8) est
appelé le Sine Kernel, et nous le noterons en général S(z,y).

Ce noyau n’apparait pas uniquement dans le contexte de I’ensemble GUE.
En fait, il est possible de montrer que 'on convergera vers le Sine Kernel,
quel que soit le choix du potentiel V' (z) réel et analytique, pour autant que
le rescaling soit effectué autour d'un point situé dans le “bulk” du spectre®®.
La forme précise du rescaling pourra bien siur dépendre du potentiel V(z),
mais dans le “bulk” on retrouvera toujours le Sine Kernel a droite.

18¢’est-a-dire un point situé dans I'intérieur du support de la densité limitante de valeurs

propres, celle-ci étant donnée par (4.7) dans le cas de ’ensemble GUE.
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Nous avons la un exemple frappant de ce qu’il est convenu d’appeler une
loi d’universalité, fréquente en théorie des matrices aléatoires. En effet, cela
témoigne que, asymptotiquement parlant, la distribution du spectre dépend
seulement des propriétés globales de symétrie de la matrice (par exemple, le
fait qu’elle soit hermitienne), et non pas de la mesure particuliere qui a été
définie (ici, le choix de V(z)), ce qui n’est pas sans rappeler la loi des grands
nombres en probabilité.

On peut également se poser la question de savoir a quoi ressemble la dis-
tribution au bord du spectre (autour des points x = ++/4n dans le cas de
I'ensemble GUE). Il s’avere que le rescaling est alors un peu plus compliqué.
Considérons, pour fixer les idées, le bord supérieur = = v/4n. La densité de

. Vv
valeurs propres se comporte, autour de ce point, comme Tnn\/ vian — x,

c’est-a-dire ”_:/4 vVV4n —x. Des lors, la distance typique d entre deux
valeurs propres consécutives est telle que :

Vin . -3/4 1/2 1
/ n <\/4n —g;) dr ~ -, (4.9)
Vin—d T n

ce qui entraine que d est proportionnel & n='/6_ et fournit donc le rescaling
envisager. On trouve que le noyau limitant s’exprime en termes de la fonction

d’Airy (voir [18], [38]) :

Proposition 4.2  (Asymptotique au bord du spectre (“soft edge scaling”))
Soit K,(x,y) le noyau de corrélation (1.16) ou (4.5), correspondant a

Iensemble hermitien GUE caractérisé par le potentiel V(z) = 5. Alors :
nh—{glom (V + 1/6 ) Van + 1/6) = A((L’,y), (410>

la convergence étant uniforme sur les compacts de R, o1 :

Ai(x) Ai'(y) — Ai'(x) Ai
Amyy) = A2)ATY) - Al(w) Aily) (4.11)
r—y
est le noyau d’Airy, qui fait intervenir la fonction d’Airy Ai(x). Celle-ci
admet la représentation intégrale®

. 1 za
Ai(z) = — [ s da (4.12)
27
et satisfait I’équation différentielle ordinaire : Ai"(x) = zAi(x). ]
9011 C est un contour du plan complexe constitué des “rayons” oo /6 & oo ei™/6,
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Soit E = (J._,[b2i—1, bx]. Dans la Proposition 3.6, nous avons établi que
la probabilité P, (E) que les valeurs propres \; d’une matrice provenant de
I'ensemble GUE soient toutes contenues dans E, satisfaisait 'équation (3.34).
Considérons, dans la nouvelle échelle déduite de (4.10), les valeurs propres :

u; = n'/" <)\Z~ — \/4n> , 1<i<n, (4.13)
et définissons :
P(E) := lim Prob (tousles u; € E°), (4.14)

qui peut étre vue comme une probabilité de trou, dans la limite n " oco. Il
suit des Propositions 2.2 et 4.2 que cette limite existe bien, et que P(E°) est
égale au déterminant de Fredholm :

P(ES) = det(I— Ap), (4.15)

ol Ag est Popérateur intégral sur L?*(E) ayant pour noyau le noyau d’Airy
A(z,y) donné en (4.11). Adler et van Moerbeke ont montré que logP(E°)
était encore la solution d’une équation aux dérivées partielles, d’ordre quatre
et possédant une non-linéarité quadratique (voir [5], [31]) :

Proposition 4.3  (Adler - van Moerbeke)
La probabilité limite P(E°), définie ci-dessus, vérifie 'EDP :

(Bil —4 (Bo - %)) B_log P(E°) + 6(831 log P(EC))2 — 0, (4.16)

ot l'on a posé, comme d’habitude : B,, = 212;1 b;”“a%. |
En particulier, si E¢ =] — 00, x], cette EDP se réduit a une EDO :
f"—dxf +2f+6f% = 0, (4.17)
avec f(z) := -LlogP (] — oo, x]). Cette équation peut étre intégrée directe-
ment, conduisant a :
fP+af (fP—zf'+f) = 0. (4.18)
Il est alors possible de résoudre explicitement (4.18) en posant :
fl=-g et f=4¢"-2g~g", (4.19)
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ou g(x) est la solution de Hastings-McLeod de 1'équation de Painlevé (1),
qui se comporte comme la fonction d’Airy lorsque x — +o0 :

g"(x) = xg(z) + 2¢°(x).

(4.20)
o—(2/3)23/?

g(x) ~ — ST pour z — +00.

Nous sommes ainsi amenés a la Proposition suivante :

Proposition 4.4  (Distribution de Tracy-Widom)

La fonction P (] — oo, z]), qui correspond a la fonction de répartition
de la plus grande valeur propre d’une matrice hermitienne appartenant a
I’ensemble GUE, apres un changement d’échelle convenable et dans la limite
ot la taille n de la matrice — oo, est donnée par :

P(] —o0,z]) = det (I — A(x,oo))

= exp (— /;OO (u— ) g*(u) du> , (4.21)

ot g est la solution particuliere de l'équation de Painlevé (II) décrite en

(4.20). n

On reconnait dans (4.21) la (célebre) distribution de Tracy-Widom qui,
historiquement, fut d’abord découverte par Tracy et Widom en utilisant des
techniques d’analyse fonctionnelle (voir [38]).
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Part 111
Modeles de mouvements
browniens finis

5 Mouvements browniens de Dyson

Les modeles matriciels évoqués dans l'introduction étaient purement
statiques. Certes, pour dériver les équations vérifiées par les probabilités
(section 3), nous avons di faire la substitution : V(z) — V(z) = 3,5, t:2"
sur le potentiel, en ajoutant une famille infinie de parametres “temporels”
t; (1 > 1). Mais il ne s’agissait la que d’un artifice de calcul, car pour
recouvrer la probabilité initiale, il fallait quand méme supposer tous les t;
égaux a zéro.

Dyson fut I'un des premiers a introduire une dynamique authentique dans
le contexte des matrices aléatoires. Considérons en effet une matrice n x n
hermitienne M = M(t), dont les entrées peuvent cette fois dépendre du
temps t. Faisons ’hypothese que les entrées indépendantes de M évoluent,
pour t > 0, selon un processus d’Ornstein-Uhlenbeck, avec une probabilité
de transition donnée par :

-1 ]. _(1751_2’5) M
P(t,M,M) = Zn W@ y (51)

olt Z,;! est une constante de normalisation, et qui satisfait 1’équation de
diffusion :

or " (1 52 B
gr _ S48y — —M) P, (5.2)
ot > 1 7oz T on;

ij=1

Remarquons que lorsque t — 400, (5.1) converge vers la distribution
gaussienne stationnaire : Z 1 e~ M g

Il est alors possible de montrer (voir [20]) :

Proposition 5.1 (Dyson)
Les valeurs propres (A(t), ..., Ay (t)) de la matrice M (t), définie ci-dessus,
évoluent avec une probabilité de transition p(t, A1, ..., \,) vérifiant I'équation
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de diffusion :

% _ i(;aav B [(ZA > /\i])p. (5.3)

i=1 VE

Autrement dit, en examinant le membre de droite de (5.3), on voit que
les valeurs propres se comportent comme n mouvements browniens (premier
terme), qui se repoussent l'un 'autre et en particulier ne s’intersectent pas
(deuxiéme terme), le troisiéme terme étant un “terme de dérive” qui empéche
le systeme de se disperser en s’éloignant a l'infini. |

Gaudin a établi qu’a chaque instant, les fonctions de corrélation pour
les valeurs propres sont données par un processus déterminantal possédant
le méme noyau (1.16) que celui de I'ensemble GUE, associé au potentiel
V(z) = 2%, Tl s’agit donc d'un processus stationnaire pour les valeurs propres.

Mais puisqu’il existe une dépendance temporelle, cela a également du sens
de considérer les probabilités jointes pour différents temps. Par exemple, dans
le cas de deux temps ty et ty, désignons par :

PDyson(tous les \;(t1) € EY , tous les \;(t2) € Eg) (5.4)

la probablhte qu'en t = t; toutes les valeurs propres évitent 1’ensemble
E, =U;_ [b% 18 b(l)] et qu’en t =ty > t; toutes les valeurs propres évitent

I'ensemble Ey = [ J;_ [bg) 1. b$7]. Nous avons alors les résultats suivants :

Proposition 5.2  (Adler - van Moerbeke [7])
La probabilité (5.4) est égale au déterminant de Fredholm “étendu”

det <[ a (XE’“ Kt(:’%l XEZ) 1<k l<2) (5:5)

qui est associé au noyau de Hermite “étendu” (noyau matriciel) :

n k() @2 4y?) .
(n) Zk:l € kti=t;) 2 pn—k($> pnfk(y) ) St tz Z tj s
Ky (zy) = (5.6)

oy (e24w?) .
—22:_00 (ti—t) ==, k() Pr—k(y) , sit; <tj,
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en termes des polynémes normalisés® :

Sz s K20 (5:7)

pr()

Notons que, par extension de (2.5), le déterminant de Fredholm (5.5)
associé a un noyau matriciel, est défini explicitement par l’expression :

o P q
det (I— (XEk K", XEI)1<kl<2> =14+ Y (-)F Y /R [] de [ d5:
- k=1 i=1 i=1

0<p,q<k
p+q=k
(Bfﬁﬁ(ai4¥0)1<i,< (Bffg(aw/%))lgigp
X det ~ (n) =hI=P ~ (n) 1Sj§q ) (58)
(Ktz’tl (B aj)) 1<i<q (Ktz’t2 (B, ﬁj)) 1<i,j<q

1<5<p
avec [A(t("t)J (z,y) = xg,(2) Kt(:)j(x,y) Xg;(y), et ou le domaine d’intégration
correspond a :

(5.9)

R = —co<a; < <ap<oo
o —0<fr << By < 00

De plus, Adler et van Moerbeke ont calculé que (5.4) vérifiait aussi une
EDP non linéaire, vue comme fonction de ¢, to et des bgl), bgz)' Afin d’y
parvenir, ils ont remarqué qu’en raison de (5.1), la probabilité jointe (5.4)
pour le processus de Dyson a deux temps pouvait encore s’écrire :

1 // G L ($2+y2—20$kyk)
— An(z) ALy e (1=c?) W7k Tk dry dy, , (5.10
7 e S0 20 11 cdye . (5.10)

k=1

avec ¢ := e (271 i bien que I'on se rameéne naturellement au cas d’une
chaine de deuxr matrices aléatoires couplées appartenant a l’ensemble GUE
(le couplage étant assuré par le c).

Pour ce systeme, une équation peut étre obtenue, en utilisant les méthodes
habituelles (déformation, contraintes de Virasoro, hiérarchie intégrable). Ceci
conduit a la Proposition suivante.

20om les Hj, sont les polynémes de Hermite.
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Proposition 5.3  (Adler - van Moerbeke [7])
En appelant F, (tl,tz, b( yo bé}), b ), ey bé?) le logarithme de la

probabilité (5.4) pour le processus de Dyson a deux temps, et en notant
{f.9}x = (Xf)g — f(Xg) le wronskien entre les fonctions f et g, par
rapport a l'opérateur X, nous avons :

{BgAan , Bi A F,, + an} = {AQBan R B A F,, + 2716} R (511)

Ay B1

ot c:=e"', t:=(ty —t1), et en termes des opérateurs :
2s

+Za

oD = gp®

2r 2s

A = Z czi) ; :—CZT

_|_
o) o 1ab<2

2r
A o= Y <1>a 2Zb<2> ~) D e

i=1

2r
By = CQZ G b(l) +Z b

i=1 1=1

+ (1-¢%) % - (5.12)

6 Mouvements browniens contraints

Considérons n mouvements browniens sur R, ne s’intersectant pas,
notés 1(t),...,z,(t). Supposons que ces mouvements soient soumis aux
contraintes suivantes : en ¢ = 0 (instant initial), toutes les particules sont
situées a l'origine, c’est-a-dire en x = 0 ; tandis qu'en ¢t = 1 (instant final), n
particules atteignent la position z = (31 ; ns particules atteignent la position
x =2 ; ...; et n, particules atteignent la position x = 3,. Nous faisons
I'hypothese que (1 < B2 < --- < 3,. Nous avons bien sur : > % n; = n.

Sans surprise, nous allons nous intéresser a la probabilité qu’au temps ¢,
avec 0 < t < 1, toutes les particules appartiennent a I’ensemble ECR.

S’il n’y avait qu'un seul mouvement x(t), diffusant selon la densité de
probabilité brownienne locale?!

p(t,x,y) = et (6.1)

2lavec le temps pour variance.
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Figure 1
(mouvements browniens contraints)
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alors la probabilité de transition recherchée s’écrirait :

Pg, <I(t) ek LL'(O) 0

et x(l)::ﬁ> = %/Ep(tvovx)p(lft,xﬁ)dx, (6.2)

avec Z un coefficient de normalisation.

Dans le cas de n mouvements browniens sur R qui ne s’intersectent pas,
Karlin et McGregor ont montré que l'intégrand dans (6.2) devait étre rem-
placé par un produit de deux déterminants, de sorte que la probabilité de
transition s’écrit (voir [28]) :

(n) :
IPB’I‘ (tOIlS les xj(t)eE pour j=1,...,n

2j(0) =5, x;(1) = ;. )

1

= - det (p (£,7%i, ) 1< j<p det (P (1 —,24,65)) 1<, i< Hdmi, (6.3)
n n =1

et pour retrouver la situation qui nous intéresse, il suffit de prendre la limite
de (6.3) lorsque les v; — 0, et lorsque 01,...,0n, — B1 5 Oyt -« Oy —
B2 5 ooy Onenptly -5 0n — Bp.

Cette formule, dite de Karlin-McGregor, joue un role fondamental dans
ce qui suit, car elle permet de relier le probleme de mouvements browniens a
la théorie des matrices aléatoires. En effet, en travaillant un peu I'expression
(6.3), nous obtenons :

el

(n) s les 7
Py, (tOUb les x;(t) € pour j=1,....n

1 n
n i=1

et par conséquent :

z;(0)=0, w;(1)=4;, )

2,5;

n 7?
det (e =% ) He_m*t) , (6.4)
1<4,j<n j=1

JJ] (0) = 0 (] =1,. 7n) ,
]P)(’Vl) Il(l):—xnl(l):ﬁl7
b tous les z;(t) € E :
$n—np+1(1) = =x,(1) = By
1 L e mge)z 23 T( ) n
= — | Au@) [[{An ) ]]e =" =) ] da
n JE™ =1 bt} P
1 p e 5 : n
- g f A0 1 (Am (o®) [ e+ vf)> [] v
n En =1 e 41
1
= - I,(v) dv , (6.5)
Z;{/ En "
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ou 'on a fait l'identification naturelle :

= (r1,...,2,) = (xgl),...,xgl), ,xgp),...,x%)). (6.6)
(1)
T x(P)

Remarquons que, dans la deuxieme égalité de (6.5), nous avons effectué
les changements de variables :

o_ (2 o . p_ |2 5. =2
v ta—t Vea—o " T (6.7)

Maintenant, on reconnait dans I’expression finale de (6.5) la probabilité
qu’une matrice aléatoire n x n hermitienne M ait son spectre entierement
contenu dans F, si cette matrice appartient a 1’ensemble gaussien déformé
par une source externe, caractérisé par la mesure?? :

iefTr(%QfAM)

n

dM, (6.8)

dans lequel A est la matrice diagonale fixe :

A = diag (bi,.... b1, ... by, .. by). (6.9)

ni np

Pour le voir, nous utilisons (1.6) ainsi qu'une formule bien connue due a
Harish-Chandra-Itzykson-Zuber, qui permet d’intégrer la contribution de la
source externe sur le groupe unitaire U(n). Plus précisément, cela donne, si

A =diag (aq,...,a,) et D =diag (M, ..., \,) :

2
i/ efTr(%iAM)dM
Zn, spec(M) € E

n 2 B
= — [ AW][eFan [ mAvrvTay
Zp JBn pale U

- L / a2 [T F [det(e Disissn

20 J g P An(A) An(a)
1 o Y
= 2 [ A (det (2, o) TTe % ani, (6.10)
n =1
ce qui, lorsque aq,...,0n, — b1 ;... ; Qu_py41,-..,Q, — by, coincide bien

avec le résultat trouvé en (6.5). Le modele matriciel gaussien avec source

22Notons que si A # 0, cette mesure n’est pas invariante sous transformation unitaire.
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et le modele de mouvements browniens contraints sont donc reliés par les
changements de variables (6.7).

Ensuite, il s’avere que les calculs sont a peine plus compliqués lorsqu’on
généralise ce qui vient d’étre dit aux probabilités jointes des mouvements
browniens contraints, ne s’intersectant pas, pour m temps distincts. Dans ce
cas, la formule de Karlin-McGregor (voir [28]) prend la forme :

IP’SB"B ( ﬂ {tous les x;(tx) € Ek} z;(0) =5, x;(1)=d;, >

e pour j=1,...,n
1 T @) T m) W
1 (1 2) . (m B e
T Za /“f Edmz /ES Ed% /m Edwl det <p(t1 fo, %, % )>1§m§n
x det (p(t2 — i1, xz(.l), x§-2))) reijen’ det (p(th —tm, xgm), 5]-)) L<ijen (6.11)

avec 0 =tg <ty <+ -+ <ty <tmy1 =1, et ou, pour rappel, p(t, z,y) désigne
la densité (6.1). Afin de raccourcir les expressions, il est commode de poser,
pour 1 <k <m:

1 1 1
T = (teyr — 1) 3 — = + . (6.12)
Tooy (tr — tr1) (tht1 — tr)
Le calcul se poursuit alors comme ceci :
z;(0)=0 (j=1,....,n),
(1) = =2, (1) = B,
P(") m _ .
Br N {tous les x;(tx) € Ek}
k=1
Tn-n,+1(1) = =a,(1) = B
m D% 10,0 0 ()
1 ne Z 1;;7, + Z 1«;7,7 k+1;4 + imm;m
= 7 [o Al JT(An @D [Te = = I dow
n S I ER =1 i=1 1<i<n
a 1<k<m
m m—1
1 : R T Gl )
= i [a  Aal) [T [ A @) [[e = = I1 dors
" kI:IlE’“ =1 i=1 1<i<n
B 1<k<m
1 m
= o e D) 11 v (6.13)
n kgl E} b1

ou, par exemple, A, (x) représente le déterminant de Vandermonde associé
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seulement a x1 = (21,1, T1,2, . .., %1,,). Ci-dessus, nous avons défini :
(thor —t
- ) = b —te1) 0 (6.14)
’ tk_tk 1) (trr — te)
_ \/UWkH (b2 = tegr) (B — th1)
Cr = = 5 (615)
(thr2 —t) (trt1 — th—1)
thg1 — the .
B = (2B 2k —teot) g , (6.16)
Ok (tk — tr—1) (te+1 — tr)
Vv 2UTTL 2 (tm - tm—l)
b = —_— = . 6~17
¢ - Be A= to) (L=t 1) Be (6.17)
Cette fois, nous voyons que (6.13) coincide avec :
1 f%(ilM?f > ckMkMkaAMm) e
— =T = [[am.. (618

Zn spec(My) € Ey

Cela signifie que les probabilités jointes a m temps pour les mouvements
browniens contraints, correspondent a une chaine de m matrices aléatoires
n x n hermitiennes, gaussiennes et couplées deuz a deuz (les couplages étant
assurés par les (m — 1) coefficients ¢), la dernieére matrice étant en outre
affectée par la matrice source A donnée en (6.9). Les deux systémes sont
reliés par les changements de variables (6.14) a (6.17).

7 Déformations intégrables et EDP’s

Nous allons a présent déduire des équations aux dérivées partielles
satisfaites par la probabilité (6.13), vue comme une fonction des “points
du bord” des ensembles Ej := J;_ 1[z§f)1,z§’f)] (1 <k < m), ainsi que des
by (1 <l <p)etdesc (1 <k<m—1). Rappelons que ces quantités sont
liées aux variables des mouvements browniens, via les transformations (6.14)
a (6.17).

Pour cela, nous utiliserons le méme genre de technologies que celles que
I'on avait appliquées a ’ensemble matriciel GUE (voir section 3), c’est-a-dire
que nous allons déformer la mesure (6.13) en ajoutant dans I'intégrand un
certain nombre de variables auziliaires.

Il se fait que notre méthode ne fonctionnera que si I’on suppose l’existence
d’une relation linéaire entre les by, (liés aux points d’arrivée (3, des mouve-
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ments browniens). Dans la suite, nous noterons? (b(l) . ,b§p>) = (by,...,bp).
On suppose donc une relation linéaire de la forme :

p
S web? = 0, (71)
(=1

P
ou les coefficients ry sont tels que k, # 0 et > k= 1.
=1

m
Pour E := [] Ek, ouchaque Ej est la réunion d’un nombre fini d’intervalles
k=1
sur R, 'intégrale non déformée qu’il nous faut considérer est donc :

7(E) = / [n(v)‘iwbm:o I v (7.2)
= k=1
avec :
D ng 1ss (02 (£), (£) (£),,(0)
7Zv_i+2cvv 4 +b Upnii
1,(v) An (o) [[e izt s (7.3)

H ne! £=1 i=1

Nous définissons ensuite la fonction déformée 7,,(E) par :

7 (E) = /nf( ‘ e Hdvk, (7.4)

12_

dans laquelle :

I,(v) = I, (v) X
SO0 50,0 7 )+b(” 02, il T By O AT 2 T 4B "

[ ™m;i ‘"LL Cr ki Vkt15i
| | I | er>1 1 +

k=1 (r,q)>(1,1) k=2 r>1
(=1i=1

Contrairement & ce que nous avions pour ’ensemble GUE (voir (3.3)), les
variables auxiliaires introduites ci-dessus sont de plusieurs types différents :

e Un premier ensemble désigne les parametres associés aux variables
“temporelles”, jouant un role analogue aux t; dans la hiérarchie KP.
Il s’agit des 37(»0) (r € Np) correspondant au point de départ = = 0 des
mouvements browniens, et des sg) (r € Np), correspondant au f-ieme
point d’arrivée des mouvements browniens (1 < ¢ < p).

23en effet, nous allons aussi considérer des variables by) (1 < ¢ < p) qui, elles, vont

correspondre & des variables auxiliaires.
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e Un deuxieme ensemble, constitué de bgl), e ,bgp ), est une déformation

des bgﬁ). On suppose qu'ils sont soumis & la méme contrainte (7.1) que
les bgé), & Savoir :

p
> kedy) = 0. (7.5)
/=1

e Un troisieme ensemble est formé des parametres cy;) (avec (r,q) > (1,1)),

accompagnant les temps consécutifs tx, 1, pour 1 < k <m — 1.

e Finalement, un quatrieme ensemble contient des parametres 'y,(k) (r € Np),
associés a chacun des temps intermédiaires t;, pour 2 < k < m — 1.

Bien entendu, les fonctions (7.2) et (7.4) coincident si on les évalue sur le
lieu ol toutes les déformations s’annulent. Ce lieu £ est défini par :

57(«0),...,31@ =0, 7reNp,
b, P =0,

L = _ ) 7.6
c%’,...,c,@;” D — o, (r,q) > (1,1) (76)
77@)7 s a’%gm_l) = 07 e No,

Dans les pages qui suivent, nous établirons que (7.4), d’une part, est
une fonction tau satisfaisant la hiérarchie intégrable de KP a (p + 1) com-
posantes, qui est elle-méme une vaste généralisation de la hiérarchie KP
donnée en (3.21), et, d’autre part, qu’elle vérifie également des contraintes
de Virasoro. Nous ne donnerons pas le détail de tous les calculs (ce qui,
d’ailleurs, prendrait facilement plusieurs dizaines de pages), renvoyant pour
cela le lecteur a [10] ainsi qu’a notre article [2].

Pour rappel, un ingrédient important intervenant dans la démonstration
que (3.3) satisfaisait la hiérarchie KP, était que la fonction tau pouvait
s’écrire comme le déterminant de la matrice des moments (3.8). On peut
se demander il est également possible d’exprimer (7.4) de cette maniere.
La réponse est affirmative, a ceci pres qu’il s’agit cette fois du déterminant
d’une matrice des moments divisée en blocs, chaque bloc étant associé a un
poids différent. En effet, en utilisant ["dentité de Cauchy-Binet :

det (aij>1gi,jgn det (bij)1§z‘,jgn - Z det (aivo(j) ijo(j))lgi,jgn (7.7)

O’ES’n
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sur les produits de déterminants de Vandermonde apparaissant dans (7.3) et
(7.4), on montre que :

((W'ery) | 27¢(2)) ) o<i <

0<j<n

To(E) = det :
((Wep(y) | 279(x)) Jo<i<n,

0<j<n

avec

2
Yy ¢ ¢ r
puly) = exp (—— + 0y + by = > sy ) ., (7.10)
pour 1 < /¢ < p. Ici, le produit interne (- | -) est défini par :

Fw) | 9()) = //E W@ e dedy. (1)

ou u(x,y) est donné par :

m—1 2
plz,y) = / exp Y (= ST W) x
17 Ex 2

= k=2 r>1
m—1 m—1
exp Z Cp W W1 + Z cﬁ,’f]) Wy, Wy, H dwy, . (7.12)
k=1 (r,q)>(1,1) k=2

Il'y a (m — 2) variables d’intégration dans (7.12), et il faut poser wy; = «
et w, =y. Sim = 2, cette formule doit étre interprétée comme u(zx,y) := 1,
tandis que si m = 1, il faut Vinterpréter comme p(z,y) = 6(z —y) e* /2 (la
distribution delta de Dirac).

7.1 La hiérarchie KP a (p+q) composantes

Nous considérons maintenant une situation tres générale, dont (7.8) peut
étre vu comme un cas particulier, en prenant ¢ = 1.
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Soient deux ensembles de poids ¥1(z),...,¢Y.(x) et v1(y),...,op(Y),
avec x,y € R. Ensuite, déformons chacun de ces poids a ’aide de parametres
“temporels” S, = (Says Sags -+ ), 1 < a<gq, et tg = (tg,tp,...), 1 <0 <p,
de sorte que :

oo & x k
(—5) = 2 Sayd > te,y

Y @) = Yale) e Do) = ey e L (113)
Pour les ensembles d’entiers positifs m = (my,...,my) et n = (nq4,...,n,),
tels que?* |m| = |n|, nous définissons la fonction 7,,, comme le déterminant

d’une matrice des moments constituée de pg blocs, de la facon suivante :

TWw . T
Ton (815« -3 8¢5 t1, ..., tp) = det : : . (7.14)
T T

avec, pour 1 <k<qget 1<I<p:

T = (@@ e ) (7.15)

ou (- | -} désigne un certain produit interne.

Notre but est d’établir que 7, satisfait une identité bilinéaire, analogue
a (3.17) dans le cas de la fonction 7, donnée en (3.3). Dans la section 3,
nous avons vu que 1’équation (3.17) émergeait parce qu’en introduisant?® les
“shifts” T, (t & [27]), ceux-ci pouvaient s’exprimer en termes des polynomes
orthonormauzx p,(t,z) par rapport au poids déformé, ainsi que leurs trans-
formées de Cauchy : voir (3.15) et (3.16). L’identité bilinéaire (3.17) est alors
interprétée comme une conséquence directe de I'orthogonalité des p,(t, z).

Ici, en ce qui concerne la fonction 7,,,, nous introduisons également des
“shifts” +[z~'] dans les arguments s, et tg, mais aussi des “shifts” (£1)
au niveau des indices m = (mq,...,m,) et n = (ny1,...,n,). Il est alors
possible de montrer que les fonctions ainsi modifiées peuvent s’exprimer en
termes de polynomes orthogonaux dans un sens généralisé, que 'on appelle
des polyndmes orthogonauz multiples (MOP’s), et de leurs transformées de
Cauchy.

q P
Hou |m| = 3 ma et |n| = ng.
a=1

Zpour rappel, si z € C, on définit : [z71] := (z
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Les polynomes orthogonaux multiples (normalisés) se présentent sous
deux types différents, qui sont définis de la maniere suivante, par rapport
aux ensembles de poids {¢1,...,¢0,} et {11, .., ¢}

Soient A;(y), A2(y), ..., Ap(y) des polynomes en y.

e Les polynomes A;(y),...,A,(y) sont appelés des polynomes orthogo-
nauz multiples (MOP’s) de type I par rapport a 1, (1 < a < q),
si deg(Ag) < mg pour 1 < [ < p, et si, de plus, on a les relations
d’orthogonalité :

<xiwa/ (x)

e Les polynomes A;(y),...,A,(y) sont appelés des polynomes orthogo-
naux multiples (MOP’s) de type II par rapport ¢ @3 (1 < 8 < p),
si Ag est un polynome monique de degré ng et si deg(Ap) < ng
pour 1 < " < p avec ' # [3, et si, de plus, nous avons les relations
d’orthogonalité :

Les polynomes orthogonaux multiples ont été introduits, entre autres,
par Aptekarev, Bleher, Kuijlaars et Van Assche (voir [11], [14], [29]). Dans
[29], ils ont été appliqués par Daems et Kuijlaars a 1’étude de mouvements
browniens qui ne s’intersectent pas.

p .
0<1<my —1
;Ak(y) cpk(y)> = baa’ 0iym,,—1 pour { <o <q . (7.16)

p .
0<i<m—1
> Arly) wk(y)> =0 pour { i ;;’Z . (7.17)

La Proposition ci-dessous précise le lien entre la fonction 7, définie en
(7.14) et ce type de polynomes.

Proposition 7.1  (Adler - Vanhaecke - van Moerbeke [10])

En introduisant des “shifts” dans la fonction T, donnée en (7.14), on
obtient des polynomes (dépendant de s, et tg) satisfaisant certaines relations
d’orthogonalité, qui les font reconnaitre comme des polynomes orthogonaux
multiples de type I ou de type II.

Dans un souci de clarté, nous présentons ces résultats sous la forme de
quatre séries didentités. Les deux premieres correspondent a des polynomes
orthogonauz multiples Q) et P, de type II et I respectivement, tandis que les
deuzx derniéres concernent les transformées de Cauchy de ces polynomes.
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e Premier type d’identités®®

P M

- = QBA() = 2 4+ .., (7.18)
-1
ng—1 Tm.ntes—ey (tﬁ’ — [z ]) . (B8.8) de degré < ng
o) 27 T = Qi Gl pour 5 £ 5,
(7.19)

ce qui vérifie les relations d’orthogonalité :
p
iqp(=s 1<a<
<x W@ Y QW) S?<y>> =0 o { 2050 0)

B'=1
o Deuziéme type d’identités*

maq—1 Tmfea,nfeﬁ (Sa + [Z_l])

€ga(n,m) z = P (3)  de degré < ma,
Tm'n.
(7.21)
ce qui veérifie les relations d’orthogonalité :
1<p <p,
<ZP7755C“()%5() wgf)(y)> = 0 pour 0<j<ng—1,
o sauf 3" =, j =npg—1 (7.29)

< > PiPO (@) ) (@)
a=1

y"ﬁ‘lwg)(y)> = 1.

e Troisieme type didentités :

Les expressions suivantes sont des transformées de Cauchy des polynomes
obtenus en (7.21) :

5—ns M <Zq: Prtg,a)(z) ¢z(x_s)( ) go(ﬁt)( )> 7

Tmn a—1 Z—Y
(7.23)
- (t)
. —1 Tmnteg —e (tﬁ’ + [Z 1]) (8, s ¥ /( )
eppr(n) 2" 1 5 —¢s _ Zp (B:0) () =9 () eI\
Tmn zZ—1Y
(7.24)
Bot ntep == (n1y. .oy no—1,meEL npg1, ..., np) et egg(n) = (=1) s+ et otnatl
si >0 et egy(n ( 1)neitnorztotng 6 3 < 3l

*Tolt €ap(n,m) =( Lymetme (—q)meteine,
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e Quatrieme type d’identités :

Les expressions suivantes sont des transformées de Cauchy des polynomes
obtenus en (7.18) et (7.19) :

—my—1 Tmtea,ntes \Sa — [2_1] wa S) -
€ap(m,n) z" Mt ;( ) — < ZQ(Bﬂ) (y) ) .
mn =1
(7.25)
|

A partir de la, il est possible de déduire une identité bilinéaire généralisant
I'équation (3.17). C’est le contenu de la Proposition suivante.

Proposition 7.2 (Adler - Vanhaecke - van Moerbeke [10])

Pour tous s, t,s*,t* € C=, et pour tous m,n, m*,n* tels que |m| = |n| et
|m*| = |n*|, nous avons :
% Winn (25 8,8) Wi (285t dz = 0, (7.26)

oty W et Wi sont deuz matrices de taille (p + q) X (p + q), que nous
ne détaillerons pas mais dont les entrées peuvent s’exprimer en termes de la

fonction Ty, modifiée par des “shifts” (comparer avec (3.17)).
En fait, en écrivant (7.26) composante par composante, on peut montrer
que cette identité bilinéaire est équivalente a lidentité :

p * k
3 ]f ()7 T e (tg = [271]) Tome e e (5 + [271]) €65 20T
B=1"°

q Say, —Sh, )Z .
5 07O (s = 17D a5+ ] T iz,

dans laquelle |m*| = [n*|+1, |m|=|n| =1, oa(m):=>0_ (mey —mk) et
Uﬂ(ﬂ) = Zglzl(ng/ — ng,) |

La hiérarchie KP a (p+¢) composantes apparait alors comme un corollaire
de (7.27). En effet :
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Proposition 7.3 (Adler - Vanhaecke - van Moerbeke [10])
En calculant explicitement les résidus dans les intégrales de (7.27), il
s’ensuit que la fonction T,,, donnée en (7.14) vérifie :

02 .
2 —
Tmn WIHT’”" = Se4285, (8tﬂ) Tm,nteg—eg o Tmnteg —eg (7.28)
BZ+1 Bl
2 0? 5
Tmn 8 6 ln Tmn == 5[“1’25&(1' (8501> Tm+ea’7ea»n o Tm+eafea’7n7 (7.29)
Sapi1 80/1
2 0 9
T & A In 7 —5y (8t5) Tm+eq,ntes 0 Tm—eq,n—eg » (7'30)
8Sa1atﬁtz+1
2 o 9
Tom m———— M T —5y (3sa> Tm—eqmn—eg 0 Tmteq,ntes - (7.31)
0tg,080,,,

Ici, nous avons adopté les mémes notations que dans la section 3. En
particulier, les polynomes de Schur élémentaires si(t) sont définis en (3.20),
et le symbole de Hirota en (3.19).

Rappelons également que 5k(5t5) = 5}, <% 1.0 1.0 1.0 )
1

En combinant les relations (7.28) a (7.31), on peut obtenir des équations
qui ne contiennent plus que la seule fonction T, (sans “shifts”) :

9> 1 8
A Ao — INT, a7 Aar 11’1 T,
B 9,005, mn b Bt 51, Dty mn
5 ER + 5 FER = 0, (7.32)
r\ 5—%—1InT ~—%—1InT,
51 at/jl at,@i mn 61 atﬁi atﬁl mn
a2 a2
o 0505081 In Tmn o 05,1 050y In Tmn
=3 ! + (?)2 = 0, (7.33)
asa' a5 ln T, asa - ver-ye hl T,
1 asalasall mn 1 asa/lasal mn
o 5
0 Dtpy 050 In 7y 0 050,085, In 7,
s a— + 5 ] = 0. (7.34)
“\ iy, 05, BTmn B\ Bsa,0t5, ‘B Tmn
|

Ainsi, ce seront finalement les équations de la Proposition 7.3 qui seront
concretement utilisées a propos de la probabilité de transition des mouve-
ments browniens. En conséquence, il vient :

Proposition 7.4
La fonction 7, = T,(E), telle que définie en (7.4) et (7.8), est une “fonc-

tion tau” pour la hiérarchie intégrable de KP a (p + 1) composantes, et elle
satisfait les EDP’s suivantes, pour 1 < { <p :
~ 672 In T, ~ 372 In T,
0 nte BOPHO) n 0 n-+e HOFNO) n
Gt = S T e o PR (7.35)
831 Tn—e, W In7, 851 Tn—ey W In7,



avec nte; = (Ny,...,np) £eg = (ng,...,np_1,ne £ 1, nppq,...,1). ]

7.2 Les contraintes de Virasoro

La fonction 7, (IE) satisfait aussi, et de fagon tres générale, des contraintes

de Virasoro.
Associés aux opérateurs “spatiaux” élémentaires :

2r ) 2r ) )
Og, ==y —— , eg =Y 2B (7.36)
i ; 8z§k) * z:zl 8zz-(k)
0 _ 9 0
0y, = Z(I{g — 00.4) 20 (ce qui entraine Z@bk = O) ) (7.37)
i=1 k (=1
ainsi qu’a la matrice J dont la matrice inverse est donnée par :
-1 C1
0
C1 -1 .
T = : (7.38)
-1 Cm—1
0
Cm—1 -1
nous définissons, pour 1 < ¢ < p, les opérateurs :
m p—1 8
0 .
BY = 3 Tk~ 20um Y b oL (7.39)
k=1 =1 1
. . m p—1 L9
k=1 1=1 abl
p—1 p—1
© ._ 9 @_9 @_9
By = —em +ag + dum (;bl g + 2;% abg”)’ (7.41)
p—1 p—1
© _ g0 9 @_9 (@_9
B, = 6b2 Ky ( EE, T Cm_lacm71 + ;bl abgi) + 2;172 8[)9)) .

(7.42)

La Proposition suivante indique comment 1’action de ces opérateurs sur la
fonction tau peut étre représentée par des expressions dépendant seulement
des variables auxiliaires (comparer avec la Proposition 3.5).
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Proposition 7.5  (Adler - Delepine - Vanhaecke - van Moerbeke [2])
L’intégrale déformée 7,,(E), qui a été définie en (7.4) et (7.8), satisfait*®,
pour 0 <l <petk=12:

0
B 7, = (a 5+ z,<f>> In%, + ke T, (7.43)
Sk

ot les T,EZ) sont des quantités données par :

p
—\71171850) — Jim DM (bﬁg) - S@) ,  a=0,
T = ) ¢=1 o (7.44)
_jlmnsg)_jmmezlnf(bg)_sg)) ) Oé?éov
| -
(> nng m =1,
1<i<j<p
T = " (n+1)/2 a=0 et m>1, (7.45)
Sng(ng+1)/2 , a#0 et m>1,
=1

et ou chaque E,(f) est un opérateur différentiel du premier ordre, homogene,

pouvant dépendre de tous les paramétres de déformation (excepté bé‘)), de

sorte que E,(f)‘ = 0 lorsqu’on les évalue sur le lieu (7.6). De plus, pour
c

k=1,2 et pour 1 < ¢ <p, nous avons les relations de commutation :
la E,@] = St [ 0 s 0

—7 -
5‘5(1 )

= 1 (7.46)

85(16) ’ S([) 8350) e

Preuve : 1l suffit d’appliquer les opérateurs B§O),B§Z),B§0) et Bég), tels
que définis de (7.39) a (7.42), sur la fonction 7,, en utilisant diverses iden-
tités (valables seulement lorsque 1'on agit sur 7,,) qui permettent d’échanger
les dérivées “spatiales” contre des dérivées par rapport aux parametres de
déformation. Un calcul tout a fait explicite est effectué dans [2] pour le cas
oum=1etm=2.

28dans ce qui suit, il est commode de poser : kg = —1.
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Dans ce calcul, les identités suivantes sont également employées, valables
des qu’on agit sur 7, :

% — f%+@%, 1<0<p-1, k=12, (7.47)
b, s, Kp ds)’
p p—1
© 0 0 0 ,
Sov—— = =Y —— kje{1,2}, (7.48)
L 4
=1 ! asl(c) =1 ! ‘%;)
9 ) LA T =
— = (=) R D D
s v Hosy) = o
© ~ 9
= 0, +mzm7 1<(<p, k=1,2, (7.49)
j=1 k
ou, pour k=1,2 et 1 < ¢ < p, nous avons (voir (7.37)) :
0 = ) ) =
15) = (/ig — 5@7 ) ~ = — (1 — (557 ) — + Ky —_—. (7.50)
b ; 7 opD) " onl”) ;abgﬂ
|

La prochaine étape consiste a évaluer les dérivées partielles par rapport

aux variables S(Z), en se restreignant maintenant au liew £ sur lequel tous
les parameétres c?e déformation s’annulent. Remarquons d’ailleurs que, sur ce
lieu £, les opérateurs (7.39) a (7.42) deviennent :

B§O) = Zjlk Or, ng) = 8£f) — Ky (Z Tmk 3&) ) (7.51)
k=1 k=1

. 0 o 0

BY = —ep 41— + Sim [ (7.52)
2 deq ’ 12:; 1 abg’t)

5 0 Pl 0

BY .= 8(,2) — ke | —€g,, + cm-1 + b 2 , (7.53)
2 b2 OCm—_1 ; 1 81)51)

)

pour 1 < /¢ < p, tandis que les ’_ZA}(K restent inchangés, que :

p P
LI ST RS ¥ CRR T
(=1 =1

pour 1 < a < p, et que les f),(f) s’annulent tous (voir la Proposition 7.5).
Nous trouvons alors les résultats ci-apres.
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Proposition 7.6  (Adler - Delepine - Vanhaecke - van Moerbeke [2])
Les formules suivantes sont valables sur le lieu L considéré en (7.6). Pour
0</i<petk=1,2:
0 . .
—5 n% = B 7, - w T, (7.55)
3sk
tandis que pour 1 < £ < p, nous obtenons les dérivées secondes :

82

— %, = BB Mm%, + ny Jim, (7.56)
as§°>as§“ L
o InT (B(O)+6 )B 7 272 man (7.57)
0 ~ (/) Tn = 1,m Tn — m Fe k .
as;‘))as?) : ! P
0 - 2(0) 50) ) -
oo = (B b B,
p
— 2Tim <Jmm ke > bt + 91 In %n) . (758)
k=1
Preuve :  Les égalités (7.55) sont une conséquence directe de (7.43),

lorsqu’on se restreint au lieu £. En revanche, le calcul des dérivées secondes

est plus long. En guise d’exemple, nous allons démontrer (7.57) ci-dessous

(les égalités (7.56) et (7.58) s’obtenant par des méthodes semblables).
Notons tout d’abord que, en utilisant le fait que :

OTmm { 0 pour m =1

: (7.59)

“ dcy 272, pour m > 1

ce qui se montre facilement par récurrence a partir de la définition (7.38) de
la matrice J, nous avons :

00| 0T mm (k) (k)
BT, = - ST by g, S0 (Sl

+51,'m

si bien que, dans tous les cas (si m =1 ou si m > 1), on pourra écrire :
0) (€ - k
BYOT| = ; mib (272, — 61 (7.60)
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Des lors, en utilisant successivement (7.40) et (7.41), la Proposition 7.5,
I'équation (7.60), le commutateur (7.46) et finalement (7.55), il vient :

~(0) A 0 ¢
BOBO ~n‘ — BOpB®, ~n’ — B »® 1 z
5 by InT, . 5 By InT, . 5 (“)sgl) + Ko 2y nT, .

+ e BOTO|

p
+ Ky anbgk) (2j12m — 51,m)

k=1

0 ¢ 0 -
= (8(0 JrﬁgEg)) Bé)lnTnc

51

9 d |, - (0) ) (o2
= — —— + Ko X In7, + ko T: ‘ + Ky nib (2Jm—51,m
8S§€) 8850) H,z_/ 2 L ; 1 1 )

_ Eéo)

82 B a ©) ~ p *) )
o Wln Tn L o [M’EQ lnTn c + Ky ];nkbl (2\717n - 51,771,)
0? 9 P "
= oo 7| = 0w gy InTa| o+ e ngb (2j2m_517m>
85&5)3‘9&0) L 35(14) r kz:l 1 1
02 () P " ,
= L wn] - s BOwR| e Y (272, b (L Ton)).
38%6)8520) nr L Lm D17 T, r + ke k=1nk 1 ( VA 1m (1+ 7, ))

0

7.3 EDP pour la probabilité de transition

Nous sommes a présent en mesure de combiner les équations résultant
de la hiérarchie intégrable de KP a (p + 1) composantes (Proposition 7.4)
et les contraintes de Virasoro (Propositions 7.5 et 7.6). L’aspect remar-
quable de la Proposition 7.6 est précisément d’avoir exprimé les dérivées
partielles (premieres et secondes) par rapport aux s,(f) sur le liew £ ot tous
les parametres auxiliaires s’annulent, permettant ainsi de déduire une EDP
satisfaite par la fonction non déformée 1, = %n‘ et, par extension, une EDP

satisfaite par la probabilité originelle (voir (6.13) et (6.18)).

Il reste cependant un probléeme : le lecteur attentif aura remarqué que
[S’;@) = Bg) g donné en (7.53), contient encore 'opérateur a,ﬁf), qui dépend
des dérivées partielles par rapport aux bg) (qui, pour rappel, font partie
des variables auxiliaires). En fin de compte, il conviendra donc d’isoler puis

e . . . A0
d’éliminer les termes faisant intervenir 9, ’.
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Proposition 7.7  (Adler - Delepine - Vanhaecke - van Moerbeke [2])

Pour 1 < ¢ < p, la fonction X, := (9,5?[33§0) In7,| wvérifie ’équation :
c

— (1) (2)
(X By = (B0 R, —{H0 R, 6D

dans laquelle {f, g}y = (Xf)g — f(Xg) désigne le wronskien associé aux
fonctions f et g et a Uopérateur X, et ou l'on a posé :

Iy = —350)5’%0 InlP, — ng Jim
Hél) = (Kje (01,m — €m) Bgo) + 2J1m @Ef)) InP, + Cy,
P = (B + 1 + 27007 BY) B Py,
o = 0
Em = EB, ~ Cmoig— - ;bl Fich (7.62)
. (€) i
Cr = 2n0Jim (jmm by’ — ZM) . (7.63)
i#L Y1 1
Remarquons que le logarithme de la probabilité P,,(E) est donné par :
nP.(E) = In %n(E)‘ I %H<Rm)] . (7.64)
c c
Preuve :  En utilisant les contraintes de Virasoro (7.55) sur le lieu L,
nous avons, pour 1 </ <p:
0 Tn 5 Tn
Intee) = g0y Inteel g g b0 (7.65)
8550) Tp—e, £ Tn—e, 1L
a %n e 5 7~—n e
I 2 = B T 2k T (7.66)
355) Tp—e, 1L Tn—e, 1L

Si nous substituons ces expressions, ainsi que les contraintes de Virasoro
(7.56) a (7.58), dans les équations (7.35) de la hiérarchie intégrable, nous
trouvons, toujours sur le lieu £ et pour 1 </ <p:

~ p
2(0) 1 T ¢ 1 5(0 500 1 ~ k
B 1 Tf = 2T imbl? = & ((Bg ) +517m) B9 w7, 2T ;:1: b
~ T 1 ~ ~
BOmIEel 42y Ty 0 = = (BY = kb1 ) BV 7,
1 ni_n_eg + 2k¢ T, i 7 ( 5 K 01, ) 1 InT, .

p
k Y4 ~
- 2\71m <-.7mm Ry kz_lnkbg ) + 8}51) lnTn E) y
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avec Fy = —B(OB 1HTn£—Tng1m:—B B InP, — ny Jim.

Il est alors possible de se débarrasser des termes qui contiennent In f”e" ,

Fr—ey
simplement en agissant avec Bl sur la premiere équation, en agissant avec

BEO) sur la deuxieme équation, puis en soustrayant les deux et en utilisant le
fait que 89 et B§D) commutent. On déduit ainsi I’égalité suivante (en notant
par ailleurs que [;,%0) [2/€gjmmb§£)} =0):

+ 2j1m Ky Z nkb( )

2;71mb§€) FZ - ( +51 m) ()1117'n
=1

Fy

(l%g) — K¢ 517m) l’;’;o) In7,

p
c — 2Jlm (jmm Ry Z nkbgk) =+ 8&]) 1H7~'n

k=1 5)

F, ’

laquelle, par la formule de la dérivée d’un quotient, peut également s’écrire
en faisant apparaitre des wronskiens. Puisque B(Z) 8( )+ Keem par (7.53),
avec g, défini en (7.62), cela conduit a :

£) (0 ~
- {o) 8 )h”"‘a’ Fi} (7.67)

P
z: + 2J12m (nz bgg) — Ky anbgk)> , Fz}
B®

k=1

BO

_ { (Bgo) F Ot + 2 T B B{O)) BY 7,

+ {(’W (5 — 01 m)B(O _2j1m )lnTn — 260 Tim Tmm anb( ) FZ} .
B0

k=1
Finalement, pour obtenir (7.61), il faut se souvenir du lien (7.64) entre

In7,| etInP,. En effet, si I'on integre la fonction 7, (voir (7.2) et (7.3)) sur

c
tout l’espace, alors on montre (voir ’Appendice dans [2]) que :

p 2
_ Jrgm Z ’ngb(e)

ARY| = m@e AT T (0 -, (res)
1<i<j<p
ou gn(c) est une certaine fonction dépendant seulement de ¢y, ..., ¢, et de
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n. Par conséquent :

], = T S ()
- Z nin, ln< bt b(i)> + Ing(c). (7.69)

1<i<j<p
Lorsqu’on substitue (7.64) et (7.69) dans (7.67), il convient donc de tenir
compte de quelques termes, qui apparaissent quand on agit sur In 7, (Rm)‘

avec un opérateur différentiel. Un calcul direct établit que, pour 1 </ <p:

o« BUB 7, &™) = Bm7,@®")| = o.

[ ] algf)b(f) = Ky — (;g,i (1 S i Sp) .

L4 _2u71m lnTn(Rm)‘L = —2J1m [jmm (nfb( ) Ke Z nkb( )> — Ty Z b(l’) ’b( )] :

k=1
A ~ p
o (B +01m) B mA@®™| = 272, (ne 0O+ ke 3 b§’“>>.
L k=1
En utilisant ces identités dans (7.67), on se ramene au résultat souhaité
pour (7.61), ce qui achéve de prouver la Proposition 7.7. n

Les équations (7.61) sont de la forme générale :

p
{Xg,Fg} = H,, 1<{<p , avec Zngo, (7.70)
=1

ou :
1 2
H, = {Hg >7FK}B(0) _ {Hlf %FZ}B(@ : (7.71)
1 1

et ou le wronskien dans (7.70) est pris par rapport a l'opérateur B%O) =

p p
Le fait que ) X, =0 provient de ce que @E? =0 (voir (7.37)).
=1 =1
L’avantage de cette forme est que nous avons isolé (dans X;) les termes
.., . . @]
contenant encore des dérivées partielles par rapport aux variables by
La Proposition suivante nous montre comment il est possible de résoudre

(7.70), c’est-a-dire d’éliminer les X,. Elle nous apprend aussi que, en faisant
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cela, on obtiendra une équation qui peut s’écrire comme le déterminant d’une
matrice de taille (p + 1) x (p+ 1) qui est égal a zéro.

Notons aussi que ce déterminant a une structure et n’est pas quelconque :
il s’agit “presque” d'un multi-wronskien. Plus précisément, seule la derniere
colonne de la matrice fait en sorte que ce n’est pas un multi-wronskien.

Proposition 7.8 (Adler - Delepine - Vanhaecke - van Moerbeke [2])

Etant donné le systéme (7.70), tel que le multi-wronskien des fonctions®
Fy, ..., F, est différent de zéro, c’est-a-dire :
FF, F ... F)
F// F// F// . F//

D= det| | 7 7 Pl £0, (172
alors il existe une solution unique pour (Xi, X, ..., X,) qui est donnée, pour
(=1,...,p, par :

R R .. =Gy B
F F FF ... —Gy ... F/
X, = Laet| P27 . g (7.73)
D : : : : :
F® FP P —q, ... EV

Ci-dessus, les G;’s se placent dans la ¢-éme colonne, et ils sont définis
par induction selon la formule :

P (i)
H, H,F,
- (7.74)
14

p
_ _ e o
GofO,GleZIFZ o Gt Gl+; 7

De plus, [’équation suivante est satisfaite, dans laquelle le membre de
gauche correspond au déterminant d’une matrice (p+1) X (p+1) :

F F F ... F, G
F, F F ... F G

det | FY' F FY ... K] Gy | — ¢ (7.75)
P RP BP0 R q,

291ci, comme nous l’avons déja indiqué, le symbole ’ est employé pour désigner ’action
de opérateur B§0>. Cette notation s’avere particulierement utile, surtout quand il faut
agir plusieurs fois avec ISA’EO).
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Preuve : Soit X, une solution de I’équation {X,, F;} = H,, soumise a la
condition »,_, X, = 0. Ecrivons :

FY

X9 = G+ X .
¢ ¢i ZFZ

(7.76)

En utilisant (7.76) et le fait que X; = Fil (H;+ X,F}), on calcule que :

; F(i) F(H'l) F F(i)
X = G+ X ;;g + A KFe - A EF;
J4

H, F(i) F(i+1)

! 4 4
= ) X,
( eﬂ + Fez ) + f Fg )
GZ‘,ZJA

ce qui montre que, pour chaque ¢ fixé, les Gy;’s sont définis par induction
selon :

Gro=0, Gpy = %f . Grivi = Gy, + Hié;f(l) (7.77)
Ensuite, en sommant (7.76) pour ¢ allant de 1 a p, on tire :
0 = G-+§:Xgim ou G; = XP:G[. (7.78)
= =

Il suffit alors de résoudre le systeme linéaire (7.78) afin de déduire la
solution (7.73) pour X,. Apres quoi, en exprimant dans cette solution le fait
que > 7_, Xy =0, on obtient du méme coup l'égalité (7.75). u

En conclusion de tout ce qui vient d’étre dit dans cette section, nous
avons établi le Théoreme suivant (Proposition 7.9). Dans le but d’alléger au
maximum les notations, nous y avons posé :

BY = 09, (0<t<p et BY = —g), (7.79)
ou les 5’5@ et [3‘50) sont donnés en (7.51) et (7.52). En particulier, cela signifie

que I’S’go) =: 0y =: '. Rappelons aussi que 1'opérateur @EZ) = aéf) a été défini
en (7.37), et opérateur ¢, en (7.62).
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Proposition 7.9  (Adler - Delepine - Vanhaecke - van Moerbeke [2])

Le logarithme de la probabilité P,, définie en (6.13) et (6.18), liée aux
mouvements browniens via les changements de variables (6.14) a (6.17), et
soumise a la contrainte linéaire (7.1) sur les bﬁ‘) = b (1 < < p), vérifie
UEDP non linéaire :

R F F ... F, G
F, F F, .. F G
i i i i
det | IV BB . B G | g (7.80)
Ffp) Fz@ FS@ F,ﬁp) é,,
ou les Fy et les Gy correspondent aux quantités :
Fg = —(r“)o 8@ lnIP’n — Ny jlm, (7.81)
GO = 0,
p (1) (2)
— L H; _ 4Hi
Gri1 = 8Go + ;[(ao) F} (ao T ) , (7.82)
Y = (w (Orm — €m) Qo + 2Tim 65”) mP, + Cf, (7.83)
HY = (517m — 20 + 2Tim be ao) 9 InP, (7.84)
et ot la constante Cy dans (7.83) vaut :
n.
Co = 20 Jim | Tombe — Y 7— | (7.85)
— by — b;
£l
n

7.4 Cas particulier pour un temps

Nous pouvons maintenant envisager une situation particuliere de la
Proposition 7.9, ce qui nous aidera, dans la troisieme partie de cette these,
a en étudier 'asymptotique dans certains cas concrets.

La simplification que nous allons effectuer ici consiste a poser m = 1 dans
(7.80), c’est-a-dire que nous considérons la probabilité a un temps IP’S_DZ? (t,E),
ou le temps ¢ des mouvements browniens est tel que 0 < ¢ < 1.

Dans ce cas, (6.18) se réduit au modele matriciel (6.10) & une matrice,
ce qui signifie que les variables de couplage ¢, n’apparaissent plus. Les
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opérateurs de la Proposition 7.9 s’écrivent alors :
& = BY = —o5, (7.86)
8 = BY =0 + koy (1<t<p), (7.87)

ou Og, e et GISZ) ont été définis en (7.36) et (7.37). Cette simplification
permet d’observer I'identité suivante, dans la parentheése a droite de (7.82) :

5 oy 5 oY 5 —HY — ke HP 4 2mb By 3<4>H§2)
°F, “F o Fy "R
— (1 2
— oy aY a(é)Hé :
Fy b F, ,
en ayant posé ci-dessus (pour 1 < /¢ <p):
AY = —HY — w, H® + 26,0, F. (7.:9)

Ainsi, on trouve, en corollaire de la Proposition 7.9 :

Proposition 7.10 (Adler - Delepine - Vanhaecke - van Moerbeke [2])
Lorsque m = 1, [’équation non linéaire (7.80) garde exactement la méme

forme, mais avec cette fois® ' = Op, et avec les expressions ci-aprés pour
les Fy et les Gy (1 <0<p):

F o= (aé“ ¥ e aE) Op P, + ny, (7.90)
Go = O7
v 7 (1) @)
Gror = 0pGi + Z[(aE)‘FZ} <3E o) =L ) 7 (7.91)
i=1 ' '
ngl) = (— KeOg e + (:‘W (e’:‘ — 1) +2> (@EE) + Ky 8}5)) InP, + ég, (7.92)
Y = (1-c+20,08) (07 + redp) Py, (7.93)

et ou la constante Cy dans (7.92) vaut :

Co = —2mn ((1—@ be + Zbﬂ"b) : (7.94)
i£0 v

30plutot que ’ := 9y, comme on 'avait posé dans (7.80).
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8 Noyau de corrélation brownien

Avant de terminer ce chapitre, nous mentionnons encore un autre résultat,
qui se révelera utile lorsque nous considérerons les mouvements browniens
contraints dans la limite ou le nombre total n de particules tend vers I'infini,
et ce dans différents régimes.

Il exprime qu’il s’agit d'un processus déterminantal, associé a un noyau
de corrélation qui peut étre calculé :

Proposition 8.1  (Tracy - Widom [39])
La probabilité de transition (6.13) pour les mouvements browniens a m
temps, est aussi égale au déterminant de Fredholm étendu (voir (5.8)) :

det ([ - (xEk K, XEI)M Km) . (8.1)

Ci-dessus, le noyau matriciel Kf:%(:v,y) dépend des temps intermédiaires
tr (1 <k <m), et peut s’écrire :

K(n) ( ) /d / J e (1 t) (1*%‘)
|z, = v v ——
tist; Yy 272 \/ 1 —t 1 —t r, . u? 2yu

(1 t)+(1 )
T (u=B\" 1
< 11
1 \v— 0 (u—w)

0 ,Si tiztj,

B 1 eap o | (8.2)
e Gt T O T ) , st <ty
™ (tj—ti)

ou C est un contour fermé entourant une fois tous les points By, et situé a la
gauche de la ligne ', := L + 1R, avec L choisi suffisamment grand, de sorte
que Re(u —v) > 0. ]

Notons que la représentation explicite du noyau (8.2) sous la forme d’une
intégrale double dans le plan complexe, se préte particulierement bien a
I’application de certaines techniques d’analyse asymptotique (la méthode du
point col, par exemple : voir [17]).
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Part IV
Processus infinis

Considérons a nouveau le modele de mouvements browniens contraints
a une dimension, ne s’intersectant pas, tel que décrit dans la section 6. Nous
allons examiner diverses situations-limites de ce modele, lorsque le nombre
total n de particules devient trés grand (n /" 00).

En prenant cette limite, nous perdrons évidemment notre interprétation
intuitive de ces mouvements en termes de “chemins browniens individuels”,
mais celle-ci sera remplacée au profit de la représentation que nous ferons du
“nuage de particules” ainsi obtenu. Il sera nécessaire également de connaitre
la fagon précise dont se transforment les variables d’espace et de temps lors du
passage a la limite, car nous voulons trouver un processus correctement défini.
Autrement dit, il faudra déterminer au préalable les rescalings appropriés,
aussi bien sur I'espace que sur le temps des mouvements browniens.

En fait, dans cette troisieme partie, deux grandes questions principales
seront systématiquement abordées et retiendront notre attention :

1. Quels rescalings (changements de variables) faut-il adopter avant de
passer a la limite n " oo 7 Est-on certain qu’avec ces rescalings,
le processus sera bien défini 7 Peut-on exprimer la probabilité limi-
tante comme un déterminant de Fredholm associé a un certain noyau
de corrélation 7 Si oui, quelle est la forme de ce noyau limitant ?

2. Les probabilités de transition limitantes satisfont-elles, tout comme
celles du modele fini, des équations aux dérivées partielles 7 Et peut-on
en déduire des liens entre les différents processus étudiés 7

Tandis que la premiere question nous conduira a effectuer une analyse
asymptotique du noyau fini (8.2), la seconde question sera résolue en prenant
une limite aux équations obtenues dans les Propositions 7.9 et 7.10.

9 Le processus d’Airy

Le cas le plus simple que 'on puisse imaginer se produit lorsque les
particules browniennes s’éloignent de l'origine (r = 0) au temps ¢t = 0, et
reviennent toutes en x = 0 au temps final ¢t = 1.
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Il est alors possible de montrer ([4], [33]) que, pour n trés grand, la densité
moyenne des particules prend son support, a chaque instant intermédiaire ¢
tel que 0 < ¢ < 1, sur le seul intervalle [—+/2nt (1 — t), /2nt (1 — t)].

Le processus d’Airy décrit le comportement et les fluctuations du bord
supérieur droit du nuage de particules, apres un rescaling convenable effectué
sur 'espace et le temps. Il est a noter qu’initialement, le processus d’Airy
fut d’abord défini en prenant un rescaling par rapport au processus de Dyson
(voir section 5), de la méme fagon que la distribution de Tracy-Widom (4.21)
est apparue en considérant un rescaling au bord du spectre, sur I’ensemble
matriciel GUE (voir les Propositions 4.2 et 4.4).

Tracy et Widom [38], parmi d’autres (voir aussi [27], [35]), avaient tres
tot mis en évidence le résultat suivant :

Proposition 9.1  (Tracy - Widom [38])

En prenant la limite ci-dessous sur les mouvements browniens de Dyson
(définis a la section 5), nous trouvons le “processus d’Airy”, qui est un pro-
cessus stationnaire (c’est-a-dire indépendant du temps) :

. T X
m Ppyson (tous les A; <W) < V2n + W) = P(A(1) <z)

— F(z), (9.1

ou F(z) correspond a la distribution de Tracy-Widom donnée en (4.21).
Plus généralement, si E C R, la limite de la probabilité est égale a un
déterminant de Fredholm :

. 7_ EC
nlggo Ppyson (tous les \; (W) e Von+ \/W)

= PAMNE=0) = det (1 - K(°>)E , (9.2)

ot KO est le noyau d’Airy, qui admet la représentation suivante en termes
de la fonction d’Airy (4.12) :

Ai(u) A’ (v) — Ai'(u) Ai(v)

u—"v

KOu,v) =

- /Oo dw Ai(u + w) Ai(v + w) . (9.3)
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En d’autres termes, avec ce changement d’échelle, la particule “la plus a
droite” dans les mouvements browniens de Dyson se comporte statistique-
ment (et a chaque instant) de la méme manieére que la plus grande valeur
propre d’une matrice hermitienne aléatoire appartenant a I’ensemble GUE.

Peut-on déduire la méme chose en ce qui concerne les mouvements brown-
iens contraints de la section 6 7 La réponse est affirmative, ce qui d’ailleurs
n’est guere étonnant, dans la mesure ou les mouvements browniens de Dyson
et les mouvements browniens contraints revenant tous a l’origine en t = 1,

sont en fait reliés par des changements de variables.
En effet, nous avons (voir [20]) :

Ppyson (tous les \;(t') € E') = 1 ez T M g (9.4)
Zn spec(M) € (V2 E’)
ol M est une matrice hermitienne n x n.
D’autre part, en notant IED( n) 4o 1& probabilité associée aux mouvements
browniens contraints revenant tous a lorigine, nous voyons, par (6.5), (6.7)
et (6.8) avec A =0, que :

n 1
]P’gg) uep (tous les z;(t) € E) = —— ez T M gy (9.5)

" Zn spec(M) € (\/ﬁ E)
En combinant (9.4) et (9.5), il s’ensuit que :
Ppyson (tous les \;(t') € E') = IP’S;) o (tous les z;(t) € E),  (9.6)

les variables spatiales entre les deux processus dynamiques étant liées par :

, 2
V2 B = mE. (9.7)

Afin d’obtenir la relation entre les variables temporelles (¢ «— t), il faut
aller plus loin et considérer les probabilités jointes, par exemple pour deux
temps distincts. Dans le modele de Dyson, nous avons (voir [7], [20]) :

Ppyson (tous les \;(t]) € E , tous les \;(t5) € Ej)

_ 7// M fEl e—%’I‘r(M2+I\/I2—QCM1M2) dMldMQ, (98)
pec(My) \/ﬁ
spec(Ms2) € \\/Fi

avec ¢ := e~ 27%) (ol 'on suppose 0 < t| < t,), et en termes des deux
matrices hermitiennes n X n couplées My et M.
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Dans le cas des mouvements browniens contraints revenant a [’origine,
nous voyons, par (6.13), (6.18) et les changements de variables (6.14) & (6.17)

avec A =0et m =2, que:
(9.9)

| o (tous les ;(t1) € Ey, tous les x;(t2) € Eg)
ﬁ
( : 22 \/;é (17:% M 2) dMy dMs .

n)

P,

1 //
= —_— — 5, e
Zn spec(My) € \/ o2y Er
EZa g,

spec(Ma) € \/ =25l
Une comparaison de (9.8) et (9.9) entraine aussitot que :
Ppyson (tous les \;(t]) € EY , tous les \;(t5) € Ey)
}a:O (tous les x;(t1) € Ey, tous les z;(t2) € Eg) , (9.10)

1
—Tr 5

n)

= P

ol les variables des deux processus sont reliées par les formules :
2 B 2t 2 F} 2(1—-t¢
V2B g2 2B g [ 2000 gy
t1 (tg—tl) V1 2 (l—tg) (tg—tl)
1

t

C
1
ty

V1—¢?
ot 2
cC = eté = - (9.12)
1—to
En simplifiant les équations (9.11) et (9.12), on trouve encore :
/ t; 1
t 7
= & tp= 9.13
‘ 1—t 1+e 24 (9.13)
2
2 B = — E; . 9.14
V2 B ti(1—t;) (9.14)

Proposition 9.2  (Adler - Delepine - van Moerbeke [1])
En prenant la limite ci-dessous sur les mouvements browniens contraints
revenant tous a l’origine, nous retrouvons également le “processus d’Airy”,

qui est un processus stationnaire (c’est-a-dire indépendant du temps) :

V2n + T
. (n) ) 1 V2nl/6 .
lim Pp’| o (tous les x; <1 n 6—27/n1/3> < 5 coil (T/n1/3)> = P(A(r) <z)
= F(z), (9.15)

n—oo

ou F(z) correspond a la distribution de Tracy-Widom donnée en (4.21).
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Plus généralement, si E C R, la limite de la probabilité est égale a un
déterminant de Fredholm :

" 1 V2n + B
lim ]PSBr)’a:o (tous les z; (1 ) € V2nli/o

n—o0 +e—27/nt/3 2 cosh (7/n'/3)

= PAMNE=0) = det (I - K(O))E : (9.16)

ot KO est le noyau d’Airy (9.3).

Preuve :  C’est un corollaire de la Proposition 9.1. La forme précise du
rescaling s’obtient en utilisant I'identité (9.6) et les changements de variables
(9.13) et (9.14), puis en insérant tout cela dans la Proposition 9.1. ]

Observons en particulier la correspondance :

temps ¢ (initial) | temps 7 (apres rescaling)

t=20 T = —00
t=1/2 7=0
t=1 T = +00

En ce qui concerne les équations, dans l'introduction, nous avons déja
déduit que logP (A(T)NE =0) = logdet (I — K(O))E satisfaisait 'EDP
(4.16) : voir Proposition 4.3.

Adler et van Moerbeke ont également calculé 1’équation obtenue dans le
cas de deux temps 1 et 7. Nous la donnons ci-dessous, lorsque F; et Ey
correspondent chacun a un seul intervalle non borné :

Proposition 9.3  (Adler - van Moerbeke [7])
Posons :

H(s,z,y) = logP(A(n) <z+vy, A(n)<z-—y), (9.17)

avec s := (1o — 1) /2, et ou le membre de droite est défini de la méme
maniére que dans (9.15), c’est-a-dire avec le méme rescaling, mais adapté

cette fois a deux temps 1, To tels que 11 < Ty.
Alors H(s,x,y) satisfait ’EDP suivante, ot le crochet désigne, comme
d’habitude, un wronskien par rapport a 0/0x :

o H L0 9\ (9°H 0°H P2H 0°H
238363&63} B (28 Ay _yﬁx> <6y2 B 8x2) * {83:5@’ Oz }Ba' (9.18)
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10 Le processus de r-Airy

Nous allons maintenant étudier une généralisation du processus précédent.
Dans le modele fini de mouvements browniens contraints®!, nous supposerons
que les n particules partent de l'origine au temps ¢ = 0, tandis qu’au temps
t =1, (n —r) de ces particules reviennent en x = 0, les r autres particules
(avec r > 0) aboutissant a une cible positive x = a > 0. Bien entendu, on
retrouve la situation précédente en prenant » = 0, ou encore, ce qui revient

au méme, en posant a = 0.
Nous effectuerons d’abord ’analyse dans le cas de un temps, ce qui nous
conduit, étant donné E C R, a considérer la probabilité :

tous les z;(0) =0,
les (n — r) chemins de gauche sont forcés
tous les z;(t) € £ d’atteindre 0 lorsquet =1, . (10.1)
les r chemins de droite sont forcés
d’atteindre a > 0 lorsquet =1

Py,

On peut ensuite définir un nouveau processus, qui s’obtient a partir de
(10.1) en faisant tendre n vers l'infini. Nous supposerons que cette limite est
soumise aux exigences suivantes :

e Le nombre total n de particules tend vers l'infini, de méme que le
nombre de particules (n—r) revenant a l'origine. Par contre, le nombre
r de particules atteignant le point a en t = 1 reste fini et constant.

e On utilise les mémes changements d’échelle (rescalings) sur les vari-
ables d’espace et de temps, que ceux utilisés pour le processus d’Airy
(voir Proposition 9.2), et obtenus par comparaison avec le processus de
Dyson.

e La position du point x = a tend également vers I'infini, et ce comme la
racine carrée de n. Plus précisément, nous poserons, avant le passage
a la limite :

a = por/= (10.2)

ol pg est un parametre.

31rappelons qu’il s’agit de mouvements browniens ne s’intersectant pas.
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Le choix particulier de (10.2) nous est en fait suggéré par un article de
Péché [34], ainsi que par les travaux de Baik, Ben Arous et Péché [12], [13],
qui relient cette question a un probleme statistique d’analyse multivariée.

En effet, dans [34], auteur montre que, si 'on désigne par :

1 (M2
P, (o,z) = — e ™ (% AM)dM (10.3)

Zn spec(M) € (—oo,x)
la probabilité associée a une matrice hermitienne M appartenant a I’ensemble
gaussien déformé par une source externe A (voir (6.8)), dans le cas ou A est
diagonale et :

A = diag(a,...,,0,...,0), (10.4)

alors la distribution limitante :
lim P, (p\/ﬁ L2y + %) (10.5)
n—oo n

admet une transition de phase lorsque p = 1. FEn effet, pour p < 1, la
distribution trouvée est celle de Tracy-Widom (comme si la matrice source
n’existait pas!), tandis que, pour p = 1, on obtient une nouvelle distribution,
dépendante de r, et dont nous aurons 'occasion de reparler plus loin.

Retournons a présent a nos mouvements browniens. Dans la mesure ou
(10.1) et (10.3) sont reliés par des changements de variables, on s’attend
également a observer une transition de phase dans notre modele de chemins
browniens. Mais ou et quand cette transition aura-t-elle lieu 7

A vrai dire, et c’est ce que nous avons démontré dans [1], il existe une
interprétation géométrique tres simple qui nous permet de connaitre et de
visualiser le point “autour duquel” la transition va se dérouler.

Pour n tres grand, la densité moyenne de particules est toujours bordée
a droite par la courbe :

¢ {o=vomta-1}. (10.6)

Dans le plan (z,t), relions le point (pgy/5,1) au point de tangence a la
courbe C qui est situé sur la courbe C. Appelons ce point de tangence (zg, to),
de sorte que nous avons, par un calcul tres simple :

(0.t0) = <p0\/% ! ) (10.7)

L+p5 " 1+ pj
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Notons que le temps t = £, correspond, dans la nouvelle échelle déduite
de (9.13), au temps 7 = 7y, ou le parametre 7y vérifie :

1—¢
e = - 0 = 4. (10.8)

En exprimant les coordonnées du point (zo, ty) en termes de ce parametre
To, il vient encore :

(zo,t0) = (po\/% ! >:< van < ) (10.9)

1+p2 1493 2 cosh(7y)’ 2 cosh(rg)

Il se fait que ce point de tangence (xo,ty) indique précisément ’endroit ou
se produit une transition de phase. En effet, si 'on effectue le rescaling (sur
le bord droit du nuage de particules) autour d’'un temps ¢ < ty, on retrouve
le processus d’Airy défini a la section précédente. Intuitivement, cela signifie
que le systeme ne “ressent” pas encore l’éloignement des r particules de
droite. En revanche, si le rescaling a lieu autour du temps ¢t = ty, une
nouvelle distribution apparait. Celle-ci définit un nouveau processus, non
stationnaire et dépendant de r, généralisant le processus d’Airy, et que nous
avons appelé le processus de r-Airy.

La Proposition ci-dessous établit non seulement I’existence du processus
étudié, mais donne aussi la forme exacte de la distribution limitante :

Proposition 10.1  (Adler - Delepine - van Moerbeke [1])

. 1 Van +
lim Pg/| _ JE tous les x; -
n—00 a=poy/ 3 14 672(a+ ﬁ) 2 cosh (O’ + W)
PA(T)NE=0) = det(I-K©)_ |
(ce qui correspond a 0 <t < tg)
P(A(T)(T)QE:Q)) = det (I—Ky))E 5 St o =T9

(ce qui correspond d t = tg)

st o< Ty

(10.10)

ot ty est l'ordonnée du point de tangence (10.9), et Ty est un parameétre relié
aty et apo via (10.8). Ci-dessus, KO représente le noyau d’Airy donné en

(9.3), tandis que Kg) est un nouveau noyau, qui dépend a la fois de r et T,
et que [’on appelle le noyau de r-Airy.
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De plus, le noyau de r-Airy peut se définir de la fagon suivante :
K (u,0) = / dw A7 (w+u;7) AN(w+v;T) . (10.11)
0

en termes des fonctions d’Airy modifiées®

da 1,3, .
Af(uyr) = /_a et Hion (g — )" (10.12)
C 2m
da 1,3, 1
A (u; = — eztatten 10.1
Sy i [ G e (10.13)

En particulier, la fonction d’Airy A(u), telle que donnée en (4.12),
coincide avee AE(u;7), et de méme KO (u,v) = K (u, )|, -

Preuve :  Nous présentons ci-dessous quelques arguments destinés a
convaincre au moins le lecteur de la convergence ponctuelle du noyau de
corrélation. Pour davantage de détails, on peut également se reporter aux
grandes lignes des articles de Péché (voir [13], [34]), qui appliquent la méthode
asymptotique du point col.

En utilisant la Proposition 8.1 lorsque m = 1, nous avons :

P3| (tousles z; (1) € B) = det (I - K),. (10.14)
avec :
KD (z,y) dy = (10.15)

— dy /dz/ dw e T t>+<1 htatn t> =) (E)n_r v-a ! )
272 (1 —t) r, z z—a) (w—2)

ou D est un contour fermé entourant une fois les points 0 et a, et qui est
situé a gauche de la ligne I'y, := L 4+ iR, avec L choisi assez grand pour que
Re(w — z) > 0. Il s’agit alors de faire les substitutions :

\/2n+ﬁ B \/2n+ﬁ

r = ) -
QCosh(a—l— 1/3) Y 2COSh U+ 1/3

t = ! a = \/7 e \/E
1 +3_2("+ﬁ) 7 ‘

5im /6

3201 C est un contour du plan complexe allant de oce A 00 e'™/0 tel que (—iT) se

trouve au-dessus du contour.
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En insérant cela dans (10.15), il semble commode de changer les variables
d’intégration z et w comme suit :

z = 2\/26_(U+n{/3) et w = w\/ge‘(”nfw> : (10.16)

Une vérification immédiate établit que :

t eQ(o’—i—ﬁ) dy dzdw _ nt/3 dv dz dw
1—t¢ Tl—t w—z 2 (w0 — %)
2 t 22
rE (2n+un1/3) z z 252 .
1-—t 1—1¢ 2

Par conséquent, le noyau fini (10.15) devient :

1/3\ 2 ] o B h
Kg)(x’y) W= <712> dU/ dé/ dw 6(7%22+(2”+” /Su)z) ef(*§w2+(2n+n1/3v)w)
™ . r,
y Q nn— e(o—‘ro)e‘r/nl/.% r 5 e(U—To)eT/n1/3 —r )

Afin de simplifier cette expression davantage, nous allons poser :
2
F(z) = % —2z+1log(z) , zeC\{0}, (10.17)

ou log(z) désigne la détermination principale du logarithme. Nous poserons
également ¢ := 1+ —5, 7 étant un parametre, et aussi :

Z ::{ ( n=r/3 entf (1) , sl o=y

1 — 6(0'77'0))7' enF(l) i o< o (1018)
Alors, en utilisant 'identité :
___ /OO dw e~ (0=%) (10.19)
n/B(w -2 Jp ’ :

qui est valable car fRe (w — 2) > 0, nous obtenons pour le noyau :

K (z,y) dy

. 0 1/3 ~ r
_eCnl/‘S(ufv)dv dw Zn n / ds ean(,%) _ i — enl/3(u+w)(57C)
0 2T D 5 — elo—70) g7/ /

nl/3 _ ] -r 1/3 ~
« dii nF(w) —n?(vtw)(D—C) .
2w Z, -/FL woe W — elo—="0) gT/n1/3 €
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Ainsi, en multipliant le noyau de corrélation par 6”1/3(”*“), ce qui ne
modifie pas le déterminant de Fredholm, on trouve :

en'/P (o) K" (z,y)dy = —dve'y(“_”)/ dw T (w + u) I (w+v),  (10.20)
0
avec .
1/3 7 ~ s T .
)y — %0 [ o _aR(z) z /33 (5-¢)
" (x) o /Ddze (g_e(a—m)eT/nW) e ,  (10.21)
T = P g e @ Ty @-0 (1099
T (y) - 21 7, Ty we QI)—e(U_TU)BT/nl/s € . ( . )

Comme la fonction F(z) donnée en (10.17) possede un point critique
(c’est-a-dire un point ot F’(z) s’annule) en z = 1, cela suggere d’introduire
une nouvelle variable u, telle que (Z — 1) = —75. De plus, le développement

en série de Taylor de F(z) autour de z = 1 s’écrit :

F(z) = FQ1) + % (z—1)° + O(z — 1)*, (10.23)

d’ou 'on déduit, en utilisant la définition (10.18) de Z,, :

nl/3 Z, d3 o F(2) ( Z ) enl/%(zfc)

5 — elo—70) eT/"l/S

du uB 1
1/3 —nF(1)— %
nls 7, o ( ; +0(n1/3>>

u+nt/? |
X &
u+nl/3 —ele=m) (14 Tz 4. )nl/3

3
— —_u_ . s . .
{ e~ du e~ s TU + termes d’ordre inférieur, si o < 7g

_ _ud r . ps .
e~ du ez TTU (L) + termes d’ordre inférieur, si o =79

QN

uU—T

Ce résultat est bien en accord avec la preuve fournie par la méthode du
point col (voir [34]), qui montre que :

) _ e Alx) st oo < T
lim 7" (x) { e A= (z.7) S o=rp (10.24)

. (n) _ —e¥ A(y)  si o <7
nhjgo‘l ) {—ey“’A;r(y,T) si o=1 (10.25)

olt A(z) est la fonction d’Airy (4.12), et AX(x) sont les fonctions (10.12) et
(10.13). Des lors, quand n — oo, le noyau limitant correspond au noyau
d’Airy K© sio <1, etau noyau de r-Airy K" sio= To- |
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Remarque : En fait, une estimation plus précise (mais beaucoup plus

technique a démontrer : voir le Corollaire 2.4 dans [1]) permet d’obtenir la
majoration suivante, qui est valable pour € R “suffisamment grand”, C
étant une constante indépendante de n :

(n) , 1 Vet 75
log P, ’af Ne tous les x; < ~
=Pov 2 14 e_Q(TO + ﬁ) 2 cosh (To + W)

— logP (.A(r)(r) x)

Examinons a présent les équations aux dérivées partielles satisfaites par
le processus de r-Airy.

Pour £ C R, appelons P,(«, F) la probabilité associée a I’ensemble
hermitien gaussien déformé par une matrice A, c’est-a-dire :

IA

< Cn71/3, (10.26)

Py(c,E) = — o~ T (2 -an)

Zy, spec(M) € E

dM | (10.27)

dans le cas ou A est diagonale et constituée de r valeurs propres égales a
a, et de (n — r) valeurs propres nulles, comme en (10.4). La Proposition
7.10, appliquée dans la situation qui nous intéresse (lorsque p = 2, ny = r,
ne=n-—r, k1 =0, kg =1, 8151) = (—0/0a), (9,52) = (0/0«)), montre alors
que logP, est une solution de I'EDP non linéaire®? :

F. F. 0
0 — det| FL. F' g—;+;§l_ , (10.28)

By R S E
qui est équivalente a I’équation :
0 = (Fi(BAG)+ F_(B1Gy)) (P (BaF) = F (B Fy))

- (F+ G_+ F_ G+) <F+ (B2, F.) — F_ (331F+)), (10.29)

r 2r
33Comme & notre habitude, si E = |J[22i_1, z2:], nous avons posé By := > zf“%.
i=1 i=1 !
De méme, pour plus de facilité, on note parfois aussi B_; := .
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avec

0 0
F, = B,la—alog]P’n -r , F_=-B_ (81 + 804) loglP, — (n—71),
1 + 1 +
Gr = S{HF P}, 7 5{H ,Fi}wa,
Hf = 4ilogﬂ”n + dar + w,
Oda «

. 0 0 dr(n—r)

Hl = —2 <BO — Oéaia + 1) alOgP” — T,
0 0

+ oy — 1 _ —
Hy = 2 (BO « 5 1 2a61) B logP,, ,

_ 0 0
H2 = =2 (B() - Oé% - 1) (Bl + 804) IOg]Pn

Pour rappel, le lien entre la probabilité P, (voir (10.27)) et la probabilité
]P’g? |a relative aux mouvements browniens contraints (voir (10.1)), est donné
par les changements de variables (6.7), c’est-a-dire :

" 2t 2
P)| (tous les a(t) € E) = IPn< a, ()2 E) . (10.30)
"t 1—t t(1—1)
S—— -~
« B

Par conséquent, avec le rescaling utilisé, nous avons :

Pt 1 vV2n + \/551/6
5| _ | tous les x;
a=po\/5 1+672<0+nf/3) 2 cosh (0 + —7)

- P, (po \/ﬁe(”ﬁ) . 2N + ﬁ) . (10.31)

Ceci suggere de définir, a la place de n, un nouveau parametre z tel que :

z = n Y6, (10.32)

de sorte que z — 0 quand n — +o0o. Dans le cas ou E =| — oo, z], on peut

donc écrire, en fonction de 7, = et z :

(n) 1 V2n+ s
logPy,.| . _ JE tous les z; < -
=poy/3 14 e—2(0+ 5 ) 2 cosh (0 + =)
2
= logP, (Pg olo+72%) y = + xz)
z z

= Q(r,z;2). (10.33)
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Il s’ensuit que, pour extraire une équation différentielle satisfaite par le
processus, il nous faut estimer (voir (10.29)) :

(o+722)

a— (po/=%) e
x’ —>wz+l(2/z3)

. (Fy (BAAG-) + F- (B1Gy)) Py (BaFo) = o (B_iFy))
- - (F+ G_+F. G+) <F+ (B2, F_) - F_ (B%lm)

n—(1/25)
(10.34)
puis déterminer ’asymptotique du résultat obtenu lorsque z — 0.
Proposition 10.2  (Adler - Delepine - van Moerbeke [1])
Considérons la fonction Q(7,x; z) définie en (10.33), et soit :
Q(r,z) = hH(l) (1,2 2). (10.35)

Si poe’ =1 (notons que cette valeur caractérise, en vertu de (10.8) et
de la Proposition 10.1, le processus de r-Airy), alors Q(t, ) est une solution

de UEDP non linéaire :
0 = ofr-2€ T oQ 29
- oT0zx or0z2?’ Ox3 8/0a

9 82Q 33Q 0 0 [0Q oQ 8262
(’” >{ (m(&”m)yﬁaﬂ)}m

drox?’ or

+ " 9ror
PQ  9%Q 92Q
+ {378%2 " O120x (2”- + 87’2) }8/%
#BQ \° 0 [(82Q _9Q
<573$2) 97 (87’2 + 283:) ; (10.36)

dans laquelle les crochets sont des wronskiens par rapport a (0/0x). Un

calcul direct montre que (10.36) peut également s’exprimer sous la forme :

2°Q 0% (0Q 0Q _ 9’ (zQ) 2’Q 9°Q
oz +7’< (87’ +27%) ~ Froaz T 2\ 9700 9t § o
Ox
Q

2
93 r 972
oo 7o 2
010z 10°Q 2’9 9°Q 9°Q (BQQ) 2°Q | {a?@ a(r )}
2 0120x 972 OTdx O3 OTdT Ox3 dtox’ OT2 5
a9z 0/0x
1 [ 9Q \° (8°Q 92Q 9°Q
_ — 4 . 10.37
2 <878x2> (87’3 OTox 8:63> ( )

Preuve :  Comme nous l'avons expliqué plus haut, il s’agit d’évaluer
(10.34) en faisant les substitutions indiquées. Remarquons a ce sujet qu’en
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inversant la relation (10.33), il vient :

1 az? x 2
Q (— log( ) ol ;) = logP, (a,2'), (10.38)

ce qui entraine aussitot :

dloglP, 1 0\ z . .2(0Q
da T oaz? (87') ~ poe° ¢ (67’) ’
dloglP,, 1 /0Q
oz’ Tz (83:) '

Ainsi, en calculant (10.34), et ensuite en développant asymptotiquement
la réponse en une série de puissances de z, on trouve (en tenant compte
seulement des termes dominants lorsque n — 400, c¢’est-a-dire z — 0) :

(Fe (BAGo)+ F (B1Gy)) (Fy (BaFo) — F- (B Fy))
- (F+ G_+F_ G+) <F+ (B2,F_) — F_ (B%1F+))

2
elot7z2)

a— (po/2%)
' —xz+(2/2%)
n—(1/2%)

(poe?)* 216 OT0x 0120z 0102
Q4 D FQ) (L)

1 (poe” — 1) . QN [P 5Q
- S |
0/0x

+ 214 Z12
ou £(Q) correspond au membre de droite de (10.36), et ou F(Q) est une

autre expression qu’il n’est pas nécessaire d’expliciter.
Il s’ensuit que, si 0 < pge? < 1, le terme dominant ci-dessus est d’ordre
(1/219), et en prenant la limite z — 0, nous tombons sur I’équation :

. 0°Q »PQ  >’Q _
(QTPOG B 67’8x) {87’2833’ 0T0x? }3/33; = (10.39)

qui est évidemment satisfaite, puisque nous savons que, dans ce cas, par
(10.10) et les résultats donnés dans I'introduction, @ est le logarithme de la
distribution de Tracy-Widom, qui est indépendante de 7 (le processus d’Airy
a un temps est stationnaire) !

Par contre, si pye’ = 1, le coefficient du terme en (1/2'%) s’annule iden-
tiquement, si bien que le terme dominant est maintenant d’ordre (1/z'4),
témoignant de la transition de phase qui s’opere vers le processus de r-Airy.
L’équation obtenue quand z — 0 est alors :

li_r)r(l) E(Q(r,z;2) = £(Q(r,x)) = 0. (10.40)

90



11 Asymptotique du processus de r-Airy dans
le passé

Dans cette section, nous allons établir le comportement asymptotique
du processus de r-Airy lorsque le temps 7 — —o0, c’est-a-dire t — 0 dans
I'échelle initiale : voir (9.13). Autrement dit, étant donné le logarithme du
déterminant de Fredholm :

Q(r,x) = log]P’(.A(T)(T)gx) = logdet (I—Kﬁ"))(% , (11.1)

oo)

ott K est le noyau de m-Airy (10.11), nous nous proposons de déterminer
les premiers termes du développement en série :

N Q1(z) n Qa(z) n Qs3(z)

T 72 T3

Q(Ta x) = Qo(m)

en prenant pour “condition initiale” le logarithme de la distribution de Tracy-
Widom (4.21), K© étant le noyau d’Airy (9.3) :

+o (11.2)

Qo(z) = lim Q(r,z) = logP(A(r) <x) = logdet (I—K(O)) . (11.3)

T (,00)

L’une des premieres choses que I’on peut remarquer, c’est que cette limite
est compatible avec le contour d’intégration intervenant dans la définition des
fonctions A% : voir (10.12) et (10.13). En effet, I'intégrand dans A possede
un pole en a = (—it), et ce pole doit se situer au-dessus du contour C. Cela
restera bien str le cas si nous passons a la limite 7 — —oc.

Ensuite, il se fait que PEDP (10.36) de la Proposition 10.2 constitue
un outil de choix dans la détermination des premiers termes de cette expan-
sion. Ceci fournit du méme coup un exemple concret d’application, et montre
I'intérét d’avoir calculé cette EDP.

Notre travail est cependant loin d’étre terminé, car, en insérant (11.2)
dans 'EDP (10.36), il subsistera certaines constantes d’intégration qui ne
pourront pas étre directement fixées par ’équation aux dérivées partielles.
C’est pourquoi notre stratégie consistera aussi a obtenir, au préalable, le
comportement pour x — oo des fonctions @, ().

On peut également se poser la question de connaitre les premiers termes
du développement asymptotique, pour 7 — —oo, du noyau de r-Awry lui-
meme, c’est-a-dire :

K(T) K(T) K(T)
+ 1 4 2 4 3

- ol i SRR (11.4)
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sachant que K(© coincide avec le noyau d’Airy. La Proposition suivante
répond a cette question.

Proposition 11.1  (Adler - Delepine - van Moerbeke [1])
En termes de la fonction d’Airy A(u) donnée en (4.12), qui satisfait
Uéquation A"(u) = uA(u), et de ses dérivées, nous avons :

Au) A'(v) — A'(u) A(v)

KO (u,v) — : (11.5)
K" uv) = —rA(u)A@),

KP(wn) = 5 (A0 AW + A A0) + 5 (AW A@w) - A Aw)

K (u0) = % (A” )+ 24" (u) A'(v) + A(u) A”(v))

-5 (u—v) A(u) A(v) — g (A"(u) A(v) — A'(u) A'(v) + A(u) A”(v)).

Plus généralement, si n > 1, l'expression K est de la forme :

KO uv) = - <a>n_l A+ w) Al +w)| (11.6)

n! \ Ow w=0

_2(;":12)! (8(1)"2 (A'(u+w)A(v+w) - A(u+w)A'(v+w))‘

e (3n—1) (%)”:;A(u+w)A(v+w) ‘
(=3 \ =85 ()" At w) At w) ) e

w=0

+ [polynéme en r de degré (n —3) } .
Notons que, contrairement au noyau de r-Airy (10.11), les fonctions K,(f)
contiennent des dérivées mais jamais d’intégrales de la fonction d’Airy. Les
expressions sont d’ailleurs quadratiques en A(u) et en ses dérivées. De plus,
K,(f)(u, v) est un polynome en r de degré n, sans terme indépendant, avec
des coefficients qui sont alternativement symétriques et anti-symétriques en
u et v (le coefficient du terme dominant étant toujours symétrique).

Preuve :  La Proposition 11.1 admet une démonstration relativement
simple, essentiellement basée sur un développement de Taylor. En effet, le

") peut s’écrire, par (10.11) :

noyau de r-Airy K
K(T) ’LL 'U / dw// dadb zbs-i-ib(w-i-v) eéia3+ia(w+u) —ib—7 )
Ar2 ia — T
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Or, la dépendance en 7 se fait a travers le dernier facteur qui apparait dans
I'intégrand, et celui-ci admet le développement de Taylor en (1/7) suivant,
ou l'on a posé o« =ia et f=1b:

r

G=) - (+65)

(7]

o 1 (rla+8)""" Qa(a, B) )
— 1 —|— S nl2i_ J ’~
nz::l ™ JE:;J < + (r(a+ )" (@ = B) Qaj(, B)
~ (a4 | (o)™ (a=p)
= 1+ - (et B2 ( Gne) @t 1) :
=T RG] ( 24 - 2 ) T

Dans cette formule, Q)25 et (J2; sont en général des polynomes homogenes
a deux variables, de degré (2j), qui sont symétriques en leurs arguments
a et 3, car la premiere expression est invariante sous l'involution r — —r,
a — —f3. Notons également que les coefficients de (1/7") sont tous divisibles
par 7, ce qui est logique, 'expression étant égale a 1 si » = 0. Ainsi donc,
nous avons :

—ib — r 1 2
(i;_:) - 1+ ;(ia—&-ib) + 72<2(¢a+ib)2+ ;(ia+ib)(ia—z’b)> 4o

Ce développement apparait a l'intérieur du noyau K. Si on s'arrétait
a ordre 0, on retrouverait le noyau d’Airy. On peut cependant observer

que multiplier I'intégrand du noyau d’Airy K (u,v) par (ia), cela revient
au meme que de prendre (8[( ©) / 8u) - et multiplier 'intégrand de K (© (u,v)
par (ib), cela revient au méme que de prendre (0K /9v). En fait, il est
facile de remarquer que cela induit la “recette” suivante :

(ia)* (ib)** (ia + ib)" (11.8)

<o o\ o\ fo\"

o\ (k2)

— N (k1) k2
<8w> A (u+w) A (U+w)’w=0
Les propriétés de la Proposition 11.1 découlent alors immédiatement de
I'expansion (11.7) ainsi que de la “recette” (11.8) dont nous disposons. En
particulier, les premiers termes Kff) sont tels qu’annoncés en (11.5). De plus,
les noyaux obtenus ne contiendront jamais d’intégrations, puisque le facteur

(ia + ib) est présent dans chaque terme d’ordre n > 1 de (11.7). |
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Intéressons-nous maintenant au développement de Q(7, ), qui correspond

au logarithme du déterminant de Fredholm de K\ sur (x,00) : voir (11.1)
et (11.2). La fonction d’Airy A(z) intervient trés souvent dans les calculs
qui vont suivre, et son comportement pour x — oo est donné par :

_2,3/2

e”s =
Alz) = W (1 + Z (ZB?’/Q)i W ) pour z — oo. (11.9)

=1

C’est pourquoi il est souhaitable d’adopter systématiquement la notation
suivante, valable lorsque x — oo, ¢ > 1 étant un entier :

_2,3/2 \ ¢
O (AZ) = O ((W) mk) (pour tout k € R) . (11.10)

Par exemple, et ceci nous sera utile dans la suite, on peut sans peine
déduire les estimations (voir [1], [24], [32]) :

/OOA(U) du = O(A), (11.11)

/OOA2(u)du = A%z)— A"(z) Alz) = O(A?). (11.12)

T

L’égalité intermédiaire dans (11.12) est une conséquence du fait que la
fonction d’Airy satisfait 'ODE A”(x) = zA(x), et que lim, .., A(z) = 0.
A?%(z) est donc bien la dérivée par rapport a z de (A”(z)A(z) — A"%(x)).

Dans la Proposition ci-dessous, nous relions les termes Q,,(z) apparaissant
dans (11.2) a la trace des noyaux Ky (voir (11.6)), et nous établissons aussi
le comportement asymptotique des @, (x) pour r — oc.

Proposition 11.2  (Adler - Delepine - van Moerbeke [1])
La fonction Q(1,x) admet, si 7 — —oo, un développement de la forme :

Q(r,z) = logP (A(T)(T) < x) = Qo(x) + Z Qi—ix) . (11.13)
n=1
dans lequel Qo(x) = logP (A(7) < x) est le logarithme de la distribution de
Tracy-Widom (voir (11.3)), et ou, pour n > 1 :
[=22]

Qu@) = Y " Quagi(x) = —TrK) + 0(4%), (11.14)

Jj=0
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Kff) étant le noyau intermédiaire d’ordre n, décrit dans la Proposition 11.1.
En outre, quand v — oo, les Q,(x) et toutes leurs dérivées — 0, et plus
précisément nous avons :

Qi) = r(A"@) - A) A" (@) + 0 (4%)) ,
Qer) = —5 (4%@) +0(4%),

Qs(e) = —% ((4%@)" + 0 (4Y))

Qu(z) =~ ((22@)" ™ + 0(a")

T n — " n — 2 4 (n—4)
<<3 D2y - Y ww)? +oa ))

—|— Z Tn_Qj Tn,n—?j(A) —+ O(A4) )
j=2

ot T, n—2j(A) désigne un certain polynome quadratique en A et A', dont les
coefficients dépendent de x et de fxoo du (polynome quadratique en A et A’,
avec des coefficients pouvant dépendre de u).

Preuwve : En utilisant 'expansion (11.4) pour le noyau de r-Airy, on tire
aussitot I'identité 34 :

Kfr) Kér) K?gr)

_ g _ g0 _ _ — .
I — K¢ I - K - 2 5
=L
_ (0) _ —n
- (I K ) (I nz::l 7n> , (11.15)
avec :
L, = (I-KO)"' K" = (I+R)K". (11.16)
En langage algébrique, on dit que R est le résolvant du noyau d’Airy K©,
défini en (9.3). Etant donné que log (1 — 2) = —z — % - ? — -+, et puisque

34Dans ce qui suit, les opérateurs seront toujours supposés agir sur 'espace L?(x, o),
de sorte que la dépendance en = ne sera pas systématiquement indiquée.
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le logarithme d’un déterminant est égal a la trace du logarithme (identité
valable aussi pour les déterminants de Fredholm), il vient par (11.15) :

Q(r,x) = logdet (I—Kﬁ)) = Trlog ([_ KQ"))

(z,00)

oo

— Trlog <17K<0>) + Trlog (IZ£>

n=1
- Trlog<I—K<0>) - Tr<§: % (iig) ) (11.17)
m=1 n=1

et en identifiant les coefficients des puissances de (1/7) avec les fonctions
Qn(x), on obtient :

L2
Q) = —Te(L) , Qula) = —n<L2+21>,
LB
Qs(r) = —TT(L3+L1L2+31),
L3 ) Lt
Qu(r) = —Tr L4+7+L1L3+L1L2—|—Z , e

Plus généralement, le coefficient de (1/7") est de la forme :
Qu(z) = —Tr(Ly) + TePy(Ly, Lo 1)
- T ((I+R) K}f)) 4+ TPy (Ly, - Ln_1)
- _TKY 1 TS, (K{’"),m ,KS‘)DR), (11.18)
ou P, et S, sont des polynomes dont tous les termes apparaissent avec un

degré > 2 (ils ne comportent donc pas de terme indépendant ni de terme
linéaire). Il s’avere que la contribution dominante de Q,(zx), pour z — oo,

est donnée par le premier terme ( —Tr Kff)), et que :
T S, (K}’”’, - ,Kle,R> — 0(4Y), (11.19)

comme indiqué dans le membre de droite de (11.14). On peut en comprendre
la raison en regardant un exemple typique :

-1 (rE7)| < e (- &) £7)] + 1 (20 K1)
< (IR= KOl + IKON) [ du [~ oK)

ou 'on a introduit la norme ||.||o , qui est définie simplement par :

|Blle == sup [B(u,v), (11.20)

u,v € (x,00)

s
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pour un noyau B agissant sur L?*(x,00). Mais on calcule alors aussitot,
sachant que la fonction d’Airy A(u) est positive et décroissante pour u > 0,
que :

KOl = sup : A(u+ w) A(v + w) dw‘
u,v € (x,00
< / Az 4+ w)? /A = 0(A?), (11.21)

en vertu de (11.12). L’estimation de ||R — K[|, est, quant & elle, un peu
plus difficile a obtenir. On peut cependant remarquer, en se souvenant de la
définition du résolvant R du noyau d’Airy (voir (11.16)), que :

R_KO _ (17;((0))‘1 - g0 _ g2 (I+K<o>+K<0)2+K<0>3+...)
—1
- (I—K<°>) KO2, (11.22)

D’autre part, en partant de I’égalité suivante, valable pour un noyau F'(u, v)
et une fonction continue a valeurs réelles f(v) :

/:0 F(u,v) f(v)dv

IFflle = sup
u € (x,00)
< swp |f@) - sup / Fo) do = [[flloo - |IF]l,
v € (z,00) u € (z,00) Jx

et en utilisant le fait que ||[K©||, = O(A2) pour z — oo (exercice facile, du
meéme genre que (11.21) pour la norme “00”), nous trouvons :

-1
IR = KOl = [|(1-K®) KO
-1
= sw (1K) KO (,0) |l
v € (x,00)
-1
< s (1(T=K9) - 1K) )
v € (x,00)
1
< s (g KOl KO ol )
ve(eoo) \ 1= [IKOly >
K@y :
_ KO, = O(AY). 11.23
(V) - 151 (A" (11.23

Par conséquent, en combinant (11.21) et (11.23), ajouté au fait que
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Kfr) (u,v) = —r A(u) A(v) par la Proposition 11.1, il s’ensuit que :
(s | < (IR-EO + KOl /jdu/:odwf(f”(u,v)\
< (0(A") + 0(4?%) - /OO du/oo dv A(u) A(v)
< o) ([ aw du)2 < o),

en vertu de (11.11). De la méme fagon, en général, si 'on considere la trace
d’un terme de degré ¢ en KY), o, K" R, elle sera d’ordre O(A2%%) pour

n—1»
r — o0o. Comme le polynome S,, ne contient que des termes au minimum
quadratiques, cela établit (11.19).

Enfin, il s’agit de connaitre le comportement de ( —Tr Kff)). Pour cela,

il suffit d’évaluer les noyaux K sur la diagonale, et d’intégrer sur (z,00).
Notons que les parties anti-symétriques des noyaux ne vont pas contribuer,

car elles s’annulent sur la diagonale. Ainsi, par la Proposition 11.1, nous

voyons que K (u,u) est un polynéme en r de degré n, dont un coefficient

sur deux est nul, et qui a la forme :

KD(wu) = = (42) "
rn=2 n — n—1 n— / (n=3)
~ & E <(3 o D L R Gl . D (A 2(u)) ) b

L’asymptotique des @, (z) pour z — oo en découle immédiatement, ce
qui acheve la démonstration de la Proposition 11.2. |

Nous sommes a présent en mesure de calculer explicitement les fonc-
tions @, (z) (du moins pour les premieres valeurs de n). Rappelons que,
pour y parvenir, nous allons exploiter le fait que Q(7,x) est une solution
de I'équation aux dérivées partielles (10.36). Les constantes d’intégration
qui vont inévitablement apparaitre seront alors fixées par la connaissance du
comportement asymptotique des @,,(x) pour x — oo (voir Proposition 11.2).

Proposition 11.3  (Adler - Delepine - van Moerbeke [1])
La fonction Q(7,x) admet, si T — —oo, un développement de la forme :

Qn ()

n

Q(r,z) = logP (.A(T)(T) < x) = Qo(x) + Z . (11.24)
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dans lequel Qo(x) = logP (A(7) < x) est le logarithme de la distribution de
Tracy-Widom (voir (11.3)), et ot nous avons :

2 3
Qua) = rQy@) . Q@) = FQE) . Q) = F @) + Q).

A = Lo + 2[5 Qe + 5 Q)]
(IPNG S 1 " r
G = HOPW + 5o + G| + LA,
76 [z
W) = FAW + o 5o ¢ g %)
5 )+ 5 (06 + 13 0+ ) Q)|
_ " am n—2 x (n—2) 7 (n—3)
22
+ Z Tn_2j Qn,n72j( )
=2

Ci-dessus, cg est une certaine constante (indépendante de x) qui apparait
dans la formule pour Qe(x) ; tandis que Fs(x), qui intervient dans les for-
mules pour Qs(x) et Qg¢(x), est une expression égale a :

Fo@) = 22Qh() + 42Qo(@) + QU(x) + 10 (/Oodu Qo(u)>

-6 (/:O dy /yoo du ng(u)> . (11.25)

Preuve : Tout d’abord, rappelons que Q(7, z) peut s’écrire sous la forme
développée suivante (voir (11.13) et (11.14)) :

Q(r,z) = Qolz) + Y Q:—Ef) (11.26)
= @@+ > (5) (Qm(w) ¥ 5 Qunal®) 5 Qunoale) + ) .
n=1

Ensuite, si 'on examine attentivement 1’équation aux dérivées partielles
(10.37), qui est équivalente a (10.36), on se rend compte qu’il est possible de
la hiérarchiser en attribuant un poids égal a 1 aux variables r et 7. L’équation
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devient alors® :

_ [ PQ L,9Q o
0 {am:ﬁ - 3x3} (‘poids =1)
63Q o2 oQ 63(33 Q) aQQ 82Q o
+ {W’T (2372 (Tax> = or0a? +2{8T({9£B’({91’2}>} ( poids = —1)

+ [ autres termes de poids < —1 ] .

En injectant (11.26) dans cette EDP, et puis en regroupant les termes qui
contribuent & un méme poids, on obtient une équation de la forme :

0 = Wi + Wy + Weg + -+, (11.27)

ou W; possede un poids global égal a j. Puisque cette égalité est valable
pour 7 — —oo, pour tout x € R et tout entier r > 0, ceci entraine en fait
que chaque W; =0 (j =1,—1,-3,---). Un calcul explicite permet d’établir
que :

e’} 7“”+2 n—1
— - " n
W= =) o {(” =) Qujn—j» jj} )
n=1 7=0
. 2
. Q;'l,/j—Z ?’ 2 (1])_ 1)” Q;’—l,j—l
3] n n— . " + (- T 15—
— r (Tl ]) n—jmn—j? j—Lj—1
Wor = =) o 2 Y Q. Q)
n=1 J=0 O+k=5—1

+ {(n =) Qn_jnj—2 QJj}

L’information selon laquelle W; = 0 sera utilisée afin de déterminer la
forme du coefficient @Q,,,(z). Nous allons pour cela procéder par récurrence.
Notons, pour commencer, que W; = 0 est vérifié pour 7 — —oo et pour tout
entier r > 0, et par conséquent nous avons :

n—1
. eN
n— oo Q" =0 avec " 0 . (11.28
gt {( j) Qn—],n—] Q]]} { QOO(x) — QO(LU) ( )
e Sin =1, cette équation donne simplement {Q;,Qy'} = 0. Or, un

wronskien {f, g} ne peut étre nul que si les fonctions f et g sont pro-
portionnelles. Ceci conduit, par une intégration directe, a :

Qu(r) = Q@) + ax + 3, (11.29)

35Les crochets ci-dessous sont tous des wronskiens par rapport a (9/0x).

100



co, a et 3 étant des constantes. Compte tenu de l'asymptotique pour
x — oo des Q,(x) (Proposition 11.2), il faut que a = f = 0. On peut
également utiliser le fait bien connu (voir [1], [24]) que les dérivées du
logarithme de la distribution de Tracy-Widom se comportent a I'infini
selon :

Qi(x) = A%(x) — Alx) A"(z) + O(A%), (11.30)
Wy = (A" @) + 04% (n>2). (11.31)

Des lors, par la Proposition 11.2 et par (11.30), on a pour x — oo :
0= Qu —cQy = (AIQ - AAH) (1—c) + O<A3)
= (1) O(A%) + O(4%),

ce qui entraine c¢g = 1, et donc Q1;1(z) = Qi(x).

Sin =2, '"équation (11.28) se réduit a :
0 = {205, Q¢} +{Qh, @} = {@F, —20% + @'},
dont la solution, par intégration directe, est donnée par :
1
Qxn(r) = 5@6’(3:) + 1 Qp(x) + o'z + [, (11.32)

pour certaines constantes ¢y, o’ et (3. A nouveau, et pour les mémes
raisons que ci-dessus, o/ = ' = 0. D’ou, en utilisant la Proposition
11.2 ainsi que (11.30) et (11.31), il vient, lorsque z — oo :

_ QE)/ r A? A? ) " 3
0—@22—7—C1Q0——7+?—01(A —AA)+O(A)
= 1 0(4%) + 0(4%),
ce qui entraine ¢; =0, et donc Qa(z) = %Q{)’(x)
, QY (x) .
Par récurrence, supposons que Q);; (x) = OT pour tout entier j tel
(n)
que 0 < j < n. Il s’agit de montrer que Q,,(z) = QOT,(I) Posons :
(n)
T
Qun(z) = OT() + R, (). (11.33)
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En insérant ces expressions dans 1’équation (11.28), on trouve que la
plupart des termes se simplifient deux a deux, conduisant finalement a
{Qy, R'} =0, dont la solution est évidemment :

R,(z) = ¢, Qp(x) + alhx + 3, (11.34)

pour certaines constantes c¢,, a/ et /. A nouveau, et toujours pour
les mémes raisons que ci-dessus, a/f = 3/ = 0. Ainsi, en utilisant la

Proposition 11.2, (11.30) et (11.31), nous obtenons pour z — 0o :

(n)
0 = Qun — 72' - CnQ6
_ L2\ (n-2) Loy (n—2) "2 3
= ()" ()Y e, (47 - A47) + o4

= ¢, O(A%) + 0O(4%),

ce qui entraine ¢, = 0 = R,,, et établit par la méme occasion la forme
annoncée pour tous les @, ().

De la méme fagon, il est possible de calculer certains des termes @, ,,—ox ()
avec k > 0, mais pour cela il faut exploiter les autres identités découlant de
(11.27). Par exemple, en utilisant le fait que W_; = 0, on peut démontrer
I’égalité :

T

Qnn-a(r) = m@(}n_z)(x) + m%"‘”(m. (11.35)

Les calculs requis sont tout a fait similaires a ce qui précede (incluant un
raisonnement par récurrence), et ils sont tous détaillés dans [1]. Cela permet
d’établir la Proposition 11.3. |

En corollaire, nous avons :

Proposition 11.4  (Adler - Delepine - van Moerbeke [1])

Comparaison entre les processus d’Airy et de r-Airy.

Appelons P (A" (1) < z) (resp. P(A(r) < z)) la probabilité associée au
processus de r-Airy (resp. au processus d’Airy simple). Lorsque T — —o0,
ces deuz quantités sont reliées par :

P(AV(r) <z) = P (A(T) <o+ D) (14 55) + 47;4>
X <1 + % + O<716>> . (11.36)




Intuitivement, cela signifie que, dans le processus de r-Airy et ce dés le
orcées” d’atteindre une cible strictement

@

départ, la présence des r particules
positive a pour effet de déplacer le bord supérieur du nuage de particules vers

la droite (au premier ordre comme || ).
De plus, la moyenne et la variance du bord supérieur se comportent
comme :

E (sup .A(T)(T)) = E (sup A(O)(T)> (1 _ L)

Var (sup AT(r)) = Var (sup A0(r)) (1 - 32;) +0 (Ti}) (11.38)

Preuve : En utilisant les résultats de la Proposition 11.3, et en identifiant
deux séries de Taylor (pour @y et @) dans 1’égalité ci-dessous, on voit que :

=y @ (@) 72 =yt 9 @)
o) = () B+ (55 + ) X () A

n=0

r

1

575 Fs + 0 <76>

_Q@+q+gﬁ+1i (Mﬁthf+04£

-0 T 373 1274 0 T 575°7° 76

r xr 7r? r 1
= Q()<x+7_+37_3+127_4> + ﬁfs + 0(7'6>
La probabilité P (A" (7) < z) s'obtient alors en prenant I'exponentielle

de Q(7,z), ce qui, compte tenu du fait que e“®@ =P (A(7) < z), fournit la
comparaison (11.36). Il reste a établir 'affirmation concernant la moyenne

et la variance du processus. Pour cela, considérons le moment d’ordre ¢ par
rapport a la densité de probabilité %IP’, qui est défini par :

+

“+oo
,uy)(T) = / z* [%P(A(T)(T) < x)} dx (11.39)
dans le cas du processus de r-Airy, et par :
0 e d
p? = / at [% P (A(1) < x)] da (11.40)

dans le cas du processus d’Airy. Remarquons, en particulier, que la moyenne
est donnée par iy, et que la variance s’obtient en évaluant (us — u?).
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En partant de (11.36), et en notant dans ce qui suit Py(z) := P (A(7) < z)
pour plus de facilité, on calcule :

%P(A(r)(f) <z) = (1+3%) d%IP’(A(T) <y) ‘y:(m%)mﬁ”i + 0 <T15>

ard
_ / R LA . 1
N (1+3 3) Fo <:CJr L’ T 127’4]> * O(T5>
/ r /! 712 111
= Fz) + ;Po(z) + ﬁpo (z)
r
+ o5 (PR @) + 2o RE))

+ 2224 (r PP (x) + 14P)(x) + 8 (xpéf(x))’) +0 <T15> .

En substituant cette expression dans (11.39), et en effectuant quelques
intégrations élémentaires par parties, il vient :
2
r r
p(r) = ) - = Meol + ﬁé(ﬁ—l)uéo)g

+ (—r -1 -2pu, - 2@@”)
2
2 © (©)
+ g (FPee-D =2 =3, + £ (80-14) 1))

cof)

En particulier, les moments d’ordre £ = 1 et d’ordre ¢ = 2 valent (notons

aussi que ,uéo) =1):

2
- 0 r T 0 T 1
Mg)(T) = /ig) —;—ﬁﬂg) _47_4+O(T5>7 (11.41)
2 2
(r) _ 0 _2r ) T 2r (o) (0) 1
py (1) =y - +;—ﬁﬂz +64M1 +O(T5 , (11.42)

ce qui, en utilisant la propriété (déja mentionnée) que :

E (sup A7(r)) = u"(7),
Var (sup A7(r)) = pi)(r) — ui"*(7),

permet de prouver les formules (11.37) et (11.38).
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12 Le processus de r-Airy a plusieurs temps

Dans ce chapitre, notre objectif sera de montrer que le processus de
r-Airy, défini a la section précédente, peut étre généralisé dans le but de
traiter les probabilités jointes pour plusieurs temps distincts. Il est également
intéressant de dériver 'analogue des équations (10.36) et (10.37) dans cette
situation plus générale. Toutefois, dans la mesure ou les diverses expressions
a manipuler deviennent tres vite assez lourdes, nous nous contenterons de
détailler les calculs pour les probabilités jointes dans le cas de deuxr temps

seulement. Nous suivrons pour cela larticle [3] (non publié).
La probabilité pour le modele fini de mouvements browniens s’écrit :

tous les ;(0) =0,
les (n — ) chemins de gauche sont

Pg)’ ﬂ {tous les x;(ty) € Ey} | forcés d’atteindre 0 lorsquet =1,

T
@ =1

o (12.1)

les r chemins de droite sont forcés
d’atteindre a > 0 lorsquet = 1

et I'on s’intéressera plus particulierement au cas ou m = 2.

La Proposition suivante montre que la transition de phase conduisant au
processus de r-Airy existe, quelle que soit la valeur de m, et donne également
I’expression exacte du noyau limitant. Il s’agit de I’équivalent de la Proposi-
tion 10.1 dans le cas de m temps.

Proposition 12.1  (Adler - Delepine - van Moerbeke [3])

=~ Von + <L
lim Pglr)’a:po\/i ﬂ tous les x; ( ) ﬂn:
e * \ k=1 14e” ( ) 2 cosh (0 + 73)

= ( ) )
) det( ( Ko XE, 1<k7€<m> , 8t o< T

P(ﬂ {A(")(T;g)ﬂEk = }) = det (I— (XEk Kﬁk)ﬂ{ XEZ)1<1€ tz<m> , 8t 0=

(12.2)

ot Ty est un paramétre tel que e”™ = py (voir (10.8)), et ot Kﬁg)n et Kiz)n
représentent respectivement’® le noyau d’Airy étendu et le noyau de r-Airy

36voir (5.8) pour la définition du déterminant de Fredholm associé & un noyau “étendu”.
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étendu. Ceuz-ci sont définis explicitement par les formules (6 comparer avec
(9.3) et (10.11)) :
/ dw e A(w + u) A(w + v)
0
0 ._ .
Kﬁk)ﬁ(u,v) = N — plme — Tk, u, v), si T >T, (12.3)
/ dw e ™) A(w +u) A(w +v), si 7 < T,
0

ainst que :
/ o0
/ dw e A (w +u; ) A (w +v; 1)
0
Kq(_:;z—e(u7v) — o - p(TZ — Tk, U, U) ) St Ty > Tk, (124)
/ dw €T AT (wu; 7)) Af (w v ),
0
\ st Ty S Tk

en termes des mémes fonctions d’Airy modifiées AX(u,T) que celles données
en (10.12) et (10.13), qui coincident avec la fonction d’Airy classique A(u),
donnée en (4.12), lorsque r = 0. De plus, p(t,z,y) désigne ici la fonction :

) = e |3 (@-u 42 rn - )] 029

définie pourt > 0.

Preuve :  En appliquant la Proposition 8.1 dans ce cas précis, on a :

m
(n) c _ (n;r)
PBT‘G (ﬂ {tous les z;(t;) € Ek}> = det <I— (XEthktz XEZ)ISk,KSm) , (12.6)

k=1

en termes du noyau de corrélation fin: Kt(:t;r), dont les composantes valent :

Kt(,:yf)(ﬂfmyz) = Ht(:t;r)(xkayé) - Et(:t;r)(xkayf)7 (12.7)

avec (pour 1 <k, 0 <m):

(nir) _ (-1
Htktz (zkvyf) - 2W2Mm (128)

_ty 22 2y, 2 tpw? 2wy, wN—T (w—a\" 1
x [ dz | dwe Tt Tt ay T T (7) ,
D r, z z—a /) (w-—2)
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— L . (@’Z zi); e(lz% ) e(liyf) t (12.9)
\/m k ¢ , pour ty > tg

Ci-dessus, et comme en (10.15), D est un contour fermé d’intégration,
entourant une fois les points 0 et a, et situé a gauche de la ligne I'y, := L+iR,
avec L choisi suffissamment grand pour que fRe(w — z) > 0.

Le membre de gauche de (12.2) nous indique le rescaling a utiliser quand
n — 00. Celui-ci est semblable au rescaling du processus de r-Airy a un
temps. Il faut donc poser, pour k, ¢ € {1,...,m} :

0 , pour tp <ty
Et(:t’,f)(ﬂﬁk,ye) =

V2n + f“’“l/ﬁ V2n + f”‘fl/G
x J
g 2 cosh (0 + 1/3) v

t ! a = p \/7 e \/E
k= . ; = = =
14 6_2(0+n1];3) ’

En introduisant ces changements dans (12.8), et en modifiant les variables
d’intégration z et w selon :

z = 5\/26_(”7;73) et w = u?\/ge_(ﬁn&”) : (12.10)

la premiére contribution au noyau (12.7) devient :

1/3 2
HE D (g, ye) Vdopdye = — (Z) =)y, dog
™
o [ [ a ) (et (2)
p Jr, z

(w g ) (  clomen ) : 1
>< ~ ~ .
T —To To—Th
w z nl/3 <w6(2n,1/3) — 5@(2”1/3)))

A partir de la, par un raisonnement tout a fait identique a celui employé
dans la preuve de la Proposition 10.1, en utilisant le développement de Taylor
de la fonction F(z) = % —2z+log z autour de z = 1 (voir (10.17) et (10.23)),
ainsi que l'identité :

1 o /30 5
— dw e~ wnP@a—25) 12.11
n3(wa — z3) /0 we ’ ( )
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on parvient aisément a établir®”

nw)6n1/3<kuk)HT:Wr> %yz ) Vdzedy, = —\/dupdo, e’ (12.12)

o0 T, T T, T,
% / dw e (2w(n1/3+’y) %mh 1/3 I(n) <uk +we 221/’3: ) j(n) ('UZ Twe 2]:11/??)) ,
0

en2/3(

avec (voir aussi [13], [34]) :

(n) _ e A(uy) si o<

nlggoz (ur) { e Y A (ug, 1) si o o=19 (12.13)
. n —eY A(vy) si o<1

nlggo “77(5 ) = { -V Al (v, 1) si o=T9 (12.14)

Ceci montre la convergence attendue pour le noyau Hgﬁ[), dans la limite
ou n — oo. Enfin, et contrairement au cas d’un temps, il faut encore tenir
compte de la contribution due a Eﬁw ") quand 7 > 7. Mais un calcul direct
a partir de (12.9) entraine que :

i ) ) B0 )/ dy
= p (T@ — Tk, Uk, Uf) V duk dUg, (1215)

en termes de la fonction p(t, z,y) donnée en (12.5).
Ceci acheve la démonstration de la Proposition 12.1.
|

Dans le modele a deuz temps (71 et 73), il est préférable de travailler avec
la somme et la différence de ces temps, c’est pourquoi nous poserons :
T+ T2 TL — T2

t = = . 12.1
= (12.16)

Pour E7, E) C R, désignons par P, («a, ¢, E, EY) la probabilité suivante :

1
Pulone BB t= g [ e e ™ OTHID o8- 008) aygy
spec(Ms2) € E}

(12.17)

qui correspond a un modele de deuzr matrices hermitiennes couplées M et
M, soumises a une mesure gaussienne déformée (en ce qui concerne My) par

37rappelons que la multiplication des composantes du noyau par e (re=mh) gnt/* (ve—un)
ne modifie pas le déterminant de Fredholm, ni donc les probabilités.
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la matrice diagonale fixe A. Nous supposons ici que la matrice A contient
seulement r valeurs propres non nulles et égales a «, exactement comme
n (10.4). Alors, I'application de la formule due a Karlin-McGregor (voir
la section 6, en particulier les relations (6.13) et (6.18)) implique que nous
avons 1’égalité :

]P’S;? a(tous les ;(t1) € Ey , tous les z(tz) € Eg) (12.18)

. Aty —t) (1=t I 201 — 1)
L B R T R R VY F R Goth P\ 0ot —h)
~

@

Pour renforcer ’analogie avec notre analyse du processus de r-Airy dans
la section précédente, nous allons supposer que E; et Ey se réduisent & un
seul intervalle non borné, la généralisation a effectuer dans le cas de plusieurs
intervalles étant évidente. Ainsi :

By = (—00,&1) ; Ey=(-00, ), (12.19)

et, de méme qu’en (12.16), il nous arrivera de travailler de préférence avec la
somme et la différence :
7= 2 ; o= > i (12.20)

Par ailleurs, la Proposition 12.1 nous indique de considérer les change-
ments de variables suivants pour les mouvements browniens :

1 1

A _ 12.21

' 1+ 6—2(a+ 3) 1+ e 200+22m)"’ ( )
Von + 22k 92 4

g, = V2l _ Rk, L (12.22)

2 cosh (0 + n71-1;3) 2v/2 23 cosh (o + 22 13)

pour k = 1,2, et oll nous avons défini z := n~'/6 comme “petit” parametre,

de la méme fagon qu’en (10.32), si bien que z — 0 quand n — oo. De plus,
nous avons :

n

no_ £o
2 V2 23

(12.23)
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En substituant ces résultats dans (12.18), on tire :

logIP’g”a(tous les z;(t1) € (—o0,%1) , tous les z;(t2) € (*OO,JNYQ))

2 2
= loocP Po O\ /0222719 2227 . *22(72*7'1) . 28 +z (—OO,I'1> . 23 +z (—00,1‘2)
- og I'n 736 € —¢€ y € ) B) ’
2 N——r 1T—¢

o 5 7
= Q(n,m, 71,725 2) = Qt,s,x,y; 2). (12.24)

Si nous inversons la relation (12.24), afin d’exprimer les variables (t, s, x, y)
ou (11, T2, 1, x2) en fonction des variables (a, ¢, x), x4), il vient :

logP, (a, ¢, By, Eb)

B 1 2.6 .2 1 2.6 1— 2 2
S0 ) g Py (RSN P Y (— T T 2 (k=1,2)
222 pee? (1—c?))’ 222 p5 €2 (1 —c?) z z4
—_—
T To Tk
_ 0 iln a?25¢ cIn(e) vVI—c(z34ay) 2 V1-—c (2] — 1))
222 pre2r (1—c2)) 7 2227 2z 24’ 2z

t s x Yy

(12.25)

Maintenant, la Proposition 7.9 appliquée a la fonction log P, (o, ¢, EY, EY),

avec m = 2, p =2, ng =1, ng =n—r, kg =0, ko = 1, by = q,
1 2 . _

by = 0, a,ﬁ) = (—=90/0a), alﬂ) = (0/0a), ainsi que J13 = Jao = ﬁ et

T2 = Jo1 = U:—ig), montre que logP, est une solution de I’équation non

linéaire3? :
F, F. 0
0 = det | F% I~ ?-;Jr% , (12.26)
= N

c’est-a~dire (remarquons que cette EDP possede exactement la méme forme
que I’équation (10.28) que I'on avait obtenue dans le cas ot m = 1) :

0 = (F+ (C1G_) + F_ (ch+)) (F+ (CF) — F_ (ch+))

- (F+ G_ + F_ G+> (F+ (C2F_) — F_ (ch+)) , (12.27)

38dans laquelle ' :=C;, ou C; est un opérateur qui sera défini dans un moment.
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avec cette fois (les crochets représentant toujours des wronskiens) :

0 cr _ cln—r)
Ft = —a—aclloan—m i F7 = AiCilogP, — I
Gt = {H ,F}, + {1572+,1!7+}8i
GT = {H F ), — {Hy, FT}
+ . —2c 0 _2cr(n—r) = 2arc
A = 1-¢%29d log P a(l—c?) (1—¢2)?
_ 2¢ 0 2¢r(n—r)
H& = <A2C1 + 1= da )lOgP + m
2 0 _
H;_ = (CQ — ]-_0[06201) a—alogﬂ)n 3 H2 = _CZ-AI IOg]P)na
exprimés en termes des opérateurs différentiels :
—1 1 2
= (BY + eBY) (12.28)
¢ = —BY 4 2 (12.29)
0 oc’
A = L (08(11) + 5(21)> + 2 ; (12.30)
1—¢? - - oo
0 0
A, = BY _ L _ 4= , 12.31
2 0 “9c ~ Y oa ( )

ou, si nous avons F| = U[agZ 1, a9 et E) = |J[b2i_1, be;], nous supposons

i=1
comme d habitude que les operateurs spatiaux élémentaires sont égaux a

( Zak+1 0 ot B Zbk+1 )

da; ob; *
1=1
Il sufﬁt alors d’utiliser le rescaling donné par (12.25), avec £} = (—o0, z}),
E} = (—o0,z}), et de linjecter dans (12.27) pour en déduire I'équation

différentielle satisfaite par Q. Autrement dit, il nous faut estimer :

0 {(a(aa )+ F_(C1Gy) (Fy (CLF-) — F_ <c1F+>>}
—(FLG_+F_Gy) (Fy (C3F-) — F_ (CiFy))

a— p% ea+(t—s)z2
z

) 26
] Z%Jr(:r:ty)z
T

2 \/1—e4sz? '

Les différentes expressions apparaissant dans le crochet ci-dessus doivent
donc étre évaluées en fonction de Q (¢,s,z,y; 2) et de ses dérivées. Par
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exemple, on calcule facilement a partir de (12.25) que :

dlogP, 1 <8Q> 7 —(t-9) <5@> (12.32)
Oa az? \ ot po €° W ot ’
OloglP, 1 1+¢

Oc T 222 [( > <1—02 < )]

)
-y () et ()]
i {(Z?) g (1 ei?) @%}
i (54 2) (aa) 2@3)} o
o T((m)i(gf)) S ((3)<Gh)

(12.34)

Développons ensuite asymptotiquement ’équation (12.27) en puissances
de z. En considérant uniquement les termes dominants pour z — 0, et
en utilisant le fait que, par la Proposition 12.1, la fonction Q (¢,s,z,y; 2)
possede une limite bien définie et indépendante de z (notée Q(¢,s,z,y))
lorsque z — 0 (n — 0), il est possible de voir que le coefficient du premier
terme dominant est proportionnel & (pge? — 1). Ceci reflete 1'existence de la
transition de phase qui se produit lorsque ppe? = 1, et qui est semblable a ce
qu’on avait obtenu dans le cas de un temps. Nous pouvons ainsi établir :

Proposition 12.2  (Adler - Delepine - van Moerbeke [3])
Commengons par définir les expressions :

B 9°Q  9°Q *Q 0°Q 9°Q
G » o 2 — oy — _— ] -
Airy-EDP” <25 Oy 8$> (8y2 8362) 25 0s0xdy * {3x3y’ Ox2 } o
(12.35)

ainst que :

Otox otox? = Oz3

B3Q o0 /[/0Q t@@ 9%Q
( 8t8x){6t8x2’8t 81&(8t+ ax)‘“‘axz }
1
2

*Q  0°Q 9%Q 2*Q 52@ 0Q
{8t6x2 e (2 b 8152)} + (8153332) o ( FlE +2az>'

dx
(12.36)

2
“r-Airy a 1 temps” } = (r— 82@) { 2*Q 83(@}

+
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Les noms sont la pour rappeler que “Airy-EDP” = 0 se réfere a I’'équation
satisfaite par le processus d’Airy (simple) a deuzx temps (voir la Proposi-
tion 9.3), qui ne dépend que de la différence s de ces temps, tandis que
‘r-Airy a 1 temps” = 0 est I’'équation satisfaite par le processus de r-Airy a
un temps (voir la Proposition 10.2).

Alors, si ppe® =1 et si les ensembles spatiaur sont réduits chacun a un

intervalle non borné (voir (12.19)), la fonction Q (t,s,x,y), qui caractérise
le logarithme du processus de r-Airy a deux temps, avec 71 = t+s, 79 = t—s,

r1 =x+y et xo = x—y, est une solution de l’équation aux dérivées partzelles
non linéaire :

r-Airy a 1 temps” + s 83@ 83@ 82(@ — 637(@ 827(@
J p 0205 \ 910> 9tdy J o | 91022 0ty f o
92Q 2*Q —2y Bt%gz%y + 4s (“Airy EDP”)
" (T_ 8t8x) {5t8x2’ ) , (12:37)
a
B

2°Q 2°Q
+4s (33 siayT T 2 8f28y awosoz 11 Giowoy
ot les crochets sont des wronskiens par rapport a (0/0).

13 Asymptotique du processus de r-Airy
deux temps dans le passé

Regardons maintenant comment se comporte le processus de r-Airy a deuz
temps dans le lointain passé, c’est-a-dire lorsque (11 + 79) = 2t — —o0, tout
en gardant (1o —71) = —2s fizé (apres le rescaling des variables accompli
dans la Proposition 12.1).

Pour cela, nous suivrons exactement le méme raisonnement que dans la
section 11, a ceci pres qu’il faudra parfois tenir compte de quelques subtilités,
liées au fait que le noyau de corrélation est ici un noyau étendu (= noyau
matriciel).

A ce sujet, nous aurons besoin de comparer les composantes du noyau
de r-Airy & deuz temps, avec celles du noyau d’Airy simple (& deuz temps).
Rappelons que ce dernier s’écrit, en vertu de (12.3) :

KY) (u,v) KY) (u,v)
K© u,v) = 71T\ %) 7172\ %y ’ 13.1
e N L S < P .

113



avec

T2T2

KO (uv) = K9 (u0) = / dz Afu+2)Alw+2),  (13.2)
0

& J

=: K4(u,v)

KO,we) = [ e At 2) A+ 2)ds — p(-25,0.0)
0

0
= — / e % Alu+ 2) A(v + 2) dz, (13.3)
K9 (u,v) = /0 2 A(u+2) A(v + 2) dz. (13.4)

Notons que la deuxieme égalité dans (13.3) découle de I'identité suivante
pour la fonction (12.5), qui fut d’abord observée par Johansson (voir [27]) :

p(t,u,v) = /_00 e Alu+2) A(v + 2) dz. (13.5)

Nous avons alors :

Proposition 13.1  (Adler - Delepine - van Moerbeke [3])
En développant asymptotiquement le noyau étendu de r-Airy pour t =
(ngﬂ) — —00, c’est-a-dire en écrivant :

K(T) K(T) K(T) K(T)
1 + 2 3 4 4.

(rn  _ 0)
Kes = KO + t t2 3 T ’

(13.6)
ol les K](-T) pewvent dépendre de s mais pas de t, et ot K© correspond

au noyau matriciel d’Airy (13.1), il est possible de calculer explicitement
la forme des premiers termes. Par exemple :

K (u,0) = —TA(u)A(U)( Lo ) , (13.7)
Kér)(wv) = —g (r (A’(u)A(v) + A(u)A’(v)) + (A" (w)A(v) — A(u)A/(v))) ( 1 1 >
—rsA(u)A(v)( Y ) : (13.8)

et ainsi de suite, les coefficients des puissances de r étant toujours quadra-
tiques en la fonction d’Airy A(u) et en ses dérivées.

114



Preuve : Soit 1y =t+s et 7, =t —s. En se souvenant de la définition
(12.4) du noyau de r-Airy étendu, et aussi des fonctions d’Airy modifiées AE

telles que données en (10.12) et (10.13), les composantes de Kt(;) peuvent
s’écrire comme une intégrale triple. Ainsi, pour la premiere composante par
exemple, nous avons>’

K@) d (=72 eilutwlatit 1, ei(v+w)b+i% db
Tzﬁ(u’U) = / w e /WQW /CW%
ellutwati gq cilotwb+iy g
= / dw €? /7 /— ab
clia—t+s) 2w Jo (—ib—t—s)" QW
Za+s)w+mu+l da (1b+5)w+1bv+z db
= / / (ia+s) —t)" o /C (—(ib+s)—t) o

En utilisant le développement de Taylor (11.7) en (1/t), ot I'on a posé ici
a = (ia+ s) et B = (ib+ s), on obtient ’expansion suivante :

<m>r = 1+§<ia+ib+25) (139)
2r2<za+zb+2s){ (za+ib+28>+i(a—b)] + o(;) ,

Remarquons ensuite que les multiplications de l'intégrand de Kg% par

ia, par ib et par (ia + ib+ 2s), peuvent étre réalisées en prenant une dérivée
du noyau, en accord avec la “recette” ci-dessous :

_|_

Q4 > — b +— —

o A (13.10)

' b+ 2 —.
(ia + b+ S)Haw

Par conséquent, en exploitant (13.9) et (13.10) dans l'expression pour

,
Kgll, nous trouvons :

) _ KW T g 2 (2w
KO, o) = KO o) + ¢ | dw (e A+ w) Al + w) )
o0 32 9
Lo r/ooodww(e A(u+w)A(v+w)>
2¢° +/ dwi (eQws(A’(u—&—w)A(v—i—w) —A(u—f—w)A’(v—l—w)))
0 311)

- o(3)

390l C est un contour du plan complexe allant de oo e
trouve au-dessus du contour.

5im/6 3 00 e'™/0, tel que (—ity) se
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t
o ( r (25 A@)AW) + A(W)AW) + AWA()) ) o (5).
202\ 4 A(uw)A(v) — A(u)A' (v)

= K9 (u,v) —

T2T1

ce qui est bien en accord avec (13.7) et (13.8).
Considérons a présent la composante Kgg du noyau, pour laquelle on
suppose 11 < To. Celle-ci est égale a :

oo 6i(u+w)a+i§ da 6i(v+w)b+i§ db
K" (u,v) = / dw e 2ws / : — / : -
0 e ((ia—s)—t)y 21 Jo (—(ib—s) —t)" 2

- p<_287u71}) )

ou la fonction p(t, x,y) a été donnée en (12.5). Grace au développement de
Taylor (11.7), il est clair que I'expansion en puissances de (1/t) s’obtient
cette fois en substituant s — —s dans (13.9). On déduit donc aussitot du
résultat précédent que :
K (wv) = K ()

T1T2 T2T1

— p(—2s,u,v)

S——38

A(v)

A(u

~—

= KO (u,v) —

T1T2

o [ —25A(u) Av) + A'(u) A(v) + A(u) A'(v) 1
2¢? ( +(A’(u)A(v) — A(u) A'(v) ) ) o (t3> '

o~

Finalement, on procede exactement de la méme fagon pour les entrées

diagonales du noyau. Dans le cas de Kﬁgl, on tire :

el (utw)a+i%- da ei(erw)bJri% db
K (u / dw / / , —.
i (ia — s) "2 Jo (=(ib+s)—t)~" 27
Quitte a poser o = (ia — s) et § = (z'b + s), on se ramene au meéme
développement de Taylor en (1/t) que dans (11.7), ce qui nous conduit a :

(—(””FS)—S) - 14 ;(erib) (13.11)

(ia—s) ¢
27«2 (m—&—zb)[ (m—H’b) n (m—z’b—zs)} n o(;) .

L’analogue de la “recette” (13.10) pour l'intégrand de Kg% se lit main-
tenant :

+

(ia + ib) < ai' (13.12)



Des lors, nous en déduisons :

() ) L Rl
KO, ) = K + 7 [ do gl (A w)do+ w)

r/ooodwaa;(A(u—&—w)A(v—i—w))
+ Jr/ooodwaaw(A'(quw)A(v+w)A(quw)A’(v+w)> + O(;)
_23/000dw88w(14(u+w)14(v+w))

_ 50O (u,v) — rA(u) A(v)

T1T1 t
o ( T(A’(u) A(v) + A(u)A’(v)) ) . o<1) |
212 + A'(u) A(v) — A(u) A'(v) — 25 A(u)A(v)

a nouveau en accord avec (13.7) et (13.8).
Enfin, pour Kg%, il suffit d’observer que :

K" (u,v) = K (u,v)

T27T2 T1T1

(13.13)

S——38

En conclusion, il est possible de calculer les termes du développement
en série (13.6) par la méthode expliquée ci-dessus, et ce pour chacune des
composantes du noyau matriciel, ce qui prouve la Proposition 13.1.
]

Nous pouvons désormais envisager d’effectuer I’expansion pour ¢ — —oo
du logarithme du déterminant de Fredholm Q(t,s,z,y) = logdet (I — Kf”),

associé aux deux temps ¢, s donnés en (12.16) et a deux intervalles spatiaux
Ef = (x+y,00) et E§ = (v —y,00) (voir (12.19) et (12.20)) :

Qtsry) = Qolsry) + Y Y gy
n=1

avec pour “condition initiale” le fait que la fonction Qq (s, z,y) coincide avec
logdet (I — K@), ot K© est le noyau d’Airy étendu (13.1), qui dépend de
s mais pas de t.

Notre objectif, a 'instar de celui poursuivi dans la section 11, est d’évaluer
Pasymptotique des Q, (s, z,y) lorsque z = (2122) — oo. Or, un raison-
nement identique a celui utilisé dans la preuve de la Proposition 11.2 montre
que l'on peut écrire, pour chaque n :

Q. (s,z,y) = —TrK" + Tr S, (K{”, L KD R), (13.15)
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ou les Kff) sont les noyaux intermédiaires apparaissant dans (13.6), et ou

les S, sont des polynomes qui ne contiennent pas de termes indépendants
ni de termes linéaires. Notons qu’ici, R désigne le résolvant du noyau K©
c’est-a-dire :

I+R = (I-FK9) ", (13.16)

De plus, il est toujours sous-entendu que les opérateurs agissent sur
L? (z +y,00) ® L* (x — y,00), c’est pourquoi I'indication de la dépendance
en r et y sera souvent omise.

La relation (13.15), combinée a la Proposition 13.1, entraine en particulier
que les Q, (s,z,y) sont des polynémes de degré n en r, divisibles par r, si
bien que nous avons en fait, de la méme fagon qu’en (11.26) :

00 n—1
Qt.say) = Y (5) Y Bt g
=0

n=0

Il s’agit alors d’évaluer les deux traces intervenant dans (13.15). Pour
cela, nous aurons besoin de connaitre certaines estimations concernant les

composantes du noyau K© et de son résolvant. Rappelons que les normes

| |]oo €t || - |]1, associées & un noyau matriciel, sont définies par :
1Blloo = max [[Bijlloe = max  sup | By (z,u)], (13.18)
u€ E;j
n
1Bl = sup > / Bi; (x,u) ‘du . (13.19)
1<i<n,se B i JE

Proposition 13.2  (Adler - Delepine - van Moerbeke [3])
Considérons le noyau d’Airy a deuz temps (13.1), dont les composantes
sont données de (13.2) a (13.4). Indiquons aussi, pour chaque entier { > 0 :

_z,32 \ ¢
O(4) = 0 (m—/> ek | pour w0, (13.20)

et ce quelles que soient les puissances o, k € R, pouvant dépendre de y et s.
Alors, pour x — 00, nous avons les estimations :

HKi(gQ)Hoo» ||Ki(]('))||l = O(AQ) pour (i,7) # (1,2), (13.21)
1K oo, KRN = O (e*7), (13.22)
KO | KO = O (). (13.23)
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De plus, le résolvant R du noyau K© wvérifie, toujours pour x — oo :

IRl , ||R]i = O(e*), (13.24)
i KO)"|]
R (KO g < ”(—O" 13.25
= 2 0 = 152

Enfin, en prenant des puissances de K9, nous obtenons (pour x — ) :

<H <K<0>)j: w)lgmg = ( 8&?2)673}1)(722“)“1) 8§§ﬁ§§§i§i§ > (13.26)
pourn=1,2,3,..., ainsi que :

n+l 2\n+1(g2sz\n 2\n (p2sw\n+1
(o)™ |L) = (SR oarersd Yy

pourn=20,1,2,3,....

Preuve :  Les estimations (13.21) & (13.23) se déduisent par un calcul
direct a partir des composantes du noyau d’Airy. Le lecteur intéressé peut
d’ailleurs retrouver le détail de ces calculs dans [3].

Pour démontrer (13.24) et (13.25), commengons par remarquer que :

[ = (I-K) (I + KO 4 gOP 4 gO° 4 ) . (13.28)

d’ott il s’ensuit aussitot, par (13.16), que R= Y K" = (I — K(O))_l KO,
n=1
Des lors, nous en concluons que :

= 3 (0)yn m 2sx
IR = H;(K rll s Tl < o).
o [ A S e [ O N NERN
o0
- n ||K(O)Hoo
< ;HK”)\LHK(O)HM = 1qroq, < 2.

D’autre part, nous avons également :
n—1 00 n—1
H R-Y KOF ZK(O)k = KOF
k=1 k=1 k=1
| s, e
k=0 !
_ (B
= o)
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Finalement, afin d’établir (13.26) et (13.27), il suffit d’employer un raison-
nement par récurrence. En effet, nous savons déja que (13.27) est valable pour
n = 0, et nous pouvons donc (par induction) supposer que (13.26) et (13.27)
sont tous deux vérifiés jusqu’a 'ordre k inclus. Mais, étant donné que :

Kt o— ( K1 (K111 + Ko (K5 K11 (K19 + Ko (K19 ) (13.29)
K21(KZ*1)11 + K22(K£71)21 K21(K671)12 + K22(K671)22 ’ ’

cela entraine notamment, en utilisant 'hypothese d’induction, que :

NSl < [[Ball, JE Dl + (K], (6]

< O ((A2)k+2( 2sz)k) + 9] ((A262sac)k+1) < o) ((AQeQSm)k+1) )

oo

En procédant de la méme maniere pour les autres composantes, cela conduit
a (13.26). Apres quoi, (13.27) se démontre également par récurrence, et en
faisant usage de (13.26). Nous avons ainsi :

L [ Y e T N o T S N
O ((A2)k+2(6259:)k+1) + 9] ((A2)k+2(625m)k+1>

9] ((AQ)k+2(e2sx)k+1) ,

oo

INIA A

et de méme pour les autres composantes.
|

Nous sommes maintenant en mesure d’estimer les deux traces dans (13.15).

e Tout d’abord, on peut remarquer que I’'on aura toujours :

Tr S, (K™, ... K"

n—1»

R) = O (A%*), (13.30)

ce que nous pouvons d’ailleurs illustrer sur un exemple typique, a savoir

sur Tr(RKY)). En notant que A(u) > 0 lorsque u > 0, et en utilisant

la Proposition 13.2 et 'expression (13.7) pour K fr) , on calcule en effet :

‘TY(RKl(T))‘ < ‘TY((R_K(O))K@)‘ n ’Tr K(O)K('r))’
< ([|r-x®|_ +|[x]_ Z// D) [duc
> JJ7
< (O(A2 20) 4 O (257 Z// o) dut do

= 0(e*) i(/m ) = O (42> .

Jj=1
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e [Ensuite, il s’agit d’évaluer Tr K. Pour cela, nous avons seulement
besoin de connaitre les Kﬁf) sur la diagonale, et pour v = u, car la trace
d’un noyau matriciel 2 x 2 se définit par :

TT{KH Ku] _ / Kll(u,u)dqu/ Koo(u,u)du. (13.31)
Ko Koo oty a—y

Or, en raison de la forme des noyaux intermédiaires K,(f) (voir la preuve
de la Proposition 13.1), il n’est pas difficile de s’apercevoir que :

ing (K () =~ ) (g 7

n!

n—1

g ()

(D ) ) (4 9)
+

En corollaire, et en se souvenant toujours de la relation (13.15), nous
venons en fait de démontrer le résultat suivant :

Proposition 13.3  (Adler - Delepine - van Moerbeke [3])
Le logarithme du déterminant de Fredholm Q (t, s, z,y) est égal a :

— Qn (5,2,9)

Q(t7 S,I,y) = @0 (S,l’,:y) + ;t—n ) (1332>
ot l'asymptotique des fonctions Q,(s,x,y) est donnée, quand xr — oo, par :
Qi(s,z,y) = r (/OO A?(u) du + /OO A?(u)du + O (A2625””)) , (13.33)

r+y T—y
2
Qlsy) = -5 (A@+y) + A% —y) + 0 (4%>)) (13.34)
—rs (/00 A% (u)du — /00 A%(u)du + O(A26251)> ,
z+y T—y
3
Qlsoy) = - (A @+y + @A @—y) + 0(42%>)) (13.35)

- 7‘28( —A*(z+y) + A%z —y) + O (A%*) )
3 (U y) + (WY (=) + O(a%)
+/m+y (A 2(u) — 82A2(u)) du + /m_y (A (u) — 32A2(u)) du
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Et plus généralement :

rn 2\(n—2) T 2\(n—2) T —
Qu(s,z,y) = n,( (A% i% &2(5281) ( y)> (13.36)

(~(A3) D@4 y) + (A (@ —y) + 0(4%>))

(n—4)

(n—2)!

Gn-1) ((Az)”(x +y) + (A% - y))
B I AR o
(n—3)! - 2 — 52(A2(x+y) + Ag(x_y)) )
+ 0 (AQeQSx)

s P (Tans(4) + O (A%27) ),

<.

dans lequel les T, ,,—;(A) sont des polynomes quadratiques en A(x+y) et en
A'(x £ y), possédant des coefficients qui peuvent dépendre de x, y, s ainsi

que / { polynome quadratique en A et A', a coeff. dépendant de u } du.
rty

Nous pouvons a présent insérer la forme de la solution (13.17) dans
I'équation aux dérivées partielles (12.37). Comme dans le cas de un temps
(voir section 11), FEDP (12.37) peut étre hiérarchisée en attribuant un poids
égal a 1 aux variables r et t, ce qui donne (les crochets désignant des wron-
skiens par rapport a (0/0x) ) :

°Q  °Q :
= {Tatamz’racﬁ} (poids =1)

63@ WA 9 82(@ : _
+ {TW,25<A1ry-PDE + t8t8x>} (p01dS—O)
5°Q 92 [ 00\ 03(xQ) 92Q 82Q

* {T Dt0z? <28t2 <t8$) T oo T2 {atax : aﬁ})
2°Q 2 0°Q 2*Q .
+ (‘23 gtosox "~ °% Bios Y ama;,)} (poids = 1)
+ autres termes de poids < —1 .

En substituant donc la solution (13.17) dans la hiérarchie ci-dessus, et en
regroupant tous les termes qui contribuent a un méme poids, on obtient une
série de termes de poids décroissants, ayant la forme :

0 = Wy + Wy + Wy + Wy + -+, (13.37)
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ou W; possede un poids global égal a j. Cette égalité étant valable pour
t — —oo, pour tout x et tout y € R, pour tout s < 0 et tout entier r > 0,
il faut nécessairement que W; = 0 (j = 1,0,—1,—2,---). 1l suffit par
conséquent de calculer les expressions explicites pour les W;.

Afin de raccourcir I’écriture dans ce qui va suivre, nous allons poser :

R, = Qn,n (n > 1) y Spo= Qn,n—l (n 2 2) y In = Qn,n—Q (’I’L > 3) (1338)

De plus, une dérivée partielle par rapport a x sera notée au moyen d’une
apostrophe, et une dérivée partielle par rapport a y au moyen d’un point,
c’est-a-dire :

oF R . oF
== Fk o (2 F=1—]. 13.
(%) () - 7= (5)

Nous avons alors :
oo ,],.n+2

n—1
Wi = *ZWZ{(n*j)RZ—jaR;”} =0,

n=1 7=0

ce qui, puisque cette relation est valable pour tout ¢t — —oo et tout entier
r > 0, conduit a :

—_

n—

{(n—j) (. R;”} — 0, (13.40)

Il
=)

J

avec n € Ny et Ry = Qo(s,z,y). A partir de la, un raisonnement en tout
point semblable a celui effectué dans la section 11 (voir les équations (11.28)
et suivantes), permet de se rendre compte que :

QY (s, 2,y)
n! '

R, = Q. = (13.41)

Ensuite, en regardant la contribution due au terme W, on voit que :
S+ 2s [ “Airy-EDP” (R;)
—{R}, R} + ¥ {R;, Ry}
’ l+m=j
'y ]
+{n—j)si_;, r}

nt1 n—1 (TL—]) R

oo .
Wo = 72’;71-&-1 Z Y

n=1

<

= O s
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dans lequel “Airy-EDP” se réfere a I’équation satisfaite par le processus
d’Airy (simple) & deux temps (voir (9.18)), et correspond donc a :

0 9] 0’F  9*F OPF
- ” - 27 _ =2 Z - T ) -
Airy-EDP”(F) (25 a9 Yy 835) (8y2 8w2) 2s 95010y
L (oF or
0xdy’ Ox?
0’F  0°F
ou A(F) := [(25 = — y8x> (88275 — ?;TZ) —2s asa 5 } désigne un opérateur

linéaire agissant sur F', et qui commute avec (0/0x).

(4)
Maintenant, en utilisant le fait que R; = %,L par (13.41), il vient :

6 VG )
“Airy-EDP” (R;) = A(ﬂ) + {QO. ,QO_ }
J:

J! J!

B 1 () - é)(j) Qg ()
*ﬁ{((@o)} +{j! T
- 1 « 9 ) 5/ 1"
_ ﬂ Airy-EDP (QO)—{@O, H + {Rj,Rj}
0
— _l {Ql //}(j) + {R/ R//} (1343)
I TI i AR :
De plus, les termes > {RZ, R;’n} peuvent se simplifier comme suit :
l+m=j
7 .
VRS 1 21 (0) 3 (—0)
[gm:j{Rf’Rm} - ;) 310G -0 {@.0fv ™"}
. - ,
5
_ 1 oY " )
- 5 {G, e} (13.44)
En combinant les relations (13.43) et (13.44), cela implique que :
“Airy-EDP”(R;) — {R;, R/} + > {R,. R} = 0. (13.45)
l+m=j
Des lors, et comme (n — j)R, , = R, | et jR; = Rj_,, les équations

découlant de Wy = 0 se réduisent a :

S sy sy o Ry = 0 s

=0
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e Lorsque n = 2, I"équation (13.46) devient :

{ mo_9sQl — 25;’} = 0, (13.47)
ce qui admet comme solution :
Sy = ¢cQp — sQo + az + f (13.48)

avec ¢, a et 3 des constantes (pouvant dépendre de y et s). En fait, il
faut que o = 8 = ¢ = 0, en raison de I'asymptotique des fonctions Q,

pour x — oo : voir la Proposition 13.3. Donc Sy = — 5 Q.
(i—2)
e Par récurrence, supposons que S; = —s% 5y pour tout entier j
(n—2)
vérifiant 2 < 7 < n, et montrons alors que : S,, = % . Posons :
3 (n—2)
S, = —s% + Cy, (13.49)

ou C,, = Cy(s,x,y). Eninsérant ces expressions dans (13.46), on trouve
que la plupart des termes se simplifient deux a deux, ce qui conduit
finalement a I’équation {C//,Qy'} = 0, dont la solution est :

Cn = ¢, Qy+a,z+ 03, (13.50)

pour certaines constantes é,, al, et 3/, (pouvant dépendre de y et s). A
nouveau, et toujours en raison de ’asymptotique des fonctions Q,, pour
x — oo (voir la Proposition 13.3), on en déduit que o/, = 3, = ¢, = 0.

Par conséquent, pour chaque n > 2, on obtient C),, =0 et :

o (n—2)

S, = —sh. (13.51)

Apres quoi, le calcul a faire pour déterminer 7,, = Q,, ,—2 est du méme
genre que celui ci-dessus, quoique plus long, car I'expression de W_; est plus
complexe. En effet, nous avons explicitement :

S 4 2 [ “Airy-EDP” (R;)

oo n—1 " —{R.,,R'}+ > {R,,R"}
rn (n—j) Sy, |~ B+ 2 ARG
Wo = =) oD A=
n=1 =0 —JR*]
+{(n—j)T7’L’j,R;»”} + {(n—j)R’,{ ],Z/{j}

= 0 s
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avec

Uy == T +2(-1)°R;_, + (j—1) xR},
“Airy-EDP™(S;) + ({81, Ri} + {&, si.})
+ 25 l+m=j .
{8, 51} - i,

, 0
- 2 > ({R,, R} + 23(]—1)%}2;,1
L+m=j—1
- 65— R + (-DyRj_,. (13.52)

Cependant, ce calcul a été enticrement réalisé dans [3]. Le résultat final
est que nous trouvons :

x 0 2s 0 0 y 0
o= (292,259 20 YO 13.
’ (3 oz " 3 0s T ° 8x+38y>Q0’ (13:53)

tandis que, pour n > 4 :

& 25 0 , 0 y 0 (n=8)
3 Oz 3 Os oz 3 9y/) (n—3)!
7 0 s2 Qir4
(2 w T ay2> D (13.54)

En conclusion, nous avons prouvé :

Proposition 13.4  (Adler - Delepine - van Moerbeke [3])
Le logarithme du déterminant de Fredholm associé au processus de r-Airy

a deux temps Q (t, s, x,y) admet, pour s < 0 firé, une expansion asymptotique
en (1/t) de la forme :

Qt;s,2,y) = Qols,z,y) + Zw , (13.55)
n=1 t
ot Qo(s,z,y) = logdet (] — K(O)), avec K correspondant au noyau d’Airy

étendu (13.1), et ot :
9

Qi(s,z,y) = ax (13.56)
2 82(@0 8(@0
QQ(S, X, y) - E (91'2 - Ts 871/
B 3 93Qq 5 0%Qo z 0Qq y 0Qq 25 0Qy » 0Qg
Qs(s,7,9) = 553 — 7 88x8y+r<3(%+38x+3 s ° m)
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Qu(s,z,y) = 4 ot 9 3 9z2 3 Oxdy '3 Oxds

o Qo | 7 9Qp | s® Qg
0x? 12 Oz 2 Oy?

r* 9*Qy r3s 93Qq e (m 8%Qy n y 0°Qq n 25 0%Qq

) + TQ4,1(87$7y)

Qu(s,z,y) = Tni Qo _ r"’lsg 1 0" 2Q
n )y ’n,' 6$n (9y (’/’L—Q)l axn—2
na (20 ¥y 0 250 2 0 1 "3 Q,
o [( T30y T30 T 0r) no3) a3

70 s 1 0"1Q
t e+
12 Oz 2 0y2) (n—4)! Jzn—*

-1

+ r"I anjsxy)
j=3

3

.

En corollaire, nous pouvons en déduire la comparaison suivante entre les

probabilités des processus d’Airy et de r-Airy a deux temps (valable pour
t— —o0, et s <0 fizé) :
y) =

N r( s 82)

r L5, X

K ; j +0(>. (13.57)
H( i te

]P’(A(T)(t—s) <z, AD(t+s) <
- A<t_8_23:f;) (1“!‘31535

T8
< -
A<t+s+33> < (1+3t3

14 Le processus de Pearcey

Supposons a présent que, parmi les n mouvements browniens contraints ne
s’intersectant pas, et partant tous de l'origine au temps ¢ = 0 (dans 1’échelle
initiale), une proportion pn est forcée d’atteindre une position § € R au
temps final ¢ = 1, tandis qu'une proportion (1 — p)n est forcée d’atteindre
une position a € R au temps ¢t = 1, avec a < (3. Ici, p est un nombre
vérifiant 0 < p < 1.

Il est clair que, lorsque n — oo (et lorsque les points d’arrivée « et 3
s’éloignent a l'infini en méme temps que n), le nuage moyen de particules
est supporté sur un seul intervalle pour des temps proches de t = 0, et
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sur deux intervalles pour des temps proches de ¢t = 1. On s’attend donc a
ce qu’il existe un point de bifurcation, ou le support de la densité moyenne
de particules commence a se scinder en deux intervalles distincts. Si l'on
effectue un rescaling approprié au voisinage de ce point de bifurcation, on
observe alors ’apparition d’un nouveau processus, le processus de Pearcey.

Historiquement, le processus de Pearcey fut d’abord mis en évidence dans
un contexte symeétrique, ¢’est-a-dire en prenant p = %, ainsi que a = (—a) < 0
et S =a > 0. Dans ce cas, la moitié¢ (n/2) des particules browniennes*’
est envoyée vers une position strictement positive a > 0, tandis que l'autre
moitié (n/2) est envoyée vers la position symétrique (—a) < 0. Dans cette
section, nous allons directement traiter les probabilités jointes pour m temps
différents. La probabilité finie qu’il faut considérer s’écrit donc :

tous les z;(0) =0,
les (n/2) chemins de gauche sont forcés

]P’glg ﬂ {tous les z;(tx) € Ex} d’atteindre (—a) < 0 lorsque t =1, .(14.1)
“ k=1
les (n/2) chemins de droite sont forcés

d’atteindre a > 0 lorsque t =1

Dans ce modele symétrique, on fait tendre les points d’arrivée vers I'infini
comme la racine carrée de n ; on posera ainsi :

a = /3 (14.2)

On montre alors que la bifurcation se produit autour du temps t = 1/2.

Pour une démonstration de l'existence de la limite ci-dessous, le lecteur

pourra se reporter (notamment) aux articles de Brézin-Hikami [15], [16], et

de Tracy-Widom [39]. Notons que le noyau de Pearcey s’obtient en prenant
une limite au noyau de corrélation brownien fini (8.2).

Proposition 14.1  (Le processus de Pearcey - Cas symétrique)
La probabilité (14.1) posséde, pour n — oo, la limite suivante :

. (n) ~ 1 Tk V2 .
nl;rI;OIP’BT a=/% (n {tous les x; <2 + 4\/ﬁ) € 4711/4Ek}>

k=1
- PP (m {'P(Tk) NE = @})
k=1
= det (I - (XEk K? XEZ)lgk,sz) , (14.3)

40Bien entendu, on suppose pour cela que le nombre total n de particules est pair.

128



ou KP _ désigne le noyau de Pearcey étendu®', qui est défini par :

ThTe
P -1 oo 6_%4_7,_7%—1“; 1
KTk,Té(x’y) - 472 /C a /—ioo . [€f+7kfvx‘| . (u—w)
0 . pourm < Tk
- 1 _% ., pour T¢ > Ty (-4

V21 (Te—Tk) ¢

Ci-dessus, le contour (complexe) C est constitué des “rayons” allant de
+o0e™/* 4.0, et de 0 a +ooe /4, faisant donc un angle de (7/4) avec l’aze
horizontal.

Plus tard cependant, Adler, Orantin et van Moerbeke ont découvert (voir
larticle [4]) que le processus de Pearcey apparaissait aussi dans un contexte
asymétrique plus général, c’est-a-dire en prenant «, (3 et p arbitraires, avec
a < [ et 0 < p < 1. Pour rappel, nous faisons ici I'hypothese qu'une
proportion (1 —p)n de particules est envoyée sur le point d’arrivée «, tandis
qu’'une proportion pn de particules est envoyée sur le point d’arrivée (5.

Par 1a, les auteurs de [4] ont démontré, au moyen d’un argument asymp-
totique rigoureux utilisant la méthode du point col, le caractere universel du
processus, en ce sens que le noyau de Pearcey dépend de la présence d’une
bifurcation dans le nuage de mouvements browniens, mais pas de la position

précise du point de bifurcation.
Remarquons que la probabilité pour le modele fini s’écrit maintenant :

tous les z;(0) =0,
les (1 — p)n chemins de gauche sont

m
Pg? (Bop) () {tous les x;(tx) € Ex} | forcés d’atteindre a lorsque t =1, (14.5)
B k=1

les pn chemins de droite sont forcés
d’atteindre [ lorsque ¢t = 1

Pour des raisons de facilité et en rapport avec le rescaling qui sera utilisé,
il est préférable de définir des parametres ¢ et r, liés a p par les relations :

avec 0 <g<+oco ; 1 :=+/¢2—q+1. (14.6)

Le résultat d’universalité établi par Adler, Orantin et van Moerbeke dans
[4] est résumé dans la Proposition suivante.

A

4lyoir (5.8) pour la définition du déterminant de Fredholm associé & un noyau “étendu”.
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Proposition 14.2  (Le processus de Pearcey - Cas non symétrique)

Commencons par introduire une série de constantes. Aprés avoir redéfini
la position des points d’arrivée selon « := ay/n et [ := by/n, avec donc
a < b, nous posons :

1 2b—a)g+ (2a — b
= —— 5 wi= ( )qq+ 1( V4, (14.7)
1+2( = )
B q2_q+1 1/4 . - to(l—to) — T(b_a/) . (148)
H o= q ) 0 -— 2 — q+1 3 .
q(b—1x0) + -+ (a— )
— Vi va . (14.9)
(b—a)

Alors la probabilité (14.5) posséde, pour n — oo, une limite égale a :
: (n) ~ Cotb 2 1’0\/’71 + CoATk
nlinéoPBr (/7 byTp) (pl {tous les x; <t0 + (W) 27k> c { I (COM)Eg

i/
pP <ﬁ {p(m) NE), = (Z)})

k=1

det (I - (XEk KZ’Z,TZ XEZ)Kk €<m> , (14.10)

ot KZ;TZ est le méme noyau de Pearcey étendu que celui donné en (14.4).

En particulier, la bifurcation a maintenant lieu au point de coordonnées :

(z,t) = (zov/n,to) . (14.11)

Venons-en ensuite aux équations différentielles vérifiées par le processus
de Pearcey. Pour cela, il suffit de considérer directement le modele non
symétrique (Proposition 14.2), dans la mesure ot ce dernier est plus général
que son homologue symétrique (Proposition 14.1). Toutefois, il s’avere que
les EDP’s que 'on obtient pour le processus limitant sont différentes suivant
que 'on suppose ¢ # 1 (ce qui correspond a prendre p # 1/2) ou bien
g = 1 (ce qui correspond & prendre p = 1/2, et contient donc la situation
symétrique). En fait, lorsque ¢ = 1, on constate, au niveau des équations,
I’apparition d’une sorte de transition de phase, analogue a ce que nous avions
observé en étudiant le processus de r-Airy.
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(processus de Pearcey non symétrique)
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Mais la fonction P” elle-méme est indépendante de p et ¢, en raison de
I'universalité de la Proposition 14.2. Des lors, et c’est la le point intéressant,
il est possible de combiner les équations aux dérivées partielles trouvées dans
les cas ¢ # 1 et ¢ = 1, afin d’en déduire une nouvelle équation simplifiée pour
le processus de Pearcey. Ce résultat se révele d’autant plus remarquable qu’il
était a priori completement inattendu.

Proposition 14.3  (Adler - Orantin - van Moerbeke [4])
Supposons, comme a notre habitude, que chaque Ej est une réunion

d’intervalles sur R, c’est-a-dire Ej, = |J,_ 1[2515)1,25];)], pour 1 < k < m.
Alors la fonction

Q(Tl,"' STm s B, ,E'm) = IOgIP’P (ﬁ {'P(Tk) Nk, = @}) (14.12)

k=1

est une solution de l’équation aux dérivées partielles*
0 — (EE 4 2e — 2) 92Q + 88°Q
—48p050,0 + 4{aEaQ 02 Q} , (14.13)

qui est exprimée en termes des opérateurs :

2r m  2r
0

3 : (’“) 14.14
PERLem T LAt 1
m 8 m a
— R . . = _— ; 14.15
; i kz:lm oy (14.15)
B m 2r 9
g = > 7 ZW (14.16)
=1 =1 0%
En particulier, si m = 1 (probabilité pour un temps), (14.13) devient :
0 9Q
0:(5E—2T§—2) P+ 85
0
{aE ¢ 8,23@} . (14.17)
or op

42Un crochet {f.9}o, == (Orf) g — f (Org) représente un wronskien par rapport a Jg.
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Preuve :  Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que le point
d’arrivée inférieur est situé en 0, et que le point d’arrivée supérieur est situé
en by/n > 0. Pour la démonstration, nous allons aussi nous restreindre a
prendre m = 2 (cas de deuz temps), le raisonnement se généralisant sans

difficulté lorsque m > 2.

Nous savons déja (voir section 6) que la probabilité brownienne finie (14.5)
est reliée, par des changements de variables, a un modele gaussien, déformé
par une source externe A, de m matrices aléatoires n X n hermitiennes et
couplées. On a donc :

2
PSST)’(O,b\/H,p) <p1 {tous les z; (t) € Ek}> = P,(a,c, Ef, Ey), (14.18)

ou :
2
1 7T‘r<z %M,ffchszAM2>
e

IP)n (O[, c, Ei ) Eé) = k=t

dAM, dM, ,
Zn spec(My) € Ej,

la matrice A étant diagonale, avec (1 — p)n valeurs propres égales a 0, et pn

valeurs propres égales a a.
Les changements de variables liant les deux processus ont été obtenus
dans les équations (6.14) a (6.17), ce qui donne :

219 ~ 2(1—t1) ~
Bl = \|—2—F , E,=|— Y _E, (1419
! t1 (ta —t1) ! \/1—t2 (ta —t1) ? ( )
2(t2—t1) ]-_t2
_ 22 ym ,/ 14.20
(1—t2) (1 —t1) Ve (I—t1)t ( )

Il faut ensuite combiner ceci avec le rescaling utilisé dans le cadre de la
Proposition 14.2, c’est-a-dire avec le fait que :

e = to + ( (1’74> 27 | (14.21)
B = aoi ot o dn, 4 ( ?Z)Ek (14.22)

ou les différentes constantes intervenant ci-dessus ont été définies dans les
relations (14.7) a (14.9), dans lesquelles on a décidé ici de poser a = 0. Dans
ce cas, nous avons la simplification :

1 b(2q — 1) @ —-q+ 1\
to=—"—>p  To=——"—"t ; p=|"""— =71
1+ 2r CESIE q+1 q q
o = to(1 —to) _ tobr ) _ gb—1xo (¢ +1) _ 4= (2¢ — 1)ty

2 g+1 ~ b \/q Va
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Nous prenons également, comme “petit” parametre qui tend vers zéro
lorsque n — oo :
1/4
NG ¢ —q+1 g\
De plus, il est commode de poser s; := \T/—% et B = f—/’il (1 <k <2,
simplement pour avoir plus de facilité dans les calculs qui vont suivre.
On remarque alors que :

2
t = m+@wfé%=:mu+u—mp%@,
ce qui entraine :

(L—ty) = (L—to) (L—to2s) . (te—te) = to(1—to) 2" (sx — s0)

pour 1 < k,/ < 2. On peut se servir de ces formules pour exprimer les
variables «, ¢, F] et E} en fonction de 1,59, By et E,. Par exemple, on
calcule que :

_ 2 (ta —t1)
@ = (L45ﬂfmei

[ 2tg 2_31)
= b
].—to\/l—toZQ 1—t02’281)z \/ﬁ

_ @+ \/( (52 = 51) (14.24)

z 1—tg22s9) (1 —tg22sy) ’
; Faie Aoalité 2tg _ (g+1) _
puisque, dans la troisieme égalité, nous avons /125 = 5, ct Vn=1.

En procédant de la méme maniere, on trouve, a partir de (14.20) :

1—t2 1—t02 82 1+(1—t0)2281) (1425)
17t1 17t02’ 51 1+(17t0)2282). '

En ce qui concerne les variables spatiales, observons tout d’abord que,
par (14.22), il vient :

E, = CO(@\/ﬁ—i-ATk—i- 1/4Ek>
Co

— a(@0- DY+ (- (om0 %+ T8V

N
to (1 —t 2 — 1 _
= o 5 0) <( s ) + (q—(2q—1)t0) Sk + Ekz> ;
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pour 1 < k < 2, et par conséquent, en substituant cela dans (14.19) :

[ 2ty -
E = -2 F 14.26
! ti(ta—t1) " ( )

_ \/(1+(1+(1—t0)z2$2) ((Qq—l) L= @a=nw) E1>,

(1 —tg)22s1) (82 — s1) 23 z

r 2 (1 B tl) I
E, = \/(1—t2)(tz—t1) E, (14.27)

_ \/ (1= to 2251) <<2q—1>+(q—<2q—1>to) +E>

(1 —tg22s2) (s2 — s1) 23

Notons qu’il est également possible d’inverser les équations (14.24) a

(14.27), ce qui permet d’exprimer les variables s;, 8o, F et Ey, si I'on connait
a,c, B et EY

_ Fatt — (g + 1P - )
1= 3 [(q+1)2(1 = to)(1 — @) + a?tz] (14.28)

_ a2t — (g+ 1)1 - ?)
f2. = 5 [(g+1)2(1 — to)(1 — 2) + a2tp2* ]’ (14.29)

_ cazt(g+ 1)1 - A)E] — (g+1)* (g — 1)(1 — ?) — gca?2?
E, = 23 [(g+ 1)2(1 — to)(1 — ) + 2a?tozt] . (14.30)

_——_— azt(g+1)(1 = A)Ey — (g+1)%(g — 1)(1 — ) — ga2*
"o 2 [(q + 1)2(1 — to)(l — 02) + a2t024] . (1431)

Enfin, les nombres n, et n_ de mouvements browniens qui se terminent,
respectivement, en by/n et en 0, sont donnés par :

n n 1
e A [ e ) R VR Vi (14:32)
3 3 3
q’n q’n q
! Conn = G = e —arn Ay
Maintenant, et cela constitue la seconde étape de la démonstration, nous
savons, par la Proposition 7.9, que la fonction logP, («, ¢, EY, FY) satisfait

’EDP*3 .
0 = (Fu(BaGo) + F-(B1Gy)) (Fy (BLaF-) = F- (B Fy))

- (F+ G_ + F_ G+) <F+ (B%,F_) — F_ (B%1F+)), (14.34)

437] suffit en effet de poser, & 'intérieur du déterminant de la matrice 3 x 3 qui apparait
dans la Proposition 7.9 : m =2, n; =ny, ng =n_, k1 =0, Ky = 1, 8,51) = (-0/0a),
8}52) = (9/0a), et aussi J11 = Ja2 = ﬁ et Jio =Jo1 = ﬁ
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dans laquelle :

B = - E (= 0 — cOm,) (14.35)
et en termes des expressions :
F. = —%B_lloglpn - %,
F = {1—102 (c&E{ +3E;> + (r“)aoj B_1logP, C(ll_ ?n ,
Gy = %{Hfr,f’l}g_l + %{H;7F+}8 ;
G- = %{Hf’Ff} L ;{H’F}11C2 (caE{+aEé)+%’
o+ - 2¢ il B 2cp(1 — p)n? _ 2acnp
! 1—¢? 0 " (1—¢?) (1—c2)?’
H& = <(5Eé—c§c—aaaa) B_1+1300266;) log]P’n—l-M,
Hf = (—EEi —&—c% ff;l?_l) 3 logP,, ,
H, = <5Ei — caac) (1102 (CaEi + 8Eé) + 8aa> logP,, .

Grace aux changements de variables (14.24) & (14.33), il est possible de
transformer ’équation (14.34) en une EDP qui est fonction uniquement de
s1, 89, By, By (ou bien, ce qui est équivalent, de 71,7, Fy, E»), avec q et z
comme parametres.

En développant cette EDP en une série de puissances de z, et en prenant
seulement en compte le terme dominant lorsque z — 0 (c’est-a-dire n — 00),

qui est d’ordre 2732, on tire :
0 = ¢* (-1 {BBQ. X}, =™+ 0(="),  (14.36)
o't @ :=logP? (ﬂ {P(Tk) NE, = (Z)}), et ol X est donné par :
k=1
X = <5E 426 - 2) 92Q + 80°Q
~40p050,Q + 4{000.Q. G}Q} . (1437

44En effet, la Proposition 14.2 entraine que : log P, (v, ¢, E}) = Q(7x, Ex) + O(2).

136



Des lors, tant que ¢ # 1 (modele non symétrique), (14.36) montre qu’en
passant a la limite z — 0, nous devons avoir I’annulation du wronskien :

{0:Q. X}, = 0. (14.38)

Par contre, si ¢ = 1 (modele symétrique), le coefficient de 2732 dans
(14.36) s’annule identiquement, si bien qu’il nous faut aller plus loin dans le
développement, et que I’équation limitante demande maintenant d’annuler
le coefficient de 273!, On vérifie que ’on obtient I’annulation du wronskien :

{020:Q. X}, = 0. (14.39)

Comme la fonction @) elle-méme est indépendante de g, elle satisfait donc
simultanément (14.38) et (14.39). Mais un wronskien {f, g}, est nul si et
seulement si les fonctions f et g sont “proportionnelles”. On en conclut qu’on
doit avoir X = 0, sauf si, par un accident trés improbable, le wronskien par
rapport a dg des quantités 9%Q et 0%0,Q était également nul.

Cependant, il est possible de montrer, en utilisant pour cela certains
arguments élaborés d’analyse fonctionnelle (voir la section 6 dans [4]), qu’en
fait ce wronskien n’est pas nul :

(83Q, 20.Q}, + 0. (14.40)

Par conséquent, on a bien ’équation X = 0, ce qui acheve la démonstration
de la Proposition 14.3, car X n’est autre que le membre de droite de (14.13).
|

Avant de terminer ce chapitre, nous pouvons faire une petite remarque a
propos de la comparaison entre le processus de Pearcey (voir section 13) et
le processus de r-Airy (voir sections 10 a 12).

Intuitivement, on s’attend a ce que le processus de Pearcey (avec pn
chemins browniens envoyés sur by/n, et (1 — p)n chemins browniens envoyés
sur 0) tende vers le processus de r-Airy quand on prend la limite p — 0.

Or, nous savons par la Proposition 14.2 que, dans le processus de Pearcey,
le point de bifurcation est situé (pour n tres grand) au point de coordonnées
(xo\/n, to) dans le plan (x,t), avec xq et ty définis comme en (14.7), en posant
a = 0. En considérant la limite p — 0, c’est-a-dire ¢ — o0, il vient :

. 1
}g%(l’o\/ﬁato) = (thox/ﬁ, m)

2b 1
= (szﬂﬁ ’ m) - (44D
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Ce point, qui appartient a la courbe C : {x =+/2nt(1 — t)} (voir (10.6)),
est donc maintenant situé sur le bord droit du nuage moyen de particules.

En fait, il s’agit précisément du point autour duquel on avait effectué le
rescaling pour le processus de r-Airy | En effet, la droite joignant ce point

a (by/n,1) est exactement tangente a la courbe C, comme on peut le voir
d’apres (10.7).

15 Le processus de Pearcey avec cibles in-
termédiaires

Dans notre article [2], nous avons également étudié une généralisation
possible du processus de Pearcey symétrique, dans laquelle on introduit (p—2)
cibles intermédiaires®® comprises entre les points d’arrivée extrémes —a et o
(av > 0). Pour des raisons de commodité, il est préférable de rebaptiser les p
points d’arrivée comme suit :

a < —C¢ < —C < 0 < —Cpo < —a

: (15.1)
ny ny ) s Np—2 n_

ou la deuxieme ligne indique le nombre de particules browniennes contraintes
d’arriver en ce point. En particulier, nous avons a = —a < 0. Observons que,
comme il y a maintenant p points d’arrivée, il sera nécessaire, pour extraire
I’asymptotique des EDP’s satisfaites par ce type de processus, d’utiliser toute
la puissance fournie par les Propositions 7.9 et 7.10 !

Notre objectif est de déterminer le processus critique obtenu quand on
fait tendre le nombre total de particules vers l'infini, de maniere telle que :

e En posant n, = n_ = n (notons que n ne désigne donc pas ici le
nombre total de chemins, ce dernier valant : 2n 4+ >2"2n,), on fait
tendre n — oco.

o Les nombres nq, ng, -+, n,_o restent finis et firés.

e On fait tendre a vers (—oo) comme la racine carrée de n, c’est-a-dire
que 'on pose :

@ = —/n. (15.2)

45 Attention : p désigne ici le nombre total de points d’arrivée (ce qui était d’ailleurs la
convention adoptée dans la section 7), alors que dans la section précédente (sur le processus
de Pearcey), p représentait plutdt une proportion de particules : voir (14.6).
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Figure 4

(processus de Pearcey avec cibles intermédiaires)
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e Les positions (—¢;), ---, (—¢_2) des cibles intermédiaires s’éloignent
également vers l'infini, mais avec un tauz plus lent, a savoir :

1/4
& = W(g) (1<t<p—2), (15.3)

pour certains parametres u, g, -, Up_2.

Nous allons voir que, moyennant un rescaling des variables d’espace et de
temps identique a celui utilisé dans la Proposition 14.1, un nouveau processus
limitant apparait pour décrire les fluctuations statistiques autour du point
de bifurcation, ou le groupe de particules envoyées vers (—y/n) commence &

se séparer du groupe de particules envoyées vers y/n.
Nous I'avons appelé le “processus de Pearcey avec cibles intermédiaires”
(en anglais : “Pearcey process with inliers”). Ce processus, qui généralise

le processus de Pearcey symétm'que est en fait gouverné par un noyau de
corrélation qui ressemble tres fort a celui de Pearcey. Pour ’obtenir, on part
du noyau brownien fini donné par la Proposition 8.1, qui dans ce cas précis
s’écrit explicitement :

Kt(ll,)t@ (xay ; dv_élv'“ v_ép727—6~l)
) /dU duy ——
20—t —t) Je  Jr,  (u—v)

t,,'U2 v ~ ~ p—
6_(1%%)4_(12’7%)_7“ In(v—a) —n_ In(v+a) p—2 <u+ég>n£
=1

X . —
o (tf:;e) + (1237;2) —ny In(u—a) —n_ In(u+a) v+
0 ’ si ty > g l
_ e e (15.4)
m e (- m O—tp) — —tp) , st < g,

ou C est un contour fermé entourant une fois (fa) et les (—¢,), et situé a la
gauche de la ligne I';, := L+ R, avec L assez grand pour que JRe(u —v) > 0.

On effectue ensuite une analyse asymptotique de (15.4), en procédant
de la méme maniére (méthode du point col) que pour la démonstration des
Propositions 14.1 et 14.2, ayant conduit au noyau étendu de Pearcey : voir
[4], [39]. On trouve la limite suivante, lorsque ny =n_ =n — oo :

Proposition 15.1  (Adler - Delepine - van Moerbeke [2])
Considérons le modéle de (2n + 25;12 n¢) mouvements browniens décrit

ci-dessus (les particules ne s’intersectant pas), dans lequel tous les chemins
partent de l'origine au temps t = 0, et tel qu’'ent =1 : n = ny particules
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P . , 1/4
sont envoyées sur ++/n, et ny particules sont envoyées sur —uy (%) / , avec
1<l <p-2. Alors, en gardant ny,--- ,n,_o fixés, nous avons :

(n) “ 1 Th EY
lim P t l il =+ €
nLI%o (Dl{ ous les T (2 4 /;2n> 4 (n/2)1/4}>
= ]P’P (w1, yup—2) (ﬂ { Te) N E, = @})

= det (I - (XEk KP XE[>1<k Km) : (15.5)

La probabilité ci-dessus est égale au déterminant de Fredholm associé a
une perturbation rationnelle du noyau de Pearcey étendu, qui est définie par

[’expression :

P
K7 o, (xy 5w, up o)

et —uy | T Sy \
= d
4712/ U/ u—v) L+mvvz] H<U+w>

, pour Ty < Tk

_ __(z—y)? (15 6)
1 2(7’ - ) ’ '
oo P— e eTTR) L pour Ty > Tk

ot C est un contour constitué des “rayons” allant de o0e™™* 40, et de 0 a
+o0e™ /4 faisant un angle de (7/4) avec 'ave horizontal.
Remarquons que (15.6) ne différe du noyau de Pearcey (14.4) que par les

nyg
facteurs [] (%) dans l'intégrand, ceuz-ci témoignant de la présence des
=1

cibles intermédiaires.
(]

Nous allons a présent, suivant notre habitude, calculer une EDP vérifiée
par le logarithme du déterminant de Fredholm (15.5). Dans un souci de
simplicité, nous nous contenterons de donner une démonstration détaillée de
ce résultat lorsque m = 1 (cas de un temps), méme si I’équation finale peut
étre généralisée sans probleme (c’est d’ailleurs un exercice proposé au lecteur)
pour traiter les probabilités jointes pour m temps, avec m > 1.

A nouveau, en relation avec ces mouvements browniens, nous considérons
un modele matriciel hermitien, affecté d’'une mesure gaussienne, et déformé

par une matrice-source A, tel que :
1
P, (b, by E') = — e (M =AM) gar - (15.7)

Zy, spec(M) € E’
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De fagon a ressembler & (15.1), il est naturel de poser :

b = (b, --,b,) = (a, —c1, -+, —Cpo, —a) , (15.8)
de sorte que la matrice diagonale A est donnée ici par :
A = diag(a,...,a,—C1y...,—C1y oo, —Cp_92yeney—Cp_9,—0Qy...,—a). (15.9
g( 1 1 p—2 p—2 ) ( )
ny ni np_2 n_

Si nous appliquons la Proposition 7.10 & la probabilité (15.7), on peut
noter que nous avons la contrainte lindaire > 7_, keby = 2a + 1 (—a) =0, et
par conséquent :

1
L= Ky =5 ke =0 2<(<p-—-1). (15.10)

De plus, toujours dans les notations de la Proposition 7.10, il vient :

m_1(_ 0 _ g _ L0 .90 _ 0 g
9y 2( Oa ac) P Oy 2(8@ %e | 5 Oy  Ocp_q @=t<p-1),

ainsi que € =g — a2 — &, (voir 7.88), avec :

Oa
p—2 p—2
0 0
0. = — ;& = Cp— . 15.11
c Z an y c Z 74 an ( )
=1 =1
On déduit alors de cette méme Proposition que log P, (a,¢1, -+ ,¢p—2; E')
est une solution de I’équation aux dérivées partielles :
F, F F, .. F_, F. Gy
F. F F ... F_, F. G
1 i i 1 1
G| FLOFOF . ElL, F G| _ (15.12)
FP FP BP0 FY, F¥ g,

dans laquelle " := Op/, et ou, comme il s’ensuit a partir des expressions (7.90)
a (7.94) :

1
e o= (32 _ 6. 1 0p ) 0w logPy + ns, (15.13)
2 da
e

g r® g F® I’E’:QH@FZ(“ (15.15)
F? 2T T

Go=0 , Gpy1 = 0pGy +
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les Gy se calculant en termes des quantités Hy et H, (1 < ¢ < p — 2),
elles-mémes définies par une différence de wronskiens :

(1) (2)
He = Y F ~1g? F , 15.16
* { * i} % { - i}%(%i—ac) (15:16)
_ (1) (2)
H = {HY F - {u® F , 15.17
14 { V) é} o { ¢ Z}agl ( )
avec?t0
1) 1 0
aY = 2ilog]}"n +Cy, (15.19)
86[
@ 1 0
HY = 3 (1 —e¢=£2adp) IF% — O0e + Ogr | logP,, , (15.20)
g® _ 0
p = (1 —-—¢e—2¢0r) =—logP,. (15.21)
30@
Maintenant, nous savons que le lien entre la probabilité P,, qui dépend
des variables a, ¢y, -+, cp—2, E', et la probabilité ]P’g? qui se réfere au modele
de mouvements browniens, et qui dépend des variables t,¢1, -+, ¢p—2, E, est

donné par les transformations (voir (6.7)) :

. 2 21 21
E =E—"— =Gy == A L 15.22
t1—t T W1i—¢ o TN T (15.22)

A cela, il faut encore appliquer le rescaling de la Proposition 15.1, qui
fait intervenir de nouvelles variables 7, E, telles que :

— = b= 4
4 (n/2)"* 2 4v2n

Nous définissons z := n~"/* comme “petit” parametre, de sorte que z — 0
si n — oo. KEgalement, pour des raisons de commodité ultérieure, il nous

(15.23)

46En outre, les constantes Cx et Cp (1 < £ < p—2) qui apparaissent dans les formules
(15.18) et (15.19) sont égales a :

p—2

n ng
C = - +a + — 2 —_— |,
+ ni< a a + ;(:I:a+ck)>

n n P2,
Co, = 2nplc + ha + — + k

ce + a cy — a k_ICg—Ck

k£¢
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arrivera d’utiliser les variables équivalentes (s, ) au lieu de (7, E), avec
s:=71/V8 et E:= FE/2°* De cette manitre, nous trouvons :

~ zZ v 1
E="F : t==(1+s2% ; 15.24
-1 n\ 1/4 Uy 21/4 Uy
a = — = _ : Cr = — = - = . 15.25
a \/> <Z2) ) Cy U[(2> \/§Z \/52 ( )

Ainsi, en combinant les transformations (15.22) avec (15.24) et (15.25),
et en écrivant :

Q(E' a,c) = logP, (a,c1, -+ ,cp—2; E'), (15.26)
14 522 2B
log]P’(nr) tous les x; () € — ,
s T2 V3 ) |i=(2)
¢= V2.

on voit que les fonctions () et P, qui sont égales a changement de variables
pres, satisfont la relation :

v 2:F 1+ 522 V2 1+s22 v
P(E, : ) - : M2 (128
v @ V1 —s224 1— 522 22 1—s22 2 ( )
—_————

E a c

(15.27)

[

P (E,s,v)

a

o
N
<

N "'7‘

Par inversion de (15.28), on vérifie alors facilement que :

V2azE' a2zt -2 V2e

E' = P . 15.29
Q( ,a,c) a2z4 +2 ’ 2'2 (a224 +2) ) az ( )
—_——  —  ——

E s v

Mais la fonction Q(E’,a,c) est une solution de I’équation (15.12). Des

lors, afin de déterminer une EDP correspondante pour la fonction P(E’ ,8,),
il suffit de substituer (15.29) dans (15.12), et de calculer comment s’exprime
I’action des dérivées partielles par rapport aux variables E’, a,c, en termes

des variables F,s,v. Nous obtenons :

1 — 224 1 2
oy = VI=H, <_82_” +o(z9)> s, (15.30)

EEr = €5, (1531)

1— 522 5 822 7
0. = Z”l—i—szQaU = <z—sz +T+O(Z )) Oy , (15.32)
o w2 14822 0 5 [1—s22 9
2% = (1—52) 1—322% — Z m (€U+SZ €E) (1533)
o 8 2 8 4 1 6 6
- 83_Z(EU+S8S>_SZ (2388+5E—5U>—|—O(z),
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ou l'on a aussi indiqué les premiers termes du développement asymptotique
en puissances de z, valable pour z — 0.

I nous reste désormais a en déduire I'expansion (en puissances de z) des
quantités composées F, Fy, Hy et Hy, telles qu’elles apparaissent dans le
déterminant (p+ 1) x (p+ 1) de I'équation (15.12). La Proposition suivante
répond a cette question. Dans le souci d’alléger au maximum les notations,
I’écriture des dérivées partielles sera souvent abrégée ; par exemple :

0s) F,— FP o (0" P — P® %P — P . (15.34)

Proposition 15.2  (Adler - Delepine - van Moerbeke [2])
Lorsque z — 0, nous avons les estimations :

a:\"* (1 9P

Op) Fe = (i) < + 8—28]25 45%) + 0 (z7F), (15.35)
2:\" /1 2 ,

O F, = (25) <261,£3EUP o — S';aq,ga,;P) +0(*), (15.36)

pour 1 < ¢ <p—2, ainsi que :

Hy  Ho _ Ly a2 2 7
Fy *F +Z = iz (Y-3@p) (93P)) + o),
(15.37)
Hy ok F, H 0hF  2HLFE 3 o (9:\'"" e
2 T +;::1 I A 52: eP) %2 P+O< )
(15.38)

ou, dans le membre de droite de (15.37), nous avons introduit ’expression
Y, qui est définie par (avec € :=cp—¢,) :

) . .
Y = 8 (5 28— 2) 0P + 320,05 + 16 + 2 {6EP, a]%fp}% . (15.39)

Enfin, pour tout k € N, on a également :

3v2

Y (k)
16 (F-

o (k+1) pn
Er) P 16 (22)k+2

Gy + 222 +0 (z_(k“)) . (15.40)

Preuve : Les égalités (15.35) a (15.38) peuvent se vérifier explicitement,
en partant des quantités (15.13) a (15.21) et en utilisant les estimations
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pour z — 0 des opérateurs fondamentaux (15.30) a (15.33). Notons que,
dans la troisieme formule (15.37), la somme des (Hy/F;) n’apporte aucune
contribution a droite, car aussi bien les Hy, que les Fy sont d’ordre O(1).

Afin de démontrer (15.40), on procede par récurrence. Tout d’abord, on
vérifie que la formule est correcte lorsque k = 0. En effet, en utilisant (15.35)
et (15.37), il vient :

Gi + 16 (F. — F) P"
) 3 () ot
= 6};2 + 0 (271

Supposons donc, par ’hypothese d’induction, que la relation suivante est
valable :

3v2 y@-1
16 16(22)741
pour 1 < 5 < k, et montrons qu’elle est aussi valable pour j = k+1. En vertu
de (15.41), de la définition (15.15) pour les G, du fait que Op = 2—§+O(z3),
et des développements asymptotiques (15.35) et (15.38), nous obtenons :

3v2
16

G + (F. —F)Y pr = + 0(z79), (15.41)

Gk+1 + (F_ . F+)(k+1) P

= 0pGh + (F_ — Fy)*) pr

HyF® g F® ’SH,ZF;’” 3v2

+ - R
F? F? ~ I 16

6E Yy k=1 3\/§ (k) 17 —k
<2z) e~ 16 M P +O (=)
p(k+1)

22z (22)F

3P/// I_')(k+1) 3v/2 P(k+2) P
+ |55 +0 (z*(’““)) + V2 +0 (z*“““))
32z (2z)k+1 16 2v/2 2 (2z)k+1

Y ()
—(k+1)
6@z T O (’z ) ’

ce qui établit I’égalité (15.40), et donc la Proposition 15.2.

+0(=)
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Nous sommes maintenant en mesure de déduire 'EDP finale associée au
processus de Pearcey avec cibles intermédiaires. Nous savons en effet que la
fonction Q(E', a, ) satisfait 1’équation (15.12), dans laquelle le déterminant
(p+1) x (p+1) differe d'un multi-wronskien seulement en raison de la derniere

colonne.

Il est utile d’effectuer au préalable quelques opérations élémentaires sur
les colonnes de la matrice. En soustrayant la premiere colonne de la seconde,
puis en ajoutant la seconde colonne (multipliée par (3/16)P") a la derniere,
et finalement en multipliant la plupart des colonnes tantot par 2, tantot par

\/5, on se ramene a :

OF,  V2(F_—Fy) 2F - 2F, 5 Go+22(F. —F,)P"

2F  V2(F_ —Fy)  2F - 2F, G+ B2 (F.—F,)P"
0 = det 2FY V2(F- - F)" 2F) ... 2F) 5 Gao+ L (F_—F.)" P

oF " V2(Fo —F)® 2R ... 2E", G, B2 (F —F)® pr

En substituant les développements asymptotiques de la Proposition 15.2
dans le déterminant ci-dessus, nous trouvons alors :

Z+Em+06h L5 +0(2) 92+ 9ny + O(22)
@ +0(z7%) e +O() o5 Gor T 0(2)
0 = det @y 0 oo 06T @ La’; +0(1)

P@ﬁ: +O(z_(”+1)) P(P:r)l JrO(Z—(p—l)) 1 6P<P+1> + 0(z~(P2)

22) 2) @2)r
L) #2024 0Lz 2) 16(22)P’P”+O( 2)
(21z) 50, +0(2) 16(2z)2 +0(1)
(21.)2 adupm +0(1) % +0(z7)

(p+1) ’ _ (p—1) . _(p—
(2,1)17 8£;p - + O(z~P=2) 176‘22”“ + O(z~P=1)

La matrice obtenue est constituée de colonnes contenant des puissances
croissantes de (1/z), excepté pour le premier élément (1,1), dont le terme
dominant vaut (2/z%). Par conséquent, on peut conclure que la contribution
dominante au déterminant de la matrice sera donnée par :

2
<—4> X [ déterminant du mineur de 1’élément (1, 1) ] : (15.42)
2
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ce qui conduit aussitot a 1'égalité?”

B C 20, D o
0 = Foemr W (a 5" 90 T By, 0 Y
1
+ 0 <Z4+p<p+1>/2) ’ (15.43)
ou C' est une constante, et ot W, désigne un multi-wronskien d’ordre p qui,
quand on le fait agir sur des fonctions fi, fa,- -, fp, est défini par :
Lo feo  fp
VT E T
" " 1
W, (fis far oo fo) == det | i fo - f | (15.44)
fl(p) 2(p) . Igp)

A la fin des calculs, il est bien str p0851b1e repasser aux variables premieres
(1, B, ug), plutot que (s, E, vy), avec s = T E =32 et v =24y,

En résumé, nous venons de prouver le résultat ci-apres (dont on peut
montrer qu’il se généralise aux probabilités jointes pour m temps distincts) :

Proposition 15.3  (Adler - Delepine - van Moerbeke [2])
Lorsque n — oo (c’est-a-dire z — 0), le logarithme de la probabilité
limitante :

Q(Tla iy Ty ULyt Up—2 E17 7Em)
. n = 1 Tk E¢
= lim log]P’( T) tous les x; ( ) k
A tesri \f A2 avan) a2t ) e= e
o= (%)
= logIP’75 (w1, up—2) (ﬂ {75(77@) NE, = @}) ; (15.45)
k=1

satisfait une EDP, qui prend la forme d’un multi-wronskien d’ordre p par
rapport a Uopérateur Op =, Op, :
0Q

y YE ’

U2 Up—2

or

) . 1
47¢tant donné que Y h_, £ = %
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dans lequel®® :

X = (¢ +2& —2)07Q + 40,080,Q + 802Q
— 405050,Q + 4 {050.Q, a?E@}BE , (15.47)

en termes des mémes opérateurs que dans la Proposition 14.8 (voir (14.14)
a (14.16)), avec aussi 9, = Y 0_: 8%@ et ci=écp—cu=cp— Y. Waiué'

Lorsque m =1 (probabilité pour un temps), X se simplifie trés légérement
pour devenir :

— Y 2 oQ >’Q
9Q
4 {aE o aEQ}aE . (15.48)

Pour terminer, regardons ce que 1'on obtient en supposant que p = 2
(absence de cibles intermédiaires), de fagon a retomber sur le processus de
Pearcey symétrique de la Proposition 14.1. L’équation (15.46) se réduit alors,
comme il se doit, au simple wronskien :

{030.Q, X}aE =0, (15.49)

ou X correspond & (15.47), mais sans le terme 4 0,00, Q.

Toutefois, nous avons vu dans la section précédente qu’en considérant la
limite du processus de Pearcey dans un contexte asymétrique cette fois, avec
2nq particules envoyées sur —+/n, et 2n(1 — ¢) particules envoyées sur \/n
(o1 ¢ est un parametre tel que 0 < ¢ < 1), nous trouvons, lorsque ¢ # %, une
autre EDP pour le terme dominant, qui s’écrit (voir (14.38)) :

{0:Q. X}, = 0. (15.50)

De cette maniere, la fonction Q (qui est elle-méme indépendante du
parametre q), satisfait (15.49) et (15.50), et comme il est possible de montrer
que {03Q, 030.Q}, # 0 (voir la section 6 dans [4]), cela entraine que :

X = 0. (15.51)

“8notons que X coincide avec la quantité Y, telle que considérée en (15.39), mais elle est
définie ici directement en termes des variables (g, Fx, us), plutot que (sg, Ex,ve).
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Il n’est pas déraisonnable de penser, méme si nous ne I’avons pas démontré,
qu'une simplification analogue se produit pour le processus de Pearcey avec
cibles intermédiaires, lorsque p > 2.

Nous conjecturons donc que la fonction (15.45) satisfait aussi I’équation :

X = 0, (15.52)

avec X tel que défini en (15.47) dans le cas de m temps, ou en (15.48) dans
le cas de un temps.
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Part V
Conclusions

En conclusion, dans cette these, nous avons considéré la diffusion de
mouvements browniens unidimensionnels, ne s’intersectant pas, partant tous
d’un méme point au temps ¢t = 0, et soumis a des contraintes bien précises
en ce qui concerne leurs points d’arrivée au temps t = 1.

Nous nous sommes intéressés a la probabilité (de transition) pour qu’en
un temps intermédiaire 0 < ¢ < 1, le nuage de particules appartienne a (ou
évite) une “fenétre” constituée d'une réunion finie d’intervalles sur R, cette
probabilité étant alors une fonction de ¢, ainsi que des “points du bord” de
ces intervalles. Cette question peut également étre généralisée dans le cas
des probabilités jointes pour m temps distincts.

En utilisant un résultat plus ancien di a Karlin et McGregor, nous avons
vu que ce modele était en fait équivalent, a des changements de variables pres,
a un modele de matrices aléatoires, dans lequel une matrice hermitienne est
soumise a une mesure gaussienne perturbée par une source externe A. En
fait, les valeurs propres de la matrice déterministe A sont précisément reliées
aux différents points d’arrivée des mouvements browniens.

En insérant dans la probabilité de transition plusieurs familles de variables
auxiliaires supplémentaires, nous avons montré que la probabilité déformée
ainsi obtenue était solution d’un grand nombre d’équations différentielles aux
dérivées partielles, qui incluent en particulier la hiérarchie intégrable de KP
a (p + 1) composantes, ou p est le nombre total de cibles a l'arrivée. Le
point remarquable est que la fonction déformée satisfait également, et de
fagon tres générale, des contraintes de Virasoro, que nous avons pu calculer
en détail dans [2]. En combinant celles-ci avec la hiérarchie intégrable de KP
évoquée ci-dessus, cela nous a permis d’en déduire des EDP’s satisfaites par
la probabilité brownienne initiale.

Dans le modele fini, ces équations aux dérivées partielles prennent une
forme bien particuliere : elles expriment en effet I’annulation du déterminant
d’une certaine matrice de taille (p+ 1) x (p+ 1), qui est en réalité un “quasi-
wronskien” : voir les Propositions 7.9 et 7.10.

Apres quoi, nous avons tenté de définir, a partir de ces mouvements
browniens, divers processus dans lesquels on fait tendre le nombre total n
de particules vers l'infini. Pour y parvenir, il est impératif d’effectuer au
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préalable un rescaling approprié sur les variables d’espace et de temps. Nous
avons alors étudié différents processus “limitants”, pour lesquels, a chaque
fois, une EDP pour la probabilité correspondante a pu étre calculée, en faisant
une analyse asymptotique sur 'EDP du modele fini.

Le tableau ci-dessous présente, en quelque sorte, une vision tres succincte
des processus que nous avons considérés dans la troisieme partie de cette
these :

nbre de pt(s) | nbre de pt(s) | nom du transition de | processus
de départ d’arrivée processus phase pour | stationnaire
I’EDP ? a 1 temps ?
1 1 Airy non oui
1 2 r-Airy oui non
1 2 Pearcey non non
(non symétrique)
1 2 Pearcey oui non
(symétrique)
1 p Pearcey avec non non
cibles
intermédiaires

Enfin, notons que les EDP’s fournissent un outil précieux lorsque 1'on
souhaite estimer I’asymptotique de ces processus dans le passé (c’est-a-dire
pour ¢t — 0), ce qui nous a notamment permis de comparer, dans ce régime,
les processus d’Airy et de r-Airy.

Remarquons aussi, dans un autre registre, que 'EDP qui est associée au
processus de Pearcey avec cibles intermédiaires prend la forme d’un wronskien
exact d’ordre p (voir la Proposition 15.3), ce qui constitue donc une réduction
par rapport aux équations trouvées pour le modele fini !

Parmi les questions ouvertes qui subsistent a la fin de ce travail, et dont
on peut déja avoir un apercu en regardant la conjecture (15.52), on peut
mentionner qu’il serait intéressant d’acquérir une meilleure compréhension
des différentes EDP’s obtenues, ainsi que des liens pouvant exister entre
elles. Par exemple, ces EDP’s renferment-elles, tout au moins dans certaines
situations particulieres, des équations de type Painlevé, comme cela a été
découvert dans le contexte des matrices aléatoires (voir [23], [31], [37]) 7

La dérivation de ces équations en utilisant exclusivement d’autres outils
purement probabilistes (c’est-a-dire ne faisant pas intervenir la théorie des
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systemes intégrables) reste également un probleme ouvert.

Une autre piste serait d’étudier ce qui se produit lorsque les mouvements
browniens ne partent pas tous d’une méme origine. Cela pourrait conduire a
des situations nouvelles o, par exemple, deux nuages distincts de particules
browniennes se rencontrent, puis se séparent aussitot apres. L’exploration
de tels systemes pourrait conduire a l'apparition de nouveaux noyaux de
corrélation, ainsi qu’a de nouvelles classes d’universalité pour les processus
critiques associés.
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“Résumé” :

Il y a quelques années, Aptekarev, Bleher et Kuijlaars ont démontré, en
utilisant un résultat plus ancien di a Karlin et McGregor, que la théorie des
matrices aléatoires, et plus particulierement celle de ’ensemble hermitien
muni d’'une mesure gaussienne déformée par une source externe, permettait
d’étudier la diffusion temporelle de n mouvements browniens ne s’intersectant
pas, a une dimension, et soumis a des contraintes bien précises en ce qui
concerne leurs points de départ et leurs points d’arrivée.

Dans cette these, nous avons établi que, si ces mouvements partent tous
d’une méme origine au temps initial, et sont envoyés sur p cibles, alors la
probabilité que tous les chemins passent a travers une “fenétre” constituée
d’une réunion finie d’intervalles au temps ¢, satisfait une EDP non linéaire
en t et en les extrémités des intervalles spatiaux. Cette EDP tres générale,
qui prend la forme d'un déterminant d’ordre (p + 1), s’appuie notamment
sur le fait qu’en déformant la probabilité par des variables auxiliaires, celle-
ci devient une “fonction tau” satisfaisant toute une hiérarchie d’équations
intégrables.

Nous avons ensuite, apres des changements d’échelle convenables sur
I’espace et le temps, étudié les processus critiques obtenus en prenant diverses
limites au modele ci-dessus, ou le nombre total n de mouvements browniens
tend vers l'infini. Nous avons ainsi considéré successivement les processus
d’Airy, de r-Airy, de Pearcey, puis de Pearcey avec cibles intermédiaires, et
ce dans le cas de un ou de plusieurs temps différents.
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