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Quelques difficultés liées a la sous-
traction (Partie 1)

Isabelle Berlanger, Ginette Cuisinier, Théreése Gilbert, Laure

Ninove

Mots clés :

Cet article a comme point de départ certaines dif-
ficultés fondamentales liées a la soustraction, dif-
ficultés auxquelles les enseignants sont confrontés
d’année en année et qui les laissent parfois dému-
nis. Nous y rassemblons quelques approches rela-
tives a la soustraction en primaire et au début du
secondaire sous forme d’activités, et en proposons
une analyse épistémologique. Pour cela, nous avons
pris le point de vue du sens, en nous centrant sur
les interprétations possibles de la soustraction, et
leur extension éventuelle lorsque 1’on passe d’un en-
semble de nombres & un autre. Nous ne proposons
donc pas ici une unique séquence toute préte pour
aborder cette opération mais rassemblons diverses
méthodes.

Cette premiére partie de l'article est consacrée &
la soustraction & la fin de I’école primaire. Dans
une seconde partie, nous nous intéresserons a l'in-
troduction de la soustraction dans Z au début du
secondaire.

Petite histoire introductive : ’euro
manquant

Voici un probléme bien connu. « Trois amis vont
manger au restaurant. A la fin de leur repas, le
patron leur calcule 'addition : 60 euros. Ils paient
donc chacun 20 euros.

Tout de suite aprés, le patron se rend compte qu’il
s’est trompé dans l'addition : celle-ci s’élevait en
fait a 55 euros. Il charge donc le serveur d’aller leur
rendre les 5 euros. Les trois amis ne sachant com-
ment se répartir les cinq euros, prennent chacun un
euro et laissent les deux autres pour le serveur.

Faisons les comptes : chaque convive a donné 19 eu-
ros, cela fait 57 euros, ajoutés aux deux euros que

Soustraction, interpréter un calcul, schéma fléché

le gargon a requs, cela fait 59 euros. Ou est passé
I’euro manquant 7 »

Analyse du probléme

Expliquons l'erreur. Les 2 euros laissés au gargon
sont déja comptabilisés dans les 57 euros dépensés
par les convives. C’est le reste de la division de 5
euros par 3. Les convives reprennent 1 euro chacun
mais laissent le reste au garcon.

Dans le récit, on fait les comptes en suivant deux
points de vue en méme temps, celui des convives
et celui du restaurateur. C’est 14 que se trouve la
source de l'erreur.

Faisons le bilan final correctement. Si on prend le
point de vue des convives : ils ont dépensé 60 euros
moins 3 euros, ce qui donne 57 euros. Si on se met
du cété du restaurant : le restaurateur a regu 55
euros et le serveur a regu 2 euros de pourboire, ce
qui fait bien 57 euros en tout.

Il nous semble qu'un tel changement de point de
vue mal maitrisé est une des causes de certaines
difficultés en mathématiques élémentaires.

soustraction

Une difficulté de la
dans N

La méthode, une justification et une ré-
action fréquente d’enfant

Pour soustraire 19 a4 un nombre, on peut commen-

cer par soustraire 20, puis ajouter 1.

— L’¢léve. Ah non, il faut enlever 20, puis enlever
1, parce que 20 c’est trop, donc il faut faire —1.
En effet, 19, c’est 20 — 1, pas 20 + 1.
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— L’instituteur. Imagine que j’aie un tas de crayons
devant moi. Je veux en enlever 19. Mais je me
trompe, j’en enléve 20. Que dois-je faire?

— L’éléve. Tu dois en remettre 1. Donc faire —1.

Identifiez le probléeme. Comprenez-vous la logique de

Uenfant ?

Analyse du probléme

Comme dans 'histoire de ’euro manquant, 1’éléve
change de point de vue en cours d’histoire. Au
début, il s’intéresse & ce qu’il y a dans le tas de
crayons, mais & la fin, il prend un point de vue ex-
térieur & ce tas : puisqu’il doit remettre un crayon

dans le tas, il doit s’en séparer, donc faire —1.

Mais si le —1 s’applique bien & 20 (aux 20 crayons
enlevés), opérateur —19 décrit, lui, une transfor-
mation opérée sur le tas de crayons que l'on avait
au départ. Et ce tas-1a doit recevoir un crayon (+1)
en fin de course.

Du point de vue du tas de départ, les mouvements
se traduisent par le calcul —20 4 1, tandis que du
point de vue du tas d’arrivée, il s’agit de +20 — 1.

—20 +20

A

On a bien —19 d’un c6té et +19 de l'autre, les
comptes sont justes.

—19 +19

Différentes approches pour introduire ou
comprendre la méthode de calcul

Nous commencons ici par proposer quelques activi-
tés pour le niveau primaire, qui se prolongent en-

suite naturellement dans le cadre du calcul litté-
ral en secondaire. Ces activités se concentrent sur
[interprétation de calculs ou d’égalités numériques
(qui deviendront plus tard algébriques). L’éléve est
amené a se forger et a exprimer des images men-
tales de la soustraction qui lui seront utiles dans di-
vers contextes mathématiques. Le professeur pourra
s’inspirer des différentes approches proposées pour
construire sa propre séquence de cours.

Ajouter et enlever

La séquence suivante, si elle est proposée telle
quelle, présente une difficulté de lecture et de
concentration. Pour éviter ce probléme, ’enseignant
peut raconter les différentes histoires. Par ailleurs,
il n’est pas nécessaire de faire suivre les trois his-
toires. On pourrait travailler les deux premiéres un
jour et la derniére une autre fois.

Tous les enfants partent en excursion.

a) Dans le car bleu, il y a 28 enfants, mais 2 en-
fants se sont trompés de car et doivent des-
cendre. Un peu plus tard, 6 retardataires ar-
rivent.

Finalement combien y a t-il d’enfants dans le
car bleu ? Ecris ton calcul, explique comment tu
as fait.

b) On a compté 52 enfants dans le car rouge. Il
n’y a pas suffisamment de places. Dix enfants
sortent du car, mais alors il reste une place vide
et I'institutrice demande & un enfant de remon-
ter dans le car.

Combien d’enfants ont finalement di quitter le
car rouge ? Combien de places assises y a-t-il
dans le car pour les enfants ? Ecris chaque fois
ton calcul.

c¢) Par ailleurs, 63 enfants se sont précipités dans
le car jaune. Mais il manque 19 places. Un
groupe de 20 copains quitte alors le car. Mais
I'institutrice veut que chaque siége soit occupé
par exactement un enfant.
Pour cela, que doit-elle demander ¢ Combien
d’enfants sont finalement présents dans le car
au moment du départ ? Ecris ton calcul en te-
nant compte des sorties et des entrées.
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a) Pour déterminer le nombre d’enfants fina-
lement présents dans le car, on peut procéder
étape par étape :

— au départ, 28 enfants sont présents ;

— ensuite, 2 enfants descendent et il reste donc
28 — 2 = 26 enfants dans le car;

— enfin, 6 enfants en retard montent et on ob-
tient donc finalement 2646 = 32 enfants dans
le car.

On peut résumer ces deux calculs en un seul :

28 — 2 + 6 = 32. Ecrire les calculs correspon-

dant a la situation implique de formaliser sa pen-

sée et cela peut étre une grande difficulté pour
les éléves. Dans ce cas, on peut demander aux
éléves d’exprimer ce qu’ils ont fait, verbalement,

a I'aide d’une manipulation de jetons, d’un des-

sin ou d’un schéma fléché. Un schéma fléché per-

met de mettre en évidence les deux étapes du
calcul correspondant aux deux opérateurs —2 et
+6.

—2 46

T T

28 26 32

b) Pour déterminer combien d’enfants ont fina-
lement da quitter le car, il faut se concentrer
sur les entrées et sorties de celui-ci : comme 10
enfants sont sortis pour commencer puis 1 de
ceux-ci est remonté, il y a finalement 10— 1, soit
9 enfants qui ont quitté définitivement le car.

Déterminer le nombre de places assises revient a
déterminer le nombre d’enfants présents dans le
car a la fin, puisqu’il doit y avoir exactement un
enfant & chaque place. Ce nombre d’enfants fina-
lement présents dans le car peut se déterminer
de deux maniéres différentes :

— soit en procédant de la méme maniére qu’au
point a), en considérant successivement la sor-
tie puis la montée d’enfants : on obtient le
calcul 52 — 10 + 1 = 43;

— soit en réalisant que le nombre final d’enfants
dans le car est égal au nombre initial dimi-
nué du nombre d’enfants qui ont da finale-
ment quitter le car, c’est-a-dire 9 enfants : on
obtient le calcul 52 — 9 = 43.

On peut donc écrire

92 —-9=52-10+1.

comporte que deux termes plutét que trois. Ce-
pendant, la décomposition de 'opérateur —9 en
deux opérateurs —10 et +1 peut étre une aide
pour le calcul mental.

—10 +1

T T

52 42 43

-9

c) Puisque 20 enfants sont sortis alors que
seulement 19 auraient d le faire, c’est qu’un en-
fant de trop est sorti du car. L’institutrice doit
donc demander a 1 éléve de remonter dans le
car.

Pour déterminer le nombre d’enfants finalement

présents dans le car, on peut procéder de deux

maniéres différentes, comme en b) ci-dessus :

— soit en considérant successivement la sortie
puis la montée d’enfants : on obtient le cal-
cul 63 — 20+ 1 =44;

— soit en considérant que pour 63 enfants, il
manquait 19 places, ou de maniére équivalente
en considérant qu’au final 19 enfants sur les

63 ont di quitter le car : on obtient le calcul
63 — 19 = 44.

—20 +1

N

63 43 44

\’/

—-19
On peut donc écrire

63 —19 =63 —-20+1.

Interpréter un calcul

Voici des calculs :

75 —30— 1,

75— 30+ 1,

75+ 1 — 30,
75 — 29,
75 — 31.

A premiére vue, le calcul 52 — 9 peut sembler
plus simple & effectuer que 52 — 10 + 1 car il ne

Certains donnent la méme réponse. Lesquels ? In-
vente des histoires qui expliquent les calculs.
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Nous allons évoquer deux contextes qui permettent
de se convaincre de ’équivalence de certains calculs.

Les calculs 75 — 30 — 1 et 75 — 31 donnent la méme

réponse : 75 — 30 — 1 = 75 — 31. Voyons pourquoi.

— Le calcul 75 — 30 — 1 peut par exemple s’inter-
préter ainsi : « J’ai recu 75 bonbons de Saint-
Nicolas dimanche. J’en ai déja mangé 30. Ce soir,
j’en ai mangé encore 1. Il m’en reste donc encore
75 —30—1=144.»

— Le calcul 75 — 31, pourrait s’interpréter ainsi :
« J’ai regu 75 bonbons dimanche. J’en ai mangé
en tout 31. Il m’en reste donc encore 75 — 31 =
44. »

— Que 'on mange 31 bonbons ou que ’'on en mange
30 puis encore un, le reste sera le méme.

Par ailleurs, les calculs 754+ 1 — 30, 75 — 30 + 1 et
75 — 29 donnent tous les trois la méme réponse :
754+1-30="75—-30+1="75—29. Voyons d’abord
que 75+1—-30=75—-30+1.

— Le calcul 75—3041 peut s’interpréter ainsi : « J’ai
recu 75 bonbons de Saint-Nicolas dimanche. J’en
ai déja mangé 30. Aujourd’hui, Mamy m’en a
donné encore 1. Il m’en reste donc encore 75 —
30+ 1=46.»

— Le calcul 75+1—30 peut s’interpréter ainsi : « J’ai
recu 75 bonbons de Saint-Nicolas. Mamy m’en a
donné 1 supplémentaire. J’en ai ensuite mangé
30. Il m’en reste donc encore 75+ 1 — 30 = 46. »

— Le fait que ce soit avant ou aprés avoir mangé
des bonbons de Saint Nicolas que j’en regois un
de Mamy ne change pas ce qu’il me restera a la

fin.

Voyons & présent que 75 — 30 + 1 = 75 — 29. Cette
égalité peut s’interpréter & I'aide du contexte sui-
vant. « J’ai recu 75 bonbons de Saint-Nicolas di-
manche. J’en ai tout de suite préparé 30 pour les
manger aujourd’hui. Mon grand-frére me trouvant
trop gourmand, j’en ai remis 1 dans le paquet et
n’en ai mangé que 29. Il m’en reste donc encore
H—304+1=75—-29=46.»

Dans un contexte d’entrées et sorties semblable a
celui de activité présentée ci-dessus, voici une ma-
niére de montrer que les calculs 754+1—-30, 75—30+1
et 75—29 donnent tous les trois la méme réponse. A
nouveau, on considére d’abord les calculs 7541 —30
et 75 — 30+ 1.
— Le calcul 75 4+ 1 — 30 peut par exemple s’inter-
préter comme : « Les enfants sont regroupés sous

le préau. A Pappel, 75 enfants sont présents. En-
suite, un retardataire arrive au préau. Un peu
plus tard, 30 enfants quittent le préau. A ce mo-
ment, il reste donc 75 + 1 — 30, soit 46 enfants
sous le préau. »

— Le calcul 75 — 30 + 1, peut s’interpréter comme :
« Les enfants sont regroupés sous le préau. A I’ap-
pel, 75 enfants sont présents. Ensuite, 30 enfants
quittent le préau. Un peu plus tard, un retarda-
taire arrive au préau. A ce moment, il y a donc
75 — 30 + 1, soit 46 enfants sous le préau. »

Pour montrer que 75 — 30 + 1 = 75 — 29, on peut

par exemple interpréter ces calculs comme suit.

— «Les enfants sont regroupés sous le préau. A ap-
pel, 75 enfants sont présents. Ensuite, 30 enfants
quittent le préau. Mais 'un fait demi-tour et re-
vient sous le préau. En tout, 29 enfants ont donc
quitté le préau. Aprés, il reste donc 75 — 30 + 1
enfants, ou encore 75— 29 enfants sous le préau. »

Commentaire

Notons qu’au fil de ces activités (Ajouter et enle-
ver et Interpréter un calcul), 'éléve est entrainé a
adopter un point de vue privilégié pour traduire une
situation, c’est-a-dire a fixer I’ensemble sur lequel
on agit. L’histoire aide a se focaliser sur le car, le
préau, le sachet de bonbons, et permet ainsi d’éviter
les confusions de points de vue évoquées ci-dessus.

Agir sur un grand nombre

Un grand nombre & est noté sur un papier et ca-
ché dans une enveloppe. J’ai fait plusieurs calculs
& partir de ce nombre :

a) & — 200 — 2,
b) & — 200 + 2,
c) & — 198.

Certains de ces calculs ont donné le méme résultat.
Lesquels ? Pourquoi ?

Les calculs b) et ¢) ont donné le méme résultat.

a) J’ai d’abord retiré 200 au grand nombre &
puis j’ai encore retiré 2. J’ai donc en tout retiré
plus que 200 : j’ai retiré 202 a o.
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—200 -9

(?

—202

b) Jai d’abord retiré 200 au grand nombre &
puis j’ai ajouté 2 a4 ce que j’avais obtenu. J’ai
donc en tout retiré moins que 200 : j’ai retiré
198 4 &.

—200 +2

—198

c) J'ai retiré 198 au grand nombre &.

|

—198

Schéma fléché

Compléte le schéma suivant qui illustre I’ajout de
98 & un nombre.

Pour ajouter 98, on peut ajouter 100 puis enlever
2.

+98

)

Et pour enlever 98 7 Aide-toi du schéma suivant.

+98

3

Soustraire 98 et ajouter 98 sont deux opérateurs
réciproques. Pour ajouter 98 a un nombre, je peux
d’abord ajouter 100, puis enlever 2.

+98

Pour enlever 98, je peux appliquer les opérateurs
réciproques : d’abord ajouter 2 puis retirer 100.

+98

&

—98

Commentaire

Ici le schéma permet de suivre 'ordre des opéra-
tions, d’un point de départ (premier terme de la
soustraction) a un point d’arrivée (résultat de la
soustraction), via une transformation (la composée
des deux opérateurs).

Mais remarquons que ’ordre des opérations obtenu
par cette méthode n’est pas 'ordre habituel : en
travaillant sur les schémas fléchés des opérateurs ré-
ciproques, on obtient que 'opérateur —98 peut étre
décomposé en la succession de +2 et —100, plutot
que —100 suivi de +2.

On peut aussi visualiser les opérateurs par des mou-
vements sur une droite. C’est ce que nous proposons
a lactivité suivante.

Déplacements sur la droite des nombres

Pour avancer de 98 sur la droite des nombres,
on peut avancer de 100 puis reculer de 2. Ces
mouvements correspondent aux calculs -- -+ 98 =
<-4+ 100 — 2.

+98

+100 .

1
F
Il
T
I
F

Et pour reculer de 987 Dessine les mouvements
sur la droite des nombres. Ecris les calculs corres-

pondant & ce mouvement.
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Pour reculer de 98 sur la droite des nombres, je peux
d’abord reculer de 100 puis avancer de 2.

—98

TF

—100

w

+2

}

Commentaire

Outre que cette visualisation ne provoque pas forcé-
ment les mémes intuitions que les schémas fléchés,
elle permet d’obtenir la composée d’opérateurs dans
I’ordre que ’on veut et notamment dans ’ordre ha-
bituel : soustraire 98 revient a soustraire 100 puis a
ajouter 2.

Commentaires a propos des différentes ap-
proches proposées

Nous retrouvons dans les différentes activités pro-
posées une interprétation classique de la soustrac-
tion : la transformation qui procure un reste. L’idée
de reste est trés présente dans les histoires ci-
dessus; elle est également dominante dans les his-
toires proposées par les enfants eux-mémes pour
illustrer un calcul, comme nous avons pu le confir-
mer lors d’essais dans les classes. Transformations
et restes sont par ailleurs utilement représentés par
les schémas fléchés (associés ou non a la droite des
nombres) qui aident a visualiser et relier les dif-
férentes éléments en jeu, et donc a structurer sa
pensée.

Prolongement en calcul littéral au secon-
daire

La difficulté étudiée jusqu’a présent a son pendant
en calcul littéral. Nous proposons ci-dessous des ac-
tivités qui permettent de reparler du sens d’une
soustraction (ce qui ne se fait pas toujours au secon-
daire) et d’interpréter des expressions algébriques
de maniére & comprendre 1’égalité entre certaines
d’entre elles.

Retirer moins que prévu

« J’ai 22 billes. J’en retire 7 pour les donner. Mais
finalement j’en donne 2 de moins. Combien m’en
reste-t-il 7 »

Ecris le calcul de deux facons différentes en faisant
apparaitre les trois nombres 22, 7 et 2.

Soit je considére que j’ai 22 billes, que j’en retire 7
de mon tas puis y remets 2 billes, ce qui correspond
au calcul 22 — 74 2 = 17 soit je considére que j’ai
22 billes et que j’en donne 2 en moins que 7, c’est-a-
dire 5, ce qui correspond au calcul 22— (7—2) = 17.

Expressions littérales

Les lettres a, b et ¢ désignent trois nombres. L’ex-
pression a — b — ¢ peut s’interpréter comme ceci
« J’ai a billes. J’en donne b, puis encore c¢. Com-
bien m’en reste-t-il 7 »

Interprétez chacune des quatre expressions sui-
vantes :

1) a—b—c
2) a—b+ec,
3) a—(b+0)
4) a—(b—c).

Parmi ces quatre expressions, quelles sont celles
qui vont donner le méme résultat 7 Pourquoi ?

Les expressions 1) et 3) donneront le méme résultat.
En effet, elles peuvent s’interpréter comme suit.

1) J’ai a billes. J’en perds b puis encore c.

3) J’ai a billes. J’en perds en tout (b+ c).

Les expressions 2) et 4) donneront le méme résultat.

En effet, elles peuvent s’interpréter comme suit.

2) Jai a billes. J’en perds b, puis en retrouve c.

4) Jai a billes. Je pensais en avoir perdu b mais en
fait j’en ai retrouvé c et au total en ai donc perdu
¢ en moins que b, c’est-a-dire b — c.

Commentaire

La suppression des parenthéses évoquée dans cet en-
cadré pose réguliérement probléme aux éléves. As-
sociées a divers exemples en contexte, les interpré-
tations ci-dessus permettent de montrer le sens de
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la propriété « on peut supprimer une parenthése
précédée du signe moins, a condition de changer le
signe de chacun des termes de la parenthése, sauf
du premier », qui est souvent présentée uniquement
comme une régle technique. Nous ne prétendons pas
que cette activité suffise a s’approprier la régle de
calcul, mais elle a le mérite de montrer que le pas-
sage au formalisme algébrique n’empéche pas l'in-
terprétation.
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Etonnantes égalités . . .

27+ 24 444 4 214

277+ 22 + 47+ 217 2T x2x4x21

R+ 14+ 0 180 9824124+ 024182 28 x 1 x 9 x 18




