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Chapitre 1

Introduction a la prédiction de
séries temporelles

Que ce soit par le biais de la météorologie ou via les commentaires des analystes des
marchés financiers, la plupart d’entre nous a déja entendu parler de “prédiction”. En effet,
estimer la valeur future d’une grandeur en météorologie ou d’un produit financier est,
aujourd’hui, une pratique courante.

Généralement, afin de pouvoir estimer la valeur future d’une variable d’intérét, en
d’autres termes afin de prédire cette variable, il est indispensable de disposer d’infor-
mations relatives a ’évolution passée de la variable. Pour revenir au contexte financier,
comment pourrait-on prédire la valeur de demain d’un indice si personne ne connaissait
les valeurs de cet indice sur plusieurs jours passés, au minimum ? Une “série temporelle”
se définit donc intuitivement comme la suite des valeurs passées de la variable qu’on essaie
de prédire.

Pour passer de I'évolution passée a la (aux) valeur(s) future(s), il est utile d’analyser
et de modéliser cette évolution passée de la série. Ces questions d’analyse de la série et
de la construction d’'un modele sont souvent le coeur méme du probleme en prédiction.
Analyser une série permet de la comprendre et par exemple de choisir certains parametres
du modele utilisé. Par ailleurs, le modele, une fois construit, doit idéalement étre capable de
représenter aussi fidelement que possible la dynamique de I’évolution propre a chaque série.
Lorsque le modele représente effectivement cette évolution passée, on peut raisonnablement
considérer que la prédiction sera pertinente par rapport a la dynamique qui a été mesurée
et qui se trouve dans la série. Par contre, un modeéle qui ne correspond pas aux valeurs
disponibles permettra certes de faire une prédiction, mais cette derniére n’aura aucun
sens au regard de la série considérée. La construction d’un modele conforme a une série et
I’analyse de la dynamique de cette série sont donc des étapes importantes de tout probleme
de prédiction.

Dans ce chapitre, la prédiction de séries temporelles est formalisée, étape par étape. Les
questions d’analyse et de modélisation, liées au but initial de la prédiction, sont également

introduites de maniére rigoureuse.



1. INTRODUCTION A LA PREDICTION DE SERIES TEMPORELLES

1.1 Définitions, notations et exemples

Formalisons a présent I'intuition de ce qu’est une série temporelle. Soit x une variable
qui nous intéresse, par exemple la valeur d’un indice boursier. Comme z varie au cours du
temps, on rend cette dépendance temporelle explicite en notant x(¢) ou ¢ représente un
instant dans le temps. Une série temporelle S est une suite de valeurs z(t) mesurées d’un
processus variant au court du temps, a une fréquence d’échantillonnage le plus souvent
constante. Les données temporelles z(t) sont généralement ordonnées suivant leur indice
dans le temps. Autrement dit, en considérant que le moment du premier échantillonnage
est 'instant t =1, on a :

S = {2(1),2(2),2(3),...,z(N)} = {z(t) | 1 < t < N}, (1.1)

ou N est le nombre total de valeurs dans la série. Notons que z(t) peut représenter soit
une seule mesure, et est donc une valeur scalaire comme ci-dessus, soit un ensemble de
mesures, alors reprises dans un vecteur. Par exemple, en météorologie, x(t) peut représenter
le vecteur comprenant la vitesse du vent, la température de lair, le taux d’humidité de
I’air et la pression atmosphérique mesurés a 'instant . Dans le cas vectoriel, la donnée
temporelle x(t) et ses différentes composantes sont notées :

x(t) = (xl(t), 22 (1), 23(1), ... ,xd(t)> , (1.2)

ou d est le nombre de composantes ou la dimension du vecteur. La définition 1.1 ci-dessus
se généralise aisément au cas vectoriel.

Ces concepts et définitions sont illustrés a la figure 1.1. Cette figure représente 1’évolution
du nombre de taches observées a la surface du soleil, un phénomene étudié entre autres
parce qu’il a une influence sur la transmission des ondes électromagnétiques (téléphonie
mobile, localisation par GPS, etc.). La variable scalaire z(t) représente le nombre de ces
taches observées mensuellement entre janvier 1749 et février 2005 ; dans ce cas N = 3074
(144). Cette série des taches solaires est un benchmark bien connu dans la littérature sous
le nom de la série SunSpot. Cette série est détaillée en Annexe A.

Outre ce premier exemple d’application, il existe en fait de trées nombreux domaines
ol on rencontre des séries temporelles :

— en finance : les indices boursiers, les taux de change, les valeurs des actions et autres
produits boursiers sur les différents marchés varient tout au long de la journée et,
de jour en jour, tout au long de I’année ;

— en hydrologie : le débit des cours d’eau varie en fonction du moment de ’année mais
aussi des saisons et des conditions climatiques ;

— en industrie : la demande en électricité varie continuellement suivant la consomma-
tion des clients, en fonction du moment de la journée, du moment dans la semaine,
dans ’année ;

— en management : la charge de travail du personnel d’'un magasin, ou d’un call-center,
varie en fonction de I’heure dans la journée mais aussi du jour de la semaine voire
du calendrier de certaines fétes annuelles ou de périodes de congé ;



1.2 Analyse, modélisation et prédiction

Série temporelle des taches solaires
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Fia. 1.1 — Série temporelle du nombre de taches solaires par mois, entre janvier 1749 et
février 2005.

— etc.

Dans tous ces domaines, l'intérét sous-jacent est, certes, spécifique a chaque probleme :

— connaitre la valeur future d’un indice précis permet de prendre une décision quant
a la pertinence d’un investissement sur un marché boursier ;

— connaitre I'impact, dans les heures a venir, des dernieres précipitations sur le débit
d’un cours d’eau permet d’éventuellement évacuer une zone d’habitations;

— connaitre la consommation future en électricité permet d’éventuellement ralentir la
production ou au contraire de relancer I'activité d’une centrale;

— connaitre le nombre de clients qui se rendra au magasin ou appellera le call-center
au cours de cette semaine, de ce mois, permet de planifier les horaires du personnel,
voire la répartition entre les caisses et le réassortiment du magasin, par exemple.

Au travers de tous ces exemples, on constate toutefois que le but commun de ces problemes

concrets est de pouvoir réaliser une prédiction.

1.2 Analyse, modélisation et prédiction

Soit S une série particuliere, par exemple une série financiere pour fixer les idées. Le
processus qui génere les données temporelles est, dans ce cas, l'activité des opérateurs
sur le marché boursier. Cette activité est ici mesurée dans une variable scalaire x(t) qui
représente, par exemple, le cours d’un titre. Si nous notons le processus évoluant au cours
du temps par g, nous avons donc :

z(t) =v(g,t), (1.3)

ou v(g,t) représente la mesure du processus g au temps t.

Bien évidemment, si on pouvait connaitre g pour tout instant ¢, il ne serait plus
nécessaire d’essayer de prédire x(t). En effet, sous cette hypothese, quel que soit le mo-
ment dans le temps qui est considéré, on connaitrait non seulement toutes les valeurs
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passées, mais également toutes les valeurs futures. Malheureusement, en pratique, g n’est
pas connu : il n’est connu qu’au travers des mesures x(t) qui en sont prises. Pour prédire
I'évolution de z(t), il faut donc recourir & un modele de g, une reconstruction mathématique
de ce processus inconnu, notée f(¢,...), et telle que, en moyenne, sur ’ensemble des valeurs

d’une série temporelle :
ft,...) = v(g,t). (1.4)

Signalons que la notation f(t,...) est volontairement trés générale ; seule la dépendance
temporelle est explicitée. Cette notation est précisée et complétée au Chapitre 2.
En supposant le modele f(¢,...) connu, il est alors possible d’utiliser ce modele pour

calculer une valeur de sortie ¢(t) au temps ¢ :

g(t) = f(t,...), (1.5)

ou le symbole ~ dénote le fait que la valeur fournie par le modele n’est qu'une valeur
estimée par calcul a distinguer de la véritable valeur y(¢), lorsqu’elle existe. Dans le cadre
temporel, §(t) n’est autre que l'estimation d’une valeur temporelle notée z(t).

On résume donc la modélisation par la relation suivante :

z(t) =v(g,t) =~ flt,...) = g(t) = &(t) . (1.6)
S——— SN—— S———r
derniére mesure connue modele du processus estimation fournie par le modele
En d’autres termes, grace a la modélisation, on obtient une valeur en sortie du modele qui
correspond en moyenne & la mesure du véritable processus.

Plus spécifiquement, dans un contexte de prédiction, le modele est construit de sorte
qu’on puisse obtenir une valeur Z(¢+h), avec un horizon de prédiction h fixé dans le temps.
Des lors, pour un probleme de prédiction, partant de la derniere valeur connue x(t), le
modele permet de calculer la prédiction Z(t + h). Notons qu’on parle de prédiction a court
terme lorsque h = 1; de prédiction a long terme pour A > 1.

Généralement, pour construire le modele f(¢,...), seules les données passées x(t — j),
décalées par rapport a x(t) d'un certain délai j dans le temps, sont disponibles ainsi
qu’éventuellement d’autres données passées u(t) issues de processus extérieurs a g mais
I'influengant. Les variables z(t) utilisées dans le modele et représentant les valeurs passées
de la séries sont appelées les variables endogenes; les variables u(t) sont appelées les
variables exogenes. Pour un probleme de prédiction des températures au sol, par exemple,
les variables endogenes sont bien évidemment les températures elles-mémes, alors que les
variables exogenes sont entre autres le taux d’ensoleillement, le taux d’humidité, la vitesse
du vent, ... Comme l'indique cet exemple, il peut y avoir plusieurs variables exogenes
suivant la série considérée, tout comme il peut tout aussi bien ne pas y en avoir. Il peut
également y avoir plusieurs variables endogenes, séparées dans le temps par des délais plus
ou moins longs. Par la suite, les modeles qui sont utilisés ne contiennent pas de variables
exogenes. Les méthodes de modélisation de séries temporelles abordées aux Chapitres 2
et 3 restent néanmoins valables lorsqu’on prend en compte des données exogenes.



1.3 Organisation de la thése et contributions

Si le choix d’un type de modeéle parmi les nombreux types existants est généralement
un choix effectué a priori, des choix tels que de la présence ou non de variables exogenes, de
leur nombre, de méme que du nombre de valeurs passées pour chaque variable considérée
ou encore du délai dans le temps entre deux valeurs d’une variable, etc. sont des choix de
modélisation auxquelles il est possible d’apporter une réponse au moyen d’une analyse de
la série temporelle. L’analyse d’une série temporelle recouvre un ensemble de techniques
qui peuvent constituer une aide a la modélisation en donnant un ensemble d’indications
sur, par exemple, la complexité du modele a utiliser pour approximer le processus dont
est issu une série. L’analyse de séries temporelles est abordée aux Chapitres 4 et 5.

Pour résumer cette section, retenons que la prédiction d’une série temporelle est un
probléme bien plus complexe que la prédiction en elleeméme. En effet, tout probleme de
prédiction commence par deux étapes indispensables, ’analyse et la modélisation :

— lanalyse : I’étude des données numériques constituant la série temporelle qui permet,
entre autres, de sélectionner les variables les plus pertinentes & utiliser, qu’il s’agisse
de variables endogenes x(t) et/ou exogenes u(t), ou encore de fixer leurs nombres
respectifs, etc. ;

— la modélisation : la construction d’un modele f(t,...) sur base de la série a dispo-
sition, ce qui revient a fixer les valeurs respectives des parametres du modele choisi
en se basant sur les informations obtenues lors de I'analyse ;

— la prédiction : 'utilisation du modele f(¢,...) pour estimer la (les) valeur(s) future(s)

de la série temporelle, a court terme ou a long terme.

1.3 Organisation de la these et contributions

Les questions rencontrées dans les étapes d’analyse, de modélisation et de prédiction
sont généralement interdépendantes. Elles seront donc abordées tout au long de cette
these. Néanmoins, 'accent sera mis au chapitre 2 sur les modeles. Un modele particulier,
permettant de la prédiction a long terme est introduit au chapitre 3. Les chapitres 4 et 5
sont consacrés a ’analyse de séries temporelles. Le reste de cette section décrit brievement
le contenu de chaque chapitre, et renvoie également vers les publications des résultats
obtenus. La liste compléte des publications issues des travaux présentés dans cette these,
classée par ordre chronologique, est reprise a la page 137.

Les outils algorithmiques de modélisation utilisés dans cette these sont présentés au
Chapitre 2. L’algorithme des cartes auto-organisées est décrit, ainsi que les réseaux a
fonctions radiales de base. Quelques stratégies permettant de sélectionner la structure
des modeles, ou dit autrement la complexité “optimale” d’un modele, sont introduites.
Parmi ces stratégies, la méthode de bootstrap est plus particulierement détaillée ainsi
qu’une méthode originale, le fast-bootstrap, qui est une approximation du bootstrap clas-
sique. Une premiere contribution personnelle, un test statistique permettant de valider
I’hypothese de linéarité utilisée dans la méthode de fast-bootstrap, y est alors détaillée.

Par ailleurs, ce chapitre propose une description des différentes approches de prédiction
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a long terme. Ces approches de prédiction sont observées dans le chapitre 2. Plusieurs
contributions a différentes conférences ont été publiées dans le cadre des travaux sur le
fast-bootstrap, (gs-1; gs-2; gs-3; gs-9; gs-11). Tous ces travaux sont résumés dans un article
de revue (gs-13).

Dans le Chapitre 3, la Double Quantification Vectorielle, méthode de prédiction pro-
posée dans le cadre de cette these, est expliquée et illustrée au moyen de son application
a plusieurs séries temporelles. Il est alors étudié la maniere dont cette méthode permet
d’obtenir des prédictions a long terme, selon les différentes approches détaillées dans le
chapitre 2. Une preuve théorique relative au comportement de la méthode en prédiction
a long terme est par ailleurs proposée. Outre ces contributions, les performances de tout
modele de prédiction a long terme sont discutées. Deux méthodes originales reprenant
certaines idées de la Double Quantification Vectorielle sont également décrites en fin de
chapitre. La méthode de Double Quantification Vectorielle ont conduit aux contributions
(gs-5; gs-6; gs-10) lors de différentes conférences. Ces travaux ont été développés dans les
articles de revue (gs-12; gs-14; gs-20). Les publications (gs-7; gs-8; gs-16) concernent les
deux méthodes originales décrites en fin de chapitre.

Le Chapitre 4 débat de I'importance de la sélection de variables dans le cadre de I’ap-
plication des méthodes de quantification vectorielle appliquées a des données temporelles.
Une contribution au débat scientifique actuellement en cours est proposée : un critere
géométrique permettant de sélectionner un délai entre variables temporelles. Grace a ce
critere original, il est possible d’obtenir des modeles de séries temporelles par quantifica-
tion vectorielle qui ont un sens, contrairement a ce qui a été affirmé récemment dans la
littérature. Une contribution & une conférence (gs-15), ainsi qu’un article de revue (gs-18)
ont été publiés suite a ces travaux sur la sélection de variables par distance a la diagonale.

Le Chapitre 5 poursuit I’étude de la sélection de variables, introduite au Chapitre 4.
Les principaux résultats théoriques sont brievement rappelés, et les méthodes classiques
de sélection du délai entre variables temporelles, basées sur les criteres d’autocorrélation
et d’information mutuelle, sont rappelées. Les limites de la sélection du délai par auto-
corrélation et information mutuelle sont alors illustrées. Une premiere contribution de
ce chapitre, la généralisation a plus de deux variables des deux méthodes de sélection
de délais précitées, est proposée. Une généralisation a plus de deux variables du critere
géométrique, présenté au Chapitre 4, complete cette étude de la sélection du délai en uti-
lisant un nombre quelconque de variables. Une comparaison des différentes méthodes est
détaillée au moyen de résultats expérimentaux. Les travaux de ce chapitre sont décrits
dans une contribution & une conférence (gs-17), de plus amples détails étant fournis dans
larticle de revue (gs-19).

Le Chapitre 6 conclut cette these, en proposant un résumé des différentes contributions,
ainsi que des perspectives pour des développements futurs.

L’annexe A présente les différentes séries temporelles utilisées dans ce document. Ces
séries servent a illustrer les différentes méthodes au travers de résultats expérimentaux.



Chapitre 2

Modeles, sélection de structure et
prédiction a long terme

Dans le Chapitre 1, un modele a été défini comme un outil mathématique de reconstruc-
tion d’un processus inconnu. Dans ce chapitre, quelques modeles existants sont brievement
passés en revue, et les modeles utilisés dans le cadre de cette these sont expliqués plus
en détails. Par ailleurs, des méthodes pour sélectionner la complexité d’'un modele, ou sa
structure, sont également introduites. Une contribution & une méthode de sélection de
structure de modeles est proposée lors de la présentation de la méthode correspondante.
Les différentes approches de prédiction a long terme sont également décrites, avant un

résumé concluant ce chapitre.

2.1 Modeles

2.1.1 Comment s’y retrouver parmi les nombreux modeles ?

La prédiction de séries temporelles est un probleme qui se retrouve dans beaucoup
de domaines d’application. De nombreuses personnes se sont penchées sur cette ques-
tion, notamment en finance, en mathématique, en physique et en machine learning. Is-
sus de tous ces domaines, de nombreux modeles ont été proposés. Dans cette section,
différentes approches de modélisation sont brievement passées en revue, afin de mieux
situer le cadre général auquel appartiennent les modeles qui sont utilisés dans cette these
et leurs spécificités.

Les modeles les plus simples sont les modeles linéaires. Pour ceux-ci, il est fait I’hy-
pothese que le processus qui génere les données évolue de fagon linéaire au cours du
temps. Ces modeles linéaires sont abondamment utilisés en statistique et en identifica-
tion des systeémes. Il s’agit, notamment, des modeles auto-regressifs AR(p), des modeles
a moyenne mobile M A(q), des modeles auto-régressifs & moyenne mobile ARM A(p, q),
etc. Tous ces modeles sont décrits en détails dans plusieurs ouvrages de références, comme
(12; 14; 113). Ces mémes modeles sont également utilisés en finance, avec quelques ex-

tensions qui conduisent aux modeéles auto-régressifs avec hétéroskédasticité conditionnelle
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ARCH (p) et a leur généralisation GARCH (p) (48; 57; 67). Pour ces derniers modeéles,
I’hypothese de linéarité n’est plus totalement vérifiée, puisqu’en général, le conditionne-
ment de 'innovation par la partie auto-régressive se fait suivant une loi de distribution
Gaussienne, qui n’est pas une loi linéaire.

En complément aux modeles linéaires, il existe donc d’autres modeles pour lequel
aucune hypothese de linéarité n’est faite sur le processus. Ces modeles dits non linéaires
sont donc plus généraux et potentiellement plus puissants : ils peuvent modéliser n’importe
quel type de processus et ne sont pas limités au cas particulier du linéaire. Cependant, ces
modeles non linéaires sont aussi beaucoup plus complexes et parfois délicats a mettre en
oeuvre. Outre les modeles financiers mentionnés ci-dessus, il existe de nombreux modeles
non linéaires, issus des statistiques (splines (40; 77), wavelets (27; 77), etc.) ainsi que du
domaine du machine learning (11; 45; 52; 76; 78).

Comme l'indique son nom, dans le domaine du machine learning, des algorithmes
exécutables sur ordinateur permettent d’obtenir une modélisation d’une relation existant
a lintérieur d’'un ensemble de données. Les algorithmes de machine learning décrivent
généralement des modeles abstraits. Au cours de leur exécution, ces algorithmes utilisent
une regle dite d’apprentissage qui leur est propre pour spécialiser petit a petit le modele
abstrait. A la fin de ’exécution, ’algorithme est supposer fournir un modele qui correspond
spécifiquement a la relation se trouvant au sein des données de départ. En machine learning
également, il existe de nombreux modeles différents. Une classification de ces modeles
peut étre faite suivant le type de regle d’apprentissage. Dans le cadre de cette these,
les apprentissages supervisé et non supervisé sont considérés. En apprentissage supervisé,
il est tenu compte a la fois des entrées z(t) et de la sortie y(t) lors de l'exécution de
lalgorithme ; alors qu’en non supervisé, seules les entrées xz(t) sont prises en compte.
Alors que les modeles supervisés peuvent étre utilisés aussi bien en classification qu’en
approximation de fonction, les modeles non supervisés sont plutot utilisés en classification
uniquement. Parmi les modeles supervisés, on trouve le perceptron multi-couches (Multi-
Layer Perceptron ou MLP dans la littérature) (69; 133; 139; 179), les support vector
machines (ou SVM) (16; 23; 33; 141; 142; 169) et les réseaux a fonctions radiales de
base (Radial Basis Function Network ou RBFN) (11; 15; 63; 122; 128). Seul ce dernier
modele est décrit plus en détails, les autres modeles n’ayant pas été utilisés dans ce travail.
Plusieurs modeles non supervisés sont quant a eux décrits, et plus principalement les cartes
auto-organisées (Self-Organizing Maps ou SOM) (97), qui sont a la base de la méthode de
prédiction proposée au Chapitre 3.

2.1.2 Quantification vectorielle

Considérons un probleme de la vie réelle dont on veut connaitre la dynamique. Prenons
par exemple la mesure de la température au sol qu’on souhaiterait modéliser pour une
certaine région. Cette température en un endroit particulier évolue continuellement. Un
nombre important de données devient vite disponible en fonction de la fréquence des

mesures mais aussi et surtout, dans ce cas-ci, en fonction du nombre d’endroits différents
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ou des mesures sont effectuées. Comme le montre cet exemple, on se retrouve parfois
confronté & un grand nombre d’informations qu’il devient relativement difficile de pouvoir
intégrer sans en réduire, d’'une maniere ou d’une autre, le volume.

Une méthode classique pour réduire le volume d’un ensemble d’informations est la
quantification vectorielle (4; 62; 65; 66; 111). Cette méthode permet en effet de diminuer
la taille d’un ensemble de données vectorielles tout en limitant la perte d’information subie
lors de cette réduction.

Conceptuellement, le résultat d’une quantification vectorielle est un ensemble de vec-
teurs disposés a I'intérieur d’une distribution de données de sorte qu’ils représentent a eux
seuls, approximativement, ’ensemble de la distribution initiale.

Plus formellement, supposons qu’on dispose d’un ensemble D de NV données vectorielles

de dimension d, défini par :

ﬂz{xz‘xlz(le7x1277xg)€IRd71SZSN}7 (21)
ou les différentes composantes x%,x?,...,xf € IR. Notons que le vecteur x; peut par

exemple correspondre & x(t); cette notation est d’ailleurs utilisée lorsque le contexte se
rapportera plus spécifiquement aux séries temporelles.

Apres quantification vectorielle de cet ensemble D, on dispose d’'un ensemble P de n
vecteurs dits représentatifs, également appelés prototypes :

iP:{ij‘)_(j:(E},E?,...,f?)emd,l§j§n}, (2.2)

ou n est (beaucoup) plus petit que N. Bien évidemment, ces prototypes sont de dimension
d tout comme le sont les données qu’ils représentent.

Un algorithme implémentant cette quantification vectorielle est, par exemple, le Com-
petitive Learning (68; 82; 137). Brievement, cet algorithme itératif non supervisé est en
mesure d’adapter la position d’un ensemble de prototypes a une distribution décrite dans
un ensemble de données D comme suit. Au cours d’une itération, qui correspond intuiti-
vement a ’étape durant laquelle une donnée x; est traitée par l’algorithme, le prototype
le plus proche au sens d’une mesure de distance dist(.,.), noté Xy, est sélectionné :

X = arg 1r<%£1n dist(X;,x;), (2.3)

ol :
— 4, dont la valeur est fixée dans la relation (2.3), est I'indice permettant de parcourir
I’ensemble de données D,
— j est Iindice permettant de parcours ’ensemble des prototypes P, et
— k est l'indice du prototype le plus proche, selon la mesure de distance dist(.,.) qui
est le plus souvent la distance euclidienne.
Ce prototype Xy, est ensuite modifié : sa position au sein de la distribution des données
est modifiée pour qu’elle soit plus représentative de la donnée considérée apres l'itération
en cours qu’avant. En d’autres termes, on rapproche le prototype de la donnée pour que
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la position de ce prototype tienne compte de I'information contenue dans la position de la
donnée :

Xk (iter + 1) = X (iter) + a(iter)(x; — X (iter)), (2.4)

ou les notations iter et iter + 1 représentent respectivement l'itération en cours et la
suivante, et ou le parametre «(.) correspond au taux d’apprentissage. Généralement ce
parametre «(.) est choisi de sorte qu’il suive une fonction décroissante en fonction du
nombre d’itérations, afin d’assurer la convergence de l'algorithme (132). Les deux étapes
(2.3) et (2.4) ci-dessus sont répétées pour tout ’ensemble D, D étant présenté plusieurs
fois consécutives a ’algorithme.

A la fin de I'exécution de cet algorithme, pour chaque vecteur X; € P, on définit pour
chaque prototype X; un sous-ensemble de D regroupant toutes les données x; qui sont
plus proche de ce prototype que de tous les autres. Ces groupes de données sont appelés
des clusters et sont notés c;, ot 'indice j correspond au prototype X; correspondant.
Bien évidemment, il y a autant de clusters que de prototypes. Plus formellement, pour un

prototype X par exemple, on obtient le cluster ¢; défini par :
cr ={xi € D|Vje[l.n],j#k, dist(X,x;) < dist(Xj,%;)} . (2.5)

Notons que la création de tous les clusters c;, pour les différents prototypes x; de
I’ensemble P, avec 1 < j < n, revient & partitionner ’ensemble D.

Un autre algorithme permettant de réaliser une quantification vectorielle, et qui est
a la base de la méthode de modélisation et de prédiction présentée au Chapitre 3 est
I’algorithme des cartes auto-organisées.

2.1.3 Les cartes auto-organisées

L’algorithme des cartes auto-organisées (Self-Organizing Maps ou SOM) est un algo-
rithme itératif de classification non supervisée proposé par T. Kohonen (97). Depuis son
introduction dans les années 80, 'algorithme SOM a été appliqué avec succes dans de tres
nombreuses applications, telles que la classification d’images, la classification de textes, la
compression d’images ou encore la robotique pour n’en citer que quelques unes. Le lecteur
désireux d’explorer d’avantage les applications de ce SOM est invité a consulter la liste
bibliographique de référence, disponible en ligne (2). La description du SOM ci-dessous se
limitera & une introduction des principaux concepts et a une description du fonctionne-
ment de I'algorithme. De plus amples détails sur ’algorithme peuvent étre trouvés dans
(97; 98), les principaux résultats assurant un fondement théoriques de cette méthode se
trouvant dans (29; 53; 54; 74; 79; 131).

Conceptuellement, le principe de I'algorithme SOM est, tout comme pour le Compe-
titive Learning, de déplacer itérativement des prototypes au sein d’une distribution de
données contenues dans un ensemble D. A la fin de 'exécution de l'algorithme SOM, la
distribution des prototypes représente une approximation de la distribution initiale des
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Fia. 2.1 — Exemples de grilles unidimensionnelle et bidimensionnelle, et des relations de
voisinage définies pour un prototype sur chaque grille.

données. L’algorithme SOM permet donc de quantifier vectoriellement des données. Tou-
tefois, le SOM possede une caractéristique particuliere qui est l'utilisation d’une grille
reliant les différentes unités entre elles.

La Figure 2.1 représente deux topologies de grilles les plus couramment utilisées : une
grille unidimensionnelle en ficelle et une grille bidimensionnelle rectangulaire. Pour chacun
de ces deux exemples, les prototypes sont représentés par des ronds reliés entre eux par des
segments de droite. Outre I'intérét immédiat du support visuel, 'apport principal d’une
grille est de pouvoir définir une relation de voisinage entre chaque prototype et tous les
autres prototypes. Pour définir cette relation de voisinage, les prototypes sont numérotés
suivant leur position dans la grille, de haut en bas et de gauche a droite. Prenons le cas
de la grille en ficelle, dans la partie gauche de la Figure 2.1. Sur cette grille, on définit les
voisins du prototype 6, par exemple, représenté en noir. Les voisins de 6, a une distance
de 1 sur la grille, sont 5 et 7 (en gris foncé). Les voisins a une distance de 2 sont 4 et 8
(en gris clair). Si on définit la limite de voisinage comme la distance maximale au-dela de
laquelle les autres prototypes ne font plus partie du voisinage d’un prototype donné, et
qu’on fixe dans cet exemple la limite de voisinage & 2, les prototypes 1, 2 et 3 (en blanc)
ne sont donc pas dans le voisinage du prototype 6. De maniere similaire, on définit un
voisinage pour chacun des prototypes de cette grille. Concernant la grille rectangulaire de
droite, ou les voisinages considérés sont toujours carrés, les prototypes 7, 8, 9, 10, 12, 13,
14 et 15 sont voisins & une distance de 1 du prototype 11; les prototypes 4, 5 et 6 sont
voisins a une distance de 2; les prototypes 1, 2 et 3 sont au-dela de la limite de voisinage.

Concretement, le voisinage définit donc un ensemble d’informations pour chaque pro-
totype en spécifiant qui est dans le voisinage de qui et a quelle distance sur la grille. Ces
informations sont utilisées dans la regle de modification de la position des prototypes,
apres sélection du vainqueur.

L’algorithme SOM se définit comme suit. Lors de la phase d’apprentissage, les données
de I'ensemble D sont présentées successivement a ’algorithme, itération apres itération.
Comme pour le Competitive Learning, lors de chaque itération, le prototype le plus proche,
selon la mesure de distance considérée, de la donnée courante x; est sélectionné :

X, = arg 1%217; dist(X;,x;), (2.6)
ou les indices 7, j et k ont la méme signification que ci-dessus, et dist(.,.) est, ici encore,
la distance euclidienne.
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Tout comme pour le Competitive Learning, le prototype X est ensuite modifié afin de
représenter la donnée x;. La différence est qu’ici les voisins X; de ce prototype Xj, sont eux
aussi adaptés, en fonction des contraintes de voisinage données par la grille utilisée :

Xj(iter +1) = X;(iter) + a(iter)(x; — X;(iter)) V X; € Voisinage(Xy),

X;j(iter +1) = X;(iter) V X; ¢ Voisinage(Xy,). (2.7)

Les parametres a(.) et Voisinage(.) sont respectivement le taux d’apprentissage et la fonc-
tion de voisinage du SOM. Le taux d’apprentissage décroit, comme dans le cas du Compe-
titive Learning, afin d’assurer la convergence (132). La fonction de voisinage est bornée par
la limite de voisinage qui est également choisie de sorte qu’elle soit décroissante au fur et a
mesure que le nombre d’itérations augmente. Dans toutes les applications de ’algorithme
SOM qui suivent, le taux d’apprentissage décroit suivant une loi exponentielle, alors que
la distance de voisinage est linéairement décroissante.

L’influence du parametre «(.) est la suivante : le déplacement du prototype Xj et de
ses voisins dans la direction de la donnée x; est d’autant plus important que la valeur
de ce parameétre est élevée. Comme la position initiale des prototypes est quelconque au
début de I'exécution de ’algorithme, il est utile de prendre une valeur relativement élevée
de ce parametre pour le faire diminuer rapidement vers des valeurs beaucoup plus faibles,
afin de permettre aux prototypes d’une carte auto-organisée d’avoir toute la latitude pour
se déplacer correctement au sein de la distribution des données.

Typiquement, la limite de voisinage qui borne la fonction Voisinage(.) est relativement
grande au début de I'exécution de l'algorithme, pour diminuer et étre nulle pendant les
derniéres présentations de ’ensemble D. En effet, la position initiale des prototypes étant
quelconque, il est utile que la position de nombreux voisins soit modifiée au début de
I’exécution afin que les prototypes s’ordonnent dans la distribution des données de facon
similaire aux positions qu’ils occupent sur la grille. Par la suite, les prototypes se déplacent
uniquement avec leurs voisins les plus proches pour couvrir, petit a petit, 'ensemble de la
distribution, pour enfin ne plus se déplacer qu’indépendamment les uns des autres afin de
prendre en compte les variations locales de la distribution initiale. Notons que c’est cette
phase de positionnement auto-organisée des prototypes les uns par rapport aux autres au
sein de la distribution qui a donné son nom a la méthode.

L’ensemble de prototypes P issus d’une application de I'algorithme SOM & un ensemble
D possede les deux propriétés de quantification vectorielle et de respect de la topologie.
La quantification vectorielle est la réduction de I'’ensemble des N données de départ en
un ensemble de n prototypes, telle que décrite dans la Section 2.1.2. Le respect de la
topologie est une propriété qui découle de I'usage d’une grille et qui s’énonce comme suit.
Deux données similaires au sein de la distribution initiale, se retrouvent, apres convergence
de la carte auto-organisée et création des clusters, soit dans le méme cluster, soit dans deux
clusters dont les prototypes sont des voisins sur la grille utilisée. Intuitivement, si deux
données sont similaires, les distances entre ces données et un prototype sont sensiblement
les mémes, et elles sont alors dans le méme cluster. Si ces distances sont sensiblement
différentes, alors une des deux données est peut étre plus proche d’un autre prototype
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situé pres du prototype considéré, et les données se retrouvent alors dans deux clusters
dont les prototypes sont voisins.

Deux parametres supplémentaires influencent la qualité avec laquelle la distribution des
données est représentée par les prototypes d’une carte auto-organisée : la forme de la grille
ainsi que le nombre de prototypes sur la grille. La topologie de la grille est généralement
de forme unidimensionnelle (ficelle) ou bidimensionnelle (cartes carrée ou rectangulaire).
En toute généralité, une ficelle, une carte rectangulaire ou une carte carrée peuvent étre
utilisées a peu pres indifféremment. Cependant, en pratique, le choix entre ces différentes
topologies de grille est influencé par toute connaissance qu’on peut obtenir par analyse de
la distribution des données.

Concernant le nombre de prototypes sur la grille, il faut noter que ’algorithme SOM ne
donne pas un modele mais une famille de modeles. En effet, pour un ensemble de données
D, il existe un tres grand nombre de modeéles différents qui peuvent étre utilisés pour
représenter cet ensemble D : une ficelle avec deux, trois, quatre, ... prototypes, une carte
rectangulaire d’une longueur de deux, trois, quatre, ... prototypes et/ou d’une largeur de
deux, trois, quatre, ... prototypes. En d’autres mots, il existe autant de modeles possibles
que de configurations de grilles. Parmi tous ces modeles de complexités différentes, il
est judicieux de sélectionner celui qui correspond le mieux aux données de I’ensemble
D considéré. Plusieurs approches pour comparer différents modeles issus de différentes
applications de 'algorithme SOM et pour sélectionner celui dont la complexité représente
le mieux possible un ensemble de données particulier sont décrites dans la Section 2.2.

2.1.4 Les réseaux a fonctions radiales de base

Contrairement au SOM, 'algorithme des réseaux a fonctions radiales de base (Radial
Basis Function Network ou RBFN) (11; 122; 128) est un algorithme supervisé. Autrement
dit, durant 'apprentissage, ’algorithme utilise en plus des vecteurs x; un ensemble de

valeurs y; tels que 'ensemble D est maintenant défini par :
D:{(xi,yi)]xiEIRd,inIR,lgigN}. (2.8)

Cet ensemble regroupe donc des couples entrées-sortie, ou la sortie est ici supposée scalaire.
Pour obtenir une sortie vectorielle, il faut généraliser I'algorithme classique décrit dans
(11; 128). Notons également que x(t) et y(t) peuvent étre utilisés en lieu et place de x; et
y; dans le contexte temporel.

Conceptuellement, au cours de 'apprentissage, ’algorithme RBFN place un ensemble
de noyaux Gaussiens au sein d’une distribution de données de sorte que la somme pondérée
des valeurs fournies par les différents noyaux approxime la sortie correspondant au vecteur
en entrée du modele, en moyenne, et ce pour tous les couples entrées-sortie de I’ensemble
D.

La Figure 2.2 propose le schéma d’un réseau RBFN. Sur cette figure, les entrées sont
propagées au travers des fleches aux noyaux Gaussiens ¢;,7 < j < m constituant 'unique
couche du réseau. Les valeurs des noyaux sont ensuite pondérées par les coefficients \; pour
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Fi1G. 2.2 — Schéma d’un réseau RBFN.

produire la valeur en sortie ;. Intuitivement, les coefficients \; représentent I'importance
relative des différents noyaux dans la valeur calculée par le RBFN. Notons que le symbole
" représente, ici aussi, le fait qu’il s’agit d’une valeur calculée par le réseau et non de la
vraie valeur y;.

Formellement, la sortie d’un réseau RBFN est calculée comme :

m

i = > Nty (xi 1, 05), (2.9)
J

—1

ou les noyaux Gaussiens ¢; (., ft5,0;),1 < j < m sont définis par :

7<||x,'—uju>2
bj (Xiy pj,05) =e \ V¥ ) (2.10)

avec e(.) la fonction exponentielle. Dans les expressions (2.9) et (2.10), les parametres
et o; désignent respectivement le centre et la largeur du noyau Gaussien ¢;, 1 < j < m.
En d’autres termes, la sortie du modele correspond a une somme pondérée des entrées
transformées non linéairement.

Tres brievement, lors de 'apprentissage, les noyaux Gaussiens sont placés au sein de
la distribution des données, par exemple au moyen d’un algorithme de quantification vec-
torielle. Les parametres j1; des m différents noyaux correspondent aux prototypes issus de
la quantification vectorielle. De cette quantification, on extrait également les clusters qui
sont utilisés pour déterminer les largeurs des noyaux o;. Les coefficients de pondération
Aj des différents noyaux sont ensuite déterminés par résolution d’un systéme d’équations
linéaires. De plus amples détails sur 'apprentissage des réseaux RBFN se trouvent par
exemple dans (10; 125).

En pratique, on constate que les parametres p; influencent de facon relativement li-
mitée le résultat de ’algorithme. Les parametres o; influencent fortement la qualité de
I’approximation de la relation entrées-sortie fournie par I’algorithme. Il faut en effet que
les différents noyaux Gaussiens se recouvrent suffisamment pour que les parties de la
distribution ou aucun noyau n’est venu se placer soient prises en compte par le RBFN.
Cependant, il ne faut pas non plus que les noyaux soient tellement larges que chacun
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d’entre eux recouvre l'’ensemble de la distribution. Si tel était le cas, il n’y aurait plus
grand intérét a positionner des Gaussiennes a différents endroits de la distribution, une
Gaussienne unique, tres large et plate serait suffisante. Bien évidemment, ’approxima-
tion de la relation entrées-sortie serait dans ce cas trés mauvaise. Les parametres \; sont
uniques, une fois les u; et o; fixés; leur influence sur la sortie du modele est directe, il
s’agit du poids accordé a chaque noyau Gaussien dans la valeur de sortie du modele.

Dans le cadre de cette these, parmi les nombreuses approches possibles, la méthode
choisie est de sélectionner la largeur des noyaux comme étant la méme pour tous les noyaux,
et telle qu’elle vaut le rayon du plus grand cluster, multiplié par un facteur d’échelle (Width
Scaling Factor dans (10)) fonction de I’ensemble de données.

Notons que, d’un point de vue théorique, le RBFN possede la propriété d’approxima-
teur universel (11), ce qui signifie que l'algorithme est en mesure de fournir un réseau
RBFN approximant n’importe quelle relation entrées-sortie d’un ensemble de données D,
sous condition que la complexité du RBFN soit suffisamment grande, c’est a dire sous
condition qu’il y ait un nombre m de noyaux Gaussiens suffisamment élevé.

Enfin, notons également que, tout comme dans le cas de 'algorithme SOM, I’algorithme
RBFN permet d’obtenir non pas un modele, mais une famille de modeles de complexités
différentes en fonction du nombre m de noyaux Gaussiens utilisés. Quelques approches
permettant de comparer et sélectionner le “meilleur” modele pour un ensemble de données

particulier sont décrites dans la section suivante.

2.2 Sélection de structure de modéles

Comme mentionné aux sections 2.1.3 et 2.1.4 précédentes, les algorithmes décrivant les
modeles SOM et RBFN ne définissent pas un modele unique, mais une famille de modeles
de complexités différentes. De plus, ces deux algorithmes possedent un certain nombre de
parametres. Il est a présent nécessaire de préciser la notation f(¢,...) qui a été utilisée
jusqu’ici pour désigner un modele. Par la suite, un modele est représenté par la définition

suivante :

@(t) = fs (X(t)7 08(9)) ) (2'11)

— l'indice s représente les différentes structures possibles ou, en d’autres termes, les
différentes complexités possibles (& savoir le nombre n pour 'algorithme SOM ou le
nombre m pour le RBFN) ;

— 05(D) représente les différents parametres du modele de structure s dont les valeurs
respectives sont déterminées lors de ’apprentissage sur I’ensemble D ;

— les autres notations conservent leur signification : x(t) est le vecteur des données en
entrée du modele, et 3(t) est estimation de y(t) calculée par le modele.

Rappelons que, dans le cadre de la prédiction de séries temporelles, la sortie du modele
g(t) peut étre (¢ + 1) ou encore Z(t + h). En pratique, une question importante est
d’obtenir un modele qui corresponde globalement aux données a disposition, tout en étant
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suffisamment général que pour correspondre également & d’autres données issues du méme
processus mais n’ayant pas servi a I’élaboration du modele, comme le sont les valeurs a
prédire. Il y a donc un double but pour un bon modele : correspondre aux données a
disposition mais aussi étre capable de prédire. Un compromis est nécessaire entre ces deux
buts. Le modele réalisant le meilleur compromis entre ces deux buts sera dit optimal, et
sa structure s sera sélectionné.

Pourquoi est-il aussi important de sélectionner une structure de modele s particuliere ?
Comme nous venons de le voir, il y a en pratique deux types de parametres a déterminer
pour des modeles non linéaires tels que les SOM ou les RBFN : les parametres du modele 6,
et le parametre de structure s. Lors de I'apprentissage, rien n’indique comment sélectionner
une structure s plutot qu’une autre : cette phase d’apprentissage n’est définie que pour une
complexité fixée. Or, pour un méme ensemble de données D, la qualité de la modélisation
obtenue peut varier fortement d’une structure a 'autre. Considérons le cas d’un modele
RBFN (le méme raisonnement pouvant étre obtenu en non supervisé pour un SOM). Si
la structure de modele est de complexité insuffisante, la relation entrées-sortie modélisée
par le réseau ne sera qu’une approximation grossiere et simplifiée du processus réel qui
a généré les sorties correspondant aux différents vecteurs en entrée. Et rien ne dit que,
sur de nouvelles données, le modele permettra de fournir des prédictions pertinentes. A
I'opposé, si la structure est trop complexe, le modele alors obtenu sera tellement spécifique
aux données de I’ensemble D qu’il sera alors plus proche de ces données que du processus
réel dont les données ne sont qu’un apercu. Il ne sera pas en mesure de prédire autre
chose que ce qu’il a modélisé, qui n’est qu’'une partie du processus réel, limité aux donnés
a disposition. Dans le premier cas discuté ci-dessus, on dit que le modele est en sous-
apprentissage : il n’a pas pu apprendre toute 'information contenue dans ’ensemble de
données disponible. Dans le second cas, on dit que le modele est en sur-apprentissage : il
modélise également des informations qui ne font pas partie de la véritable relation entrées-
sortie, comme par exemple du bruit di aux mesures.

En d’autres mots, un modele avec une structure optimale est donc un compromis
entre une structure trop simple conduisant a un sous-apprentissage et une structure trop
complexe conduisant a un sur-apprentissage. Un tel modele possede ce qu’on appelle une
bonne capacité de généralisation : il est en mesure de reproduire la dynamique du processus
au moyen de I’ensemble D d’apprentissage, de sorte que, pour de nouvelles données de la
méme série temporelle, autres que celles de I'ensemble D, il fournisse des valeurs §(t)
en sortie conforme aux valeurs réelles de la série temporelle. Qu’on soit en sous- ou en
sur-apprentissage, les modeles obtenus possedent de faibles capacités de généralisation.
Il y a donc une nécessité de tester plusieurs complexités de modele différentes sur un
méme ensemble de données, et de comparer leur capacité de généralisation, sur base d’un
critere, afin de sélectionner le modele optimal pour un ensemble de données particulier.
Malheureusement, en pratique, on dispose de peu d’information pour se donner une idée
sur la complexité & utiliser pour un ensemble de données particulier. Il faut donc faire une
recherche, éventuellement exhaustive, pour tout un ensemble de modeles de complexités
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différentes, entre deux bornes constituées par deux modeles de complexité S,in €t Smax
choisie.

Les sections suivantes vont présenter des critéres permettant de mesurer les capacités
de généralisation de modeles de complexité différentes, ainsi que des méthodologies per-
mettant de comparer des modeles de complexité différentes sur base de leurs capacités
de généralisation. L’accent est porté sur les capacités en généralisation, I’hypothese com-
mune a toutes ces méthodes étant que le modele obtenu apres apprentissage possede les
parametres 6, idéaux pour une structure s fixée.

2.2.1 Criteres de mesure de ’erreur de généralisation

En machine learning, un critére communément utilisé afin de mesurer les capacités de
généralisation d’un modele est 'erreur de généralisation. Intuitivement, ce critére mesure
les écarts entre les valeurs fournies par le modele, en sortie, et les véritables valeurs de
sortie de I’ensemble D. Cette différence est définie théoriquement pour un ensemble infini
de données, ce qui permet d’obtenir I'erreur de généralisation exacte puisqu’on considere
toutes les valeurs possibles. On définit 'erreur de généralisation E(s) d’un modele de

structure s selon (102) :
N

E(s) = lim ZM, (2.12)

N—oo N

ou N est le nombre de données de I’ensemble D et ou ¢(t) est obtenu suivant la relation
(2.11). La définition (2.12) n’est valable que lorsque la limite existe, ce qui peut étre
démontré sous certaines conditions d’invariance de la série considérée (88).

En pratique, un ensemble D de dimension infinie n’est pas disponible, N étant fini.

On ne peut donc qu’estimer I'erreur de généralisation sur base des données disponibles,

suivant :
Ny 2
A N s (x(8),05(D)) —y()
E(s) = ;1 No , (2.13)

ou la notation Ny représente le nombre de données de validation, concept qui sera détaillé
dans la section suivante. Comme auparavant, le symbole * sur le terme E(.) désigne
le fait qu’on estime l'erreur de généralisation théorique (2.12). Notons que ce critére est
également appelé le critére de moyenne des moindres carrés (Mean Square Error ou MSE),

dont il existe plusieurs variantes dans la littérature, notamment :

N- ~
Normalized MSE : NZt:AVl (5 —y(®))” 5
1= (9(t)—mean(y(t)))

~ Root MSE : \/Zflﬁ W

— Absolute Mean Error : Zi\;‘ﬁ w

— etc.

Par la suite, le critere utilisé est ce critere MSE.
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2.2.2 Méthodes de validation et de cross-validation

En pratique, 'estimation de 'erreur de généralisation sur un ensemble fini de données
peut s’avérer erronée si le calcul de cette estimation n’est pas fait avec précaution. En effet,
utiliser un méme ensemble de données D pour fixer les parametres d’un modele de structure
s et pour estimer l'erreur de généralisation de ce modele peut conduire a une mauvaise
estimation de l’erreur de généralisation. Dans le cas d'un modele en sur-apprentissage, le
modele est tellement spécifique que 'estimation de I'erreur de généralisation sur ’ensemble
D sera sous-estimée, ce modele décrivant tres (trop) bien les données disponibles. On dit
alors que l'estimation est biaisée, le biais correspondant a la différence moyenne entre
d’erreur entre la valeur réelle et 'estimation fournie par la méthode. L’idée est donc
de conserver une partie des données de I’ensemble de départ pour mieux estimer cette
erreur de généralisation, apreés détermination des parametres lors de 'apprentissage. Cette
partie des données, appelée ensemble de validation, est donc utilisée pour sélectionner
la complexité optimale en permettant de comparer entre eux différents modeles apres
apprentissage. La méthode de validation est la méthode la plus simple implémentant cette
idée.

En validation, ’ensemble D est découpé en un ensemble d’apprentissage A, servant
a déterminer les parametres 65 d’'un modele de structure s fixée, et en un ensemble de
validation V, dont le role est de permettre le calcul de I’estimation de E(s) pour un
modele de structure s. La découpe de I'ensemble D en A et V se fait une seule fois pour
toutes les structures s qui sont testées. L’estimation de ’erreur de généralisation est donc,
dans le cas de la validation simple, fournie par :

Ny 5
MSEvatia = Euatia(s) = Z (s (x(2), 93&:)) —y(t) : (2.14)
t=1

ol Ny est le nombre de données dans ’ensemble V. De maniéere similaire, on définit N4, le
nombre de données dans ’ensemble A, de sorte que N = N 4+ Ny. L’étape d’apprentissage
est alors répétée pour chacune des structures s, ce qui conduit a une série de valeurs
Evahd(s) issues de la validation de chaque modele. Le modele sélectionné est celui dont la
structure s minimise Evalid(s).

D’un point de vue méthodologique, lorsque le nombre de données disponibles le permet,
on découpe ’ensemble D non pas en deux mais en trois ensembles : les ensembles A et
V et un dernier ensemble T, ’ensemble de test. Cet ensemble permet d’effectuer un test
du modele sélectionné sur des données “nouvelles” qui n’ont servi ni a l'apprentissage
ni a la validation. L’idée est de simuler des conditions réelles et d’observer comment se
comporterait le meilleur modele dans de telles conditions. L’usage de ces trois ensembles
de données est illustré a la section 3.6 au moyen de résultats expérimentaux.

De maniere générale, la proportion de données N4 par rapport a Ny fait 'objet d’un
compromis entre le biais et la variance de I'estimateur Evalid(-)- En effet, le critere d’er-
reur des moindres carrés MSE peut étre décomposé en deux termes : la décomposition
biais-variance (60). Cette décomposition biais-variance a été largement étudiée dans la
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ar Structure
optimale

Biais
———Variance
< MSE

Sousapprentissage
Surapprentissage

0 50 00 50 200 250
Complexité (nombre de prototypes)

F1G. 2.3 — Forme générale des courbes de I'erreur d’apprentissage et de ’estimation de ’er-
reur de généralisation. L’estimation de l'erreur de généralisation est composée d’un terme
de biais, correspondant & l'erreur d’apprentissage, et d’un terme de variance. La com-
plexité -la structure- optimale est celle qui réalise le compromis entre sous-apprentissage
et sur-apprentissage.

littérature, les travaux de (60) ayant été complétés entre autres par (85; 96; 168) et
généralisés dans (44; 180). La décomposition biais-variance s’interpréte comme suit : Uer-
reur de généralisation théorique est obtenue en additionnant le carré du biais et la variance
de l'estimateur de l'erreur de généralisation. Le biais correspond a une mesure de la dis-
tance entre les valeurs fournies par le modele et celles du véritable processus. Le terme de
variance mesure la variabilité de la modélisation par rapport aux données d’apprentissage.
Bien évidemment, le but étant de réduire erreur de généralisation, il faudrait idéalement
réduire autant que possible le biais et la variance. Réduire le biais est tres simple, il suffit
d’augmenter la complexité du modele : la distance entre les valeurs fournies par la modele
et celles de la vraie fonction diminue alors effectivement, le modele approximant mieux
le processus. Mais cette diminution du biais est accompagnée par une augmentation de
la variance, et au final par une augmentation de l'erreur mesurée par le critere MSE. En
effet, le biais et la variance évoluent en sens inverse comme le montre la Figure 2.3. Un
estimateur fortement biaisé se situe sur la partie gauche du graphe, et correspond a un
modele de structure (trop) simple. Ce modele est en sous-apprentissage. A l'inverse, un
modele plus complexe est non biaisé mais sa variance peut devenir importante, ce qui
résulte en une augmentation de MSE et en un sur-apprentissage (121).

Tout comme en jouant sur la complexité du modele, il est possible d’influencer le
rapport biais/variance de l’estimateur de l'erreur de généralisation en modifiant la pro-
portion de données N4 et Ny. En effet, augmenter la taille de ’ensemble d’apprentissage
Ny permet de réduire le biais de l'estimateur de l'erreur de généralisation. Disposant
de plus d’information, on peut déterminer plus précisément les parametres d’un modele.

L’erreur de généralisation alors estimée sera faible, le modele étant proche du véritable
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processus. Cependant, la variance de I'estimateur sera dans ce cas élevée. Etant donné
I'information relativement importante a disposition, l'algorithme décrivant le modele abs-
trait peut converger vers différents modeles, tous spécifiques aux données de I’ensemble
A, mais néanmoins différents. A 'opposé avec peu de données d’apprentissage, et donc
peu d’information disponible, I'algorithme convergera la plupart du temps vers un méme
modele, mais celui-ci sera probablement tres différent du véritable processus. En d’autres
termes, la variance de I’estimateur sera alors réduite, mais son biais sera important. En
pratique, on utilise souvent des proportions de 'ordre de 66 & 90 % des données pour
construire I’ensemble A, le reste des données constituant ’ensemble V (95; 113). De telles
proportions permettent d’avoir des estimations, par validation, peu biaisées mais avec une
certaine variance.

Afin de réduire le biais de I'estimateur et de connaitre plus précisément la variance, on
peut répéter un certain nombre de fois le calcul de I'estimation de Evalid(-) en initialisation
différemment les parametres 65 des algorithmes. Cependant, I'information contenue dans
A ne changeant pas, l'algorithme devrait modéliser cet ensemble d’apprentissage de la
méme facgon, si 'apprentissage se déroule correctement. Par conséquent, méme en partant
de plusieurs conditions initiales différentes, les estimations de Evalid(-) seront sensiblement
les mémes, I'ensemble V ne changeant pas non plus. La variance ne sera pas réduite. Il
est donc utile de modifier le contenu des ensembles A et V. Telle est 'idée de la cross-
validation.

En cross-validation, la découpe de ’ensemble D est répétée un certain nombre de fois,
le contenu des deux ensembles A, et V, étant modifié a chaque découpe, ou répétition
r. En pratique, on sélectionne de fagon aléatoire le contenu de A, a l'intérieur de D, le
reste des données constituant I’ensemble V,.. Pour chaque découpe, on estime l'erreur de
généralisation des modeles au moyen de I’ensemble de validation, de sorte que ’estimation
finale de 'erreur de généralisation, pour chaque structure, est la moyenne des estimations
obtenues sur le nombre total de répétitions. Formellement, la cross-validation se résume

suivant les étapes suivantes :
1. Création des ensembles A, et V..,
2. Détermination des parametres 65 du modele de structure s sur 'ensemble A,.,

3. Estimation de l'erreur de généralisation du modele de structure s sur V, suivant :

Ny, _ 2
ET(S) _ Z (fs (X(t)’ 93]5}':7’)) y(t)) , (2.15)
t=1 T

4. Répétition des étapes 2. et 3. pour les structures s € [Spin--Smaz)s OU Smin €t Smax

sont les complexités respectives des deux modeles servant de bornes a la recherche,

5. Répétition des étapes 1. a 4. pour un nombre total de R répétitions,
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6. Détermination de I'estimation de I'erreur de généralisation par cross-validation, pour

chaque structure s € [Spin--Smaz] selon :

R R r _ 2
Ecross—valid(s) = % Z ET(S) = 1 Z (fs (X(t)7 HS(AT)) y(t)) . (216)
r=1

A la fin de cette procédure, il est possible de comparer les performances des différentes
structures de modele en généralisation. Tout comme précédemment, le modele sélectionné
est celui dont la structure s minimise ’estimation de ’erreur de généralisation. Notons
qu’en pratique le nombre de répétitions R est généralement de ’ordre de quelques dizaines.
Par ailleurs, la proportion de données utilisées pour chacun des deux ensembles fait, ici
encore, l'objet d’'un compromis entre le biais et la variance de ’estimateur ECTOSS—Valid(-)-
Les proportions utilisées sont généralement les mémes que pour la méthode de validation
présentée ci-dessus, conduisant ici aussi a des estimations peu biaisées mais avec une
certaine variance. Bien que moins important que pour la validation, un biais d’estimation
est toujours présent avec cette méthode.

Dans la littérature, la méthode de validation est également appelée méthode de valida-
tion simple. La cross-validation figure également dans la littérature sous les appellations
de validation (par opposition a validation simple) ou encore Monte-Carlo cross-validation.
Par ailleurs, il existe des variantes de ces deux méthodes, a savoir la k-fold cross-validation
ou encore le Leave-One-Out. En k-fold cross-validation, ’idée de la cross-validation est uti-
lisée, avec la différence que les données sont dans ce cas découpées de facon statique en k
ensembles qui servent chacun tour a tour, et une seule fois, d’ensemble de validation V,.
Le Leave-One-Out est un cas limite de la k-fold cross-validation ou k = NV, le nombre de
données disponibles : chacune des données est utilisée une et une seule fois, tour a tour,
comme ensemble de validation. Toutes ces méthodes apparaissent parfois dans la littérature
sous ’appellation de méthodes de rééchantillonage. Le biais et la variance des estimateurs
obtenus par ces différents méthodes de rééchantillonnage ont été étudiés et comparés dans
divers travaux (46; 90; 95; 102; 108). Notons que ces travaux portent également sur le
bootstrap, présenté dans la Section 2.2.3 suivante. Le bootstrap est une autre méthode de
sélection de structure de modele permettant d’estimer l'erreur de généralisation avec une
variance beaucoup plus faible mais au prix d’un certain biais, au contraire des méthodes
présentées dans cette section qui n’ont, pour la plupart, qu'un biais tres faible mais une

grande variance.

2.2.3 Bootstrap

Le bootstrap, introduit par B. Efron (47), est une méthode de rééchantillonnage par-
ticuliere dans le sens ou on crée de nouveaux ensembles D* a partir de I’ensemble initial
D par tirage aléatoire avec remise, ou le symbole * désigne le fait que le nouvel ensemble
D* est un ensemble “bootstrapé”. Le bootstrap permet donc de fournir un estimateur de

Ierreur de généralisation, mais par une approche de rééchantillonnage différente.
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Afin de simplifier la lecture des équations qui vont suivre, on définit la notation sui-

vante :
N 2
o) = - Lo 0D) = ()" (217
t=1

E®7D/(S) n’est donc rien d’autre que l'estimation de l'erreur d’un modele de complexité
s appris sur un ensemble D et validé sur un ensemble D’. Le mécanisme théorique du
bootstrap peut se résumer selon le développement suivant :

Ebootstrap(-) = EA"D,'D/(')

= Eno()+ (Bon() — Eno()) (2.18)
= Eop()+ (Boo() - Eno() (2.19)
~ Epop()+ (E‘D*,D*(-) - Eﬂ)*,@*(-)) (2.20)

Suivant la terminologie du bootstrap, erreur de généralisation estimée par bootstrap est
la somme de deux termes. Le premier terme EA@Q(.) est appelé erreur apparente. Cette
erreur est obtenue sur ’ensemble d’apprentissage; ce terme est donc biaisé. Le second
terme, E@*,@/*(.) - E@*@*(.) est optimisme, qui peut étre vu comme une correction de
biais de l'erreur apparente. Dans le développement ci-dessus, le passage de 1’étape (2.19)
a I’étape (2.20) est le coeur du bootstrap, rendu possible grace au principe du “plug-in”.
Selon ce principe, on peut remplacer une statistique sur une distribution de probabilités
inconnue par son estimation basée sur la distribution empirique. Appliqué au bootstrap, ce
principe dit qu’il est possible de remplacer des ensembles D par des ensembles bootstrapés
D*.
Concretement, le bootstrap se déroule comme suit :

1. Estimation de 'erreur apparente sur I’ensemble initial D :

N 2
; (fs (x(1),05(D)) — y(t))
E = 2.21
-D,‘D(S) Z N ) ( )
t=1
2. Répétition de 'étape 1. pour les différentes structures s, s € [Spmin--Smaz)s OU Smin
et Smaz sont les complexités respectives des deux modeles servant de bornes a la
recherche,

3. Création de I'ensemble bootstrapé D contenant Ny« = N données, pour la répétition,
ou réplication dans la terminologie bootstrap, r en cours, par tirage aléatoire avec
remise,

4. Détermination des parametres 65 du modele de structure s sur I'ensemble D,

5. Estimation de l'erreur d’apprentissage du modele de structure s sur D} suivant :

D} * 2
t=1 T
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6. Estimation de l'erreur de généralisation du modele de structure s sur D suivant :

Nop oy 2
Eﬁj,ﬁ(s) — Z (fs (X(t)7 HS](V‘D'DT)) y(t)) ’ (223)
t=1

ou, bien évidemment, Np = N,

7. Calcul de 'optimisme pour la structure de modele s et pour la réplication en cours :
Exp, p(s) — Ep; oy (5), (2.24)

8. Répétition des étapes 4. a 7. pour toutes les structures s considérées,
9. Répétition des étapes 3. a 8. pour un nombre total de R réplications,

10. Détermination de l'estimation de l'erreur de généralisation par bootstrap, pour

chaque structure s € [Spin--Smaz] selon :
Ehootstrap(5) = Ep n(s) + <E®:,®(S) - Em,m@)) : (2.25)

D’un point de vue théorique, 'estimateur de l'erreur de généralisation obtenu par
bootstrap est biaisé. Par contre, cet estimateur possede une variance beaucoup plus petite
que celle des estimateurs obtenus par validation ou cross-validation, la validation ayant lieu
ici sur un ensemble bootstrapé de taille N. Tout comme pour les méthodes de validation
et cross-validation, le modele sélectionné est celui dont la complexité s est telle qu’elle
minimise Ebootstrap(s). Bien que biaisé, la sélection de ce meilleur modele est plus robuste
dans le cas du bootstrap que dans le cas des méthodes de validation : quel que soit le
nombre de réplications R, la complexité optimale sera toujours plus ou moins la méme,
alors qu’elle peut varier fortement avec les méthodes de validation. Enfin, notons que,
dans la littérature, il existe des améliorations du bootstrap qui ont pour but de réduire le
biais, telles le bootstrap .632 et le bootstrap .632+ (47). Ces deux méthodes ont donc les
meilleures propriétés statistiques puisque 'estimateur de I'erreur de généralisation qu’elles
proposent n’est pas biaisé et a une faible variance.

2.2.4 Fast-bootstrap

D’un point de vue opérationnel, le probleme de toutes ces méthodes de sélection de
structure de modeéle est le fait qu’il faut répéter R fois la phase d’apprentissage, pour
les différentes structures s. Or, dans le cas de modeles non linéaires, cette répétition des
apprentissages peut prendre beaucoup de temps. Le fast-bootstrap a été introduit (106;
149; 150) en tant que méthode de sélection de structure de modele ayant la particularité
de demander un cotit réduit en temps calcul.

Quelle que soit la méthode de sélection de structure de modele utilisée, I'erreur de
généralisation, définie en théorie, n’est jamais qu’estimée au moyen de la méthode utilisée.

L’idée, pour aller plus vite, est d’approximer ’estimateur obtenu par une procédure de

23



2. MODELES, SELECTION DE STRUCTURE ET PREDICTION A LONG
TERME

bootstrap. En effet, expérimentalement, on constate que le terme d’optimisme du boots-
trap, basé sur des erreurs de généralisation, augmente de fagon linéaire en fonction de la
structure s du modele. En faisant ’hypothese de linéarité de ce terme, on peut, au lieu de
calculer des estimations des erreurs de généralisation pour toutes les structures de modele
avec un nombre de répétitions R élevé, estimer ces erreurs de généralisation sur un nombre
réduit de quelques structures, avec un nombre de réplications R’ beaucoup plus petit. On
calcule alors I'optimisme pour ces quelques structures, et on interpole ensuite les valeurs du
terme d’optimisme pour toutes les structures, en utilisant une simple régression linéaire.
Tout comme pour le bootstrap classique, I’estimation de 'erreur de généralisation est alors
obtenue en sommant I’erreur apparente, obtenue de la méme maniére qu’en bootstrap clas-
sique, et les résultats de la régression sur le terme d’optimisme. En effet, sous ’hypothese
de linéarité, la régression permet d’obtenir une valeur d’optimisme méme pour les struc-
tures non testées. C’est également cette régression linéaire qui autorise une réduction du
nombre de réplications. En effet, I’éventuelle erreur commise lors du calcul de 'optimisme
pour une des structures testées est en grande partie lissée lors de la régression. Il ne faut
donc plus tester qu'un minimum de structures différentes, tout en ne se limitant pas a
deux valeurs méme si deux valeurs sont théoriquement suffisantes pour déterminer une
droite de régression.
Concretement, le fast-bootstrap peut se résumer selon la procédure suivante :

1. Estimation de lerreur apparente sur I’ensemble initial D suivant la relation (2.21),

2. Répétition de I’étape 1. pour toutes les structures s € [Spin--Smaz]; OU Smin €t Smax
représentent les complexités minimales et maximales de la recherche,

3. Création de I'’ensemble bootstrapé D} par tirage aléatoire avec remise,
4. Détermination des parametres 85 du modele de structure s sur 'ensemble D},

5. Estimation de lerreur d’apprentissage du modele de structure s sur D} suivant la
relation (2.22),

6. Estimation de l'erreur de généralisation du modele de structure s sur D suivant la
relation (2.23),

7. Calcul de l'optimisme pour la réplication r en cours suivant la relation (2.24),
8. Répétition des étapes 4. a 7. pour les quelques structures s considérées,
9. Répétition des étapes 3. & 8. pour R’ réplications, R’ < R,
10. Régression afin d’obtenir 'estimation de I'optimisme pour toutes les structures s €
[Smin--Smaz]s
11. Sommation des résultats obtenus aux étapes 2. et 10. Cette derniere étape permet

de déterminer les estimations de 'erreur de généralisation Efst—pootstrap(S) par fast-

bootstrap, pour chaque structure s.

La question est maintenant de pouvoir valider I’hypothese de linéarité du terme d’op-
timisme hypothese qui est au coeur de la méthode de fast-bootstrap. Pour répondre a
cette question, on utilise un test d’hypothése suivant une analyse de la variance ANOVA
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(112; 119). Le but est de pouvoir montrer que le terme d’optimise peut étre modélisé
par un polynome d’ordre 1, soit I’équation d’une droite, alors que tout polynéme d’ordre
supérieur constituerait un modele moins adapté. Or justement, en ANOVA, le principe
est de tester la différence entre la somme des résidus obtenus en utilisant deux modeles
polynomiaux d’ordre différents. Un modele polynomial s’écrit :

9i = Bo + Brxy 4 Box? 4 ...+ Boa?, (2.26)

ou z; et g; sont respectivement les entrées et I’approximation de la sortie fournie par le
modele, et o représente 'ordre du modeéle. On pose Hg, 'hypothese nulle, telle que le
modele polynomial de 'optimisme est d’ordre og. L’hypothese alternative H; est des lors
que le modele polynomial est d’ordre o1 > 0p. On calcule alors la somme des résidus
SR(o0;) des approximations ¢; d'un modele d’ordre o; suivant :

N
SR(o;) =Y 14 — will?, (2.27)
i—1

ou N est le nombre de données. L’acceptation de 'hypothese H est conditionnée par la
réussite d’un test sur la statistique de Fisher :

(SR(09) — SR(01))/(01 — 0p)
SR(Ol)/(N—Ol —1) ’

Fo,—09,N—01-1 = (2.28)

ol F,, _oy,N—o,—1 suit une loi de Fisher-Snedecor avec tres 0y —og et N — o1 — 1 degrés de
liberté. La valeur obtenue est comparée aux valeurs des tables pour un certain niveau de
confiance, généralement 5%.
Dans le cadre du fast-bootstrap, cette procédure de test d’hypothese est appliquée
comme suit :
1. Application de la procédure de fast-bootstrap pour quelques modeles de structures
différentes,
2. Régression d’un modele polynomial (2.26) d’ordre op = 1 sur base des quelques
valeurs de l'optimisme obtenues pour les différentes structures considérées,

Régression d’un modele polynomial (2.26) d’ordre 0 = 2 sur base des mémes valeurs,
Calcul des résidus pour chacun des deux modeles,

Calcul de la statistique de Fisher Fy y_3 suivant (2.28),

o o W

Comparaison de la valeur obtenue au niveau de confiance de 5% avec les valeurs de
la table de Fisher, avec 01 —og =1et N —0; — 1 = N — 3 degrés de liberté.

Cette contribution a la méthode du fast-bootstrap est illustrée ici sur la sélection du
meilleur modele dans le cadre de la prédiction & un pas de la série Santa Fe A (177). La
série Santa Fe A est un benchmark classique en prédiction de séries temporelles depuis la
compétition de prédiction organisée en 1991 dont elle a fait I'objet. La série est décrite
en Annexe A. La figure 2.4 propose une représentation graphique de la série temporelle
proposée lors de la compétition, comptant 1000 données scalaires.
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Série Santa Fe A
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250+

Intensité
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Fic. 2.4 — Série temporelle A de la compétition Santa Fe.

Dans cet exemple, la prédiction est effectuée au moyen d’un modele supervisé RBFN.
On peut des lors préciser le contenu de I’ensemble D, dont les éléments sont les couples com-
posés des entrées (z(t),x(t — 1), z(t — 2),2(t — 3),z(t — 5),z(t — 6)) et de la sortie z(t+1),
avec 7 <t < N (150). Le meilleur modele RBFN est ici sélectionné par fast-bootstrap et
par bootstrap, afin de comparer les deux approches sur une série concrete. La sélection de
la structure de modele optimale se fait sur base de ’estimation de I’erreur de généralisation
définie MSE dans la relation (2.13). Dans un premier temps, une procédure de bootstrap
complete a été réalisée. La correction de biais apportée par 'optimisme a été obtenue en
utilisant R = 150 réplications. Pour chacun des 150 ensembles bootstrapés, des modeles
de complexité croissante ont été testés, comprenant de 5 a 200 noyaux Gaussiens, par
incrément de 5 noyaux. Au total, il y a donc eu 150 * 200/5 soit 6000 répétitions de la
phase d’apprentissage d’un modele RBFN. Par ailleurs, une procédure de fast-bootstrap
a été appliquée, avec R’ = 10 réplications. Pour cette procédure, seules les structures de
modele comptant 5, 50, 100, 150 et 200 noyaux ont été testées, ce qui représente l'ap-
prentissage de 50 modeles RBFN, au total. La Figure 2.5 présente les résultats obtenus en
utilisant les deux approches. Dans la partie gauche de cette figure, on voit le terme d’erreur
apparente, ainsi que I'optimisme obtenu par bootstrap classique, les valeurs de 'optimisme
obtenue par fast-bootstrap et ’estimation de 'optimisme obtenue par régression. La partie
de droite de cette méme figure présente les estimations de l'erreur de généralisation ob-
tenue par bootstrap et par fast-bootstrap. On constate que ’estimation Efast_bootstrap est
le plus souvent supérieure a celle obtenue par bootstrap classique E’bootstrap. Ce fait peut
s’expliquer par l'utilisation d’une approximation pour le terme d’optimisme, qui est une
correction de biais. La correction de biais apportée par le fast-bootstrap est moins bonne,
E’fast,bootstrap reste donc partiellement biaisé. Cependant, ce biais est présent pour toutes
les structures de modeles et n’empéche donc pas la sélection d’un minimum. Dans le cas du
fast-bootstrap, la structure de modele RBFN réalisant le minimum de E’bootstrap compte
70 noyaux Gaussiens, complexité qui est également sélectionnée par bootstrap classique.
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2.3 Prédiction a long terme
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Fia. 2.5 — Sélection de structure de modele RBFN par bootstrap et fast-bootstrap. La
figure de gauche représente I'erreur apparente et les différents calculs de 'optimisme, celle
de droite présente les estimations des erreurs de généralisation obtenues par les deux
méthodes.

Pour cet exemple, on teste I’hypothese Hy = 0y = 1 contre 'alternative Hy = 01 = 2,
au niveau 5%. Le calcul de la statistique du test de Fisher nous donne une valeur de 0.7074,
trés nettement inférieure a la valeur de 18.51 observée dans les tables de la statistique,
avec (01 —o0p) = 1 et (N —o; — 1) = 2 degrés de liberté. L’hypothese Hy n’est donc pas
rejetée, la linéarité de I'optimisme est statistiquement validée pour cet exemple.

Notons que cette procédure de fast-bootstrap a été appliquée avec succes a plusieurs
séries temporelles, afin de sélectionner la complexité de plusieurs modeles non linéaires
différents, tels que les RBFN, mais aussi les MLP et les LS-SVM (162; 163; 164). Dans
toutes ces expériences, I’hypothese de linéarité de I'optimisme a toujours été validée par
le test de Fisher décrit ci-dessus, quel que soit le type de modele utilisé, méme si un
pré-traitement des valeurs de 'optimisme s’est montré nécessaire dans le cas du LS-SVM
(105; 106).

Rappelons également que, comme illustré dans 'exemple ci-dessus, le fast-bootstrap a
le double avantage de permettre 1) de ne tester qu'un nombre limité de structures et 2)
avec un nombre réduit de réplications.

Enfin, concluons cette section en mentionnant que, bien que le fast-bootstrap ait été
introduit comme amélioration du bootstrap classique, la procédure est tout aussi valable
pour les autres versions non biaisées du bootstrap et peut donc étre appliquée au bootstrap
.632 et au bootstrap .632+.

2.3 Prédiction a long terme

Dans cette section, les différentes approches permettant de réaliser une prédiction
a long terme sont décrites en toute généralité. La souplesse d’utilisation de la Double
Quantification Vectorielle, présentée au Chapitre 3, est soulignée en étudiant la possibilité
de prédire avec cette méthode a long terme suivant les différentes approches présentées

ici.
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Soit S une série temporelle de valeurs scalaires z(t), avec 1 < ¢ < N. Dans ce chapitre,

un modele a été défini de maniére générale suivant la relation (2.11), & savoir :

@(t) = fs (X(t)7 08(9)) :

Si on consideére que f4(.) est un modele auto-régressif, les composantes du vecteur d’entrées
x(t) ne sont rien d’autres que les valeurs passées de la série z(t), z(t — 1), x(t—2), ... Par
ailleurs, étant dans le contexte des séries temporelles, la sortie n’est autre que ’estimation
de la valeur suivante de la série, a savoir §(t) = Z(¢ + 1). On précise la définition rappelée

ci-dessus comme suit :
Bt +1) = fo (@)t —1),... 2t = p+1),6,(D)), (2.29)

ou p est le nombre de valeurs passées prises en compte par le modele.

La notation x; utilisée jusqu’ici désigne donc dans le cas auto-régressif le vecteur
comprenant les différentes valeurs passées de la série considérées dans la construction
du modele. Ce vecteur est ici appelé le régresseur et défini par :

x¢ = (z(t),z(t —1),...,z(t —p+1)). (2.30)

p est la taille du régresseur, correspondant bien évidemment a la dimension de ce vecteur.
Notons que le choix de p, ainsi que du délai entre les composantes du régresseur est le sujet
des chapitres 4 et 5. La description ci-dessous est proposée en supposant la dimension p
et le délai quelconques, mais fixés.

Jusqu’a présent, la prédiction considérée est la valeur suivante de la série dans le cas
d’une série scalaire, & savoir z(t + 1). En toute généralité, il est tout a fait possible de
chercher & connaitre une (ou plusieurs) valeur(s) future(s) plus ou moins éloignée(s) dans
le temps. Considérons le cas de la prédiction d’une valeur dans le futur a l'instant t 4 h,
avec h 'horizon de prédiction, h > 1. Pour prédire z(t+h), deux approches sont possibles :

— Papproche récursive, ou les prédictions obtenues selon la relation (2.29) sont répétées

en avancant dans le temps jusqu’a ’horizon de prédiction final h :
Bt +1) = fo (@(t), 2t = 1), al(t —p+1),05(D))
#(t+2) = £, (@t +1),2(0). ... .2t —p +2),04(D))
Tt +3) = fo (2t +2), 2(t+1),...,2(t —p+3),05(D)) (2.31)
z(t+h)=fs@t+h—-1),2t+h—-2),...,2(t —p+h),0:(D)),
— lapproche directe :

Bt+h) = fs(2t), 2zt —1),....2(t —p+1),05(D)). (2.32)

Ces deux approches sont les plus couramment utilisées pour effectuer une prédiction a
long terme. L’approche récursive a I’ “avantage” de donner toutes les valeurs intermédiaires
jusqu’a I’horizon de prédiction final. Cet “avantage” de 'approche récursive est en fait fort
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relatif : on peut tres bien construire plusieurs modeles en approche directe pour obtenir
toutes les valeurs intermédiaires, chaque modeéle servant pour un seul horizon dans le
temps :

“%(t + 1) = fs1 (:C(t),x(t - 1)’ s ,:C(t —p+ 1)7 931 (D))

“%(t + 2) = fsz (:C(t),x(t - 1)’ s ,:C(t —p+ 1)7 932 (D))

Lt +3) = fo (), x(t = 1),...,2(t —p+1),05(D)) (2.33)

Z(t+h)=fs, (@), z(t—-1),...,2(t —p+1),6,,(D)).
Evidemment, il faut donc construire A modeles différents, ce qui implique la répétition
de h procédures de sélection de structure de modele. Et, en pratique, h répétitions d’une
procédure de sélection de modeles non linéaires peut prendre beaucoup de temps.
Une alternative est de construire un modele dont la sortie est vectorielle, ce qui permet
de ne construire qu'un seul modeéle qui fournit en une seule fois le vecteur des h valeurs

prédites pour les différents horizons dans le temps jusqu’au terme final :
{z(t+h),...,2(t+2),2(t+ 1)} = fs(x(t),z(t =1),...,2(t —p+1),0:(D)). (2.34)

Bien évidemment, un modeéle capable de prédire de fagon vectorielle peut étre utilisé de
maniere itérative ou directe, selon les besoins de ’application.

En général, quel que soit le modele utilisé (AR(p), ARM A(p,q), (G)ARCH (p), RBFN,
MLP, SVM, etc.), les stratégies de prédiction a long terme récursive (2.31), directe (2.32)
et directe avec plusieurs modeles (2.33) sont possibles, les modeles étant tous définis dans
le cas d’une sortie scalaire. Par contre, la stratégie de prédiction vectorielle (2.34) demande
quant a elle une généralisation des modeles existants pour permettre une sortie vectorielle,
ce qui n’est bien souvent possible qu’au prix d’une complexité accrue.

La possibilité d’utilisation de la Double Quantification Vectorielle suivant toutes les
approches décrites dans cette section est étudiée au Chapitre 3.

2.4 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre, les modeles issus du machine learning ont été brievement introduits,
en tant qu’outils non linéaires de modélisation mathématique complémentaires aux autres
modeles classiques.

Parmi les modeles existants, ceux qui sont plus spécifiquement utilisés dans cette these
ont été détaillés : les cartes auto-organisées SOM et les réseaux a fonction radiale de
base RBFN. Pour ces deux modeles, les algorithmes les décrivant respectivement ont été
expliqués. Les parameétres de ces algorithmes ont été présentés et leur influence respective
discutée. Les principales propriétés ont également été mentionnées.

La question du choix de la complexité optimale pour ces deux algorithmes a ensuite été
abordée. Plusieurs méthodes de sélection de structure ont été décrites, dont les méthodes
de validation et de bootstrap. Une premiere contribution a été présentée dans la description
du fast-bootstrap : I'application d’une procédure ANOVA avec un test de la statistique de
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Fisher, utilisé afin de tester 'hypothése de linéarité du terme d’optimisme. Cette hypothese
s’est vue validée, procurant un argument plus théorique en faveur de la méthode de fast-
bootstrap.

Les différentes approches de prédiction a long terme ont été décrites, présentant le
probleme de la prédiction temporelle dans un cadre plus général : il n’est pas uniquement
question de prédire la valeur scalaire suivante. Suivant 'application, il peut en effet étre
nécessaire de prédire plusieurs valeurs dans le temps, voire plusieurs vecteurs de valeurs
dans le temps.
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Chapitre 3

Double Quantification Vectorielle

Dans ce chapitre, la prédiction de séries temporelles par la méthode de Double Quan-
tification Vectorielle est introduite, notamment la prédiction de tendance a long terme.
Une description générale de la méthode de prédiction est proposée, et I’emploi des cartes
auto-organisées est expliqué, en tant qu’outil de base de la méthode. L’utilisation des
cartes auto-organisées dans le contexte des séries temporelles est décrite au travers de la
littérature existante. La méthode de Double Quantification Vectorielle est alors détaillée
dans un cas simple. La méthode de prédiction est ensuite généralisée et commentée, les ca-
pacités en prédiction a long terme sont étudiées. Une preuve théorique de la stabilité de la
méthode en prédiction a long terme est également proposée. Afin d’illustrer les différentes
possibilités d’utilisation de la Double Quantification Vectorielle en pratique, ainsi que son
intérét en cas de prédiction a long terme, la méthode est utilisée sur quelques séries tem-
porelles. Par ailleurs, une discussion est proposée sur les performances attendues a long
terme, dans un contexte plus large que la Double Quantification Vectorielle, pour tout
modele de prédiction. Enfin, deux autres méthodes originales reprenant certaines parti-
cularités de la Double Quantification Vectorielle sont présentées en fin de chapitre. Ce
chapitre se termine par un résumé des différentes contributions.

3.1 Prédiction par Double Quantification Vectorielle

La Double Quantification Vectorielle (DQV) (147; 148) est une méthode de modélisation
et de prédiction de séries temporelles, certes capable de prédire des valeurs numériques
a court terme, mais dont I'intérét principal se situe dans le cadre de la prédiction a long
terme. En effet, le modele de la série obtenu par DQV permet d’obtenir des informations
qualitatives sur les tendances a long terme de la série. Plus concrétement, il est possible
d’établir une distribution des prédictions et d’en déduire un ensemble d’informations sta-
tistiques, telles que moyenne, intervalles de confiance, bornes, etc.

Une caractéristique de la DQV est la partition des valeurs passées de la série considérée.
Ces valeurs de la série, manipulées sous forme de vecteurs, sont regroupées en clusters au
moyen d’un algorithme de quantification vectorielle. Dans le cadre de la DQV, la quanti-
fication vectorielle est réalisée a deux reprises, sur deux ensembles de vecteurs différents,
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3. DOUBLE QUANTIFICATION VECTORIELLE

comme il le sera détaillé a la section 3.3. L’idée de la méthode est non seulement d’obser-
ver les clusters de valeurs passées de la série, mais aussi de modéliser comment on passe
d’un cluster a l'autre, et donc d’une valeur a ’autre dans le temps. De la sorte, il est
possible de reproduire la dynamique de I’évolution de la série. En pratique, grace a la
discrétisation des valeurs passées obtenues lors de la quantification vectorielle, on obtient
différents clusters. En simulant & répétition le passage d’un cluster a ’autre, on obtient
une suite de prédictions ou trajectoire. Le modele est en mesure de produire une collec-
tion de trajectoires différentes dont on peut tirer une série d’informations qualitatives,
mentionnées ci-dessus.

Pour réaliser la quantification vectorielle, plusieurs algorithmes peuvent étre utilisés,
tels que notamment le Competitive Learning ou les cartes auto-organisées, décrits au
chapitre 2. Dans le cadre de la DQV, le choix s’est porté sur les cartes auto-organisées.
L’algorithme SOM s’exécute en effet plus rapidement que les autres algorithmes de quan-
tification vectorielle, et ce pour une complexité algorithmique similaire (39). De méme,
la quantification vectorielle obtenue représente plus fidelement les données de départ. En
effet, comparé au Competitive Learning, par exemple, les cartes auto-organisées ont certes
un parametre en plus, la distance de voisinage. Cependant, la présence de la grille du SOM
revient a mieux initialiser les prototypes d’'un Competitive Learning, puisque dans le cas
du SOM les prototypes sont liés les uns par rapport aux autres. Intuitivement, au début
de l'exécution de l'algorithme SOM, le voisinage est non nul et les prototypes évoluent
ensemble. Par apres, lorsque le voisinage devient nul, 'exécution de 'algorithme SOM est
équivalente a celle du Competitive Learning, a la différence que les prototypes sont déja
correctement positionnés au sein des données grace a la présence de la grille.

Dans la section suivante, la littérature décrivant 'utilisation de I’algorithme SOM dans
le cadre des séries temporelles est étudié. Le reste du chapitre est consacré & une description

approfondie de la DQV, aux niveaux théorique et expérimental.

3.2 Cartes auto-organisées et séries temporelles

Les cartes auto-organisées sont généralement considérées comme un outil de classifi-
cation non supervisée : grace a leur propriété de quantification vectorielle, ’application
de l'algorithme SOM revient a partitionner un ensemble de données au moyen de clus-
ters. Les éléments d’un de ces clusters partagent les mémes caractéristiques, et peuvent
étre considérés comme une classe a part des autres clusters obtenus par ’application de
I’algorithme. Les SOM ont été utilisés dans un grand nombre d’applications de classifica-
tion, telles que la classification d’images, de texte, de protéines ou de séquences ADN, de
phoneéme, de pays sur base de facteurs économiques, etc. (2)

En plus de ces nombreuses applications en classification, sur des données vectorielles,
d’autres travaux portent sur 'application du SOM a des données vectorielles ayant une
dépendance temporelle. A priori, I'algorithme SOM n’est pas directement utilisable dans

le contexte de données fonction du temps, et plusieurs extensions de I'algorithme ont été
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3.2 Cartes auto-organisées et séries temporelles

proposées. En effet, la modélisation des séries temporelles revient a modéliser I'influence
du passé dans I'état actuel du systéeme et a en déduire 1’évolution future du systéme. Or,
dans la description de I'algorithme a la Section 2.1.3, rien ne permet de tenir compte de
dépendances temporelles. Une classification récente, mais partielle, des travaux portant
sur application du SOM dans le contexte temporel est proposée dans (71).

Une premiere approche pour prendre en compte des dépendances temporelles est le
Temporal Kohonen Map (TKM) et son utilisation des “leaky integrators” (24). Les “leaky
integrators” permettent de tenir compte de ’historique des vecteurs d’entrée considérés
précédemment lors du calcul de la distance entre le vecteur actuel et les différents proto-
types. Ce calcul de distance est en fait une somme pondérée des distances entre les vecteurs
précédents et le prototype considéré, pour chaque prototype. La pondération suit une loi
exponentielle décroissante au fur et & mesure qu’on s’éloigne dans le passé, le choix du
prototype étant plus fonction des quelques derniers vecteurs qui viennent d’étre présentés
a lalgorithme que des premiers vecteurs présentés en début d’exécution de I’algorithme.
La somme pondérée correspond donc a une intégration de la direction du changement
d’une itération a 'autre de I'algorithme. Cette approche basée sur des “leaky integrators”,
couplé a des SOM hiérarchiques, est appliquée par exemple en reconnaissance de la pa-
role (87), ou & de la reconnaissance de séquences musicales (20). L’algorithme SOM with
Temporal Activity Diffusion (SOMTAD) (49; 50) utilise également les “leaky integrators”
en mémorisant par ailleurs la diffusion de l'activité au travers de la structure du SOM.

Bien évidemment, cette idée de tenir compte de ’exécution passée de l'algorithme, de
maniére récursive, a été utilisée dans d’autres travaux, tels le Recurrent SOM (RSOM)
(100). La principale différence entre le RSOM et le TKM est que le TKM n’intégre la direc-
tion du changement que lors du calcul de distance, alors que le RSOM integre également
ce changement lors de la modification de la position du prototype, le prototype conser-
vant par ailleurs cet historique des changements pour les comparaisons ultérieures. Pour
le reste, les deux algorithmes sont treés proches; une comparaison des deux approches est
d’ailleurs proposée dans (170; 171). Une classification des algorithmes de type TKM et
RSOM est proposée dans (123). Dans le SOM with Sequential Activation, Retention, and
Delay (SARDNET) (84), l'idée de la rétention récursive de l'information est complétée
par un mécanisme de désactivation temporaire des prototypes, qui ne peuvent plus étre
modifiés pendant un certain temps apres une adaptation. L’algorithme SARDNET a de
plus été utilisé avec d’autres modeles dans le cadre de la reconnaissance de dépendances
temporelles & long terme (117).

Une autre approche est le Recursive SOM (RecSOM) (174). Dans cet algorithme,
chaque prototype possede un vecteur poids représentant sa position dans la distribution,
mais possede également un autre vecteur représentant le contexte d’activation de toute la
carte lors de 'itération précédente. La sélection du prototype le plus proche se base dans ce
cas sur une distance tenant compte d’une part de la différence entre la donnée et le poids
du prototype et d’autre part de la différence entre le contexte précédent et le contexte du
prototype. Bien entendu, la mise a jour du prototype nécessite la modification du poids
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3. DOUBLE QUANTIFICATION VECTORIELLE

et du contexte du prototype vainqueur et de ses voisins. Notons que le Contextual SOM
(CSOM) (173) est en fait le méme algorithme que le RecSOM.

L’algorithme Merge SOM (MSOM) (156; 159) est tres proche de I'algorithme RecSOM.
Dans cet algorithme, les prototypes possedent également un vecteur de poids et un vecteur
de contexte. La différence principale réside dans la définition du vecteur de contexte. Dans
le RecSOM, le vecteur de contexte représente 'activation des différents prototypes de
la carte lors de l'itération précédente. Dans le MSOM, le contexte est constitué d’une
combinaison linéaire entre le poids a l'itération précédente et le contexte a l'itération
précédente. Le contexte est donc plus riche, mais aussi plus complexe.

Il est par ailleurs possible de particulariser le SOM for Structured Data (SOMSD)
(70; 155) pour que la structure considérée soit la structure temporelle. Le SOMSD a
été proposé pour des structures d’arbre, en modifiant la mesure de distance utilisée dans
I’algorithme SOM classique. 1l est possible de préciser cette distance pour le cas particulier
de données structurées temporellement, en utilisant la position des prototypes dans la
grille qui est effectivement une structure, fixée a priori. En tenant compte de la position
dans la grille du prototype vainqueur a l'itération précédente, I’algorithme SOMSD peut
étre utilisé dans le contexte temporel et devient I'algorithme SOM for Sequences, SOM-S
(156; 160). De méme, l'extension du SOMSD a des topologies de grilles plus générales
avec des voisinages triangulaires, tels que définit dans le Hyperbolic SOM (HSOM) (130),
conduit au HSOM-S (156; 160).

Face a ces algorithmes proposés dans des contextes différents, mais reprenant pour
la plupart les mémes concepts, il a été proposée une taxonomie pour classer les réseaux
connexionnistes non supervisés développés pour le contexte spatio-temporel (36; 38). De
maniere indépendante, il a été proposé d’unifier ces différents algorithmes au travers d’un
contexte plus général, le General SOM for Structured Data (GSOMSD) (72; 73), défini
pour le traitement de tout graphe acyclique, donc entre autres pour le cas des séquences
temporelles.

Tous les algorithmes brievement décrits ci-dessus modifient 1’algorithme SOM soit en
intégrant 'information des itérations passées dans l'itération en cours, soit en ajoutant
un contexte aux poids des prototypes, sous une forme ou une autre. D’autres travaux
utilisent I’algorithme SOM tel quel, afin de créer des classes de régresseurs (28; 107), ou
éventuellement en utilisant un modele local de prédiction a l'intérieur de chaque cluster,
le modele de prédiction étant linéaire (172; 175) ou non linéaire (34). De méme, il est
possible de compléter les approches récursives avec des modeles locaux, comme par exemple
le RecSOM avec modeles locaux linéaires (99) ou avec modeles locaux de types k-plus-
proches-voisins (6). En outre, il est possible de modifier les vecteurs en entrée du SOM pour
qu’ils prennent en compte la sortie attendue du modele, soit pour effectuer une prédiction
directe (comme dans le Vector-Quantized Temporal Associative Memory (VQTAM) (37)),
soit pour servir & un modele local supervisé (34). Par ailleurs, d’autres approches utilisent
les SOM pour prédire un vecteur de valeurs au moyen du prototype d’un des clusters
(31; 135; 136) ou en combinaison avec des modeles linéaires ou de type MLP (30).
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D’autres algorithmes de quantification vectorielle ont également été utilisés dans le
cadre des données temporelles. Mentionnons par exemple les travaux utilisant le Neural
Gas (116; 158), le Learning Vector Quantization (LVQ) (120) ou une version pondérée de
ce LVQ (Generalized Relevance Learning Vector Quantization) (156; 157).

Dans cette these, la méthode de prédiction proposée se base sur les SOM, en utilisant
une approche encore différente de toutes les approches mentionnées dans cette section. En
effet, pour cette méthode, I’algorithme SOM n’est pas modifié mais utilisé a deux reprises,
sur deux ensembles de données vectorielles distincts. Le résultat obtenu apres ces deux
quantifications est complété au moyen d’une structure de données qui permet de relier

I'information obtenue lors de cette double application de I'algorithme SOM.

3.3 La Double Quantification Vectorielle

La Double Quantification Vectorielle (DQV) est une méthode de modélisation et de
prédiction de séries temporelles basée sur les cartes auto-organisées (SOM) et développée
spécifiquement dans le cadre de la prédiction a long terme (147; 148).

La méthode DQV modélise deux informations distinctes : d’une part les valeurs passées
de la série sous forme de régresseurs et d’autre part les déformations passées de la série.
Une déformation est définie comme la différence entre deux régresseurs de valeurs passées,
considérées chronologiquement, ce qui correspond intuitivement a 'incrément permettant
de passer d’une valeur temporelle & une autre. La DQV est donc un modele auto-régressif
non linéaire : elle n’utilise que des régresseurs et des déformations de valeurs passées de
la série, partitionnés en une série de clusters disjoints. Les informations contenues dans
les deux ensembles de régresseurs et de déformations sont ensuite quantifiées séparément
au moyen de l'algorithme SOM. Le lien entre les deux applications du SOM est conservé
dans une matrice des transitions. La matrice des transitions indique comment passer d’un
régresseur a une déformation. C’est donc grace a cette matrice des transitions que le
modele construit par DQV peut étre utilisé en prédiction, a court et a long terme.

Par la suite, la phase d’apprentissage du modele est décrite. Ensuite, 'utilisation du
modele obtenu en prédiction est expliquée. Afin d’alléger les notations et d’améliorer la
lisibilité de cette section, la méthode est présentée dans le cas scalaire, pour de la prédiction
a un pas, c’est a dire pour h = 1. L’utilisation de la méthode en prédiction a long terme,

et en toute généralité, fait 'objet de la Section 3.3.3 suivante.

3.3.1 Phase d’apprentissage

Soit S une série temporelle de valeurs scalaires z(t), avec 1 < ¢t < N. De cette série
temporelle, on construit des régresseurs, suivant la relation (2.30) rappelée ici :

x¢ = (z(t),z(t —=1),...,z(t—p+1)).

Notons que dans le cadre de la présentation de la DQV, la taille du régresseur, notée
p, ainsi que le délai entre valeurs temporelles sont considérées comme étant quelconques,
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mais fixes. Lors de 'application de la méthode & quelques séries temporelles réelles, la taille
du régresseur et la valeur du délai seront choisies au cas par cas en fonction de la série
temporelle considérée. La question du choix de ce délai et son importance sont étudiées
aux chapitres suivants.

Les régresseurs x; peuvent étre manipulés afin de créer les déformations z;, définies
selon :

Zy = X441 — X¢- (31)

Intuitivement, les déformations z; contiennent une description de la modification du pro-
cessus qui a permis de passer d’un état décrit par x; a 'instant ¢ en un état suivant x;y1 a
Iinstant t 4 1. Par définition, pour chaque instant ¢, il existe une déformation z; a laquelle
est associée un et un seul régresseur x;, et réciproquement. C’est grace a cette relation
unissant déformations z; et régresseurs x;, a chaque instant ¢, que peut étre construite la
matrice des transitions.

Jusqu’a présent, la double application du SOM a permis de construire un ensemble
X de N — p + 1 régresseurs x; et un second ensemble Z comptant N — p déformations.
L’algorithme des cartes auto-organisées est ensuite appliqué, séparément, sur chacun des
deux ensembles X et Z. De par sa propriété de quantification vectorielle, 1’algorithme
SOM conduit a une partition des régresseurs et a une partition des déformations. Ces
deux partitions sont obtenues au moyen des clusters issus de la quantification vectorielle.

Suite a 'application du SOM a I’ensemble X, on crée les clusters de régresseurs associés
aux différents prototypes, notés x; (1 < i < ny), les clusters de régresseurs étant notés c;.
De maniere similaire, pour les déformations, on crée des clusters c} associés aux différents
prototypes z; (1 < j < ny), issus de la seconde quantification par ’algorithme SOM. A ce
stade, 'information contenue dans ces deux ensembles de vecteurs est résumée de maniere
statique au moyen de deux ensembles de prototypes et de deux ensembles de clusters. La
matrice des transitions permet de recréer la dynamique de ’évolution de la série temporelle
en reliant I'information contenue dans ces différents ensembles.

La matrice des transitions 7'(.,.) est construite afin de décrire la relation entre les
régresseurs x; de tous les clusters ¢; et les déformations z; de tous les clusters c;- qui sont
associées aux régresseurs X;; chaque z; correspondant, pour rappel, & un et un seul x;
pour ¢ fixé. Cette matrice T'(.,.) est définie selon :

#{x; € ¢; tels que z; € c;}
#{Xt S CZ‘} ’

avec 1 <1i < njetl<j<ng Laformule (3.2) ci-dessus s’interpréte comme la probabilité

T(,j) = (3.2)

d’obtenir, a 'instant ¢, une déformation z; du cluster c; sachant que le régresseur considéré
x; est dans le cluster ¢;. La matrice des transitions peut des lors étre interprétée comme
une approximation discrete des lois conditionnelles entre les régresseurs et les déformations
qui leur sont associées. Chaque ligne ¢ décrit la loi de probabilité conditionnelle propre a
chaque cluster ¢;, 1 < i < ny. En pratique, ces probabilités sont estimées par les fréquences
empiriques observées sur base des régresseurs et des déformations obtenus de la série
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temporelle considérée. Bien évidemment, pour un i fixé, la somme des éléments T'(i, j),
1 < j < ng, de la ligne correspondante vaut 1.

C’est a ce niveau que réside le point principal de la méthode de Double Quantification
Vectorielle. En effet, de par la propriété de quantification vectorielle de ’algorithme SOM,
on sait que les régresseurs d’un cluster ¢;, avec ¢ fixé, sont semblables entre eux. Or, les
déformations associées aux régresseurs de ce cluster sont elles aussi relativement semblables
entre elles, pour autant que la série temporelle ne soit pas totalement aléatoire. Des lors,
les déformations se trouvent dans le méme cluster, ou alors dans des clusters voisins les
uns des autres. Au niveau du modele, tout ceci se traduit par la présence attendue d’un
certain nombre de zéros dans la matrice T'(.,.), comme illustré dans la section 3.6.

On résume la phase d’apprentissage de la Double Quantification Vectorielle comme
suit :

1. Création des régresseurs x; suivant la relation (2.30),
2. Application de 'algorithme SOM & ’ensemble des régresseurs X,

3. Création des clusters de régresseurs ¢;, 1 < i < nq, selon les prototypes obtenus a
I’étape 2.,

4. Création des déformations z; suivant la relation (3.1),
5. Application de I'algorithme SOM a I’ensemble des déformations Z,

6. Création des clusters de déformations c;», 1 < j < ng, selon les prototypes obtenus a

I’étape 5.,
7. Création de la matrice des transitions 7'(.,.) selon la relation (3.2).

La section suivante présente la fagon dont cette matrice est utilisée pour prédire
I’évolution de la série temporelle sur base des clusters et des lois de probabilités condition-
nelle de la table des transitions construits suivant la procédure ci-dessus, et comment on

peut obtenir des statistiques sur cette évolution.

3.3.2 Phase de prédiction

Lorsque la phase d’apprentissage est terminée, on dispose de nj prototypes X; pour
I'ensemble des régresseurs X, de ny prototypes z; pour l'ensemble des déformations Z et
d’une matrice des transitions. Sur base de ces éléments, il est possible de prédire I’évolution
d’une série temporelle, & court terme et a long terme.

Supposons que nous soyons a l'instant ¢ dans le temps. La derniére valeur connue de
la série temporelle est x(t) et le régresseur correspondant a cette derniére valeur connue
est x;. On cherche maintenant le prototype Xj le plus proche de ce régresseur x; parmi
tous les x;, 1 <7 < nq, ou “le plus proche” signifie le plus proche au sens de la distance
Fuclidienne utilisée dans 'algorithme SOM. Or, on sait, par la quantification vectorielle et
les clusters qui en découlent, que les régresseurs les plus semblables a x; sont dans le cluster
du prototype Xi. De plus, on sait quelles sont les déformations associées aux régresseurs du
cluster ¢; de ce prototype k. Cette information est résumée dans la matrice des transitions.
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On peut donc retrouver une déformation probable pour le régresseur de départ x; au
travers des prototypes de l'ensemble Z. Pour cela, il suffit de sélectionner un prototype
z; parmi tous les prototypes pouvant étre atteints & partir des régresseurs du cluster cy.
Le choix de ce prototype de déformation est effectué sur base de la loi de probabilité
conditionnelle qui se trouve dans la ligne k de la matrice T'(.,.), les différents prototypes
z; étant sélectionnés suivant leur fréquence empirique respective T'(k, j). Une fois cette
déformation sélectionnée, on obtient le régresseur pour l'instant ¢ + 1 en “inversant” la

relation définissant les déformations (3.1) :
)A(t+1 = Xt + Zl. (33)

Puisque X441 est lui-méme un vecteur, on en extrait la valeur de la premiere composante
qui correspond a Z(t + 1), suivant la définition (2.30). De cette maniere, il est possible
d’obtenir une prédiction unique & un horizon h = 1, pour une série scalaire. La prédiction
finale a ’horizon h = 1 est obtenue en prenant la moyenne de plusieurs prédictions uniques
a ’horizon h = 1. En effet, le choix de la déformation est basé sur une loi de probabilité.
Le tirage est donc répété un certain nombre de fois au travers d’une procédure de type
Monte-Carlo, afin que le choix des déformations soit conforme aux probabilités de la loi
conditionnelle.

Pour obtenir une prédiction a long terme, soit h > 1, on répete la prédiction a un pas
jusqu’a I’horizon final h de la prédiction. Cette répétition jusqu’a I’horizon h constitue une
simulation de I’évolution de la série.

Telle que décrite jusqu’ici, la méthode permet donc d’obtenir des prédictions a court
et a long terme au travers d’une simulation de I’évolution de la série temporelle. Or, on
peut obtenir d’autres informations sur I’évolution de la série temporelles, par exemple en
répétant la procédure de simulation. Le tirage des déformations peut en effet varier. En
répétant les simulations, on peut obtenir un ensemble de simulations, dont il est possible
d’obtenir une série d’informations qualitatives, telles que la moyenne de ces simulations,
la variance, des intervalles de confiance ou encore des bornes, etc.

Pour conclure, voici une description synthétique de la prédiction scalaire de Z(t + 1)
au moyen de la Double Quantification Vectorielle :

1. Création du régresseur x; pour le dernier instant ¢ connu,

2. Sélection du prototype Xj le plus proche du régresseurs x;, parmi les prototypes X;,
1 <9< ny,

3. Sélection du prototype z; selon la loi décrite dans la ligne k& de la matrice 7°(.,.),

4. Estimation du régresseur X;; suivant la relation (3.3),

5. Extraction de Z(t 4+ 1), la premiére composante du régresseur estimé x(¢t + 1) .

Jusqu’a présent, pour obtenir une prédiction a I’horizon h > 1, il faut donc itérer
h fois la prédiction a I’horizon 1. La méthode de Double Quantification Vectorielle est
toutefois bien plus souple puisqu’elle permet de prédire a long terme suivant les différentes
approches détaillées dans la section 2.3, et ce moyennant une modification des vecteurs

manipulés mais sans aucune modification particuliere de 'algorithme en lui-méme.
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3.3.3 Prédiction a long terme par Double Quantification Vectorielle

La prédiction par Double Quantification Vectorielle a été décrite a la Section 3.3.2
ci-dessus dans le cas scalaire. Elle permet donc de prédire & long terme suivant I’approche
récursive (2.31).

Concernant la prédiction directe (2.32), la maniére la plus simple, dans le cas d'un
modele supervisé, est de donner d’'une part le régresseur en entrée du modele et d’autre
part x(t + h) en sortie du modele. De cette fagon, I’algorithme supervisé apprend direc-
tement la relation entre les entrées et la sortie pour ’horizon de prédiction h considéré.
Malheureusement, la DQV est basée sur 'algorithme SOM, qui est non supervisé. Il est
toutefois possible d’adapter I'idée pour construire des “régresseurs” contenant toujours les

valeurs passées de la série mais aussi la sortie a 'horizon h :
x¢ ={x(t+h),z(t),z(t —1),...,2(t—p+2)}, (3.4)

mais cette approche n’est toutefois pas adaptée pour la DQV. En effet, il faudrait connaitre,
a l'instant ¢, la valeur z(t + h) afin de pouvoir construire le régresseur selon (3.4), ce qui
n’est pas possible. De plus, la prédiction obtenue en application la procédure de prédiction
de la DQV serait alors (¢t + h + 1) et non #(¢ + h) comme souhaité.

Toutefois, la DQV est bien plus souple : il suffit en fait de manipuler simplement les
déformations au moment de leur construction pour tenir compte de ’horizon de prédiction
h :

Zt = Xpip — Xt (3.5)

De cette maniere, les déformations décrivent non plus comment passer d’une valeur a la
suivante, mais comment passer d’une valeur a celle située a un horizon h. La prédiction
directe suivant I'approche (2.32) est donc possible, sans modification particuliere de 'al-
gorithme, si ce n’est une construction appropriée des déformations décrite ci-dessus (3.5).
Bien entendu, lorsque cette construction des déformations est utilisée, elle n’est valable
que pour un horizon h fixé. Il faut donc construire autant de modeles que d’horizons
de prédiction, en utilisant & chaque fois des déformations différentes, lorsqu’on souhaite
prédire a long terme suivant une approche directe avec plusieurs modeles (2.33).

Par ailleurs, la Double Quantification Vectorielle peut étre généralisée aisément au cas
vectoriel, rendant possible la prédiction vectorielle (2.34). En effet, la DQV étant définie
sur base de régresseurs de données scalaires, il suffit de construire des régresseurs de
données vectorielles pour que la méthode soit directement applicable au cas de la prédiction
vectorielle (2.34). En d’autres mots, tout comme ils étaient la concaténation de plusieurs
scalaires dans (2.30), les régresseurs vectoriels sont définis comme la concaténation de

plusieurs vecteurs selon :
X ={x(t),x(t —1),x(t —2),...,x(t —q¢+1)}, (3.6)
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ol chaque vecteur x(t) = (2!(t),2(t),23(t),...,z%(t)) selon la relation (1.2), et ot ¢ est
la taille du régresseur vectoriel X;. De la méme maniere, si on considere des vecteurs dans
le temps, il suffit de concaténer des régresseurs de scalaires (2.30) selon :

Xy = {Xta Xt—ps Xt—2p; - - - >Xt—(q—1)*p} . (37)

Des lors, on obtient des déformations vectorielles en généralisant la relation (3.1) sui-

vant :
Z, = Xip — Xy (3.8)

Dans le cas ou h = 1, on effectue de la prédiction vectorielle a un pas, soit la prédiction
du vecteur suivant, de dimension d dans le cas de données indépendantes ou de dimension
p dans le cas de données temporelles. Bien évidemment, sur base de la relation (3.8), on
voit qu’il est possible d’utiliser la DQV pour des prédictions vectorielles avec h > 1.

Le reste de la DQV se généralise directement au cas vectoriel : 'algorithme SOM est
appliqué a deux reprises, aux deux ensembles de régresseurs vectoriels et de déformations
vectorielles. On obtient donc des prototypes et des clusters, tout comme précédemment.
La définition de la matrice des transitions se généralise elle aussi sur base des clusters de
régresseurs vectoriels et des clusters de déformations vectorielles. La procédure de simu-
lation est la méme que dans le cas scalaire, a la seule différence qu’on extrait maintenant
un vecteur de d (ou p) composantes de la prédiction vectorielle :

Xisn = Xy + Zy, (3.9)

en lieu et place d’un unique scalaire.

Une propriété intéressante de la DQV peut maintenant étre soulignée, dans le cas de la
prédiction de vecteurs. Grace a I'utilisation d’un algorithme de quantification vectorielle, la
DQYV permet d’obtenir une prédiction de qualité identique pour toutes les composantes du
vecteur prédit. En effet, toutes les composantes des vecteurs, qu’il s’agisse des régresseurs
ou des déformations, ont le méme poids dans le calcul des distances du SOM, comme c’est
d’ailleurs le cas pour tout algorithme de quantification vectorielle. Autrement dit, aucune
composante n’a plus d’importance que les autres, que ce soit lors de la quantification, lors
de la création des clusters ou lors de la recherche du prototype le plus proche d’un certain
régresseur. Les autres étapes de la DQV n’étant que des manipulations pour additionner ou
soustraire des vecteurs entre eux, composante a composante, ou pour prendre la moyenne
des simulations, on s’attend effectivement a obtenir le méme niveau de précision pour
chaque composante d’une prédiction vectorielle.

Pour résumer, on retiendra que la méthode de Double Quantification Vectorielle est en
mesure de prédire aussi bien a court terme qu’a long terme, en scalaire ou en vectoriel. L’al-
gorithme décrivant la méthode ne change pas ni en fonction de I'horizon de prédiction ni en
fonction de la dimension des prédictions a fournir. Seules les constructions des régresseurs
et des déformations doivent se faire de fagcon appropriée. La présentation de la méthode
proposée dans la Section 3.3 n’est donc qu’un cas particulier de I’algorithme, dans le cas ou
les vecteurs d’entrée sont issus d’une série scalaire de dimension d = 1 et lorsque ’horizon
de prédiction est fixé a h = 1.
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3.4 Commentaires sur la Double Quantification Vectorielle

La Double Quantification Vectorielle est un modele auto-régressif et non linéaire de
prédiction de séries temporelles. Comme pour tout modeéle auto-régressif, on fait I’hy-
pothese initiale qu’il existe une relation entre les valeurs passées et la(les) valeur(s) fu-
ture(s) de la série, permettant d’obtenir une estimation d’une (ou plusieurs) valeur(s)
future(s) au travers d’une modélisation de ces valeurs passées. Comme tout modele auto-
régressif, la DQV utilise des régresseurs en ce sens. Il faut noter que la taille de ces
régresseurs est un élément important de la méthode. Si cette taille est trop petite, les
régresseurs ne contiennent pas suffisamment d’information et le lien avec la(les) valeur(s)
future(s) est perdu. Pour éviter que 'hypothése initiale ne soit invalidée, il est donc
nécessaire d’utiliser des régresseurs de taille suffisamment grande. En outre, a la différence
d’un modele AR(p) ou RBFN, ou ce sont les coefficients et/ou les parametres du modele
qui permettent d’approximer la relation entre les valeurs passées et futures, le lien entre
ces valeurs est modélisé dans la DQV dans les lignes de la matrice des transitions. Le
principe de cette matrice est que chaque ligne représente une dynamique de transition
particuliere pour un ensemble de régresseurs d’un méme cluster. Intuitivement, les tran-
sitions pour ces régresseurs relativement semblables entre eux doivent donc étre limitées
en nombre. Sous I'hypothese initiale d’une relation entre valeurs passées et futures, on
peut donc raisonnablement s’attendre a ce que certains éléments 7'(7, j) de la matrice des
transitions aient une valeur treés petite, voire nulle, et ce sur chaque ligne de la matrice, ce
qui rend les matrices de transitions creuses. Dans le cas contraire, on pourrait alors choisir
a peu pres n’importe quel prototype de déformations pour un régresseur particulier, et il
n’y aurait alors aucune relation entre les valeurs passées et futures de la série. Dans ce
cas également, ’hypothese initiale se verrait invalidée. Toutefois, en pratique, dans toutes
les expériences réalisées sur différentes séries temporelles, la présence d’éléments T'(i, j) de
valeur nulle a toujours été constatée.

Les parametres d’un modele de prédiction obtenu par la DQV sont bien entendu les
parametres des deux cartes auto-organisées utilisées dans le modele. En plus de ces pa-
rametres, les valeurs ny et no, relatives aux nombres de prototypes utilisés dans les deux
SOM, doivent également étre déterminées. Bien évidemment, des valeurs différentes pour
n1 et ny conduisent a différentes partitions de I'’ensemble des régresseurs et de I’ensemble
des déformations, ce qui donne au final différents modeles de la série temporelle. En effet,
les distributions conditionnelles de la matrice sont a chaque fois distinctes. D’un point de
vue conceptuel, ces deux valeurs nq et no discrétisent la relation entre les valeurs passées
et les valeurs futures. Augmenter le nombre de lignes et de colonnes permet d’obtenir
une approximation plus fine de la relation ainsi discrétisée, mais avec le risque d’un sur-
apprentissage. Il y a donc un compromis a faire au niveau des valeurs nq et no constituant
la structure d’'un modele obtenu par DQV. Une des méthodes de sélection de structure
de modele, décrites dans la Section 2.2, peut étre utilisée afin d’optimiser ces parametres

de structure n; et ny sur un ensemble de données particulier. Notons que la méthode de
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sélection de structure devra ici étre appliquée ny * no fois puisqu’il faut pouvoir tester
les combinaisons entre les deux valeurs.

La forme de la grille utilisée lors des deux utilisations du SOM n’est pas réellement
critique, il est possible d’utiliser aussi bien des grilles unidimensionnelles que des grilles
bidimensionnelles. Néanmoins, en pratique, les grilles unidimensionnelles sont préférées.
La raison de cette préférence est d’ordre qualitatif : en utilisant des ficelles, on constate
que les éléments non nuls de la matrice, correspondant & des déformations proches pour
les régresseurs d’un méme cluster, sont regroupés sur la ligne de la matrice des transitions
correspondant a ce cluster. En utilisant des cartes bidimensionnelles, ce fait est plus diffi-
cilement visible. En effet, lors de la construction de la matrice des transitions, I'indice des
lignes devra alors parcourir un objet en deux dimensions. Des indices de ligne successifs
peuvent alors représenter des prototypes éloignés sur la grille (aux deux extrémités de
deux lignes successives de la grille, par exemple), et des indices de ligne éloignés peuvent
représenter des prototypes proches (deux prototypes au méme niveau dans deux lignes
successives de la grille). Le méme raisonnement est valable pour I'indice des colonnes de la
matrice. L’usage en pratique de la DQV rend donc I'utilisation des ficelles plus intéressante,
bien que I’emploi de grilles bidimensionnelles soit possible.

Le SOM peut par ailleurs étre avantageux par rapport a tout autre algorithme de
quantification vectorielle si on envisage de regrouper les clusters obtenus apres exécution
de l'algorithme. En effet, seul le SOM possede la propriété de respect de la topologie, qui
dit que deux vecteurs semblables sont soit dans le méme cluster, soit dans des clusters
voisins. Il est donc possible de regrouper des éléments de clusters voisins au sens de la
grille en une sorte de “macro clusters”, les vecteurs de clusters voisins étant relativement
semblables. Cette approche, qui dépasse le cadre de cette these, revient en quelque sorte
a optimiser les parametres nq et ny de la DQV, question qui est résolue dans le cadre de
ce travail par une méthode de cross-validation.

Par ailleurs, notons que l'usage de deux SOM ne peut étre remplacé par un seul
SOM appliqué a des vecteurs construits en concaténant simplement les régresseurs et
les déformations. En effet, c’est grace a 'utilisation de deux SOM que la matrice des tran-
sitions peut étre construite. En concaténant les deux vecteurs, on perd donc la possibilité
de reconstruire la matrice des transitions telle que proposée ici, toute I'information étant
alors contenue dans un seul vecteur.

Enfin, mentionnons que la DQV ne fait aucune hypothése sur le bruit contenu dans la
série temporelle, a la différence de nombreux modeles de prédiction ot il est fait 'hypothese

d’un bruit de distribution normale et de moyenne nulle.

3.5 Stabilité a long terme de la Double Quantification Vec-
torielle

Le but de cette section est de prouver théoriquement que les valeurs prédites a long

terme par la méthode de Double Quantification Vectorielle ont un sens par rapport aux
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valeurs passées de la série temporelle. Partant d’une série quelconque, les valeurs prédites
peuvent rapidement différer des valeurs passées de la série utilisées pour I'apprentissage
du modele, surtout a long terme. En effet, chaque valeur prédite est entachée d’une erreur
de prédiction. Or, les erreurs de prédiction s’accumulent a long terme, et 'impact de cette
accumulation d’erreur(s) peut étre trés important, surtout lorsqu’on adopte une approche
de prédiction récursive : on peut finalement se retrouver avec des prédictions qui sont
relativement fort différentes des valeurs de la série, parfois méme d’un ordre de grandeur
différent. Cette propension & donner des prédictions dont la valeur explose par rapport
a lintervalle des valeurs passées de la série est appelée I'instabilité. Dans cette section,
une méthode dont les prédictions sont comprises dans un intervalle borné est dite stable;
dans le cas contraire, elle est dite instable. La stabilité est une propriété attendue et
nécessaire de toute méthode de prédiction, surtout dans le cadre du long terme. Sans cette
stabilité, les valeurs obtenues n’apporteront malheureusement aucune information utile
sur ’évolution future de la série a long terme.

Pour prouver la stabilité de la DQV a long terme, on observe ’évolution des prédictions
par rapport aux valeurs initiales de la série temporelle contenue dans un intervalle noté
I, les prédictions étant obtenues par approche récursive. Intuitivement, cette stabilité est
attendue dans le cas de la DQV. En effet, la DQV fournit des prédictions obtenues par
ajout d’une déformation a un régresseur. En toute généralité, si la déformation ajoutée au
régresseur tend a donner une valeur qui sort de l'intervalle I, on peut s’attendre a ce que la
déformation suivante ramene la prédiction a l'intérieur de I. En effet, les déformations sont
construites sur base des régresseurs de la série, régresseurs dont les valeurs des composantes
sont évidemment dans I. Ajouter une déformation a un régresseur conduit donc a un autre
régresseur, dont les composantes auront des valeurs qui seront généralement dans /. Par
ailleurs, considérons le cas ou il existerait malgré tout une déformation z;, avec j fixé,
telle qu’en I'appliquant récursivement les prédictions aient tendance a sortir de I'intervalle.
Rappelons que les lois conditionnelles de la matrice des transitions sont construites sur
base des fréquences empiriques des transitions. Or, selon ces fréquences empiriques, la
déformation z; en question est (tres) peu fréquente, puisque l'intervalle I est borné. Le
choix de cette déformation z; selon les différentes lois conditionnelles sera également peu
fréquent, les prédictions étant ramenées et restant a 'intérieur de I tout le reste du temps.
La suite de cette section est constituée d’une preuve théorique de cette intuition, due a
Jean-Claude Fort, et d’une discussion sur la conclusion de cette preuve.

3.5.1 Rappels sur les chaines de Markov

Dans cette section, quelques brefs rappels sur les chalnes de Markov sont proposés afin
de définir les concepts utilisés dans la preuve de stabilité détaillée a la Section 3.5.2 sui-
vante. Signalons que les notations habituellement utilisées dans la littérature sont reprises
ici. Le lien avec les notations de la these est précisé au début de la preuve.

Un processus aléatoire ou stochastique est défini comme une collection de variables
aléatoires (Xo, X1, ..., Xt, X¢t1, ...) prenant leurs valeurs (zg, x1, ..., Tty Tyg1y ---)
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dans un espace d’états {2, supposé fini ou dénombrable. Une chaine de Markov, ou une
chaine de Markov d’ordre 1, est un processus aléatoire qui se déplace d’un état d’un espace
Q & un autre état de € suivant une transition donnée par une distribution de probabilité
fixée et respectant la propriété Markovienne :

PXi1 =21 | Xy =24, Xp 1 = 24-1,..., Xo = 70] (3.10)
= P[Xip1 =241 | Xi = 24
= Pz, 241),
avec P[. | .] dénotant la probabilité conditionnelle et P(.,.) la probabilité de transi-

tion. En d’autres termes, cette propriété Markovienne énonce que le futur du processus,
conditionnellement a 1’état courant, est indépendant du passé. Par conséquence de cette
indépendance au passé, la matrice des transitions P, de dimensions | Q | x | € |, est suf-
fisante pour décrire une chaine de Markov. Chaque ligne P(xy,.) décrit une distribution
de probabilités de transition propre a I’état xy. Une chaine de Markov dont la matrice des
transitions P ne varie pas au cours du temps est dite homogene, formellement :

PXiint1 =21 | Xegn =2 = P[Xoy1 = 241 | Xy = 2] (3.11)

Dans ce cas, les probabilités de transition ne dépendent donc pas du temps, mais unique-
ment des états concernés.

Dans une chaine de Markov, répéter les transitions d’un état a 'autre revient a mul-
tiplier la matrice des transitions avec elle-méme. En itérant les transitions d’un état de la
chaine a ’autre, on peut, & partir d’un état z; fixé, atteindre un certain nombre d’autres
états. On dit que deux états qui peuvent étre atteints en un nombre m > 0 de transitions
communiquent. L’ensemble des états €2 peut étre partitionné en classes d’états communi-
quant entre eux. Lorsqu’il n’y a qu’une seule classe, on dit que la chaine est irréductible.
En d’autres termes, la chaine est irréductible si tout état est atteignable a partir de tout
autre état par des transitions de probabilités strictement positives.

Si la limite des probabilités de transitions existe (c’est a dire si la limite de ¢ multipli-
cations de la matrice de transition avec elle-méme existe, pour i tendant vers l'infini), alors
on dit que la distribution de probabilités est une distribution stationnaire de la chaine de
Markov. Bien évidemment, une chaine avec une distribution stationnaire est homogene
dans le temps. Par ailleurs, lorsqu’une chaine est irréductible, il existe une distribution de
probabilités unique qui est également stationnaire. Enfin, une chaine est dite ergodique
lorsque la limite du nombre moyen de transitions vers un état particulier par rapport
a toutes les transitions effectuées tend vers la probabilité de transition de cet état. En
d’autres termes, une chaine est ergodique si, sur un intervalle de temps assez grand, la
proportion de temps passé par la chaine dans un état particulier est proche de la probabi-
lité que la chaine se trouve effectivement dans cet état particulier a la fin de I'intervalle de
temps considéré. Notons que l'ergodicité implique la stationnarité, une chaine ergodique
étant irréductible et apériodique.

Pour de plus amples détails sur les chaines de Markov, le lecteur est invité a se référer
aux ouvrages (13; 109; 124) consultés pour la rédaction de cette section.
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Fia. 3.1 — Distribution des régresseurs dans les différents clusters obtenus en utilisant un
SOM avec dix prototypes pour la série Santa Fe A. Les régresseurs sont ici en deux dimen-
sions. Les prototypes sont symbolisés par des croix, les clusters par des zones délimitées
par des segments de droite.

3.5.2 Preuve de stabilité a long terme

La preuve consiste en trois étapes distinctes. Tout d’abord, trois lemmes techniques
relatifs a la géométrie du SOM dans I'espace en deux dimensions sont démontrés. Ensuite,
il est montré qu'un modele obtenu par l'application de la DQV permet de prédire une
suite de valeurs qui constituent une chaine de Markov. Enfin, il est montré qu’une chaine
de Markov obtenue par DQV est stable a long terme; en d’autres mots, que cette chaine
particuliere possede une distribution de probabilités stationnaire. Pour ce dernier point,
on montre que la chaine de Markov est ergodique, en vérifiant les hypotheses du critere
de Foster (51), ce critere constituant une condition nécessaire et suffisante d’ergodicité.
Notons que la preuve de stabilité de la DQV est établie pour le cas de régresseurs en deux
dimensions, soit p = 2.

Avant d’entrer dans le coeur de la démonstration, remarquons que les clusters ¢; d’un
SOM sur une distribution de données en deux dimensions, comptant au moins trois proto-
types, couvrent chacun séparément moins d’un demi plan. Pour rappel, les éléments d’un
cluster sont associés au prototype qui leur est le plus proche au sens de la distance utilisée,
a savoir ici la distance euclidienne. Par conséquent, les points constituant les segments de
frontiere sont & égale distance de deux prototypes. A partir de trois prototypes, les zones
couvertes par les clusters couvrent donc obligatoirement moins d’un demi-plan. La Figure
3.1 illustre ce fait sur la distribution des régresseurs en deux dimensions de la série Santa
Fe A. Sur cette figure, on compte dix prototypes, représentés par des croix, et dix clusters,
dont les frontieres sont représentées par des segments de droite épais. On observe que
la surface couverte par chaque cluster pris séparément couvre effectivement moins de la
moitié du plan. Cette propriété est valable pour n’importe quel type de vecteurs en deux
dimensions, donc également pour des régresseurs de données temporelles.
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Fia. 3.2 — Illustration de la géométrie d’un cone comprenant un cluster de surface infinie.
A gauche, un cone formant un angle aigu est représenté. Le cas du cone formant un angle
obtus est illustré a droite. Les différentes notations sont définies dans le texte.

Sur la Figure 3.1, on distingue également deux types de clusters : les clusters dont la
surface est finie et les clusters de surface infinie. Ces clusters de surface infinie peuvent
également étre subdivisés en deux catégories. La Figure 3.2 décrit ces deux sous-catégories,
en introduisant le concept de cone dans lequel est inclus un cluster. On peut en effet avoir
deux catégories de cones : ceux formant un angle aigu et ceux formant un angle obtus.

Aussi bien pour le cas du cone avec angle aigu qu’avec angle obtus, on définit 2 un
point de l'espace, A le sommet du cone, O D'origine de I'espace dans lequel est inclus le
cone. a1 et ag sont les vecteurs normés situés dans la direction des segments de droite
infinis qui délimitent le cone. by est défini tel que Pangle <t(a,b1) = 5, et by est défini tel
que l'angle <((b2,a2) = 5. Sur base de ces définitions, les trois lemmes suivants peuvent
étre démontrés.

Lemme 1.
En définissant §; selon :
) x
5 = lLim — -a; (3.12)

= 1 .
lzl|—o0 |||
ol - désigne le produit scalaire, on observe que ; et do sont tous deux strictement positifs
dans le cas d’un angle aigu, alors qu’un seul des deux est positif lorsque ’angle est obtus.
En effet, le vecteur Ox peut s’écrire :

— —_— —
Oxr=0A+ Ax.

En utilisant cette relation pour développer 'argument de la limite, relation (3.12), on a :

—
x Ozx
—_— — — - a;
laf laf
— —
OA Az
=l |l
-
OA-a; Ax-aq;
= +
Tl Tl
A-a; Az ||Az|
—
Izl Az =
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En prenant la limite pour ||z|| — +o00, on obtient finalement :

— — —
) OA - q; ) Az ||Az|]
lim —-a;= lim ——F — Gy
lzl|—-+oo ||| lzll—+oo Izl llzll—+oo || Az Il
~——
—0 —1

—

Ax

En d’autres termes, ﬁ - a; peut étre borné par une constante, positive ou négative en
Ax

fonction de l'angle entre les deux vecteurs dans ce produit scalaire. On obtient alors le

résultat énoncé a la propriété (3.12). En observant la Figure 3.2, on constate en effet que
le résultat de ce lemme est vrai a la fois pour ¢ = 1 et ¢+ = 2 dans le cas d’un angle aigu
(produit scalaire entre deux vecteurs formant un angle inférieure a 90 degrés) et qu’il est

vral au moins pour ¢ = 1 ou ¢ = 2, voire pour les deux, dans le cas obtus.

Lemme 2.
Soit C' le cone dont les limites sont dans les directions données par les vecteurs aq et as.

Dans le cas d’un angle aigu, tout comme dans le cas d’un angle obtus, on a :

—

A
inf =2 b = e > 0. (3.13)
sec |z

En effet, le premier terme de la relation (3.13) peut étre écrit selon :

Az . Az ||Az]
e |lz] ' wec |Az| Il o
—
Puisque ||j_>x|| - b; > 0 par construction des vecteurs b;, on obtient donc :
x

— —

|Az| Az
inf — -
zeC_|lz| || Az|

N——

%
>0

Par la définition des vecteurs b;, le produit scalaire ci-dessus est donc toujours strictement
positif. Le résultat de ce lemme est donc vrai pour ¢ = 1 et ¢ = 2 aussi bien dans le cas

des cones avec angle aigu que dans le cas des cones avec angle obtus.

Lemme 3.
Supposons que :
Ex(z)-a1 <0et Ex(2) - a2 <0, (3.14)
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E) @ E) @

Fia. 3.3 — Lemme 3., clusters compris dans un cone formant un angle aigu, a gauche, et
un angle obtus, a droite.

ou E)(.) est I'espérance suivant la distribution empirique A\ correspondant & la ligne k de
la matrice des transitions, ligne correspondant a un cluster de régresseurs c; non borné
pour k fixé; et ou z sont les prototypes des clusters de déformation. On pose ; > 0 définis
selon :

E)\(Z) ca; = —y; < 0. (3.15)

Comme on peut le voir a la Figure 3.3, on a :
E)\(Z) -b; <0, (316)

pour au moins ¢ = 1 ou 7 = 2 dans le cas d’un angle aigu et pour i = 1 et ¢ = 2 dans le
cas d'un angle obtus. Ces deux cas de figures sont illustrés respectivement dans la partie
gauche et la partie droite de la Figure 3.3.

I1 faut malgré tout souligner que, stricto sensu, (3.14) est une hypothese, ce résultat
n’ayant pas été démontré formellement. Néanmoins, dans tous les cas rencontrés, il a été
possible de valider expérimentalement cette hypothese (3.14), comme illustré par exemple
a la Figure 3.4 dans le cas des régresseurs et des déformations obtenus a partir de la série
Santa Fe A. En effet, on y observe que la moyenne des déformations d’un cluster pointe
vers 'intérieur de la distribution des régresseurs. Notons que cette Figure 3.4 n’est autre
que la Figure 3.1 sur laquelle ont été ajoutés, pour chaque cluster non borné, le vecteur
représentant la moyenne des déformations associées aux régresseurs du cluster considéré,
cluster par cluster.

d

Apres la démonstration de ces trois lemmes, prouvons maintenant que la série des
valeurs prédites est une chaine de Markov. La démonstration ayant lieu dans le cadre
de la Double Quantification Vectorielle, les notations “Markoviennes” sur des variables
aléatoires X; sont remplacées par les notations des régresseurs x;. Pour rappel, les autres
notations utilisées dans le cadre de la Double Quantification Vectorielle sont la déformation
7, les prototypes des clusters de régresseurs ¢; et de déformations c;- notés respectivement
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F1a. 3.4 — Distribution des régresseurs de la série Santa Fe A, en deux dimensions, dans
les différents clusters obtenus en utilisant un SOM avec dix prototypes. La moyenne des
déformations associées aux régresseurs de chaque cluster est symbolisée par une fleche
partant du prototype du cluster considéré, représenté par une croix.

X; et z;. Le symbole "~ désigne ici également l'estimation d’une valeur inconnue, par

exemple d’une prédiction.

La suite des prédictions est une chaine de Markov

Soit x(N) la derniére valeur de la série temporelle. Le régresseur correspondant est xy,
point de départ de la simulation jusqu’a I’horizon h. Le cluster auquel appartient xp
est ¢, dont le prototype Xj est le plus proche du régresseur considéré xpy. Par abus de
langage, les notations X et ci sont remplacées respectivement par X et ¢y pour indiquer
explicitement quels sont les éléments sélectionnés au moment considéré. La déformation
qui est alors appliquée & xn est zy, le prototype du cluster de déformations ). Les
prédictions des valeurs suivantes de la série sont donc obtenues sur base de la relation

(3.9), en toute généralité :

XN+1 = XN +Zn,
XN4+2 = XN41+ZN41

= XN t+2zZN +ZNny1,
XN43 = XN42 HZN42

= XN +ZN +ZN+1+ZN42,

ol la suite des prototypes de déformations zZy, Zni1, ZNi2, --.est sélectionnée selon
les lois des lignes de la matrice des transitions pour les clusters cy, cyt1, CN42, -
aux différents instants ¢t = N, N + 1, N + 2,.... La suite des prédictions Xy+1, Xn42,
XN+3, - .. Obtenue est une chaine de Markov. Cette chaine est homogene dans le temps, les
différentes distributions de probabilité de transition décrites dans la matrice des transitions
n’étant pas dépendantes du temps. Par ailleurs, cette chaine est irréductible, tous les

prototype(s) de déformations zy pouvant étre atteint a partir de n’importe quel prototype
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de déformations au moyen d’une (ou plusieurs) transition(s). Enfin, cette chaine de Markov
est également définie sur un ensemble dénombrable, ce dernier point découlant du fait que,
la série temporelle étant limitée dans le temps, les régresseurs x; sont en nombre fini. Par
conséquent, les déformations z;, et a fortiori leurs prototypes z;, sont également en nombre
fini.

d

La suite des prédictions étant une chaine de Markov, il reste a démontrer que cette
chaine est stable. Pour ce faire, on utilise le critere de Foster, qui donne les conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’une chaine soit ergodique; I'ergodicité d’une chaine im-
pliquant l'existence d’une distribution de probabilité stationnaire unique prouvant donc
la stabilité de la chaine. Cette vérification des conditions du critere de Foster est établie
ici en deux dimensions; 'avantage du cas en deux dimensions est de pouvoir utiliser le
support visuel des figures des lemmes 1., 2. et 3.

Critere de Foster et stabilité de la chaine

Le critere de Foster (51) s’énonce comme suit :
Une chaine irréductible et dénombrable est une chaine ergodique si et seulement si il existe
g(.), une fonction positive, € > 0 et Q, un ensemble fini, tels que :

Ve e Q:E(g(Xnt+1) | xn = ) < 00, (3.17)
Ve ¢ Q:E(9(Xn+1) | xn =2) — g(z) < —e. (3.18)

Tout comme ci-dessus, les notations sont précisées pour le cas de la Double Quantifi-
cation Vectorielle. Pour cette démonstration, les notations pour les variables aléatoires X;
sont donc remplacées par les notations pour les régresseurs x;.

Dans le cadre de la stabilité a long terme, l'interprétation de ce théoreme est la sui-
vante. On considere ’ensemble 2 comme étant 'intervalle des valeurs passées de la série
temporelle. Tant que le régresseur a I'instant N se trouve dans l’ensemble €2, soit le cas
(3.17), la valeur attendue pour la prédiction en N + 1 est finie. Lorsque le régresseur
quitte cet intervalle de valeurs, soit le cas (3.18), la différence entre la valeur attendue en
N + 1 et la valeur réelle a I'instant N est négative. Or, cette différence correspond a une
déformation. En d’autres termes, si la valeur attendue pour la prédiction tend & quitter
I'intervalle des valeurs passées de la série, la déformation sélectionnée agit en sens inverse,
et ramene donc la valeur attendue en prédiction a l'intérieur de €2. Les valeurs prédites
n’explosent donc jamais : méme si on a tendance a sortir de lintervalle des valeurs €2,
les déformations raménent les prédictions a I'intérieur de €2, de sorte qu’on reste toujours
dans cet intervalle, méme a long terme.

Par la suite, on considere que la fonction g(.) utilisée dans les relations (3.17) et (3.18)
est g(.) = ||.||?>. De plus, on suppose que les SOM utilisés dans la DQV comptent plus de
trois prototypes, de sorte que la zone de ’espace couverte par chaque cluster de ces SOM
couvre moins d’un demi plan. Enfin, étant donné que la chaine de Markov est homogene,
il est suffisant d’étudier le comportement lors de la transition zy entre xy et Xyy1. En
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effet, le méme raisonnement peut étre appliqué pour tout autre instant dans le temps.
La preuve du critere de Foster va étre effectuée en deux étapes, pour chacune des deux
relations (3.17) et (3.18).

Considérons le cas ou ||xy|| < Ry, ou Ry peut étre n’importe quelle constante. Dans

ce cas, par inégalité triangulaire, on peut écrire :

E([[xn41ll) < By + |z

_ 3.19
< Ry + max;(|7]). (3.19)

Comme les déformations z; sont en nombre fini, le maximum de leur norme est également
fini; ce qui prouve la premiere relation (3.17) dans le cas ou la norme de xy est finie. Ce
cas de la norme de x finie correspond au cas des clusters bornés, tels qu’on en voit deux
sur la Figure 3.1.

Le second cas concerne donc les éléments ||xy| — +o0o. Ce cas ne peut arriver que
pour des clusters non bornés, qu’ils soient contenus dans un cone d’angle aigu ou obtus.
Le reste de la preuve est dédiée spécifiquement au cas des clusters non bornés.

Soit ¢y le cluster dont le prototype X est le plus proche de xn. Considérons mainte-
nant la distribution des transitions pour la ligne de la matrice des transitions correspondant
a ce prototype Xy. On a :

E(g(xn41) |xy =) —g(z) = E(g(xy +2n) | xy =) — g(z)
E(|xy +zn|? [ xn = 2) — ||z
= Exy(lxy +2n[?) — [Ixn]?
= Exy(Ixn?) +2Exy (xn - 2n) + Exy ([[Z25]1%) — [Ixn]?
= [[xn|® + 2Exy (xn - Zn) + Exy ([12n]%) — [Ixn|?

= 2xy-Exy(2Zn) + Eay (l2n]?),

ou Ay est la distribution empirique, dans la matrice des transitions, correspondant au
cluster non borné cy contenant le régresseur xy et g(.) = ||.||>. Pour résumer, on obtient
donc :

E(g(kn41) | xv = 2) — g(z) = 2xy - Exy (2n) + Exy (|25 ]%),

qui peut se réécrire comme suit, en utilisant le fait que x5 = x et en multipliant les deux

termes du membre de droite par H =
x
X v By (zn) | Eay(lzn]?)
Blg(isn) | v = ) = gfa) = 2l | ©p P ¢ S0 (3:20)

Observons maintenant les deux termes entre crochets de cette derniere relation (3.20).

Pour le second terme, sachant que ||Zy||? est fini, on a :

sup Ex (|Zn]?) < My < oo.

TxECN
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. My
Par conséquent, pour un ay > 0 et pour |z|| > ——, on a :
an

1
MEAN(HZNHQ) < an. (3.21)

Concernant le premier terme de (3.20), par les lemmes 1. et 3., et sous I'hypothese

(3.14), il est possible de sélectionner soit i = 1 ou ¢ = 2 tels que :

im — -a;=06; >0,
llz[|—+oo || (3.22)

EAN(ZN) -b; < 0.

Supposons par exemple que i = 2 satisfasse ces deux conditions (3.22) ; le raisonnement
étant le méme pour le cas i = 1 si ces conditions ne sont pas vérifiées pour ¢ = 2. En
supposant, donc, que ¢ = 2, on décompose le terme Ej , (zy) de I'équation (3.20) dans une
base décrite par les vecteurs orthogonaux (bs,as) selon :

Exy (Zn) = (Exy (Zn) - a2)az + (Exy (ZN) - b2)bo, (3.23)
et donc :

T2l ‘Exy(Zn) = (Exy (2Zn) - a2) <m .a2> (Exy (ZN) - b2) <H || b2> (3.24)

Détaillons a présent les différents termes composants le membre de droite de (3.24).

Par le lemme 1., on sait que lim x as = 62 > 0. Donc, on peut écrire :
leli—+oo [l
X (52
— Qg > —, (3.25)
[&d 2
pour ||z|| suffisamment grand.
Par ailleurs, selon le lemme 3., Ey (zn) - a2 = —y2 < 0. De plus, suivant les conditions
(3.22) ci-dessus, Ey, (zn) - b2 < 0. Par conséquent, on peut écrire :
OA Az
x x
by = ) b (3.26)
fal (nwu ||wu>

Pour z suffisamment grand appartenant & un cluster non borné, c’est a dire pour ||z| —
—> —

400, on a H H - by — 0. De plus, par le lemme 2., on a H H - by > €9 > 0. On réécrit donc
x
la relation (3.26) en la simplifiant suivant :
by > = 2 0, (3.27)
HSEII 2

lorsque ||z est suffisamment grand.
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En développant la relation (3.24), on obtient donc, apreés simplification :

X X X
L) < B ) (0a) + Eanto) b (g770)
—_— N——
=—72 par (3.15) T~ <0 par (3.22) S——~—
>% par (3.25) >2 par (3.27)
1)
< ey (3.28)

résultat obtenu pour ||z|| suffisamment grand, en d’autres mots pour ||z|| plus grand que
n’importe quelle constante K3 ce qui est noté ||z| > K%,.

Tout le développement ci-dessus ayant conduit a la relation finale (3.28) a été réalisé
sous ’hypothese que ¢ = 2. Si le cas i = 2 ne permettait pas de vérifier les conditions
(3.22), alors il suffit de prendre ¢ = 1, et d’appliquer le méme résultat pour arriver a la
relation finale :

01

EAN(ZN) < —’)/15. (329)

x

]

Ici aussi, ce résultat est valide lorsque ||z est suffisamment grand, soit pour ||z|| > K} .
On peut maintenant simplifier 'expression (3.20), en utilisant les résultats obtenus
pour les deux termes, soit les relations (3.21) d’une part et (3.28) ou (3.29) d’autre part :

z-Ex(2zn) | Exy(zn]?)
2””5”[ Izl 2] }

E(g(Xn+1) [ xnv =12) —g(z) =

A

1
2||x|| [—QN + 50[]\;]
aN

ot ||z|| est suffisamment grand, ce qui est noté ||z|| > Ky avec Ky = max(K 5, K%), et

51 Y20
ou la constante ay dans la relation (3.21) est choisie telle que ay = min(u, m)

Tout le développement effectué pour obtenir le résultat (3.30) a été réalisé pour un
seul cluster, le cluster ¢y auquel x appartient. Par conséquent, les constantes an et Ky
choisies dans le développement pour obtenir ce résultat sont dépendantes de ce cluster
cy. En toute généralité, il faut considérer non pas un seul cluster non borné, mais tous
les clusters ¢; du SOM qui sont non bornés. On définit donc des constantes valables pour
tous les clusters ¢; non bornés telles que a = inf., o; et K = sup,, K; avec i € I 'ensemble
des indices des clusters non bornés d’une carte auto-organisée. Sur base de ces constantes
choisies en tenant compte de tous les clusters non bornés, on a finalement :

-E Z E z N ||?
z-Eay(@y) | Eallznl®) o _ o (3.31)
]| 2|l 2

|zl > K -

En substituant ce dernier résultat (3.31) dans la relation (3.20), on obtient finalement :
E(g(xn11) | xn = 7) — g(2) < —afz], (3.32)

ou le membre de droite de tends vers —oo < —e pour |z| — +oo.
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Pour pouvoir conclure, il reste a définir 'ensemble Q qui doit étre utilisé, afin de

prouver les relations (3.17) et (3.18) suivant les développements proposés ici. On pose :

Q=(Je) U xnl lenll < K3, (3.33)

1€l
ou, pour rappel, I est I’ensemble des indices des clusters non bornés d’une carte auto-
organisée. Des lors, en utilisant la définition de I’ensemble 2 (3.33), tous les développements
ci-dessus permettent de prouver les deux relations (3.17) et (3.18) du critere de Foster.
Ce critere étant une condition nécessaire et suffisante, la chaine de Markov qui vérifie ce
critere est donc ergodique. La conséquence de ce résultat est que la chaine des prédictions,

ergodique, admet une loi de distribution stationnaire unique, autrement dit elle est stable.

d

3.5.3 Portée du résultat de stabilité

Le résultat obtenu dans la Section 3.5.2 précédente permet de valider théoriquement
la procédure de simulation de la DQV utilisée afin de prédire a long terme. En effet, grace
a ce résultat théorique, on a la garantie que les prédictions fournies par la DQV n’auront
jamais tendance & tendre vers 'infini. Au contraire, les valeurs prédites par simulation
resteront a l'intérieur de I'intervalle qui contient ’ensemble des valeurs de la série tempo-
relle, et elles y seront ramenées si jamais elles avaient tendance a sortir de cet intervalle.
Par ailleurs, les simulations & long terme étant répétées, il est possible d’obtenir des infor-
mations qualitatives sur ’évolution de la série temporelle, telles que des statistiques sur
le comportement de la série a long terme.

Le résultat obtenu dans la Section 3.5.2 précédente est également utile par rapport
aux différentes approches de prédiction a long terme décrites dans la Section 2.3. La
preuve de la stabilité a été détaillée dans le cas de régresseurs en deux dimensions, pour
une transition. Le raisonnement est exactement le méme pour n’importe quelle transition
ultérieure, il suffit de modifier les indices IV et IV + 1 utilisés dans les différentes étapes de
la démonstration. Par ailleurs, il est possible de remplacer les indices utilisés dans le cas de
la prédiction a un pas par des indices pour une prédiction & un horizon quelconque h > 1.
Il est alors possible d’établir aisément un résultat semblable dans le cas de la prédiction
directe a long terme, en appliquant exactement le méme raisonnement.

Concernant la généralisation de la preuve a des vecteurs de dimension p > 2, le résultat
n’est pas établi. Il est possible de démontrer que la suite des prédictions est une chaine
de Markov, pour des régresseurs de dimension quelconque, aussi bien dans le cas de la
prédiction scalaire que pour la prédiction de vecteurs. La démonstration du critere de
Foster pourrait sans doute étre réalisée aussi pour des régresseurs de dimension quelconque,
aussi bien dans le scalaire que vectoriel, mais a condition que les résultats obtenus dans les
trois lemmes techniques sur la géométrie du SOM soient généralisables a n’importe quelle
dimension. Or, les résultats de ces lemmes ne sont pas directement généralisables pour des
dimensions p > 2. Observons par exemple ce qui se passe en trois dimensions.
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F1G. 3.5 — Cones en trois dimensions.

En utilisant au moins trois prototypes, il est possible de définir des clusters en trois
dimensions qui couvrent moins d’un demi espace. Dans ce cas, la zone couverte par les
clusters en trois dimensions peut de nouveau étre inscrite dans des cones tridimensionnels
de sommet A. Toutefois, il n’est plus possible de classer ces cones tridimensionnels entre
ceux qui forment un angle aigu ou un angle obtus : il existe en fait une grande variété de
cones différents, en fonction des intersections des plans définissant les limites des clusters
et du nombre de ces plans. La Figure 3.5 illustre le cas de quelques uns de ces cones tridi-
mensionnels. Les vecteurs a; définissant le sommet A sont situés sur les droites résultant
des intersections de plans.

Sur base des graphes de la Figure 3.5, on peut constater que le Lemme 1. reste vrai en
trois dimensions également. Par contre, il n’est pas possible d’établir les Lemmes 2. et 3.,
puisqu’il existe une infinités de vecteurs b perpendiculaires a chaque vecteur a;. En effet,
pour chaque vecteur a;, il existe un faisceau de plans passant par la droite supportant ce
vecteur. Autrement dit, il existe une infinité de plans passant par a;. Or, pour chaque plan
de ce faisceau, on peut définir un vecteur b perpendiculaire & a; dans ce plan. Le probleme
est que, suivant le plan considéré et le vecteur b obtenu, il est parfois possible de vérifier
les Lemmes 2. et 3., parfois pas.

Pour tenter de résoudre ce probleme de choix, on pourrait projeter tout point x dans
un plan formé par deux vecteurs a;. On se ramene alors au cas en deux dimensions. On
peut alors répéter la projection pour tous les plans définissant les limites du cone tridi-
mensionnel. Malheureusement, avec cette approche, on arrive a prouver les trois lemmes
pour n’importe quelle projection d’un point x de ’espace en trois dimensions, mais pas
pour le point x lui-méme. Le résultat ne peut donc étre obtenu en étendant simplement

le raisonnement effectué en deux dimensions. Pour établir le critere de Foster en dimen-
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sion trois et éventuellement plus, il faudrait pouvoir démontrer des résultats géométriques
équivalents aux Lemmes 1. a 3. dans ’espace de dimension considérée.

Enfin, dans la section 3.3.3, il a été expliqué comment la méthode DQV peut étre
utilisée en prédiction a court terme et a long terme, tant en scalaire qu’en vectoriel.
Sachant maintenant que les prédictions a long terme en récursif et en direct sont stables,
on peut se poser la question de savoir s’il existe une approche supérieure a une autre.
Une réponse a cette question permettrait de savoir s’il vaut mieux utiliser du récursif ou
du direct en prédiction a long terme. Dans le cadre de I'application de la DQV a la série
CATS, résumée a la section 3.6.3, une comparaison empirique des prédictions récursive
et directe a été réalisée. Une discussion théorique générale, indépendante du modele de
DQYV, est proposée a ce sujet en Section 3.7.

3.6 Applications

Dans cette section, la Double Quantification Vectorielle est utilisée afin de prédire
plusieurs séries temporelles. Tant dans le cas scalaire que dans le cas vectoriel, ’accent
est mis sur la prédiction a long terme, mais la prédiction a court terme est également
illustrée. La premiere application de la DQV illustre la prédiction d’une série scalaire
au moyen d’un benchmark classique en prédiction de séries, la série Santa Fe A (177).
La deuxieme application illustre le cas de la prédiction vectorielle dans le cadre d’une
application concrete, a savoir un probléme de consommation électrique. La troisieme et
derniere application a pour but d’illustrer les performances de la méthode en comparaison
avec d’autres méthodes de prédiction de séries temporelles, sur base de résultats obtenus
par la DQV lors de la compétition de prédiction CATS (104).

3.6.1 Santa Fe A

Pour cette premiére application, la série Santa Fe A (177) est de nouveau utilisée. Cette
série illustre 'application de la DQV dans le cas d’une série scalaire pour de la prédiction
a un pas, soit h = 1, répétée pour du long terme suivant une approche itérative. Pour cette
application, la sélection des parametres de structure nq et no est faite par cross-validation,
sur base du critére de moyenne des moindres carrés MSE (2.13).

L’intérét principal de la méthode DQV n’est pas au niveau de la prédiction de valeurs
numériques, mais au niveau de la prédiction de valeurs qualitatives sur les tendances a long
terme. Néanmoins, dans un premier temps, la méthode peut étre utilisée pour effectuer de
la prédiction a un pas. En utilisant le jeu des 1 000 données de la compétition Santa Fe
A, soit les conditions réelles de la compétition, la MSE réalisée par la méthode DQV sur
les 100 données suivantes lui aurait permis de se classer douzieme.

Dans un deuxieme temps, disposant au total de 10 000 valeurs de la série, on peut
utiliser un plus grand nombre de ces données pour approximer de maniere plus précise

les différentes lois de probabilités de la matrice des transitions. Dans ce but, on choisit
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MsE (validation)

200 200

Fi1G. 3.6 — Graphe de lestimation de 'erreur de généralisation par cross-validation pour
les 40 000 structures de modeles testées, série Santa Fe A.

arbitrairement d’utiliser les 6 000 premieres données de la série comme ensemble d’ap-
prentissage ; les 2 000 suivantes servant d’ensemble de validation. Un ensemble de test
comportant les 100 valeurs suivantes a ensuite été utilisé. Apres sélection de la structure
optimale sur base de I’ensemble de validation, les 8 000 premieres données ont été réunies
dans un nouvel ensemble utilisé pour I'apprentissage d’un modele avec les valeurs nj et no
optimales. C’est ce dernier modele, appris sur un ensemble de données 8 000 données de
la série, qui a été utilisé lors de la phase de test. Pour cette application, on construit les
régresseurs selon (150) :

xt = (z(t),z(t —1),2(t — 2),z(t — 3),x(t — 5),z(t — 6)). (3.34)

Pour résumer, on applique donc la DQV a un ensemble de données, avec d = 1, p = 6
et h = 100. Comme d = 1, la version scalaire décrite dans la Section 3.3 est appliquée.
Notons que, sur base de résultats antérieurs, la composante z(t — 4) ne se trouve pas dans
le régresseur (150).

Des cartes auto-organisées avec des grilles en ficelle ont été utilisées, chacune des deux
grilles comptant respectivement de 1 a 200 prototypes. Toutes les combinaisons possibles
pour les parametres ny et no ont été testées, soit 40 000 structures de modele différentes.
L’erreur de généralisation Ecross,vahdation(s) est ici la moyenne de R = 100 répétitions de
la procédure apprentissage/validation. Cette erreur Ecross—validation(s) des 40 000 modeles
de structure s est illustrée a la Figure 3.6. Notons que, d’une part, le graphe de l'erreur
de généralisation parait particulierement lisse et que, d’autre part, ce graphe comporte
une large zone relativement plate. En fait, méme dans cette zone, il y a de nombreuses
différences locales. La meilleure structure de modeles qui est sélectionnée est donc celle
qui réalise numériquement le minimum de Ecross,vahdation(s). Cette structure choisie parmi
tous les modeles testés compte 179 prototypes pour la premiere grille SOM et 161 pour la
seconde.

Comme indiqué ci-dessus, un modele avec ny; = 179 et no = 161 prototypes est utilisé
sur ’ensemble d’apprentissage des 8 000 premieres données de la série. Apres cet ultime

o7


./ch3/figs/err_gen_SFA.eps

3. DOUBLE QUANTIFICATION VECTORIELLE

300

Moyenne des simulations
———Vraies valeurs
Intervalle de confiance (niveau 95%)

Moyenne des simulations
===\raies valeurs 250
-Intervalle de confiance (niveau 85%)

200

Temps Temps

F1a. 3.7 — Comparaison entre la moyenne des 1 000 simulations (trait plein) et les vraies
valeurs de la série Santa Fe A (tirets). Les lignes extérieures correspondent & l'intervalle
de confiance au niveau 95%. Les graphes de gauche et de droite présentent les résultats
pour les horizons h = 30 et h = 100, respectivement.

apprentissage, 1 000 simulations de la procédure de prédiction a un pas sont effectuées,
jusqu’a I’horizon 100. Les moyennes de ces 1 000 simulations pour les cent différents pas de
temps sont les prédictions fournies par la méthode DQV. La Figure 3.7 présente les valeurs
prédites jusqu’aux horizons h = 30 et h = 100, respectivement a gauche et a droite. Sur
cette figure, on observe que la méthode DQV est en mesure de prédire avec une certaine
fiabilité numérique une vingtaine de valeurs de la série temporelle.

Au dela des prédictions scalaires, ce sont les informations fournies par la méthode sur
le long terme qui constituent 'intérét principal de la méthode. Grace a la répétition de
la procédure de simulations, la DQV permet de calculer des statistiques sur I’évolution
future de la série temporelle. Ces statistiques sont visibles a la Figure 3.7 ol on voit,
premierement, que la moyenne de la série reste stable sur 'intervalle de temps considéré et
que, deuxiemement, les valeurs de la série restent dans le méme intervalle de valeurs, ce qui
est indiqué par ’espace compris entre les limites de l'intervalle de confiance. Et effective-
ment, malgré les variations plus ou moins cycliques de la série Santa Fe A, cette série reste
stable sur les 100 valeurs suivantes et la majorité de ces 100 valeurs sont effectivement
comprises dans 'intervalle de confiance.

La Figure 3.8 présente une centaine de simulations parmi les 1 000, sélectionnées au
hasard. On peut y voir, d’une courbe a l'autre, 'effet du tirage des déformations suivant
les lois reprises dans la matrice des transitions, les courbes des différentes simulations se
croisant de plus en plus au fur et a mesure que le temps avance. Néanmoins, on observe
également la grande stabilité des prédictions pour les dix premieres valeurs, malgré le
caractere stochastique du modele.

A titre d’exemple, la Table 3.1 donne les lois conditionnelles obtenues pour un modeéle
beaucoup plus simple qui ne comporte que n; = 6 et no = 8 prototypes. Cette table est
proposée afin d’illustrer le fait que la matrice des transitions est effectivement creuse :

comme attendu, et discuté dans la section 3.3.1, on constate la présence d’un certain
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FiGc. 3.8 — 100 simulations de la série Santa Fe A, pour I’horizon h = 30. Chaque courbe
représente une simulation obtenue en utilisant le modele stochastique comptant n; = 179
et ng = 161 prototypes.

012 0 0 0 0 0 |0.23|0.65
0.671030| O 0 0 0 |10.02|0.01
0.056 1055|040 | O 0 0 0 0
0.03| 0 030054013 O 0 0
0 0 0 0 |050)|048 002| O
0.06 | O 0 0 0.0 | 0.34 | 0.56 | 0.04

TAB. 3.1 — Exemple de matrice des transitions, pour un modele simple comptant ny = 6
et no = 8 prototypes.

nombre de zéros dans la matrice des transitions. On peut remarquer que les éléments non
nuls de la matrice des transitions sont généralement groupés. Ce fait est probablement
une conséquence de l'utilisation d’une ficelle comme structure de grille du SOM. Cette
caractéristique de la matrice des transitions pourrait étre utilisée pour regrouper ensemble
des clusters et jouer de la sorte sur le nombre de clusters, tant au niveau des régresseurs
que des déformations, mais cette possibilité n’est pas explorée ici. Enfin, notons que, dans
cette table, la somme des éléments de chaque ligne vaut bien 1.

3.6.2 Série polonaise électrique

Les résultats proposés dans cette section illustrent 'utilisation de la DQV dans le
cas vectoriel, sur des vecteurs de données temporelles (3.7). La série utilisée est la série
de la consommation électrique en Pologne (126). Cette série contenant les valeurs de la
consommation, heure par heure, est représentée graphiquement a la Figure 3.9 et décrite
en Annexe A. Cette série a été utilisée dans un cadre de prédictions & court terme (126),
(103) ou selon une approche vectorielle, en combinant le SOM avec des modeles linéaires
et non linéaires (30). Le but de ces travaux était de pouvoir prédire le vecteur des 24

valeurs suivantes, représentant les consommations horaires de la journée suivante. Dans cet
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F1a. 3.9 — La série Polonaise des consommations électriques horaires.

exemple, on applique donc la DQV en vectoriel avec d = 24, et h > 1. Outre 'obtention de
valeurs numériques, l'intérét de cette application est d’illustrer les capacités de prédiction
dans le cas vectoriel, et I'obtention d’informations qualitatives complémentaires a long
terme.

Le régresseur optimal étant inconnu, de multiples combinaisons ont été essayées, condui-
sant a la sélection des vecteurs aux instants t, t — 1, ¢t — 2, t — 6 et t — 7, chaque vecteur
correspondant & une journée entiere. En d’autres termes, on utilise pour cet exemple les
régresseurs :

x¢ = (x(t),x(t — 1), x(t — 2),x(t — 6),x(t — 7)) (3.35)

Les 3000 données vectorielles x(t) = (x(t),z(t — 1), ..., z(t — 23)) en dimension 24 sont
donc devenues 2992 données vectorielles en dimension 120. Ces dernieres ont été divisées
en trois ensembles d’apprentissage (2 000 premiéres données vectorielles), de validation
(800 suivantes) et de test (les 192 données restantes). Une procédure de validation a été
appliquée avec le critére de moyenne des moindres carrés MSE (2.13) afin de sélectionner
le modele de complexité optimale, en faisant varier nq et no de 5 & 200 par incréments de 5.
Le test n’est pas exhaustif dans ce cas-ci pour des raisons de temps calcul, cette procédure
de sélection de structure ayant également servi a la sélection des éléments du régresseur
(3.35). Les résultats obtenus pour les différents modeles sont illustrés a la Figure 3.10. On
peut observer, en comparant cette Figure avec la Figure 3.6, 'effet des répétitions qui sont
réalisées en cross-validation par rapport a la validation utilisée ici : le graphe de 'erreur
est beaucoup moins lisse dans ce cas-ci que pour la Figure 3.6. Sur base de ces valeurs de
MSE, la structure de modele sélectionnée utilise n; = 160 et no = 140 prototypes.

Comme pour 'exemple précédent, un nouvel apprentissage est effectué pour le modele
de structure optimale, en utilisant les 2 800 données qui servaient précédemment d’en-
sembles d’apprentissage et de validation. Sur base de ce modele, 1 000 simulations sont
effectuées. La Figure 3.11 présente les résultats obtenus par la DQV dans cet exemple de
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Fia. 3.10 — Graphe de lestimation de lerreur de généralisation par validation pour la
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F1a. 3.11 — Gauche : comparaison entre la moyenne des 1 000 simulations (trait plein) et les
vraies valeurs de la série des consommations électriques (tirets) pour I'horizon h = 3 jours.
Les lignes extérieures correspondent & l'intervalle de confiance au niveau 95%. Droite :
méme figure pour I’horizon h = 25 jours.

prédiction vectorielle. La partie gauche de la figure présente la moyenne de 1 000 simu-
lations comparée aux vraies valeurs de la série jusqu’a I’horizon h = 3 jours. On peut y
observer le comportement de la DQV dans le cadre de la prédiction vectorielle a court
terme, le modele obtenu est capable de réaliser de donnes prédictions numériques, sur
toutes les composantes des vecteurs prédits, avec la méme précision sur les différentes
composantes. La partie droite de la figure illustre ’évolution de la moyenne des 1 000
simulations jusqu’a un horizon h = 25 jours.

Comme pour 'exemple précédent, différentes informations qualitatives peuvent étre
obtenues, méme dans le cas de prédictions vectorielles. Par exemple, les intervalles de
confiance & 95% sont également représentés. De plus, dans le graphe de gauche de la Figure
3.11, on voit que la moyenne des prédictions a long terme suit la méme périodicité que la
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F1G. 3.12 — La série de la compétition CATS. Les cinq blocs de vingt valeurs manquantes
sont entourés.

véritable série temporelle, les deux pics quotidiens étant correctement reproduits a court
et a long terme. Par ailleurs, les intervalles de confiance décrivent des bornes qui évoluent
aussi périodiquement. Ces intervalles de confiance sont, dans ce cas-ci, relativement étroits,
indiquant que I’évolution de la série autour de sa moyenne est relativement faible, d’un jour
a l'autre. Toutes ces informations qualitatives peuvent étre obtenues grace a la procédure

de simulation, qui constitue une caractéristique de la DQV.

3.6.3 CATS

La méthode de Double Quantification Vectorielle a été utilisée lors de la compétition
de prédiction de la série temporelle CATS organisée en 2004 dans le cadre de la conférence
IJCNN (104).

Brieévement, le but de la compétition CATS est de fournir les 100 prédictions pour
100 valeurs manquantes dans la série temporelle, réparties en cing blocs de 20 valeurs
manquantes. La série temporelle est présentée graphiquement a la Figure 3.12, ou les
blocs de valeurs manquantes sont entourés. De plus amples détails sur les blocs de valeurs
manquantes sont proposés en Annexe A.

Cette série n’ayant fait I'objet d’aucune étude auparavant, et ayant été mise a dispo-
sition des participants a la compétition sans information particuliére quant a son origine,
une analyse détaillée a été effectuée, afin d’estimer la dimension de la structure de la série
temporelle et d’en déduire la taille p des régresseurs et des déformations utilisés par la
DQV (145). La dimension de corrélation (64) a été estimée pour les 4900 données de la
série, sans considérer les valeurs manquantes. Etant donnés les résultats obtenus et ’allure
générale de la série, I’hypotheése d’une série financiere a été considérée. La série a alors été
stationnarisée suivant deux approches :

— calcul de la série différenciée :

zq(t) = z(t +1) — z(t), (3.36)
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— calcul de la série des returns

(3.37)

Pour ces deux séries, la dimension de corrélation a également été estimée au moyen de
la procédure décrite dans (64) et résumée dans (18). Toutes les expériences décrites ci-
dessous ont également été effectuées pour ces deux autres séries temporelles, sans donner
de meilleurs résultats en prédiction. Vu le contexte de compétition, seules les prédictions
obtenues avec la série initiale ont été soumises aux organisateurs. La méthodologie qui a
permis d’obtenir ces prédictions est décrite ici.

Dans le cadre de cette application, outre les valeurs des parametres n; et no de la
méthode, il faut décider de ’horizon de prédiction h a utiliser. En effet, la DQV étant en
mesure de prédire plusieurs valeurs en une seule étape, il est possible de simuler la série
a I'horizon h = 20 au moyen de vingt prédictions scalaires, ou alors de simuler la série au
moyen de dix prédictions de vecteurs a deux dimensions, ou une seule prédiction d’un vec-
teur de dimension vingt, sans oublier les quelques possibilités intermédiaires. En d’autres
mots, il faut trouver un compromis entre la valeur de d et la précision des prédictions ob-
tenues, jusqu’a I’horizon h = 20. Pour optimiser ce nombre, ainsi que les deux parametres
nq et no, une procédure de cross-validation est utilisée. L’application de la DQV a la série
de la compétition CATS a donc été 'occasion de comparer expérimentalement les perfor-
mances obtenues avec une approche récursive ou une approche directe en prédiction a long
terme.

Pour cette série, des ensembles d’apprentissage et de validation ont été créés comme
suit, en reproduisant le probléeme de la compétition. Quinze blocs de vingt valeurs ont été
enlevés aléatoirement a l'intérieur de la série temporelle, avec cependant une contrainte :
ces blocs ne pouvaient pas coincider avec les valeurs manquantes de la série initiale ni se
chevaucher. Les 300 valeurs enlevées étant en fait connues, elles peuvent servir d’ensemble
de validation. De plus, afin d’éviter tout biais dans I'estimation de I’erreur de généralisation
di a la création de ces quinze ensembles de valeurs manquantes, 'opération a été répétée 20
fois. L’estimation finale de I'erreur de généralisation est obtenue sur base du critére MSE
en prenant la moyenne sur les 20 créations d’ensemble de validation comptant chacun 300
valeurs. Toutes les structures de modeles pour n; et no, variant de 5 a 100 par incrément
de 5, ont été testées. Comme pour les autres applications, le modele de structure nq
et ng réalisant le minimum de lerreur de généralisation est sélectionné comme étant le
meilleur modele. Toute cette procédure a été répétée pour chacune des valeurs possibles
du parametre supplémentaire d. Au final, un modele comportant ny = 50 et ny = 5
prototypes, utilisé pour des régresseurs de dimension d = 2 et p = 3, a été utilisé pour
prédire les 100 valeurs manquantes. Un nouvel apprentissage est alors réalisé pour un
modele de cette structure, sur I’ensemble des 4900 données. Pour éviter tout probleme di
a linitialisation des prototypes de régresseurs ou de déformations, vingt apprentissages
différents ont été répétés sur les 4900 données, le modele réalisant la plus petite erreur
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d’apprentissage étant finalement conservé. Notons qu’au final, une approche intermédiaire
entre prédiction récursive et directe a été retenue, puisque d = 2 a été sélectionnée, par
cross-validation.

Puisque le probleme était présenté dans un contexte de compétition, deux heuristiques
supplémentaires ont été mises en place afin d’améliorer les résultats de la DQV en vue du
classement final.

La premiere heuristique consiste a utiliser le meilleur modele obtenu dans le sens chro-
nologique inverse afin d’obtenir d’autres prédictions. Bien qu’une autre sélection de struc-
ture de modele aurait idéalement dii étre réalisée sur la série dans ’ordre chronologique
inverse, le modele obtenu sur I'ordre chronologique a été utilisé. Notons que cette premiere
heuristique est valable pour les quatre premiers blocs de valeurs manquantes uniquement.

La seconde heuristique était de prédire jusqu’a un horizon A = 21 au lieu de se limiter
a ’horizon h = 20. De la sorte, il est possible, pour les quatre premiers blocs de valeurs
manquantes, de comparer la 21°™¢ valeur prédite avec la premicre valeur réelle. Puisqu’on
itere la prédiction, on s’attend & observer une différence entre la 21°™¢ prédiction et la
véritable valeur. Il est alors possible de corriger légerement cette erreur en multipliant
chacune des vingt prédictions par un coefficient. Le coefficient est défini différemment pour
chacune des vingt prédictions, et est choisi proportionnellement a 1’écart dans le temps
entre la prédiction et la 21°™¢ prédiction. Le but est de faire en sorte que ce ne soit pas
la seule 20°™¢ prédiction qui supporte & elle seule entiereté de la correction apportée aux
valeurs. Concretement, la premieére prédiction n’est pas corrigée, la deuxieéme prédiction
est corrigée en lui soustrayant 5% de la différence entre la 21°™¢ valeur prédite et la
vraie valeur correspondante, la troisitme prédiction est corrigée en lui soustrayant 10% de
cette différence, la quatrieme en soustrayant 15% de la différence, etc., jusqu’a la 21°™¢ §
laquelle on enléve 100% de cette différence afin de la faire coincider avec la vraie valeur.
Bien entendu, pour les quatre premiers blocs de valeurs manquantes, les corrections sont
appliquées, dans les deux sens, chronologique et chronologique inverse. Par contre, aucune
heuristique n’est applicable dans le cas du dernier bloc de valeurs manquantes et seule la
moyenne des 100 simulations peut étre utilisée dans ce cas.

Enfin, signalons que toutes les prédictions, que ce soit dans I’ordre chronologique ou
dans l'ordre chronologique inverse, sont obtenues au moyen de 100 simulations jusqu’a
I’horizon de prédiction final. La Figure 3.13 présente les résultats obtenus avec le meilleur
modele sélectionné, en manipulant les prédictions suivant les deux heuristiques décrites
ci-dessus, et soumis aux organisateurs de la compétition.

Comme mentionné précédemment, toute la méthodologie décrite ici a été appliquée
aux deux séries temporelles des différences et des returns, mais sans fournir de meilleurs
résultats (145). Seuls les résultats illustrés a la Figure 3.13 ont donc été utilisés lors du
classement final de la compétition.

Deux criteres étaient utilisés pour ce classement, le premier mesurant I'erreur quadra-

tique sur les cing blocs de valeurs manquantes, le second sur les quatre premiers blocs
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Fia. 3.13 — Prédictions obtenues par la DQV sur la série CATS, avec deux heuristiques
spécifiques, pour le premier bloc de valeurs manquantes jusqu’au cinquiéme respectivement
de gauche & droite et de haut en bas. Pour les quatre premiers blocs de valeurs manquantes,
les vingt prédictions sont disjointes des vraies valeurs qui les entourent a gauche et a
droite, sauf pour le cinquiéme ou les vraies valeurs ne figurent que sur la partie de gauche
du graphe.

seulement. Selon le second critere, la DQV s’est finalement classée quatrieme sur 24 parti-
cipants dont 17 classés (104). Concernant le premier critere, la DQV figure a la septieme
position (104). Le classement moins bon obtenu selon le premier critére peut s’expliquer
en partie par 'utilisation des deux heuristiques qui ont permis de corriger les prédictions
obtenues pour les quatre premiers blocs de valeurs manquantes, ce qui ne fut pas le cas
pour le dernier bloc.

3.7 Prédiction récursive, prédiction directe : discussion sur
les performances a long terme

Lors de l'application de la DQV a la série CATS, les approches récursive et directe
ont été testées afin de sélectionner la meilleure méthodologie de prédiction a long terme
dans le cadre de la compétition CATS. Au final, une approche intermédiaire a été retenue,
entre la prédiction de 20 valeurs scalaires par approche récursive et la prédiction directe
d’un vecteur de 20 valeurs : la prédiction par approche récursive d’un vecteur de deux
valeurs. On peut donc se demander s’il existe, en toute généralité, une approche supérieure
lorsqu’on essaie de prédire a long terme. Une réponse théorique a cette question apporterait
une information trés importante en pratique pour tout probléme de prédiction & long

65


./ch3/figs/bloc1.eps
./ch3/figs/bloc2.eps
./ch3/figs/bloc3.eps
./ch3/figs/bloc4.eps
./ch3/figs/bloc5.eps

3. DOUBLE QUANTIFICATION VECTORIELLE

terme. Il serait en effet possible de savoir quelle méthodologie de prédiction utiliser en
fonction de l'horizon considéré. Dans cette section, une formalisation du probleme de
prédiction a long terme est proposée, les erreurs obtenues par approches itérative et directe
sont définies de fagon rigoureuse. La conclusion de la formalisation détaillée ci-dessous est
qu’il n’est pas possible de comparer les erreurs obtenues a long terme. Le développement
proposé ne permet donc pas de décider si une des deux approches est supérieure a I'autre.

Au Chapitre 2, un modele a été défini de fagon générale selon la relation (2.11) rappelée
ici :

:&(t) = fs (X(t)7 08(9)) . (3'38)
Pour rappel, dans ce chapitre, il a également été expliqué comment les méthodes de
sélection de structure de modele de type validation et/ou cross-validation divisent l’en-
semble D en deux ensembles d’apprentissage A et de validation V, respectivement de taille
Ny et Ny avec Ng+ Ny = N.

Dans cette section, il est fait ’hypothese que les modeles utilisés, que ce soit en
prédiction a court terme ou en prédiction a long terme, sont optimaux, c’est a dire de
structure optimale et avec des parametres dont la valeur est optimale. Autrement dit, on
note un modele optimal selon :

fs* (X(t)’ ;* (D)) ) (339)
ou le symbole * désigne 'optimalité. Cette optimalité peut étre résumée comme suit :
NV * _ 2
§* — arg msin ; (fs (X(t)7 03]\([‘3)) y(t)) ’ (340)
avec 0%(.) obtenu pour une structure s fixée selon :
9:() = arg min% (fs (x(2), 6:(A) = y(1))’ (3.41)
(. 2 Na . .

En d’autres termes, 67%(.) minimise l’erreur d’apprentissage, selon le critéere des moindres
carrés MSE, alors que s* minimise l’erreur de validation, toujours selon le critere MSE.
Considérons a présent le cas de la prédiction récursive (2.31). Un modele optimal pour
de la prédiction a long terme par approche récursive est en fait un modele de prédiction a
un pas utilisé de fagon répétée. Un modele optimal de prédiction a un pas se note donc :

fL (x(t),0%5%(A)). (3.42)

De maniére similaire, on définit le modele optimal pour de la prédiction a un horizon h
quelconque selon 'approche directe (2.32) par :

ho(x(t),0% (A)). (3.43)

s*

Pour essayer de déterminer s’il existe une approche préférable dans tous les cas, on
observe a présent les erreurs commises par ces deux modeles lorsqu’ils sont utilisés pour
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3.7 Prédiction récursive, prédiction directe : discussion sur les performances
a long terme

prédire a un horizon h > 1 fixé. Considérons un instant ¢ pour lequel la valeur y(t + h) a
I'horizon h est connue. On suppose néanmoins que cette valeur y(t+ h) n’a pas été utilisée
ni pour Papprentissage ni pour la validation. y(¢ 4+ h) est donc une donnée de 1'ensemble
de test. L’erreur obtenue par les deux modeles s’écrit d’une part :

er = (fN (@), a(t—1),... 2t —p+1),0%(A) —yt+1))°,

e = (fL@(t+1),2(t),... .2t —p+2),050(A) —yt+2))°,

es = (fL@(t+2),2(t+1),... 2(t—p+3),0%(A) —yt+3))°, (3.44)
en = (fh@t+h—1),2(t+h—2),... &t —p+h),0%(A) —y(t+h)>,

ou les composantes du régresseur ont été décrites explicitement et h > p; et d’autre part :

eh = (2 e(0),05.(A)) — (e + 1)) (3.45)

Pour savoir si 'approche récursive est supérieure a ’approche directe, ou inverse-
ment, il faut pouvoir comparer ¢}, et ;. Malheureusement, une comparaison directe n’est
pas possible, les grandeurs étant tout simplement incomparables entre elles : de par leur
définition les grandeurs sont conceptuellement différentes (méme s’il s’agit d’une erreur
de moindre carrés dans les deux cas). Par conséquent, la question ne peut étre tranchée
suivant 'approche proposée ci-dessus.

Cette question de la performance des modeles de prédiction a long terme a déja fait
I’objet de quelques études dans la littérature. Il est par exemple expliqué que la prédiction
directe a long terme finit par ne donner qu'une constante, la moyenne des données, qui
permet certes de minimiser I'erreur de généralisation mais ne permet plus de faire une
prédiction de qualité suffisante (88). Il est également indiqué dans (88) que l'approche
itérative a I’avantage de produire une série temporelle qui, méme si elle s’éloigne de plus en
plus de la vraie série lorsqu’on réinjecte des valeurs prédites entachées d’erreur, possede les
mémes propriétés statistiques (intervalle de valeur, moyenne, variance, ... ) que la véritable
série. L’approche récursive dans le cas de la prédiction a long terme est déconseillée dans
(167) lorsque le modele considéré est non linéaire, la prédiction a long terme par un modele
direct étant plus adaptée dans ce cas. Cependant, il est également affirmé qu’en pratique,
I’approche récursive peut se montrer supérieure a ’approche directe, notamment lorsque le
modele n’est pas correctement construit ou lorsque le bruit dans les données est important
(167). L’idéal pourrait donc venir d’une approche intermédiaire, qui combine & la fois
les approches récursive et directe. La méthode proposée dans (154) combine justement
ces deux approches de prédiction comme suit : le régresseur utilisé par un modele de
prédiction directe & un horizon de prédiction h fixé est construit sur base du régresseur
utilisé par un autre modele direct a un horizon h — 1 et de la prédiction obtenue par
ce modele de prédiction directe a un horizon h — 1; les régresseurs augmentant donc
évidemment lorsque I’horizon h augmente. Cette approche méthodologique est en tous cas
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3. DOUBLE QUANTIFICATION VECTORIELLE

trés intéressante d’un point de vue théorique, mais surtout tres utile sur le plan pratique
puisqu’elle combine les avantages des deux approches de prédiction, directe et récursive.
Elle a néanmoins le désavantage non négligeable de voir la taille des régresseurs augmenter
avec ’horizon de prédiction h, ce qui se traduit par un modele comportant de plus en plus
de parametres, et dont les valeurs sont de plus en plus délicates a optimiser. La question
de la supériorité d’une approche par rapport a I’autre est donc encore une question ouverte
dans la littérature, et la formalisation du probleme proposée ici ne permet pas non plus
de conclure, ni dans un sens ni dans 'autre.

3.8 Meéthodes proches de la Double Quantification Vecto-
rielle

La méthode DQV se base sur une double application d’un algorithme de quantification
vectorielle a des ensembles de données vectorielles et sur la construction d’une matrice des
transitions. Ces deux caractéristiques de la DQV sont également a la base de deux autres
méthodes d’analyse et de prédiction de séries temporelles présentées dans cette section.
L’intérét de cette section est de montrer la richesse des étapes de double quantification et de
construction d’une matrice des transitions, en illustrant concretement qu’il est possible de
construire d’autres méthodes que la DQV avec ces deux “outils de base”. Dans un premier
temps, 'idée d’une double utilisation d’un algorithme de quantification vectorielle est
combinée avec une matrice des transitions et des modéles RBFN locaux dans les différents
clusters ainsi construits. Dans un deuxiéme temps, une unique quantification vectorielle
est combinée avec deux matrices de transitions. La description qui va suivre des deux
méthodes originales sera relativement breve, et principalement axée sur la maniere dont
on peut manipuler ces outils de base que sont la double quantification et la matrice des
transitions sont utilisés. Ces deux méthodes ont fait 'objet de publications auxquelles le

lecteur peut se référer.

3.8.1 Double Quantification et RBFN locaux

La méthode de double quantification avec modeles RBFN locaux (34; 35) est relative-
ment proche de la DQV, a quelques différences pres expliquées ici. Cette méthode a été
développée spécifiquement pour la prédiction de séries financieres.

Conceptuellement, 'idée de base est de modéliser la dynamique de la série au moyen
d’un ensemble de régresseurs x; définis comme précédemment selon la relation (2.30), a
savoir x; = (x(t),z(t — 1),...,2(t — p+ 1)), et d’'un ensemble de régresseurs étendus x';.
Ces régresseurs étendus sont obtenus par concaténation de la valeur suivante de la série
temporelle au régresseur, selon :

Xt =(z(t+1),z(t),z(t —1),...,z(t —p+1)). (3.46)

Notons qu’ici aussi, pour chaque régresseur Xy, il existe un et un seul régresseur étendu
x'; qui peut lui étre associé, et réciproquement. L’algorithme SOM est ensuite utilisé pour
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3.8 Méthodes proches de la Double Quantification Vectorielle

partitionner respectivement les ensembles de régresseurs et de régresseurs étendus. On
construit alors une table comparable a la matrice des transitions, table dans laquelle on
reprend la proportion de régresseurs étendus x’; appartenant & un cluster de la seconde
carte auto-organisées, sachant a quel cluster de la premiere carte appartient le régresseur
X qui lui est associé. Par ailleurs, puisque les régresseurs étendus contiennent par construc-
tion la valeur de sortie attendue, on peut utiliser un modele supervisé, par exemple un
RBFN, pour apprendre localement la relation entrées-sortie, a I'intérieur de chaque cluster
de régresseurs étendus.

Dans cette méthode, la prédiction est obtenue directement, sans simulation, au moyen
d’une somme pondérée par les fréquences empiriques des différentes prédictions obtenues
par les RBFN locaux. Partant d’un régresseur x; au temps t, on cherche le cluster ¢ du
prototype X; le plus proche de x; parmi tous les prototypes xX;, 1 < ¢ < N. Pour les
régresseurs appartenant a cp, on connait les régresseurs étendus qui leur sont associés et
qui sont situés dans quelques clusters de régresseurs étendus. Les modeles RBFN de ces
quelques clusters sont utilisés afin de prédire, chacun séparément, la valeur suivante de la
série. Les prédictions fournies par les RBFN locaux sont alors pondérées par les fréquences
de transitions du cluster ¢; vers les quelques clusters de régresseurs étendus qui peuvent
étre atteint a partir des régresseurs de ¢, ce qui constitue la prédiction finale du modele.

Par rapport a la DQV, les différences principales sont donc :

— la création de régresseurs étendus a la place des déformations,

— T’utilisation de modeles RBFN locaux,

— la prédiction par somme pondérée des valeurs obtenues par les RBFN locaux, sans

procédure de simulation.

Notons que, dans cette méthode, outre les tailles respectives ni et ny des SOM, il faut
déterminer le nombre m de noyaux Gaussiens qui doivent étre utilisés, et ce pour chacun
des n1 * mo modeles RBFN utilisés. Ce qui dans le cas de la DQV impliquait déja une
double application d’une méthode de sélection de structure en demande une triple dans le
cadre de cette méthode.

L’illustration des capacités de cette méthode de modélisation et de prédiction de séries
temporelles dans le cadre de la prédiction a un pas de la série financiere du DAX30 est
fournie dans (34; 35).

3.8.2 Double Matrice des Transitions

Cette méthode, dont le but est de développer un outil permettant de mettre en évidence
I'inefficience des marchés financiers sur des intervalles de temps tres courts, utilise non pas
deux quantifications vectorielles et une matrice des transitions, mais une seule quantifica-
tion vectorielle et deux matrices des transitions.

Conceptuellement, apres quantification par I’algorithme SOM de I’ensemble des régresseurs
obtenus d’une série temporelle, on construit deux matrices de transitions : une matrice
théorique et une matrice empirique. La principale différence entre ces deux matrices est
que la matrice théorique ne tient pas compte de la dépendance temporelle entre les

69



3. DOUBLE QUANTIFICATION VECTORIELLE

régresseurs, ce que fait la matrice empirique. En observant les distributions de probabilités
de transitions contenues dans ces deux matrices, on peut montrer qu’il existe un certain
déterminisme dans la matrice empirique, alors que la matrice théorique n’en présente
pratiquement aucun. Cette différence de comportement dii a la prise en compte de la
dépendance temporelle est interprétée comme une preuve empirique de ’existence d’une
certaine dynamique dans I’évolution de la série. La mise en évidence de 'existence d’une
telle dynamique tend a prouver, dans le cadre de séries temporelles financieres, 'inefficience
des marchés financiers sur des intervalles de temps tres courts.

Plus précisément, partant d’une série de valeurs scalaires, on construit les régresseurs
x¢, selon la relation (2.30). On applique ensuite P'algorithme SOM avec une carte par
exemple rectangulaire, ce qui permet ensuite de partitionner les données au moyen des
prototypes X; et des clusters ¢; ainsi obtenus, 1 < ¢ < n. Pour chaque prototype ¢ de
la grille rectangulaire, ¢ étant fixé, on définit une matrice théorique locale TH;(.) des
transitions entre ce prototype i et les prototypes situés dans son voisinage Voisinage(X;),
la limite de voisinage étant ici fixée a 1. On considere donc les prototypes a une distance de
1 sur la grille du SOM, ainsi que le prototype X; lui-méme. Formellement, chaque élément
j d’une matrice théorique locale des transitions de prototype i se définit selon la relation :

_ #{xs € ¢; | x; € Voisinage(x;) }

TH() = # {x; € Voisinage(x;)} ' (3.47)

En d’autres termes, les valeurs TH;(j) dénotent les fréquences de transitions théoriques
entre les régresseurs x; du cluster ¢; et les régresseurs x; situés dans les clusters ¢j, 1 <
j < n, dont les prototypes sont des voisins de X; situés a une distance de 1 sur la grille du
SOM.

Afin de simplifier la représentation des éléments d’une matrice T H;(.), ceux-ci sont
représentés dans une matrice 3 * 3 en respect de la position respective des prototypes X;
sur la grille du SOM par rapport au prototype X;, en utilisant des voisinages carrés. Le
prototype X; est positionné au centre de cette matrice 3 * 3. La matrice théorique finale
des transitions T'H est définie comme la concaténation des matrices théoriques locales des

transitions T'H;(.), en respectant la topologie du SOM, comme par exemple :

_ ( THi(.) THs(.) THs(.) THz(.)
TH_(THQ(.) THy() TH(.) THS(.)>’ (348)

pour une carte auto-organisées utilisant une grille rectangulaire de 2 * 4 prototypes.

De maniére similaire, on construit des matrices empiriques locales EM;(.) des transi-
tions. Pour chaque prototype ¢ de la grille rectangulaire, ¢ étant fixé, on calcule maintenant
les éléments FM;(j) en tenant compte des dépendances temporelles entre x; et x;11 selon :

C #{xe1 €65 | x¢ € ¢}

EM;(j) = T (3.49)

Les valeurs EM;(j) dénotent donc les fréquences de transitions empiriques quand, partant

d’un régresseur x; appartenant au cluster c;, on se retrouve dans un des clusters ¢; voisins

70



3.8 Méthodes proches de la Double Quantification Vectorielle

de ¢; auquel appartient le régresseur suivant x;1. Pour cette matrice également, la limite
de voisinage est fixée a 1. Les matrices EM;(.) sont elles aussi de dimension 3 * 3, et elles
sont regroupées par concaténation, tout comme pour les matrices théoriques locales, dans
une matrice FM, suivant la topologie de la grille utilisée.

L’idée de la méthode est de comparer visuellement la distribution des fréquences de
transitions obtenues dans le cas théorique et dans le cas empirique. Considérons le cas d’un
régresseur x; a un instant ¢{. La transition vers l'instant ¢ + 1 va conduire au régresseur
X411 S'il y a une tendance, ou un déterminisme, dans I’évolution de la série temporelle,
la transition de tout régresseur de forme comparable a x; vers son régresseur suivant de-
vrait conduire vers le cluster contenant les régresseurs semblables & x;; 1, par le respect de
la topologie de ’algorithme SOM. Tout comme pour la DQV, on devrait donc avoir des
fréquences importantes pour certaines transitions et nulle pour d’autres. Par contre, en
I’absence de tendance claire dans 1’évolution de la série, les transitions devraient étre plus
ou moins identiquement distribuées. Intuitivement, ce raisonnement se justifie par le fait
que, dans la matrice théorique des transitions, on ne tient pas compte des dépendances
temporelles, uniquement des fréquences d’appartenance aux clusters. Si I’algorithme SOM
a correctement convergé, ces fréquences d’appartenance aux clusters devraient étre sensi-
blement les mémes. Par contre, le fait de tenir compte des dépendances temporelles dans
la construction de la matrice empirique des transitions devrait permettre de mettre en
évidence la tendance d’évolution existant dans la série, s’il y en a une.

La Figure 3.14 présente les matrices TH et EM obtenues pour la série Santa Fe A,
respectivement & gauche et a droite, en utilisant des cartes carrées de dimension 4 * 4.
Les 16 matrices locales sont, dans les deux figures, symbolisées par 16 grandes astérisques
associées a chaque prototype X;, 1 < ¢ < 16 et organisées selon la topologie de la carte.
Chaque grande astérisque couvre une matrice théorique locale, ou empirique locale, de di-
mension 3 * 3. L’'importance relative des fréquences théoriques et empiriques de transitions
vers les régresseurs des clusters voisins est symbolisée par un niveau de gris, dont 1’échelle
est reprise sur la droite de chaque matrice. Bien évidemment, les transitions partant d’un
prototype sur le bord de la grille vers I'extérieur de la grille sont nulles puisqu’il n’y a pas
de voisin dans cette direction ; les cases correspondantes sont donc blanches.

Grace a ces deux matrices, on constate la présence d’un déterminisme clair dans la série
Santa Fe A. En effet, selon la matrice théorique, pour & peu preés n’importe quel prototype
1, la transition de x; appartenant au cluster ¢; vers x;y1 peut conduire & n’importe quel
cluster c¢; dont le prototype est dans le voisinage du prototype ¢, avec a peu pres la méme
fréquence théorique. Cette affirmation est soutenue par la représentation visuelle de la
matrice théorique des transitions, dont la couleur est d’un gris plus ou moins uniforme.
Par contre, pour la matrice empirique, les fréquences de transitions ne sont plus du tout
uniformes, ce qui peut étre aisément observé par la grande différence des niveaux de gris
entre les différents éléments de chaque matrice 3 * 3. Dans certains cas (coins supérieur
gauche et inférieur gauche), il n’y a méme qu’un seul type de transitions possible, vers un

voisin unique. La comparaison entre les matrices théorique et empirique des transitions de
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Fia. 3.14 — Matrices théorique et empirique des transitions obtenues pour la série Santa

Fe A.

la Figure 3.14 montre donc qu’il y a une dynamique d’évolution réelle pour la série Santa
Fe A.

Cette méthode de détection de tendance dans I’évolution d’une série temporelle a été
appliquée a des séries financieres issues du marché des titres de la bourse de Paris (22).
Plusieurs séries temporelles, correspondant aux offres de vente et d’achat de certaines ac-
tions sur des intervalles de temps relativement courts ont été construites. En appliquant la
méthode de double matrice des transitions, il a été permis de montrer que la présence d’un
déterminisme dans toutes les séries considérées, pour des intervalles de temps courts, ce
qui permet de montrer empiriquement 'inefficience des marchés financiers. Cette conclu-
sion, obtenue pour le marché des titres de la bourse de Paris, complete au moyen d’une
approche non linéaire les résultats publiés dans la littérature par (26) et obtenus au moyen

de modeles linéaires sur le marché NYSE de New York.

3.9 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre, la méthode de Double Quantification Vectorielle a été introduite.
Cette méthode permet de modéliser et de prédire une série temporelle en se basant sur
I’algorithme SOM. L’utilisation des SOM dans le contexte temporel a été discutée.

Ensuite, la phase d’apprentissage de la DQV et l'utilisation du modele obtenu en
prédiction ont été décrites dans le cas simple des séries temporelles scalaires, avec prédiction
de la valeur suivante.

Les capacités de la méthode a long terme ont été discutées, ce qui a permis de
généraliser la méthode au cas vectoriel et de montrer toute la souplesse de la DQV. Il
est en effet possible de prédire tres facilement aussi bien a un horizon h = 1 qu’a tout
autre horizon de prédiction A > 1, de fagon récursive ou directe, aussi bien en scalaire
qu’en vectoriel. Mentionnons surtout que toutes ces options sont possibles sans aucune
modification particuliere de 1’algorithme.
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3.9 Résumé du chapitre

La preuve théorique de la stabilité de la méthode DQV dans le cadre de la prédiction
a long terme a ensuite été proposée. Cette preuve se base sur les chaines de Markov et
est détaillée ici pour le cas de régresseurs en deux dimensions, lors de prédiction a long
terme obtenues par approche récursive. L’idée de la preuve est de prouver que la suite des
prédictions est une chaine de Markov et que cette chaine est ergodique, cette propriété
impliquant la stabilité. Le résultat de cette démonstration a été discuté dans le contexte
de la prédiction récursive et directe, ou il s’applique également. Il a alors été expliqué
que la généralisation du développement de la preuve pour des régresseurs de dimension
supérieure a deux n’est pas immédiate et demande pour pouvoir étre établie, de prouver
des résultats équivalents aux Lemmes 2. et 3.

Plusieurs applications ont permis de montrer la grande souplesse d’utilisation de la
méthode DQV. La prédiction scalaire a d’abord été illustrée en utilisant la série Santa
Fe A; la prédiction vectorielle a été étudiée au moyen d’un probleme de prédiction de la
consommation électrique. Les résultats obtenus lors de la compétition de prédiction CATS
ont également été présentés, permettant de situer les performances de la méthode par
rapport a d’autres méthodes de prédiction.

La DQV permettant de prédire en itératif et en direct, il a été discuté de fagon
théorique si I'une ou 'autre approche pouvait étre supérieure, en toute généralité, pour de
la prédiction a long terme. La conclusion de cette discussion est qu’il n’y a pas de méthode
supérieure dans tous les cas, et que I’approche de prédiction a long terme doit étre choisie
en fonction de la série et des objectifs de I'application.

Enfin, en complément a la DQV, la méthode de double quantification avec modeles
RBFN locaux a également été présentée. Cette méthode est conceptuellement trés proche
de la DQV, la principale différence résidant dans l'utilisation de modeles locaux qui
nécessitent de manipuler un autre type de régresseurs et qui permettent d’obtenir une
prédiction sans procédure de simulation. Par ailleurs, une méthode utilisant une matrice
des transitions théorique et une matrice des transitions empirique a été plus longuement
décrite. Il a été détaillé comment cette méthode utilise une représentation graphique
des probabilités de transition, suivant la topologie des grilles de 1'algorithme SOM, pour
détecter la présence de déterminisme dans I’évolution d’une série temporelle. Grace a cette
méthode, il a été possible de montrer expérimentalement I'inefficience du marché des titres
de la bourse de Paris.

73



74



Chapitre 4

L’importance de la sélection du
délai dans la construction de
régresseurs

Ce chapitre aborde brievement la question de ’analyse de séries temporelles et souligne
I'importance de cette étape dans la construction d’un modele. La question est précisée
dans un cas concret, a savoir la sélection du délai dans la construction de régresseurs.
L’impact de cette sélection du délai est étudié dans le cadre de 'application des algo-
rithmes de quantification vectorielle a un ensemble de régresseurs. Des criteres de com-
paraison sont introduits afin de pouvoir caractériser les distributions de prototypes ob-
tenues lors de différentes applications des algorithmes de quantification vectorielle. Des
résultats expérimentaux mettent en évidence 'importance d’une analyse et de la sélection
du délai, en comparant les cas des régresseurs construits respectivement soit avec un délai
fixé a un soit avec un délai quelconque. Une contribution de ce chapitre est une heuris-
tique géométrique qui permet de sélectionner tres intuitivement un délai quelconque. Une
autre contribution de ce chapitre est l'utilisation de cette heuristique géométrique dans
un débat actuellement en cours et portant sur le caractere significatif de I’application des
algorithmes de clustering a des données de type régresseurs issus de séries temporelles.
Un résumé cloture ce chapitre en introduisant le Chapitre 5, ou 'accent est mis sur la

sélection du délai.

4.1 Analyse de séries temporelles

En toute généralité, I’analyse de données peut étre déterminante lors de la construction
d’un modele. En effet, une analyse permet de prendre connaissance des données a dispo-
sition et d’en retirer un certain nombre d’informations. Habituellement, ’étape d’analyse
permet par exemple d’appréhender I’ensemble des données au travers de quelques sta-
tistiques, comme la moyenne, I’écart-type, l'intervalle de valeurs, etc. L’analyse permet
aussi de détecter 1’éventuelle présence de données manquantes, d’observer des “outliers”,
d’estimer I'importance du bruit dans les données lorsque c’est possible, etc.
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Dans le contexte temporel, analyser une série, c’est notamment observer si la série est
stationnaire ou non, c’est détecter une tendance saisonniere, etc. Toutes ces opérations sont
des manipulations relativement classiques permettant de se familiariser avec un ensemble
de valeurs temporelles. Par ailleurs, ces opérations indiquent quel(s) prétraitement(s) il
est utile, voire parfois indispensable, d’appliquer aux données. Dans certains cas, I'analyse
influence méme le choix du modele qui sera utilisé parmi les nombreux modeles possibles,
rendant plus opportun suivant les cas ’emploi d’un modele linéaire, ou d’un modele avec
données exogenes, ou d’un modele avec sortie vectorielle, etc.

Au-dela de ces opérations proposant déja une série d’informations sur la série considérée,
d’autres informations peuvent étre obtenues par une analyse non linéaire des séries tempo-
relles (88). Ce nom recouvre un ensemble de techniques issues de la physique et de 1’étude
des systemes dynamiques. Certaines de ces techniques sont détaillées dans le chapitre 5.

Le but de ce chapitre est de souligner I'importance de I’étape d’analyse dans la construc-
tion d’un modele. La question du choix du délai entre variables d’un régresseur, sélectionné
au moyen d’une analyse de la série, et de I'impact de I'utilisation d’un délai sur le modele
obtenu est au coeur de ce chapitre. Différentes techniques d’analyse, et plus précisément
de sélection de délai, sont présentées au chapitre suivant.

4.2 Construction de régresseurs et choix du délai

Dans le chapitre 2, un modele a été défini de fagon générale suivant la relation (2.11)
rappelée ici :

g(t) = fs (x4, 05(D)) , (4.1)

ou 04(D) représente les différents parametres du modele f de structure s dont les valeurs
respectives ont été déterminées sur ’ensemble D lors de 'apprentissage. x; est le régresseur
et g(t) est 'estimation calculée par le modele de la valeur y(t) attendue en sortie.

Dans le cadre de la modélisation de séries temporelles scalaires, cette définition générale
peut étre précisée suivant la relation (2.29), généralisée ici pour un délai 7 quelconque,

mais fixe, entre deux valeurs successives du régresseur :
Tt+1)=fs(z(t),z(t —7),...,x(t —7*(p—1)),04(D)). (4.2)
Le vecteur des composantes reprises dans le modele est le régresseur avec délai :
x¢ = (z(t),z(t —7),...,z(t—7*x(p—1)). (4.3)

La dépendance au délai 7 n’est pas indiquée explicitement dans la notation x; du régresseur
avec délai (4.3). En effet, méme pour les régresseurs utilisés jusqu’ici, et définis suivant
(2.30), un délai 7 = 1 était déja utilisé. (2.30) n’est donc qu'un cas particulier du cas
général (4.3) décrit ici.

Notons qu’en pratique, une série temporelle est une suite de valeurs obtenues a par-

tir d’un systeme évoluant au cours du temps, par mesures successives a une période
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d’échantillonage T fixée. T correspond donc a lintervalle de temps écoulé entre deux
mesures de la série temporelle. Le délai 7 est quant a lui I'intervalle de temps entre deux
valeurs comprises dans le régresseur. Dans tout modele utilisant des régresseurs, le délai
T est choisi comme étant un multiple de T'.

Jusqu’a présent, le parametre p a été choisi au cas par cas, en fonction de la série
temporelle considérée. De méme, le délai 7 entre deux valeurs reprises dans le régresseur,
a été fixé a 1 dans la relation (2.29). Pourtant, lors des applications de la DQV décrites a
la section 3.6 du chapitre précédent, tant la taille p du régresseur que la valeur de ce délai
7 ont été fixées suivant des connaissances a priori comme dans le cas de la série Santa Fe
A (sections 2.2.4 et 3.6.1), ou sélectionnées par cross-validation dans le cas de la série de
la consommation électrique (section 3.6.2), ou encore en laissant 7 fixé & un comme pour
la série CATS (section 3.6.3). Aucun détail n’a été donné jusqu’a présent sur les méthodes
permettant d’obtenir une estimation de ces valeurs p et 7. Le chapitre 5 discute du choix
des valeurs de p et, plus en détails, de 7. Dans ce chapitre, 'importance de 1'utilisation
d’un délai 7 dans la construction des régresseurs est mise en évidence au travers d’un cas

concret qui fait actuellement 'objet d’un débat dans la communauté scientifique.

4.3 Le clustering de régresseurs est-il significatif ?

Un article publié récemment pose la question du caractére significatif des algorithmes
de clustering lorsqu’ils sont appliqués a des données de type régresseurs issus de séries
temporelles (94). La these de cet article est que, dans ces applications, le clustering n’est
pas significatif. Cet article remet donc clairement en cause l'application d’une méthode
couramment utilisée dans le contexte de séries et de données temporelles.

Avant de contribuer au débat en cours, il est utile de préciser ce que recouvrent les
termes de “clustering” et de “significatif”. Le clustering recouvre un ensemble de tech-
niques d’analyse de données utilisées pour classer de fagon non supervisée des données,
généralement vectorielles, dans des groupes. Le clustering est donc un moyen de parti-
tionner un ensemble de données, la partition étant obtenue en regroupant ensemble des
données qui partagent certaines caractéristiques, généralement une similarité ou une proxi-
mité selon un certain critére, généralement une mesure de distance (83). La quantification
vectorielle, introduite au chapitre 2, est en fait une maniere de faire du clustering. En
effet, la quantification vectorielle conduit a une partition des données en clusters, ce qui
est équivalent a un clustering. La principale différence entre quantification vectorielle et
clustering réside dans le fait que l'obtention de données caractéristiques, telles que les
prototypes, et la partition des données de départ constituent un but en soi en clustering,
alors qu’il ne s’agit que d’'un moyen de réduire le volume de données en minimisant la
perte d’information dans le cas de la quantification vectorielle.

Dans (94), il est étudié dans quelle mesure le clustering de sous-séquences de séries tem-
porelles, a savoir de régresseurs, est significatif. Les auteurs de (94) ont analysé le compor-

tement des méthodes de clustering en comparant des distributions de prototypes obtenus
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apres clustering de régresseurs issus de séries temporelles distinctes. Ils ont constaté que
les distributions de prototypes se ressemblent fortement, d’une série temporelle a I'autre,
et ce bien que les séries temporelles soient distinctes (94). Cette observation a conduit les
auteurs a conclure que les prototypes obtenus lors du clustering de régresseurs d’une série
temporelle S7 pouvaient étre utilisés pour partitionner les régresseurs d’une autre série
So, aussi fidelement que s’ils avaient été obtenus directement a partir des régresseurs de
cette seconde série So. En d’autres termes, quelle que soit la série temporelle considérée,
les prototypes obtenus sont, dans leur ensemble, a peu pres toujours les mémes. Il n’y a
donc dans ce cas aucun intérét a appliquer des méthodes de clustering a des régresseurs;

le clustering n’est pas significatif (94).

La méthodologie introduite par (94) est reprise ici afin de comprendre ce qui a conduit
les auteurs de cet article a la conclusion du caractere non significatif des méthodes de clus-
tering. Le but est de démentir 'affirmation principale de cet article sur base de la méme
méthodologie : le clustering de régresseurs issus de séries temporelles est bel et bien signifi-
catif. Ce démenti permet alors de contribuer au débat en cours autour de cette publication,
pour clarifier la situation. Les critéres de comparaison, introduits dans (94), sont donc re-
pris ici et appliqués a plusieurs séries temporelles. Grace aux résultats expérimentaux,
un rappel non négligeable sur le plan méthodologique est possible : souligner, sur base
d’exemples concrets, 'importance d’une analyse des données préalable a la construction
d’un modele, en montrant par la pratique I'intérét de construire des régresseurs en utili-
sant un délai. Une autre contribution est le critere géométrique proposé a la section 4.6

dans le cadre de la sélection du délai.

En pratique, il existe un certain nombre d’algorithmes de clustering, tels que le K-
means (77), le K-medoid (77), les méthodes de clustering hiérarchique (77) ou encore les
méthodes de quantification vectorielle (65; 77) comme le Competitive Learning ou le Self-
Organizing Map présenté au chapitre 2, entre autres. Une classification des différentes
méthodes de clustering est proposée dans (83) et un état de l'art des applications du
clustering spécifiquement dans le cadre des séries temporelles est proposé dans (110).
Dans le contexte temporel, les algorithmes de clustering sont par exemple utilisés pour
obtenir une partition des données temporelles considérées, soit en comparant des séries
entieres entre elles, soit en comparant des sous-séquences d’une série temporelle (94), ou
régresseurs. Le contenu de ce chapitre se situe dans le cadre des sous-séquences uniquement.

Dans la suite de ce chapitre, I’algorithme SOM, qui permet de quantifier vectoriellement
des données, est utilisé pour étudier le caractere significatif du clustering. C’est donc avec
cet outil, devenu familier au cours des pages, que I'importance du délai dans la construction

des régresseurs va étre mise en évidence.
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4.4 Criteres de comparaison pour distributions de proto-
types

Pour pouvoir détecter dans quelle mesure des distributions de prototypes sont dis-
tinctes 'une de 'autre, il faut pouvoir comparer entre elles ces distributions. Conceptuel-
lement, deux ensembles de prototypes issus de deux séries temporelles distinctes doivent
étre plus différents entre eux que ne le sont deux ensembles de prototypes obtenus a par-
tir d’'une méme série, en appliquant a deux reprises un algorithme de clustering, comme
le SOM, avec différentes initialisations. La mesure a la base des deux criteres définis ci-
dessous permet de formaliser cette idée.

Considérons deux séries temporelles S7 et Sy, de longueurs respectives N1 et No. 1l
n’est pas nécessaire que N1 et Ny soient identiques afin de pouvoir comparer les séries.
Par contre, il est indispensable que les séries temporelles soient normalisées afin de ne pas
fausser les comparaisons a cause, simplement, d’un facteur d’échelle. Dans la suite de cette
section, les séries temporelles utilisées, qui sont toutes scalaires, sont toutes normalisées
selon :

Tnorm(t) = (x(t) — ps)/os, (4.4)

ou ug et og désignent la moyenne et I’écart type des valeurs d’une série. Aprés normalisa-
tion de Sy et de Ss, les régresseurs sont construits en tant que suite de valeurs normalisées
Znorm(t). On dispose alors de deux ensembles de régresseurs, notés X1 = {x;},p <i < N;
et Xg = {x;»},p < j < N, contenant respectivement les régresseurs obtenus a partir des
deux séries. Bien évidemment, la dimension p des régresseurs doit étre la méme pour les
deux ensembles X1 et X9, sans quoi aucune comparaison entre ces vecteurs n’est possible.

En appliquant un algorithme de quantification, tel que le SOM, séparément sur X; et
X2, on obtient deux ensembles de prototypes P; = {x;},1 < i < n, et Py = {)‘(}}, 1<
j < n. Naturellement, le nombre n de prototypes dans chacun des deux ensembles Py et
P5 doit lui aussi étre le méme, sans quoi les comparaisons entre P et Py ne seraient tout
simplement pas correctes.

Pour comparer les distributions respectives de deux ensembles de prototypes Py et Po,
on définit une mesure POS(.,.) (94; 146) qui se base sur la localisation des prototypes de
P1 et Py dans un espace de dimension p :

POS(P1,P9) = Zmin (dist(x;,X})) avec 1<j<n. (4.5)
=1 7

Cette mesure POS(.,.) est donc définie comme la somme des distances entre chacun des
prototypes de I’ensemble P et le prototype de Py qui en est le plus proche, selon la distance
dist(.,.), qui est ici la distance euclidienne.

Notons que la mesure définie dans (4.5) n’est pas une relation un a un entre les pro-
totypes des deux ensembles P; and Py (94; 146). En effet, certains prototypes de P
peuvent étre sélectionnés plusieurs fois, d’autres peuvent ne jamais étre sélectionnés. Il
est possible d’ajouter une contrainte a la mesure (4.5) pour forcer une relation un & un,
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en ne sélectionnant qu’'une et une seule fois chaque prototype de Ps. Toutefois, il a été
constaté que ’ajout d’une telle contrainte ne change pas grand chose, en pratique, quant
aux conclusions sur le caracteére significatif du clustering (94; 146).

Pour éviter tout biais di a I'initialisation de l'algorithme, la détermination de la po-
sition des prototypes menant au clustering des régresseurs est répétée un certain nombre
de fois K. On obtient des lors deux ensembles d’ensembles de régresseurs pour les deux
séries temporelles considérées S7 et So, définis selon :

P = {PVPF={xF}}, avec 1 <i<netl <k<K; et (4.6)
Po = {Ph|P,={x,'}}, avec 1 <j<mnet1<I<K. (4.7

Sur base de la mesure (4.5) et des ensembles P et Po, on peut maintenant définir deux
criteres qui permettent de caractériser d’une part la ressemblance d’une série temporelle
avec elle méme et d’autre part la différence entre deux séries temporelles. La différence
entre ensembles de prototypes obtenus d’une méme série temporelle S; au travers de
plusieurs applications d’un algorithme de clustering est définie suivant :

K K
within(P1) = » Y POS(P}, P}). (4.8)
k=11=1
De maniere similaire, la différence entre des ensembles de prototypes issus de deux séries
temporelles distinctes S et So, en utilisant a plusieurs reprises un algorithme de clustering,
est définie suivant :

K K
between (P, Pa) = Z Z POS(P},P,). (4.9)
k=11=1

Ces deux critéres (4.8) et (4.9) peuvent étre utilisés pour étudier le caractere signifi-
catif du clustering de séries temporelles. En effet, grace a ces deux criteres, il est possible
de mesurer dans quelle mesure une distribution de prototypes est spécifique a une série
temporelle ou si, au contraire, elle peut également caractériser une autre série tempo-
relle distincte de la premiere. Intuitivement, rien ne ressemble plus a une distribution de
prototypes obtenue sur base des régresseurs d’une série qu’une autre distribution de pro-
totypes obtenue sur base des mémes régresseurs, méme avec une initialisation différente
de lalgorithme utilisé. On peut donc s’attendre & ce que les valeurs du critére (4.8) soient
relativement faibles. Par contre, pour des distributions de prototypes obtenues de deux
ensembles de régresseurs issus de deux séries temporelles différentes, rien n’indique a priori
si ces distributions de prototypes sont semblables ou significativement différentes. Intui-
tivement, si les séries sont différentes, on peut s’attendre a ce que les distributions de
régresseurs, et donc in fine les distributions de prototypes, soient elles aussi différentes. Le
but est donc d’observer si les valeurs du critere (4.9) sont relativement plus importantes
que celles obtenues pour le critéere (4.8). Dans ce cas de figure, les distributions de proto-
types obtenues par clustering sont propres a chaque série temporelle. Le clustering obtenu
est alors significatif. Dans le cas contraire, le clustering n’est pas en mesure de détecter les
différences existantes entre des séries temporelles distinctes; dans ce cas, il faut conclure

au caractere non significatif du clustering.
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©10° Référence : série SunSpot x10° Référence : série Lorenz x10° Reférence : série MarcheAléatoire
3 3 3
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Fi1a. 4.1 — Comparaison des valeurs obtenues pour les criteres within(.) et between(.,.)
sur trois séries temporelles distinctes considérées chacune comme référence.

4.5 Comparaison de distributions de prototypes

Dans cette section, les criteres (4.8) et (4.9) sont utilisés afin de comparer des ensembles
de prototypes obtenus a partir de séries temporelles distinctes. Les résultats présentés dans
cette section sont obtenus en utilisant 1'algorithme SOM comme outil de clustering. Trois
séries temporelles sont utilisées : une série réelle, la série SunSpot des taches solaires
décrites au Chapitre 1; une série artificielle, générée a partir du systeme d’équations
différentielles de Lorenz et une série en MarcheAléatoire, générée a partir d’un bruit blanc
Gaussien, décrites en annexe A. Afin d’observer I'impact de la taille des clusters sur le
caractére significatif du clustering de régresseurs, I’algorithme SOM est utilisé avec un
nombre croissant de prototypes, variant de 5 a 100 par incrément de 5. Pour ces premiers
résultats, la dimension p est fixée arbitrairement a 3, les régresseurs étant donc constitués

comme des sous-séquences de la série (94), ce qui en trois dimensions correspond a :
xt = (z(t),z(t —1),2(t —2)), avec 3 <t < N. (4.10)

Les graphes de la Figure 4.1 présentent les résultats obtenus pour ces trois séries. Pour
chaque graphe, une série temporelle est considérée comme série de référence, les deux autres
séries temporelles étant alors comparées a cette série de référence. En d’autres termes, pour
le graphe de gauche de la Figure 4.1, ou la série SunSpot des taches solaires est considérée
comme référence, il a été calculé within(P(Sunspot)), between(P(Sunspot), P(Lorenz)),
et between(P(Sunspot), P(MarcheAléatoire)) ou P(S) désigne 'ensemble des ensembles
de prototypes obtenus lors des K = 50 applications de I'algorithme SOM a la série S. Les
graphes au centre et a droite de la Figure 4.1 présentent les résultats obtenus lorsque les
séries Lorenz et MarcheAléatoire sont considérées comme série de référence.

Sur la Figure 4.1, on observe premiérement que le nombre de clusters a une influence
sur la valeur des critéres within(.) et between(.,.). En effet, en augmentant le nombre de
prototypes utilisés, il devient naturellement plus facile de comparer des distributions de
régresseurs entre elles, des différences locales apparaissant d’une distribution a ’autre au
niveau de la position des prototypes. Intuitivement, ces différences locales sont dues a des
caractéristiques propres a chaque série et qui ne peuvent étre prises en compte qu’avec
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un nombre suffisamment élevé de prototypes. Ces petites différences sont en effet perdues
lors de la réduction d’information due & la quantification vectorielle lorsque le nombre de
prototypes est trop faible.

Par ailleurs, comme on pouvait s’y attendre, on constate sur les graphes de la Figure
4.1 que les valeurs du critere within(.) sont inférieures aux valeurs du critere betweeny(.,.),
et ce quelle que soit la série temporelle considérée comme référence. Le point le plus im-
portant de cette figure est qu’il est déja possible, dans la plupart des cas, de distinguer
des distributions de régresseurs, ce qui contredit I'affirmation dans (94) et tend & prouver
de maniere qualitative que le clustering de régresseur est significatif. Il existe néanmoins
un cas, sur la Figure 4.1 qui pourrait porter a confusion. Lorsque la série de référence
est la série en MarcheAléatoire, une des deux courbes du critere between(.,.) est tres
proche de la courbe du critere within(.). Autrement dit, il existe des cas ou, en appli-
quant un algorithme de quantification vectorielle a des ensembles de régresseurs obtenus
a partir de deux séries temporelles différentes, les distributions de prototypes sont plus
difficilement comparables entre elles. Dans ce type de situation, on pourrait alors étre
amené a conclure que le clustering n’est pas significatif : les prototypes obtenus ici pour
la distribution des régresseurs de la série en MarcheAléatoire pourraient étre utilisés pour
caractériser la distribution des régresseurs de la série Lorenz. Or les séries temporelles sont
nettement distinctes, si on s’en réfere aux figures de annexe A ou ces séries sont illustrées
graphiquement.

Pour comprendre ce qui semble étre une contradiction, il est utile d’observer les dis-
tributions de régresseurs obtenus comme sous-séquences des différentes séries, c’est a dire
construits en prenant une suite de valeurs successives de la série, séparées par un délai
7 =1, pour le moment. La Figure 4.2 propose une représentation graphique de la distri-
bution des régresseurs pour les trois séries SunSpot, Lorenz et MarcheAléatoire utilisée
ci-dessus, en deux et trois dimensions. La difficulté de la comparaison des distributions de
régresseurs apparait sur cette Figure 4.2. On peut en effet comprendre que, dans certains
cas, il est difficile de comparer ces distributions puisqu’elles occupent approximativement
la méme portion de ’espace, que ce soit en deux ou en trois dimensions. Pire, cette portion
de 'espace, limitée autour de la diagonale principale, occupe une place relative qui dimi-
nue de plus en plus au fur et & mesure que la dimension de I'espace augmente. Il est donc
possible que cette difficulté a comparer des distributions de régresseurs soit plus fréquente
lorsque la taille p des régresseurs augmente. En I’état actuel, la seule chose que permettent
de mesurer les criteres within(.) et between(.,.), ce sont les largeurs respectives des dis-
tributions de régresseurs autour de la diagonale principale. Notons que ces largeurs sont
tout de méme suffisamment différentes pour permettre de distinguer, sauf dans quelques
cas, les différences intrinseques d’une série a I’autre, comme le montre la Figure 4.1. Pour
éliminer les situations ou il est relativement plus difficile de comparer des distributions de
prototypes, il est nécessaire de forcer les distributions de régresseurs a occuper une portion

de 'espace plus importante qu’'une zone limitée autour de la diagonale principale.
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Fia. 4.2 — Distribution des régresseurs pour les trois séries considérées. En haut
régresseurs en deux dimensions; en bas : régresseurs en trois dimensions.

4.6 Distance a la Diagonale

Les représentations des distributions de régresseurs de la Figure 4.2 constituent un
moyen d’appréhender, ou d’analyser, des séries temporelles. L’analyse peut étre complétée
par la sélection d’un délai 7 différent de 1. Sélectionner un délai différent de 1 permet de
construire des régresseurs dont la distribution occupe une portion de ’espace plus large
qu’une zone limitée autour de la diagonale principale.

Pour ce faire, il suffit de choisir un délai 7 approprié, et de construire des régresseurs

“dépliés” dans ’espace selon :
x¢ = (x(t),z(t —7),x(t —2% 7)), avec (2x*7)+1<t<N. (4.11)

Notons que ce dépliage des régresseurs correspond en fait en la reconstruction de la série
temporelle dans son espace de phase, dont il sera question plus en détails dans la section
5.1 du chapitre suivant. La sélection du délai par autocorrélation ou par information mu-
tuelle y sera notamment présentée. Dans le cadre de ce chapitre, une méthode alternative
et tres intuitive est proposée pour sélectionner le délai, le critere de la Distance a la Dia-
gonale. Ce critéere est proposé pour mesurer I'importance du dépliage d’une distribution
de régresseurs, afin que celle-ci soit aussi différente que possible de la portion de ’espace
située autour de la diagonale principale de cet espace.

Formellement, la Distance a la Diagonale DD(P) d’un ensemble de régresseurs P se
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A

v

Fi1G. 4.3 — Représentation graphique du critere de calcul de la Distance a la Diagonale,
dans le cas p = 2. La diagonale principale est ici représentée en pointillés.

définit selon :

N N

2
DD(P) = dd(xi) = Y |lxel® = ((x)T1)7, (4.12)
t=(2%7)+1 t=(2%7)+1
oit 1T = (1,1,...,1) est un vecteur de dimension p, avec ' la notation habituelle pour la

transposée. Ce critere dd(x;) n’est en fait rien d’autre qu’une application de la formule
générale de la distance d’'un point x; a une droite passant par deux points v; et vg, en
dimension p, et qui s’écrit :

2
o1 = x¢|[2[Jvg — v1]|* = ((v1 = x¢) T (v2 — v1))

|vg — vy |2

dd(x;) = (4.13)
Dans le cas du critere de Distance a la Diagonale, les vecteurs v; et vo sont choisis tels
que v; ¥ = (0,0,...,0) et v T = (1,1,...,1), tous deux des vecteurs de dimension p.

La formule (4.12) est illustrée a la Figure 4.3, dans le cas p = 2, pour un point x; donné.
Comme l'illustre ce schéma, ce critere permet de mesurer a quel point un régresseur est
éloigné de la diagonale principale.

Notons que l'idée de ce critére est comparable aux approches de (134) ou il est défini
une mesure de “force de la reconstruction du signal” en sommant les différences entre
tous les régresseurs décalés dans le temps, pour différents délais, ou encore de (17) ou
les valeurs du “facteur de remplissage” obtenues pour différents délais sont comparées,
le facteur de remplissage mesurant le volume moyen de parallélépipedes en p dimensions
dont les sommets sont des régresseurs choisis aléatoirement dans ’espace. Ici également,
le but est de remplir le plus possible 'espace de phase, si ce n’est qu’on essaie ici que
ce remplissage de I'espace de phase soit, autant que possible, différent de la diagonale
principale de I'espace de phase considéré.

L’intérét principal de ce critere de Distance a la Diagonale réside dans le fait qu’il est
défini sur base de vecteurs représentant la position de points dans un espace de dimen-
sion p, ce qui lui permet d’étre naturellement utilisé avec des régresseurs de dimension
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Fi1G. 4.4 — Comparaison des délais sélectionnés par autocorrélation et Distance a la Dia-
gonale. Pour les séries SunSpot et Lorenz, le graphe au centre est un agrandissement du
graphe d’autocorrélation pour les 150 premiers délais.

p quelconque. La Figure 4.4 présente les courbes obtenues par critere de Distance a la
Diagonale, pour pouvoir sélectionner le délai pour les trois séries considérées ici. A fin de
comparaison, les courbes obtenues par autocorrélation, dont il sera brievement question
a la section 5.2.1 du chapitre suivant, sont également proposées. Il est donc possible de
comparer les valeurs de délai fournies par ces deux criteres sur des exemples concrets.
En pratique, sur base de graphes tels que ceux présentés a la Figure 4.4, la sélection
du délai se fait comme suit. Le but étant de maximiser la portion de ’espace occupée
par la distribution des régresseurs, on cherche a sélectionner un maximum de la courbe.
Sélectionner le délai tel que la valeur du critere de Distance a la Diagonale lui correspon-
dant est le maximum global du graphe n’est cependant pas un bon choix. En effet, un
tel délai est généralement trop éloigné dans le temps et conduit & créer des régresseurs
dépliés particulierement longs, ce qui n’a bien souvent plus beaucoup de sens par rapport a
I’évolution physique du processus. Une bonne regle serait donc de considérer un délai ayant
une valeur suffisamment haute du critére de Distance a la Diagonale. Cette régle est com-
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4. 'IMPORTANCE DE LA SELECTION DU DELAI DANS LA
CONSTRUCTION DE REGRESSEURS

Série temporelle H Critere H Délai
SunSpot Autocorrélation 37
SunSpot Distance a la Diagonale 55
Lorenz Autocorrélation 35
Lorenz Distance a la Diagonale 25
MarcheAléatoire || Autocorrélation 220
MarcheAléatoire || Distance a la Diagonale || 100

TaB. 4.1 — Délais sélectionnés par autocorrélation et Distance a la Diagonale, pour les
trois séries considérées ; régresseurs en deux dimensions.

Série temporelle H Délai

SunSpot 40
Lorenz 20
MarcheAléatoire 100

TaB. 4.2 — Délais sélectionnés par Distance a la Diagonale, pour des régresseurs en trois
dimensions.

parable a I’approche classique avec le critere d’autocorrélation, ou on sélectionne le premier
délai dont la valeur est proche de zéro, soit un minimum local et non un minimum global.
Les délais sélectionnés par autocorrélation et Distance a la Diagonale sont repris dans le
Tableau 4.1. Les valeurs obtenues pour le critére de Distance a la Diagonale seul, dans le
cas de régresseurs en trois dimensions, sont repris dans le Tableau 4.2. Les distributions de
régresseurs construits en utilisant le délai fourni par Distance a la Diagonale, en deux et
trois dimensions, sont illustrées respectivement dans les parties supérieure et inférieure de
la Figure 4.5. Ces distributions permettent d’observer une reconstruction propre a chaque
série temporelle. Ces reconstructions n’étaient pas visibles a la Figure 4.2, la distribution
des régresseurs étant repliée sur elle-méme. Par la suite, des régresseurs construits avec
délai sont également appelés des régresseurs dépliés.

Un premier commentaire concerne le cas de la série MarcheAléatoire. Par définition
d’une marche aléatoire, il n’y a aucune raison de prendre un délai supérieur & un dans un
but de prédiction. Toutefois, le but ici n’est pas de prédire mais d’identifier des distributions
de prototypes positionnés suivant les distributions de régresseurs propres a chaque série
temporelle, a fin de comparaison. Il est donc choisi de prendre un délai 7 > 1 pour pouvoir
déplier les régresseurs et voir apparaitre une reconstruction structurée dans la distribution
de ces régresseurs, méme dans le cas de la série en MarcheAléatoire, comme l'illustrent les
graphes de la Figure 4.5.

Un deuxieme commentaire concerne le tableau 4.1. Dans ce tableau, on constate que
le délai sélectionné par Distance a la Diagonale est différent de celui sélectionné par au-
tocorrélation. Il y a toutefois une certaine cohérence entre les deux criteres : le délai

obtenu par Distance a la Diagonale se trouve a chaque fois dans une région du graphe de
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4.6 Distance a la Diagonale
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Fia. 4.5 — Distribution des régresseurs dépliés pour les trois séries considérées, en deux
(haut) et trois (bas) dimensions. Les délais ont été sélectionnés par Distance a la Diagonale.

I’autocorrélation ou celle-ci varie peu en valeur absolue. Prendre une valeur légerement
supérieure ou inférieure a donc un impact limité tant qu’on reste dans cette région du
graphe ou l'autocorrélation varie peu. Par ailleurs, il a été constaté dans certains cas
que les délais sélectionnés par autocorrélation et Distance a la Diagonale peuvent étre les
mémes, comme par exemple pour des séries générées suivant des modeles linéaires de type
AR(p) et ARM A(p, q), ou encore pour des séries ou les régresseurs sont déja correctement
dépliés en utilisant un délai 7 =1 (146).

Enfin, en comparant les Tableaux 4.1 et 4.2, on constate une diminution du délai 7
lorsque p augmente. Ce fait est trés intéressant, et va a I’encontre des pratiques habituelles
selon lesquelles on choisit un délai unique en deux dimensions et on prend ensuite des
multiples de ce délai pour les autres dimensions. Le délai est toujours constant ici, et seuls
des multiples sont considérés. Toutefois, le calcul de Distance a la Diagonale est effectué
sur trois variables au lieu de deux pour le tableau 4.2 ou on constate une diminution
du délai choisi. On peut interpréter ce phénomene comme suit. Si 'information nécessaire
pour déplier correctement une distribution en deux dimensions est disponible avec un délai
T = 25, par exemple, il parait naturel que cette information soit également présente avec
un délai de 7 = 25 en trois dimensions et plus. Il n’est donc pas nécessaire de continuer
a reculer dans le temps par pas de 25, mais d’obtenir un délai qui, multiplié par p — 1 (le
nombre de fois ou il est utilisé pour construire le régresseur), approxime la valeur de 7 = 25
trouvée en deux dimensions. On peut donc considérer que la valeur sélectionnée quand
p = 2 constitue une borne pour le cas de régresseurs de dimension p > 2. La sélection du
délai en tenant compte de plus de deux variables est au coeur du chapitre suivant.

87


./ch4/figs/regress_u_sunspot_2D.eps
./ch4/figs/regress_u_lorenz_2D.eps
./ch4/figs/regress_u_rw1_2D.eps
./ch4/figs/regress_u_sunspot_3D.eps
./ch4/figs/regress_u_lorenz_3D.eps
./ch4/figs/regress_u_rw1_3D.eps

4. 'IMPORTANCE DE LA SELECTION DU DELAI DANS LA
CONSTRUCTION DE REGRESSEURS

5 Référence : série SunSpot
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F1a. 4.6 — Comparaison des valeurs obtenues pour les criteres within(.) et between(.,.).
Par comparaison avec la figure 4.1, les graphes ci-dessus présentent les résultats obtenus
lorsque les régresseurs en trois dimensions ont été dépliés en utilisant un délai fixe.

4.7 Sélection de délai et comparaison de distributions de
prototypes

Dans cette section, les expériences de la section 4.5 sont a nouveau effectuées, mais
avec des régresseurs dépliés en utilisant un délai sélectionné par Distance a la Diagonale.

En appliquant les criteres within(.) et between(.,.) aux régresseurs dépliés en dimen-
sion p = 3, avec K = 50, on obtient les graphes de la Figure 4.6. En comparant avec la
Figure 4.1, on constate une certaine amélioration, au moins sur le plan qualitatif, dans
la comparaison entre les distributions de prototypes, et ce surtout dans le cas de la série
MarcheAléatoire olt une courbe between(.,.) était tres proche de la courbe within(.).

Si la comparaison de distributions de prototypes pouvait étre, dans certains cas, sensi-
blement plus difficile lorsque les régresseurs étaient construits avec un délai de un, comme
dans le cas de la Figure 4.1, il n’y a plus aucune situation problématique dans le cas de
régresseurs construits avec un délai sélectionné de maniere appropriée, comme l'illustre
la Figure 4.6. En effet, les courbes within(.) et between(.,.) sont & présents clairement
distinctes, quelle que soit la série considérée comme référence. Il n’y a donc aucune raison
pour remettre en cause le caractere significatif du clustering.

Il reste a observer que I'utilisation d’un délai correctement sélectionné permet également
de distinguer plus facilement des distributions de régresseurs lorsque p augmente. Par
construction, la distribution obtenue en utilisant la Distance a la Diagonale est aussi dis-
tincte que possible de la zone autour de la diagonale principale de ’espace. On s’attend
donc a ce que ce dépliage facilite la comparaison de distributions de prototypes pour n’im-
porte quelle dimension p, tout comme pour p = 3. La méthodologie de sélection du délai
par Distance a la Diagonale est donc appliquée pour des régresseurs avec p =5 et p = 10,
pour les trois séries considérées ici. Les délais correspondants sont repris aux Tableaux 4.3
et 4.4. Les graphes des criteres within(.) et between(.,.) sont repris aux Figures 4.7 et 4.8,
avec une comparaison entre régresseurs dépliés et régresseurs avec délai 7 = 1.

Dans les Tableaux 4.3 et 4.4, on observe que la valeur du délai continue de diminuer

lorsque que la dimension des régresseurs augmente, ce qui est cohérent avec 'interprétation
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4.7 Sélection de délai et comparaison de distributions de prototypes

Série temporelle H Délai

SunSpot 20
Lorenz 20
MarcheAléatoire 50

TAB. 4.3 — Délais sélectionnés par Distance a la Diagonale, régresseurs de dimension p = 5.

5 Référence : série SunSpot 5 Référence : série Lorenz s Référence : série MarcheAléatoire
6X 10 6% 10 6% 10

—— Critére within(.) —— Critére within(.) —— Critére within(.)
s Critére between(.,.) 5 Critére between(.,.)| s Critére between(.,.)|
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
0 R 0

100 0 100 0 100
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5 Référence : série SunSpot 5 Référence : série Lorenz s Référence : série MarcheAléatoire
6X 10 6% 10 6% 10
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F1G. 4.7 — Comparaison des valeurs obtenues pour les criteres within(.) et between(.,.),
pour des régresseurs de dimension p = 5. Les graphes du haut illustrent le cas des
régresseurs contigus, ceux du bas les régresseurs dépliés.

de la valeur du délai en deux dimensions, en tant que borne sur 'information disponible
pour la construction des régresseurs. Nous reviendrons sur ce constat au Chapitre 5.

De plus, on constate sur les Figures 4.7 et 4.8 qu’il est de plus en plus aisé de distinguer
des séries temporelles sur base de distributions de prototypes, méme en diminuant le délai
utilisé dans la construction des régresseurs quand p augmente. Il suffit de constater que
la pente des graphes en 10 dimensions est nettement supérieure a celle en 5 dimensions,
elle-méme supérieure a celle des graphes en 3 dimensions vu le changement d’échelle. En
effet, I’échelle des ordonnées des Figures 4.1 et 4.6 a été divisée par deux par rapport aux
échelles des Figures 4.7 et 4.8, qui sont elles identiques, pour des raisons de lisibilité du
cas de la série en MarcheAléatoire de la Figure 4.1.

On peut conclure cette section en rappelant que le clustering de régresseurs issus de
séries temporelles est définitivement significatif, et ce d’autant plus lorsque les régresseurs
ont été correctement dépliés, quelle que soit la dimension p des vecteurs régresseurs, et

quelles que soient les séries considérées.
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4. 'IMPORTANCE DE LA SELECTION DU DELAI DANS LA
CONSTRUCTION DE REGRESSEURS

Série temporelle H Délai

SunSpot 10
Lorenz 10
MarcheAléatoire 20

TaB. 4.4 — Délais sélectionnés par Distance a la Diagonale, régresseurs de dimension
p = 10.

5 Référence : série SunSpot 5 Référence : série Lorenz s Référence : série MarcheAléatoire
6X 10 6% 10 6% 10
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F1a. 4.8 — Comparaison des valeurs obtenues pour les criteres within(.) et between(.,.),
pour des régresseurs de dimension p = 10 contigus (haut) et dépliés (bas).

4.8 Caractere significatif du clustering : enseignements

L’étude du caractere significatif du clustering proposée a la section précédente et
illustrée sur trois séries distinctes permet de conclure que le clustering de régresseurs,
ou de sous-séquences d’une série temporelle, est significatif pour autant que les régresseurs
alent été correctement dépliés dans l’espace de dimension p. Cette conclusion sur le ca-
ractere significatif du clustering, détaillée par ailleurs dans (61; 146), rejoint les conclusions
de divers travaux.

Dans (161), le clustering de sous-séquences est plutot vu comme “coriace” et non pas
comme non significatif, et ce de par le caractére auto-similaire des séries temporelles :
méme en considérant des échelles de temps différentes, les séries temporelles restent sem-
blables a elles-mémes, ce que (161) appelle le caractere auto-similaire ou fractal des séries
temporelles. (43) utilise une approche avec des outils de clustering a noyaux Gaussiens
basés sur la densité de distributions des régresseurs pour obtenir un clustering significatif.
(94) avance comme argument en faveur du caractere non significatif que les prototypes
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4.8 Caractere significatif du clustering : enseignements

produits par K-means sont généralement de forme sinusoidale, quelle que soit la série
temporelle considérée. (81) montre de maniére théorique que ces prototypes sont effecti-
vement de forme sinusoidale, et propose d’utiliser des sous-séquences décalées de maniere
quelconque dans le temps pour éviter d’obtenir de tels prototypes sinusoidaux. Mention-
nons aussi (25), qui utilise également le K-means et la reconstruction des sous-séquences
dans ’espace de phase pour montrer que le caractere non significatif du clustering peut
provenir de 'utilisation de la distance Euclidienne dans les algorithmes, lorsque la dimen-
sion des vecteurs est élevée. Notons que le choix du SOM comme outil de clustering est
justifié comme alternative au K-means (8). Au dela du clustering par SOM, des résultats
comparables a ceux présentés dans ce chapitre ont été obtenus avec d’autres algorithmes
de clustering, tels le K-means et le Competitive Learning, et d’autres séries temporelles
(146). Quel que soit l'algorithme de clustering utilisé, les résultats obtenus conduisent
toujours & la méme conclusion : le clustering de régresseurs dépliés est significatif (146).

L’affirmation du caractére non significatif du clustering trouve sans doute son ori-
gine dans plusieurs erreurs méthodologiques, dont certaines sont passées en revue ici. La
premiere réside dans les expériences réalisées pour mettre en évidence le caractere non si-
gnificatif. Dans (94), les comparaisons de prototypes effectuées concernent des prototypes
obtenus de deux séries temporelles uniquement, & savoir d’une part une série financiere, et
d’autre part une série de type marche aléatoire. La dynamique d’une série financiere est re-
lativement proche d’une marche aléatoire, rendant des le départ difficile toute comparaison
de distributions de régresseurs et de prototypes.

Par ailleurs, les valeurs des critéres within(.) et between(.,.) ne sont pas représentées
séparément dans (94), mais sous forme de rapport. L’idée est de dire que si le rapport
de la valeur de within(.) par rapport a la valeur de between(.,.) est proche de zéro, alors
le clustering est significatif. Par contre, plus la valeur de ce rapport est grande, moins le
clustering de séries temporelles est significatif. Or, prendre le rapport de ces deux valeurs,
revient a comparer les pentes des droites visibles sur les Figures 4.1, 4.6, 4.7 et 4.8. On
voit nettement sur ces figures que la valeur du rapport ne peut en aucun cas s’approcher
de zéro : il faudrait pour cela plusieurs ordres de grandeurs entre les valeurs des critéres
within(.) et between(.,.).

De plus, la définition des criteres est basée sur des distributions de prototypes. Or, dans
(94), le but est de trouver des prototypes spécifiques dans un but de clustering. Dans les
expériences présentées, une réponse a une question de clustering (des prototypes spécifiques
pour chaque série) est cherchée au travers de résultats obtenus par quantification vectorielle
(une distribution de prototypes). Comparer des prototypes spécifiques pour observer dans
quelle mesure ils sont distincts (et par conséquent obtenir des clusters eux aussi distincts)
aurait donc été plus approprié. Cependant, méme de telles comparaisons entre prototypes
doivent étre réalisées avec soin : on sait que la forme générale des prototypes est sinusoidale
lorsque les régresseurs ne sont pas décalés de maniére quelconque dans le temps (81).

Enfin, il y a dans (94) un manque de toute analyse des séries utilisées. Un simple
graphe de la distribution des régresseurs tant de la série financiere que de la marche
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aléatoire, comme ceux proposés dans la Figure 4.2, aurait probablement permis aux au-
teurs de prendre conscience du probleme sous-jacent : les distributions étaient sans aucun
doute fortement semblables. L’utilisation d’un délai aurait permis d’éviter dans tous les
cas I’écueil dans lequel se sont retrouvés les auteurs, comme le montrent les résultats
expérimentaux présentés dans ce chapitre.

Au-dela de la contribution apportée dans le débat en cours sur le caractére significatif
ou non des méthodes de clustering appliquées a des régresseurs, un enseignement a retenir
de cette étude est donc l'importance de I'analyse, qui est plus précisément illustrée ici
par 'importance de la sélection du délai. Analyser des données est une regle de bonne
pratique qui existe depuis longtemps, et les nombreuses méthodes d’analyse existantes
montrent que cette question de 'analyse a déja été abordée, a de nombreuses reprises,
dans la littérature. Et pourtant, il semble opportun de rappeler cette nécessité de I’analyse,
lorsqu’on se retrouve confronté a des affirmations telles que le caractere non significatif du
clustering de régresseurs.

En plus de la contribution au débat en cours, une autre contribution est la définition du
critere de Distance a la Diagonale, une heuristique géométrique proposée pour sélectionner
le délai 7 utilisé dans la construction des régresseurs. Grace a sa définition dans le cas
général, sur base de vecteurs, le critere de Distance a la Diagonale peut étre naturellement
utilisé avec un nombre quelconque de variables. Le chapitre suivant revient sur ce critére, en
le comparant aux méthodes classiques de sélection de variables que sont ’autocorrélation
et 'information mutuelle. Cependant, ces méthodes sont généralement définies sur base de
deux variables uniquement. Il faut donc, dans un premier temps, généraliser les approches
de sélection du délai par autocorrélation ou information mutuelle & plus de deux variables.

4.9 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre, I'étape d’analyse de séries temporelles est abordée au moyen d’un
exemple concret, la sélection du délai utilisé dans la construction des régresseurs.

L’importance de 'utilisation de ce délai est illustrée au travers de ’étude du caractere
significatif de 'application des méthodes de clustering a des régresseurs. Cette étude a été
I’occasion de contribuer a un débat en cours en affirmant que des régresseurs correctement
dépliés, c’est a dire construits en utilisant un délai approprié, permettent de soutenir
I’affirmation selon laquelle application des algorithmes de clustering a des régresseurs
issus de séries temporelles est une démarche significative.

De plus, une méthodologie de sélection du délai utilisant le critere de Distance & la Dia-
gonale a été proposée. Le critere de Distance a la Diagonale est une heuristique géométrique
permettant de sélectionner un délai en remplissant I’espace de maniere a ce que la distri-
bution des régresseurs couvre une portion de ’espace la plus différente possible d’une zone
concentrée autour de la diagonale principale de cet espace. L’étude de cette contribution
est poursuivie dans le Chapitre 5, ou il est également proposé une généralisation de deux
méthodes classiques de sélection du délai, 'autocorrélation et I'information mutuelle.
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Chapitre 5

Sélection du délai en haute
dimension

Dans une premiere partie de ce chapitre, basée sur la théorie des systémes dynamiques,
les principaux concepts et résultats théoriques sont rappelés, de méme que quelques gran-
deurs caractéristiques des séries temporelles. Les méthodes de sélection du délai utilisé
dans la reconstruction de I’espace de phase sont ensuite décrites, a savoir I’autocorrélation
et I'information mutuelle. Le besoin d’une généralisation de ces méthodes, ou il est uti-
lisé plus de deux variables, est introduit au travers d’un exemple concret illustrant la
limite des critéres définis en utilisant deux variables seulement. Une définition des critéres
d’autocorrélation et d’information mutuelle adaptée au cas général, en haute dimension,
est ensuite proposée. L’utilisation en haute dimension du critére de Distance a la Diago-
nale, introduit au Chapitre 4, est étudiée. Une comparaison entre les approches basées sur
I'information mutuelle et la Distance a la Diagonale est alors proposée, les observations
étant discutées en rapport avec la théorie de la reconstruction de ’espace de phase. Cette

discussion est suivie du résumé de ce chapitre.

5.1 Reconstruction de I’espace de phase : la théorie

La formulation générale des régresseurs proposée dans la définition (4.3), ou un délai
est utilisé, correspond en fait a la reconstruction d’une série temporelle dans son espace de
phase, ou embedding dans la littérature anglaise (140; 165). Ce terme d’embedding peut
se traduire par immersion qui, bien que peu utilisé méme dans la littérature frangaise, sera
utilisé ici.

Quelques résultats théoriques rendent possible la reconstruction d’une série temporelle
dans son espace de phase. Afin de comprendre ces théoréemes, quelques définitions sont

tout d’abord nécessaires.
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5.1.1 Définitions

Soient A et B deux ensembles et f une application qui va de A dans B. On dit que f
est un difféomorphisme lorsque f une fonction bijective de classe @!.

On dit que lapplication différentiable f: A — B est une immersion si f(A) C B et si
Papplication g : A — f(A), défini par g(a) = f(a) Va € A, est un difféomorphisme.

Une variété est 'ensemble des éléments d’un espace. Une variété de dimension d est
une variété dont chacun des points peut étre décrit pas d coordonnées. Lorsque ’entiereté
des éléments d’un espace se trouve dans un sous-espace de dimension d; < d, on dit alors
que la dimension intrinseque de ’ensemble des éléments est d;.

Un systeme dynamique est un systeme dont 1’évolution dans le temps est caractérisée
dans un espace de phase, un espace de phase étant un espace dont chaque point décrit un
état possible du systeme. On dit qu'une variété est invariante par rapport a un systéme

dynamique lorsque tous les états du systeme dynamique sont dans la variété.

5.1.2 Théorémes fondamentaux

Plusieurs résultats fournissent un cadre théorique a la construction de régresseurs qui
conduisent a la reconstruction d’une série temporelle dans son espace de phase. Dans cette
section, ces résultats sont abordés et leur portée discutée.

Le résultat le plus connu est sans doute le théoréme de Takens (165), qui s'énonce

comme suit :
Si A est une variété de dimension d; dans IRF et que A est invariante par rapport & un
systéme dynamique G, si p > 2d; et si F' qui va de IRF vers IRP est une reconstruction du
systeme basée sur une fonction de mesurage H et une période d’échantillonnage T, alors
F' est une bijection.

Notons que la reconstruction du systeme basée sur des valeurs obtenues d’une série
temporelle selon une fonction de mesurage H et une période d’échantillonnage 1" corres-
pond en fait simplement a la construction de régresseurs avec délai.

La portée de ce théoréeme est la suivante : Si on considere une série temporelle .S pour
laquelle on construit des régresseurs selon (4.3), avec p > 2d;, alors la reconstruction dans
I’espace de phase, de dimension p, de la série est en bijection avec le systeme dynamique
initial, de dimension d;, dont est mesurée la série. Ce résultat est d’une grande importance
en pratique, lorsqu’on manipule effectivement des régresseurs de série temporelle : a partir
du moment ou le nombre de composantes utilisées dans un régresseur est suffisamment
grande, on a la garantie que la reconstruction est équivalente au systeme dynamique initial.
Notons que ce résultat ne garantit pas que la reconstruction et le systéme dynamique soient
strictement identiques. On a uniquement 'assurance que la reconstruction et le systéme
initial sont équivalents, grace a une relation un a un pour tous les points de ces deux
ensembles de points situés dans des espaces de dimensions différentes. Ce résultat est
en fait suffisant lorsqu’on reconstruit ’espace de phase, que ce soit pour comparer des
reconstructions, comme au chapitre 4, ou encore dans un but de prédiction, comme il en
est question dans la partie de ce chapitre décrivant les résultats expérimentaux.
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Le théoréeme de Takens, parfois attribué aussi & Mané (115) dans la littérature, est en
fait une particularisation d’un résultat démontré par Whitney dans un cadre beaucoup plus
général (178). Ce résultat de Whitney énonce notamment que toute variété différentiable
de dimension d; peut étre reconstruite dans un espace de dimension 2d; 4+ 1 au moyen d’une
immersion. L’intérét du théoreéme de Takens est de démontrer la validité de ce résultat dans
un contexte temporel, lorsque 'immersion est une reconstruction de I’espace de phase par
régresseurs avec délai. Cependant, ces deux résultats sont limités dans leur portée aux seuls
cas ou la dimension d; est entiere. Dans (140), des généralisations des résultats de Whitney
et de Takens sont proposées, pour le cas ou d; est quelconque ; des lors que d; peut ne pas
étre entier, des structures de dimension d; fractale peuvent aussi étre considérées. Grace
aux résultats théoriques dans (140), on a donc la garantie en pratique que, pour autant que
p > 2d;, la reconstruction dans l'espace de phase de n’importe quelle série temporelle va
étre équivalente au systeme dynamique initial, que la dimension d; soit entiére ou non. Il
faut noter qu’en pratique on ne dispose généralement pas de fonctions continues mais d’un
nombre limité de valeurs, qui plus est entachées de bruit. Les résultats démontrés dans
(140; 165) ont été étudiés expérimentalement dans (21) pour le cas de données bruitées.
Il y est proposé un traitement approprié des séries temporelles bruitées tel que le bruit et
les erreurs d’estimation sont pris en compte lors de la reconstruction de ’espace de phase.
Cette étude montre de maniére empirique que les résultats théoriques dans (140) restent
valables en pratique, méme avec un nombre fini de données, et méme lorsque ces données
sont bruitées.

Notons qu’une valeur est au centre de tous les théoremes cités ici : la dimension in-
trinseque d;, de laquelle il est possible de déduire la dimension p de I'espace de phase.
Quelques méthodes permettant d’estimer cette dimension intrinseque d; sont décrites ci-
dessous. Par contre, il n’est pas dit comment on peut déterminer la valeur du délai 7 a
utiliser. Les résultats étant démontrés sans aucune mention a une quelconque valeur de 7,
le plus simple est donc de sélectionner 7 = 1. Cependant, en pratique, on ne dispose que
d’un nombre fini de valeurs de la série temporelle. On est donc bien loin du cas de fonc-
tions continues, d’autant plus qu’il y a généralement une certaine quantité de bruit dans
les valeurs mesurées. Le choix d’un délai 7 adéquat peut donc améliorer sensiblement la
reconstruction dans I’espace de phase, de méme que ’estimation de plusieurs statistiques
non linéaires telles que les exposants de Lyapunov ou l'intégrale de corrélation (88). Le
choix du délai est au coeur de ce chapitre. Mais avant d’étudier cette question, quelques
méthodes d’estimation de la dimension intrinseque, permettant d’obtenir in fine la valeur

de p, sont décrites.

5.1.3 Meéthodes d’estimation de la dimension intrinseque

En pratique, pour estimer de facon opérationnelle la dimension intrinseque d;, plusieurs
méthodes peuvent étre utilisées. Une description complete de ces méthodes dépasse le

cadre de cette these et figure par ailleurs dans la plupart des ouvrages de référence dans
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le domaine, comme par exemple (3; 88). Une description relativement breve de quelques
unes de ces méthodes est proposée ici.

La dimension de corrélation (64) est une méthode dont la caractéristique principale
est le calcul de l'intégrale de corrélation, calcul qui s’effectue comme suit. Considérons des
points dans un espace de phase en dimension d. En chaque point, on positionne une boule
de rayon fixé. On calcule ensuite toutes les distances entre tous les points, pris deux a
deux, et on prend le rapport du nombre de distances inférieures au rayon des boules sur
le nombre total de distances qui peut étre calculé. Ce rapport est I'intégrale de corrélation
pour une dimension donnée et un rayon donné. Le calcul de l'intégrale de corrélation
est alors répété pour différentes dimensions d et pour des rayons de plus en plus petits.
Les valeurs de la dimension de corrélation sont obtenues en prenant le rapport entre le
logarithme de l'intégrale de corrélation et le logarithme du rayon des boules. Ces valeurs
sont représentées sur un graphe log-log de l'intégrale de corrélation en fonction du rayon
des boules, sur lequel on construit différentes courbes représentant chacune une dimension
différente. L’estimation de la dimension intrinseque d; est choisie dans la partie du graphe
ou les différentes courbes saturent, c’est a dire dans la partie du graphe ou les différentes
courbes tendent a se superposer. La dimension intrinseque est la pente des courbes situées
dans cette partie du graphe et qui évoluent quasi linéairement. La procédure est résumée
et appliquée de maniere concrete dans (18) et étendue dans (56) ou (166), entre autres.

Une autre méthode couramment utilisée est le Box-Couting (3; 88). Dans cette méthode,
un espace de dimension d est découpé en boites de sorte qu’on compte le nombre de boites
qui contiennent au moins un élément de ’espace considéré. L’idée est alors de recommen-
cer ces opérations de comptage en faisant décroitre progressivement la taille des boites.
En représentant sur un graphe log-log le nombre de boites non vides en fonction de I'in-
verse de la taille des boites, on obtient une série de valeurs qui peuvent étre interpolées
linéairement. La pente de la droite ainsi obtenue représente I’estimation de la dimension
intrinseque d;. La procédure est décrite dans (42), entre autres.

La méthode des faux voisins (91) utilise une autre approche. Partant de régresseurs
dans un espace de dimension d, la distribution des régresseurs est dépliée dans un espace
de dimension d+ 1 en considérant des régresseurs de dimension d+ 1. L’idée est d’observer
I'influence de I'ajout d’une composante aux régresseurs lorsqu’on calcule des distances
entre points dans un espace de dimension d puis dans un espace de dimension d + 1. En
pratique, on observe les différences entre la distance entre un point et son r'®™® voisin en
dimension d et la distance entre ces mémes points en dimension d + 1. Si la différence
entre les distances calculées en d et d + 1 dimensions est importante, cela signifie que
des points proches, sans doute & cause d’'une projection dans un espace de dimension d
trop petite, ont été éloignés I'un de I'autre dans un espace de dimension d + 1. Ces faux
voisins ont donc été séparés en augmentant d’'une composante la taille des régresseurs,
la distribution des régresseurs a été dépliée en passant de la dimension d a la dimension
d + 1. Le principe de la méthode est alors de poursuivre les ajouts de composantes, une
a une, jusqu’a ce que les différences entre les distances en dimensions d et d + 1 soient
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inférieures a un seuil de 10, comme proposé par les auteurs. Dans ce cas, on considere qu’il
n’y a plus de faux voisins et que la distribution des régresseurs est correctement dépliée,
en d’autres termes que la reconstruction dans I’espace de phase est correcte. La dimension
minimale permettant d’éviter le cas des faux voisins est alors choisie comme estimation
de la dimension intrinseque d;. Une extension de la méthode résumée ici, ainsi qu'une
application de cette méthode sont proposées dans (92).

La méthode de dimension minimum (19) peut étre considérée comme une variante de
la méthode des faux voisins. Des distances entre points en dimension d et en dimension
d + 1 sont également calculées, mais c’est le rapport entre les moyennes respectives de
ces distances, en dimension d et en dimension d + 1, qui est observé. L’estimation de la
dimension intrinseque d; est alors obtenue pour la plus petite dimension d telle que le
rapport des moyennes de distances entre points se stabilise, méme lorsque la dimension
continue d’augmenter.

Toutes ces méthodes permettent de déduire une valeur pour la dimension p de 'espace
de phase, a partir de la connaissance de la dimension intrinseque d;. Le reste de ce chapitre
est consacré a la sélection du délai 7. Les deux méthodes les plus couramment utilisées
sont décrites en détails dans la section suivante.

5.2 Sélection du délai

Pour avoir une intuition de I'impact du délai sur la construction d’un régresseur, dis-
cutons le cas d’une série temporelle mesurée a une fréquence d’échantillonnage tres élevée.
Dans cette situation, le processus dispose de peu de temps pour évoluer de fagon significa-
tive entre deux mesures. Par conséquent, des valeurs successives de la série sont fortement
corrélées entre elles : l'information contenue dans une valeur est fortement semblable a
celle contenue dans les valeurs précédent de méme que suivante de la série. En utilisant
un délai lors de la construction des régresseurs d’une série de ce type, il est possible de
sélectionner des valeurs avec un contenu informatif utile en vue de la construction d’un
modele, par exemple.

En réalité, choisir un délai doit faire l'objet d’un compromis. Si le délai choisi est
trop court, les valeurs sélectionnées sont trop fortement corrélées entre elles, elles sont
redondantes (21; 114). A D'opposé, si le délai est trop grand, les valeurs sélectionnées
deviennent faiblement corrélées avec la sortie, jusqu’a étre indépendantes de cette sortie
dans le pire des cas. Le contenu informatif de ces variables est alors tres faible, elles n’ont
plus beaucoup de pertinence (voire aucune) par rapport a la sortie (21; 114), qu’elles
soient ou non redondantes entre elles. Le but est donc de choisir un délai qui sépare des
valeurs telles qu’elles sont relativement indépendantes entre elles, tout en étant encore
suffisamment corrélées avec la sortie. La question est donc de savoir comment choisir un
tel délai afin que les valeurs de la série sélectionnées dans le régresseur apportent chacune
une information utile qui n’est pas fournie par les autres composantes du régresseur.

En pratique, deux méthodologies sont souvent utilisées pour sélectionner le délai 7.
Ces méthodes sont deux approches basées d'une part sur la fonction d’autocorrélation
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et d’autre part sur l'information mutuelle. On peut voir ces deux méthodes comme une
version linéaire et une version non linéaire d’une méme approche : dans les deux cas, un
délai unique est sélectionné et le régresseur est ensuite construit en utilisant p — 1 multiples
de ce délai. Mentionnons qu’il existe également des approches basées sur la transformée
de Fourrier afin de sélectionner le délai, comme résumé dans (88) entre autres, mais ces
méthodes ne sont pas abordées ici.

Notons enfin que, dans cette section tout comme dans tout le reste de ce chapitre,
toutes les séries temporelles utilisées a fin d’illustration ont été pré-traitées comme suit :
les séries ont été stationnarisées, le cas échéant désaisonnalisées et, dans tous les cas,
normalisées.

5.2.1 Sélection linéaire du délai par autocorrélation

De maniere classique, la fonction d’autocorrélation C(7), pour un délai 7 fixé, d’une
série temporelle scalaire S = {z(t) | 1 <t < N} est définie selon :

N-1
C(r) = (x(t)z(t — 7)) = Z z(t)x(t —71) avec 0 < 7 < M, (5.1)

t=1

ou M < N —1 est le délai maximum. Suivant sa définition, I’autocorrélation est une mesure
linéaire de la dépendance entre deux variables séparées par un délai 7. En pratique, le calcul
de 'autocorrélation est répété pour une suite de valeurs croissantes de 7. Le graphe de la
valeur d’autocorrélation en fonction du délai 7 est ensuite dessiné.

Dans la littérature, plusieurs heuristiques ont été proposées pour sélectionner le délai
sur base du graphe de la fonction d’autocorrélation : lorsque la valeur de la fonction
d’autocorrélation correspondante est proche de zéro, lorsque la pente de la fonction d’au-
tocorrélation est décroissante selon 1/e, lorsque la courbe d’autocorrélation présente un
point d’inflexion, etc (134; 157). Par la suite, le critére retenu est de sélectionner le pre-
mier délai tel que la valeur de la fonction d’autocorrélation correspondante est proche
de zéro. Ce choix a l'avantage de sélectionner un délai entre deux variables tel que ces
variables sont peu corrélées entre elles. La combinaison de ces deux variables fournit donc
un contenu informatif pertinent. Cette approche est d’ailleurs la plus couramment utilisée
dans la littérature.

Un graphe de la fonction d’autocorrélation pour une série temporelle générée artificiel-
lement & partir du systeme d’équations différentielles de Lorenz (5; 88; 89), décrite dans
I’annexe A, est proposé a la Figure 5.1. On voit sur cette figure que la valeur de la fonction
d’autocorrélation décroit au fur et & mesure que le délai augmente, ce qui illustre la redon-
dance entre deux valeurs proches dans le temps (1 < 7 < 5), et le manque de pertinence
entre deux valeurs trop éloignées (7 > 60). Un délai réalisant le compromis entre redon-
dance et pertinence est situé dans 'intervalle entre 7 = 20 et 7 = 40. En sélectionnant le
délai dont la valeur d’autocorrélation est la plus proche de zéro, on sélectionne 7 = 35, ce
qui correspond au premier minimum local du graphe de la Figure 5.1. La reconstruction
obtenue dans 'espace de phase en deux dimensions est présentée a la Figure 5.2.
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Fi1a. 5.1 — Graphe de la fonction d’autocorrélation pour une série générée selon le systeme
d’équations de Lorenz, pour les 100 premiers délais.
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F1a. 5.2 — Représentation dans ’espace de phase en deux dimensions de la reconstruction
de la série Lorenz, pour un délai 7 = 35 sélectionné par autocorrélation.

Une approche plus générale mesurant les dépendances non linéaires entre variables est

I'information mutuelle.

5.2.2 Sélection non linéaire du délai par information mutuelle

L’information mutuelle est une mesure non paramétrique de la dépendance entre va-
riables, capable de détecter une relation quelconque entre les variables considérées, lors-
qu’il en existe une. L’information mutuelle a été introduite dans le cadre de la théorie de
I'information de Shannon.

L’information mutuelle IM(.,.) entre deux variables x(t) et z:(t — 7) peut étre définie
selon (32) :

IM(z(t), 2(t — 7)) = / P [2(), 2(t — 7)) log <PP[£)’?1§”[§(;_T)T])]> da(t) da(t —7), (5.2)

ou P[.] désigne la probabilité. Conceptuellement, ce critére permet de mesurer la quantité
d’information & propos de z(t) qui peut étre obtenue grace a la connaissance de x(t — 7).
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Fia. 5.3 — Graphe de l'information mutuelle en fonction du délai pour les 100 premiers
délais, série Lorenz.

Il a été proposé d’utiliser I'information mutuelle en lieu et place de la fonction d’auto-
corrélation, comme critere non linéaire de sélection du délai (58). Ici encore, le but est de
sélectionner une variable suffisamment indépendante des autres, mais un minimum corrélée
avec la sortie, afin d’apporter une information utile par exemple dans la construction du
régresseur. Cette variable ne doit cependant pas étre totalement indépendante de la sortie
car elle n’apporterait dans ce cas aucune information utile (3). Il est donc question, une
fois encore, d’'un compromis entre redondance et pertinence.

Pour ce critére également, 'information mutuelle est calculée entre deux variables x(t)
et z(t—7) pour des valeurs de 7 croissantes. Le graphe de I'information mutuelle en fonction
du délai 7 est alors dessiné. Le critere de sélection du délai proposé est de prendre le délai
qui correspond au premier minimum local de I'information mutuelle (3; 58).

Un graphe de l'information mutuelle pour la série Lorenz utilisée dans la section
précédente est proposé a la Figure 5.3, pour des délais allant de 1 a 100. Sur cette fi-
gure, on constate également que la valeur de l'information mutuelle décroit au fur et a
mesure que le délai augmente, illustrant a nouveau le compromis a réaliser entre redon-
dance (1 < 7 < 5) et manque de pertinence (7 > 80). Selon le critére de (58), le délai
réalisant un bon compromis est ici 7 = 11. La reconstruction obtenue dans ’espace de
phase est présentée a la Figure 5.4. Par comparaison avec la Figure 5.2, on constate que la
reconstruction de la série temporelle est plus facilement visible dans le cas de la reconstruc-
tion avec délai choisi par information mutuelle, le délai choisi permettant de construire des
régresseurs plus compacts dans le temps ; ce constat est cohérent avec d’autres observations

reprises dans (58).
5.2.3 Vers une généralisation de 1’autocorrélation et de l’'information
mutuelle

Il a été montré dans (3; 58) que la sélection du délai par information mutuelle est plus
efficace que son alternative linéaire par autocorrélation. En effet, le délai sélectionné par
information mutuelle est généralement plus petit que celui obtenu par autocorrélation.
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F1a. 5.4 — Représentation dans ’espace de phase en deux dimensions de la reconstruction
de la série Lorenz, pour un délai 7 = 11 sélectionné par information mutuelle.

Ce fait permet d’obtenir des régresseurs avec un bon contenu informatif mais aussi, et
surtout, plus compacts dans le temps que s’ils avaient été construits en utilisant un délai
sélectionné par autocorrélation. L’exemple de la série temporelle Lorenz et la comparaison
des reconstructions obtenues dans des espaces de phase en deux dimensions, proposées
aux Figures 5.2 et 5.4 tend a confirmer cette affirmation de (58). Le délai sélectionné par
information mutuelle est en effet ici trois fois plus court que celui fourni par la fonction
d’autocorrélation, un résultat cohérent avec la littérature (3).

Dans (58), il est recommandé d’observer I'information mutuelle en haute dimension, a
savoir lorsque p > 2, et d’observer le gain en information lors de ’ajout dans le régresseur
d’une variable supplémentaire. Néanmoins, (88) affirme que le calcul de I'information mu-
tuelle dans le cas d = 2 est suffisant pour sélectionner le délai en haute dimension. Par
ailleurs, (3) propose que la sélection d’un délai dans le cas p > 2 n’est utile que lorsque
I’application nécessite réellement une optimisation poussée de la sélection des éléments du
régresseur, vu les temps calculs demandés. Bien qu’il existe quelques estimateurs d’infor-
mation mutuelle adaptés pour le cas p > 2, les quelques recommandations ci-dessus n’ont
jamais incité a appliquer I'un ou l'autre de ces estimateurs a la sélection de délai(s) entre
plus de deux variables.

Or, 'hypothese que l'autocorrélation (ou l'information mutuelle) entre deux variables
séparées par un intervalle de temps équivalent au délai 7 permet de sélectionner automa-
tiquement le délai entre p variables simplement en prenant des multiples de ce délai 7 est
relativement forte. En toute généralité, si on se situe dans un espace de dimension p, il
semble normal de choisir le délai directement en dimension p. Par ailleurs, utiliser un délai
unique constitue sans doute une contrainte artificielle a la construction des régresseurs.
Un régresseur devrait donc pouvoir étre construit selon :

x¢ = (z(t),z(t — 1), z(t — 12),...,2(t — 1p_1)), (5.3)

avec 0 <7 < <... < Tp_1.
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Dans la suite de ce chapitre, il est étudié dans quelle mesure un régresseur construit
en utilisant un (ou des) délais sélectionné(s) directement dans un espace de dimension p,
selon (5.3) peut avoir un impact sur la qualité de la prédiction par rapport & un régresseur
construit en utilisant un délai unique selon (4.3). Pour ce faire, ce chapitre montre les
limites des criteres dans le cas en deux dimensions et propose une généralisation des
criteres d’autocorrélation et d’information mutuelle & plus de deux variables. L utilisation
du critere de Distance a la Diagonale, introduit au chapitre précédent, est proposée comme

alternative dans le cas de la sélection de délai(s) dans le cas p > 2.

5.3 Autocorrélation et information mutuelle a deux variables :
les limites

La méthodologie de sélection d’'un délai 7, rappelée aux sections précédentes, peut se
résumer comme suit. Des criteres, 'autocorrélation ou 'information mutuelle, sont calculés
pour différentes valeurs du délai 7. Les valeurs obtenues sont reportées sur un graphe, a
partir duquel un délai unique est sélectionné. Les régresseurs sont ensuite construits comme
des suites de valeurs décalées dans le temps suivant des multiples du délai 7 sélectionné.

Que ce soit dans le cas de Pautocorrélation (5.1) ou de U'information mutuelle (5.2),
les criteres ont été présentés suivant leur définition classique, ou il n’est utilisé que deux
variables seulement. Or, en pratique, les régresseurs comptent régulierement plus de deux
composantes. Dans la suite de ce chapitre, ’approche habituelle consistant a utiliser des
multiples du délai sélectionné entre deux variables seulement est remise en cause. En effet,
cette approche contraint artificiellement la construction des régresseurs.

Considérons le cas d’un régresseur en trois dimensions, construit en utilisant un délai

T unique sélectionné en deux dimensions :
x¢ = (x(t),z(t — 7),z(t — 27)) . (5.4)

Que ce soit par autocorrélation ou par information mutuelle, utiliser un délai permet
de maximiser le contenu informatif repris dans les deux variables z(t) et z(t — 7). De
méme, I’écart étant identique, le contenu d’information contenu dans les variables x(t — 7)
et x(t — 27) est lui aussi maximal. Par contre, il n’y a aucune garantie que le contenu
d’information contenu dans x(t) et z(t —27) soit maximal. Au contraire, il peut méme étre
trés nettement sous optimal, par exemple lorsque le critere utilisé évolue de facon cyclique
en fonction du délai. Il semble deés lors plus intéressant, d’un point de vue théorique, soit
de sélectionner un délai unique mais en tenant compte des p variables, comme par exemple
dans (5.4) pour p = 3, soit de reconstruire les régresseurs selon la relation (5.3). Dans le
premier cas, certes le délai est toujours constant, mais la sélection est réalisée directement
dans l’espace de dimension p, et donc en fonction de toutes les variables servant a la
reconstruction. Dans le deuxiéme cas, la reconstruction est, potentiellement, encore plus

intéressante car celle-ci n’est plus contrainte par 1’obligation de conserver un délai constant
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Fia. 5.5 — Graphe de l'information mutuelle en fonction du délai pour les 100 premiers

délais, série Lorenz.
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F1G. 5.6 — Reconstruction de la série Lorenz dans I’espace de phase en trois dimensions.
A gauche : 71 = 9 =7 =11; a droite 1y = 9,75 = 13.

entre les différentes composantes du régresseurs. Par la suite, la sélection du délai dans un
espace de dimension p > 2 est appelée par abus de langage la sélection en haute dimension.

Pour illustrer I'intérét d’une reconstruction avec délai sélectionné en dimension p = 3,
considérons le cas de la sélection du délai par information mutuelle, appliqué a la série
Lorenz. La Figure 5.3 est reproduite a la Figure 5.5. La reconstruction est proposée selon
l’approche avec délai unique (4.3) et selon Papproche avec plusieurs délais (5.3).

En reconstruisant les régresseurs en trois dimensions de cette série, 'approche classique
consiste a prendre x; = (x(t), x(t — 11), x(t — 22)), apres avoir sélectionné 7 = 11 sur base
de la Figure 5.5. Ce choix conduit a une reconstruction dans l’espace de phase en trois
dimensions telle qu’illustrée dans la partie gauche de la Figure 5.6. En sélectionnant deux
délais différents, tous deux proches du minimum mais non multiples, comme par exemple
71 =9 et o = 13, on obtient une autre reconstruction, illustrée dans la partie droite de la
Figure 5.6.

A premiere vue, les reconstructions sont fort semblables. Cependant, lorsqu’on se
déplace simplement dans l’espace de phase en trois dimensions pour observer la recons-
truction sous un autre angle, ce qui revient a effectuer une rotation de ’espace de phase sur
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F1a. 5.7 — Reconstruction de la série Lorenz dans ’espace phase en trois dimensions. Par
comparaison avec la Figure 5.6, ’espace de phase a subi une rotation.

lui-méme, on constate une différence tres nette dans la représentation, comme le suggere
la Figure 5.7. En effet, autant la reconstruction est conservée dans les deux cas, autant on
peut constater une différence assez nette dans la qualité du dépliage dans le cas de délais
multiples du délai unique 7 = 11 choisi entre deux variables seulement : la reconstruc-
tion est dépliée de maniere excessive, elle en arrive méme a se refermer sur elle-méme. Ce
phénomene est surtout visible aux extrémités de la reconstruction, mais il va en s’accen-
tuant pour l’ensemble de la reconstruction en utilisant un délai supérieur a 7 = 11. La
Figure 5.7 illustre de maniere assez nette le fait que le contenu informatif entre z(t) et
x(t — 27) n’a pas été pris en compte lors de la sélection du délai unique 7 sélectionné avec

deux variables seulement.

Si on revient quelques instants a la Figure 5.5, on peut par ailleurs constater que, dans
le cas de la série Lorenz, 'information mutuelle entre z(t) et z(t —22) est plus proche d’un
maximum local que d’un minimum local (on se situe en fait juste aprés le premier pic,
sur la courbe). L’approche habituelle avec délai unique sélectionné en deux dimensions
est donc prise en défaut lorsqu’on construit des régresseurs dans un espace de dimension

supérieure a deux.

Par la suite, on propose donc de généraliser les méthodes de sélection de délai pour
pouvoir sélectionner soit un délai unique mais directement en haute dimension, donc dans
le cas p > 2, soit plusieurs délais différents, mais dans ce cas aussi directement en haute
dimension. Les méthodes proposées sont : une généralisation du critere linéaire d’auto-
corrélation pour un ordre supérieur quelconque, une généralisation du critere d’informa-
tion mutuelle, en utilisant un estimateur adapté au cas des vecteurs de dimension p > 2,

et le critere géométrique de Distance a la Diagonale introduit au chapitre 4.
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5.4 Délai par autocorrélation d’ordre supérieur

La fonction d’autocorrélation (5.1) est généralisée ici & plus de deux variables, de fagon
immeédiate, suivant :

C(p_l)(T) = (m%)j(t —7)..zx(t—(p—1)*71))

= Y a@®at—1)...at—(p-1) 1), (5.5)

t=(p—1)%T

avec 0 <7< M,ouM <N —p—1 est le délai maximum. Cette relation est décrite dans
(59; 143) pour l'ordre 3 (soit p = 3), ou dans (127) pour lordre 4.

Notons que ce critere peut étre utilisé tel quel pour sélectionner un délai 7 unique.
Mais il peut également servir, de maniere encore plus générale, a sélectionner p — 1 délais
distincts 0 <71 <12 < ... < Tp_1:

C(pfl)(Tl,TQ, e ,Tp_l) = <x(t)m(t — T1) . .%'(t — Tp_1)>. (5.6)

L’application du criteére avec délai unique, selon (5.5), est illustrée a la Figure 5.8
dans le cas de la série Rossler, série obtenue en intégrant les équations différentielles
du systeme d’équations de Rossler et présentée en annexe A. La Figure 5.8 présente les
courbes obtenues pour des ordres allant de 2 a 10. Bien évidemment, le graphe en haut
a gauche correspond a l'autocorrélation d’ordre 2 et est identique au graphe obtenu par
l'autocorrélation classique (5.1).

Par ailleurs, le critere d’autocorrélation généralisée confirme les observations du cha-
pitre 4 lors de l'utilisation de la Distance a la Diagonale pour des régresseurs de taille p
croissante. En effet, on constate ici aussi que la valeur du délai 7 sélectionné directement
en haute dimension diminue a nouveau lorsque la dimension p augmente. De 7 = 27 en
dimension 2, on passe a 7 = 10 en dimension 3, pour finir & 7 = 4 en dimension 10.
Cette diminution de la valeur du délai sélectionné en haute dimension est d’autant plus
intéressante qu’elle se distingue de 'usage classique qui considere qu’il faut sélectionner
des multiples d’un délai unique et constant.

Malheureusement, I’exploitation des critéres (5.5) et (5.6) reste limitée. En effet, lorsque
la dimension p des régresseurs augmente (lorsque l'ordre de I'autocorrélation augmente),
les courbes des graphes ont tendance a devenir de plus en plus plates, ce qui est tout
a fait normal. En effet, pour p = 4, par exemple, la corrélation entre les variables x(t),
x(t—15), x(t—30) et x(t—45) est beaucoup plus faible que celle calculée entre les variables
x(t), x(t —5), z(t — 10) et z(t — 15) : la dépendance entre variables étant de moins en
moins forte avec le temps, il est tout a fait normal que l'information contenue dans le
premier groupe de variables ci-dessus soit moins significative que pour le second groupe.
Il est donc tout a fait normal d’observer a la Figure 5.8, a partir d’une autocorrélation
d’ordre 6, des variables qui ont l’air indépendantes pour un délai 7 > 7. Toutefois, les
variables représentent des valeurs issues d’une série temporelle. Il existe donc un lien entre
elles : elles sont issues du méme processus. Il devrait donc encore y avoir I'une ou 'autre
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Fi1G. 5.8 — Autocorrélation d’ordre supérieur pour la série Rossler. L’ordre augmente ici
de 2 a 10, en parcourant les graphes de gauche & droite, et de haut en bas.

dépendance qui devrait étre visible, méme dans les graphes des ordres supérieurs. Or, ces
graphes sont presque uniformément plats, excepté pour les quelques premiers délais. En
d’autres termes, pour un régresseur en dimension p = 10 construit avec un délai 7 = 5,
par exemple, toutes les variables seraient tres faiblement corrélées entre elles. Cependant,
dans un tel régresseur, les deux premieéres composantes sont x(t) et z(t — 5), qui sont tres
fortement corrélées si on s’en réfere au graphe de la corrélation entre deux variables, dans
le coin supérieur gauche (ordre 2).

En répétant les expériences avec d’autres séries temporelles, on arrive aux mémes
conclusions. La Figure 5.9 présente les résultats obtenus pour la sélection du délai par ce
méme critere d’autocorrélation généralisée (5.5), pour la série Santa Fe A. Dans ce cas
également, on fait les deux mémes constatations que pour ’exemple précédent. La valeur
du délai diminue lorsque la dimension p du régresseur augmente : de 7 = 4 en dimension
2 on passe a 7 = 3 en dimension 3 et 4, et 7 = 2 pour toutes les dimensions supérieures.

Par ailleurs, on constate & nouveau que la courbe en fonction du délai T est pratiquement
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F1G. 5.9 — Autocorrélation d’ordre supérieur pour la série Santa Fe A, pour des ordres de
2 a 10.

plate pour les ordres élevés, a partir de 'ordre 7 dans ce cas-ci.

Pour résumer, sur base des Figures 5.8 et 5.9, on obtient donc deux enseignements.
Premierement, le délai, méme unique, diminue lorsqu’il est sélectionné directement en
haute dimension, au fur et a mesure que la taille du régresseur augmente. Par ailleurs, on
constate que l'autocorrélation d’ordre supérieur ne doit étre utilisée que pour des ordres
relativement limités, la courbe devenant inexploitable lorsque I'ordre devient trop élevé.

5.5 Délai par information mutuelle en haute dimension

La généralisation de 'autocorrélation proposée dans la section précédente reste une
mesure linéaire. Dans cette section, une généralisation de la sélection du délai par infor-
mation mutuelle, critére non linéaire, est proposée.

La relation (5.2) définissant I'information mutuelle pour deux variables peut étre facile-
ment généralisée, au moins sur le plan théorique, pour un nombre quelconque de variables.
En effet, on peut définir I'information mutuelle entre les v variables z(1), z(2), ..., z(v)
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selon (32; 101) :

IM(z(1),z(2),...,z(v)) =
Plz(1),2(2),...,2(v)]

/P [x(1),2(2),...,z(v)] log (P [zcglg] PP [xiv)]) dz(1l) dz(2) ... dz(v).
(5.7)

Notons que, tout comme il est possible d’utiliser de deux manieéres différentes ’au-

tocorrélation d’ordre supérieur, la définition (5.7) est valable pour deux généralisations
distinctes de la méthodologie de sélection du délai par information mutuelle : la sélection
d’un délai 7 fixe, et la sélection de p — 1 délais distincts 0 < 71 < 7 < ... < 7p—1. 1l
suffit pour cela de remplacer les variables z(1), ..., z(v) dans (5.7) par z(t), z(t —7), ...,
z(t — (p—1) *7) ou par z(t), z(t — 1), ..., z(t — 1) respectivement.

Malgré la facilité d’écriture de la généralisation théorique décrite dans (5.7), le probléme
de cette définition est son calcul en pratique, qui est particulierement difficile. En effet,
les densités de probabilités, inconnues, doivent étre estimées, ce qui ne peut étre fait de
fagon tres précise dans des espaces en haute dimension. Une approche alternative, basée
sur les k-plus-proches-voisins, a été proposée récemment dans la littérature (101). Outre
le fait qu’il ne faut pas estimer de densité, I'intérét de cet estimateur particulier d’infor-
mation mutuelle est qu’il est défini sur base d’un algorithme utilisant des vecteurs, qui
peuvent étre de dimension quelconque. Cet estimateur est décrit en détails dans (101),
une implémentation étant par ailleurs disponible en ligne (7).

La Figure 5.10 illustre application de I'information mutuelle en haute dimension (5.7)
dans le cas de la série Rossler. On y constate également deux phénomenes. Premierement,
la sélection d’un délai unique est moins aisée, les minima locaux étant de moins en moins
nettement marqués lorsque p augmente. Ce phénomene est surtout visible a partir du calcul
de l'information mutuelle entre 4 variables (le dernier graphe a droite de la premiére ligne,
Figure 5.10). Deuxiémement, on constate sur cette méme Figure 5.10 que 'utilisation de
ce critere généralisé tend ici aussi & faire diminuer le délai sélectionné. On peut en effet
voir que les courbes décroissent de plus en plus vite, en passant d’une figure a Iautre, ce
qui se remarque par un redressement des courbes lorsqu’on les observe de gauche a droite,
de bas en haut.

La Figure 5.11 est proposée pour illustrer 'utilisation de l'information mutuelle en
haute dimension dans le cas de série Santa Fe A. Pour cette série, les minima locaux
restent plus nettement marqués que dans le cas de la série Rossler. Cependant, on constate
ici aussi que les différentes courbes ont encore cette méme tendance a devenir de plus en
plus lisses, surtout pour les premieres valeurs du délai 7. L’observation des minima locaux
reste pourtant possible dans ce cas précis. Par ailleurs, la pente des courbes des différents
graphes est dans ce cas également de plus en plus négative au fur et a mesure que la
dimension de I'espace augmente. Cette variation de la pente se traduit & nouveau par un
redressement des courbes, un déplacement vers la gauche des minima locaux et donc une

diminution du délai unique choisi directement en haute dimension.
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Fic. 5.10 — Courbes obtenues par information mutuelle en haute dimension, afin de
sélectionner un délai unique, en utilisant de deux a dix variables respectivement de gauche
a droite et de haut en bas.

Au dela de la diminution du délai préconisé par le critere d’information mutuelle
en haute dimension, une conclusion cohérente avec les observations de 'autocorrélation
d’ordre supérieur, on remarque en pratique deux limitations lors de I'utilisation de l’esti-
mateur d’information mutuelle par k-plus-proches-voisins.

La premiere limitation est que, comme tout autre méthode de calcul de I'information
mutuelle (qu'il s’agisse de méthodes par histogramme, noyaux ou splines), il ne s’agit
toujours que d’un estimateur de cette information mutuelle. De maniere générale, choi-
sir un bon estimateur n’est pas chose aisée; on ’a vu notamment lors des discussions
biais/variance au Chapitre 2. C’est bien évidemment encore le cas ici. Néanmoins, le choix
de cet estimateur particulier a été motivé par la possibilité de 'utiliser en haute dimension.

La seconde limitation est le temps calcul. L’algorithme tel que décrit dans (101) est
quadratique par rapport au nombre de données N, et ce a cause de la recherche des plus
proches voisins. Un grand soin a toutefois été apporté dans I'implémentation disponible
en ligne afin de réduire le temps calcul, notamment en utilisant quelques heuristiques pour
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Fig. 5.11 — Courbes obtenues par information mutuelle en haute dimension pour

sélectionner un délai unique, en utilisant de deux a dix variables, comme dans la Figure
5.10.

trouver les k-plus-proches-voisins en remplacement d’une recherche exhaustive (101). Dans
le meilleur des cas, lorsque cette heuristique donne effectivement les k-plus-proches-voisins,
le temps d’exécution devient linéaire en fonction de IV, mais en moyenne, 'heuristique ne
donne pas toujours exactement les k-plus-proches-voisins. Le temps nécessaire en pratique,
lorsque D'estimateur est utilisé de facon ponctuelle est donc tout & fait raisonnable, mais
il ’est beaucoup moins lorsqu’on 'utilise un grand nombre de fois, par exemple lorsqu’on
essaie de sélectionner des délais différents, comme a la Section 5.7, et qu’il faut alors tester
toutes les combinaisons de délais possibles en fonction de la dimension. On constate alors
que le temps d’exécution n’est pas linéaire, par comparaison avec un critere réellement
linéaire tel que la Distance a la Diagonale.

Par ailleurs, notons que ’approche proposée ici n’est pas la seule généralisation possible
de l'information mutuelle en haute dimension. Mentionnons par exemple les travaux sur
la corrélation totale (176), ou la dépendance entre toutes les variables est prise en compte,
ou encore les travaux sur I'information d’interaction (75; 118), ou les dépendances entre
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5.6 Délai par Distance a la Diagonale

toutes les combinaisons de variables considérées sont également prises en compte. Par
ailleurs, dans (101), deux estimateurs sont en fait proposés, 'un permettant d’obtenir
I'information mutuelle entre plusieurs variables et 'autre 'information mutuelle entre
deux variables dont 'une est un vecteur et l'autre un scalaire. Cette seconde version a
été utilisée afin de sélectionner de maniere supervisée un modeéle, comme par exemple
dans (86; 129; 152; 153). Ces travaux constituent une généralisation de la sélection de
variables supervisée par information mutuelle, proposée par (9). Une autre approche a
été utilisée dans (151) pour comparer la sélection supervisé et non supervisée d'un délai
unique, directement en haute dimension. Tout comme illustré dans cette section pour le
non supervisé, il a été observé dans (151) que le délai sélectionné est également plus court

dans le cas supervisé lorsqu’il est sélectionné directement en haute dimension.

5.6 Délai par Distance a la Diagonale

Le critére de Distance a la Diagonale a été introduit au Chapitre 4 en tant que technique
purement géométrique pour déplier des régresseurs. Ce critere peut toutefois étre utilisé
pour sélectionner le délai directement en haute dimension.

La Distante a la Diagonale permet de répondre aux deux limitations de ’estimateur
d’information mutuelle par k-plus-proches-voisins. En effet, ce critere est une mesure de
distance entre une distribution de points et une droite. Bien qu’il s’agisse d’une heuris-
tique géométrique, la valeur du critére est obtenue sur base d’un calcul exact, et non
d’une estimation. Ce calcul exact a ’avantage de ne pas étre sensible aux questions de
biais/variance auxquelles sont sujettes tout estimateur. Par ailleurs, le temps d’exécution
de ce critére est toujours linéaire en fonction du nombre de données N. Notons qu’il s’agit
la d’un ordre de temps d’exécution maximum, et non dans le meilleur des cas. Le critere
de Distance a la Diagonale est donc en moyenne plus rapide que I'information mutuelle
en haute dimension.

Pour rappel, la Distance a la Diagonale est définie dans la relation (4.12), en tant
qu’application de la formule générale de la distance d’un point & une droite définie par
deux points donnés (4.13). Il faut noter que ce critére est défini sur base de vecteurs
représentant la position de points dans un espace de dimension p. Il est donc possible de
I’appliquer directement & des régresseurs de dimension p > 2, tout comme dans I’étude du
caractere significatif du clustering de séries temporelles, ou la Distance a la Diagonale a
été appliquée a des régresseurs de dimension 3, 5 et 10.

Le critere de Distance a la Diagonale est appliqué ici aux deux séries utilisées comme
illustrations dans les deux sections précédentes, a savoir la série Rossler a la Figure 5.12
et la série Santa Fe A a la Figure 5.13. Notons que, comme indiqué & la Section 4.6, le
but est ici de maximiser la Distance a la Diagonale afin d’obtenir une distribution aussi
différente que possible de la diagonale principale de I’espace de dimension p. Pour la série
Rossler, on observe a la Figure 5.12 que la pente de la courbe est de plus en plus élevée

dans la partie croissante des différents graphes, lorsque p augmente. Cette augmentation
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F1G. 5.12 — Courbes obtenues par Distance a la Diagonale pour des vecteurs de dimension
deux a dix, de gauche a droite et de haut en bas.

de la pente se traduit par le déplacement vers la gauche du maximum. Concrétement, on
assiste donc a une diminution de la valeur du délai 7, lorsqu’il est sélectionné directement
en haute dimension. D’un délai de 7 = 48 en dimension 2, on passe a 7 = 36 en dimension
3, 7 = 18 en dimension 6 ou encore 7 = 10 en dimension 10. La méme constat peut étre
fait pour la série Santa Fe A, méme si les courbes présentées a la Figure 5.13 sont moins
lisses que celles obtenues pour la série Rossler. D’un délai 7 = 3 en dimension 2, on passe
a un délai de 7 = 2 en dimension 3, et un délai 7 = 1 en dimension 6 et plus.

Le critere de Distance a la Diagonale est donc une approche alternative a la sélection du
délai, qui a I’avantage d’étre plus rapide que l'information mutuelle en haute dimension, et
d’étre exploitable en toute dimension, contrairement & ’autocorrélation d’ordre supérieur.
Néanmoins, ce critere est purement géométrique, et il a une tendance a choisir un délai
plus long que nécessaire, afin de remplir encore un peu mieux l'espace de phase. Cette
tendance se traduit par exemple par un dépliage parfois trop important, comme on peut

le constater sur la Figure 4.5 ot une représentation de I’espace de phase de la série Lorenz
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5.6 Délai par Distance a la Diagonale

=2

DD en dimension p

1100

1000

Série Santa Fe A

10 15 20

25

=3

DD en dimension p

1600

1400

1200

1000

800

600

400

Série Santa Fe A

10 15 20 25 30

1200

Série Santa Fe A

10 15 20 25

w
8

Délai T Délai t Délai t
Série Santa Fe A Série Santa Fe A Série Santa Fe A
2000 2200 2400
2100 2300
l,‘? 1800 glclg 2000 '; 2200
a 2 1900 2 2100
< 1600 - c
S S 1800 S 2000
2] @ @
$ 1400 $ 1700 $ 1900
£ £
5 5 1600 5 1800
c c c
§ 120 @ 1500 @ 1700
a 3 100 3 1600
2 1000 e e
1300 1500
1200 1400
0 10 15 20 25 30 0 10 15 20 25 30 0 10 15 20 25 30
Délai t Délai t Délai t
Série Santa Fe A Série Santa Fe A Série Santa Fe A
2600 2700 2900
2500 2600 2800
o
® 2400 o = 2700
I 1 2500 n
a o
2300 2400 Q 2600
< c c
.© 2200 2 S 2500
2 @ 2300 2
G 2100 15 S 2400
£ £ 2200 2
5 2000 5 £ 2300
c € 2100
© 1900 [ $ 2200
a a
a 1800 g 200 8 2100
1700 1900 2000
1 1800 1900
0 10 15 20 25 30 0 10 15 20 25 30 0 10 15 20 25 30
Délai T Délai T Délai T

Fi1G. 5.13 — Courbes obtenues par Distance a la Diagonale pour des vecteurs de dimension
deux a dix, de gauche a droite et de haut en bas.

est proposée, au centre. Ce graphe est a comparer avec la reconstruction obtenue par
information mutuelle, proposée en début de ce chapitre, aux Figures 5.6 et 5.7.

Enfin, notons que le critére de Distante a la Diagonale possede quelques propriétés com-
parables aux propriétés des criteres d’autocorrélation d’ordre supérieur et d’information
mutuelle en haute dimension. Tout comme ces deux criteres, la Distance a la Diagonale
est insensible a une normalisation des données. L’échelle des valeurs obtenues est modifiée,
mais la forme de la courbe ne change pas : les maxima locaux sont obtenus pour les mémes
délais. De plus, & nouveau comme pour les deux autres critéres, le nombre de données in-
fluence peu le choix du délai. Par contre, la présence de bruit pénalise ce choix, ce qui
est également le cas aussi bien pour l'autocorrélation que pour l'information mutuelle.
Concernant le nombre de données, une augmentation de ce nombre se traduit par une
augmentation du nombre de termes dans la somme (4.12), conduisant & un changement
d’échelle. Mais les maxima locaux sont toujours situés aux mémes endroits. Concernant

le bruit, sa présence modifie la position des points de l’espace de phase, représentés par
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5. SELECTION DU DELAI EN HAUTE DIMENSION

les régresseurs, et fausse donc le calcul du critere. En effet, les positions respectives des
régresseurs, et donc leurs distances a la diagonale principale, sont perturbées. La recons-
truction est donc modifiée par la présence du bruit. Ces propriétés d’invariance par rapport
a la normalisation, de faible dépendance au nombre de données et de dépendance au bruit

ont été vérifiées expérimentalement.

5.7 Sélection multiple de délais

Dans les trois sections précédentes, une généralisation des criteres d’autocorrélation
et d’information mutuelle, ainsi que le critere de Distance a la Diagonale, ont permis de
sélectionner un délai unique directement en haute dimension. Le principal enseignement
de ces expériences est que la valeur du délai entre composantes d’un régresseur choisi
directement en haute dimension diminue lorsque la taille p du régresseur, représentant la
dimension de I’espace, augmente.

Dans cette section, les critéres en haute dimension vont étre utilisés pour sélectionner
non plus un seul délai, mais une série de p — 1 délais différents. L’étude va porter sur
deux aspects. Premierement, les criteres vont étre comparés en termes de valeurs de délai
sélectionnées. Les criteres étant différents, il est fort probable que les délais sélectionnés
seront différents. Mais il est tout aussi intéressant de savoir si ces différences sont nettes, ou
s’il existe une certaine cohérence entre les délais sélectionnés par les différentes approches.
De plus, il est intéressant d’observer si 'emploi de délais différents influence significative-
ment, ou non, la qualité de la prédiction.

Sur base des résultats expérimentaux des sections précédentes, seuls deux criteres en
haute dimension sont retenus, a savoir les méthodes d’information mutuelle et de Distance
a la Diagonale. L’autocorrélation d’ordre supérieure n’est pas utilisée dans les différentes
expériences qui vont étre décrites ici, a cause de la difficulté d’interprétation des résultats
obtenus décrite a la section 5.4.

5.7.1 Comparaison en termes de délais sélectionnés

Dans un but d’illustration, la méthodologie de sélection de plusieurs délais en haute
dimension est d’abord décrite en détails dans le cas de la série Santa Fe A. Les résultats ob-
tenus avec deux autres séries sont ensuite présentés, parmi tous les résultats expérimentaux
obtenus sur de nombreuses séries temporelles.

Considérons des régresseurs en deux dimensions. La Figure 5.14 présente les valeurs
obtenues pour différents délais via information mutuelle, & gauche, et via Distance a la
Diagonale, a droite. Sur base de ces graphes, on sélectionne T{M = 2 par information
mutuelle, et 7°P = 3 par Distance & la Diagonale. Les délais obtenus sont effectivement
différents, ce a quoi on pouvait s’attendre puisque ces deux critéres mesurent des grandeurs
différentes. Les valeurs retenues pour les délais 7™ et 7PP restent néanmoins cohérentes.

Les reconstructions obtenues dans I’espace de phase en deux dimensions sont présentées

a la Figure 5.15. Le graphe de droite présente la reconstruction obtenue en sélectionnant
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F1G. 5.14 — Graphes de l'information mutuelle (gauche) et de la Distance a la Diagonale
(droite) pour la série Santa Fe A. Les régresseurs sont ici de dimension p = 2.
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F1G. 5.15 — Reconstruction de la série Santa Fe A dans ’espace de phase en deux dimen-
sions. A gauche, la reconstruction est obtenue en sélectionnant le délai par information
mutuelle, a droite par Distance a la Diagonale.

le délai par Distance a la Diagonale. On observe sur ce graphe une différence assez nette,
malgré la cohérence entre les valeurs 7{* et 7P 1l existe dans le cas du critére de Distance
a la Droite un dépliage excessif dans la partie proche de la diagonale. Ce dépliage excessif
est une conséquence directe de la définition du critére, observable dans le cas ou une
partie de la reconstruction de la série se trouve le long de la diagonale : le but du critere
de Distance a la Diagonale est justement de maximiser le dépliage pour étre le plus possible
distinct de la diagonale.

Observons ce qui se passe maintenant pour p > 3. D’un point de vue pratique, il est
plus difficile de représenter sur un graphe en deux dimensions les valeurs obtenues par
un critere fonction de deux délais (ou plus), quel que soit le critere utilisé. En effet, pour
p = 2, les valeurs obtenues pour les différents délais peuvent étre représentés sur un graphe
du critere en fonction de la valeur de 7. Par contre, cette représentation n’est plus possible
lorsqu’on utilise deux délais 71 et 79, puisqu’il faut maintenant représenter les valeurs d’un
critere en fonction de deux parametres.

Dans les représentations graphiques qui suivent, ’axe des abscisses n’est plus fonction
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F1G. 5.16 — Graphes de I'information mutuelle (gauche) et de la Distance a la Diagonale
(droite) pour la série Santa Fe A, en haut. Un agrandissement des deux graphes est proposé
dans la partir inférieure de la figure. Les régresseurs sont ici de dimension p = 3.

du délai, mais de I'indice du régresseur, construit sur base d’une combinaison particuliere
de délais, dans la suite de tous les régresseurs possibles. Concretement, on construit les
régresseurs dans un certain ordre : on commence par fixer un intervalle de valeurs que
peuvent prendre 7 et 7. Ensuite, on fixe temporairement la valeur de 71 et on considere
toutes les valeurs possibles de 75, puis on recommence en incrémentant la valeur de 7,
etc. jusqu’au terme de l'intervalle de valeurs considéré. Par construction, les régresseurs
sont donc ordonnés. Deux commentaires doivent étre faits par rapport a cette démarche
de construction systématique des régresseurs. Premierement, la dépendance temporelle
a, bien évidemment, une grande importance. Ne sont donc considérés comme régresseurs
que les vecteurs dont les délais sont ordonnés de maniere croissante dans le temps, ce qui
réduit sensiblement le nombre de combinaisons qui sinon exploserait de maniere factorielle.
Deuxiémement, on ne considere que les régresseurs qui commence par la variable z(t). En
effet, il ne sert a rien de comparer les valeurs obtenues respectivement pour, par exemple,
(x(t), z(t—7),z(t—11)) et (z(t—1), z(t—8), x(t—12)) ou encore (x(t—5), z(t—12), x(t—16)) :
il s’agit 1a du méme régresseur, il est simplement décalé dans le temps.

Dans la partie supérieure de la Figure 5.16, on peut voir les valeurs obtenues selon
les criteres d’information mutuelle et de Distance a la Diagonale en dimension p = 3.
Evidemment, ces figures sont moins faciles a lire que lorsqu’il n’y a qu’une variable, il y a

donc lieu de les agrandir, ce qui est proposé dans la partie inférieure de cette méme figure.
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F1a. 5.17 — Reconstruction de la série Santa Fe A dans I’espace de phase en trois dimen-
sions. A gauche, la reconstruction est obtenue en sélectionnant le délai par information
mutuelle en deux dimensions et en utilisant un multiple de ce délai; au centre en utilisant
I'information mutuelle en haute dimension, et a droite par Distance & la Diagonale.

Pour le graphe de I'information mutuelle, en bas & gauche, on peut y voir la concaténation
d’une série de courbes correspondant chacune a un ensemble de régresseurs ayant les deux
premieres composantes en commun. Pour chacune de ces petites courbes, on sélectionne le
premier minimum local. Les différents minima locaux sont ensuite comparés pour obtenir
la plus petite valeur d’information mutuelle. Dans le cas de la série Santa Fe A, le régresseur
sélectionné est x/M = (x(t), z(t — 2), z(t — 6)).

On applique une stratégie comparable pour la Distance a la Diagonale, et on sélectionne
cette fois le premier maximum local de chaque groupe d’oscillations visibles dans les deux
courbes de droite de la Figure 5.16, chacun de ces groupes d’oscillations correspondant
a un ensemble de régresseurs dont les deux premieres composantes sont les mémes. En
comparant les maxima locaux entre eux et en sélectionnant le plus élevé, on est amené a
choisir le régresseur xPP = (z(t), z(t — 2),z(t — 5)).

On peut maintenant comparer les reconstructions obtenues en trois dimensions en uti-
lisant x/M et xPP. Pour étre complet, la reconstruction obtenue en utilisant un multiple
du délai obtenu par information mutuelle en deux dimensions est également proposée.
Ces trois graphes sont proposés a la Figure 5.17. Il est intéressant de noter que, bien que
les régresseurs sélectionnés soient différents, les reconstructions proposées sont ici encore
cohérentes entre elles, a quelques détails pres au niveau des extrémités de la reconstruction.
En appliquant des rotations de ’espace de phase, on peut observer que les trois recons-
tructions présentées ici sont en fait assez semblables quel que soit ’angle d’observation,
ce qui n’est a priori pas aussi évident, et n’est surtout pas le cas avec d’autres régresseurs
pour lesquels la reconstruction est moins clairement distinguable, quel que soit ’angle
d’observation.

En dimension(s) supérieure(s), on obtient le méme type de courbes que celles de la
Figure 5.16. La Figure 5.18 présente les résultats pour toutes les combinaisons possibles
lorsqu’on considere 0 < 71 < 7 < 73 < 50, en ne prenant que les régresseurs dont la

premiére composante est z(t), comme expliqué ci-dessus. Les courbes sont moins lisibles.
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F1G. 5.18 — Graphes de I'information mutuelle (gauche) et de la Distance a la Diagonale
(droite) pour la série Santa Fe A. Les régresseurs sont ici de dimension p = 4.

p | Information mutuelle classique | Information mutuelle haute dimension

2 | z(t),x(t —2)

3| z(t),xz(t—2),x(t —4) xz(t), z(t — 2), z(t — 6)

4 | z(t),z(t — 2),z(t —4),z(t — 6) z(t), z(t — 3),z(t — 5),z(t — 9)

5| z(t),z(t —2),x(t —4),z(t — 6),z(t — 8) z(t),z(t — 1), z(t — 5),z(t — 6),z(t — 11))

6 | z(t),z(t—2),z(t —4),2(t —6),z(t —8),x(t — 10) | =(t),z(t —1),z(t — 2),z(t — 5),z(t — 6), z(t — 11)

TAB. 5.1 — Composantes retenues pour la construction des régresseurs par information
mutuelle classique et information mutuelle en haute dimension, série Santa Fe A.

p | Information mutuelle classique | Distance a la Diagonale

2 | z(t),z(t —2) x(t), z(t — 3)

3| z(t),z(t —2),x(t —4) z(t),z(t —2),z(t — 5)

4 | z(t),z(t —2),z(t —4),z(t — 6) z(t), z(t — 2), z(t — 4), z(t — 6)

5| z(t),z(t —2),z(t —4), z(t — 6),z(t — 8) z(t), z(t — 3),z(t —4),z(t — 6),z(t — 9)

6 | z(t),z(t —2),x(t —4),x(t —6),z(t — 8),z(t —10) | z(¢),z(t —2),x(t —4),x(t — 5),z(t — 6),z(t — 9)

TAB. 5.2 — Composantes retenues pour la construction des régresseurs par information
mutuelle classique et Distance a la Diagonale, série Santa Fe A.

Néanmoins, en appliquant la méme procédure de sélection du premier minimum ou maxi-
mum local, selon le critere utilisé, on obtient le régresseur optimal pour la dimension
considérée.

La méme procédure est répétée en dimension p = 5 et p = 6. Le résumé des régresseurs
obtenus pour p = 2 jusque p = 6 est proposé aux Tableaux 5.1 et 5.2, a chaque fois en
comparaison avec les régresseurs obtenues par information mutuelle classique en deux di-
mensions. Dans ces tableaux, on constate que les régresseurs sélectionnés sont généralement
comparables avec ceux obtenus par information mutuelle en dimension p = 2, en utilisant
un délai constant et des multiples de ce délai. Les différences sont souvent limitées au
décalage d’une composante z(t), & un, deux ou trois pas de temps, jamais plus. Bien que
les criteres mesurent des grandeurs différentes, il est intéressant de noter que les méthodes
sont relativement cohérentes entre elles et que les régresseurs finalement obtenus sont

comparables entre eux.
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| Distance & la Diagonale
‘ x(t), z(t — 31)

Info. mut. classique | Info. mut. haute dimension
x(t), z(t — 11)

z(t), z(t — 11), z(t — 22)

x(t), x(t — 11), z(t — 22), z(t — 33)

/
x(t), z(t — 4), z(t — 15)
z(t), z(t — 6),x(t — 11), z(t — 20)

z(t), z(t — 3),z(t — 33)
x(t), x(t — 13), z(t — 15), z(t — 30)

w3

TAB. 5.3 — Composantes retenues pour la construction des régresseurs par information mu-
tuelle en haute dimension et Distance & la Diagonale, comparés aux composantes retenues
par information mutuelle classique. La série considérée est la série Lorenz.

Distance a la Diagonale

z(t), z(t — 1)

z(t),z(t —5),z(t — 8)

z(t),z(t — 1), z(t — 4),z(t — 9)

Info. mut. classique | Info. mut. haute dimension
x(t), z(t — 3)

xz(t), z(t — 3),z(t — 6)

z(t), z(t — 3),z(t — 6),z(t — 9)

z(t), x(t — 3),z(t — 8)
z(t),z(t —1),z(t —4),z(t — 9)

=W N

TAB. 5.4 — Tableau des composantes retenues pour la construction des régresseurs par les
trois criteres, série AR(3).

La méme procédure a été appliquée a la série Lorenz et a une série linéaire générée
artificiellement suivant un modele AR(3), décrite dans I’Annexe A. Les Tableaux 5.3 et
5.4 présentent une comparaison des régresseurs obtenus selon les trois approches, pour ces
deux autres séries temporelles. Toutes les combinaisons de délais 0 < 7 < ... < 7,1 < 50,
telles que la premiére composante est x(t), ont été testées pour la série Lorenz, de méme
que pour la série AR(3), a la différence que l'intervalle de valeur pour les délais 7y, ... 7p—1
a été limité a 30 au lieu de 50.

En observant les Tableaux 5.1 a 5.4, on peut retirer deux informations. La premiere
est que les criteres utilisés permettent, a nouveau, de sélectionner des composantes sensi-
blement différentes. Ce fait est relativement évident puisque les trois critéres mesurent des
quantités différentes, comme mentionné plus tot dans cette section. La seconde information
est qu’il y a, au-dela de petites différences, une certaine cohérence dans les valeurs retenues
par les différentes méthodes. De plus, les trois méthodes fournissent des régresseurs com-
pacts dans le temps, malgré les intervalles relativement larges de valeurs possibles pour les
délais. Les reconstructions dans ’espace de phase sont donc comparables, les différences
dans les régresseurs sont généralement limitées au décalage d’un ou deux composantes, a
quelques pas de temps, principalement dans le cas des séries Santa Fe A et AR(3).

Cependant, il faut nuancer le cas du critere de Distance a la Diagonale, qui a tendance
a déplier excessivement les distributions de régresseurs dans ’espace de phase. Les graphes
des Figures 5.6 et 5.7 illustrent le fait que le choix d’un délai en deux dimensions est sous
optimal en trois dimensions. Or, dans le tableau 5.3, on peut voir apparaitre un délai
de 30 ou de 33 pour la derniere composante des régresseurs construits par Distance a la
Diagonale. Ces valeurs de 30 et de 33 sont proches (voir identique) d’un multiple de 7 = 11
sélectionné en deux dimensions. Or, on a pu observer a la Section 5.3 que les multiples
de ce délai fournissent généralement un dépliage de moins bonne qualité, les régresseurs
n’étant plus suffisamment compacts dans le temps. On peut donc se douter que les délais

sélectionnés par Distance a la Diagonale sont, dans le cas de la série Lorenz, trop longs.
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5.7.2 Comparaison en termes de prédiction

Dans cette section, il est étudié dans quelle mesure les régresseurs obtenus, selon une
des trois approches utilisées dans la section précédente ont un impact sur les performances
en prédiction a un pas de modeles de prédiction. A priori, rien ne permettait de dire
que des régresseurs sélectionnés suivant des approches différentes étaient cohérents entre
eux malgré leurs différences, mais ils le sont. Il est dés lors intéressant d’observer si ces
régresseurs conduisent & des modeles de prédiction dont les performances sont elles aussi
comparables ou si, au contraire, des régresseurs obtenus suivant une méthode particuliere
permettent d’améliorer significativement les prédictions fournies par un modele construit
sur base de ces régresseurs par rapport aux modeles construits en utilisant les régresseurs
obtenus suivant les autres approches.

Des RBFN sont utilisés en tant que modeles de prédiction pour un horizon limité a
h = 1. La procédure de sélection de structure RBFN est le bootstrap, avec un nombre
R = 50 de réplications, pour toutes les expériences décrites ci-dessous. Les délais utilisés
dans les régresseurs utilisés pour construire les RBFN sont ceux obtenus a la section
précédente, et repris aux Tableaux 5.1 et 5.2. Des modeles RBFN dont la complexité varie
de 10 a 200 noyaux Gaussiens, par incrément de 10, ont été utilisés. Les estimations de
Ierreur de généralisation obtenue par bootstrap, pour les différentes structures de modele,
et pour les différents régresseurs, sont présentées a la Figure 5.19. On note, sur le graphe
en haut a droite correspondant aux régresseurs de dimension p = 4 une superposition des
courbes obtenues en utilisant le régresseur obtenu par Distance a la Diagonale et celui
obtenu par information mutuelle a deux variables. Cette superposition est normale, les
deux régresseurs étant dans ce cas précis identiques.

On peut faire trois observations sur base des courbes de la Figure 5.19. Tout d’abord, le
minimum des trois courbes d’erreur n’est pas obtenu pour une méme structure de modele.
Ensuite, les valeurs respectives des minima obtenus pour les différentes reconstructions
ne sont pas strictement les mémes. Enfin, les courbes se croisent ; 'ordre dans lequel elles
apparaissent est en effet modifié non seulement au sein d’'un méme graphe, mais aussi et
surtout d’un graphe a 'autre. En d’autres termes, on ne peut pas mettre en évidence une
approche de sélection de délai(s) qui permettrait d’obtenir un modele construit sur base
des régresseurs utilisant ce(s) délai(s) et dont 'erreur de généralisation serait toujours
meilleure (ou toujours moins bonne) que les deux autres approches. Aucun critére ne
fournit en effet des courbes qui sont systématiquement inférieures a celles obtenues par les
autres criteres.

Les mémes expériences sont répétées pour la série Lorenz et pour la série AR(3). La
complexité des modeles RBFN utilisés varie de 10 a 200 noyaux par incrément de 10 dans
le cas de la série Lorenz, et de 1 a 20 noyaux par incrément de 1 dans le cas de la série
AR(3). Les courbes d’erreur obtenues pour la série Lorenz, en utilisant les régresseurs
repris au Tableau 5.3, sont présentées a la Figure 5.20, celles obtenues pour la série AR(3)
sur base des régresseurs du Tableau 5.4 & la Figure 5.21. Sur base de ces graphes, on
fait les mémes observations que pour la série Santa Fe A, si ce n’est que pour la série
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Fia. 5.19 — Estimations de 'erreur de généralisation par bootstrap, pour des RBFN comp-
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Fi1G. 5.20 — Estimations de l'erreur de généralisation par bootstrap, série Lorenz. De gauche
a droite : des régresseurs de taille p =2, p =3 et p = 4.

Lorenz, les estimations de I'erreur de généralisation obtenues aux minima respectifs sont
dans ce cas trés proches les unes des autres. On observe en effet des courbes trés plates,
ce qui s’explique par le fait que la correction de biais du terme d’optimisme augmente tres

lentement, méme en considérant des complexités jusque 300 noyaux Gaussiens.

5.7.3 Analyse des observations

Dans cette sous-section, les observations déduites des résultats expérimentaux obtenus

aux sous-sections précédentes sont discutées. Les enseignements qu’on peut en retenir,

étant d’origine expérimentale, sont donc d’ordre qualitatif.

Le fait que le minimum des courbes d’erreur ne soit pas obtenu pour une seule et
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Fia. 5.21 — Estimations de l'erreur de généralisation par bootstrap obtenues pour des
reconstruction de la série AR(3) dans des espaces de dimension p = 2, p = 3 et p = 4,
respectivement de gauche a droite.

méme structure dans les différents cas n’est en fait pas treés surprenant. Excepté lorsque
les régresseurs utilisent les mémes délais, on a en fait des reconstructions sensiblement
différentes, dans ’espace de phase. Bien que la dynamique de la série temporelle soit
unique, sa reconstruction peut étre plus ou moins fidele. Il faut donc selon le cas un modele
plus ou moins complexe, en fonction de la qualité du dépliage. De méme, la présence de
bruit dans les données explique également en partie cette observation, le bruit influencant
la reconstruction.

Un autre corollaire de la différence de reconstruction, en utilisant différents régresseurs,
c’est I'estimation de l'erreur de généralisation obtenue pour les différents minima. Tout
comme la reconstruction influence le choix de la structure, il est évident que la recons-
truction influence également la qualité de la modélisation, et donc au final erreur de
généralisation des modeles. La reconstruction peut donc favoriser la modélisation tout
comme elle peut la pénaliser, ce qui tend alors a faire augmenter I'erreur de généralisation,
méme pour le modele optimal de la reconstruction considérée, par rapport aux modeles
issus d’autres reconstructions.

L’observation selon laquelle les différentes courbes ont tendance a se présenter dans un
ordre différent lorsque p varie s’explique une fois encore par la reconstruction dans ’espace
de phase. D’un graphe a l'autre, on a une reconstruction avec des délais obtenus selon
chaque critere, cette reconstruction pouvant étre plus ou moins favorable & la modélisation.
Si la reconstruction est favorable, la courbe aura tendance a rester constamment inférieure
aux autres courbes. Elle sera bien évidemment supérieure dans le cas contraire. Le fait
que les courbes se croisent parfois, a l'intérieur d’un méme graphe, est probablement un
effet des rééchantillonnages de la procédure boostrap : il est possible que les ensembles
d’apprentissage bootstrapés ne reprennent pas I’ensemble de la dynamique de la série. Bien
évidemment, des tels ensembles pénalisent le modele lorsqu’il est confronté a de nouvelles
données qui ne correspondent pas tout a fait a la dynamique apprise sur un échantillon
peu représentatif de la véritable dynamique de la série considérée.

Notons qu’il est tout a fait normal que les courbes d’erreur obtenues par des modeles

construits sur base de régresseurs identiques, bien que sélectionnés par des approches
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différentes, se superposent. Les régresseurs utilisant les mémes délais, les reconstructions
dans I'espace de phase sont les mémes. Les échantillons bootstrappés étant construits de la
méme fagon pour les trois approches (ce qui est un minimum si on veut pouvoir comparer
les expériences), il n’y a donc aucun effet da a I’échantillonnage. Les seules différences
qui pourraient survenir concernent la convergence des différentes applications de 'algo-
rithme RBFN, dont linitialisation change. En choisissant adéquatement les parametres
des RBFN, la convergence de 'algorithme conduit & un modele comparable, quelle que
soit la méthode utilisée pour sélectionner le(s) délai(s). On a donc des modeles compa-
rables, appris sur des échantillons identiques, et dont les régresseurs ont été construits de
la méme fagon, en utilisant des délais strictement les mémes. Il est donc tout a fait normal
que les erreurs de généralisation soient identiques et que les courbes finalement obtenues
se superposent.

Enfin, on peut conclure cette discussion en rappelant qu’une “bonne” reconstruction de
I’espace de phase permet d’aider ’étape de modélisation d’une série temporelle, et permet
donc au final d’obtenir de bonnes prédictions. Il faut néanmoins pouvoir mesurer quantita-
tivement ce que serait une “bonne” reconstruction, éventuellement par comparaison avec
la dynamique réelle de la série temporelle. Or, cette dynamique est généralement incon-
nue. Méme lorsque la série est générée artificiellement sur base de systemes déterministes,
comme par exemple pour les séries Lorenz ou Rossler, la représentation de référence de la
dynamique, que ce soit dans ce travail ou dans la littérature, n’est jamais ... qu’une recons-
truction par immersion. Grace aux expériences de cette section, on sait maintenant que
plusieurs critéres peuvent étre utilisés indifféremment pour obtenir des régresseurs compa-
rables en termes de reconstruction dans I’espace de phase, bien que sensiblement différents
en termes de délais sélectionnés. On sait aussi que ces régresseurs permettent de construire
des modeles de prédiction de performance comparable, quelle que soit I’approche utilisée

pour obtenir le(s) délai(s) utilisé(s) dans les régresseurs.

5.7.4 En pratique

Un point non négligeable, dans des expériences comme celles présentées dans les sous-
sections précédentes, est le temps calcul. Comme on peut le voir a partir des Figures
5.14, 5.16 et 5.18, le nombre de combinaisons possibles de valeurs de délais a considérer
augmente factoriellement lorsque la dimension des régresseurs augmente. Ce nombre de
possibilités augmente par ailleurs en fonction de la limite supérieure des valeurs de délai
testées. Si le critere de Distance a la Diagonale reste de complexité linéaire, I'information
mutuelle en haute dimension est en moyenne moins performante. Si on veut donc tester
plusieurs criteres de sélection de délais, il faut donc additionner les temps d’exécution pour
chacun des criteres, ce qui représente beaucoup de temps calcul. Concretement, pour tester
plusieurs dimensions, méme en se limitant a p = 4, avec un délai maximum relativement
limité de 7 = 50, plusieurs heures sont nécessaires pour tester toutes les combinaisons de

délais possibles, voire plusieurs jours en fonction du nombre de données dans la série . ..
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Notons que la dimension p des régresseurs a été testée ici de facon exhaustive, pour
des valeurs relativement raisonnable, dans le but d’observer le comportement des critéres
de sélection du délai en fonction de p. Il est évident qu’en pratique, il est conseillé de
déterminer la dimension intrinseque d; et d’en déduire p. Pour ce faire, des méthodes telles
que la dimension de corrélation, le Box-Couting ou la méthode des faux voisins, peuvent
étre utilisées. En ne testant que les combinaisons de délai(s) pour les régresseurs de cette
dimension p, on gagne immédiatement le temps calcul passé a tester des combinaisons dans
d’autres espaces de dimension différente. Néanmoins, il ne faut pas oublier que I’estimation
de la dimension intrinseque d; est généralement réalisée sur base de régresseurs (dimension
de corrélation, faux-voisins), et est donc influencée par le délai utilisé dans les régresseurs.
I1 faut donc malgré tout continuer a tester en méme temps les valeurs de délai(s) choisi(s)

et la dimension intrinseque d; (et donc également la taille des régresseurs p).

5.8 Résumé du chapitre

Les principaux théoremes liés a la reconstruction d’une série dans son espace de phase
sont d’abord rappelés. Les deux parametres principaux de la reconstruction, en pratique,
sont ensuite mentionnés, a savoir la dimension de ’espace de phase et le délai entre compo-
santes des régresseurs. Quelques méthodes permettant d’estimer la dimension intrinseque
d’une série temporelle sont alors présentées.

Les méthodes habituelles de sélection d’un délai unique sont rappelées, a savoir les ap-
proches basées sur 'autocorrélation et 'information mutuelle. Un exemple permet d’illus-
trer les limites de la sélection du délai lorsque cette sélection est réalisée en tenant compte
de deux variables seulement. Dans cet exemple, on peut observer la déformation de la
reconstruction, qui est par endroit trop dépliée lorsqu’on construit des régresseurs de di-
mension supérieure a deux en utilisant des multiples d’un délai constant sélectionné en
deux dimensions.

Une généralisation du critere d’autocorrélation est alors proposée, afin de prendre
en compte plus de deux variables. Cette généralisation permet de sélectionner soit un
délai unique, mais directement dans un espace de dimension plus grande que deux, soit
plusieurs délais différents. Lors de I'application de ce critére pour la sélection d’un délai
unique directement en haute dimension, on a pu souligner la diminution de la valeur du
délai lorsque la taille du régresseur augmente. On a également pu observer une limite a ce
critere d’ordre supérieur, qui devient difficilement exploitable lorsque I'ordre devient trop
important.

Une généralisation de ’approche par information mutuelle est également proposée, afin
de prendre en compte plus de deux variables. Cette généralisation est basée sur un estima-
teur particulier, estimant 'information mutuelle dans un espace de dimension quelconque
au moyen de 'algorithme des k-plus-proches-voisins. Cet estimateur permet, lui aussi, de
sélectionner un délai unique ou plusieurs délais, directement en haute dimension. Lors de

I’application de ce deuxieme critére généralisé, on a pu a nouveau souligner la diminution
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de la valeur du délai unique sélectionné en haute dimension, lorsque la taille du régresseur
p augmente.

Le critere de Distance a la Diagonale, introduit au chapitre précédent, est a nouveau
utilisé, sa définition sur base de vecteurs lui permettant d’étre employé aisément en haute
dimension pour un cotit en temps calcul réduit. L’utilisation de ce critere dans le cadre de
la sélection d’un délai unique, mais directement en haute dimension, a conduit a la méme
conclusion que pour les deux criteres précédents : la valeur du délai diminue lorsqu’il est
sélectionné directement dans un espace de dimension supérieure a deux, la diminution
étant de plus en plus nette lorsque la dimension de ’espace augmente. Bien entendu, ce
critere est également adapté a la sélection de plusieurs délais.

Les criteres d’information mutuelle en haute dimension et de Distance a la Diago-
nale sont utilisés pour construire des régresseurs comportant plusieurs délais différents au
lieu d’un délai unique. Les criteres sont également comparés a ’approche classique avec
information mutuelle en deux dimensions. En termes de reconstruction dans l’espace de
phase, les trois criteres fournissent des régresseurs qui, bien que sensiblement différents,
sont cohérents entre eux. Les régresseurs sont relativement compacts dans le temps, et les
différentes entre variables sélectionnées comme composantes des régresseurs sont limitées
d’une méthode a ’autre, de quelques pas dans le temps seulement. En termes de prédiction,
les performances obtenues sont variables d’un critere a ’autre, d’une dimension a ’autre :
les complexités optimales ne sont pas toujours les mémes, et les estimations de I'erreur de
généralisation obtenues pour ces complexités restent différentes. Toutes ces observations
s’expliquent en fonction des reconstructions dans l’espace de phase obtenues en utilisant
les différents régresseurs. De plus, on constate expérimentalement qu’aucune méthode ne
permet de fournir des régresseurs, et donc une reconstruction, toujours supérieurs a ceux
obtenus par les autres méthodes. Notons qu’en termes de temps calcul, il y a sans doute
beaucoup mieux a faire que de tester toutes les combinaisons de délais dans toutes les
dimensions, approche néanmoins utilisée ici dans un but de comparaison approfondie des
méthodes généralisées.

Concluons en rappelant les deux contributions les significatives de ce chapitre. D’une
part le constat de la diminution de la valeur du délai, lorsqu’il est unique et choisi direc-
tement dans un espace de dimension supérieure a deux, en fonction de 'augmentation de
la dimension de ’espace de phase. Cet enseignement, certes qualitatif, est tres intéressant
puisqu’il se distingue de l'utilisation classique de ces méthodes consistant a ne considérer
que deux variables pour sélectionner un délai unique et ensuite prendre des multiples du
délai sélectionné. D’autre part, le fait que les différentes méthodes conduisent a des re-
constructions dans I’espace de phase qualitativement semblables permet d’affirmer que ces
méthodes peuvent étre utilisées indifféremment.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Dans l'introduction, il est expliqué que la prédiction de séries temporelles est bien plus
que la “simple” estimation de la valeur future d’une série. En effet, pour pouvoir prédire
la valeur future d’une série, il faut construire un modele mathématique de 1’évolution
passée de la série temporelle. Et pour obtenir un bon modele, il est important d’analyser
la série temporelle. La problématique de la prédiction couvre donc trois aspects, I’analyse,
la modélisation et la prédiction en elle-méme. Au cours de cette these, différentes contri-
butions ont été apportées pour ces trois aspects, parfois sur le plan théorique, parfois sur
un plan plus expérimental.

Au niveau de 'analyse des données, le probléeme de la sélection du délai a été abordé.
Les approches classiques de sélection du délai ont leurs limites, principalement dues aux
définitions des criteres qui sont proposées en deux dimensions. Pour pouvoir dépasser ces
limites, trois criteres généralisés, capable de prendre en compte un nombre quelconque
de variables, sont proposés : I'autocorrélation d’ordre supérieur, l'information mutuelle
en haute dimension et la Distance a la Diagonale. Ces criteres ont une double utilité.
Ils peuvent étre utilisés pour sélectionner un délai unique directement dans un espace de
dimension supérieure a deux. Ils peuvent également étre utilisés pour sélectionner plusieurs
délais entre les différentes variables considérées.

Au niveau de la modélisation, la Double Quantification Vectorielle est décrite, en tant
que modele de prédiction. La Double Quantification Vectorielle est un modele tres souple,
capable de prédire a court terme et a long terme, aussi bien des séries scalaires que des
séries vectorielles, sans modification particuliere de la méthode. Par ailleurs, la sélection
de structure par fast-bootstrap est complétée par un test statistique. Ce test permet
d’entériner ’hypothese de linéarité du terme d’optimisme. Enfin, le caractere significatif
des méthodes de clustering est confirmé. Cette confirmation du caractere significatif valide
I'utilisation de ’algorithme des cartes auto-organisées, considérée ici comme un outil de
clustering pour créer des clusters de régresseurs, tant dans le cadre de la Double Quan-
tification Vectorielle que pour les deux méthodes que sont la Double Quantification avec
RBFN locaux et la Double Matrice des Transitions.
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6. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Au niveau de la prédiction, les capacités de la Double Quantification Vectorielle sont

illustrées au travers de plusieurs exemples. La méthode a notamment été classée dans le

cadre de la compétition CATS. La prédiction a long terme est abordée de maniere théorique

avec la preuve de stabilité de la Double Quantification Vectorielle. De plus, les capacités

de tout modele de prédiction a long terme ont été discutées au travers des performances

attendues, dans le cadre des approches récursive et directe.

Une série d’enseignements trés concrets peuvent étre dégagés du développement de

tous ces points, détaillés dans le contenu de cette these. Résumons ici ces enseignements :

la Double Quantification Vectorielle est souple d’utilisation et stable a long terme,
une preuve théorique de la stabilité est d’ailleurs proposée pour des régresseurs en
deux dimensions,

il n’est pas possible d’affirmer de fagon définitive que ’approche directe a long terme
est supérieure a I’approche itérative a long terme, ni 'inverse,

le clustering de séries peut étre appliqué a des régresseurs correctement dépliés dans
leur espace de phase,

le(s) délai(s) doi(ven)t idéalement étre choisi(s) en tenant compte de toutes les com-
posantes du régresseur,

quand il est choisi directement dans la dimension de I’espace de phase, la valeur du
délai diminue lorsque la dimension de cette espace augmente,

les méthodes de sélection de délai en dimension supérieure a deux peuvent étre
utilisées indifféremment, méme si les délais choisis sont différents : les régresseurs
construits sur base de ces délais sont cohérents d’'une méthode a l'autre, peu importe

la méthode utilisée.

Au travers des sections et des chapitres de cette these, des pistes ont été proposées

pour toute une série de questions abordées au cours des travaux de cette theése et qui

restent actuellement ouvertes :

Est-il possible de généraliser la preuve de stabilité a long terme de la Double Quan-
tification Vectorielle en dimension trois 7 Comment ? Et en dimension supérieure ?
Il semble normal, au moins intuitivement, que les graphes de I’autocorrélation d’ordre
supérieur deviennent plats lorsque 'ordre augmente. Comment expliquer plus rigou-
reusement que ce critere devienne inexploitable lorsque I'ordre augmente 7
Comment faire pour que la Distance a la Diagonale n’ait pas tendance a sélectionner
un délai qui se borne a remplir ’espace de phase par les régresseurs? Peut-on
contraindre ce critere pour qu’il déplie avec plus de précision la structure? Com-
ment ?

Comment déterminer une borne supérieure pour les valeurs que peuvent prendre les
différents délais en haute dimension ? Une premieére approche, proposée ici dans le
cadre du critere de Distance a la Diagonale, est de considérer la valeur obtenue en
deux dimensions comme une borne supérieure pour les dimensions suivantes. Est-il

possible de définir une borne plus précise 7
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Par ailleurs, au dela de ces questions ouvertes, les contributions de ce travail ouvrent
de nouvelles voies. Les sujets abordés posent en effet plusieurs questions intéressantes, tant
sur le plan théorique qu’au niveau applicatif. Les aspects les plus intéressants a explorer
dans le futur sont sans doute :

— une étude approfondie du critére de Distance a la Diagonale. Sur le plan théorique,

il est certainement possible de faire le lien de facon plus formelle entre ce critere
géométrique et d’autres approches géométriques proposées dans la littérature et
mentionnées dans ce texte. Sur le plan pratique, une premiere question est bien
entendu de limiter la tendance de ce critére a déplier de fagon excessive la structure
de la série dans son espace de phase. De plus, sachant que la taille du régresseur et la
(les) valeur(s) de délai(s) sont liées, il serait intéressant d’observer le comportement
de ce critere dans le cadre de méthodologies ou il est sélectionné en méme temps
la taille du régresseur et la valeur du (ou des) délai(s), ces deux questions étant
considérées séparément ici pour se concentrer sur le choix du(des) délai(s).

— le développement des méthodes de sélection de délai(s) en haute dimension. A partir

du moment ou les régresseurs sont généralement de dimension supérieure a deux, il
semble tout a fait normal que la sélection du(des) délai(s) soit effectués directement
dans un espace de cette dimension. C’est presque une évidence, et pourtant c’est
loin d’étre le cas en pratique. Les résultats expérimentaux repris dans cette these
apportent un premier enseignement, méme s’il n’est que qualitatif. Il y a sans aucun
doute encore beaucoup a faire, non seulement pour développer ces critéres, mais
encore pour généraliser 1'usage de ces approches de sélection de délai(s) directement
en haute dimension aupres de ceux qui manipulent en pratique des séries temporelles.

— la poursuite des comparaisons entre les approches de prédiction a long terme, récursive

et directe. Il serait en effet trés intéressant de déterminer si une approche est
supérieure ou non, indépendamment de toute série temporelle et de tout modele.
L’apport de contributions, telles que par exemple la méthode DirRec citée dans ce
document, devrait sans doute apporter un élément de réponse pour une question
particulierement difficile mais tres intéressante tant sur le plan théorique que pour
bien des applications concretes.
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Annexe A

Séries temporelles utilisées

Les séries temporelles utilisées dans le cadre de cette these sont rassemblées ici, dans
leur ordre d’introduction, au cours des différents chapitres. Pour chaque série, une des-
cription breve sur l'origine des données est proposée. Le graphe de la série est a chaque

fois proposé, afin d’illustrer la dynamique d’évolution.

A.1 Série SunSpot

La série des taches solaires provient de I'observation du Soleil, dont I'activité varie
au cours du temps. Plusieurs phénomenes liés a cette activité sont observables, dont des
éruptions ou des taches noires, entre autres. Ces taches noires apparaissent quotidienne-
ment selon un cycle approximatif de onze ans. Plusieurs séries temporelles sont obtenues
sur base des observations quotidiennes (144) :

— la série des observations quotidiennes,

— la série des observations mensuelles, obtenue par sommation des observations quo-

tidiennes,

— la série corrigée des observations par mois, obtenue par un lissage utilisant un filtre

sur les 13 derniers mois,

— la série des observations annuelles, obtenue par sommation des observations men-

suelles.

Dans les différentes expériences, la série des observations mensuelles est utilisée. Cette
série est représentée a la Figure A.1. Cette série comporte 3074 valeurs, couvrant l'inter-
valle de temps entre janvier 1749 et février 2005. Les données sont disponibles en ligne
(144).

A.2 Série Santa Fe A

La série Santa Fe A (177) a été proposée dans le cadre d’une compétition d’analyse et
de prédiction de séries temporelles organisée en 1991 a I'Institut de Santa Fe. Les données
correspondent aux mesures de 'intensité d’un laser NH3-FIR dans un état chaotique. Une
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A. SERIES TEMPORELLES UTILISEES
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Fic. A.1 — Représentation graphique de la série temporelle des taches solaires SunSpot.
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F1a. A.2 — Représentation graphique de la série temporelle de la compétition Santa Fe A.

description complete des données est fournie dans (80). Le but de la compétition était,
sur base de 1000 valeurs mises a disposition, de prédire les 100 valeurs suivantes (177). La
Figure A.2 propose une représentation graphique de la série.

Une particularité de cette série est que la suite des données ayant servi a la compétition
est également disponible, cette deuxieme série comptant 9000 valeurs. Les séries de la
compétition et des valeurs suivantes sont disponibles en ligne (1).

A.3 Série Polonaise

La série Polonaise contient les valeurs de la consommation électrique en Pologne sur
une période d’un peu plus de 8 ans, allant de janvier 1990 a décembre 1998. La série
complete compte les 72 000 valeurs de la consommation mesurée heure par heure. Cette
série est représentée graphiquement a la Figure A.3.

A.4 Série CATS

La série CATS est une série temporelle proposée dans le cadre de la compétition de
prédiction CATS, organisée en 2004 lors de la conférence IJCNN (104). 4900 données
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Fi1G. A.4 — Représentation graphique de la série entiere de la Compétition CATS.

étaient mises a disposition des participants, parmi lesquelles figuraient 100 valeurs man-
quantes. Le but de la compétition était de prédire ces 100 valeurs manquantes. La Figure

A 4 présente une représentation graphique des 4900 valeurs de la série.

En pratique, cinq groupes de 20 valeurs manquantes devaient étre complétés, les 4900
valeurs de la série formant cing suites de 980 données suivies d’un bloc de 20 valeurs
manquantes. Un agrandissement de la série autour des cing blocs de valeurs manquantes

est proposé a la Figure A.5.

Signalons que, bien que la compétition soit terminée, il n’y a toujours aucune infor-
mation disponible a propos de l'origine des données. Bien qu’il semble que la série soit
artificielle, la relation ayant permis de générer les valeurs de la série n’a toujours pas été

rendue publique.
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F1a. A.5 — Représentation graphique des cinq blocs de valeurs manquantes de la série de la
Compétition CATS. De gauche a droite et de haut en bas : les blocs de valeurs manquantes
1ah5.

A.5 Série Lorenz

La série Lorenz a été obtenue en intégrant les équations différentielles du systéeme de
Lorenz (3; 88; 89) :

it = 10(yt - ,It),
Yo = 2814 — yr — Tezt,
i = Ty — gzt-

Sur base de ces équations, 4000 données ont été générées en utilisant un pas d’intégration
de 0.015 a partir des conditions initiales o = 0.1, yo = 0.5 et zg = —0.2. Toutefois, les
conditions initiales sont relativement peu importantes pour ce systeme chaotique, les 2000
premieres données ayant été enlevées de la série temporelle. Le but de cette manipulation
est de laisser la trajectoire de la série converger vers son attracteur, apres passage de ’état
transitoire fonction des conditions initiales de la série. Une représentation graphique de la
série est proposée a la Figure A.6.

A.6 Série MarcheAléatoire

La série MarcheAléatoire est obtenue sur base de la relation habituelle définissant une
marche aléatoire :

Tyl = Xt + &y,
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Fia. A.6 — Représentation graphique de la série Lorenz.
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F1a. A.7 — Représentation graphique de la série MarcheAléatoire.

ol & est un bruit blanc Gaussien, de moyenne nulle. Pour cette série, 2000 données ont
été générées. La valeur est zg = 1.235. Ces données sont représentées graphiquement a la
Figure A.7.

A.7 Série Rossler

La série Rossler a été obtenue en intégrant les équations différentielles du systéme de
Rossler (3; 89) :

o = —(ye + =),
g9 = x+ 0.2y,
215 = 0.2 + Zt(,It - 57)

Sur base de ces équations, 4000 données ont été générées en utilisant un pas d’intégration
de 0.075, a partir des conditions initiales xyp = 1, yg = 1 et zp = 2. Les conditions ini-
tiales n’ont ici encore que peu d’influence, le systeme d’équations décrivant un processus
chaotique. Tout comme pour la série Lorenz, les 2000 premieres données ont également
été enlevées ici, afin de laisser la trajectoire de la série converger vers son attracteur. Une

représentation graphique de la série est proposée a la Figure A.8.
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Fia. A.9 — Représentation graphique de la série AR(3).

A.8 Série AR3

La série AR(3) est générée artificiellement sur base de la relation suivante :
Ty =01 % Ty—1 + A2 * Ty—2 + A3 * Ty—3 + €.

Les coefficients a1, as et ag ont été choisi aléatoirement suivant une distribution normale
de moyenne nulle et de variance unitaire. €; a également été généré suivant une distribution
normale de moyenne nulle mais de variance 0.1 cette fois. 2500 valeurs ont été générées.
Pour éviter tout biais dii a I'initialisation, les 500 premieres valeurs ont été retirées de la

série. Une représentation graphique des 2000 données restantes est proposée a la Figure
A9.
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